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Résumé

La théorie des jeux est probablement le modèle formel le plusabouti pour l’étude des interactions straté-
giques entre agents. Les jeux booléens, introduits par Harrenstein et al. [HvdHMW01, Har04a], sont des
jeux à deux joueurs et à somme nulle. L’utilité des joueurs est représentée par une formule en logique pro-
positionnelle, et les stratégies de chaque joueur consistent à assigner une valeur de vérité à chaque variable
qu’il contrôle.

Nous avons dans un premier temps généralisé ce cadre à des jeux àn joueurs et à somme non nulle, et nous
avons donné dans ce cadre une simple caractérisation des équilibres de Nash et des stratégies dominées.
Cela nous a permis de calculer la complexité des problèmes qui en découlent.
Ensuite, nous avons introduit plusieurs langages de représentation compacte de préférences afin d’enrichir
encore ces jeux : les préférences des joueurs ne seront plus binaires mais représentées grâce à deux de ces
langages : les buts à priorité et les CP-nets.
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Chapitre 1

Introduction

La théorie des jeux est probablement le modèle formel le plusabouti pour l’étude des interactions straté-
giques entre agents. Informellement, un jeu consiste en un ensemble d’agents (ou joueurs), et pour chaque
agent, la donnée d’un ensemble de stratégies possibles et une fonction d’utilité associant une valeur réelle
à chaque combinaison possible de stratégies, et, pour les jeux dynamiques à information incomplète, des
hypothèses sur les croyances de l’agent au cours du jeu (que nous ne considérerons pas ici).

Pour simplifier un peu la tâche, nous nous plaçons maintenant(et jusqu’à la fin du rapport) dans le cadre
des jeux statiques. Que le jeu soit statique signifie que les agents choisissent leur stratégie en parallèle, sans
observer quoi que ce soit du choix des autres joueurs.
En outre, pour les jeux statiques les deux modes de représentation usuels des jeux (forme extensive et forme
normale) coïncident. Cette représentation ne fait pas l’économie de la description explicite de la fonction
d’utilité de chaque agent. Or, cette description est de taille exponentielle en fonction du nombre d’agents :
par exemple, sin agents ont chacun un choix entre deux actions possibles, il faudra spécifiern×2n valeurs
numériques ; si deux agents contrôlent chacun un ensemble dep variables booléennes (il suffit de penser
à de telles variables comme à des boutons que l’agent peut choisir d’enfoncer ou non), chaque agent a 2p

stratégies possibles et il faudra donc expliciter 2× (2p)2 = 22p+1 valeurs numériques.
Cette explosion combinatoire est encore plus flagrante lorsqu’à la fois l’ensemble des agents et l’ensemble
des stratégies pour chacun des agents sont de taille importante. Il devient alors déraisonnable de spécifier
les fonctions d’utilité de manière explicite, en listant les valeurs pour chaque combinaison de stratégies. Il
est tout aussi déraisonnable de penser pouvoir calculer despropriétés du jeu en appliquant un algorithme
nécessitant une énumération explicite des combinaisons destratégies. Pensons par exemple au calcul des
équilibres de Nash en stratégies pures (dont nous rappelonsla définition plus loin) : ce calcul nécessite,
dans le cas des jeux précédents, et dans le pire des cas, un temps de calcul de l’ordre den×2n (pour le jeu
àn joueurs avec 2 actions chacun) et de 2×2p×22p = 23p+1 (pour le jeu à deux joueurs contrôlant chacun
p variables booléennes).

D’un autre côté, une sous-branche de l’intelligence artificielle s’intéresse aux langages de représentation
compacte de préférences (ordinales ou numériques). Ces langages permettent une représentation concise
de relations de préférences, ou de fonctions d’utilité, surun ensemble de conséquences qui possède une
structure combinatoire (c’est-à-dire un produit cartésien de domaines de valeurs finis pour un ensemble fini
de variables), en exploitant dans une large mesure des propriétés structurelles des relations de préférences
(comme l’indépendance préférentielle entre variables). En particulier, lorsque les variables en jeu sont
binaires, ces langages sont fondés sur la logique propositionnelle, dont ils héritent l’expressivité et les
méthodes algorithmiques (pour la déduction et la recherchede modèles, notamment). L’expressivité et le
pouvoir de concision des langages de représentation logique de préférences sont étudiés dans [CMLLM04]
et leur complexité algorithmique dans [Lan04].

Partant de là, puisque la spécification d’un jeu statique nécessite la description des préférences des agents,
il apparaît naturel de représenter de tels jeux en utilisantdes langages de représentation compacte de préfé-
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rences. C’est l’objectif premier de ce rapport, qui donne des résultats préliminaires et pour l’instant simples,
mais qui par ailleurs pose quelques questions plus complexes.

Il existe déjà un cadre répondant (très) partiellement aux problèmes que nous avons posés plus haut : il
s’agit desjeux booléens[HvdHMW01, Har04a]. Un jeu booléen est un jeu à deux joueurs et à somme
nulle, la fonction d’utilité du joueur 1 (et donc celle du joueur 2 qui est son opposé) est représentée par une
formule de la logique propositionnelle, appeléeforme booléennedu jeu.

Après avoir donné chapitre 2 quelques rappels sur la logiquepropositionnelle, puis chapitre 3 une descrip-
tion (simplifiée) des jeux booléens, nous montrerons chapitre 4 que ces jeux booléens peuvent facilement
être généralisés de manière à représenter des jeux avec un nombre arbitraire de joueurs et à somme non
nulle, mais en gardant l’hypothèse que les préférences de chaque joueur sont représentées par une formule
propositionnelle unique, ce qui ne permet de représenter que des utilités binaires. Nous verrons comment
des outils simples issus de la logique propositionnelle permettent de caractériser certaines propriétés du
jeu, et nous donnerons quelques résultats de complexité algorithmique.
Nous introduirons ensuite dans le chapitre 5 plusieurs langages de représentation de préférences afin d’en-
richir encore les jeux booléens : les préférences des joueurs ne seront plus des formules uniques. Dans le
chapitre 6, nous exposerons quelques uns des travaux existants sur le sujet en montrant le lien avec nos
solutions. Nous poserons enfin chapitre 7 plusieurs pistes de recherche.
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Chapitre 2

Notations et rappels de logique
propositionnelle

SoitV = {a,b, . . .} un ensemble fini de variables propositionnelles etLV le langage propositionnel construit
à partir deV, des connecteurs habituels et des constantes booléennes⊤ (vrai) et⊥ (faux). Les formules de
LV seront notéesϕ,ψ etc.
Un littéral est, soit une variable deV, soit sa négation. Une conjonction finie de littéraux est appelée
terme. On noteLit (α) l’ensemble des littéraux formant le termeα. Une formuleϕ est en DNF si c’est une
disjonction de termes.
2V est l’ensemble des interprétations pourV avec la convention suivante : soitM une interprétation pourV
et pour toutx∈ V, M donne la valeurvrai à x si x∈M et fauxsinon. SoitM une interprétation pourV et
ψ ∈ LV , la conséquence logiqueM |= ψ est définie de la manière usuelle.
SoitX ⊆V. 2X est l’ensemble desX-interprétations. Uneinterprétation partielledeLV est uneX-interpré-
tation pourX⊆V. Les interprétations partielles sont représentées par uneliste de variables deX, le symbole
représentant la négation d’une variable. Par exemple, siX = {a,b,d}, la X-interprétationM = {a,d} sera

notéeabd.
Si {V1, . . . ,Vp} est une partition deV et si{M1, . . . ,Mp} sont des interprétations partielles, avecMi ∈ 2Vi ,
(M1, . . . ,Mp) représente alors l’interprétationM1∪ . . .∪Mp.
Rappellons que, quelle que soit la formuleϕ, une interprétation qui rendϕ vrai est unmodèledeϕ.
L’interprétation partielle d’une formuleϕ sera notée par uneX-interprétationMX :

(ϕ)MX = ϕv∈MX←⊤,v∈X\MX←⊥

Nous aurons également besoin dans ce rapport de plusieurs notions d’impliquants premiers. Les définitions
suivantes sont reprises du rapport de synthèse [Mar00].
Intuitivement, un impliquant premier d’une formule propositionnelleψ est un des plus petits termes dont
tous les modèles sont des modèles deψ.

Définition 1 (Impliquant, impliquant premier)
Soitψ une formule propositionnelle.
– Un termeα est unimpliquantdeψ ssiα |= ψ.
– Un termeα est unimpliquant premierdeψ ssi

– α est un impliquant deψ, et
– pour chaque impliquantα ′ deψ, si α |= α ′, alorsα ′ |= α.
On noteraPI(ψ) l’ensemble des impliquants premiers deψ.

Un L-impliquant premier est un impliquant premier dont tous leslittéraux appartiennent à l’ensembleL.

Définition 2 (L-impliquant, L-impliquant premier)
Soit L⊆V et soitψ une formule propositionnelle de LV .
– Un termeα est unL-impliquantdeψ ssiα |= ψ et Lit(α) ⊆ L.
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– Un termeα est unL-impliquant premierdeψ ssi
– α est un L-impliquant deψ, et
– pour chaque L-impliquantα ′ deψ, si α |= α ′, alorsα ′ |= α.
On notera PIL(ψ) l’ensemble des L-impliquants premiers deψ.

La notion de projection d’une formule sur un ensemble de variables correspond à l’utilisation de l’opérateur
forget, qui a été étudié par [LLM02, LLM03].
On dit que l’on “oublie complètement” la variablex dans une formuleϕ si et seulement si on s’intéresse à
la formule (notée∀x : ϕ) : ϕx←⊤∧ϕx←⊥.
On peut aussi “oublier partiellement”x dansϕ en s’intéressant à la formule (notée∃x : ϕ) : ϕx←⊤ ∨ϕx←⊥.
On note que l’on a :

∀i : ϕ≡ ¬∃i : ¬ϕ

Par exemple, soit la formuleϕ suivante :

ϕ = (a∧¬b∧c)∨ (b∧¬c)∨ (a∧b∧d)

La projection deϕ sur la variablec sera calculée comme suit :

∃c : ϕ = [(a∧¬b∧⊤)∨ (b∧⊥)∨ (a∧b∧d)]∨ [(a∧¬b∧⊥)∨ (b∧⊤)∨ (a∧b∧d)]

= (a∧¬b)∨b∨ (a∧b∧d)

∀c : ϕ = [(a∧¬b∧⊤)∨ (b∧⊥)∨ (a∧b∧d)]∧ [(a∧¬b∧⊥)∨ (b∧⊤)∨ (a∧b∧d)]

= ((a∧¬b)∨ (a∧b∧d))∧ (b∨ (a∧b∧d))

= a∧b∧d
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Chapitre 3

Introduction aux jeux booléens

Un jeu booléen surV [HvdHMW01, Har04a] est un jeu à deux joueurs 1 et 2, à somme nulle, ayant les
spécificités suivantes :
– les actions que peuvent entreprendre les deux joueurs consistent à donner une valeur de vérité à des

variables deV ;
– les fonctions d’utilité des deux joueurs sont représentées au moyen d’une formule propositionnelleϕ

formée sur les variablesV, appeléeforme booléennedu jeu.
ϕ représente le but du joueur 1 : l’utilité de celui-ci est +1 lorsqueϕ est satisfaite1 (et alors le joueur 1
gagne), et−1 sinon (et c’est alors le joueur 2 qui gagne). Le jeu étant à somme nulle, c’est-à-direu2 =−u1,
le but du joueur 2 n’est autre que¬ϕ. Le jeu n’a donc que deux issues possibles : le gain de 1 ou celui de 2.

Pour construire ces jeux booléens, [HvdHMW01, Har04a] commencent par définir deux jeux booléens
atomiques, dénotés par1 et 0. Le premier est gagné par 1 sans qu’aucun des joueurs n’ait à prendre la
moindre décision, tandis que le second est gagné par 2. Des jeux booléens plus complexes sont ensuite
construits récursivement à partir de ces jeux atomiques et d’un ensemble de variables propositionnelles
que l’on appellera variables de décision binaires. Pour tous jeux booléensg0 et g1, et pour toute variable
de décisiona, il existe un autre jeu booléen dénotéa(g0,g1). Chaque variable de décision est contrôlée de
manière exclusive par l’un des deux joueurs.

Exemple 1 Soit V= {a,b,c} un ensemble de variables propositionnelles. Soit1, 2 deux joueurs ayant
pour buts :ϕ1 = (a↔ b)∨ (¬a∧b∧¬c), ϕ2 = ¬ϕ1 = (¬a∧b∧c)∨ (a∧¬b).
Le joueur1 contrôle les variables a et c, tandis que2 contrôle la variable b.
La représentation proposée par Harrenstein dans [Har04a] de ce jeu booléen est donnée figure 3.1. Sur
cette figure, la flèche gauche partant du nœud x représente la mise à faux de x, tandis que la flèche droite
représente la mise à vrai de x.

a

b

1 c

1 0

b

0 1

FIG. 3.1 – Jeu booléen(a,(b(1,c(1,0)),b(0,1)))2

1Une formule booléenne est satisfaite ssi la formule est vraie.
2La flèche gauche partant du nœudx représente la mise àfauxdex, tandis que la flèche droite représente la mise àvrai dex.
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Comme l’ont constaté Dunne et Van der Hoek [DvdH04], cette construction basée sur un modèle dy-
namique n’est pas nécessaire. En effet, l’hypothèse disantque les stratégies des agents sont choisies en
parallèle (c’est-à-dire sans que l’un observe la décision de l’autre) est implicite. Cette forme extensive,
sous forme d’arbre, est donc inutile.

Il est possible ici d’utiliser une représentation plus simple, correspondant à un jeu statique.
Cette représentation utilise la forme normale du jeu : c’estun tableau à deux dimensions, chacune d’entre
elles correspondant à un des deux joueurs. On associe à chaque joueur l’ensemble des choix qu’il peut
faire pour chacune des variables qu’il contrôle. On associeà chaque état du tableau un couple, dont la
première composante représente l’utilité du joueur 1 et la seconde l’utilité du joueur 2.Stricto sensu, les
jeux obtenus ne sont pas à somme nulle, mais à somme constante(égale à 1) – ce qui, en pratique, n’a
aucune importance – on utilisera donc, par abus de langage, la terminologie “à somme nulle”.
Ainsi, si l’on reprend l’exemple 1 page précédente on aura lareprésentation suivante :

Exemple 1 – suite Soit V= {a,b,c} un ensemble de variables propositionnelles. Soit1, 2 deux joueurs
ayant pour buts :ϕ1 = (a↔ b)∨ (¬a∧b∧¬c), ϕ2 = ¬ϕ1 = (¬a∧b∧c)∨ (a∧¬b).
Le joueur1 contrôle les variables a et c, tandis que2 contrôle la variable b.

La forme normale de ce jeu est la suivante :

H
H

H
H

H
1

2
b b

ac (1, 0) (0, 1)

ac (1, 0) (0, 1)

ac (0, 1) (1, 0)

ac (1, 0) (1, 0)

Cette représentation a l’avantage de montrer clairement pour chaque issue du jeu quel joueur gagnera.

Nous allons à présent essayer d’étendre le cadre des jeux booléens classiques.
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Chapitre 4

Jeux booléens àn joueurs

Avant de revenir plus en détail aux jeux booléens tels qu’ilsont été définis dans [HvdHMW01, Har04a],
nous allons d’abord les généraliser en nous intéressant à des jeux àn joueurs et à somme non nulle. Nous
verrons ensuite que le cadre étudié par [HvdHMW01, Har04a] est un cas particulier de ce cadre plus
général.

4.1 Formalisation des jeux booléens

Commençons par formaliser la notion de jeu booléen.

Définition 3 (Jeu booléen)
Soit :
– un ensemble V de variables propositionnelles (appelées désormais variables de décision),
– un ensemble de joueurs A= {1,2, . . . ,n},
– un ensemble de contraintes intra-agent C,
– une fonction d’assignement de contrôleπ : A→V, et
– Φ = 〈ϕ1, . . . ,ϕn〉 les formules représentant les buts des joueurs, où chaqueϕi est une formule de LV .
Le jeu booléencorrespondant est alors représenté par le quintuplet(A,V,C,π,Φ).

π représentant lafonction d’assignement de contrôlequi associe à chaque joueur les variables qu’il contrôle,
on noteπi l’ ensemble des variables contrôléespar le joueuri. Ainsi, {π1, . . . ,πn} forme une partition deV.
C représente l’ensemble des contraintes intra-agent, c’est-à-dire l’ensemble des contraintes que chaque
agent doit satisfaire. On suppose dans tout le document que l’ensembleC est un ensemble consistant, et
que le but de chaque joueur est consistant avec l’ensemble des contraintes :

∀i ∈ {1, . . . ,n}C∧ϕi 6|=⊥

L’utilisation des jeux booléens permet d’avoir une représentation compacte du problème.
Pour illustrer ce propos, nous allons utiliser une variantede l’exemple du dilemme des prisonniers : nous
considérons icin prisonniers qui ne peuvent bénéficier que d’un seul type de remise de peine afin de
simplifier le problème.

Exemple 2 Dans le jeu du prisonnier à n joueurs, n détenus (notés pi , i = 1, . . . ,n) sont emprisonnés dans
des cellules séparées. La police fait à chacun d’eux le même marché :

"Tu as le choix entre trahir tes complices en les dénonçant (noté Ti , i = 1, . . . ,n) ou les couvrir
(noté Ci , i = 1, . . . ,n). Si tu les dénonces, tu auras une remise de peine et tes partenaires
purgeront le maximum (sauf si l’un d’eux t’a dénoncé aussi, auquel cas il bénéficiera comme
toi d’une remise de peine). Mais si vous vous couvrez mutuellement, vous aurez tous une remise
de peine."
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La représentation de ce jeu en forme normale pour n= 3 est la suivante :

p3 : C3
H

H
H

H
H

p1

p2 C2 T2

C1 (1, 1, 1) (0, 1, 0)

T1 (1, 0, 0) (1, 1, 0)

p3 : T3
H

H
H

H
H

p1

p2 C2 T2

C1 (0, 0, 1) (0, 1, 1)

T1 (1, 0, 1) (1, 1, 1)

On constate ici que pour n prisonniers, on aura une matrice1 à n dimensions, chaque dimension étant égale
à 2, donc2n n-uplets à spécifier.
Or, ce jeu peut être traduit très simplement par le jeu booléen G= (A,V,C,π,Φ) suivant :
– A= {p1, p2, . . . , pn},
– V = {C1, . . . ,Cn} (avec¬Ci = Ti , ∀i),
– C= ∅,
– ∀i ∈ {1, . . . ,n},πi = {Ci}, et
– ∀i ∈ {1, . . . ,n},Φi = (C1∧C2∧ . . .Cn)∨¬Ci .

L’utilisation des jeux booléens permet donc de réduire de manière très significative la taille de la repré-
sentation du problème.

4.2 Les stratégies

4.2.1 Définitions

Après avoir défini les jeux booléens, nous pouvons introduire la notion de stratégie pour un joueur.

Définition 4 (Stratégie)
Soit G= (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen. Unestratégiesi pour un joueur i dans G est une fonction qui associe
à chaque variable contrôlée par le joueur i la valeur de vérité vrai ou faux.

Par abus de langage on considérera quesi = {x|x∈ πi et x mis àvrai}. On a alors :

∀i ∈ {1, . . . ,n},si ∈ 2πi

Cela signifie donc que∀x∈ πi \ si, x est mis àfauxpour la stratégiesi .

Définition 5 (profil de stratégies)
Un profil de stratégiesS correspond à l’instanciation de toutes les variables de décision d’un jeu G :

S= (s1,s2, . . . ,sn)

Par abus de langage, et sachant que chaquesi est un ensemble de variables, on considèreS comme étant
l’union dessi . On a doncS∈ 2V . S représente l’ensemble des variables mises àvrai (toutes celles qui ne
seront pas dansS seront considérées comme étant mises àfaux). S est donc une interprétation pourV et
chaquesi est une interprétation partielle deLV .

Notations : Un ensemble de profils de stratégies sera désigné parΩ.

Reprenons l’exemple 1 page 9 pour illustrer les notions de stratégie et de profil de stratégies.

1Ou un arbre binaire à 2n feuilles si on utilise une représentation sous forme extensive.
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Exemple 1 – suite Soit G= (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen, avec
– V = {a,b,c}, A= {1,2}, C = ∅

– ϕ1 = (a↔ b)∨ (¬a∧b∧¬c),
– ϕ2 = ¬ϕ1 = (¬a∧b∧c)∨ (a∧¬b),
– π1 = {a,c} et π2 = {b}.
Le joueur1 a 4 stratégies possibles : s11 = ac, s12 = ac, s13 = ac ou s14 = ac. Le joueur2 a deux stratégies
possibles : s21 = b ou s22 = b.
G possède donc 8 profils de stratégies : S1 = (s11,s21), S2 = (s11,s22), S3 = (s12,s21), S4 = (s12,s22), S5 =
(s13,s21), S6 = (s13,s22), S7 = (s14,s21) et S8 = (s14,s22).
On a doncΩ = {S1,S2,S3,S4,S5,S6,S7,S8}.
Les profils de stratégies S1, S3, S6, S7 et S8 donnent la victoire à1, tandis que S2, S4 et S5 permettent à2
de gagner.

Reprenons à présent ce même exemple en ajoutant des contraintes :

Exemple 3 Soit G= (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen, avec
– V = {a,b,c}, A= {1,2}, C = {a↔¬c}
– ϕ1 = (a↔ b)∨ (¬a∧b∧¬c),
– ϕ2 = ¬ϕ1 = (¬a∧b∧c)∨ (a∧¬b),
– π1 = {a,c} et π2 = {b}.
Dans un premier temps, on vérifie que l’on a bien :
– C∧ϕ1 6|=⊥ (avec par exemple {a←⊤, b←⊤ et c←⊥}, qui est un modèle de C∧ϕ1)
– C∧ϕ2 6|=⊥ (avec par exemple {a←⊥, b←⊤ et c←⊤}, qui est un modèle de C∧ϕ2)
Le joueur1 n’a plus que 2 stratégies possibles, car les deux autres ne satisfont pas C : s11 = ac ou s12 = ac.
Le joueur2 a deux stratégies possibles : s21 = b ou s22 = b.
G possède donc 4 profils de stratégies : S1 = (s11,s21), S2 = (s11,s22), S3 = (s12,s21) et S4 = (s12,s22).
On a doncΩ = {S1,S2,S3,S4}.
Les profils de stratégies S1 et S4 donnent la victoire à1, tandis que S2 et S3 permettent à2 de gagner.

Notations : Soit G = (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen, avecA = {1, . . . ,n}. Soit S = (s1, . . . ,sn) et S′ =
(s′1, . . . ,s

′
n) deux profils de stratégies.

On notes−i le profil de stratégies S privé de la stratégie du joueur i:

s−i = (s1,s2, . . . ,si−1,si+1, . . . ,sn)

On note(s−i ,s′i) le profil de stratégies S dans lequel on a remplacé la stratégie du joueur i par celle du
profil S′ :

(s−i ,s
′
i) = (s1,s2, . . . ,si−1,s

′
i ,si+1, . . . ,sn)

Similairement, on noteπ−i l’ensemble des variables contrôlées par tous les joueurs sauf le joueur i:

π−i = V \πi

On peut à présent définir la notion de stratégie gagnante.

Définition 6 (Stratégie gagnante)
Soit G= (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen, avecΦ = 〈ϕ1, . . . ,ϕn〉, et A= {1, . . . ,n}. La stratégie si est une
stratégie gagnantepour le joueur i si, quels que soient les choix effectués par ses adversaires, i est sûr de
gagner en choisissant cette stratégie.

∀s−i ∈ 2π−i (s−i ,si) |= ϕi

Dans le cas de jeux àn joueurs, il peut être intéressant de définir la notion de coalitions efficaces.

Définition 7 (Coalitions efficaces)
Unecoalitionest un sous-ensemble non-vide I de l’ensemble des joueurs A.I est unecoalition efficacesi
et seulement si l’ensemble des joueurs de I ont une stratégiesatisfaisant tous leurs buts. I est unecoalition
efficace minimalesi et seulement si elle est efficace et pour tout J⊂ I, J n’est pas efficace.
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On peut à présent étudier les propriétés des stratégies gagnantes pour un joueur ou pour une coalition de
joueurs.

Propriété 1 Soit G= (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen.

1. ∀i ∈ A, i a une stratégie gagnante ssi
PIπi (ϕi) 6= ∅

2. Une coalition de joueurs I⊆ A est efficace si et seulement si

PIS
i∈I πi (

^

i∈I

ϕi) 6= ∅

Preuve :Intuitivement, si le but qu’un joueur, ou un ensemble de joueurs notéI , cherche à satisfaire contient
un terme (donc une conjonction de littéraux)α dont tous les littéraux sont contrôlés par le joueur ou par
I , alors le joueur ouI ont une stratégie gagnante. En effet, ce termeα peut être satisfait, donc le but qui le
contient est aussi satisfait, et le joueur ou l’ensemble desjoueursI gagnent.

1. Pour un joueur.
– D’après la définition 2 page 7, siPIπi (ϕi) 6= ∅, alors∃α ∈ 2V tel que :α |= ϕi et Lit (α)⊆ πi .

Donc,i possède une stratégiesi ∈ 2πi telle que :∀s−i ∈ 2π−i (s−i ,si) |= ϕi .
– D’après la définition 6 page précédente,i possède une stratégie gagnante si et seulement si :

∃si ∈ 2πi ,∀s−i ∈ 2π−i (s−i ,si) |= ϕi

Le joueuri peut donc satisfaire son but quels que soient les choix de sesadversaires. Il existe
doncα ∈ 2πi tel que :α |= ϕi et Lit (α) ⊆ πi. α est unπi-impliquant deϕi . Donc, il existeα ′
πi-impliquant premier deϕi . DoncPIπi (ϕi) 6= ∅.

2. Pour une coalition de joueurs, la preuve est identique en remplaçantπi par
S

i∈I πi etϕi par
V

i∈I ϕi .

�

Une coalition de joueurs aura donc une stratégie gagnante siet seulement si il existe un impliquant premier
de la conjonction de tous les buts des membres de la coalition, cet impliquant premier étant composé
uniquement de variables contrôlées par les membres de la coalition.
Etudions ce problème sur un exemple simple.

Exemple 4 Soit G= (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen. On donne
– V = {a,b,c}, A= {1,2,3}, C = ∅,
– π1 = {a}, π2 = {b}, π3 = {c},
– ϕ1 = (a↔ (b∧c)),
– ϕ2 = (¬a∨¬c) et
– ϕ3 = (a∧¬b).
On constate tout d’abord qu’aucun joueur isolé n’a de stratégie gagnante.
On remarque ensuite que les trois joueurs ne peuvent pas gagner tous ensemble. En effet,ϕ1∧ϕ3 est
incohérent. Donc il ne peut pas exister de coalition entre1 et 3, et les seules coalitions possibles sont
{1,2} et{2,3}. Etudions-les.
– {1,2}

(ϕ1∧ϕ2) = (¬a∧¬b)∨ (¬a∧¬c)

Il existe un impliquant premier,(¬a∧¬b), qui ne contient que des variables contrôlées par1 et2. Cette
coalition a donc une stratégie gagnante. Comme c’est la pluspetite coalition contenant1 et2, c’est une
coalition efficace minimale.

– {2,3}
(ϕ2∧ϕ3) = (a∧¬b∧¬c)

Cette coalition n’a pas de stratégie gagnante car la variable a, qui n’est contrôlée par aucun joueur de
cette coalition, appartient au seul impliquant premier. Cen’est donc pas une coalition efficace pour le
jeu G.
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Remarquons par ailleurs que de façon (presque) équivalente, la recherche d’une stratégie gagnante corres-
pond à une résolution deQBF2,∃[Sto77].
En effet, comme on l’a vu dans la propriété 1 page précédente,la recherche d’une stratégie gagnante
correspond à la recherche d’un impliquant premier. Or, cette recherche est du type∃A∀Bϕ(A,B) : pour un
but ϕ donné, qui peut être le but d’un joueur ou d’une coalitionI , on cherches’il existeun impliquantα
deϕ ne contenant que des variables contrôlées parI . Si α existe, on veut quepour toutautre impliquant,α
soit le “plus petit”.

Par ailleurs, l’existence d’une stratégie gagnante est uneinstance du problème decontrôlabilitéen logique
propositionnelle [Bou94, LM98] (voir aussi [CC02] pour uneextension de la contrôlabilité à un cadre
multi-agents).

4.2.2 Equilibres de Nash

Nous allons à présent définir la notion d’utilité afin de caractériser les équilibres de Nash sur les jeux
booléens.

Définition 8 (Utilité)
Unefonction d’utilitépour le joueur i est une fonction ui : Ω→ IR.
ui(S) mesure la satisfaction du joueur i lorsque le profil de stratégies S est choisi.

Dans une première phase, nous allons nous situer dans un cadre particulier, nous étudions des jeux à utilité
binaire2, dont voici la définition :

Définition 9 (Utilité binaire)
Pour chaque joueur i, lafonction d’utilité binaireinduite par le but de ce joueur est la fonction ui : Ω→ IR
telle que :

ui(S) =

{
0 si S|= ¬ϕi

1 si S|= ϕi

Nous pouvons à présent définir les équilibres de Nash en stratégies pures des jeux booléens àn joueurs.
Un équilibre de Nash est un profil de stratégies tel que la stratégie de chaque joueur est une réponse
optimale aux stratégies des autres joueurs.

Définition 10 (Equilibres de Nash)
Soit G= (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen, avec A= {1, . . . ,n} l’ensemble des joueurs.
S= (s1, . . . ,sn) est unéquilibre de Nash en stratégies puressi et seulement si :

∀i ∈ {1, . . . ,n},∀s′i ∈ 2πi ,ui(S)≥ ui(s−i ,s
′
i)

Etudions un exemple simple.

Exemple 5 Soit G= (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen avec
– V = {a,b,c}, A= {1,2,3}, C = ∅,
– π1 = {a}, π2 = {b}, π3 = {c},
– ϕ1 = (¬a∨ (a∧b∧¬c)),
– ϕ2 = (a↔ (b↔ c)) et
– ϕ3 = ((a∧¬b∧¬c)∨ (¬a∧b∧c)).
On peut à présent construire la forme normale de G3 :

stratégie de3 : c
H

H
H

H
H

1
2

b b

a (1, 1, 0) (1, 0, 1)

a (0, 0, 0) (0, 1, 0)

stratégie de3 : c
H

H
H

H
H

1
2

b b

a (1, 0, 0) (1, 1, 0)

a (0, 1, 1) (1, 0, 0)

2Dans la suite, nous verrons comment lever cette contrainte.
3Lesn-uplets (ici des triplets) donnent le résultat obtenu par les n joueurs dans l’ordre : (résultat joueur 1, résultat joueur 2, . . . ).

Le 0 (resp. 1) signifie que le joueur concerné perd (resp. gagne).
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On constate tout d’abord que le joueur1 a une stratégie gagnante. En effet, si1 choisit d’instancier la
variable a à faux, alors il est sûr de gagner quels que soient les choix de2 et3.
Etudions à présent les équilibres de Nash. Pour cela, il fautétudier chaque profil de stratégies.

S1 = abc : 1, qui contrôle a, préfèreabc
S2 = abc : 2, qui contrôle b, préfère abc
S3 = abc : 2 , qui contrôle b,préfère abc
S4 = abc : 2, qui contrôle b, préfèreabc
S5 = abc : 1, qui contrôle a, préfèreabc
S6 = abc : 3, qui contrôle c, préfèreabc
S7 = abc : Equilibre de Nash (aucun joueur ne préfère un autre profil)
S8 = abc : 2, qui contrôle b, préfèreabc

Le profil de stratégies S= abc est donc le seul équilibre de Nash du jeu G.

Donnons enfin une caractérisation simple des équilibres de Nash aux stratégies pures.

Propriété 2 Soit S∈ 2V . Alors S est un équilibre de Nash en stratégies pures pour G siet seulement si
pour tout i∈ A, on a :
– soit S|= ϕi ,
– soit s−i |= ¬ϕi .

Preuve : Sest un équilibre de Nash en stratégies pures pourG si et seulement si pour touti ∈ A et pour
tout s′i ∈ 2πi on aui(S) ≥ ui(s−i ,s′i). Or, puisqueui(S) et ui(s−i ,s′i) ne peuvent prendre que deux valeurs,
cette inégalité est équivalente à

∀i ∈ A et∀s′i ∈ 2πi ,ui(S) = 1 ouui(s−i ,s
′
i) = 0

c’est-à-dire

∀i ∈ A soit ui(S) = 1 (4.1)

soit ∀s′i ∈ 2πi ,ui(s−i ,s
′
i) = 0 (4.2)

4.1 est équivalente àS|= ϕi .
4.2 est équivalente à∀s′i ∈ 2πi , (s−i ,s′i) |= ¬ϕi , doncs−i |= ¬ϕi .

�

Cette caractérisation des équilibres de Nash en stratégiespures peut être encore simplifiée. En effet, vérifier
ques−i |=¬ϕi revient à vérifier ques−i peut inférer¬ϕi quelles que soientles valeurs prises par les variables
contrôlées par le joueuri. Cela évoque la notion de projection que nous avons présentéau Chapitre 2 page 7.

On a donc :

s−i |= ¬ϕi ⇔ s−i |= ∀i : ¬ϕi (4.3)

⇔ (si ,s−i) |= ∀i : ¬ϕi (4.4)

⇔ S|= ∀i : ¬ϕi (4.5)

L’équation 4.3 est équivalente à l’équation 4.4 car les variables contrôlées par le joueuri ont disparu de
∀i : ¬ϕi .

Ce qui nous permet de donner le corollaire suivant :

Corollaire 1 Soit S∈ 2V . Alors S est un équilibre de Nash en stratégies pures pour G siet seulement si :

S|=
^

i

(ϕi ∨ (∀i : ¬ϕi))

Cette formule caractérise les équilibres de Nash en stratégie pure.

16



Preuve :

∀i ∈ A,S|= ϕi ous−i |= ¬ϕi

⇔ ∀i ∈ A,S|= ϕi ouS|= ∀i : ¬ϕi

⇔ ∀i ∈ A,S|= ϕi ∨ (∀i : ¬ϕi)
⇔ S|=

V

i(ϕi ∨ (∀i : ¬ϕi))

�

4.2.3 Stratégies dominées

Il arrive parfois que le calcul des équilibres de Nash donne des résultats mal adaptés :

Exemple 6 Soit G= (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen avec
– V = {a,b}, A= {1,2}, C = ∅,
– π1 = {a}, π2 = {b},
– ϕ1 = a∧¬b et
– ϕ2 = a∧¬b
On peut à présent construire la forme normale de G :

H
H

H
H

H
1

2
b b

a (0, 0) (0, 0)

a (1, 1) (0, 0)

Etudions à présent les équilibres de Nash. Pour cela, il fautétudier chaque profil de stratégies.
S1 = ab : 2 préfère ab
S2 = ab : Equilibre de Nash
S3 = ab : Equilibre de Nash
S4 = ab : 1 préfère ab

Ce jeu a donc 2 équilibres de Nash : les profils de stratégies S2 = ab et S3 = ab. Pourtant, un seul de ces
équilibres est intéressant. En effet, si les joueurs1 et 2 sont rationnels, ils choisiront tous deux le profil de
stratégies S2 qui leur permet de gagner.

Dans ce cas on peut utiliser le principe d’éliminations itératives des stratégies dominées. Ce processus
repose sur l’hypothèse que chaque joueur se comporte de manière rationnelle et sait que les autres joueurs
sont rationnels.

Commençons par définir les stratégies strictement et faiblement dominées.

Définition 11 (Stratégie strictement dominée)
La stratégie si du joueur i est ditestrictement dominées’il existe une autre stratégie s′i telle que, quelles
que soient les stratégies des autres joueurs, s′

i assure au joueur i une utilité strictement plus grande que si .
Donc :
si ∈ 2πi eststrictement dominéesi

∃s′i ∈ 2πi telle que∀s−i ∈ 2π−i ,ui(si ,s−i) < ui(s
′
i ,s−i)

Définition 12 (Stratégie faiblement dominée)
La stratégie si du joueur i est ditefaiblement dominées’il existe une autre stratégie s′i telle que, quelles que
soient les stratégies des autres joueurs, s′

i assure au joueur i une utilité au moins aussi grande que si , et
qu’il existe au moins une combinaison des stratégies des autres joueurs telle que l’utilité du joueur i avec
s′i soit strictement plus grande que celle avec si . Donc :
si ∈ 2πi estfaiblement dominéesi ∃s′i ∈ 2πi telle que

∀s−i ∈ 2π−i ,ui(si ,s−i)≤ ui(s
′
i ,s−i)
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et que

∃s′−i ∈ 2π−i telle que ui(si ,s
′
−i) < ui(s

′
i ,s
′
−i)

Reprenons donc l’exemple 6 et voyons l’intérêt de la méthoded’élimination des stratégies dominées :

Exemple6 — suite Si l’on étudie les stratégies dominées, on trouve :
– Pour le joueur1, la stratégie a domine faiblement la stratégiea.
– Pour le joueur2, la stratégieb domine faiblement la stratégie b.

Eliminons les stratégies dominées. On obtient une seule stratégie résultat, la stratégie S2 = ab qui permet
aux deux joueurs de gagner.
Un résultat bien connu de la théorie des jeux nous dit qu’une stratégie strictement dominée ne peut jamais
être présente dans un équilibre de Nash, tandis qu’une stratégie faiblement dominée peut apparaitre dans
un équilibre de Nash (voir par exemple [OR94, HK02]).
La propriété suivante est également issue de la théorie classique des jeux.

Propriété 3 L’ordre d’élimination des stratégies strictement dominées n’affecte pas le résultat final.
L’ordre d’élimination des stratégies faiblement dominéespeut affecter le résultat final.

Le premier point de cette propriété, sur la dominance stricte, est évidemment applicable dans le cas simple
des jeux booléens [HK02].
On aurait pu croire que l’ordre d’élimination des stratégies faiblement dominées dans le cas simple des
jeux booléens n’affecte pas le résultat final, mais il n’en n’est rien. Nous en donnons ici un contre-exemple.

Exemple 7 Soit G= (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen avec
– V = {a,b}, A= {1,2}, C = ∅,
– π1 = {a}, π2 = {b},
– ϕ1 = a∧b et
– ϕ2 = a∧¬b
On peut à présent construire la forme normale de G :

H
H

H
H

H
1

2
b b

a (0, 0) (0, 0)

a (0, 1) (1, 0)

Etudions les stratégies dominées de ce jeu :
– Pour le joueur1, la stratégie a domine faiblement la stratégiea.
– Pour le joueur2, la stratégieb domine faiblement la stratégie b.
Eliminons dans un premier temps la stratégie dominée du joueur 1. On élimine donca. Après cette éli-
mination, la stratégieb du joueur2 domine faiblement la stratégie b. On obtient donc une seule stratégie
résultat : ab.
Eliminons à présent la stratégie dominée du joueur2 en premier. On élimine donc la stratégie b. Après
cette élimination, le joueur1 n’a plus de stratégie dominée. On obtient donc deux stratégies résultat : ab
et ab.
On voit ici que nous n’avons pas obtenu le même résultat suivant l’ordre d’élimination des stratégies
faiblement dominées.

Reprenons l’exemple 5 page 15 pour calculer l’élimination des stratégies dominées après avoir calculé les
équilibres de Nash.
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Exemple 5 – suite Etudions les stratégies dominées de ce jeu :
– Pour le joueur1, la stratégiea domine faiblement la stratégie a. Eliminons cette stratégie.
– Une fois cette stratégie éliminée, la stratégie c du joueur3 domine faiblement sa stratégiec. On élimine

donc cette dernière.
– Enfin, pour le joueur2, la stratégieb domine faiblement la stratégie b. On élimine également cette

stratégie.
On obtient ainsi un seul profil de stratégies résultat, S7 = abc qui permet aux joueurs1 et 2 de gagner.

Nous avons vu que l’ordre d’élimination des stratégies faiblement dominées a un impact sur le résultat. On
est donc en droit de se demander si on aurait pu trouver un autre résultat en éliminant les stratégies des
joueurs dans un ordre différent.
Ici, c’est le seul ordre d’élimination possible. En effet, le joueur1 est le seul joueur qui a une stratégie
dominante avant élimination d’autres stratégies. Et, une fois la stratégie dominée du joueur1 éliminée, le
joueur3 est également le seul à avoir une stratégie dominante.

Une seconde propriété se dégage immédiatement :

Propriété 4 Dans un jeu booléen, si la stratégie si du joueur i domine strictement une autre stratégie s′
i ,

alors si est une stratégie gagnante pour ce joueur.

Preuve : si domine strictements′i . Donc,

∀s−i ∈ 2π−i ,ui(si ,s−i) > ui(s′i ,s−i)
⇔ ∀s−i ∈ 2π−i ,ui(si ,s−i) = 1 etui(s′i ,s−i) = 0
⇒ ∀s−i ∈ 2π−i ,(si ,s−i) |= ϕi

⇒ si est une stratégie gagnante pour le joueuri.

�

L’utilisation de la notion de projection nous permet ici aussi de donner une caractérisation logique des
stratégies strictement dominées.

Propriété 5 Soit G un jeu booléen. La stratégie si du joueur i domine strictementla stratégie s′i si et
seulement si :

si |= (∀− i : ϕi) et s′i |= (∀− i : ¬ϕi)

Preuve :Supposons que la stratégiesi du joueuri domine strictements′i .

∀s−i ∈ 2π−i ,ui(si ,s−i) > ui(s′i ,s−i)
⇔ ∀s−i ∈ 2π−i ,ui(si ,s−i) = 1 etui(s′i ,s−i) = 0
⇔ ∀s−i ∈ 2π−i ,(si ,s−i) |= ϕi et (s′i ,s−i) |= ¬ϕi

⇔ si |= (∀− i : ϕi) et s′i |= (∀− i : ¬ϕi)

�

Etudions cette caractérisation sur un exemple.

Exemple 8 Soit G= (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen. On donne
– V = {a,b,c}, A= {1,2}, C = ∅,
– π1 = {a,b}, π2 = {c},
– ϕ1 = (¬a∧¬b∧c)∨ (a∧b), et
– ϕ2 = (a∧c)∨ (¬b∧¬c)
On peut à présent construire la forme normale de G :
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H
H

H
H

H
1

2
c c

ab (0, 1) (1, 0)

ab (0, 1) (0, 1)

ab (0, 0) (0, 0)

ab (1, 0) (1, 1)

Etudions les stratégies dominées du joueur1 en utilisant les caractérisations de la propriété 5. Pour cela,
commençons par calculer les formules qui nous seront utiles.
– ϕ1 = (¬a∧¬b∧c)∨ (a∧b)
– ¬ϕ1 = (a∨b∨¬c)∧ (¬a∨¬b)
– ∀−1 : ϕ1 = a∧b = ϕ′1
– ∀−1 :¬ϕ1 = (a∨b)∧ (¬a∨¬b) = ϕ′′1
Nous devons ensuite étudier chaque stratégie du joueur1 pour voir si elle permet d’inférerϕ′1 ou ϕ′′1.
– s11 = ab, s11 6|= ϕ′1 et s11 6|= ϕ′′1
– s12 = ab, s12 6|= ϕ′1 et s12 |= ϕ′′1
– s13 = ab, s13 6|= ϕ′1 et s13 |= ϕ′′1
– s14 = ab, s14 |= ϕ′1 et s14 6|= ϕ′′1
On peut à présent calculer les stratégies strictement dominées de1.
s14 domine strictement s12 et s13. En effet, on a bien :
– pour s12 : s14 |= ϕ′1 et s12 |= ϕ′′1
– pour s13 : s14 |= ϕ′1 et s13 |= ϕ′′1

Essayons à présent de caractériser les stratégies faiblement dominées. Cette fois ce n’est pas la notion de
projection qui est utilisée mais celle d’interprétation partielle.

Propriété 6 Soit G un jeu booléen. La stratégie si du joueur i domine faiblementla stratégie s′i si et
seulement si :

(ϕi)s′i
|= (ϕi)si et (ϕi)si 6|= (ϕi)s′i

Preuve :La stratégiesi du joueuri domine faiblements′i si et seulement si :

∀s−i ∈ 2π−i ,ui(si ,s−i)≥ ui(s′i ,s−i) (4.6)

et ∃s−i ∈ 2π−i ,ui(si ,s−i) > ui(s′i ,s−i) (4.7)

L’équation 4.6 nous permet d’obtenir les équivalences suivantes :

4.6 ⇔ ∀s−i ∈ 2π−i ,(ui(si ,s−i) = 1 ouui(s′i ,s−i) = 0)
⇔ ∀s−i ∈ 2π−i ,(si ,s−i) |= ϕi ou (s′i ,s−i) |= ¬ϕi

⇔ ∀s−i ∈ 2π−i , si (s′i ,s−i) |= ϕi alors(si ,s−i) |= ϕi

⇔ ∀s−i ∈ 2π−i , si s−i |= (ϕi)s′i
alorss−i |= (ϕi)si

⇔ (ϕi)s′i
|= (ϕi)si

Ensuite, il est possible de remarquer que l’on a : (4.7)⇔ ¬(4.6) si l’on intervertitsi ets′i . Donc :

4.7⇔ (ϕi)si 6|= (ϕi)s′i

�
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4.3 Cas particulier : Jeux à deux joueurs et à somme nulle

Dans cette section, on montre que les jeux booléens étudiés dans [HvdHMW01, Har04a], et qui nous
ont inspirés au départ, sont un cas particulier des jeux booléens àn joueurs présentés dans la section 4.1
page 11. Les définitions sont les mêmes, mis à part la notion decoalition qui n’a aucun sens ici.

Certains paramètres sont simplifiés. En effet, comme chaquevariable de décision deV ne peut être contrô-
lée que par un seul des deux joueurs, on aπ2 = V \π1. D’autre part, on aϕ2≡ ¬ϕ1 etC = ∅.
Etudions à présent un exemple simple.

Exemple 9 Soit V= {a,b,c,d}, A= {1,2}, C = ∅, π1 = {a,c} et ϕ1 = (a∧¬b)∨ (b∧d).
Le jeu booléen G= (A,V,C,π1,ϕ1) est totalement défini.
En effet, on sait queπ2 = V \π1, et que

ϕ2 = ¬ϕ1 = (¬a∨b)∧ (¬b∨¬d)

On peut à présent construire la forme normale de G4 :

H
H

H
H

H
1

2
bd bd bd bd

ac 0 0 0 1

ac 1 0 1 1

ac 0 0 0 1

ac 1 0 1 1

On constate ici que le joueur2, qui contrôle les variables b et d a une stratégie gagnante. En effet, s’il
choisit de mettre b à vrai et d à faux, il est sûr de gagner quelsque soient les choix de1.
La propriété 1 page 14 nous permet de vérifier ce résultat. En effet, le but de2 :

ϕ2 = (¬a∨b)∧ (¬b∨¬d)

= (¬a∧¬b)∨ (¬a∧¬d)∨ (b∧¬d)

contient un impliquant premier(b∧¬d) qui est composé uniquement de variables contrôlées par2.
Par contre, le but du joueur1, ϕ1 = (a∧¬b)∨ (b∧d), ne contient aucun impliquant premier composé
uniquement des variables a et c.1 n’a donc pas de stratégie gagnante.

La propriété suivante donne une caractérisation simple deséquilibres de Nash en stratégies pures dans les
jeux booléens à deux joueurs et à somme nulle qui est obtenue par une simple transposition de résultats
issus de la théorie des jeux à somme nulle.

Propriété 7 Si G est un jeu booléen à deux joueurs et à somme nulle, S= (s1,s2) est un équilibre de Nash
en stratégies pures si et seulement si s1 est une stratégie gagnante pour le joueur1 ou s2 est une stratégie
gagnante pour le joueur2.

Preuve :

1. SoitS= (s1,s2) un équilibre de Nash en stratégies pures.
– Supposons que l’on au1(S) = 1. Le jeu étant à somme nulle, on au2(S) = 0. CommeS est un

équilibre de Nash,∀s′2,u2(S)≥ u2(s1,s′2) ce qui entraîne∀s′2,u2(s1,s′2) = 0. Donc,∀s′2,(s1,s′2) |=
¬ϕ2, ce qui implique que∀s′2,(s1,s′2) |= ϕ1. s1 est donc une stratégie gagnante pour le joueur 1.

– On au1(S) = 0 etu2(S) = 1. En faisant le même raisonnement que précédemment, on montre que
s2 est donc une stratégie gagnante pour le joueur 2.

41 signifie que 1 gagne et 2 perd et vice-versa pour 0

21



2. Supposons ques1 est une stratégie gagnante pour le joueur 1. On a donc∀s2,u1(s1,s2) = 1 et
∀s2,u2(s1,s2) = 0. PosonsS= (s1,s2). On a bien∀s′1,u1(S)≥ u1(s′1,s2) et∀s′2,u2(S)≥ u2(s1,s′2). S
est donc bien un équilibre de Nash.
On raisonne de la même façon si l’on suppose ques2 est une stratégie gagnante pour le joueur 2.

�

Par conséquent, dans un jeu booléen à deux joueurs et à somme nulle, il existe un équilibre de Nash en
stratégies pures si et seulement si l’un des deux joueurs a une stratégie gagnante.

4.4 Complexité algorithmique

La propriété 7 page précédente permet de déterminer facilement la complexité algorithmique du problème
d’existence d’un équilibre de Nash en stratégies pures. On rappelle queΣp

2 = NPNP est la classe des lan-
gages reconnaissables en temps polynomial par une machine de Turing non-déterministe munie d’oracles
NP (voir [Pap94]). Les résultats de complexité suivants ont été trouvés avec l’aide de Bruno Zanuttini, et
ont fait l’objet d’une publication [BLSLZ06].

Propriété 8 Le problème de l’existence d’un équilibre de Nash en stratégies pures dans un jeu booléen à
deux joueurs et à somme nulle estΣp

2-complet.

Preuve :L’appartenance àΣp
2 est immédiate. La difficulté est obtenue par la réduction du problème consis-

tant à décider la validité de 2,∃-QBF. Etant donné une formuleQ = ∃A,∀BΦ, oùA etB sont des ensembles
disjoints de variables etΦ est une formule propositionnelle deLA∪B, on définit le jeu booléen à 2 joueurs et
à somme nulle suivant :ϕ1 = Φ∨(x↔ y), oùx,y sont des nouvelles variables (i.e.,x,y /∈ A∪B), ϕ2 =¬ϕ1,
π1 = A∪{x} et π2 = B∪{y}. Ce jeu peut être évidemment construit en temps polynomial étant donnéQ.
D’après la propriété 7 page précédente, ce jeu a un équilibrede Nash si et seulement si un des joueurs 1 ou
2 a une stratégie gagnante.
Supposons queQ est valide. SoitMA ∈ 2A un modèle deQ. Alors, (MA,x) et (MA,x) sont des stratégies
gagnantes pour 1.
Supposons maintenant queQ n’est pas valide ; alors quel que soitMA ∈ 2A que 1 choisit de jouer, 2 peut
jouerMB ∈ 2B tel que(MA,MB) 6|= Φ. De plus, si 1 jouex (resp.x), alors 2 peut jouery (resp.y), avec dans
les deux cas la victoire de 2. D’autre part, 2 n’a pas non plus de stratégie gagnante puisque 1 peut toujours
rendrex↔ y vrai, et donc gagner.
Il existe donc une stratégie gagnante pour 1 (ou 2, au choix) si et seulement siQ est valide.

�

On en tire le corollaire suivant, concernant cette fois les jeux booléens àn joueurs.

Corollaire 2 Le problème de l’existence d’un équilibre de Nash en stratégies pures dans un jeu booléen à
n joueurs estΣp

2-complet.

Ce résultat est à rapprocher de la complexité de la contrôlabilité – également un problèmeΣp
2-complet

[LM98]. Or, le problème de l’existence d’un équilibre de Nash dans un jeu à plusieurs joueurs et à somme
non nulle étant bien plus général que la contrôlabilité, le fait qu’il ne soit pas situé plus haut dans la
hiérarchie des classes de complexité est plutôt une bonne nouvelle.
On peut expliquer intuitivement le fait que le problème de l’existence d’un équilibre de Nash soit au second
niveau de la hiérarchie polynomiale par le fait que la résolution de ce problème comporte deux sources
indépendantes de complexitéNP-difficiles : la recherche du “bon” profil de stratégies, et lavérification qu’il
constitue un équilibre de Nash en stratégies pures. Par comparaison, l’existence d’un profil de stratégies
dont l’utilité cumulée est supérieure à une borne donnée estseulement un problèmeNP-complet.

De la propriété 8, nous tirons aussi ce second corollaire :

Corollaire 3 Le problème de l’existence d’une coalition efficace dans un jeu booléen à n joueurs estΣp
2-

complet.
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Preuve :L’appartenance àΣp
2 est immédiate ; la difficulté est obtenue, dès quen = 2, par la réduction

polynomiale suivante de l’existence d’un équilibre de Nashen stratégies pures dans un jeu booléen à deux
joueurs et à somme nulle. SoitG un tel jeu, oùϕ1 est le but du joueur 1. Commeϕ1∧ϕ2 ≡ ϕ1∧¬ϕ1 ≡⊥,
{1,2} ne peut pas être une coalition efficace, les seules coalitions efficaces possibles sont donc{1} et{2}.

�

Nous allons à présent essayer de simplifier le problème en étudiant les restrictions syntaxiques sur les
formules représentant les buts des joueurs. Nous nous interessons particulièrement aux formules en DNF.
Rappelons que toute formule booléenne peut être mise en DNF,et que c’est donc une restriction syntaxique
et non sémantique.

Tant que l’on considère des jeux à 2 joueurs et à somme nulle, et sachant que décider la validité de
∃A,∀B,Φ, une formuleQBF2,∃, est ΣP

2-complet même siΦ est en DNF, la propriété 8 page précédente
reste correcte même si le but du joueur 1 est en DNF (le but du joueur 2 étant implicite).
Pourtant, lorsque nous représentons explicitement les buts de chaque joueur en DNF, la complexité du
problème descend en NP, comme le montre la propriété suivante :

Propriété 9 Soit G un jeu booléen. Si∀i ∈A,ϕi est en DNF, alors le problème de l’existence d’un équilibre
de Nash en stratégie pure est NP-complet.
Ce résultat de complexité reste valable dans le cas de jeux à2 joueurs, chacun ne contrôlant qu’une seule
variable.

Preuve :
Si ϕi est en DNF, alors∃i : ϕi peut être calculé en temps linéaire [LLM03, Propositions 17–18].
Alors, si chaqueϕi est en DNF, la formuleψ≡

V

i(ϕi ∨ (¬∃i : ϕi)) peut être calculée en temps linéaire.
Comme la propriété 2 page 16 permet de trouver un profil de stratégiesS et de vérifier queS |= ψ, le
problème est en NP.

La difficulté est obtenue par la réduction du complément du problème consistant à décider si une DNF
Φ =

Wk
i=1Ti est une tautologie, qui est un problèmecoNP-complet bien connu. SoitX l’ensemble des

variables deΦ et soitx,y /∈ X. On définit un jeuG à deux joueurs par :
– ϕ1 =

Wk
i=1(Ti ∧x∧¬y)∨ (Ti ∧¬x∧y),

– ϕ2 = (x∧y)∨ (¬x∧¬y),
– π1 = {y},
– π2 = X∪{x}.
G peut être construit en temps linéaire etϕ1,ϕ2 sont en DNF.

On aϕ1 ≡ Φ∧ (x 6= y) et ϕ2 ≡ (x = y). Grâce à la propriété 2 page 16 et à son corollaire 1 page 16, nous
savons queG a un équilibre de Nash si et seulement si((Φ∧ (x 6= y))∨¬Φ)∧ (x = y) est satisfiable.
En effet, commey n’apparaît pas dansΦ, nous avons

¬∃y : (Φ∧x 6= y)≡ ¬(Φ∧∃y : x 6= y)≡ ¬(Φ∧⊤)≡ ¬Φ

et nous avons aussi

¬∃X∪{x} : (x = y)≡⊥

CommeΦ∧ (x 6= y)∧ (x = y) n’est pas satisfiable, le jeuG a un équilibre de Nash si et seulement si¬Φ∧
(x= y) est satisfiable, c’est à dire si et seulement si¬Φ est satisfiable, étant donné quex ety n’apparaissent
pas dansΦ.
Donc,G a un équilibre de Nash si et seulement siΦ n’est pas une tautologie.

�

Lorsqu’on considère uniquement des jeux à deux joueurs, la complexité de ce problème peut descendre à
P pour quelques classes non triviales de formules : si les butsdes joueurs sont représentés par des formules
en DNF renommables en Horn, affines, 2CNF ou CNF monotones.
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On ne développe pas ces démonstrations ici, car la résolution de la projection en est le résultat principal, et
que les détails sont en grande partie les mêmes que dans [Zan03, Section 6].

Propriété 10 Décider si une stratégie s′i donnée est faiblement dominée estΣp
2-complet. La difficulté reste

valable même siϕi est restreint aux DNF.

Preuve :L’appartenance àΣp
2 est immédiate. La difficulté est obtenue cette fois encore par la réduction du

problème consistant à décider la validité deQBF2,∃.
Soit Q = ∃A,∀B,Φ, eta,b deux nouvelles variables. On définit :
– ϕ1 = (a∧Φ)∨ (¬a∧b), π1 = A∪{a},
– π2 = B∪{b} (ϕ2 est quelconque et n’est pas définie ici car sa valeur n’intervient pas dans la démonstra-

tion).
Soit M′A uneA-interprétation, et soits′1 = (M′A,a). On a(ϕ1)s′1

≡ (b).

Supposons queQ est valide, avecMA ∈ 2A un modèle deA, et s1 = (MA,a). s1 est alors une stratégie
gagnante pour 1, contrairement às′1. Doncs1 domine faiblements′1.

Supposons à présent queQ n’est pas valide. SoitMA ∈ 2A, et s1 = (MA,a). Alors, (ϕ1)s1 ≡ (b) ≡ (ϕ1)s′1
,

donc, d’après la propriété 6 page 20,s1 ne domine pas faiblements′1.
A présent, soits1 = (MA,a). CommeQ n’est pas valide, il existeMB ∈ 2B tel que(MA,MB) 6|= Φ. Donc
(MB,b) |= (ϕ1)s′1

mais(MB,b) 6|= (ϕ1)s1, et d’après la propriété 6 page 20,s1 ne domine pas faiblements′1.

Donc,s′1 est faiblement dominée si et seulement siQ est valide.
On peut remarquer que siΦ est en DNF, alors∃A,∀B,Φ est toujoursΣp

2-complet et queϕ1 peut être trans-
formée en DNF efficacement. �
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Chapitre 5

Complexification des préférences des
joueurs

La notion de jeu booléen introduite par [HvdHMW01, Har04a] permet de modéliser de manière compacte
les préférences des joueurs dans le cadre de jeux statiques.Toutefois, ces jeux booléens correspondent à
une spécification très particulière (2 joueurs, jeux à sommenulle, utilités binaires) et nous avons dans un
premier temps étendu cette notion en introduisant un nombrequelconque de joueurs et des jeux à somme
non nulle, mais en gardant la notion d’utilités binaires (cf. [BLSL05]).

La généralisation à des utilités non binaires peut être faite sans grande difficulté, et, qui plus est, sans saut de
complexité. Pour cela, on utilise desformules pondérées, où les préférences d’un agent sont décrites par un
ensemble de buts, chaque but ayant un poids propre. La définition des jeux booléens à utilités non binaires
est la même que celle de la définition 3 page 11, à une différence près : le butϕi de chaque joueuri, qui
était une formule propositionnelle, devient maintenant unensemblede formules propositionnelles, chaque
formule étant associée à un poids numérique :ϕi = {(ϕi,1,wi,1), . . . ,(ϕi,pi ,wi,pi )} où ϕi,1, . . . ,ϕi,pi ∈ LV et
wi,1, . . . ,wi,pi ∈ IR.

Chacune des formulesϕi, j est un “but élémentaire” etwi, j est sa contribution à l’utilité du joueuri. Cette
fonction d’utilité étant définie comme la somme des valeurs numériques des buts élémentaires satisfaits :
pour tout profil de stratégiesS, et tout joueuri, ui(S) = ∑{wi,k | S|= ϕi,k} (avec la convention∑∅ = 0).

La généralisation à des utilités non binaires,avec le choix de ce langage de représentation, ne s’accom-
pagne pas d’un saut de complexité.

Il est cependant extrèmement difficile de réussir à pondérerdes formules selon ses préférences. Si l’on
préfère le thé au café par exemple, comment dire “de combien”on préfère le premier au second ? La
quantification de ces préférences est quelque chose de très délicat à obtenir.

Nous aimerions donc que chaque joueur puisse représenter ses préférences de manière plus souple. En
effet, n’avoir qu’un seul but (utilités binaires), ou devoir associer un poids numérique à chacun de ses buts
quand on en a plusieurs (utilités non binaires avec formulespondérées), est extrêmement restrictif.

Nous allons alors étudier d’autres langages de représentation des préférences et essayer de les adapter à
notre modèle. Nous étudierons d’abord des buts à priorité, fondés sur la représentation de préférences en
logique propositionnelle, puis un langage de représentation dit “graphique”, les CP-nets (cf. [BLSL06]).

Dans un premier temps, nous devons adapter nos “outils” (calcul des équilibres de Nash, élimination des
stratégies dominées) à cette nouvelle configuration de jeu.
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5.1 Equilibre de Nash et stratégies dominées

Soit G = (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen, avecA = {1, . . . ,n} l’ensemble des joueurs, etΦ = 〈φ1, . . . ,φn〉
1

l’ensemble des buts des joueurs. SoitΩ l’ensemble des profils de stratégies pourG.
On aimerait associer à chaque joueur une relation de préférence partielle2 sur Ω. Nous avons pour cela
plusieurs raisons.
Tout d’abord, les préférences des agents gagnent parfois à être partielles, notamment pour les économistes.
D’autre part, les langages de représentation des préférences de la littérature ne nous permettent pas en
général d’induire des préférences totales.

Si on se situe dans ce cadre, il faut redéfinir les équilibres de Nash en utilisant ces préférences. En effet,
les équilibres de Nash sont classiquement définis pour des jeux avec des préférences totales, ce qui n’est
plus nécessairement le cas ici. Nous allons donc définir deuxnotions d’équilibre de Nash, une forte et une
faible (elles sont équivalentes aux notions d’équilibre maximal et maximum dans [Har04a]).
On rappelle qu’un équilibre de Nash est un profil de stratégies tel que la stratégie de chaque joueur est une
réponse optimale aux stratégies des autres joueurs.

Définition 13 (Equilibres de Nash faibles et forts)
Soit G= (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen, avec A= {1, . . . ,n} l’ensemble des joueurs,Φ = 〈φ1, . . . ,φn〉 l’en-
semble des buts des joueurs, et Pre fG = 〈�1, . . . ,�n〉 l’ensemble des préférences de chaque joueur3.
Deux définitions, une faible et une forte, peuvent ici caractériser les équilibres de Nash.
S= (s1, . . . ,sn) est unéquilibre de Nash faible en stratégies puressi et seulement si :

∀i ∈ {1, . . . ,n},∀s′i ∈ 2πi ,(s′i ,s−i) 6≻i (si ,s−i) (5.1)

S= (s1, . . . ,sn) est unéquilibre de Nash fort en stratégies puressi et seulement si :

∀i ∈ {1, . . . ,n},∀s′i ∈ 2πi ,(s′i ,s−i)�i (si ,s−i) (5.2)

L’ensemble des équilibres de Nash forts (resp. faibles) en stratégie pure sera noté par NEf ort (resp.
NEf aible).

Il est clair que tout équilibre de Nash fort est un équilibre de Nash faible. On a doncNEf ort(G) ⊆
NEf aible(G).
Nous devons également raffiner la notion de stratégies dominées, définies initialement à partir des utilités
binaires (définitions 11 page 17 et 12 page 17), et que l’on redéfinit ici à partir des relations de préférence
partielles.

Définition 14 (Stratégie strictement dominée)
Soit i un joueur et�i sa relation de préférence sur l’ensembleΩ. La stratégie si du joueur i est dite
strictement dominées’il existe une autre stratégie s′i telle que, quelles que soient les stratégies des autres
joueurs, s′i est strictement préférée à si pour�i . Donc, si ∈ 2πi eststrictement dominéesi et seulement si :

∃s′i ∈ 2πi telle que∀s−i ∈ 2π−i ,(si ,s−i)≺i (s′i ,s−i)

Définition 15 (Stratégie faiblement dominée)
Soit i un joueur et�i sa relation de préférence sur l’ensembleΩ. La stratégie si du joueur i est dite
faiblement dominées’il existe une autre stratégie s′i telle que, quelles que soient les stratégies des autres
joueurs, s′i est préférée à si pour�i , et qu’il existe au moins une combinaison des stratégies desautres

1Nous utilisons ici le symboleφ pour désigner les buts de chaque joueur, car ce ne sont plus desimples formules propositionnelles
comme dans les chapitres précédents.

2Une relation de préférence partielle est une relation transitive et reflexive.
Une relation de préférence totale est une relation transitive, reflexive et qui vérifie :∀x,y : x� y ou y� x

3On utilisera les notations usuelles : soit�i une relation de préférence partielle surΩ, S1 ≻i S2 sera définie parS1 �i S2 et non
S2 �i S1.
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joueurs telle que s′i soit strictement préférée à si pour�i . Donc, si ∈ 2πi estfaiblement dominéesi ∃s′i ∈ 2πi

telle que :
∀s−i ∈ 2π−i ,(si ,s−i)�i (s′i ,s−i)

et que
∃s−i ∈ 2π−i telle que(si ,s−i)≺i (s′i ,s−i)

L’introduction de préférences partielles, et donc de la notion d’incomparabilité, nous permet d’introduire
un nouveau cas de stratégie dominée. Cette nouvelle notion est très faible, il est en effet possible que toutes
les stratégies d’un joueur soient partiellement dominées.

Définition 16 (Stratégie partiellement dominée)
Soit i un joueur et�i sa relation de préférence sur l’ensembleΩ. La stratégie si du joueur i est ditepar-
tiellement dominées’il existe une autre stratégie s′i telle que, quelles que soient les stratégies des autres
joueurs, si n’est pas strictement préférée à s′i pour�i, et qu’il existe au moins une combinaison des stra-
tégies des autres joueurs telle que s′

i soit strictement préférée à si pour�i . Donc, si ∈ 2πi estpartiellement
dominéesi ∃s′i ∈ 2πi telle que :

∀s−i ∈ 2π−i ,(si ,s−i) 6≻i (s′i ,s−i)

et que
∃s−i ∈ 2π−i telle que(si ,s−i)≺i (s′i ,s−i)

Lorsque la relation�i est un pré-ordre total, il y a équivalence entre stratégies faiblement et partiellement
dominées.

La propriété 3 page 18, issue de la théorie des jeux, reste valable ici. Donc :
– l’ordre d’élimination des stratégies strictement dominéesn’affecte pasle résultat final.
– Par contre, l’ordre d’élimination des stratégies partiellement et faiblement dominéesaffectele résultat

final.
Le premier point de cette propriété, sur la dominance stricte, est applicable dans le cas toujours simple où
l’on complexifie les préférences des joueurs dans les jeux booléens [HK02]. Et il est facile de trouver des
exemples montrant que l’ordre d’élimination des stratégies faiblement et partiellement dominées affecte le
résultat final.

5.2 Buts à priorité

5.2.1 Adaptation des définitions au contexte des jeux booléens

Il existe différents critères permettant de représenter les préférences issues des bases de connaissances
stratifiées et ainsi de sélectionner des sous-bases préférées de ces bases stratifiées. Ces critères s’appliquent
sans difficulté aux jeux booléens bien que nous ne soyons pas dans un contexte où nous manipulons des
bases stratifiées : nous avons plusieurs joueurs, un ensemble de contraintes à gérer, un ensemble stratifié
de buts par joueur, et des profils de stratégies. Dans ce contexte, il va donc falloir comparer des profils de
stratégies et non plus des sous-bases consistantes, chaquejoueur devant pouvoir choisir la stratégie, et donc
les profils de stratégies, lui permettant d’obtenir le “meilleur résultat possible”.

Dans ce contexte, les préférences d’un joueur sont exprimées par un ensemble de buts ordonnés selon une
relation de priorité :

Définition 17 (Base de buts à priorité)
Unebase de buts à prioritéΣ est une collection〈Σ1 ; . . . ; Σp〉 d’ensemble de formules propositionnelles.Σ j

représente l’ensemble des buts de priorité j, avec la convention suivante : plus j est petit, plus les formules
dansΣ j sont prioritaires.
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Dans ce contexte, plusieurs critères peuvent être utiliséspour générer une relation de préférence� à partir
deΣ. Si Sest une interprétation de 2V , alors on poseSat(S,Σ j) = {ϕ ∈ Σ j | S|= ϕ}.

Le premier de ces critères consiste à maximiser l’inclusiontout en respectant la strafication ([Bre89, Gef92,
BCD+93]).

Définition 18 (Critère “discrimin”)
S≻disc S′ si et seulement si∃k∈ {1, . . . , p} tel que :

1. Sat(S,Σk)⊃ Sat(S′,Σk), et

2. ∀ j < k, Sat(S,Σ j) = Sat(S′,Σ j)

Le second consiste à maximiser la cardinalité tout en respectant la strafication ([DLP92, BCD+93, Leh95]).

Définition 19 (Critère “leximin”)
S≻lex S′ si et seulement si∃k∈ {1, . . . , p} tel que :

1. |Sat(S,Σk)|> |Sat(S′,Σk)|, et

2. ∀ j < k, |Sat(S,Σ j)|= |Sat(S′,Σ j)|.

Enfin, l’idée du troisième critère est de repérer la strate laplus prioritaire amenant une inconsistance, et de
considérer alors que les seules formules intéressantes à prendre en compte sont celles de priorité supérieure
à cette strate fatidique ([DLP92, BCD+93]).

Définition 20 (Ordre “Best Out”)
Soit a(s) = min{ j tel que∃ϕ ∈ Σ j ,S 6|= ϕ}, avec la convention min(∅) = +∞.
Alors, S�bo S′ si et seulement si a(S)≥ a(S′).

On note que�bo et�lex sont des relations de préférence totales, tandis que�disc est en général une relation
de préférence partielle.

Définition 21 (BP-jeux booléens)
Un BP-jeu booléenest un 5-uple G= (A,V,C,π,Φ), où Φ = (Σ1, . . . ,Σn) est une collection de bases de
buts à priorité. On noteΣi = 〈Σ1

i , . . . ,Σ
p
i 〉, Σ j

i représentant la strate j deΣi ((multi)ensemble de buts de
priorité j pour le joueur i).

On suppose ici qu’un joueur ne peut avoir de buts incohérents. On pose donc :

∀i ∈ {1, . . . ,n}, Σ1
i ∧ . . .∧Σp

i 6|=⊥

Rappelons que l’ensembleC des contraintes doit toujours être consistant, et que l’on aaussi consistance
avec l’ensemble de buts de chaque joueur.

∀i ∈ {1, . . . ,n}, Σ1
i ∧ . . .∧Σp

i ∧C 6|=⊥

L’hypothèse que le nombre de niveaux de priorité est le même (p) pour chaque joueur n’entraîne pas de
perte de généralité. En effet, ajouter des strates vides à une base de buts à priorité ne modifie pas la relation
de préférence induite.
Nous utiliserons les notations suivantes :
– Si G est un BP-jeu booléen et quec∈ {disc, lex,bo}, alorsPre fcG = 〈�c

1, . . . ,�
c
n〉.

– NEc
f aible(G) (resp.NEc

f ort(G)) représente l’ensemble des équilibres de Nash faibles (resp. forts) pour
Pre fcG.

A l’aide de ces trois relations de pré-ordre partiel ou totalsur les profils de stratégies nous allons à présent
étudier deux exemples. Pour ce faire, nous utiliserons les définitions de la section 5.1 page 26 pour calculer
les équilibres de Nash et les stratégies dominées.
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5.2.2 Exemple 1

Soit G = (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen, avec :
– A = {1,2} l’ensemble des joueurs,
– V = {a,b,c}, C = ∅,
– π1 = {a,c}, π2 = {b},
– Σ1 = 〈a;(¬b,c)〉,
– Σ2 = 〈(¬b,¬c);¬a〉

Nous allons maintenant appliquer chacun des trois critèresprésentés plus haut afin d’obtenir un pré-ordre
sur les profils de stratégies.

5.2.2.1 Discrimin

Pour chacun des joueurs, appliquons le critère discrimin (cf. définition 18). Par exemple, regardons ce qui
se passe pour le joueur 1 :

abc≻discr
1 abc≻discr

1 abc≻discr
1 abc≻discr

1 abc≻discr
1 abc

abc≻discr
1 abc≻discr

1 abc≻discr
1 abc≻discr

1 abc≻discr
1 abc

abc≻discr
1 abc≻discr

1 abc≻discr
1 abc≻discr

1 abc≻discr
1 abc

abc≻discr
1 abc≻discr

1 abc≻discr
1 abc≻discr

1 abc≻discr
1 abc

Puis, afin de pouvoir exploiter plus facilement ce résultat,nous le traduisons sous forme graphique. Ainsi,
nous trouvons pour chacun des joueurs les relations partielles représentées figure 5.1.
Les flèches vont du profil de stratégies le plus préféré vers leprofil de stratégies le moins préféré.

Joueur 1 abc

abc abc

abc

abc

abc abc

abc

Joueur 2

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

FIG. 5.1 – Relations partielles sur les profils de stratégies calculées à partir du critère Discrimin

Pour calculer facilement les équilibres de Nash de ce jeu, nous mettons en exergue les relations qui nous
intéressent pour chaque joueur. Ces relations apparaissent sous la forme de flèches en pointillé sur la fi-
gure 5.1.
En effet, pour le joueur 1, qui contrôle les variablesa et c, nous comparons les étatsabc, abc, abcet abc
entre eux d’une part, et les étatsabc, abc, abc etabc d’autre part.
De même, pour le joueur 2 qui contrôle la variableb, nous comparonsabc avecabc, abc avecabc, abc
avecabcetabc avecabc.
Cela revient à comparer pour chaque joueur uniquement les stratégies de ce dernier pour chaque combinai-
son de stratégies des autres joueurs.
Notons que ces flèches en pointillé représentent une relation d’ordre transitive.
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Nous pouvons à présent calculer les équilibres de Nash faibles et forts à partir de la définition13 page 26,
et de ces relations partielles (figure 5.1 page précédente) :

NEdisc
f aible = {abc}

NEdisc
f ort = {abc}

Ici, il n’y a qu’un seul équilibre de Nash, qu’il soit faible ou fort. Ce dernier permet de satisfaire tous les
buts de priorité 1 et 2 du joueur 1, mais ne permet de satisfaire qu’un seul but de priorité 1 du joueur 2. Cela
s’explique par le fait que ce dernier ne contrôle pas les variablesa et c qui lui permettraient de satisfaire
ses 2 autres buts.
Etudions à présent les stratégies dominées de ce jeu :
– Joueur 1 : Il est possible d’éliminer itérativement 3 des 4 stratégies de ce joueur. En effet :

– La stratégieac est strictement dominée par la stratégieac. On l’élimine.
– Après cette élimination, la stratégieacest strictement dominée par la stratégieac. On l’élimine.
– De nouveau, après cette élimination, la stratégieac est strictement dominée par la stratégieac. Il ne

nous reste donc plus que la stratégieac.
– Joueur 2 : Après élimination des 3 stratégies du joueur 1, lastratégieb est strictement dominée par la

stratégieb. On ne conserve donc que cette dernière.
En éliminant itérativement les stratégies strictement dominées, on obtient donc un profil de stratégies ré-
sultat :{abc}, qui se trouve être aussi l’équilibre de Nash faible et fort.
De plus, ce sont ici des stratégiesstrictementdominées. L’ordre d’élimination de ces stratégies n’affecte
donc pas le résultat.

5.2.2.2 Leximin

On applique ici de la même manière que précédemment le critère leximin (cf. définition 19) à chacun des
joueurs. Nous trouvons ainsi les relations totales suivantes données en figure 5.2, et nous pouvons calculer
les équilibres de Nash faibles et forts en appliquant la définition 13 page 26.

NElex
f aible = {abc}

NElex
f ort = {abc}

Joueur 1 abc

abc abc

abc

abc

abc abc

abc

Joueur 2

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

FIG. 5.2 – Relations totales sur les profils de stratégies calculées à partir du critère Leximin

Nous sommes encore dans la situation ici où il n’y a qu’un seuléquilibre de Nash, qu’il soit faible ou fort,
le même que précédemment.
L’élimination des stratégies dominées se déroule selon le même schéma que précédemment, et nous fournit
le même unique résultat :{abc}
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5.2.2.3 Best out

Si l’on applique l’ordre Best out (cf. définition 20) à chacundes joueurs, nous trouvons les relations totales
décrites en figure 5.3 à partir desquelles nous pouvons calculer les équilibres de Nash faibles et forts (avec
la définition 13 page 26)4 :

NEbo
f aible = {abc,abc}

NEbo
f ort = {abc,abc}

Joueur 1 abc

abc abc abc

abc abc abc abc

Joueur 2

abc

abc

abc abc abc

abc

abc abc

FIG. 5.3 – Relations totales sur les stratégies calculées à partir de l’ordre Best out

Cette fois, quand nous éliminons les stratégies dominées, le schéma est légèrement différent :
– Joueur 1 : Il est possible d’éliminer itérativement 3 des 4 stratégies de ce joueur. En effet :

– La stratégieac est strictement dominée par la stratégieac. On l’élimine.
– La stratégieac est strictement dominée par la stratégieac. On l’élimine.
– La stratégieac est partiellement dominée par la stratégieac, on l’élimine donc également.

– Joueur 2 : Après élimination des 3 stratégies du joueur 1, aucune des deux stratégiesb ou b ne domine
partiellement, faiblement ou strictement l’autre.

En éliminant itérativement les stratégies dominées, on obtient donc deux profils de stratégies résultat :
{abc} et{abc}. On obtient donc le même résultat qu’avec les équilibres de Nash faibles et forts.
Comme ici deux stratégies sur 3 sont strictement dominées, l’ordre d’élimination choisi n’affecte pas les
résultats obtenus.

5.2.2.4 Conclusion

L’étude de ce jeu grâce à ces 3 critères nous montre que les équilibres de Nash trouvés dans cet exemple
sont identiques mis à part avec l’ordre Best-out.
En effet, les critères discrimin et leximin nous permettentde trouver des équilibres de Nash faibles et forts
identiques :NEdisc,lex

f aible = NEdisc,lex
f ort = {abc}. Cet équilibre permet de satisfaire tous les buts de priorité 1 et

2 du joueur 1, mais ne permet de satisfaire qu’un seul but de priorité 1 du joueur 2. Cela s’explique par
le fait que le joueur 1, qui contrôle les variablesa et c, préfère que ces deux variables soient instanciées à
Vrai, tandis que le joueur 2, qui contrôle la variableb préfère qu’elle soit instanciée àFaux. Comme il n’y
a pas d’interférence entre les choix des joueurs dans ce jeu,chacun d’entre eux instancie ses variables de
la façon qui le satisfait le mieux.
L’ordre Best out permet lui de trouver deux équilibres de Nash faibles et forts,abc et abc. Le profil de
stratégiesabc est le même que celui trouvé avec les autres méthodes. Quant au profil de stratégiesabc, il
permet de satisfaire le but de priorité 1 du joueur 1, ainsi qu’un de ses buts de priorité 2, mais ne permet
pas au joueur 2 de satisfaire au moins un de ses buts. Ce profil de stratégies n’est pas très intéressant. En
effet, le joueur 2 n’a aucune raison d’instancier la variable b à Vrai alors que son instanciation àFaux lui
permet de satisfaire un but de priorité 1. L’ordre Best-out nous donne donc ici un résultat moins pertinent
que celui trouvé avec les critères discrimin ou leximin.

4Pour le joueur 2, les nœuds du bas sont tous reliés les uns aux autres, mais nous n’indiquons pas toutes les flèches afin de ne pas
alourdir le dessin. Comme cette relation de préférence est transitive, le résultat n’en est pas affecté. Nous faisons demême pour le
joueur 1.
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Quant à l’élimination de stratégies dominées, elle nous permet ici de trouver les mêmes résultats que les
équilibres de Nash.

5.2.3 Exemple 2

Etudions un second exemple.
Soit G = (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen, avec :
– A = {1,2} l’ensemble des joueurs,
– V = {a,b}, C = ∅,
– π1 = {a}, π2 = {b},
– Σ1 = 〈(a∨¬b);¬a〉,
– Σ2 = 〈(b∨¬a);a〉
Nous allons maintenant étudier chacun des trois critères présentés plus haut.

5.2.3.1 Discrimin

Si l’on applique le critère discrimin (cf. définition 18) à chacun des joueurs, nous trouvons les relations
partielles décrites en figure 5.4. On constate ici que pour calculer les équilibres de Nash de ce jeu, il faudrait
comparer les profils de stratégiesabet ab pour le joueur 2, pourtant incomparables. Nous les représentons
sur la figure par une ligne avec des pointillés plus larges. Lecalcul des équilibres de Nash faibles et forts à
partir de la définition 13 page 26 nous donne les résultats suivants :

NEf aible = {ab,ab}

NEf ort = {ab}

Joueur 1

ab

ab

ab

ab

Joueur 2

ab

ab

ab

ab

FIG. 5.4 – Relations partielles calculées à partir du critère Discrimin

Il n’y a ici qu’un équilibre de Nash fort. Et ce dernier sembleêtre en effet l’issue la plus probable du jeu :
afin d’être sûrs de satisfaire leur but de niveau 1, les deux joueurs vont rationnellement choisir de jouera
et b. En effet, la stratégiea permet au joueur 1 d’être sûr de satisfaire son but de niveau 1, et il en est de
même pour le joueur 2 s’il choisit la stratégieb.

Etudions à présent les stratégies dominées de ce jeu :
– Joueur 2 : la stratégieb domine partiellement la stratégieb. On élimine donc cette dernière.
– Joueur 1 : Une fois la stratégieb éliminée, la stratégiea domine strictement la stratégiea.
En éliminant les stratégies dominées, on obtient donc un profil de stratégies résultat :ab, qui correspond à
l’équilibre de Nash fort trouvé.

Les stratégies ne sont pas ici strictement dominées, l’ordre d’élimination affecte donc les résultats. Mais
ici, le joueur 1 n’a pas de stratégie dominante avant l’élimination de la stratégie de 2. On a donc qu’une
seule solution possible.

5.2.3.2 Leximin

Si l’on applique le critère leximin (cf. définition 19) à chacun des joueurs, nous trouvons les relations
totales décrites en figure 5.5 à partir desquelles nous pouvons calculer les équilibres de Nash faibles et forts
(avec la définition 13 page 26) :

NEf aible = {ab,ab}
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NEf ort = {ab,ab}

Joueur 1

ab

ab

ab

ab

Joueur 2

ab

ab

ab

ab

FIG. 5.5 – Relations totales calculées à partir du critère Leximin

Ici, nous avons deux équilibres de Nash, qu’ils soient faibles ou forts. Or, comme nous l’avons vu précé-
demment, le profil de stratégiesab semble plus rationnel, puisqu’il permet aux joueurs d’êtresûrs de
satisfaire leur but de niveau 1. Sur cet exemple, le critère leximin semble donc un peu moins pertinent que
le critère discrimin.

Etudions à présent les stratégies dominées de ce jeu :
– Joueur 2 : la stratégieb domine faiblement la stratégieb. On élimine donc cette dernière.
– Joueur 1 : Une fois la stratégieb éliminée, la stratégiea domine strictement la stratégiea.
En éliminant les stratégies dominées, on obtient donc un profil de stratégies résultat :ab, qui raffine les
résultats trouvés avec les équilibres de Nash.

Les stratégies ne sont pas ici strictement dominées, l’ordre d’élimination affecte donc les résultats. Mais
ici, le joueur 1 n’a pas de stratégie dominante avant l’élimination de la stratégie de 2. On a donc qu’une
seule solution possible.

5.2.3.3 Best out

Si l’on applique l’ordre Best out (cf. définition 20) à chacundes joueurs, nous trouvons les relations totales
décrites sur la figure 5.6 et partir desquelles nous pouvons calculer les équilibres de Nash faibles et forts
(avec la définition 13 page 26) :

NEf aible = {ab,ab}

NEf ort = {ab,ab}

Joueur 1

ab

ab

ab

ab

Joueur 2

ab

ab

ab

ab

FIG. 5.6 – Relations totales calculées à partir de l’ordre Best out

Nous trouvons ici exactement les mêmes résultats qu’avec lecritère leximin.
Il en est de même pour l’élimination des stratégies dominées.

5.2.3.4 Conclusion

Contrairement au premier exemple, ici, pour le calcul des équilibres de Nash, les critères leximin et best-
out donnent les mêmes résultats, tandis que le critère discrimin est un peu plus pertinent.
Par contre, l’élimination des stratégies dominées donne lemême résultat pour chacun des critères, résultat
qui semble le plus pertinent.
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5.2.4 Exemple 3 : le jeu du prisonnier

Reprenons l’exemple 2 page 11 du jeu du prisonnier, mais cette fois-ci dans sa forme classique. Dans cette
version du dilemme du prisonnier, 2 détenus sont emprisonnés dans des cellules séparées. La police fait à
chacun d’eux le même marché :

"Tu as le choix entre trahir ton complice en le dénonçant (noté¬Ci , i = 1,2) ou le couvrir (noté
Ci , i = 1,2). Si tu le dénonces, et qu’il ne te dénonce pas, tu seras remis en liberté et lui écopera
de 10 ans de prison. Si vous vous dénoncez mutuellement, vousécoperez tous les deux de 5
ans de prison. Si aucun de vous ne dénonce l’autre, vous aureztous les deux 6 mois de prison."

Voila la forme normale de ce jeu, avec 2 prisonniers :

H
H

H
H

H
1

2
C2 C2

C1 (-1/2, -1/2) (-10, 0)

C1 (0, -10) (-5, -5)

Si l’on calcule l’équilibre de Nash de ce jeu à partir de cetteforme normale, on trouve :

NE = {C1C2}

Nous pouvons traduire ce jeu avec le BP-jeu booléenG = (A,V,C,π,Φ) suivant :
– A = {1,2} l’ensemble des joueurs,
– V = {C1,C2}, C = ∅,
– π1 = {C1}, π2 = {C2},
– Σ1 = 〈C2;¬C1〉,
– Σ2 = 〈C1;¬C2〉
Nous allons maintenant étudier chacun des trois critères présentés plus haut.

5.2.4.1 Discrimin

Si l’on applique le critère discrimin (cf. définition 18 page28) à chacun des joueurs, nous trouvons les
relations totales décrites en figure 5.7.

Joueur 1

C1C2

C1C2

C1C2

C1C2 Joueur 2 C1C2

C1C2

C1C2

C1C2

FIG. 5.7 – Relations partielles calculées à partir du critère Discrimin

On constate que ces relations totales, même si elles ne sont qu’ordinales, respectent bien l’ordre donné par
la forme normale du jeu.
Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts à partir de la définition 13 page 26 nous donne les résultats
suivants :

NEf aible = NEf ort = {C1C2}

Cet équilibre de Nash correspond à celui trouvé avec les préférences cardinales du dilemme du prisonnier.
D’autre part, ce jeu n’a pas de stratégie dominée, on ne peut donc pas en éliminer.
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5.2.4.2 Leximin

Si l’on applique le critère leximin (cf. définition 19 page 28) à chacun des joueurs, nous trouvons les
relations totales décrites en figure 5.8. On constate que ce sont exactement les mêmes que celles trouvées
en figure 5.7 page précédente.

Joueur 1

C1C2

C1C2

C1C2

C1C2 Joueur 2 C1C2

C1C2

C1C2

C1C2

FIG. 5.8 – Relations partielles calculées à partir du critère Leximin

Ce jeu n’a toujours pas de stratégie dominée, et on obtient lemême équilibre de Nash faible et fort :

NEf aible = NEf ort = {C1C2}

5.2.4.3 Best out

Si l’on applique l’ordre Best out (cf. définition 20 page 28) àchacun des joueurs, nous trouvons les relations
totales décrites sur la figure 5.9 et partir desquelles nous pouvons calculer les équilibres de Nash faibles et
forts (avec la définition 13 page 26) :

NEf ort = NEf aible = {C1C2,C1C2,C1C2}

Joueur 1

C1C2 C1C2

C1C2

C1C2 Joueur 2 C1C2

C1C2

C1C2

C1C2

FIG. 5.9 – Relations totales calculées à partir de l’ordre Best out

Etudions à présent les stratégies dominées de ce jeu :
– Joueur 1 : la stratégieC1 domine faiblement la stratégieC1. On élimine donc cette dernière.
– Joueur 2 : Une fois la stratégieC1 éliminée, le joueur 2 n’a plus de stratégie dominée.
En éliminant les stratégies dominées, on obtient donc deux profils de stratégies résultats :{C1C2,C1C2}, ce
qui raffine les résultats trouvés avec les équilibres de Nash.

Les stratégies ne sont pas ici strictement dominées, l’ordre d’élimination affecte donc les résultats. Etudions
donc ce qui se passe si on élimine d’abord les stratégies dominées du joueur 2 :
– Joueur 2 : la stratégieC2 domine faiblement la stratégieC2. On élimine donc cette dernière.
– Joueur 1 : Une fois la stratégieC2 éliminée, le joueur 1 n’a plus de stratégie dominée.
En éliminant les stratégies dominées, on obtient deux autres profils de stratégies résultats :{C1C2,C1C2},
ce qui raffine les résultats trouvés avec les équilibres de Nash.

5.2.5 Quelques propriétés

Comme cela a déjà été prouvé par [BCD+93], les critères discrimin, leximin et best-out ne sont pastotale-
ment indépendants. La propriété suivante est toujours valable dans le cadre des jeu booléens.
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Propriété 11 Soit G= (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen, et soit S et S′ deux profils de stratégies. On a alors :

(S≻bo S′)⇒ (S≻discr S′)⇒ (S≻lex S′) (5.3)

et :
(S�discr S′)⇒ (S�lex S′)⇒ (S�bo S′) (5.4)

Preuve :Nous allons démontrer ces implications l’une après l’autre.
Commençons par(S≻bo S′)⇒ (S≻discr S′)⇒ (S≻lex S′) :

(S≻bo S′) ⇔ a(S) > a(S′)

⇔ min{ j | ∃ϕi ∈ Σ j ,S 6|= ϕi}
︸ ︷︷ ︸

notéx

> min{ j | ∃ϕi ∈ Σ j ,S′ 6|= ϕi}
︸ ︷︷ ︸

notéy

On sait donc que :
– ∀ j < y,∀ϕi ∈ Σ j ,S|= ϕi ,S′ |= ϕi

– pour la stratey, ∀ϕi ∈ Σy,S|= ϕi ,S′ 6|= ϕi

– pour la stratex, ∀ϕi ∈ Σx,S 6|= ϕi

On en déduit que :
– Sat(S,Σy)⊃ Sat(S′,Σy)
– ∀ j < y,Sat(S,Σy) = Sat(S′,Σy).
On a donc :S≻discr S′

Il est alors évident que :
– | Sat(S,Σy) |>| Sat(S′,Σy) |
– ∀ j < y, | Sat(S,Σy) |=| Sat(S′,Σy) |.
Donc :S≻lex S′

Démontrons à présent(S�discr S′)⇒ (S�lex S′)⇒ (S�bo S′) :

(S�discr S′) ⇔ S≻discr S′ ou∀k∈ {1, . . . p},Sat(S,Σk) = Sat(S′,Σk)

⇒ S≻lex S′ ou∀k∈ {1, . . . p}, | Sat(S,Σk) |=| Sat(S′,Σk) |

⇒ (S�lex S′)

⇔ ∃k tq | Sat(S,Σk) |≥| Sat(S′,Σk) | et∀ j < k, | Sat(S,Σ j) |=| Sat(S′,Σ j) |

⇒ a(S)≥ a(S′)

⇔ (S�bo S′)

�

Lemme 1 Soit�= 〈�1, . . . ,�n〉 et�′= 〈�′1, . . . ,�
′
n〉 deux collections de relations de préférence, et soit S

un profil de stratégies.

1. Si� est contenu dans�′ et si S est un équilibre de Nash fort en stratégies pures pour�, alors S est
un équilibre de Nash fort en stratégies pures pour�′.

2. Si≻ est contenu dans≻′ et si S est un équilibre de Nash faible en stratégies pures pour ≻′, alors S
est un équilibre de Nash faible en stratégies pures pour≻.

Preuve :

1. SoitS= (s1, . . . ,sn) un équilibre de Nash fort en stratégies pures pour�= 〈�1, . . . ,�n〉. On a alors :

∀i ∈ {1, . . . ,n},∀s′i ∈ 2πi ,(s′i ,s−i)�i (si ,s−i) (5.5)

Or, nous savons que� est contenu dans�′, i.e. ∀i = 1. . .n, �i est contenu dans�′i . On a donc,
d’après l’équation 5.5,

∀i ∈ {1, . . . ,n},∀s′i ∈ 2πi ,(s′i ,s−i)�
′
i (si ,s−i)

Le profil de stratégiesSest donc bien un équilibre de Nash fort pour�′= 〈�′1, . . . ,�
′
n〉.
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2. Soit S= (s1, . . . ,sn) un équilibre de Nash faible en stratégies pures pour≻′= 〈≻′1, . . . ,≻
′
n〉. On a

alors :
∀i ∈ {1, . . . ,n},∀s′i ∈ 2πi ,(s′i ,s−i) 6≻

′
i (si ,s−i) (5.6)

Or, nous savons que≻ est contenu dans≻′, donc 6≻′ est contenu dans6≻, i.e. ∀i = 1. . .n, 6≻′i est
contenu dans6≻i . On a donc, d’après l’équation 5.6,

∀i ∈ {1, . . . ,n},∀s′i ∈ 2πi ,(s′i ,s−i) 6≻i (si ,s−i)

Le profil de stratégiesSest donc bien un équilibre de Nash faible pour�′= 〈�′1, . . . ,�
′
n〉.

�

De la propriété 11 page 35 et du lemme 1 page ci-contre on déduit la propriété suivante :

Propriété 12 Soit G= (A,V,C,π,Φ) un BP-jeu booléen et Pre fc
G = 〈�c

1, . . . ,�
c
n〉 l’ensemble des relations

de préférence sur G à partir du critère c∈ {disc, lex,bo}.

1. Si S est un équilibre de Nash fort en stratégie pure pour Pref disc
G (noté S∈ NEdisc

f ort ), alors S est un

équilibre de Nash fort pour Pre flex
G (noté S∈ NElex

f ort ). Dans ce cas, S est aussi un équilibre de Nash

fort pour Pre fbo
G (noté S∈NEbo

f ort ). On a donc :

NEdisc
f ort(G)⊆ NElex

f ort(G)⊆ NEbo
f ort(G)

2. Si S est un équilibre de Nash faible en stratégie pure pour Pre f lex
G (noté S∈NElex

f aible), alors S est un

équilibre de Nash faible pour Pre fdisc
G (noté S∈ NEdisc

f aible). Dans ce cas, S est aussi un équilibre de

Nash faible pour Pre fbo
G (noté S∈ NEbo

f aible). On a donc :

NElex
f aible(G)⊆ NEdisc

f aible(G)⊆ NEbo
f aible(G)

Preuve :

1. La suite d’implications “S∈ NEdisc
f ort ⇒ S∈ NElex

f ort ⇒ S∈ NEbo
f ort ” est une conséquence directe de

l’équation 5.4 page précédente :

∀i ∈ {1, . . . ,n},∀s′i ∈ 2πi : (si ,s−i)�
discr
i (s′i ,s−i) ⇒ (si ,s−i)�

lex
i (s′i ,s−i) (5.7)

∀i ∈ {1, . . . ,n},∀s′i ∈ 2πi : (si ,s−i)�
lex
i (s′i ,s−i) ⇒ (si ,s−i)�

bo
i (s′i ,s−i) (5.8)

L’équation 5.7 nous montre que�discr
i est contenu dans�lex

i . Donc, d’après le lemme 1 page précé-
dente, siS∈NEdisc

f ort , alorsS∈ NElex
f ort .

L’équation 5.8 nous montre que�lex
i est contenu dans�bo

i . Donc, d’après le lemme 1 page précé-
dente, siS∈NElex

f ort , alorsS∈ NEbo
f ort .

2. La suite d’implications “S∈ NElex
f aible⇒ S∈ NEdiscr

f aible⇒ S∈ NEbo
f aible” est une conséquence directe

de l’équation 5.3 page ci-contre :

∀i ∈ {1, . . . ,n},∀s′i ∈ 2πi : (si ,s−i)≻
bo
i (s′i ,s−i) ⇒ (si ,s−i)≻

discr
i (s′i ,s−i) (5.9)

∀i ∈ {1, . . . ,n},∀s′i ∈ 2πi : (si ,s−i)≻
discr
i (s′i ,s−i) ⇒ (si ,s−i)≻

lex
i (s′i ,s−i) (5.10)

L’équation 5.9 nous montre que≻bo
i est contenu dans≻discr

i . Donc, d’après le lemme 1 page ci-
contre,6≻discr

i est contenu dans6≻bo
i , et donc siS∈ NEdisc

f aible, alorsS∈NEbo
f aible.

L’équation 5.10 nous montre que≻discr
i est contenu dans≻lex

i . Donc, d’après le lemme 1 page ci-
contre,6≻lex

i est contenu dans6≻discr
i , et donc siS∈ NElex

f aible, alorsS∈ NEdiscr
f aible.

�

Nous allons à présent essayer de décomposer le jeu booléen pour voir s’il est plus facile de l’étudier ainsi.
Pour cela, nous introduisons la notion de jeu booléen réduit.

Définition 22 (Jeu booléenk-réduit)
Soit G= (A = {1, . . . ,n},V,C,π,Φ) un BP-jeu booléen. Soit1≤ k≤ n.
G[1→k] = (A,V,C,π,Φ[1→k]) représente lejeu booléenk-réduit deG dans lequel les buts de chaque joueur

sont réduits à leurs k premières strates :Φ[1→k] = 〈Σ[1→k]
1 , . . . ,Σ[1→k]

n 〉.

37



Lemme 2 Soit G= (A,V,C,π,Φ) un BP-jeu booléen, et soit G[1→k] = (A,V,C,π,Φ[1→k]) le jeu booléen
k-réduit associé à G.
∀c∈ {discr, lex,bo}, ∀i ∈ A, on a :

S�c,[1→k]
i S′⇒ S�c,[1→k−1]

i S′ (5.11)

S 6≻c,[1→k]
i S′⇒ S 6≻c,[1→k−1]

i S′ (5.12)

Preuve :

1. Démontrons les implicationsS�c,[1→k]
i S′⇒ S�c,[1→k−1]

i S′ une par une.

(a) Discrimin

S�discr,[1→k]
i S′⇔∃l ∈ {1, . . . ,k} tel que :

Sat(S,Σl
i)⊇ Sat(S′,Σl

i ) et∀ j < l ,Sat(S,Σ j
i ) = Sat(S′,Σ j

i )

2 cas sont maintenant possibles.

i. l = k.
On a alors,∀ j < k, et donc∀ j ∈ {1, . . . ,k−1}, Sat(S,Σ j

i ) = Sat(S′,Σ j
i ).

Ce qui nous donne bienS�discr,[1→k−1]
i S′.

ii. l < k, doncl ≤ k−1.
Dans ce cas, on al ∈ {1, . . . ,k−1}. Et on a donc bienS�discr,[1→k−1]

i S′.

(b) Leximin

S�lex,[1→k]
i S′⇔∃l ∈ {1, . . . ,k} tel que

|Sat(S,Σl
i)| ≥ |Sat(S′,Σl

i )| et∀ j < l , |Sat(S,Σ j
i )|= |Sat(S′,Σ j

i )|

2 cas sont maintenant possibles.

i. l = k.
On a alors,∀ j < k, et donc∀ j ≤ k−1, |Sat(S,Σ j

i )|= |Sat(S′,Σ j
i )|.

Ce qui nous donne bienS�lex,[1→k−1]
i S′.

ii. l < k, doncl ≤ k−1.
Dans ce cas, on al ∈ {1, . . . ,k−1}. Et on a donc bienS�lex,[1→k−1]

i S′.

(c) Best-out

S�bo,[1→k]
i S′ ⇔ a[1→k]

i (S)≥ a[1→k]
i (S′)

⇔

min({ j ∈ [1,k] tel que∃ϕl ∈ Σ j
i : S 6|= ϕl})

︸ ︷︷ ︸

notéA
≥

min({ j ∈ [1,k] tel que∃ϕl ∈ Σ j
i : S′ 6|= ϕl})

︸ ︷︷ ︸

notéB

3 cas sont maintenant possibles.

i. A < k, etB≤ A < k.
Alors, on aA≤ k−1, etB≤ A≤ k−1.
Et donc,a[1→k−1]

i (S)≥ a[1→k−1]
i (S′).

ii. A = k, etB≤ A = k.
Dans ce cas,min({ j ∈ [1,k−1] tel que∃ϕl ∈ Σ j

i : S 6|= ϕl}) = ∞.
DoncB≤ A = ∞.
On a encore biena[1→k−1]

i (S)≥ a[1→k−1]
i (S′).
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iii. A = ∞.
On aura alors toujoursmin({ j ∈ [1,k−1] tel que∃ϕl ∈ Σ j

i : S 6|= ϕl}) = ∞.

Et doncB≤ A = ∞, eta[1→k−1]
i (S)≥ a[1→k−1]

i (S′).

Pour chacun de ces cas possibles, on a bienS�bo,[1→k−1]
i S′.

2. Démontrons les implicationsS 6≻c,[1→k]
i S′ ⇒ S 6≻c,[1→k−1]

i S′ une par une. Pour cela, on remarque
que :

(S 6≻c,[1→k]
i S′⇒ S 6≻c,[1→k−1]

i S′)⇔ (S≻c,[1→k−1]
i S′⇒ S≻c,[1→k]

i S′)

(a) Discrimin

S≻discr,[1→k−1]
i S′⇔∃l ∈ {1, . . . ,k−1} tel que

Sat(S,Σl
i)⊃ Sat(S′,Σl

i ) et∀ j < l ,Sat(S,Σ j
i ) = Sat(S′,Σ j

i )

On a donc bien :

∃l ∈ {1, . . . ,k} tel queSat(S,Σl
i)⊃ Sat(S′,Σl

i ) et∀ j < l ,Sat(S,Σ j
i ) = Sat(S′,Σ j

i )

Donc,S≻discr,[1→k]
i S′

(b) Leximin

S≻lex,[1→k−1]
i S′⇔∃l ∈ {1, . . . ,k−1} tel que

|Sat(S,Σl
i)|> |Sat(S′,Σl

i )| et∀ j < l , |Sat(S,Σ j
i )|= |Sat(S′,Σ j

i )|

On a donc bien :∃l ∈ {1, . . . ,k} tel que

∃l ∈ {1, . . . ,k} : |Sat(S,Σl
i)|> |Sat(S′,Σl

i )| et∀ j < l , |Sat(S,Σ j
i )|= |Sat(S′,Σ j

i )|

Donc,S≻lex,[1→k]
i S′

(c) Best-out

S≻bo,[1→k−1]
i S′ ⇔ a[1→k−1]

i (S) > a[1→k−1]
i (S′)

⇔

min({ j ∈ [1,k−1] tel que∃ϕl ∈ Σ j
i : S 6|= ϕl})

︸ ︷︷ ︸

notéA
>

min({ j ∈ [1,k−1] tel que∃ϕl ∈ Σ j
i : S′ 6|= ϕl})

︸ ︷︷ ︸

notéB

Ces equations sont évidemment toujours vraies pourj ∈ [1,k].

On a donc bienS≻bo,[1→k]
i S′.

�

Propriété 13 Soit G= (A,V,C,π,Φ) un BP-jeu booléen, et soit G[1→k] = (A,V,C,π,Φ[1→k]) le jeu booléen
k-réduit associé à G .
Si S est un équilibre de Nash fort (resp. faible) en stratégiepure pour Pre fc

G[1→k] = {�
[1→k]
1 , . . . ,�

[1→k]
n },

alors S est aussi un équilibre de Nash fort (resp. faible) pour Pre fc
G[1→k−1] = {�

[1→k−1]
1 , . . . ,�

[1→k−1]
n }.
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Preuve :

1. Equilibres de Nash forts en stratégie pures :
SoitS= (s1, . . . ,sn) un équilibre de Nash fort en stratégie pure pourPre fc

G[1→k] . Alors :

∀i ∈ {1, . . .n},∀s′i ∈ 2πi ,(s′i ,s−i)�
[1→k]
i (si ,s−i)

Or, d’après le lemme 2, quel que soit le critère utilisé,S�[1→k]
i S′⇒ S�[1→k−1]

i S′.
On a donc :

∀i ∈ {1, . . .n},∀s′i ∈ 2πi ,(s′i ,s−i)�
[1→k−1]
i (si ,s−i)

Sest donc un équilibre de Nash fort en stratégie pure pourPre fc
G[1→k] .

2. Equilibres de Nash faibles en stratégie pures :
SoitS= (s1, . . . ,sn) un équilibre de Nash faible en stratégie pure pourPre fc

G[1→k] . Alors :

∀i ∈ {1, . . .n},∀s′i ∈ 2πi ,(s′i ,s−i) 6≻
[1→k]
i (si ,s−i)

Or, d’après le lemme 2, quel que soit le critère utilisé,S 6≻[1→k]
i S′⇒ S 6≻[1→k−1]

i S′.
On a donc :

∀i ∈ {1, . . .n},∀s′i ∈ 2πi ,(s′i ,s−i) 6≻
[1→k−1]
i (si ,s−i)

Sest donc un équilibre de Nash faible en stratégie pure pourPre fc
G[1→k] .

�

Conséquence 1Soit G= (A,V,C,π,Φ) un BP-jeu booléen, et soit G[1] = (A,V,C,π,Φ[1]) le jeu booléen
1-réduit associé à G.
Si le jeu G[1] n’a pas d’équilibre de Nash en stratégie pure, alors le jeu G n’en a pas non plus pour aucun
des critères discrimin, leximin ou best-out.

Preuve : Supposons que le jeuG a un équilibre de Nash. Sachant queG = G[1→p], d’après la propriété 13,
le jeuG[1→p−1] aura aussi un équilibre de Nash. Puis, en appliquant la même propriété, il en sera de même
pour les jeuxG[1→p−2], G[1→p−3], jusqu’au jeuG[1].

Donc, siG a un équilibre de Nash, alorsG[1] a un équilibre de Nash.
Et donc, siG[1] n’a pas d’équilibre de Nash, alorsG n’aura pas d’équilibre de Nash.

�

La réciproque est fausse : le jeuG[1] peut avoir un équilibre de Nash, alors que le jeuG n’en a pas. Voici
un contre-exemple :

Exemple 10 Soit G= (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen, avec :
– A= {1,2} l’ensemble des joueurs,
– V = {a,b}, C = ∅,
– π1 = {a}, π2 = {b},
– Σ1 = 〈a→ b;b→ a〉,
– Σ2 = 〈a↔¬b;¬b〉
Si l’on applique l’ordre Best out à chacun des joueurs, nous trouvons les relations totales données dans la
figure 5.10.
Ce jeu n’a pas d’équilibre de Nash.

Si on étudie à présent le jeu booléen G[1] associé dans lequel les buts des joueurs sont réduits à la première
strate de leurs buts dans G, on obtient le jeu suivant : G[1] = {A,V,C,π,Φ[1]} un jeu booléen, avec :
– A= {1,2} l’ensemble des joueurs,
– V = {a,b}, C = ∅,
– π1 = {a}, π2 = {b},
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Joueur 1

ab

abab

ab

Joueur 2

ab

abab

ab

FIG. 5.10 – Relations totales calculées à partir de l’ordre Bestout

– Σ[1]
1 = {a→ b},

– Σ[1]
2 = {a↔¬b}

On peut à présent construire la forme normale de G[1] :

H
H

H
H

H
1

2
b b

a (1, 0) (1, 1)

a (0, 1) (1, 0)

Ce jeu a un équilibre de Nash :ab.

5.3 CP-nets

Nous allons ici étudier une autre famille de langages, un langage de représentation dit “graphique” : les
CP-nets. Ce langage est fondé sur le critère de comparaison Ceteris Paribus que nous allons présenter en
section 5.3.1.

5.3.1 Ceteris Paribus

Quand un agent exprime en langage naturel une préférence telle que “une table ronde sera mieux dans le
salon qu’une table carrée”, il ne veut sans doute pas dire quen’importe quelle table ronde sera préférée
à n’importe quelle table carrée. Il veut exprimer le fait qu’il préfèrera une table ronde à une table carrée
si ces deux tables ne diffèrent pas significativement dans leurs autres caractéristiques (la taille, la couleur,
le bois utilisé, les finitions ou encore le prix). Le principequi est à l’oeuvre dans l’interprétation de telles
préférences est que les alternatives doivent être comparéestoutes choses étant égales par ailleurs, ou encore
Ceteris Paribus.
Les préférencesCeteris Paribusont été découvertes par G. H. von Wright dans [vW63], puis ontété
introduites en IA par Boutilier, Brafman, Hoos et Poole dans[BBHP99].

SoitV = {X1, . . . ,Xn} un ensemble de variables, chaque variableXi étant associée à un domaineD(Xi).
Soit{X1, . . . ,Xp} est contenu dansV. D({X1 . . .Xp})= D(X1)× . . .×D(Xp), produit cartésien des domaines
de chaque variable.

Définition 23 (Indépendance préférentielle)
Un sous-ensemble de variables X estpréférentiellement indépendantà son complément Y= V \X ssi
∀x1,x2 ∈ D(X) et∀y1,y2 ∈D(Y) on a :

x1y1� x2y1 ssi x1y2� x2y2

On dit que x1 estpréféréeà x2 ceteris paribus.

En d’autres mots, la structure de la relation de préférence sur les instanciations deX, quand toutes les autres
variables sont fixées, est la même quelle que soit la valeur deces autres variables.
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Définition 24 (Indépendance préférentielle conditionnelle)
Soit X, Y et Z trois ensembles non vides disjoints formant unepartition de V. X et Y sontconditionnellement
préférentiellement indépendantsselon z∈ D(Z) ssi∀x1,x2 ∈ D(X) et∀y1,y2 ∈ D(Y) on a :

x1y1z� x2y1z ssi x1y2z� x2y2z

En d’autres mots, l’indépendance préférentielle deX etY n’est valable que siZ est instancié àz.

5.3.2 CP-nets

5.3.2.1 Définitions générales

Les CP-nets ont été introduits dans [BBHP99] comme un outil pour représenter compactement les relations
de préférence qualitatives. Ce modèle graphique utilise l’indépendance préférentielle conditionnelle pour
structurer les préférences d’un agent sous l’hypothèseCeteris Paribus. Ils ont été principalement étudiés
dans [Dom02], [BBD+04a] ou encore [BBD+04b].

Les CP-nets peuvent être utilisés dans le cadre des jeux-booléens de façon à représenter les préférences
de chaque joueur. On ne considèrera plus que les buts des joueurs sont représentés par une formule lo-
gique, mais directement par un CP-net. Dans ce contexte,∀xi ∈V,D(xi) = {xi,xi}= 2xi etD({x1 . . .xp}) =

2{x1,...,xp}. Ainsi, un élément deD(xi) correspond à une{xi}-interprétation, et un élément deD({x1 . . .xp})
est une{x1 . . .xp}-interprétation.

Pour chaque variableX ∈V, l’agent spécifie un ensemble devariables parents, notéesPa(X). Ces variables
sont celles qui influent sur les préférences de l’agent entreles différentes valeurs deX. Formellement,X
et V \ ({X}∪Pa(X)) sont conditionnellement préférentiellement indépendants étant donnéPa(X). Cette
information est utilisée pour créer le graphe des CP-nets dans lequel chaque nœudX a Pa(X) comme
prédécesseur immédiat.

Définition 25 (Table de préférence conditionnelle (CPT))
La table de préférence conditionnelle(notée CPT) décrit les préférences de l’agent sur les valeurs de la
variable X, étant données toutes les combinaisons des valeurs des variables parents.
Pour chaque instanciation de Pa(X), CPT(X) spécifie un ordre total sur D(X) tel que∀xi ,x j ∈ D(X) on
ait soit xi ≻ x j , soit xj ≻ xi .

Définition 26 (CP-net)
Soit V = {X1, . . . ,Xn} un ensemble de variables.N = 〈G ,T 〉 est unCP-netsur V,G étant un graphe
orienté sur V, etT étant un ensemble de tables de préférences conditionnellesCPT(Xi) pour chaque
Xi ∈V. Chaque table de préférence conditionnelle CPT(Xi) est associée à un ordre total≻i

p, selon chaque
instanciation p∈D(Pa(Xi)).

Illustrons ces définitions avec un exemple simple :

Exemple 11 Soit le CP-net présenté figure 5.11 page ci-contre(a) qui exprime mes préférences sur le menu
du dîner. Ce CP-net est composé de deux variables, S et V qui correspondent respectivement à la soupe
et au vin. Je préfère strictement manger une soupe de poisson(Sp) plutôt qu’une soupe de légumes (Sl ),
tandis que mes préférences sur le vin rouge (Vr) ou blanc (Vb) dépendent de la soupe que je mangerai (donc
D(S) = {Sp,Sl} et D(V) = {Vr ,Vb}). En effet je préfèrerai du vin rouge avec une soupe de légumes, mais
du blanc avec une soupe de poisson.

La représentation graphique des préférences que nous utilisons ici dans le cadre des
CP-nets est contraire à la représentation utilisée dans la littérature : dans cette dernière
les flèches vont de l’état le moins préféré vers le plus préféré. Afin d’homogénéiser cette
section avec la section 5.2 nous choisissons ici d’orienterles flèches de l’état le plus préféré
vers l’état le moins préféré.
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V

S Sp≻ Sl

Sp Vb≻Vr

Sl Vr ≻Vb

(a)

Sl ∧Vb

Sl ∧Vr

Sp∧Vr

Sp∧Vb

(b)

FIG. 5.11 – CP-net “Mon dîner simple” et le pré-ordre associé

La figure 5.11(b) représente la relation de préférence induite par ce CP-net. L’élément du haut (Sl ∧Vb)
représente le pire état tandis que l’élément du bas (Sp∧Vb) est le meilleur état possible.
Nous remarquons ici que nous avons une flèche entre les nœuds(Sp∧Vb) et (Sl ∧Vb) car nous comparons
les états 2 par 2, toutes choses étant égales par ailleurs.

5.3.2.2 Sémantique des CP-nets

La sémantique des CP-nets a été principalement étudiée dans[Dom02], [BBD+04a] ou encore [BBD+04b].

Définition 27 (Satisfiabilité d’un CP-net)
Soit N un CP-net sur les variables V. Soit X∈ V une variable, U⊂ V les parents de X dansN , et
Y =V \(U∪{X}). Soit≻u une relation d’ordre sur D(X) dictée par CPT(X) pour l’instanciation u∈D(U)
des parents de X. Soit enfin≻ une relation de préférence sur D(V).

1. Une relation de préférence≻ satisfait≻u ssi yuxi ≻ yuxj , pour tout y∈ D(Y), à chaque fois que
xi ≻u x j .

2. Une relation de préférence≻ satisfaitCPT(X) ssi≻ satisfait≻u pour chaque u∈ D(U).

3. Une relation de préférence≻ satisfaitle CP-netN ssi elle satisfait CPT(X) pour chaque variable
X.

Un CP-netN estsatisfiablessi il existe une relation≻ qui le satisfait.

Informellement, un CP-netN est satisfait par≻ si ≻ satisfait chacune des préférences conditionnelles
exprimées dans les CPTs deN sous l’interprétationceteris paribus.

Si on reprend l’exemple 11 page ci-contre présenté en section 5.3.2.1 page précédente, la figure 5.11 permet
d’ordonner totalement les états possibles (du plus préféréau moins préféré) :

(Sp∧Vb)≻ (Sp∧Vr)≻ (Sl ∧Vr)≻ (Sl ∧Vb)

Cette relation≻ est la seule relation de préférence qui satisfasse ce CP-net.

Le théorème suivant est démontré dans [BBD+04a] :

Théorème 1 Tout CP-net acyclique est satisfiable.

Définition 28
SoitN un CP-net sur les variables V , et o,o′ ∈D(V) deux états quelconques.N entraîneo≻ o′ (i.e. l’état
o est préféré à o′), notéN |= o≻ o′, ssi o≻ o′ dans chaque relation de préférence qui satisfaitN .

Lemme 3 ([BBD+04a]) La conséquence préférentielle en ce qui concerne un CP-net est transitive. Donc,
si N |= o≻ o′ etN |= o′ ≻ o′′ alorsN |= o≻ o′′.

Ce lemme nous permet de simplifier les futurs schémas.
Par exemple, sur la figure 5.11 de l’exemple 11 page ci-contre, nous pouvons supprimer la flèche entre les
nœuds(Sl ∧Vb) et (Sp∧Vb) car elle est déductible par transitivité.
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5.3.2.3 Utilisation des CP-nets dans les jeux booléens

Les définitions classiques des CP-nets doivent être adaptées pour pouvoir être appliquées à des jeux boo-
léens. En effet, nous sommes ici dans un contexte particulier où les variables que nous manipulons sont
booléennes, et où nous avons plusieurs joueurs. Dans ce contexte, chaque joueur doit pouvoir choisir la
stratégie qui lui permettra d’obtenir le “meilleur résultat possible”. Pour ce faire, nous pouvons utiliser les
notions définies en section 5.1 page 26 pour calculer les équilibres de Nash et les stratégies dominées, à
condition de disposer d’une relation de préférence pour chaque joueur sur l’ensemble des profils de straté-
gies. Les CP-nets interviennent ici puisqu’ils constituent un outil de représentation des préférences et donc
fourniront ainsi les relations de préférence de chaque joueur.

Soit G = (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen, avecA = {1, . . . ,n} l’ensemble des joueurs, etΦ = {ϕ1, . . . ,ϕn}
l’ensemble des buts des joueurs. Ces buts ne sont plus ici représentés par une formule en logique proposi-
tionnelle, mais par un CP-net.
On définit donc :

Définition 29 (Table de préférence conditionnelle pour un jeu booléen (CPT))
La table de préférence conditionnellepour un jeu booléen (notée CPTi(X)) décrit les préférences du joueur
i sur les valeurs de la variable X, étant données toutes les combinaisons des valeurs des variables parents.
Pour chaque instanciation p de Pai(X), CPTi(X) spécifie un ordre total tel que l’on ait soit x≻i,p x, soit
x≻i,p x.

Définition 30 (CP-jeu booléen)
Un CP-jeu booléenest un 5-tuple G= (A,V,C,π,Φ), où A= {1, . . . ,n} est un ensemble de joueurs, V=
{x1, . . . ,xn} est un ensemble de variables etΦ = 〈N 1, . . . ,N n〉, chaqueN i étant un CP-net sur V .

Dans ce cadre, nous ne pouvons plus vérifier :

∀i ∈ {1, . . . ,n}C∧ϕi 6|=⊥

Pourtant, il est possible de garder les contraintes des joueurs en supprimant les états impossibles à satisfaire
du pré-ordre associé aux CP-nets des joueurs. Nous en montrerons un exemple simple (Exemple 3 en
section 5.3.3.3 page 51) après avoir étudié quelques exemples plus simples.

5.3.3 Exemples

5.3.3.1 Exemple 1

Etudions un exemple simple. Soit le jeuG = (A,V,C,π,Φ) suivant :
– A = {1,2}
– V = {a,b}, avecD(a) = {a,a} etD(b) = {b,b}.
– C = ∅,
– π1 = {a}, π2 = {b},
– Le but du joueur 1 est représenté par un CP-net,
– Le but du joueur 2 est représenté par un CP-net.

Dans le cas où nous avons un jeu à deux joueurs et deux variables, nous avons 9 possibilités d’influence des
variables les unes sur les autres, dont certaines sont symétriques. Nous allons donc étudier 6 cas intéressants
pour voir ce qui se passe.

– Cas n˚1 : les variables sont indépendantes pour les deux joueurs

Joueur 1 : Le CP-net représentant le but du joueur 1 est donné en figure5.12 page suivante (a). Il permet
d’obtenir en figure 5.12 page ci-contre (b)5 le pré-ordre partiel entre les stratégies.

5Pour calculer facilement les équilibres de Nash de ce jeu, nous mettons en exergue les relations qui nous intéressent pour chaque
joueur. Ces relations apparaissent sous la forme de flèches en pointillé sur la figure.
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BA

b≻ ba≻ a

(a)

ab

ab ab

ab

(b)

FIG. 5.12 – CP-net des préférences du joueur 1 et le pré-ordre associé pour le cas n˚1

Joueur 2 : Le CP-net représentant le but du joueur 2 est donné en figure5.13(a). Il permet d’obtenir en
figure 5.13(b) le pré-ordre partiel entre les stratégies.

BA

b≻ ba≻ a

(a)

ab

ab

ab

ab

(b)

FIG. 5.13 – CP-net des préférences du joueur 2 et le pré-ordre associé pour le cas n˚1

Grâce aux figures 5.12(b), 5.13(b) et à la définition 13 page 26, nous pouvons calculer les équilibres de
Nash faibles et forts. Ce calcul nous donne ici un seul résultat :

NEf aible = {ab}

NEf ort = {ab}

Ce résultat est pertinent : en effet, chaque joueur va instancier la variable qu’il contrôle de façon à
satisfaire ses préférences.
L’élimination des stratégies dominées fournit le même résultat.

– Cas n˚2 : les variables sont indépendantes pour1, et la variable a influe sur l’instanciation de b
pour 2
Ce cas est symétrique avec le cas où les variables sont indépendantes pour 2, et la variableb influe sur
l’instanciation dea pour 1

Joueur 1 : Le CP-net représentant le but du joueur 1 est donné en figure5.14(a), ainsi que le pré-ordre
correspondant en figure 5.14(b).

BA

b≻ ba≻ a

(a)

ab

ab ab

ab

(b)

FIG. 5.14 – CP-net des préférences du joueur 1 et le pré-ordre associé pour le cas n˚2

Joueur 2 : Le CP-net représentant le but du joueur 2 est donné en figure5.15 page suivante(a), ainsi que
le pré-ordre correspondant en figure 5.15 page suivante(b).
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B

A a≻ a

a b≻ b

a b≻ b

(a)

ab

ab

ab

ab

(b)

FIG. 5.15 – CP-net des préférences du joueur 2 et le pré-ordre associé pour le cas n˚2

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts ici nous donne un seul résultat :

NEf aible = {ab}

NEf ort = {ab}

Ce résultat est pertinent : en effet, le joueur 1 va instancier a à vrai, et le joueur 2 le sait. Il va donc
instancierb à faux.
L’élimination des stratégies dominées fournit le même résultat.

– Cas n˚3 : les variables sont indépendantes pour1, et la variable b influe sur l’instanciation de a
pour 2
Ce cas est symétrique avec le cas où les variables sont indépendantes pour 2, et la variablea influe sur
l’instanciation deb pour 1.

Joueur 1 : Le CP-net représentant le but du joueur 1 est donné en figure5.16(a), ainsi que le pré-ordre
correspondant en figure 5.16(b).

BA

b≻ ba≻ a

(a)

ab

ab ab

ab

(b)

FIG. 5.16 – CP-net des préférences du joueur 1 et le pré-ordre associé pour le cas n˚3

Joueur 2 : Le CP-net représentant le but du joueur 2 est donné en figure5.17 page ci-contre(a), ainsi
que le pré-ordre correspondant en figure 5.17 page suivante(b).

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts ici nous donne un seul résultat :

NEf aible = {ab}

NEf ort = {ab}

Ce résultat est pertinent : en effet, chaque joueur va instancier la variable qu’il contrôle de façon à
satisfaire ses préférences.
L’élimination des stratégies dominées fournit le même résultat.
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B

A

b≻ b

b a≻ a

b a≻ a

(a)

ab

ab

ab

ab

(b)

FIG. 5.17 – CP-net des préférences du joueur 2 et le pré-ordre associé pour le cas n˚3

– Cas n˚4 : la variablea influe sur l’instanciation de la variable b pour les deux joueurs
Ce cas est symétrique avec le cas où la variableb influe sur l’instanciation de la variablea pour les deux
joueurs.

Joueur 1 : Le CP-net représentant le but du joueur 1 est donné en figure5.18(a), ainsi que le pré-ordre
correspondant en figure 5.18(b).

B

A a≻ a

a b≻ b

a b≻ b

(a)

ab

ab

ab

ab

(b)

FIG. 5.18 – CP-net des préférences du joueur 1 et le pré-ordre associé pour le cas n˚4

Joueur 2 : Le CP-net représentant le but du joueur 2 est donné en figure5.19(a), ainsi que le pré-ordre
correspondant en figure 5.19(b).

B

A a≻ a

a b≻ b

a b≻ b

(a)

ab

ab

ab

ab

(b)

FIG. 5.19 – CP-net des préférences du joueur 2 et le pré-ordre associé pour le cas n˚4

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts ici nous donne un seul résultat :

NEf aible = {ab}

NEf ort = {ab}

47



Ce résultat est pertinent : en effet, chaque joueur va instancier la variable qu’il contrôle de façon à
satisfaire ses préférences.
L’élimination des stratégies dominées fournit le même résultat.

– Cas n˚5 : la variablea influe sur l’instanciation de la variable b pour 1 et la variable b influe sur
l’instanciation de la variable a pour 2

Joueur 1 : Le CP-net représentant le but du joueur 1 est donné en figure5.20(a), ainsi que le pré-ordre
correspondant en figure 5.20(b).

B

A a≻ a

a b≻ b

a b≻ b

(a)

ab

ab

ab

ab

(b)

FIG. 5.20 – CP-net des préférences du joueur 1 et le pré-ordre associé pour le cas n˚5

Joueur 2 : Le CP-net représentant le but du joueur 2 est donné en figure5.21(a), ainsi que le pré-ordre
correspondant en figure 5.21(b).

B

A

b≻ b

b a≻ a

b a≻ a

(a)

ab

ab

ab

ab

(b)

FIG. 5.21 – CP-net des préférences du joueur 2 et le pré-ordre associé pour le cas n˚5

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts ici nous donne un seul résultat :

NEf aible = {ab}

NEf ort = {ab}

Ce résultat est pertinent : en effet, chaque joueur va instancier la variable qu’il contrôle de façon à
satisfaire ses préférences.
L’élimination des stratégies dominées fournit le même résultat.

– Cas n˚6 : la variableb influe sur l’instanciation de la variable a pour 1 et la variable a influe sur
l’instanciation de la variable b pour 2

Joueur 1 : Le CP-net représentant le but du joueur 1 est donné en figure5.22 page ci-contre(a), ainsi
que le pré-ordre correspondant en figure 5.22 page suivante(b).
Joueur 2 : Le CP-net représentant le but du joueur 2 est donné en figure5.23 page ci-contre(a), ainsi
que le pré-ordre correspondant en figure 5.23 page suivante(b).
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B

A

b≻ b

b a≻ a

b a≻ a

(a)

ab

ab

ab

ab

(b)

FIG. 5.22 – CP-net des préférences du joueur 1 et le pré-ordre associé pour le cas n˚6

B

A a≻ a

a b≻ b

a b≻ b

(a)

ab

ab

ab

ab

(b)

FIG. 5.23 – CP-net des préférences du joueur 2 et le pré-ordre associé pour le cas n˚6

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts ici nous donne deux résultats :

NEf aible = {ab,ab}

NEf ort = {ab,ab}

Comme ici les préférences principales de chaque joueur ne portent pas sur la variable qu’ils contrôlent,
ils sont obligés d’essayer d’anticiper le choix de l’autre joueur. Ils ont donc une chance sur 2 de choisir
ensemble une stratégie qui leur conviendra à tous les deux.
L’élimination des stratégies dominées ne fournit ici aucunrésultat : aucune stratégie n’étant dominée
pour aucun des deux joueurs, on ne peut en éliminer aucune.

5.3.3.2 Exemple 2

Etudions à présent un exemple un peu plus compliqué avec 3 joueurs pour voir comment cela se déroule.
Soit le jeuG = (A,V,C,π,Φ) suivant :
– A = {1,2,3}
– V = {a,b,c}, avecD(a) = {a,a}, D(b) = {b,b} etD(c) = {c,c}.
– C = ∅,
– π1 = {a}, π2 = {b}, π3 = {c},
– Le but du joueur 1 est représenté par le CP-net figure 5.24 page suivante,
– Le but du joueur 2 est représenté par le CP-net figure 5.25 page suivante,
– Le but du joueur 3 est représenté par le CP-net figure 5.26 page suivante.
Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts nous donne ici comme résultat :

NEf aible = {abc}

NEf ort = {abc}

L’élimination des stratégies dominées fournit le même résultat.
Ce résultat est cohérent : en effet, les joueurs 1 et 2 vont instancier les variables qu’ils contrôlent de façon
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A B

C

a≻ a b≻ b

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

(a)

abc

abc abc abc

abc abc

abc

abc

(b)

FIG. 5.24 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 1

A B

C

a≻ a b≻ b

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

(a)

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

(b)

FIG. 5.25 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 2

A

C

B

a≻ a

a c≻ c

a c≻ c

c b≻ b

c b≻ b

(a)

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

(b)

FIG. 5.26 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 3
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à satisfaire leurs préférences (1 va instanciera à faux, 2 va instancierb à vrai). Le joueur 3, sachant cela,
instancierac selon l’instanciation dea, donc instancierac à faux.

5.3.3.3 Exemple 3

Etudions à présent un exemple avec des contraintes.

Soit le jeuG = (A,V,C,π,Φ) suivant :
– A = {1,2}
– V = {a,b,c}, avecD(a) = {a,a}, D(b) = {b,b} etD(c) = {c,c}.
– C = ¬a∨c,
– π1 = {a,b}, π2 = {c},
– Le but du joueur 1, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sont représentés par la figure 5.27,
– Le but du joueur 2, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sont représentés par la figure 5.28.

A B

C

a≻ a b≻ b

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

(a)

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

(b)

FIG. 5.27 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 1

A

B

C

a≻ a

a b≻ b

a b≻ b

b c≻ c

b c≻ c

(a)

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

N 2 (b)

FIG. 5.28 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 2

Sur ces figures, les états entourés par un trait double sont inaccessibles : ce sont les états ne respectant pas
l’ensembleC de contraintes.
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Nous devons donc réécrire les pré-ordres associés aux CP-nets des préférences de chacun des joueurs.
Mais, on peut remarquer ici que comme les états contenantac sont interdits, on peut également modifier
les CPTs. Ces derniers sont représentés en figures 5.29 et 5.30.

A B

C

a≻ a b≻ b

a∧b c6

a∧b c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

(a)

abc

abc

abc

abc

abc

abc

(b)

FIG. 5.29 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 1

A

B

C

a≻ a

a b≻ b

a b≻ b

a∧b c7

a∧b c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c(a)

abc

abc

abc

abc

abc abc

N 2 (b)

FIG. 5.30 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 2

On voit sur la figure 5.30 que certains états ne peuvent plus être comparés pour calculer les équilibres de
Nash : en effet l’étatabcpar exemple ne peut être comparé à l’étatabc pour le joueur 2. Ce dernier étant
interdit parC, on considérera donc que l’étatabcest préféré pour ce joueur, tout comme l’étatabc.
Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts nous donne ici comme résultat :

NEf aible = {abc}

NEf ort = {abc}

5.3.4 Propriétés des CP-nets dans les jeux booléens

Dans un premier temps, examinons ce qui se passe lorsque tousles joueurs ont le même graphe, ce dernier
étant acyclique (ce qui correspond aux cas 1 et 4 de l’exemple1 (section 5.3.3.1 page 44)).

Exemple 12 Soit le jeu G= (A,V,C,π,ϕ) suivant :
– A= {1,2,3}

6Il est inutile de marquer quec≻ c car l’étatabc est interdit par l’ensemble de contraintes.
7Ici, il faut rajouter une dépendance entreA etC afin de pouvoir éliminer les cas interdits par l’ensemble de contraintes.
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– V = {a,b,c,d,e}, avec D(a) = {a,a}, D(b) = {b,b}, D(c) = {c,c}, D(d) = {d,d}, D(e) = {e,e}
– C= ∅,
– π1 = {a,d}, π2 = {b}, π3 = {c,e},
– Les buts des trois joueurs sont représentés par un même graphe acyclique donné en figure 5.31

A

B

C

D

E

FIG. 5.31 – Graphe acyclique représentant les préférences de tous les joueurs

Par contre, les joueurs n’ont pas les mêmes tables de préférences conditionnelles. Les préférences propres
aux joueurs sont représentées figure 5.32 pour le joueur1, figure 5.33 pour le joueur2 et figure 5.34 page
suivante pour le joueur3.

A

B

C

D

Eb≻ b

a≻ a

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧c d≻ d

a∧c d≻ d

a∧c d≻ d

a∧c d≻ d

d e≻ e

d e≻ e

FIG. 5.32 – CP-net des préférences du joueur 1

A

B

C

D

Eb≻ b

a≻ a

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧c d≻ d

a∧c d≻ d

a∧c d≻ d

a∧c d≻ d

d e≻ e

d e≻ e

FIG. 5.33 – CP-net des préférences du joueur 2

En étudiant ce jeu, on constate tout d’abord que le joueur1 va instancier la variable a, qui est indépendante
préférentiellement, de façon à satisfaire le mieux ses préférences. On aura donc a instancié à vrai. De
même, le joueur2 instanciera b à vrai.
Le joueur3 sait que les joueurs1 et 2 ont instancié leurs variables a et b de cette façon : il connaît leurs
préférences et sait que ce sont des joueurs rationnels. Il vadonc instancier la variable c qu’il contrôle en
conséquence. Cette variable devient donc indépendante préférentiellement selon l’instanciation de a et b.
On aura forcément c instancié à vrai.
De même, l’instanciation de la variable c par le joueur3 permet à1 d’instancier d à faux, ce qui permet
enfin à3 d’instancier e à faux.
On obtient donc le profil de stratégies S= abcde.
S est le seul et unique équilibre de Nash de ce jeu.
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A

B

C

D

Eb≻ b

a≻ a

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧c d≻ d

a∧c d≻ d

a∧c d≻ d

a∧c d≻ d

d e≻ e

d e≻ e

FIG. 5.34 – CP-net des préférences du joueur 3

Essayons de généraliser et de démontrer le résultat que nouspressentons sur cet exemple.

Propriété 14 Soit G= (A,V,C,π,Φ) un CP-jeu booléen, tel que les graphesG i sont tous identiques (∀i, j,
G i = G j ) et acycliques.
Ce jeu G ainsi défini aura alors un et un seul équilibre de Nash fort en stratégie pure.

La preuve de cette propriété utilise la notion derecherche du résultat optimal(Outcome optimization que-
ries) introduite par [BBHP99, BBD+04a]. En effet, chercher le résultat optimal d’un CP-netN consiste
intuitivement à parcourir le graphe de haut en bas (c’est à dire des parents aux descendants), en instan-
ciant chaque variable à sa valeur préféré selon l’instanciation de ses parents. Cette procédure est appelée
recherche avant(forward sweep).
Il a été montré dans [BBHP99] que si le graphe ne permet généralement pas de déterminer une unique
relation de préférence, il permet de déterminer un unique résultat optimal.
C’est exactement cette procédure que nous appliquons pour prouver la propriété précédente, et qui nous
permet de déterminer l’unique équilibre de Nash d’un jeu dont les CP-nets représentant les buts des joueurs
forment tous le même graphe acyclique.
Preuve :Nous allons faire cette démonstration en deux temps : tout d’abord nous démontrerons l’existence
de cet équilibre de Nash, puis nous en démontrerons l’unicité.
– Existence:

Les CP-nets représentant les buts des joueurs forment un graphe acyclique, donc il existe au moins une
variable qui est préférentiellement indépendante (et qui sera donc sommet du graphe).
SoitA 6= ∅ l’ensemble des variables préférentiellement indépendantes. On a doncPa(A) = ∅. Soita∈A
et soit i le joueur qui contrôlea (a∈ πi). Soit D(a) = {a,a}. Comme les préférences des CP-nets sont
représentées par des préférences strictes, on a soita≻i a, soita≻i a. Le joueuri peut ainsi fixer la valeur
dea.

Une fois que la valeur de toutes les variables appartenant à l’ensembleA sont fixées, on peut instancier
de la même façon les variables ayant comme parents des variables appartenant à l’ensembleA.

Soit B l’ensemble de variables tel quePa(B)⊆ A. Cet ensemble existe car le graphe est acyclique. Les
variables deB sont conditionnellement préférentiellement indépendantes selonsA ∈D(A).
Soit b∈ B, et soit j le joueur qui contrôleb (b∈ π j ). Les valeurs de toutes les variables appartenant à
Pa(b) étant fixées, il ne reste plus qu’un choix pour fixer la valeur de b. SoitD(b) = {b,b}. On a alors
soit b≻ j b, soitb≻ j b. Le joueur j peut ainsi fixer la valeur deb.
On peut ainsi instancier toutes les variables de l’ensembleB. Puis, en procédant de la même façon, il est
possible d’instancier toutes les variables ayant comme parents des variables appartenant à l’ensemble
A∪B. On procède de cette façon jusqu’à ce que toutes les variables de l’ensembleV soient instanciées.

Une fois toutes les variables instanciées, le profil de stratégiesS= s1 . . .sn obtenu est un équilibre de
Nash fort en stratégies pures.
Soit le joueuri. Toutes les variables que ce joueur contrôle sont préférentiellement indépendantes ou
conditionnellement préférentiellement indépendantes. La stratégiesi , appartenant au profil de stratégies
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S, correspond à l’instanciation optimale pouri des variables deπi , quels que soient les choix des autres
joueurs. On a donc :

∀s′i ∈ 2πi ,(si ,s−i)�i (s′i ,s−i)

Cette équation est valable pour toutes les stratégies composantS. On a donc bien :

∀i ∈ {1, . . . ,n},∀s′i ∈ 2πi ,(si ,s−i)�i (s′i ,s−i)

Le profil de stratégiesS= (s1, . . . ,sn) est donc bien un équilibre de Nash en stratégies pures.
– Unicité :

Supposons que ce jeu ait deux équilibres de Nash : les profils de stratégiesS= s1s2 . . .sn etT = t1t2 . . .tn.
Set T doivent être différents. On a donc∃i ∈ {1, . . . ,n}, si 6= ti , avec :

∀s′i ∈ 2πi ,(si ,s−i)�i (s′i ,s−i)

∀t ′i ∈ 2πi ,(ti ,t−i)�i (t ′i ,t−i)

Soit i le joueur pour quisi 6= ti . Il existe donc une variable contrôlée pari qui n’a pas la même instancia-
tion pour les stratégiessi et ti . Notons cette variablev sachant quev∈ πi et queD(v) = {v,v} (donc soit
v∈ Set v∈ T, soitv∈ Setv∈ T).
Or, comme le graphe est acyclique,
– soitv est préférentiellement indépendant, auquel cas on a soitv≻i v, soitv≻i v.

Supposons quev≻i v, quev∈ Set donc quev∈ T. Dans ce cas,∀t ′i ∈ 2πi ,(ti ,t−i)�i (t ′i ,t−i) n’est plus
vérifié puisqu’il suffit de posert ′i comme étantti dans lequel on remplacev parv. T n’est donc pas un
équilibre de Nash (et vice versa pourSsi v≻i v). On a le même raisonnement siv∈ Set v∈ T.

– soitv n’est pas préférentiellement indépendant. Mais, comme le graphe est acyclique, si on applique
l’algorithme précédent pour instancier tous les parents dev, il n’y a qu’une et une seule possibilité à
chaque fois en partant des variables préférentiellement indépendantes. Et une fois toutes ces variables
instanciées, on peut considérerv comme étant préférentiellement indépendante. On montre alors de la
même façon que précédemment que soitT soit Sne sont pas des équilibres de Nash.

�

Les définitions classiques de la théorie des graphes nous permettent d’introduire les notions suivantes :

Définition 31 (Union de graphes)
Soit G= (A,V,C,π,Φ) un CP-jeu booléen tel que∀i ∈ A, les graphesG i sont tous acycliques.
Pour chaque joueur i,G i = 〈V,Arci〉, V étant l’ensemble des nœuds du graphe8, et Arci représentant l’en-
semble des arcs orientés du graphe représentant le CP-net dei.
L’union des graphesde G sera le grapheG = 〈V,Arc1∪ . . .∪Arcn〉.

Définition 32 (Jeu équivalent par réecriture)
Soit G= (A,V,C,π,Φ) un CP-jeu booléen tel que∀i ∈ A, les graphesG i sont tous acycliques.
On appelle G∗ = (A,V,C,π,Φ∗) le jeu équivalent par réecriture de Gdans lequel on a remplacé le graphe
issu du CP-net représentant le but de chacun des joueurs par l’union de tous les graphes des joueurs.
Les tables de préférences conditionnelles sont modifiées defaçon à correspondre avec le nouveau graphe,
tout en donnant les mêmes préférences qu’avant : si l’arc(X,Y) est ajouté au graphe, la table de préférence
conditionnelle de la variable Y sera la même que précédemment pour chaque instanciation x∈D(X). Plus
formellement, si on note≻y

i la relation associée à la table de préférence conditionnelle CPTi(Y) pour le
CP-net du joueur i dans le jeu G, on a pour le jeu G∗ : ∀x∈ D(X),≻

y
i,x=≻

y
i,x=≻

y
i .

Propriété 15 Soit G= (A,V,C,π,Φ) un CP-jeu booléen tel que∀i ∈A, les graphesG i sont tous acycliques.
Soit G∗ = (A,V,C,π,Φ∗) le jeu équivalent par réecriture de G.
Le jeu G∗ permet d’obtenir les mêmes pré-ordres sur les profils de stratégies que le jeu G. On dit que Get
G∗ sont équivalents.

8ici identique pour chacun des joueurs puisque c’est l’ensemble des variables du jeu.
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Preuve :Soit, pour chaque joueuri ∈ A,�i la relation de préférence qui satisfait le CP-net du joueuri pour
le jeuG. Montrons que�i satisfait le CP-net du joueuri pour le jeuG∗.
∀X ∈V deux cas se présentent :

1. X a les mêmes parents dans le CP-net deG∗ et deG. Dans ce cas là, la relation�x
i est la même

∀x∈ D(X).

2. X n’a pas les mêmes parents que dans le CP-net du jeuG. Un arc a été ajouté. Notons〈Y,X〉 cet arc.
On a alors∀y∈ D(Y),�x

i,y=�
x
i . On a donc bien la même relation.

La relation�i satisfait donc bien le CP-net du joueuri pour le jeuG∗. �

Exemple 13 Etudions le jeu G correspondant au cas numéro 2 de l’exemple 1(section 5.3.3.1 page 44).
Les CP-nets représentant les buts des deux joueurs sont présentés figure 5.35.

BA

b≻ ba≻ a

Joueur 1

B

A a≻ a

a b≻ b

a b≻ b

Joueur 2

FIG. 5.35 – CP-nets des préférences des joueurs

Le CP-net du joueur1 est donc représenté par le grapheG1 = ({A,B},∅), celui du joueur2 par le graphe
G2 = ({A,B},{(A,B)}).
Le graphe représentant l’union de ces deux graphes sera le graphe :G ∗ = ({A,B},{(A,B)}).
Si l’on remplaceG1 etG2 par G ∗, on obtient les CP-nets présentés figure 5.36.

B

A a≻ a

a b≻ b

a b≻ b

Joueur 1

B

A a≻ a

a b≻ b

a b≻ b

Joueur 2

FIG. 5.36 – CP-nets des préférences des joueurs après l’union des graphes

Les jeux G et G∗ induisent les mêmes pré-ordres sur les profils de stratégies.

Remarque : Si l’union des graphes des joueurs d’un jeuG permet d’obtenir un graphe acyclique, alors la
propriété 14 page 54 est applicable sur le jeuG∗ équivalent par réecriture àG. Comme ces deux jeux sont
équivalents, le jeuG aura un et un seul équilibre de Nash en stratégie pure (voir exemple 14).
Par contre, si l’union des graphes des joueurs est un graphe cyclique, ni l’unicité ni l’existence d’un équi-
libre de Nash en stratégie pure ne sont plus garantis (voir exemple 15 page 59).

Exemple 14 Soit le jeu G= (A,V,C,π,Φ) suivant :
– A= {1,2}
– V = {a,b,c}, avec D(a) = {a,a}, D(b) = {b,b} et D(c) = {c,c}.
– C= ∅,
– π1 = {a,b}, π2 = {c},
– Le but du joueur1, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sont représentés par la figure 5.37

page suivante,
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A B

C

a≻ a b≻ b

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

(a)

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

(b)

FIG. 5.37 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 1

A

B

C

a≻ a

a b≻ b

a b≻ b

b c≻ c

b c≻ c

(a)

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

N 2 (b)

FIG. 5.38 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 2
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– Le but du joueur2, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sont représentés par la figure5.38
page précédente.

On calcule à présent l’union des graphes issus des CP-nets représentant les buts de ces deux joueurs, et
l’on crée ainsi le jeu G∗ équivalent par réecriture au jeu G. Les buts des deux joueurssont alors représentés
par les CP-nets représentés figure 5.39 et 5.40.

A B

C

a≻ a
a b≻ b

a b≻ b

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

(a)

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

(b)

FIG. 5.39 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 1 pour le jeuG∗ équivalent par réecri-
ture deG

A B

C

a≻ a
a b≻ b

a b≻ b

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

(a)

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

N 2 (b)

FIG. 5.40 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 2 pour le jeuG∗ équivalent par réecri-
ture de G

L’union des graphes donne ici un graphe acyclique. On peut donc appliquer la propriété 14 page 54 : le
jeu G a un et un seul équilibre de Nash.
En effet, le calcul des équilibres de Nash faibles et forts nous donne ici comme résultat :

NEf aible = {abc}

NEf ort = {abc}
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Par contre, l’exemple suivant montre bien que si l’union desgraphes fournit un graphe cyclique, alors il
peut ne pas y avoir d’équilibre de Nash en stratégie pure.

Exemple 15 Soit le jeu G= (A,V,C,π,Φ) suivant :
– A= {1,2,3}
– V = {a,b,c}, avec D(a) = {a,a}, D(b) = {b,b} et D(c) = {c,c}.
– C= ∅,
– π1 = {a}, π2 = {b}, π3 = {c},
– Le but du joueur1, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sont représentés par la figure 5.41,
– Le but du joueur2, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sont représentés par la figure 5.42,
– Le but du joueur3, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sont représentés par la figure 5.43

page suivante.

A

C

B

c≻ c

a≻ a

a b≻ b

a b≻ b

(a)

abc

abc abc

abc

abc

abc

abc

abc

(b)

FIG. 5.41 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 1

A C

B

a≻ a c≻ c

a∧c b≻ b

a∧c b≻ b

a∧c b≻ b

a∧c b≻ b

(a)

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

(b)

FIG. 5.42 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 2

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts ne nous donne ici aucun résultat. Il n’y en a pas.

Si l’on calcule l’union des graphes de ce jeu, on trouve le graphe donné en figure 5.44.
Ce graphe est bien cyclique.

De même, si on étudie le cas n˚6 de l’exemple en section 5.3.3.1 page 44, on constate que si l’union des
graphes est cyclique il peut y avoir plusieurs équilibres deNash en stratégie pure.

Exemple 16 Etudions le jeu G correspondant au cas numéro 6 de l’exemple 1(section 5.3.3.1 page 44).
Les CP-nets représentant les buts des deux joueurs sont présentés figure 5.45 page suivante.
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A B

C

a≻ a b≻ b

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

(a)

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

(b)

FIG. 5.43 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 3

A

C

B

FIG. 5.44 – Union des graphes

B

A

b≻ b

b a≻ a

b a≻ a

Joueur 1

B

A a≻ a

a b≻ b

a b≻ b

Joueur 2

FIG. 5.45 – CP-nets des préférences des joueurs
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Ce jeu a deux équilibres de Nash faibles et forts :

NEf aible = {ab,ab}

NEf ort = {ab,ab}

Si l’on calcule l’union des graphes de ce jeu, on trouve le graphe sur la figure 5.46 :

B

A

FIG. 5.46 – Union des graphes

Ce graphe est bien cyclique.

5.3.5 Introduction d’une relation d’indifférence

Nous supposons à présent que les relations d’ordre qui décrivent les préférences des joueurs dans les tables
de préférences conditionnelles ne sont plus totales mais partielles. Il peut y avoir des relations d’indiffé-
rence entre deux valeurs pour une variable donnée.
On redéfinit alors dans ce cadre les tables de préférences conditionnelles et les CP-nets.

Définition 33 (Table de préférence conditionnelle (CPT))
La table de préférence conditionnelle(notée CPTi(X)) décrit les préférences du joueur i sur les valeurs de
la variable X, étant données toutes les combinaisons des valeurs des variables parents.
Pour chaque instanciation p de Pai(X), CPTi(X) spécifie unordre partiel tel que l’on ait soit x≻i,p x, soit
x≻i,p x, soit x∼i,p x.

Définition 34 (CP-net)
Un CP-netpour le joueur i sur les variables V= {X1, . . . ,Xn} est un graphe orienté G sur X1, . . . ,Xn.
Chaque nœud Xj est annoté avec la table de préférence conditionnelle CPTi(Xj) correspondante. Chaque

table de préférence conditionnelle CPTi(Xj) est associée à unordre partiel ≻ j
i,p, selon chaque instancia-

tion p∈ D(Pa(Xj)).

Présentons un exemple de jeu utilisant cette nouvelle définition des CP-nets.

Exemple 17 Soit le jeu G= (A,V,C,π,Φ) suivant :
– A= {1,2}
– V = {a,b,c}, avec D(a) = {a,a}, D(b) = {b,b} et D(c) = {c,c}.
– C= ∅,
– π1 = {a,b}, π2 = {c},
– Le but du joueur1, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sont représentés par la figure 5.47

page suivante,
– Le but du joueur2, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sont représentés par la figure 5.48

page suivante,
Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts nous donne ici comme résultat :

NEf aible = {abc,abc,abc,abc}

NEf ort = {abc,abc,abc,abc}

Etudions maintenant sur un exemple ce qu’il se passe lorsquetous les joueurs ont un graphe commun
acyclique, et que l’on a des préférences partielles.

Exemple 18 Soit le jeu G= (A,V,C,π,Φ) suivant :
– A= {1,2,3}
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A B

C

a∼ a b≻ b

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

a∧b c≻ c

(a)

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abc

(b)

FIG. 5.47 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 1

A

B

C

a≻ a

a b≻ b

a b≻ b

b c∼ c

b c≻ c

(a)

abc

abc

abc

abc

abc

abcabc

abc

(b)

FIG. 5.48 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 2
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– V = {a,b,c}, avec D(a) = {a,a}, D(b) = {b,b} et D(c) = {c,c}.
– C= ∅,
– π1 = {a}, π2 = {b}, π3 = {c},
– Le but du joueur1, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sont représentés par la figure 5.49,
– Le but du joueur2, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sont représentés par la figure 5.50,
– Le but du joueur3, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sont représentés par la figure 5.51.

A

B C

a≻ a

a b∼ b

a b≻ b

a c∼ c

a c≻ c

(a)

abc

abc

abc

abc

abc

abc abc abc

(b)

FIG. 5.49 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 1

A

B C

a∼ a

a b≻ b

a b≻ b

a c≻ c

a c≻ c

(a)

abc

abcabc

abc

abc

abc

abc

abc

(b)

FIG. 5.50 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 2

A

B C

a≻ a

a b≻ b

a b≻ b

a c∼ c

a c≻ c

(a)

abc

abc

abc

abc

abc

abc

abcabc

(b)

FIG. 5.51 – CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 3

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts nous donne ici comme résultat :

NEf aible = {abc,abc}

NEf ort = {abc,abc}
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Cet exemple nous montre que l’unicité des équilibres de Nashn’est plus assurée. Nous allons montrer que
l’existence l’est toujours.

Propriété 16 Soit G= (A,V,C,π,Φ) un jeu booléen, dont les CP-nets représentant les buts des joueurs
forment tous le même graphe acyclique (les tables de préférences conditionnelles pouvant être différentes
selon les joueurs), et avec des préférences conditionnelles partielles.
Ce jeu ainsi défini aura alors au moins un équilibre de Nash en stratégie pure.

Preuve :La démonstration de cette propriété est exactement la même que celle de la propriété 14 page 54.
En effet, cette partie de la démonstration n’utilise pas le fait que les préférences conditionnelles sont totales.

�

Remarque : Nous pouvons ici comme dans la section 5.3.4 page 52 calculer le jeu G∗ équivalent par
réecriture deG en faisant l’union des graphes.
Si l’union des graphes des joueurs d’un jeuG permet d’obtenir un graphe acyclique, la propriété 16 est
applicable sur le jeuG∗ équivalent par réecriture àG. Comme ces deux jeux sont équivalents, le jeuG aura
au moins un équilibre de Nash en stratégie pure.

5.4 Comparaison entre buts à priorité et CP-nets

On peut se demander pourquoi définir ces deux méthodes de représentation des préférences. Y en a t’il une
meilleure, plus efficace que l’autre ?

Les préférences Ceteris Paribus, utilisées pour construire les CP-nets, sont plus intuitives et sont plus
proches des préférences des utilisateurs. Elles sont plus faciles à spécifier.
Mais ces préférences ne suffisent pas. En effet, certaines préférences ne peuvent pas être traduites grâce à
des CP-nets. C’est pour cela qu’il est nécessaire d’exploiter une seconde méthode, ici les buts à priorité,
moins intuitive, mais qui permet d’élargir le cadre de travail.
Par exemple, le jeu présenté en section 5.2.3 page 32 utilisedes buts à priorité, mais ne pourrait pas
être traduisible avec des CP-nets : les buts des joueurs permettent de comparer des états qui ne sont pas
identiques toutes choses étant égales par ailleurs.
D’autres jeux seront exploitables avec les CP-nets mais ne le seront pas avec les buts à priorités. Par
exemple, le jeu présenté dans l’exemple 18 page 61 ne peut pasêtre traduit avec des buts à priorité. En
effet, si l’on considère le but du joueur 1, représenté figure5.49 page précédente, la relation d’ordre asso-
ciée comprend des états incomparables (abcet abc par exemple), et des états équivalents (abcet abc par
exemple). Or, parmi les critères que nous avons étudiés, seul le critère discrimin permet de représenter des
relations de préférences partielles. Il est donc le seul susceptible d’être utilisé ici. Mais il ne permet pas de
représenter deux états équivalents, et ne peut donc pas traduire cette relation de préférence.
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Chapitre 6

Les autres travaux existants

Nous ne sommes pas les premiers à étudier des concepts tels que les équilibres de Nash et les stratégies
dominées d’un point de vue logique. Mis à part les jeux booléens [HvdHMW01, Har04a, DvdH04], il
existe un certain nombre d’autres travaux sur l’étude des jeux statiques dans une perspective logique et IA.

Deux lignes récentes de travail permettent d’exprimer des jeux avec des préférencesordinalesdans des
cadres bien connus en intelligence artificielle.
Dans Foo et al [FMB04], un jeu en forme normale est traduit parun programme logique avec des dis-
jonctions ordonnées(logic program with ordered disjunction - LPOD), dans lequel un ensemble de clauses
représente les préférences de chaque joueur sur ses actionspossibles, étant donné tous les profils de straté-
gies des autres joueurs. Il est alors démontré que les équilibres de Nash en stratégies pures correspondent
exactement à l’ensemble des réponses préférées. Cette traduction a une limitation : sa taille. Les LPODs
ont la même taille que les formes normales du jeu (chaque joueur a besoin d’un nombre de clauses égal au
nombre de profils de stratégies des autres joueurs). Cependant, cette limitation vient de la façon dont les
LPODs sont construits à partir des jeux, et peut être corrigée en permettant aux joueurs d’exprimer leurs
préférences par des LPODs (et des buts à priorité) quelconques, ce qui permettrait d’avoir une représenta-
tion beaucoup plus compacte.
Dans De Vos et al [DVV99], un jeu est représenté par unprogramme logique de choix(choice logic pro-
gram), dans lequel un ensemble de règles exprime que le joueur a choisi la “meilleure réponse” étant donné
les choix des autres joueurs. Il existe alors pour chaque jeuun programme logique de choix tel que l’en-
semble des modèles stables du programme coincide avec l’ensemble des équilibres de Nash du jeu. Cette
propriété fournit une méthode systématique permettant de calculer les équilibres de Nash dans les jeux
finis.
Dans Apt et al [ARV05], les CP-nets sont vus comme des jeux en forme normale et vice versa. Chaque
joueur i est associé à une variableXi du CP-net, dont le domaine est l’ensemble des actions possibles
du joueur. Les préférences sur les actions d’un joueur étantdonné les stratégies des autres joueurs sont
exprimées dans une table de préférences conditionnelles. Exprimer un jeu avec des CP-nets peut être parfois
plus compact que la forme normale explicite du jeu, pourvu que les préférences de certains joueurs ne
dépendent pas de tous les autres joueurs.

Une différence importante avec notre cadre de travail est que nous permettons aux joueurs de contrôler
un ensemble arbitraire de variables : nous ne voyons donc pasles joueurs comme étant des variables. La
seule façon d’exprimer dans un CP-net qu’un joueur contrôleplusieurs variables consisterait à introduire
une nouvelle variable dont le domaine serait l’ensemble de toutes les combinaisons de valeurs pour ces
variables. La taille du CP-net serait alors exponentielle en fonction du nombre de variables.
Une seconde différence importante, qui est valable aussi bien avec Foo et al [FMB04] qu’avec De Vos et al
[DVV99], est que les joueurs peuvent exprimer des préférences binaires arbitraires, jusqu’au cas extrême
où la satisfaction du but d’un joueur dépend uniquement de variables contrôlées par d’autres joueurs.
Une dernière différence (moins technique et plus fondamentale) entre ces deux lignes de travail, qui ex-
plique en fait les deux différences exprimées plus haut, estque nous netraduisonspas des jeux en forme
normale en autre chose, mais que nousexprimonsdes jeux en utilisant un langage logique.
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En Section4.2.1 page 12, nous avons mentionné un lien avec le problème de contrôlabilié en logique
propositionnelle étudié par Boutilier [Bou94] et Lang et al[LM98]. Une récente ligne de travail dans ce
domaine [vdHW05] étudie une logique de coopération dans lequel on suppose que chaque agent contrôle
un ensemble de variables propositionnelles. Pendant que l’on se concentre sur les préférences et le concept
de solution, van der Hoek et Wooldridge [vdHW05] s’intéressent au pouvoir réel des agents : ils raisonnent
sur l’ensemble des états qu’un groupe d’agents peut atteindre.

66



Chapitre 7

Conclusion

La notion de jeu booléens étudiée par [HvdHMW01, Har04a] semble prometteuse quand on cherche à
modéliser de manière compacte les préférences des joueurs dans le cadre de jeux statiques. Toutefois, ces
jeux booléens correspondent à une spécification très particulière (2 joueurs, jeux à somme nulle, utilités
binaires) et nous avons donc du étendre cette notion. Cette extension porte sur plusieurs points :
– accepter un nombre quelconque de joueurs (et plus seulement 2) ; la notion de coalition de joueurs prend

alors tout son sens ;
– envisager des jeux à somme non nulle ; ainsi le gain d’un joueur n’est plus la perte d’un autre ;
– introduire deux langages de représentation de préférencedans les jeux booléens, afin de pouvoir mieux

représenter les préférences entre agents : les buts à priorité et les CP-nets.

Bien entendu, les jeux booléens évoqués par Harrenstein et co. dans [HvdHMW01, Har04a] peuvent être
vus comme des cas particulier de ces “jeux booléens étendus”.
En parallèle, nous avons aussi établi un lien entre les jeux booléens (étendus ou pas) et les notions d’im-
pliquants et d’impliquants premiers (notions bien connuesde tous ceux qui s’intéressent au problème de la
satisfiabilité en logique classique). Ainsi, pour un joueurou une coalition de joueurs, la détection de stra-
tégies gagnantes dans un jeu booléen revient au simple calcul des impliquants premiers liés à l’ensemble
des variables contrôlées par ce joueur ou cette coalition dejoueurs. Nous avons également identifié la com-
plexité algorithmique de quelques problèmes liés aux jeux booléens.
Ce travail, encore très préliminaire, ouvre de nombreuses perspectives :
– poursuivre l’extension des jeux booléens pour permettre aux joueurs de partager le contrôle des va-

riables ; une même variable pourra alors être contrôlée par plusieurs joueurs ;
– étudier la notion de préférences entre coalitions, et établir des liens avec des notions bien connues en

théorie des jeux coopératifs (valeur de Shapley, cœur etc.);
– définir des relations de conséquence sur le modèle des travaux d’Harrenstein [Har04b] à partir de ces

jeux booléens étendus ;
– introduire de la dynamicité dans ces jeux booléens
– affiner l’étude des contraintes intra-agents : que se passe-t’il lorsqueC est inconsistant ? LorsqueC est

inconsistant avec les buts d’un agent ?
– modéliser ces jeux à l’aide de la logique des actions ;
– utiliser ces jeux pour l’étude de processus de raisonnement faisant intervenirn agents en interaction

(argumentation, prise de décision, . . . ).
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