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Résumé

La théorie des jeux est probablement le modéle formel le gihasiti pour I'étude des interactions straté-
gigues entre agents. Les jeux booléens, introduits pareHsiein et al. [HvdHMW01, Har04a], sont des
jeux a deux joueurs et a somme nulle. L'utilité des joueursegmésentée par une formule en logique pro-
positionnelle, et les stratégies de chaque joueur cons&tssigner une valeur de vérité a chaque variable
gu’il contréle.

Nous avons dans un premier temps généralisé ce cadre a g@sj@mueurs et a somme non nulle, et nous
avons donné dans ce cadre une simple caractérisation déibrégude Nash et des stratégies dominées.
Cela nous a permis de calculer la complexité des problémesqiécoulent.

Ensuite, nous avons introduit plusieurs langages de reptason compacte de préférences afin d’enrichir
encore ces jeux : les préférences des joueurs ne serontipaieb mais représentées grace a deux de ces
langages : les buts a priorité et les CP-nets.
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Chapitre 1

Introduction

La théorie des jeux est probablement le modéle formel le gibasiti pour I'étude des interactions straté-
giques entre agents. Informellement, un jeu consiste emseneble d'agents (ou joueurs), et pour chaque
agent, la donnée d’un ensemble de stratégies possibles ébntion d'utilité associant une valeur réelle
a chaque combinaison possible de stratégies, et, pourdesijgamiques a information incompléte, des
hypotheses sur les croyances de I'agent au cours du jeu yisane considérerons pas ici).

Pour simplifier un peu la tache, nous nous plagcons maintéeajutsqu’a la fin du rapport) dans le cadre
des jeux statiques. Que le jeu soit statique signifie quegesta choisissent leur stratégie en paralléle, sans
observer quoi que ce soit du choix des autres joueurs.

En outre, pour les jeux statiques les deux modes de repegisenisuels des jeux (forme extensive et forme
normale) coincident. Cette représentation ne fait pastiémie de la description explicite de la fonction
d'utilité de chaque agent. Or, cette description est dietadponentielle en fonction du nombre d’agents :
par exemple, sh agents ont chacun un choix entre deux actions possiblasidré spécifien x 2" valeurs
numériques; si deux agents contrélent chacun un ensemlgesaeables booléennes (il suffit de penser
a de telles variables comme a des boutons que I'agent peisiratfenfoncer ou non), chaque agentfa 2
stratégies possibles et il faudra donc expliciter @P)? = 22P*1 valeurs numériques.

Cette explosion combinatoire est encore plus flagrantguidda fois I'ensemble des agents et I'ensemble
des stratégies pour chacun des agents sont de taille impmrtedevient alors déraisonnable de spécifier
les fonctions d'utilité de maniére explicite, en listarg i@leurs pour chaque combinaison de stratégies. Il
est tout aussi déraisonnable de penser pouvoir calculgordesiétés du jeu en appliquant un algorithme
nécessitant une énumération explicite des combinaisosgaeégies. Pensons par exemple au calcul des
équilibres de Nash en stratégies pures (dont nous rapplla#inition plus loin) : ce calcul nécessite,
dans le cas des jeux précédents, et dans le pire des cas,psdernalcul de I'ordre de x 2" (pour le jeu
anjoueurs avec 2 actions chacun) et de 2P x 22P = 23P+1 (pour le jeu & deux joueurs contrélant chacun
p variables booléennes).

D’un autre c6té, une sous-branche de l'intelligence aigific s’intéresse aux langages de représentation
compacte de préférences (ordinales ou numériques). Cgadas permettent une représentation concise
de relations de préférences, ou de fonctions d'utilité,lsuensemble de conséquences qui posséde une
structure combinatoire (c’'est-a-dire un produit cartésie domaines de valeurs finis pour un ensemble fini
de variables), en exploitant dans une large mesure desi@i@pstructurelles des relations de préférences
(comme l'indépendance préférentielle entre variabler) p&rticulier, lorsque les variables en jeu sont
binaires, ces langages sont fondés sur la logique proposélle, dont ils héritent I'expressivité et les
méthodes algorithmiques (pour la déduction et la rechedehmodéles, notamment). L'expressivité et le
pouvoir de concision des langages de représentation legigpréférences sont étudiés dans [CMLLMO04]
et leur complexité algorithmique dans [Lan04].

Partant de Ia, puisque la spécification d’'un jeu statiques®te la description des préférences des agents,
il apparait naturel de représenter de tels jeux en utilidasiangages de représentation compacte de préfé-



rences. C’'est I'objectif premier de ce rapport, qui donrerdsultats préliminaires et pour I'instant simples,
mais qui par ailleurs pose quelques questions plus complexe

Il existe déja un cadre répondant (tres) partiellement aoklpmes que nous avons posés plus haut : il
s’agit desjeux booléengHvdHMWOT, [Har04h]. Un jeu booléen est un jeu a deux jouetid somme
nulle, la fonction d'utilité du joueur 1 (et donc celle du fur 2 qui est son opposé) est représentée par une
formule de la logique propositionnelle, appeféeme booléenndu jeu.

Apreés avoir donné chapitfé 2 quelques rappels sur la logigugositionnelle, puis chapitié 3 une descrip-
tion (simplifiée) des jeux booléens, nous montrerons ctelflifjue ces jeux booléens peuvent facilement
étre généralisés de maniére a représenter des jeux aveenbrenarbitraire de joueurs et a somme non
nulle, mais en gardant I'hypothése que les préférencesatpehjoueur sont représentées par une formule
propositionnelle unique, ce qui ne permet de représentedga utilités binaires. Nous verrons comment
des outils simples issus de la logique propositionnellengtient de caractériser certaines propriétés du
jeu, et nous donnerons quelques résultats de complexaéthigique.

Nous introduirons ensuite dans le chadire 5 plusieursdgeg de représentation de préférences afin d’en-
richir encore les jeux booléens : les préférences des jeususeront plus des formules uniques. Dans le
chapitre[®, nous exposerons quelques uns des travauxrggistar le sujet en montrant le lien avec nos
solutions. Nous poserons enfin chadiire 7 plusieurs pigtescherche.



Chapitre 2

Notations et rappels de logique
propositionnelle

SoitV = {a,b,...} un ensemble fini de variables propositionnelldsele langage propositionnel construit
a partir deV, des connecteurs habituels et des constantes booléér(mes) et | (faux). Les formules de
Ly seront notéeg, Y etc.

Un littéral est, soit une variable dé, soit sa négation. Une conjonction finie de littéraux esteddp
terme On noteLit (a) 'ensemble des littéraux formant le termeUne formulep est en DNF si c’est une
disjonction de termes.

2V est 'ensemble des interprétations p¥uavec la convention suivante : sditune interprétation pow
et pour toutx € V, M donne la valeuvrai ax si x € M etfauxsinon. SoitM une interprétation pow et
Y € Ly, la conséquence logiqd = W est définie de la maniére usuelle.

SoitX C V. 2X est 'ensemble deX-interprétationsUneinterprétation partielledeLy est uneX-interpré-
tation pourX CV. Les interprétations partielles sont représentées pdisieee variables d¥, le symbole
-représentant la négation d’une variable. Par exemplersi{a,b,d}, la X-interprétatiorM = {a,d} sera
notéeabd.

Si {\1,...,Vp} est une partition d¥ et si{Ms,...,Mp} sont des interprétations partielles, akdce 2,
(Mg, ...,Mp) représente alors l'interprétatidm, U. .. UMy,

Rappellons que, quelle que soit la formdlleune interprétation qui renfil vrai est unmodélede ¢.
Linterprétation partielle d’'une formulé sera notée par uné-interprétatiorMy :

(q))Mx = q)veMX —TveX\My L

Nous aurons également besoin dans ce rapport de plusigionsd'impliquants premiers. Les définitions
suivantes sont reprises du rapport de syntHese [Mar00].

Intuitivement, un impliquant premier d’une formule projimmnelle P est un des plus petits termes dont
tous les modéles sont des modelegide

Définition 1 (Impliquant, impliquant premier)

Soity une formule propositionnelle.

— Un termen est unimpliquantde ssia = .

— Un termea est unimpliguant premiede  ssi
— o est un impliquant dey, et
— pour chaque impliquartt’ dey, sia = a’, alorsa’ = a.
On noteraPI() I'ensemble des impliquants premiersyle

Un L-impliquant premier est un impliquant premier dont toudiéraux appartiennent a I'ensemtiile

Définition 2 (L-impliquant, L-impliquant premier)
Soit LCV et soity une formule propositionnelle de/L
— Un termea est unL-impliquantdey ssia = et Lit(a) C L.



— Un termea est unL-impliquant premiede  ssi
— o est un L-impliquant dey, et
— pour chaque L-impliquartt’ dey, sia = a’, alorsa’ = a.
On notera Pl () I'ensemble des L-impliquants premiersyle

La notion de projection d’'une formule sur un ensemble deatées correspond a I'utilisation de I'opérateur
forget qui a été étudié par [LLM02, LLM03].
On dit que I'on “oublie complétement” la variabtedans une formulé si et seulement si on s'intéresse a
la formule (noté&r/x: ¢) : oy T A by .
On peut aussi “oublier partiellementdansy en s’intéressant a la formule (notée: ¢) : ¢y 1V dx ..
On note que l'on a:

Vi:d=-3i:-¢

Par exemple, soit la formulie suivante :
¢ =(an-bAac)Vv(bAr-c)Vv(anbAad)

La projection dep sur la variable sera calculée comme suit :

dc:p = [(@r-bAT)v(baLl)v(anbad)v[@r-bAaL)v(bAT)v(anbad))
= (an-b)vbv(anbad)

ve:¢ = [(@rn-bAT)v(bAL)V(aabad)]A[(an—-bAL)V(DAT)V (anbAad)]
= ((an-b)v(anbad))A(bv(anbAad))
= aAbnad



Chapitre 3

Introduction aux jeux booléens

Un jeu booléen suv [HvdHMWO1|, [Har04h] est un jeu a deux joueurs 1 et 2, a sommie,nayant les

spécificités suivantes :

— les actions que peuvent entreprendre les deux joueursstamtsa donner une valeur de vérité a des
variables dé/ ;

— les fonctions d'utilité des deux joueurs sont représengééemoyen d’une formule propositionnefie
formée sur les variablés, appelédorme booléenndu jeu.

¢ représente le but du joueur 1 : I'utilité de celui-ci est +istpued est satisfaitd (et alors le joueur 1

gagne), et-1 sinon (et c’est alors le joueur 2 qui gagne). Le jeu étant@nse nulle, c’est-a-dira; = —uy,

le but du joueur 2 n’est autre que. Le jeu n'a donc que deux issues possibles : le gain de 1 oud=eii

Pour construire ces jeux booléeris, [HVdHMWD1, Har04a] cemeent par définir deux jeux booléens
atomiques, dénotés paret 0. Le premier est gagné par 1 sans qu’'aucun des joueurs n'adrale la
moindre décision, tandis que le second est gagné par 2. Dedb@léens plus complexes sont ensuite
construits récursivement a partir de ces jeux atomigue&uet@hsemble de variables propositionnelles
que I'on appellera variables de décision binaires. Pows jeux booléengg etgi, et pour toute variable
de décisiors, il existe un autre jeu booléen dénaiiy, g1). Chaque variable de décision est contrblée de
maniére exclusive par I'un des deux joueurs.

Exemple 1 Soit V= {a,b,c} un ensemble de variables propositionnelles. $p2 deux joueurs ayant
pour buts :¢1 = (a«< b) vV (-aAbA—C), b2 = -1 = (-aAbAC)V (aA-b).

Le joueurl contrdle les variables a et ¢, tandis gReontréle la variable b.

La représentation proposée par Harrenstein deins [HaiO4a]c# jeu booléen est donnée figlird 3.1. Sur
cette figure, la fleche gauche partant du nceud x représentestaarfaux de x, tandis que la fléeche droite

représente la mise a vrai de x.

1 0 1

1 0
FiG. 3.1 — Jeu booléefa, (b(1,¢(1,0)),b(0,1))d

1Une formule booléenne est satisfaite ssi la formule esevrai
2L a fleche gauche partant du nosugprésente la misefauxdex, tandis que la fléche droite représente la migeaadex.



Comme l'ont constaté Dunne et Van der HolEkv@iHOZ], cette construction basée sur un modéle dy-
namique n’est pas nécessaire. En effet, 'hypothése dipanies stratégies des agents sont choisies en
parallele (c’est-a-dire sans que 'un observe la décismfialitre) est implicite. Cette forme extensive,
sous forme d’arbre, est donc inutile.

Il est possible ici d'utiliser une représentation plus denporrespondant & un jeu statique.

Cette représentation utilise la forme normale du jeu : alesiableau a deux dimensions, chacune d’entre
elles correspondant a un des deux joueurs. On associe aecfmgur I'ensemble des choix qu'il peut
faire pour chacune des variables qu'il contréle. On assaabaque état du tableau un couple, dont la
premieére composante représente I'utilité du joueur 1 eetmsde I'utilité du joueur 2Stricto sensu, les
jeux obtenus ne sont pas & somme nulle, mais & somme con@gale a 1) — ce qui, en pratique, n'a
aucune importance — on utilisera donc, par abus de langagtriminologie “a somme nulle”

Ainsi, si I'on reprend I'exemplEl1 page précédente on auregaésentation suivante :

Exemple[ - suite SoitV = {a,b,c} un ensemble de variables propositionnelles. $o& deux joueurs
ayant pour buts 1 = (a«< b) v (-anbA—c), 2 = —-¢1 = (-aAbAc)V (aA-b).
Le joueurl contrdle les variables a et c, tandis gReontrble la variable b.

La forme normale de ce jeu est la suivante :

2 b | B

ac (1,0) | (0,2)
ac (1,0)| (0,1)
ac 0,1)| (1,0)
ac (1,0) | (1,0)

Cette représentation a I'avantage de montrer clairemantgtaque issue du jeu quel joueur gagnera.

Nous allons a présent essayer d'étendre le cadre des jeléebsalassiques.
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Chapitre 4

Jeux booléens an joueurs

Avant de revenir plus en détail aux jeux booléens tels qoiisété définis dans [HvdHMWOL, Har(4a],
nous allons d’abord les généraliser en nous intéressart gwube an joueurs et & somme non nulle. Nous
verrons ensuite que le cadre étudié par [HvdHMWOI, HarO4alua cas particulier de ce cadre plus
général.

4.1 Formalisation des jeux booléens
Commencons par formaliser la notion de jeu booléen.

Définition 3 (Jeu booléen)

Soit :

— un ensemble V de variables propositionnelles (appeléssaais variables de décision),

un ensemble de joueurssA{1,2,...,n},

un ensemble de contraintes intra-agent C,

une fonction d’assignement de contriie A — V, et

— ®={(¢1,...,9n) les formules représentant les buts des joueurs, ou chdgest une formule de\L
Lejeu booléercorrespondant est alors représenté par le quintupleV,C, i, ®).

Tireprésentant lfonction d’assignement de contrdjai associe a chaque joueur les variables qu’il contréle,
on noterg I'ensemble des variables controlges le joueui. Ainsi, {1y, ...,T,} forme une partition d¥'.

C représente I'ensemble des contraintes intra-agent,-&*dgte 'ensemble des contraintes que chaque
agent doit satisfaire. On suppose dans tout le documentepsembleC est un ensemble consistant, et
gue le but de chaque joueur est consistant avec I'ensembleodéraintes :

Vie{l...,n}CAdi £ L

L'utilisation des jeux booléens permet d’avoir une repnéaton compacte du probleme.

Pour illustrer ce propos, nous allons utiliser une varial@&exemple du dilemme des prisonniers : nous
considérons icn prisonniers qui ne peuvent bénéficier que d’'un seul type deseede peine afin de
simplifier le probléme.

Exemple 2 Dans le jeu du prisonnier & n joueurs, n détenus (notés=p 1,...,n) sont emprisonnés dans
des cellules séparées. La police fait & chacun d’eux le méaneh :

"Tu as le choix entre trahir tes complices en les dénonc¢ast&(®, i = 1,...,n) ou les couvrir
(noté G, i =1,...,n). Si tu les dénonces, tu auras une remise de peine et tesnpids
purgeront le maximum (sauf si I'un d’eux t'a dénoncé aussgueel cas il bénéficiera comme
toi d’'une remise de peine). Mais si vous vous couvrez metmelht, vous aurez tous une remise
de peine."
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La représentation de ce jeu en forme normale potr Biest la suivante :

ps:Cs p3: T3

P2 P2
C T C T,
b1 2 2 o1 2 2

c: | (@1,1)](0,1,0) Ci 0,0,1)| (0,1, 1)
T (1,0,0)| (1,1, 0) T (1,0,1)| (1,1, 1)

On constate ici que pour n prisonniers, on aura une mdlréca dimensions, chaque dimension étant égale
a 2, donc2" n-uplets a spécifier.
Or, ce jeu peut étre traduit trés simplement par le jeu bool&e= (A,V,C, 1, ®) suivant :

- A:{plv pza"'vpn}'

- V={C,...,Cy} (avec-C =T, Vi),

- C=g,

—-Vie{l,...,n},m={C}, et
—Vie{l,...,n},® =(CLACA...Cy) VG

L'utilisation des jeux booléens permet donc de réduire deiéra trés significative la taille de la repré-
sentation du probléme.

4.2 Les stratégies

4.2.1 Définitions

Apres avoir défini les jeux booléens, nous pouvons intredainotion de stratégie pour un joueur.

Définition 4 (Stratégie)
Soit G= (A,V,C, 1, ®) un jeu booléen. Unstratégies pour un joueur i dans G est une fonction qui associe
a chaque variable contrblée par le joueur i la valeur de &ritai ou faux.
Par abus de langage on considéreragjee{x|x € 15 etx mis avrai}. On a alors :
Vie{l,...,n},5 €2

Cela signifie donc quéx € 15 \ s, X est mis &auxpour la stratégis.

Définition 5 (profil de stratégies)
Un profil de stratégieS correspond a I'instanciation de toutes les variables desién d'un jeu G :

S=(s,%,.--,%)
Par abus de langage, et sachant que chggest un ensemble de variables, on consid&cemme étant
I'union dess. On a doncS e 2V. Sreprésente I'ensemble des variables misesaa(toutes celles qui ne
seront pas danS seront considérées comme étant misésuX). S est donc une interprétation podret
chaques est une interprétation partielle te.

Notations : Un ensemble de profils de stratégies sera désign@ par

Reprenons I'exempld 1 paflk 9 pour illustrer les notions meéésyie et de profil de stratégies.

10u un arbre binaire &"Zeuilles si on utilise une représentation sous forme ekitens

12



Exemple[ — suite Soit G= (A,V,C, T, ®) un jeu booléen, avec

- V={abh,c},A={1,2},C=0

- ¢1=(a<—b)v(-arbA-c),

— ¢2=-01=(-anbAc)V (ar-b),

- m={ac}etm={b}.

Le joueurl a 4 stratégies possibles j;s= ac, 5, = aC, s, = ac ou §, = ac. Le joueur2 a deux stratégies
possibles: 5 =bous, =b.

G posséde donc 8 profils de stratégieg =5(s1,,%,), S = (S1;,%2,): S = (S1,,%, ), S = (S1,,%,), S =
(313’821)* S = (3137&2)* S = (5'147&1) ety = (5'14’822)-

OnadonQ ={S,9,%,%,%, S, Sr, Ss}-

Les profils de stratégies; SSs, S, S7 et § donnent la victoire dl, tandis que § & et S permettent @
de gagner.

Reprenons a présent ce méme exemple en ajoutant des ctastrain

Exemple 3 Soit G= (A,V,C, 1, @) un jeu booléen, avec

- V={ahb,c},A={1,2},C={a~ —c}

- ¢1=(a<—b)v(-arbA-c),

— ¢2=-¢1=(-anbAc)Vv(an—b),

- m ={ac}etm={b}.

Dans un premier temps, on vérifie que I'on a bien :

— CAQ1 £ L (avec par exemple {& T, b« T et c+ L}, qui est un modele de €£¢;)

— CAd2 b~ L (avec par exemple {& L, b« T et c+ T}, qui est un modele de £¢;)

Le joueurl n'a plus que 2 stratégies possibles, car les deux autrestisfmat pas C : §, =ac ou g, = ac.
Le joueur2 a deux stratégies possiblesy; s=b ou s, =b.

G posséde donc 4 profils de stratégies =5(s1,,%,), S = (51,,%2,), 3= (S1,,%,) et S = (S1,,%,)-
Onadon®Q ={S,$,S, %}

Les profils de stratégies 8t S donnent la victoire d, tandis que et $ permettent 2 de gagner.
Notations : Soit G= (A,V,C,,®) un jeu booléen, aved = {1,...,n}. Soit S= (s1,...,%) et S =
(S}, -.,5,) deux profils de stratégies.

On notes_; le profil de stratégies S privé de la stratégie du joueur i

S = (&_7&;...,3717344_,...,31)

On note(s_i,s) le profil de stratégies S dans lequel on a remplacé la stratélgi joueur i par celle du
profil S :

(S—I;#> = (817827"'7371;#734»15"'731)
Similairement, on nota_; 'ensemble des variables contrdlées par tous les joueur§lsgoueur i:
Ui =V \TE
On peut a présent définir la notion de stratégie gagnante.
Définition 6 (Stratégie gagnante)
Soit G= (A,V,C, T, ®) un jeu booléen, ave® = (¢1,...,¢n), et A={1,...,n}. La stratégie sest une

stratégie gagnanigour le joueur i si, quels gue soient les choix effectués paraglversaires, i est sr de
gagner en choisissant cette stratégie.

Vs €2™i(si,8) = ¢i
Dans le cas de jeuxrajoueurs, il peut étre intéressant de définir la notion deittoas efficaces.

Définition 7 (Coalitions efficaces)

Une coalitionest un sous-ensemble non-vide | de 'ensemble des jouelessAunecoalition efficacesi
et seulement si 'ensemble des joueurs de | ont une stragégjgfaisant tous leurs buts. | est ucealition
efficace minimalesi et seulement si elle est efficace et pour toatl] J n'est pas efficace.
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On peut a présent étudier les propriétés des stratégiesug@grpour un joueur ou pour une coalition de
joueurs.

Propriété 1 Soit G= (A,V,C, T, ®) un jeu booléen.
1. Vi € A i a une stratégie gagnante ssi

Pl ($1) # 2

2. Une coalition de joueurs€ A est efficace si et seulement si

I:)IUiel g (/\q)') 7& z

iel

Preuve :Intuitivement, si le but qu’un joueur, ou un ensemble de jsa@otd , cherche a satisfaire contient
un terme (donc une conjonction de littérawxyont tous les littéraux sont controlés par le joueur ou par
I, alors le joueur ol ont une stratégie gagnante. En effet, ce teonpeut étre satisfait, donc le but qui le
contient est aussi satisfait, et le joueur ou I'ensemblgale=ursl gagnent.

1. Pour un joueur.
— D'aprés la définitiofil2 pad@ 7, Biy (¢i) # @, alors3a € 2V tel que :a = ¢; etLit(a) C .
Donc,i possede une stratégiec 2™ telle que Vs_j € 2™i(s_i,s) = ¢i.
— D’aprés la définitiofllé page précéderitposséde une stratégie gagnante si et seulementsi :

Js € 2T Vs ;€ 2™i(si,s) E ¢

Le joueuri peut donc satisfaire son but quels que soient les choix dadessaires. Il existe
donca € 2™ tel que :a = ¢; et Lit(a) C 1. a est untg-impliquant de¢;. Donc, il existea’
T-impliquant premier deé;. DoncPly (¢i) # @.
2. Pour une coalition de joueurs, la preuve est identigueeplacants parJic, T3 etd; par A ¢i.
|
Une coalition de joueurs aura donc une stratégie gagnaatssulement si il existe un impliquant premier
de la conjonction de tous les buts des membres de la coald&tnmpliquant premier étant composé
uniquement de variables contrdlées par les membres deliiana
Etudions ce probléme sur un exemple simple.

Exemple 4 Soit G= (A,V,C, 1, ®) un jeu booléen. On donne
- V={ahb,c},A={1,2,3},C=0g,
- m = {a}, e = {b}, T3 = {c},
~ ¢1=(a~ (bAC)),
— ¢ =(—aVv-c) et
- ¢3=(an—b).
On constate tout d’abord qu’aucun joueur isolé n'a de stgiégagnante.
On remarque ensuite que les trois joueurs ne peuvent pasegdgns ensemble. En effdt; A ¢p3 est
incohérent. Donc il ne peut pas exister de coalition eritret 3, et les seules coalitions possibles sont
{1,2} et{2,3}. Etudions-les.
- {17 2}
(011 92) = (-aA—b) v (-aA—c)

Il existe un impliquant premief-aA —b), qui ne contient que des variables controlées pat 2. Cette
coalition a donc une stratégie gagnante. Comme c’est la jphtise coalition contenaritet2, c’est une
coalition efficace minimale.
- {273}
(b2 A 03) = (aAn—-bA—C)

Cette coalition n'a pas de stratégie gagnante car la vanga) qui n’est contrlée par aucun joueur de
cette coalition, appartient au seul impliquant premier. €est donc pas une coalition efficace pour le
jeu G.
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Remarquons par ailleurs que de facon (presque) équivalamcherche d’'une stratégie gagnante corres-
pond & une résolution d@BF, 5[Sta /]

En effet, comme on I'a vu dans la propri¢lé 1 page précédentecherche d'une stratégie gagnante
correspond a la recherche d’un impliquant premier. Oreaettherche est du ty@#\vBd (A, B) : pour un
but$ donné, qui peut étre le but d'un joueur ou d'une coalitippn cherches’il existeun impliquanta

ded ne contenant que des variables contrbélées [f&ira existe, on veut qupour toutautre impliquante

soit le “plus petit”.

Par ailleurs, I'existence d’une stratégie gagnante esingtance du probleme dmntrolabilitéen logique
propositionnelle[[Bou94. TM98] (voir aussi [CC02] pour uagtension de la controlabilité a un cadre
multi-agents).

4.2.2 Equilibres de Nash

Nous allons a présent définir la notion d’utilité afin de ctdser les équilibres de Nash sur les jeux
booléens.

Définition 8 (Utilité)

Unefonction d'utilité pour le joueur i est une fonctionu Q — IR.

Ui (S) mesure la satisfaction du joueur i lorsque le profil de stgg8 S est choisi.

Dans une premiéere phase, nous allons nous situer dans wnpzaticulier, nous étudions des jeux a utilité
binaird, dont voici la définition :

Définition 9 (Utilité binaire)

Pour chaque joueur i, léonction d'utilité binaireinduite par le but de ce joueur est la fonction1Q — IR

telle que :
! - Osi S': ﬂ(l)i
Ui = { 1si SE o
Nous pouvons a présent définir les équilibres de Nash eggteatpures des jeux booléensjaueurs.
Un équilibre de Nash est un profil de stratégies tel que laégfim de chaque joueur est une réponse
optimale aux stratégies des autres joueurs.

Définition 10 (Equilibres de Nash)

Soit G= (A,V,C, T, @) un jeu booléen, avec A {1,...,n} 'ensemble des joueurs.

S=(s1,...,5) est unéquilibre de Nash en stratégies pusest seulement si :
Vie{l,...,n},Vg € 2% u(S) > ui(si,5)

Etudions un exemple simple.

Exemple 5 Soit G= (A,V,C, 1, ®) un jeu booléen avec

- V={ab,c},A={1,2,3},C=0g,

- m = {a}, e = {b}, T3 = {c},

- ¢1=(—aVv(anbAa-c)),

—¢p2=(a< (b)) et

— ¢3=((an-bA-c)V(-aAbAC)).

On peut a présent construire la forme normale &c

stratégie de8: c stratégie de8: C
2 = 2 =
1 b b 1 b b
a (1,1,0)| (1,0,1) a (1,0,0)| (1,1,0)
a (0,0,0)| (0,1,0) a 0,1,1)| (1,0,0)

2Dans la suite, nous verrons comment lever cette contrainte.
SLesn-uplets (ici des triplets) donnent le résultat obtenu panl@ueurs dans l'ordre : (résultat joueur 1, résultat joueur. 2).
Le O (resp. 1) signifie que le joueur concerné perd (resp.@agn
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On constate tout d’abord que le jouelira une stratégie gagnante. En effet,1sthoisit d’instancier la
variable a a faux, alors il est sirr de gagner quels que soienthoix de et 3.
Etudions a présent les équilibres de Nash. Pour cela, il &udier chaque profil de stratégies.
S =abc: 1, quicontrble a, préféerabc
S =abc: 2, quicontréle b, préférelac
S =abc: 2, quicontrdle b,préfére abc
S =abc: 2, quicontrole b, préférabc
=abc: 1, quicontrdle a, préférabc
S =abc: 3, quicontrdle c, préferabce
S;=abc: Equilibre de Nash (aucun joueur ne préfére un autre profil
S =abc: 2, quicontrdle b, préférabc
Le profil de stratégies S abc est donc le seul équilibre de Nash du jeu G.

&

Donnons enfin une caractérisation simple des équilibresadd Hux stratégies pures.

Propriété 2 Soit Se 2. Alors S est un équilibre de Nash en stratégies pures pour € stulement si
pour toutic A,ona:

— soit SE ¢i,

— soits = ;.

Preuve : Sest un équilibre de Nash en stratégies pures i et seulement si pour toue A et pour
touts € 2™ on aui(S) > ui(s_i,s). Or, puisquay;(S) etu;(s_i,5) ne peuvent prendre que deux valeurs,
cette inégalité est équivalente a

Vie Aetvs € 2™ ui(S) =1 ouui(s_i,§) =0
c’'est-a-dire

VieA soit u(§=1 (4.2
soit Vg € 2™, ui(s_i,§) =0 4.2)

E1 est équivalente &= ¢;.
A2 est équivalenteds € 2™, (s_j,§) = —¢;, doncs_i = ;.

[ ]
Cette caractérisation des équilibres de Nash en stratégies peut étre encore simplifiée. En effet, vérifier
ques_; = —; revient a vérifier que_; peutinférer¢; quelles que soiemes valeurs prises par les variables
contr6lées par le joueiwrCela évoque la notion de projection que nous avons préaar@éapitréR pada 7.

Onadonc:
S ': ﬂ(l)i < S ':Vi . ﬂ(l)i (4.3)
& (8,85) E Vi (4.4)
& SEVi:i-o (4.5)

L'équation[4B est équivalente a I'équationl4.4 car lesaldes contrélées par le joueuont disparu de
Vi ;.

Ce qui nous permet de donner le corollaire suivant :

Corollaire 1 Soit Se 2¥. Alors S est un équilibre de Nash en stratégies pures pour & ssiulement si :
Sk A(®i v (Vi i)
i
Cette formule caractérise les équilibres de Nash en stratégre.

16



Preuve :

Vie ASE ¢ious_j = 0
Vi € A, Sk ¢i oUS|= Vi : -0
Vi e A Sk ¢ Vv (Vi —0;)
SE Ai(di v (Vi:—6i))

tee

4.2.3 Stratégies dominées
Il arrive parfois que le calcul des équilibres de Nash dorererdsultats mal adaptés :

Exemple 6 Soit G= (A,V,C, 1t ®) un jeu booléen avec
- V={ab},A={1,2},C=0g,
- m ={a}, e = {b},

— p1=an-bet
—¢p2=an-b
On peut a présent construire la forme normale de G :

215 | b

a (0,0)| (0,0)
a (1,1) | (0,0)

Etudions a présent les équilibres de Nash. Pour cela, il &udier chaque profil de stratégies.

S =ab: 2préfered

S =ab: Equilibre de Nash

S3=ab: Equilibre de Nash

S =ab: 1préfered
Ce jeu a donc 2 équilibres de Nash : les profils de stratégies &b et S = ab. Pourtant, un seul de ces
équilibres est intéressant. En effet, si les jouelies 2 sont rationnels, ils choisiront tous deux le profil de
stratégies $qui leur permet de gagner.

Dans ce cas on peut utiliser le principe d’éliminationsaitiées des stratégies dominées. Ce processus
repose sur I’hypothése que chaque joueur se comporte déraaationnelle et sait que les autres joueurs
sont rationnels.

Commencons par définir les stratégies strictement et failahe dominées.

Définition 11 (Stratégie strictement dominée)

La stratégie sdu joueur i est ditestrictement dominésg'il existe une autre stratégie telle que, quelles
que soient les stratégies des autres joueyrassure au joueur i une utilité strictement plus grande que s
Donc :

s € 2" eststrictement dominési

35 € 2™ telle quevs_i € 2™ ui(s,S-i) < Ui(§,s-i)

Définition 12 (Stratégie faiblement dominée)

La stratégie sdu joueur i est ditdaiblement dominée'il existe une autre stratégi¢ tlle que, quelles que
soient les stratégies des autres joueufsgssure au joueur i une utilité au moins aussi grande quets
gu'il existe au moins une combinaison des stratégies desajttueurs telle que I'utilité du joueur i avec
S soit strictement plus grande que celle aved®nc :

5 € 2" estfaiblement dominési 35 € 2™ telle que

Vs € 2™ ui(s,s.i) < ui(S,S)
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et que
3¢ ; € 2™ telle que w(s, s ;) < Ui(§,9.)

Reprenons donc I'exemdl& 6 et voyons l'intérét de la métltbélémination des stratégies dominées :

Exempled — suite  Sil'on étudie les stratégies dominées, on trouve :
— Pour le joueurd, la stratégie a domine faiblement la strategie
— Pour le joueur?, la stratégieb domine faiblement la stratégie b.

Eliminons les stratégies dominées. On obtient une sewdeégie résultat, la stratégie,S= ab qui permet
aux deux joueurs de gagner.

Un résultat bien connu de la théorie des jeux nous dit qu’tragsglie strictement dominée ne peut jamais
étre présente dans un équilibre de Nash, tandis qu'unégigatiblement dominée peut apparaitre dans
un équilibre de Nash (voir par exemple [OR94, HK02]).

La propriété suivante est également issue de la théorisiglasdes jeux.

Propriété 3 L'ordre d’élimination des stratégies strictement domimé&ffecte pas le résultat final.
L'ordre d’élimination des stratégies faiblement dominpeast affecter le résultat final.

Le premier point de cette propriété, sur la dominance stredt évidemment applicable dans le cas simple
des jeux booléen5 [HKD2].

On aurait pu croire que I'ordre d’élimination des stratédi@blement dominées dans le cas simple des
jeux booléens n’affecte pas le résultat final, mais il n’ezshtien. Nous en donnons ici un contre-exemple.

Exemple 7 Soit G= (A,V,C, 1t @) un jeu booléen avec
- V={ab},A={1,2},C=0g,

- m = {a}, e = {b},

— dp1=aAnbet

— dp2=an-b

On peut a présent construire la forme normale de G :

215 | b

a (0,0)| (0,0)
a 0,1) | (1,0)

Etudions les stratégies dominées de ce jeu :

— Pour le joueurd, la stratégie a domine faiblement la stratégie

— Pour le joueur?, la stratégieb domine faiblement la stratégie b.

Eliminons dans un premier temps la stratégie dominée dwjolieOn élimine don@. Apres cette éli-
mination, la stratégié du joueur2 domine faiblement la stratégie b. On obtient donc une sdraéégie
résultat : .

Eliminons a présent la stratégie dominée du jou2uwn premier. On élimine donc la stratégie b. Aprées
cette élimination, le joueut n'a plus de stratégie dominée. On obtient donc deux stragégisultat : ab
et ab.

On voit ici que nous n'avons pas obtenu le méme résultat sul@dre d'élimination des stratégies
faiblement dominées.

Reprenons I'exempld 5 pafiel 15 pour calculer I'éliminatien stratégies dominées aprés avoir calculé les
équilibres de Nash.
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Exemple[d — suite Etudions les stratégies dominées de ce jeu :

— Pour le joueurd, la stratégiea domine faiblement la stratégie a. Eliminons cette stratég

— Une fois cette stratégie éliminée, la stratégie ¢ du jolBdomine faiblement sa stratégieOn élimine
donc cette derniére.

— Enfin, pour le joueu?, la stratégieb domine faiblement la stratégie b. On élimine égalemerie cet
stratégie.

On obtient ainsi un seul profil de stratégies résultat=Sabc qui permet aux joueurket2 de gagner.

Nous avons vu que I'ordre d’élimination des stratégiesl@ient dominées a un impact sur le résultat. On
est donc en droit de se demander si on aurait pu trouver ureaéisultat en éliminant les stratégies des
joueurs dans un ordre différent.

Ici, c’est le seul ordre d’élimination possible. En effat,jbueurl est le seul joueur qui a une stratégie
dominante avant élimination d’autres stratégies. Et, wis la stratégie dominée du joueli€liminée, le
joueur3 est également le seul a avoir une stratégie dominante.

Une seconde propriété se dégage immédiatement :

Propriété 4 Dans un jeu booléen, si la stratégiedss joueur i domine strictement une autre stratédie s
alors s est une stratégie gagnante pour ce joueur.

Preuve : sdomine strictemerg. Donc,

Vs_i € 2™, ui(s,s5i) > ui(S,s5)
& Vs e 2™ u(s,s i) =1etui(s,s.i) =0
= Vs €W (s,5) E 9
= § estune stratégie gagnante pour le joueur

L'utilisation de la notion de projection nous permet ici siude donner une caractérisation logique des
stratégies strictement dominées.

Propriété 5 Soit G un jeu booléen. La stratégie du joueur idomine strictemenla stratégie &si et
seulement si :

sE(V—igi)etg = (V—i:-¢i)
Preuve :Supposons que la stratégiglu joueuri domine strictemerg.

Vs_j € 2™ ui(s,S-i) > ui(S,S-i)
& Vs e2™ 'u.(s,s,):letu.(sf si)=0
& Vs e2™i (s,s5) E ¢ et(s,s.i) E ¢
& sENV-iid)ets = (V—i:¢i)

Etudions cette caractérisation sur un exemple.

Exemple 8 Soit G= (A,V,C, 1, ®) un jeu booléen. On donne
- V={abh,c},A={1,2},C=g,

- m={ab}, m={c},

— ¢1=(-an—-bAc)V(anb), et

— ¢2=(anc)V(-bA-c)

On peut a présent construire la forme normale de G :
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C Cc

@ | (01)](@0)
ab | (0,1)](0,1)
ab | (0,0)] (0,0)
ab | (1,0)] (1,1)

Etudions les stratégies dominées du jougen utilisant les caractérisations de la propri¢lé 5. Poulage
commencons par calculer les formules qui nous seront utiles

— 01 =(—an-bAc)V(anb)

— =1 =(avbv-c)A(-aVv-b)

-V-1:¢1=anb=¢]

—V—1:-¢1=(avb)A(-av-b)=

Nous devons ensuite étudier chaque stratégie du jougour voir si elle permet d'inféred’ ou ¢f.
-5 = ab, Sy Féd)letil b&q)/l/

- s, =ab, 5, [~ ¢ ets, =]

- S, =ab, 35 [~ ¢) ets; = ¢7

- s, =ab, s, =0 ets, - ¢]

On peut a présent calculer les stratégies strictement déesmlel.

s, domine strictement;s et 5,. En effet, on a bien :

— pours, : sy, ':(b,letslz ':q)/l,

— pourg; sy, ':(b,letsls |:¢/l,

Essayons a présent de caractériser les stratégies faitlelominées. Cette fois ce n’est pas la notion de
projection qui est utilisée mais celle d’interprétatiomtfedie.

Propriété 6 Soit G un jeu booléen. La stratégie du joueur idomine faiblementa stratégie §si et
seulement si :

(9)g = (Bi)s et(di)s F (01)s

Preuve :La stratégies du joueuri domine faiblemeng si et seulement si :

Vs j € 2 u.( ui(s,s- (4.6)
et Js—ie2™i u(s ui(s,s-i) 4.7)

Léquation 4.6 nous permet d’obtenir les équivalencessuas :

&3 Vs_i € 2™ (ui(s,S-i) = 1 ouui(s,s-i) = 0)
Vs_i € 2™, (s,s.i) = i ou(s,S-i) = i
Vs—i € 2™, si(5,s-i) = ¢; alors(s,s_i) = i
Vs—i€ 2™, sisj = (¢i)g alorss_i = (di)s

(9i)g = (9i)s

teeoe

Ensuite, il est possible de remarquer que I'on[aZl (47 .8) si I'on intervertits ets. Donc :

B (0i)s F (9i)g
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4.3 Cas particulier : Jeux a deux joueurs et a somme nulle

Dans cette section, on montre que les jeux booléens étudits [HivdHMWO1 [ Har04a], et qui nous
ont inspirés au départ, sont un cas particulier des jeuxéeosl an joueurs présentés dans la secfiod 4.1
pagdTll. Les définitions sont les mémes, mis a part la notieoaéion qui n’a aucun sens ici.

Certains parametres sont simplifiés. En effet, comme cheayigtle de décision dé ne peut étre contrb-
Iée que par un seul des deux joueurs, an & V \ Ty. D’autre part, on &2 = —¢; etC = o.
Etudions a présent un exemple simple.

Exemple 9 SoitV= {a,b,c,d},A={1,2},C=92,m = {a,c} etps = (aAn—-b)V(bAd).
Le jeu booléen G= (A,V,C, T, $1) est totalement défini.
En effet, on sait quex =V \ Ty, et que

02 = —b1 = (-aVb) A (—bv —d)

On peut a présent construire la forme normale &G

) 2 | ba bd | bd bd
a 0 0 o |1
ac 1 0 1 1
ac 0 0 o |1
ac 1 0 1 1

On constate ici que le jouel, qui contrdle les variables b et d a une stratégie gagnanteeftet, s'il
choisit de mettre b a vrai et d a faux, il est srr de gagner qgessoient les choix de
La propriété1 pagE4 nous permet de vérifier ce résultat.ften, ée but de? :

¢ = (-avb)A(-bv-d)
= (-aA-b)V(-aA-d)V(bA—d)

contient un impliquant premidgib A —d) qui est composé uniquement de variables controlée&par
Par contre, le but du joueut, ¢1 = (aA —b) v (bAd), ne contient aucun impliquant premier composé
uniguement des variables a etlcn’a donc pas de stratégie gagnante.

La propriété suivante donne une caractérisation simpléde#ibres de Nash en stratégies pures dans les
jeux booléens a deux joueurs et a somme nulle qui est obtearugne simple transposition de résultats
issus de la théorie des jeux a somme nulle.

Propriété 7 Si G est un jeu booléen & deux joueurs et a somme nugsg ;) est un équilibre de Nash
en stratégies pures si et seulement;sest une stratégie gagnante pour le joudwou $ est une stratégie
gagnante pour le jouel?.

Preuve :

1. SoitS= (s1,%) un équilibre de Nash en stratégies pures.

— Supposons que I'on@a(S) = 1. Le jeu étant a somme nulle, orug(S) = 0. CommeS est un
équilibre de Nashys,, u(S) > ux(s1,S,) ce qui entraing’s,, u(s1,s,) = 0. Donc,Vs,, (s1,S,) =
-2, ce quiimplique qué&'s,, (s1,s,) = §1. s1 est donc une stratégie gagnante pour le joueur 1.

— On aui(S) =0 etuy(S) = 1. En faisant le méme raisonnement que précédemment, omentpre
s, est donc une stratégie gagnante pour le joueur 2.

41 signifie que 1 gagne et 2 perd et vice-versa pour 0
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2. Supposons qus; est une stratégie gagnante pour le joueur 1. On a depa(s,s) = 1 et
Vs, Up(s1,52) = 0. Poson$S= (s1,s2). On a bienvs, u1(S) > ui(S;,S2) etvs,, ux(S) > uz(s1,S,)- S
est donc bien un équilibre de Nash.

On raisonne de la méme facon si I'on supposegest une stratégie gagnante pour le joueur 2.

[ |
Par conséquent, dans un jeu booléen a deux joueurs et a sonfimealrexiste un équilibre de Nash en
stratégies pures si et seulement si I'un des deux joueurs attatégie gagnante.

4.4 Complexité algorithmique

La propriétd page précédente permet de déterminer fagiieia complexité algorithmique du probléme
d’existence d’'un équilibre de Nash en stratégies pures.appelle quetg = NPNP est la classe des lan-

gages reconnaissables en temps polynomial par une maahifigrichg non-déterministe munie d’'oracles
NP (voir [Pap94]). Les résultats de complexité suivants oéttéiuvés avec I'aide de Bruno Zanuttini, et
ont fait I'objet d’une publication[BLSLZU6].

Propriété 8 Le probléme de I'existence d’'un équilibre de Nash en stiaggures dans un jeu booléen a
deux joueurs et a somme nulle Egtcomplet.

Preuve :L'appartenance zg est immédiate. La difficulté est obtenue par la réductionrdblpme consis-
tant a décider la validité de 2-QBF. Etant donné une formul@ = JA, VB®, ou A et B sont des ensembles
disjoints de variables @b est une formule propositionnelle dg g, on définit le jeu booléen a 2 joueurs et
a somme nulle suivaniiy = @V (X < y), oux,y sont des nouvelles variables (i.ey ¢ AUB), ¢2 = 01,

™ = AU {x} et = BU{y}. Ce jeu peut étre évidemment construit en temps polynorn@at @onné.
D’apres la propriétEl 7 page précédente, ce jeu a un équildMash si et seulement si un des joueurs 1 ou
2 a une stratégie gagnante.

Supposons qué est valide. SoiVMia € 24 un modéle de. Alors, (Ma,X) et (Ma,X) sont des stratégies
gagnantes pour 1.

Supposons maintenant g@en’est pas valide ; alors quel que sbiiy € 2* que 1 choisit de jouer, 2 peut
jouerMg € 28 tel que(Ma, Mg) [~ ®. De plus, si 1 joue (respX), alors 2 peut jouey (resp.y), avec dans
les deux cas la victoire de 2. D’autre part, 2 n'a pas non plustichtégie gagnante puisque 1 peut toujours
rendrex < y vrai, et donc gagner.

Il existe donc une stratégie gagnante pour 1 (ou 2, au chiogt)sgulement 9 est valide.

On en tire le corollaire suivant, concernant cette foisées joooléens & joueurs.

Corollaire 2 Le probléme de I'existence d'un équilibre de Nash en stiagggures dans un jeu booléen a
n joueurs esES-complet.

Ce résultat est a rapprocher de la complexité de la contliédab également un problénEb-complet
[CM98]. Or, le probléme de I'existence d’'un équilibre de Rakans un jeu a plusieurs joueurs et a somme
non nulle étant bien plus général que la contrdlabilité,ai¢ du’il ne soit pas situé plus haut dans la
hiérarchie des classes de complexité est plutdét une bonnehe.

On peut expliquer intuitivement le fait que le probléme ésistence d’un équilibre de Nash soit au second
niveau de la hiérarchie polynomiale par le fait que la résmude ce probléme comporte deux sources
indépendantes de complexi@-difficiles : la recherche du “bon” profil de stratégies, etdaification qu’il
constitue un équilibre de Nash en stratégies pures. Paramaispn, I'existence d’'un profil de stratégies
dont 'utilité cumulée est supérieure a une borne donnéseedément un problémeP-complet.

De la propriét&l8, nous tirons aussi ce second corollaire :

Corollaire 3 Le probleme de I'existence d’une coalition efficace danseurbjooléen a n joueurs eﬁg-
complet.
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Preuve :L'appartenance izp est immédiate ; la difficulté est obtenue, dés que 2, par la réduction
polynomiale suivante de I'existence d'un équilibre de Naslstratégies pures dans un jeu booléen a deux
joueurs et a somme nulle. S@tun tel jeu, oup; est le but du joueur 1. Comnga A dp2 = p1 A =1 = L,
{1,2} ne peut pas étre une coalition efficace, les seules coali@ffitaces possibles sont dofig et{2}.

]
Nous allons a présent essayer de simplifier le probleme ehadtules restrictions syntaxiques sur les
formules représentant les buts des joueurs. Nous nougssstans particulierement aux formules en DNF.
Rappelons que toute formule booléenne peut étre mise en@My&e c’est donc une restriction syntaxique
et non sémantique.

Tant que I'on considére des jeux a 2 joueurs et a somme nilleaahant que décider la validité de

JA,VB, ®, une formuleQBF; 5, estZ5-complet méme sib est en DNF, la propriétdl 8 page précédente
reste correcte méme si le but du joueur 1 est en DNF (le butuwkuja? étant implicite).

Pourtant, lorsque nous représentons explicitement les drithaque joueur en DNF, la complexité du
probléme descend en NP, comme le montre la propriété saivant

Propriété 9 Soit G un jeu booléen. Si € A, ¢; est en DNF, alors le probléme de 'existence d'un équilibre
de Nash en stratégie pure est NP-complet.

Ce résultat de complexité reste valable dans le cas de j@jg@deurs, chacun ne contrélant qu’une seule
variable.

Preuve :

Si ¢; est en DNF, alordi : ¢; peut étre calculé en temps linéaire [LLMO3, Propositions115].

Alors, si chagque; est en DNF, la formules = A;(¢i v (—3i : ¢i)) peut étre calculée en temps linéaire.
Comme la propriétEl2 padell6 permet de trouver un profil déégiesS et de vérifier queS =y, le
probléme est en NP.

La difficulté est obtenue par la réduction du complément dibl@gme consistant a décider si une DNF
o= V!llTi est une tautologie, qui est un problér@NPcomplet bien connu. SoX I'ensemble des
variables deb et soitx,y ¢ X. On définit un jeuG & deux joueurs par :

— 01= Vi (TIAXA-Y) V (TIA-XAY),

— d2=(XAY)V (=XAY),

- m={y},

— T = XU{x}.

G peut étre construit en temps linéairepgtd, sont en DNF.

Onad; =DA(X#£Y) etd2 = (x=y). Grace a la propriéfd 2 pafi€] 16 et a son corolldire 1 pdge 18, no
savons qué& a un équilibre de Nash si et seulemenf($h A (X £ y)) V ~®D) A (x =) est satisfiable.
En effet, comme n’apparait pas dar, nous avons

Y (PAXAY) =(PATY X#Y) =(PAT) =0

et nous avons aussi
—-IXU{x}: (x=y)=L

Comme®d A (X #Y) A (x=Y) n'est pas satisfiable, le jgb a un équilibre de Nash si et seulementgi A
(x=Yy) est satisfiable, c’est a dire si et seulemeni®iest satisfiable, étant donné quety n'apparaissent
pas dansp.
Donc,G a un équilibre de Nash si et seulemen®si’est pas une tautologie.

|
Lorsqu’on considere uniqguement des jeux a deux joueursitgplexité de ce probleme peut descendre a
P pour quelques classes non triviales de formules : si lesdastgoueurs sont représentés par des formules
en DNF renommables en Horn, affines, 2CNF ou CNF monotones.
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On ne développe pas ces démonstrations ici, car la résoldgida projection en est le résultat principal, et
gue les détails sont en grande partie les mémes queldans3[Zsexttion 6].

Propriété 10 Décider si une stratégig¢ slonnée est faiblement dominéeég;tcomplet. La difficulté reste
valable méme gp; est restreint aux DNF.

Preuve :L'appartenance &5 est immédiate. La difficulté est obtenue cette fois encordepa@duction du

probleme consistant a décider la validite@g 5.

SoitQ = JA,VB, ®, eta,b deux nouvelles variables. On définit :

- ¢1=(and)v(-anb), m =Au{a},

— = BU{b} (¢2 est quelconque et n'est pas définie ici car sa valeur n’irgatypas dans la démonstra-
tion).

SoitMj uneA-interprétation, et soi; = (Mj,a). On a(¢1)g, = (b).

Supposons qué est valide, aveda € 2% un modéle deA, ets; = (Ma,a). s; est alors une stratégie
gagnante pour 1, contrairemergaDoncs; domine faiblemens; .

Supposons a présent qQen’est pas valide. SoMa € 24, ets; = (Ma,a). Alors, (¢1)s, = (b) = (91)g,,
donc, d'apres la propriéf@ 6 pagd 80ne domine pas faiblemes.

A présent, soi; = (Ma,a). CommeQ n’est pas valide, il exist®g € 28 tel que(Ma,Mg) [~ ®. Donc
(Mg, b) = (¢1)¢ mais(Ms,b) = (¢1)s,, et d'apres la propriéfd 6 pagd 29,ne domine pas faiblemes.

Donc,s, est faiblement dominée si et seulemer@sst valide.

On peut remarquer que @ est en DNF, alorsA VB, ® est toujours‘z:zp—complet et queb, peut étre trans-
formée en DNF efficacement. ]
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Chapitre 5

Complexification des préferences des
joueurs

La notion de jeu booléen introduite par [HvdHMW(1, HarO4efmet de modéliser de maniére compacte
les préférences des joueurs dans le cadre de jeux statifpuesfois, ces jeux booléens correspondent a
une spécification trés particuliére (2 joueurs, jeux a somolie, utilités binaires) et nous avons dans un
premier temps étendu cette notion en introduisant un nooueconque de joueurs et des jeux a somme
non nulle, mais en gardant la notion d'utilités binaires [BLSLOT]).

La généralisation a des utilités non binaires peut étre &ihs grande difficulté, et, qui plus est, sans saut de
complexité. Pour cela, on utilise diesmules pondéréesu les préférences d’'un agent sont décrites par un
ensemble de buts, chaque but ayant un poids propre. La d#fidis jeux booléens a utilités non binaires
est la méme que celle de la définitidn 3 phgk 11, & une différpres : le buth; de chaque jouelir qui

était une formule propositionnelle, devient maintenanénsemblele formules propositionnelles, chaque
formule étant associée a un poids numérig@ie= {(¢i 1, Wi 1),..., (¢ip,Wip)} 0Udi1,....Pi n € Ly et
Wi1,...,Wip €R

Chacune des formulds ; est un “but élémentaire” at; j est sa contribution & I'utilité du jouelr Cette
fonction d'utilité étant définie comme la somme des valeunrmériques des buts élémentaires satisfaits :
pour tout profil de stratégies et tout joueur, ui(S) = S {Wik | S}= ¢i«} (avec la conventioly @ = 0).

La généralisation a des utilités non binairagec le choix de ce langage de représentatima s’accom-
pagne pas d’'un saut de complexité.

Il est cependant extremement difficile de réussir a pond#gerformules selon ses préférences. Si I'on
préfere le thé au café par exemple, comment dire “de comlmengréfére le premier au second? La
quantification de ces préférences est quelque chose detiésté obtenir.

Nous aimerions donc que chaque joueur puisse représest@ré&rences de maniére plus souple. En
effet, n’avoir qu’un seul but (utilités binaires), ou davassocier un poids numérique a chacun de ses buts
guand on en a plusieurs (utilités non binaires avec forrmoesiérées), est extrémement restrictif.

Nous allons alors étudier d’autres langages de représamtits préférences et essayer de les adapter a
notre modeéle. Nous étudierons d’abord des buts a priodtéds sur la représentation de préférences en
logique propositionnelle, puis un langage de représemtalit “graphique”, les CP-nets (cf. IBLSLD6]).

Dans un premier temps, nous devons adapter nos “outilsycees équilibres de Nash, élimination des
stratégies dominées) a cette nouvelle configuration de jeu.
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5.1 Equilibre de Nash et stratégies dominées

Soit G = (A,V,C, 1, ®) un jeu booléen, ave& = {1,...,n} 'ensemble des joueurs, ét = ((pl,...,qh)ﬂ
I'ensemble des buts des joueurs. Spifensemble des profils de stratégies p@ur

On aimerait associer a chaque joueur une relation de préfémartiellE sur Q. Nous avons pour cela
plusieurs raisons.

Tout d’abord, les préférences des agents gagnent parftis padtielles, notamment pour les économistes.
D’autre part, les langages de représentation des préiEseaie la littérature ne nous permettent pas en
général d’'induire des préférences totales.

Si on se situe dans ce cadre, il faut redéfinir les équilibeelash en utilisant ces préférences. En effet,
les équilibres de Nash sont classiquement définis pour desajeec des préférences totales, ce qui n’est
plus nécessairement le cas ici. Nous allons donc définir detigns d’équilibre de Nash, une forte et une
faible (elles sont équivalentes aux notions d’équilibreximmal et maximum dan$ [HarO4al).

On rappelle qu'un équilibre de Nash est un profil de straggieque la stratégie de chaque joueur est une
réponse optimale aux stratégies des autres joueurs.

Définition 13 (Equilibres de Nash faibles et forts)

Soit G= (A,V,C, 1, @) un jeu booléen, avec A {1,...,n} 'ensemble des joueur® = (@, ..., @) I'en-
semble des buts des joueurs, et Ryef(=1,...,>=n) 'ensemble des préférences de chaque jatieur
Deux définitions, une faible et une forte, peuvent ici caaser les équilibres de Nash.

S=(s1,...,5) est unéquilibre de Nash faible en stratégies pusiest seulement si :

Vie{l,...,n},vs € 2™ (5,s.) i (S,S.) (5.1)
S=(s1,...,5) est unéquilibre de Nash fort en stratégies pusest seulement si :
Vie{1,....,n},vd € 2™ (5,s) =i (s,5.) (5.2)

L’ensemble des équilibres de Nash forts (resp. faibles)texiégie pure sera noté par N (resp.
NEtaible)-

Il est clair que tout équilibre de Nash fort est un équilibee ash faible. On a donblE;q (G) C
NEfaibie(G).

Nous devons également raffiner la notion de stratégies dmmjméfinies initialement a partir des utilités
binaires (définitionEZ11 padell7[el 12 pAgk 17), et que I'oéfieitici a partir des relations de préférence
partielles.

Définition 14 (Stratégie strictement dominée)

Soit i un joueur et=; sa relation de préférence sur I'ensemifle La stratégie sdu joueur i est dite
strictement dominésg'il existe une autre stratégié telle que, quelles que soient les stratégies des autres
joueurs, sest strictement préférée apour ;. Donc, $ € 2™ eststrictement dominési et seulement si :

39 € 2" telle quevs_j € 2™, (s,5.i) <i (5,5.1)

Définition 15 (Stratégie faiblement dominée)

Soit i un joueur et=; sa relation de préférence sur I'ensemifle La stratégie sdu joueur i est dite
faiblement dominée'il existe une autre stratégie telle que, quelles que soient les stratégies des autres
joueurs, s est préférée ajpour =, et qu'il existe au moins une combinaison des stratégiesadess

INous utilisons ici le symbole pour désigner les buts de chaque joueur, car ce ne sont pimdies formules propositionnelles
comme dans les chapitres précédents.

2Une relation de préférence partielle est une relation itreest reflexive.
Une relation de préférence totale est une relation traasiteflexive et qui vérifie Vx,y : x = youy = x

30n utilisera les notations usuelles : svit une relation de préférence partielle §urS; =i S sera définie pag, =i S et non
S=iS.
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joueurs telle quejssoit strictement préférée agour =;. Donc, $ € 2™ estfaiblement dominési 35 € 2™
telle que :
Vs i€ 2™ (s,5.) =i (§,50)

et que
Js_i € 2™ telle que(s,s.i) <i (§,5-i)

L'introduction de préférences patrtielles, et donc de laamotl'incomparabilité, nous permet d’introduire
un nouveau cas de stratégie dominée. Cette nouvelle natidres faible, il est en effet possible que toutes
les stratégies d'un joueur soient partiellement dominées.

Définition 16 (Stratégie partiellement dominée)
Soit i un joueur et=; sa relation de préférence sur I'ensemifle La stratégie sdu joueur i est ditgar-
tiellement dominée'il existe une autre stratégié¢ telle que, quelles que soient les stratégies des autres
joueurs, sn’est pas strictement préférée apour -, et qu'il existe au moins une combinaison des stra-
tégies des autres joueurs telle qysait strictement préférée agour -;. Donc, $ € 2™ estpartiellement
dominéesi 35 € 2™ telle que :

Vs € Zmi,(s,&i) ?Li (SJi,&i)

et que
Js i € 2™ telle que(s,s-i) <i (§,S-i)

Lorsque la relatiorr; est un pré-ordre total, il y a équivalence entre stratégitdefiment et partiellement
dominées.

La propriétdB page18, issue de la théorie des jeux, resabledti. Donc :

— l'ordre d’élimination des stratégies strictement dorem@affecte pade résultat final.

— Par contre, I'ordre d’élimination des stratégies pdeiaent et faiblement dominéedfectele résultat
final.

Le premier point de cette propriété, sur la dominance striest applicable dans le cas toujours simple ou

I'on complexifie les préférences des joueurs dans les jeolébas[[HKO?]. Et il est facile de trouver des

exemples montrant que I'ordre d’élimination des stratefpéblement et partiellement dominées affecte le

résultat final.

5.2 Buts a priorité

5.2.1 Adaptation des définitions au contexte des jeux boolée

Il existe différents critéres permettant de représentepl&férences issues des bases de connaissances
stratifiées et ainsi de sélectionner des sous-bases peffeces bases stratifiées. Ces critéres s’appliquent
sans difficulté aux jeux booléens bien que nous ne soyonsgresuh contexte ou nous manipulons des
bases stratifiées : nous avons plusieurs joueurs, un erselgiontraintes a gérer, un ensemble stratifié
de buts par joueur, et des profils de stratégies. Dans cextenileva donc falloir comparer des profils de
stratégies et non plus des sous-bases consistantes, ¢ghaguedevant pouvoir choisir la stratégie, et donc
les profils de stratégies, lui permettant d’obtenir le “reeif résultat possible”.

Dans ce contexte, les préférences d’un joueur sont expsipeieun ensemble de buts ordonnés selon une
relation de priorité :

Définition 17 (Base de buts a priorité)

Unebase de buts a priorifest une collectiofz? ; ... ; ZP) d’ensemble de formules propositionnellEk.
représente I'ensemble des buts de priorité j, avec la caimesuivante : plus j est petit, plus les formules
dansz! sont prioritaires.
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Dans ce contexte, plusieurs criteres peuvent étre utfisasgéneérer une relation de préférenca partir
deZ. SiSest une interprétation de¢ 2alors on pos&at(S,z1) = {¢ € =1 | SE ¢}.

Le premier de ces critéres consiste a maximiser l'inclusahen respectant la strafication ([Bre89, Géfo2,
BCD"93)).

Définition 18 (Critere “discrimin”)

S»-di5¢g sj et seulement sk € {1,...,p} tel que :
1. Sa(S ) O Sat(S,5¥), et
2. Vj <k, Sa(S 3)) = Sat(S,z)

Le second consiste a maximiser la cardinalité tout en réaptla strafication [[DLP92, BCDI3,[Leh9b5)).

Définition 19 (Critére “leximin”)

S>-'® g sietseulement sk € {1,...,p} tel que :
1. |SafS,z¥)| > |SatS, )], et
2. Vj <k, |SafS zl)| = [SatS,z])|.

Enfin, l'idée du troisiéme critere est de repérer la strafgua prioritaire amenant une inconsistance, et de
considérer alors que les seules formules intéressantesdrpren compte sont celles de priorité supérieure
a cette strate fatidique[{[DLPB2, BCDP3]).

Definition 20 (Ordre “Best Out”)
Soit &s) = min{j tel que3$ € X!, S}~ ¢}, avec la convention mi) = +oo.
Alors, S-° 9 si et seulement si(8) > a(S).

On note que-P° et -'* sont des relations de préférence totales, tandis-§i#€est en général une relation
de préférence patrtielle.

Définition 21 (BP-jeux booléens)

Un BP-jeu booléerest un 5-uple G= (A,V,C, ;. ®), ol ® = (1,...,2Z5) est une collection de bases de
buts & priorité. On not&; = (3},...,2P), 3! représentant la strate j d& ((multi)ensemble de buts de
priorité j pour le joueur i).

On suppose ici qu’un joueur ne peut avoir de buts incohér@mpose donc :
Vie{l,...n}, ZtA AP L

Rappelons que I'ensembt&des contraintes doit toujours étre consistant, et que I'anssi consistance
avec I'ensemble de buts de chaque joueur.

Vie{l,...n}, ZtA.AZPACHK L

L'hypothése que le nombre de niveaux de priorité est le mé&ppdur chaque joueur n’entraine pas de

perte de généralité. En effet, ajouter des strates vides dase de buts a priorité ne modifie pas la relation

de préférence induite.

Nous utiliserons les notations suivantes :

— SiG est un BP-jeu booléen et ques {disc lex,bo}, alorsPref§ = (-§,...,=5).

— NEf,ie(G) (resp.NEf,(G)) représente 'ensemble des équilibres de Nash faiblep.(fegs) pour
Prefg.

A l'aide de ces trois relations de pré-ordre partiel ou tetalles profils de stratégies nous allons a présent

étudier deux exemples. Pour ce faire, nous utiliseronsdéisitions de la sectiodnd.1 pagg 26 pour calculer

les équilibres de Nash et les stratégies dominées.
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5.2.2 Exemple 1

SoitG = (A,V,C, T, ®) un jeu booléen, avec :
— A={1,2} 'ensemble des joueurs,

-V ={ahb,c},C=0g,

- m={ac}, m={b},

- 23 =(a;(—b,0)),

— X2 = ((=b,~c); -a)

Nous allons maintenant appliquer chacun des trois crifgn@&sentés plus haut afin d’obtenir un pré-ordre
sur les profils de stratégies.

5.2.2.1 Discrimin

Pour chacun des joueurs, appliquons le critere discrinfirdéfinition[I8). Par exemple, regardons ce qui
se passe pour le joueur 1:

abc >_(liiscr abe }iiiscr alc >cliiscr abc >_(ljiscr abc >cliiscr ake
abc > abc - 95" abic > {15 abc - 15 abc - IS¢ abe
abc >_(liiscr abc>cliiscr alc }iiiscr abc >_(ljiscr abc >cliiscr ake
abc >_(liiscr abe }iiiscr alc }iiiscr abc >_(ljiscr abCFcliiscr ake

Puis, afin de pouvoir exploiter plus facilement ce résuftays le traduisons sous forme graphique. Ainsi,
nous trouvons pour chacun des joueurs les relations pestigprésentées figureb.1.
Les fleches vont du profil de stratégies le plus préféré vgredl de stratégies le moins préféré.

Joueur 1 abg Joueur 2 ETC
abx /bc 7 a
W

.abg ™

v
abc* abc

FiG. 5.1 — Relations partielles sur les profils de stratégiesué@bs a partir du critére Discrimin

Pour calculer facilement les équilibres de Nash de ce jeus neettons en exergue les relations qui nous
intéressent pour chaque joueur. Ces relations apparasses la forme de fleches en pointillé sur la fi-
gurel®].

En effet, pour le joueur 1, qui contrble les variabéest c, nous comparons les étatbg abc, abcetabc
entre eux d’une part, et les étalsc, abc, abc etabc d’autre part.

De méme, pour le joueur 2 qui contrdle la variablenous comparonabc avecalx, abc avecabc, abc
avecabcetabc avecabc

Celarevient a comparer pour chaque joueur uniguementliggtes de ce dernier pour chaque combinai-
son de stratégies des autres joueurs.

Notons que ces fleches en pointillé représentent une neldiodre transitive.
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Nous pouvons a présent calculer les équilibres de Nastefadilforts a partir de la définitifid pagd=2b,
et de ces relations partielles (figlirel5.1 page précédente) :

NEfase = {abc}

NEfes = {abc}

Ici, il n’y a qu’un seul équilibre de Nash, qu'il soit faiblaidort. Ce dernier permet de satisfaire tous les
buts de priorité 1 et 2 du joueur 1, mais ne permet de satsfaitun seul but de priorité 1 du joueur 2. Cela
s'explique par le fait que ce dernier ne contrble pas lesabéasa et ¢ qui lui permettraient de satisfaire
ses 2 autres buts.
Etudions a présent les stratégies dominées de ce jeu :
— Joueur 1: Il est possible d’éliminer itérativement 3 dedtégies de ce joueur. En effet :
— La stratégi@c est strictement dominée par la stratégieOn I'élimine.
— Apres cette élimination, la straté@e est strictement dominée par la stratéggeOn I'élimine.
— De nouveau, aprés cette élimination, la stratégiest strictement dominée par la stratéagell ne
nous reste donc plus que la stratégie
— Joueur 2 : Apreés élimination des 3 stratégies du joueur dtrédégieb est strictement dominée par la
stratégieb. On ne conserve donc que cette derniére.
En éliminant itérativement les stratégies strictementidées, on obtient donc un profil de stratégies ré-
sultat :{abc}, qui se trouve étre aussi I'équilibre de Nash faible et fort.
De plus, ce sont ici des stratégigsictementdominées. L'ordre d’élimination de ces stratégies n'aéfec
donc pas le résultat.

5.2.2.2 Leximin

On applique ici de la méme maniére que précédemment leectéimin (cf. définitioIP) a chacun des
joueurs. Nous trouvons ainsi les relations totales sudsadonnées en figureb.2, et nous pouvons calculer
les équilibres de Nash faibles et forts en appliquant la diéiril3 pagé2l6.

NElf%)fbm {abc}
NEIf%Xn = {abc}

Joueur 1 abc Joueur 2 ahc

1o onll abc
FiG. 5.2 — Relations totales sur les profils de stratégies azdsla partir du critére Leximin

Nous sommes encore dans la situation ici ou il n’y a qu’un équllibre de Nash, qu’il soit faible ou fort,

le méme que précédemment.

L'élimination des stratégies dominées se déroule selorélmeschéma que précédemment, et nous fournit
le méme unique résultaf abc}
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5.2.2.3 Bestout

Sil'on applique I'ordre Best out (cf. définitid0P0) a chaales joueurs, nous trouvons les relations totales
décrites en figure 5.3 & partir desquelles nous pouvonsleales équilibres de Nash faibles et forts (avec
la définitiorT® pagE28):

NEPpe = {abc abc}

NE?S, — {abc abc}

Joueur 1 Joueur 2

abg—abc— a T<—abg—abc—alc

FiG. 5.3 — Relations totales sur les stratégies calculées i gattordre Best out

Cette fois, quand nous éliminons les stratégies dominésshiéma est Iégerement différent :
— Joueur 1: Il est possible d’éliminer itérativement 3 dedtégies de ce joueur. En effet :
— La stratégi@c est strictement dominée par la stratéglieOn I'élimine.
— La stratégi@c est strictement dominée par la stratéghieOn I'élimine.
— La stratégieac est partiellement dominée par la stratéggeon I'élimine donc également.
— Joueur 2 : Aprés élimination des 3 stratégies du joueurdyraides deux stratégibsu b ne domine
partiellement, faiblement ou strictement l'autre.
En éliminant itérativement les stratégies dominées, oreobtlonc deux profils de stratégies résultat :
{abc} et{abc}. On obtient donc le méme résultat qu'avec les équilibresahMaibles et forts.
Comme ici deux stratégies sur 3 sont strictement domintedré d’élimination choisi n'affecte pas les
résultats obtenus.

5.2.2.4 Conclusion

L'étude de ce jeu grace a ces 3 criteres nous montre que lddbésgide Nash trouvés dans cet exemple
sont identiques mis a part avec I'ordre Best-out.

En effet, les criteres discrimin et leximin nous permettintrouver des équilibres de Nash faibles et forts
identiques NETSC/™ = NEZSC!® — fabc}. Cet équilibre permet de satisfaire tous les buts de péidrist

2 du joueur 1, mais ne permet de satisfaire qu’un seul but ideitgrl du joueur 2. Cela s’explique par
le fait que le joueur 1, qui contrble les variabkestc, préfére que ces deux variables soient instanciées a
Vrai, tandis que le joueur 2, qui contr6le la variablpréfére qu’elle soit instanciéeFaux Comme il n'y

a pas d'interférence entre les choix des joueurs dans cehjaaun d’entre eux instancie ses variables de
la facon qui le satisfait le mieux.

L'ordre Best out permet lui de trouver deux équilibres deiNfsbles et fortsabc et abc. Le profil de
stratégiesabc est le méme que celui trouvé avec les autres méthodes. Quanvfi de stratégieabg, il
permet de satisfaire le but de priorité 1 du joueur 1, aingimde ses buts de priorité 2, mais ne permet
pas au joueur 2 de satisfaire au moins un de ses buts. Ce mrdfitaiégies n’est pas trés intéressant. En
effet, le joueur 2 n'a aucune raison d’instancier la vagdibh Vrai alors que son instanciationFaux ui
permet de satisfaire un but de priorité 1. L'ordre Best-auisrdonne donc ici un résultat moins pertinent
gue celui trouvé avec les critéres discrimin ou leximin.

4Pour le joueur 2, les nceuds du bas sont tous reliés les unsiras,anais nous n'indiquons pas toutes les fléches afin dase p
alourdir le dessin. Comme cette relation de préférencerassitive, le résultat n’en est pas affecté. Nous faisonméeme pour le
joueur 1.
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Quant a I'élimination de stratégies dominées, elle noumpeici de trouver les mémes résultats que les
équilibres de Nash.

5.2.3 Exemple 2

Etudions un second exemple.

SoitG = (A,V,C, 1, ®) un jeu booléen, avec :

— A={1,2} 'ensemble des joueurs,

-V={ab},C=g,

- m ={a}, e = {b},

- 23 ={(aVv-b);—a),

- 2 ={(bv-a);a)

Nous allons maintenant étudier chacun des trois criteeseptés plus haut.

5.2.3.1 Discrimin

Si I'on applique le critere discrimin (cf. définitidn118) aatun des joueurs, nous trouvons les relations
partielles décrites en figute’h.4. On constate ici que pdauts les équilibres de Nash de ce jeu, il faudrait
comparer les profils de stratég@setab pour le joueur 2, pourtant incomparables. Nous les reptésen
sur la figure par une ligne avec des pointillés plus largesdleul des équilibres de Nash faibles et forts &
partir de la définitiofCII3 padeP6 nous donne les résultavasts

NEfaible = {ab,ab}
NEfort - {ab}

Joueur1 ) Joueur2 _
a\ b 3&—7[1
ab

ab“
FIG. 5.4 — Relations patrtielles calculées a partir du critéeiinin

Il n’y aici qu’un équilibre de Nash fort. Et ce dernier sembtee en effet I'issue la plus probable du jeu :
afin d’étre sdrs de satisfaire leur but de niveau 1, les dewsjcs vont rationnellement choisir de jower
eth. En effet, la stratégia permet au joueur 1 d’étre sOr de satisfaire son but de niveatillen est de
méme pour le joueur 2 s'il choisit la stratédpe

Etudions a présent les stratégies dominées de ce jeu :

— Joueur 2 : la stratégledomine partiellement la stratédieOn élimine donc cette derniére.

— Joueur 1 : Une fois la stratédieéliminée, la stratégia domine strictement la stratégie

En éliminant les stratégies dominées, on obtient donc ufil gestratégies résulta@b, qui correspond a
I'équilibre de Nash fort trouvé.

Les stratégies ne sont pas ici strictement dominées, Badtilimination affecte donc les résultats. Mais
ici, le joueur 1 n'a pas de stratégie dominante avant I'élation de la stratégie de 2. On a donc qu’'une
seule solution possible.

5.2.3.2 Leximin

Si I'on applique le critére leximin (cf. définitiofIL9) a chat des joueurs, nous trouvons les relations
totales décrites en figute®.5 a partir desquelles nous pssalculer les équilibres de Nash faibles et forts
(avec la définitiol 113 padeP6) :

NEfaible = {ab,ab}
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NEfor = {ab,ab}

Joueur1 ) Joueur 2
av—/‘;b al< /ﬁb

v
ab“ ab

FiG. 5.5 — Relations totales calculées a partir du criteére Laxim

Ici, nous avons deux équilibres de Nash, qu'ils soient &aslu forts. Or, comme nous I'avons vu précé-
demment, le profil de stratégied semble plus rationnel, puisqu'il permet aux joueurs d'&ifies de
satisfaire leur but de niveau 1. Sur cet exemple, le crigxigrin semble donc un peu moins pertinent que
le critére discrimin.

Etudions a présent les stratégies dominées de ce jeu :

— Joueur 2 : la stratégledomine faiblement la stratégie On élimine donc cette derniére.

— Joueur 1 : Une fois la stratédieéliminée, la stratégia domine strictement la stratédgie

En éliminant les stratégies dominées, on obtient donc ufil pie stratégies résultatab, qui raffine les
résultats trouvés avec les équilibres de Nash.

Les stratégies ne sont pas ici strictement dominées, Baltlimination affecte donc les résultats. Mais
ici, le joueur 1 n'a pas de stratégie dominante avant I'élation de la stratégie de 2. On a donc qu’une
seule solution possible.

5.2.3.3 Bestout

Sil'on applique I'ordre Best out (cf. définitid0P0) a chaales joueurs, nous trouvons les relations totales
décrites sur la figurE4.6 et partir desquelles nous pouvalesiler les équilibres de Nash faibles et forts
(avec la définitioilI3 padeR6) :

NEraible = {ab,ab}

N Efort - {ab, EB}

Joueur1 ) Joueur 2 _
ath/a_b ' /6b

ab* ab

ol

FIG. 5.6 — Relations totales calculées a partir de I'ordre Bast o

Nous trouvons ici exactement les mémes résultats qu’avergdze leximin.
Il en est de méme pour I'élimination des stratégies dominées

5.2.3.4 Conclusion

Contrairement au premier exemple, ici, pour le calcul desliéges de Nash, les critéres leximin et best-
out donnent les mémes résultats, tandis que le criterdamisoest un peu plus pertinent.

Par contre, I'élimination des stratégies dominées donn&lme résultat pour chacun des criteres, résultat
qui semble le plus pertinent.
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5.2.4 Exemple 3: le jeu du prisonnier

Reprenons I'exempld 2 paf€l11 du jeu du prisonnier, mais faft-ci dans sa forme classique. Dans cette
version du dilemme du prisonnier, 2 détenus sont emprisodags des cellules séparées. La police fait a
chacun d’eux le méme marché :

"Tu as le choix entre trahir ton complice en le dénon¢an&nq, i = 1,2) ou le couvrir (noté
GCi,i=12). Situle dénonces, et qu'’il ne te dénonce pas, tu seras mmiiberté et lui écopera
de 10 ans de prison. Si vous vous dénoncez mutuellementéomerez tous les deux de 5
ans de prison. Si aucun de vous ne dénonce I'autre, voustaureles deux 6 mois de prison."

Voila la forme normale de ce jeu, avec 2 prisonniers :

2 C c,

C (-1/2,-1/2) | (-10,0)
C (0,-10) | (-5,-5)

Si I'on calcule I'équilibre de Nash de ce jeu a partir de cédtene normale, on trouve :
NE = {C:Co}

Nous pouvons traduire ce jeu avec le BP-jeu boolen(A,V,C, 1, @) suivant :
— A={1,2} 'ensemble des joueurs,

-V={C,C},C=g,

- ={C}, m={C},

— 23 = (Cy; Cy),

- 22=(C;;Cp)

Nous allons maintenant étudier chacun des trois criteeseptés plus haut.

5.2.4.1 Discrimin

Si I'on applique le critére discrimin (cf. définitidnl8 pa8) a chacun des joueurs, nous trouvons les
relations totales décrites en figlirel5.7.

Joueurl GG, Joueur2 C,C,
ote? &
GG GG
AN i
C1C2 ClCZ

FiG. 5.7 — Relations partielles calculées a partir du critéseiinin

On constate que ces relations totales, méme si elles newwondinales, respectent bien 'ordre donné par
la forme normale du jeu.
Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts a partindifinitioIB page26 nous donne les résultats
suivants :

NEtaible = NEfort = {C1C2}

Cet équilibre de Nash correspond a celui trouvé avec legmnéces cardinales du dilemme du prisonnier.
D’autre part, ce jeu n'a pas de stratégie dominée, on ne paatghs en éliminer.
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5.2.4.2 Leximin

Si I'on applique le critere leximin (cf. définitioRJL9 paf€e)28 chacun des joueurs, nous trouvons les
relations totales décrites en figlirel5.8. On constate quenteegactement les mémes que celles trouvées
en figurd 5l page précédente.

Joueurl GG, Joueur2 C,C,
& &
GG GG
AN i
C1C2 ClCZ

FiG. 5.8 — Relations partielles calculées a partir du critépdrba

Ce jeu n'a toujours pas de stratégie dominée, et on obtienéhtae équilibre de Nash faible et fort :
NEfaible = NEfort = {C1C2}

5.2.4.3 Bestout

Sil'on applique I'ordre Best out (cf. définitidn R0 pdgé 2&facun des joueurs, nous trouvons les relations
totales décrites sur la figuf€®b.9 et partir desquelles nouggns calculer les équilibres de Nash faibles et
forts (avec la définitioR 13 padel26) :

NEfort = NEfaible = {C1C2,C1C2,C1Cy}

Joueur 1 GG Joueur 2 CJ]C_2
S CillC— GG

FIG. 5.9 — Relations totales calculées a partir de I'ordre Bast o

Etudions a présent les stratégies dominées de ce jeu :

— Joueur 1 : la stratég@, domine faiblement la stratég@ . On élimine donc cette derniére.

— Joueur 2 : Une fois la stratédiz éliminée, le joueur 2 n'a plus de stratégie dominée.

En éliminant les stratégies dominées, on obtient donc deafitgpde stratégies résultat$C;C,,C,C; }, ce
qui raffine les résultats trouvés avec les équilibres de Nash

Les stratégies ne sont pas ici strictement dominées, Bat@limination affecte donc les résultats. Etudions
donc ce qui se passe si on élimine d’abord les stratégiesdasdu joueur 2 :

— Joueur 2 : la stratég@, domine faiblement la stratég@. On élimine donc cette derniére.

— Joueur 1 : Une fois la stratédg® éliminée, le joueur 1 n'a plus de stratégie dominée.

En éliminant les stratégies dominées, on obtient deux sipticfils de stratégies résultatéC,C;,C,C, 1,

ce qui raffine les résultats trouvés avec les équilibres ddaNa

5.2.5 Quelques propriétés

Comme cela a déja été prouvé par [BCI¥], les critéres discrimin, leximin et best-out ne sont{oéale-
ment indépendants. La propriété suivante est toujourbleattans le cadre des jeu booléens.
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Propriété 11 Soit G= (A,V,C, T, ®) un jeu booléen, et soit S et@ux profils de stratégies. On a alors :

et:

(S-P°8) = (S5 g) = (S¢S (5.3)

(S=Uiserg) = (S-'exg) = (5P Q) (5.4)

Preuve :Nous allons démontrer ces implications I'une aprés l'autre
Commengons pgiS-"°S) = (S-95¢'9) = (S-1e¢ g)

(S-P°S) & a(g >a(s)

On sait donc que :

& min{j| 3¢ €2}, S ¢i} > min{j| 3o €=, S £ i}

notéx notéy

~ Vi <y.voi €2, Sl=¢i. S = ¢i
— pour la stratgy, Vo; € 2¥, S| ¢i,S ¥ ¢
— pour la strate, V¢ € Z*, S}~ o

On en déduit que :

- SafS,¥Y) D SafS,%Y)

- Vj<y,SatfS¥)=SafS,>).

On a donc Sx-disor g

Il est alors évident que :

- [ SafS ) [>| Saf(S, Z) |
- Vi <y|Sal(S ) |=| SaS, %) |.

Démontrons & prése(® =95 S) = (S>'*g) = (S>-P° Q) :

Donc :S>-'e*g
(S tdiscr Sl) PN
=
=
o
=
o

S-9¢" S ouvk € {1,...p},Sat(S =¥) = Sat(S,5%)

S>'*Souvke {1,...p},| SatS =¥ |=| SatS,=") |

(Stlex S')

Jktq | Sal(S =¥ [>| Sat(S, ) | etVj <k, | SatS,3)) |=| Sat(S, %)) |
a(s) > a(s)

(5="°8)

Lemme 1 Soit== (>1,...,>n) et='= (>,..., =) deux collections de relations de préférence, et soit S

un profil de stratégies.

1. Si> est contenu dans’ et si S est un équilibre de Nash fort en stratégies pures poalors S est
un équilibre de Nash fort en stratégies pures paur

2. Si= est contenu dans’ et si S est un équilibre de Nash faible en stratégies pures p4ualors S
est un équilibre de Nash faible en stratégies pures peur

Preuve :

1. SoitS= (s1,...,5) un équilibre de Nash fort en stratégies pures potr(>1,...,=n). Onaalors :

Vie{l,...,n},vs €2 (5,s) =i (s,S.0) (5.5)

Or, nous savons que est contenu dans’, i.e. Vi = 1...n, = est contenu dans;{. On a donc,
d’'aprés I'équatiofi5l5,

Vie{1,...,n},ve € 2™ (§,s.) =< (s,5.i)

Le profil de stratégieS est donc bien un équilibre de Nash fort potle= (>7,...,=1).
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2. SoitS= (sy,...,sn) un équilibre de Nash faible en stratégies pures peuf (>-/,...,>5). On a

alors :
Vie{l,...,n},vs €2 (5,s) #i (s,5.) (5.6)

Or, nous savons que est contenu dans’, donci’ est contenu dang, i.e. Vi = 1...n, | est
contenu dang;. On a donc, d’apres I'équatién®.6,
Vie{l,...,n},vs €2 (5,s) #i (s,5.0)

Le profil de stratégieS est donc bien un équilibre de Nash faible petie= (-/,...,>1).

De la propriété11 padeB5 et du lemihe 1 page ci-contre ondéduropriété suivante :

Propriété 12 Soit G= (A,V,C,1,®) un BP-jeu booléen et Préf= (-{,..., =) 'ensemble des relations
de préférence sur G a partir du critéreec{disc lex,bo}.
1. Si S est un équilibre de Nash fort en stratégie pure poungﬁ“e(note Se NEd'SC) alors S est un
équilibre de Nash fort pour Préf?" (noté Se NE'f%Xn). Dans ce cas, S est aussi un équilibre de Nash

fort pour Pre £2° (noté Sc NEPS,). On a donc :
NEfG(G) € NEG!(G) € NEfG:(G)

2. Si S estun équilibre de Nash faible en stratégie pure poaif (noté Sc NEI%, ), alors S est un
équilibre de Nash faible pour Prg¥¢ (noté Se NEISC ). Dans ce cas, S est aussi un équilibre de

Nash faible pour Pre° (noté Sc NEP, ). On a donc :
| .
NEZbie(G) € NEfitie(G) € NERe(G)
Preuve :
1. La suite d'implications S€ NEJiS¢ = Se NE, = Sc NEPS,” est une conséquence directe de
I'équation5.2 page précédente :
Vie{l,...,n}vg €2 (s,50) =% (g,50) = (s,84) 5 (S,5-) (5.7)
Vie{l,...,n},vde2:(s,si) =1%(d,si) = (s,54)=P°(d,s) (5.8)
L'équation®.¥ nous montre queise’ est contenu dar@}e". Donc, d’aprés le lemnid 1 page précé-
dente, siSe NEJSS, alorsSe NE,.
L'équation[5:8 nous montre quﬁ'eX est contenu dansP°. Donc, d’aprés le lemnid 1 page précé-
dente, siSe NE&,, alorsSe NEPS,.
2. La suite d'implications S€ NEI%, |, = Se NEJSS = Se NEPO, . est une conséquence directe

] g faible
de I'équatiolf2.B page ci-contre :
Vie{l,...n},vde2:(s,5i)=P(d,si) = (s,5i) =I"(g s (5.9)
Vie{l,...n},vde2":(s,5) - d'scr (§,5i) = (s.5)> !ex 5,’,3,. (5.10)

L'équation[5.9 nous montre que; bo est contenu da_nsid'scr. Donc, d’aprés le lemmi@ 1 page ci-
contre,#9S¢" est contenu dangP®, et donc siSe NEZISS | alorsSe NEPY, ..
L'équation[5ID nous montre qu’c-:\,d'Scr est contenu dans!®. Donc, d'aprés le lemmid 1 page ci-
contre,#1®* est contenu dang®'s, et donc siSe€ NEI%, ., alorsSe NEJ!SCr
[
Nous allons a présent essayer de décomposer le jeu booléengios'il est plus facile de I'étudier ainsi.
Pour cela, nous introduisons la notion de jeu booléen réduit
Définition 22 (Jeu booléerk-réduit)
Soit G= (A={1,...,n},V,C, 7, ®) un BP-jeu booléen. Salt< k < n.
G~k = (A,V,C,m, ®l1~K) représente lgeu booléerk-réduit deG dans lequel les buts de chaque joueur

sont réduits a leurs k premiéres strate®—=K = (s =Ky
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Lemme 2 Soit G= (A,V,C,T,®) un BP-jeu booléen, et soit&"K = (A V,C 1, ®1~¥) le jeu booléen
k-réduit associé a G.
Ve e {discrlex,bo}, Vi€ A,ona:

e (5.11)
s;éi Cl-Mg o gyoli-kllg (5.12)
Preuve :
1. Démontrons les |mpl|cat|or$> cli-Kg_ Sx/ ¢1=k-1 g yne par une.

(a) Discrimin
S>_discr,[1ﬂk] g .
bt <3l e{1,...,k} tel que:
sals,z}) 2 Sa(S, ) etv] <|,Sal(S 5}) = Saf(s, z))

2 cas sont maintenant possibles.
i. =k
On aalorsyj < k, etdoncvj € {1,...,k— 1}, Saf(S, Zij) = Sat(S’,Zij).
Ce qui nous donne b|e§ﬁ>-d'scr[Hk i) S.
i. I <k, doncl <k-—1.
Dans ce cas, onla {1,...,k—1}. Et on a donc bieg =" g
(b) Leximin

sHlM g o3 e{1,... Kk} tel que
SatS 5})| > [Sat(S,5})| etV <|,|Sa(S =) = |Sat(S,5))|

2 cas sont maintenant possibles.
i. 1=k
On aalorsyj < k, etdoncvj < k-1, |Sal(S,Zij)| = |Sal(S’,Zij)|.
Ce qui nous donne b|e§h>-"3)qhk Us.
i. | <k, doncl <k-1.
Dans ce cas, onlac {1,...,k—1}. Et on a donc b|e1$>-'e"[1ﬂk Us.
(c) Best-out

S bO [1—K] Sl o a1[l~>k( ) > a11~>k (Sl) |
min({j € [1,k] tel que3d; € =) : SK= ¢ })

notéA
& > .
min({j € [1,k] tel que3d; € =/ : S~ ¢ })
notéB

3 cas sont maintenant possibles.

i. A<k etB<A<Kk.
Alors,onaA<k—-1,etB<A<k-1.
Et donc afHk Ui > albk l}(S’).

i. A=k etB<A=k. _
Dans ce casnin({j € [L,k— 1] tel quedd; € =/ : Sf= ¢ }) = oo
DoncB < A= o,
On a encore bieai[lﬁk’l] (S > ai[lﬂk’l](s’).
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iii. A= oo,
On aura alors toujoursin({j € [1,k— 1] tel qued¢; € =) : S ¢ }) =
Et doncB < A = o, etalbk e )>a,1ﬂk Us).

Pour chacun de ces cas possibles, on a®ief** ' 3.

2. Démontrons les |mpI|cat|0rS>éI Gl1=K S;é, el=k-1 g yne par une. Pour cela, on remarque
ue:
! (SySl Mg o gyt dlg) o (st klig g ol K g)
(a) Discrimin
Sy-dsetll =l g o 31 € {1,... k— 1} tel que
Sa(S =}) > Sat(S,3}) etvj < I,SaS 5)) = SaS,3!)
On a donc bien:
3l € {1,...,k} tel queSat(S,5}) > Sa(S,5}) etvj < I,Sat(S 5!) = saS, 5})
Donc, S»d'scr[lﬁk] S
(b) Leximin
S g o g e {1, k—1} tel que

Sat(S,5})| > |Sat(S,5})| etvj <I,|SatS )| = [SatS, )|
Onadoncbiendl € {1,...,k} tel que
3l e {1,....k} : [SatS =)| > [SatS,=})| etV < |,|SatS )| = [SatS,=))|

Donc, S>'e>qlﬁk] S

(c) Best-out

S>_:30 [1—k-1] S o a1[l~>k l( )> a11~>k 1] (g) |
min({j € [1,k— 1] tel quedd; € =) : S}~ b })

notéA
s > _
min({j € [1,k—1] tel que3dd, € T/ : S = ¢ })
notéB

Ces equations sont évidemment toujours vraies paufl, k.

On a donc biers >-b° 1=K g

Propriété 13 Soit G= (A,V,C, T, ®) un BP-jeu booléen, et soit&™X = (A,V,C, m, [bk}) le jeu booléen
k-réduit associé a G .
Si S est un équilibre de Nash fort (resp. faible) en strat@gie pour Preglﬂk {

Ky
= i)

alors S est aussi un équilibre de Nash fort (resp. fa|ble)r|5szc kg = {> tﬁ, }.
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Preuve :
1. Equilibres de Nash forts en stratégie pures :
SoitS= (s1,...,%) un équilibre de Nash fort en stratégie pure pmfé[lﬁk]. Alors :

1K (

Vie{1,..nhvye2® (d,s) <M (s,50)

1K g St[lak—l] g

Or, d’aprés le lemm@ 2, quel que soit le critere utiISﬁgi[ i

Onadonc:

Vie{l,..n}vse2™ (3,5 <" (s,5)

P - c
Sest donc un équilibre de Nash fort en stratégie pure E’mfG[lﬁk].

2. Equilibres de Nash faibles en stratégie pures:
SoitS= (s1,...,S) un équilibre de Nash faible en stratégie pure pawf&hk]. Alors:

Vie{1,...n},vd € 2™ (d,s ) %i[lak] (5,5.1)
Or, d'aprés le lemm@ 2, quel que soit le critére utilBg ¥ § = syl * g,

Onadonc: Lt
vie {L..n}ve e 2%, (4,50) A (s.50)

Sest donc un équilibre de Nash faible en stratégie pure iji&lﬂk].

Conséquence 1Soit G= (A,V,C, T, ®) un BP-jeu booléen, et soits= (A,V,C,m, ®!) le jeu booléen
1-réduit associé a G.

Si le jeu GY n'a pas d’équilibre de Nash en stratégie pure, alors le jeu’&ra pas non plus pour aucun
des critéres discrimin, leximin ou best-out.

Preuve : Supposons que le jeB a un équilibre de Nash. Sachant dbie- GIX P!, d’aprés la propriée13,
le jeuGl1~P~1 aura aussi un équilibre de Nash. Puis, en appliquant la méopeigté, il en sera de méme
pour les jewG1—P-2 G—P-3 jusquau jeuGlY.

Donc, siG a un équilibre de Nash, alo&" a un équilibre de Nash.
Et donc, siGlY n'a pas d’équilibre de Nash, alo@n’aura pas d’équilibre de Nash.

|
La réciproque est fausse : le j@l!! peut avoir un équilibre de Nash, alors que le @gun’en a pas. \oici
un contre-exemple :

Exemple 10 Soit G= (A,V,C, T, ®) un jeu booléen, avec :

— A={1,2} 'ensemble des joueurs,

-V={ab},C=g,

- m ={a}, = {b},

-Z1=(a—bb—a),

— 2y =(a< —b;—b)

SiI'on applique I'ordre Best out a chacun des joueurs, noosvons les relations totales données dans la
figure[5.10.

Ce jeu n'a pas d’'équilibre de Nash.

Sion étudie & présent le jeu booléeRl@ssocié dans lequel les buts des joueurs sont réduits a faigre
strate de leurs buts dans G, on obtient le jeu suivant: & {A V,C, 7, ®[Y} un jeu booléen, avec :

— A={1,2} 'ensemble des joueurs,

-V={abh},C=g,

- m = {a}, e = {b},
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Joueur 1 Joueur 2

FiG. 5.10 — Relations totales calculées a partir de I'ordre Best

- I =fa—b},
On peut & présent construire la forme normale d& G

2| 3 b

l

(1,0)] (1,1)
a 0,1)| (1,0

Ce jeu a un équilibre de Nastab.

5.3 CP-nets

Nous allons ici étudier une autre famille de langages, ugdge de représentation dit “graphique” : les
CP-nets. Ce langage est fondé sur le critere de comparaeeniParibus que nous allons présenter en

sectiol2311.

5.3.1 Ceteris Paribus

Quand un agent exprime en langage naturel une préféretegbe “une table ronde sera mieux dans le
salon qu’une table carrée”, il ne veut sans doute pas direntoporte quelle table ronde sera préférée
a n'importe quelle table carrée. Il veut exprimer le faitigptéférera une table ronde a une table carrée
si ces deux tables ne différent pas significativement dans lutres caractéristiques (la taille, la couleur,
le bois utilisé, les finitions ou encore le prix). Le princigei est a 'oeuvre dans l'interprétation de telles
préférences est que les alternatives doivent étre congtardes choses étant égales par aillgurns encore
Ceteris Paribus

Les préférence€eteris Paribusont été découvertes par G. H. von Wright dans [vIW63], puis éiét
introduites en 1A par Boutilier, Brafman, Hoos et Poole diBBHP99].

SoitV = {X,..., Xy} un ensemble de variables, chaque variabplétant associée a un domaiDéx;).
Soit{Xy,...,Xp} estcontenudans. D({X;...Xp}) =D(X1) x... x D(Xp), produit cartésien des domaines
de chaque variable.

Définition 23 (Indépendance préférentielle)
Un sous-ensemble de variables X pstférentiellement indépendaatson complément ¥V \ X ssi
VX1,%2 € D(X) etVy1,y2 € D(Y)ona:

X1Y1 = X2Y1 SSi XY2 = X2Y2

On dit que x estpréféréea x, ceteris paribus

En d’autres mots, la structure de la relation de préféremdes instanciations d¢, quand toutes les autres
variables sont fixées, est la méme quelle que soit la valeceslautres variables.
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Définition 24 (Indépendance préférentielle conditionnet)
Soit X, Y et Z trois ensembles non vides disjoints formanpartégion de V. X et Y sormonditionnellement
préférentiellement indépendastion ze D(Z) ssiVxy, %2 € D(X) etVyy,y. € D(Y) ona:

X1Y1Z = X2Y1Z SSi XY2Z = XoYoZ

En d’autres mots, I'indépendance préférentielleXdet Y n’est valable que & est instancié &

5.3.2 CP-nets
5.3.2.1 Définitions générales

Les CP-nets ont été introduits dans IBBHP99] comme un oatit peprésenter compactement les relations
de préférence qualitatives. Ce modéle graphique utilisddpendance préférentielle conditionnelle pour
structurer les préférences d’'un agent sous I'hypoti@teris Paribuslls ont été principalement étudiés
dans[[Dom0OPR],[[BBD 044] ou encore [BBDO4k].

Les CP-nets peuvent étre utilisés dans le cadre des jeugdrmode facon a représenter les préférences
de chaque joueur. On ne considérera plus que les buts daggosemnt représentés par une formule lo-
gique, mais directement par un CP-net. Dans ce contéxte,V,D(x) = {x, X} =2 etD({x1...Xp}) =
20a%} Ainsi, un élément d®(x;) correspond & ungx; }-interprétation, et un élément @ {x; ... Xp})

est une{xy ... Xp}-interprétation.

Pour chaque variabké € V, I'agent spécifie un ensemble dariables parentsnotéesPa(X). Ces variables
sont celles qui influent sur les préférences de I'agent desrdifférentes valeurs d¢. FormellementX
etV \ ({X} UPa(X)) sont conditionnellement préférentiellement indépersiétant donn®a(X). Cette
information est utilisée pour créer le graphe des CP-nats tizquel chague noel a Pa(X) comme
prédécesseur immédiat.

Définition 25 (Table de préférence conditionnelle (CPT))

La table de préférence conditionne(leotée CPT) décrit les préférences de I'agent sur les valelerla
variable X, étant données toutes les combinaisons desrgales variables parents.

Pour chaque instanciation de P&), CPT(X) spécifie un ordre total sur {X) tel quevx;,x; € D(X) on
ait soit X > X;j, Soit X > X;.

Définition 26 (CP-net)

Soit V= {X,..., Xy} un ensemble de variablea, = (g,7) est unCP-netsur V, g étant un graphe
orienté sur V, etr étant un ensemble de tables de préférences conditionr@Rd$X;) pour chaque
X, € V. Chaque table de préférence conditionnelle CRT est associée a un ordre total,, selon chaque
instanciation pe D(Pa(X;)).

lllustrons ces définitions avec un exemple simple :

Exemple 11 Soit le CP-net présenté figure 5l 11 page ci-contre(a) quimemes préférences sur le menu
du diner. Ce CP-net est composé de deux variables, S et V gaspondent respectivement a la soupe
et au vin. Je préfere strictement manger une soupe de po(Sspplutdt qu'une soupe de légumes)S
tandis que mes préférences sur le vin rougé ¢ blanc (\) dépendent de la soupe que je mangerai (donc
D(S) ={$p,S} et DV) = {V},W}). En effet je préférerai du vin rouge avec une soupe de |égumais

du blanc avec une soupe de poisson.

La représentation graphique des préférences que nous utions ici dans le cadre des
CP-nets est contraire a la représentation utilisée dans lattérature : dans cette derniére
les fleches vont de I'état le moins préféré vers le plus préfér Afin d’homogénéiser cette
section avec la sectiof Bl 2 nous choisissons ici d'orientes fleches de I'état le plus préféré
vers |'état le moins préféré.
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S-S

@ Sp Vb - Vy
S |\ =W
(a) (b)

FiG. 5.11 — CP-net “Mon diner simple” et le pré-ordre associé

La figure[5.T1L(b) représente la relation de préférence itelpar ce CP-net. L'élément du haui (Svp)
représente le pire état tandis que I'élément du bgs\(8,) est le meilleur état possible.

Nous remarquons ici que nous avons une fléche entre les (&uaY)) et (S A V) car nous comparons
les états 2 par 2, toutes choses étant égales par ailleurs.

5.3.2.2 Sémantique des CP-nets
La sémantique des CP-nets a été principalement étudié¢liam&Z], [BBD™044] ou encore [BBDO4b)].

Définition 27 (Satisfiabilité d’'un CP-net)
Soit A’ un CP-net sur les variables V. Soit XV une variable, UC V les parents de X dang, et
Y =V \ (UU{X}). Soit>-, une relation d’ordre sur DX) dictée par CPTX) pour I'instanciation uc D(U)
des parents de X. Soit enfinune relation de préférence sur(1).
1. Une relation de préférence satisfait>-, ssi yux > yux;, pour tout ye D(Y), & chaque fois que
Xi =u Xj.
2. Une relation de préférence satisfaitCPT(X) ssi> satisfait>-, pour chaque e D(U).

3. Une relation de préférence satisfaitle CP-neta( ssi elle satisfait CPTX) pour chaque variable
X.

Un CP-netn( estsatisfiablessi il existe une relatios- qui le satisfait.

Informellement, un CP-net( est satisfait pas- si >~ satisfait chacune des préférences conditionnelles
exprimées dans les CPTs gesous l'interprétatioreteris paribus

Si on reprend I'exemplg]l 1 page ci-contre présenté en sE&ID2.1 page précédente, la figureb.11 permet
d’ordonner totalement les états possibles (du plus préi¢réoins préféreé) :

(SpAV) = (SpAVE) = (S AVE) = (S AW)
Cette relation- est la seule relation de préférence qui satisfasse ce CP-net

Le théoréme suivant est démontré dans [BRBz] :

Théoreme 1 Tout CP-net acyclique est satisfiable.

Définition 28

Soita( un CP-net sur les variables V, et@ € D(V) deux états quelconqueg. entraineo = o’ (i.e. I'état
o0 est préféré a’9, notéa. = o - d, ssi o~ o dans chaque relation de préférence qui satisfait

Lemme 3 ([BBD™044]) La conséquence préférentielle en ce qui concerne un CPshetasitive. Donc,
siad Fo-0deta =0 ~0"alorsa Fo>0".

Ce lemme nous permet de simplifier les futurs schémas.
Par exemple, sur la figuEeR]11 de I'exendple 11 page ci-comtngs pouvons supprimer la fleche entre les
nceudg§ AVp) et(SpA W) car elle est déductible par transitivité.
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5.3.2.3 Utilisation des CP-nets dans les jeux booléens

Les définitions classiques des CP-nets doivent étre adaptée pouvoir étre appliquées a des jeux boo-
Iéens. En effet, nous sommes ici dans un contexte particulides variables que nous manipulons sont
booléennes, et ou nous avons plusieurs joueurs. Dans cextanthaque joueur doit pouvoir choisir la
stratégie qui lui permettra d’obtenir le “meilleur résul@ssible”. Pour ce faire, nous pouvons utiliser les
notions définies en sectiGn b.1 pdgé 26 pour calculer ledikepsi de Nash et les stratégies dominées, a
condition de disposer d'une relation de préférence pougwbgoueur sur 'ensemble des profils de straté-
gies. Les CP-nets interviennent ici puisqu’ils constituanoutil de représentation des préférences et donc
fourniront ainsi les relations de préférence de chaqualjoue

SoitG = (A,V,C,1,®) un jeu booléen, ave& = {1,...,n} I'ensemble des joueurs, &= {§1,...,pn}
I'ensemble des buts des joueurs. Ces buts ne sont plus iéiseptés par une formule en logique proposi-
tionnelle, mais par un CP-net.

On définit donc :

Définition 29 (Table de préférence conditionnelle pour un ja booléen (CPT))

Latable de préférence conditionnglleur un jeu booléen (notée CRX)) décrit les préférences du joueur

i sur les valeurs de la variable X, étant données toutes leshtmaisons des valeurs des variables parents.
Pour chaque instanciation p de fX), CPT(X) spécifie un ordre total tel que I'on ait soit; p X, soit

X =i pX.

Définition 30 (CP-jeu booléen)
Un CP-jeu booléemst un 5-tuple G= (A,V,C,,®), ou A= {1,...,n} est un ensemble de joueursV
{X1,...,%n} est un ensemble de variablestet= (A1, ..., An), chaquen; étant un CP-net surV.

Dans ce cadre, nous ne pouvons plus veérifier :

Vie{l,...,n}CAd;i }£ L
Pourtant, il est possible de garder les contraintes desije@® supprimant les états impossibles a satisfaire
du pré-ordre associé aux CP-nets des joueurs. Nous en mmrgren exemple simple (Exemple 3 en
sectiof 53313 padebl) apres avoir étudié quelques ersmhis simples.
5.3.3 Exemples
5.3.3.1 Exemple 1

Etudions un exemple simple. Soit le jéu= (A,V,C, 11, ®) suivant :

—A={12}
-V ={a,b}, avecD(a) = {a,a} etD(b) = {b,b}.
~C=o,

m = {a}, e = {b},
Le but du joueur 1 est représenté par un CP-net,
Le but du joueur 2 est représenté par un CP-net.

Dans le cas ou nous avons un jeu a deux joueurs et deux vaiables avons 9 possibilités d'influence des
variables les unes sur les autres, dont certaines sontsguest. Nous allons donc étudier 6 cas intéressants
pour voir ce qui se passe.

— Cas n’1: les variables sont indépendantes pour les deux joures

Joueur1: Le CP-net représentant le but du joueur 1 est donné en Bgillepage suivante (a). Il permet
d’obtenir en figur€5A2 page ci-contreﬂﬂx) pré-ordre partiel entre les stratégies.

SPour calculer facilement les équilibres de Nash de ce jaus nwettons en exergue les relations qui nous intéressentpague
joueur. Ces relations apparaissent sous la forme de flechssirillé sur la figure.
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(@) (b)

FIG. 5.12 — CP-net des préférences du joueur 1 et le pré-ordseidgsour le cas n’1

Joueur 2 : Le CP-net représentant le but du joueur 2 est donné en EgiiBéa). Il permet d’obtenir en
figure[o.IB(b) le pré-ordre partiel entre les stratégies.

®

‘a»a‘ ‘5>b‘

(@) (b)
FIG. 5.13 — CP-net des préférences du joueur 2 et le pré-ordveidgsour le cas n°1
Grace aux figurds 5 12(15), 5113(b) et a la définifich 13 pafi@@6s pouvons calculer les équilibres de
Nash faibles et forts. Ce calcul nous donne ici un seul résult
NEtaible = {ab}
NEfor = {ab}

Ce résultat est pertinent : en effet, chaque joueur va in&aia variable qu'il contréle de facon a
satisfaire ses préférences.
L'élimination des stratégies dominées fournit le mémeltésu

— Cas n°2 : les variables sont indépendantes pout, et la variable a influe sur l'instanciation de b
pour 2
Ce cas est symétrique avec le cas ou les variables sont imdiE#pies pour 2, et la variabteinflue sur
I'instanciation dea pour 1

Joueur 1 : Le CP-net représentant le but du joueur 1 est donné en figlid€a), ainsi que le pré-ordre
correspondant en figute 5l114(b).

®

‘a>é‘ ‘b>5‘

(@) (b)

FIG. 5.14 — CP-net des préférences du joueur 1 et le pré-ordseidgsour le cas n°2

Joueur 2 : Le CP-net représentant le but du joueur 2 est donné en Egifigpage suivante(a), ainsi que
le pré-ordre correspondant en figlre®.15 page suivante(b).
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e a = b
a|b>b
(a) (b)

FIG. 5.15 — CP-net des préférences du joueur 2 et le pré-ordveidgsour le cas n°2

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts ici nouséam seul résultat :
NEtaible = {ab}

NEfort = {aB}

Ce résultat est pertinent : en effet, le joueur 1 va instarecgvrai, et le joueur 2 le sait. Il va donc
instancietb afaux
L'élimination des stratégies dominées fournit le mémeltésu

Cas n°3 : les variables sont indépendantes polt, et la variable b influe sur 'instanciation de a
pour 2

Ce cas est symétrique avec le cas ou les variables sont imdigpes pour 2, et la variabdeinflue sur
I'instanciation deb pour 1.

Joueur 1 : Le CP-net représentant le but du joueur 1 est donné en figlii€a), ainsi que le pré-ordre
correspondant en figufe 5116(b).

®

‘a»a‘ ‘b»B‘

(@) (b)

FIG. 5.16 — CP-net des préférences du joueur 1 et le pré-ordveidgsour le cas n°3

Joueur 2 : Le CP-net représentant le but du joueur 2 est donné en Eglilepage ci-contre(a), ainsi
gue le pré-ordre correspondant en figureb.17 page suitgnte(

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts ici nousdam seul résultat :
NEtaible = {ab}

Ce résultat est pertinent : en effet, chaque joueur va in&aia variable qu'il contréle de facon a
satisfaire ses préférences.
L'élimination des stratégies dominées fournit le mémeltésu
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@ b|a~a
b|a-a
(a) (b)

FIG. 5.17 — CP-net des préférences du joueur 2 et le pré-ordveidgsour le cas n°3

— Cas n’4: la variableainflue sur linstanciation de la variable b pour les deux joueurs
Ce cas est symétrique avec le cas ou la varialdlue sur I'instanciation de la variab&pour les deux
joueurs.

Joueur 1 : Le CP-net représentant le but du joueur 1 est donné en figlifi¢a), ainsi que le pré-ordre
correspondant en figuEe5118(b).

® [as

e a|bs-
a|b>-b
() (b)

FIG. 5.18 — CP-net des préférences du joueur 1 et le pré-ordveidgsour le cas n°4

Joueur 2 : Le CP-net représentant le but du joueur 2 est donné en figli¢a), ainsi que le pré-ordre
correspondant en figuEe5119(b).

® [as

Y.

e alb=b
a|b>-b
(a) (b)

FIG. 5.19 — CP-net des préférences du joueur 2 et le pré-ordveiégsour le cas n°4

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts ici nousdam seul résultat :
NEtaible = {ab}

N Efort = {aB}

47



Ce résultat est pertinent : en effet, chaque joueur va iniata variable qu’il contréle de facon a
satisfaire ses préférences.
L'élimination des stratégies dominées fournit le mémeltésu

— Cas n°5 : la variablea influe sur 'instanciation de la variable b pour 1 et la variable b influe sur
I'instanciation de la variable a pour 2

Joueur 1 : Le CP-net représentant le but du joueur 1 est donné en figlill¢a), ainsi que le pré-ordre
correspondant en figuEe5120(b).

albs- A
alb-b
(@) (b)

FIG. 5.20 — CP-net des préférences du joueur 1 et le pré-ordseidgsour le cas n°5

Joueur 2 : Le CP-net représentant le but du joueur 2 est donné en figlili€a), ainsi que le pré-ordre
correspondant en figuieb121(b).

®

§-E-E-E

@ -
b|a-a
(a) (b)

FIG. 5.21 — CP-net des préférences du joueur 2 et le pré-ordveidgsour le cas n’5

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts ici nouséam seul résultat :
NEtaible = {ab}

NEfort = {ab}

Ce résultat est pertinent : en effet, chaque joueur va ingata variable qu’il contréle de facon a
satisfaire ses préférences.
L'élimination des stratégies dominées fournit le mémeltésu

— Cas n’6 : la variableb influe sur 'instanciation de la variable a pour 1 et la variable a influe sur
I'instanciation de la variable b pour 2

Joueur 1 : Le CP-net représentant le but du joueur 1 est donné en figRBepage ci-contre(a), ainsi
que le pré-ordre correspondant en figureb.22 page suitgnte(
Joueur 2 : Le CP-net représentant le but du joueur 2 est donné en figlBepage ci-contre(a), ainsi
gue le pré-ordre correspondant en figureb.23 page suitgnte(

48



». .

-

@ b|a-a
b|a-a
(a) (b)

FIG. 5.22 — CP-net des préférences du joueur 1 et le pré-ordveidgsour le cas n°6

Y.

@ [aa

».

El-{ee ]

e alb=b
a|b>b
(a) (b)

FIG. 5.23 — CP-net des préférences du joueur 2 et le pré-ordveidgsour le cas n°6

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts ici nouswéateux résultats :
NEtaible = {ab,ab}

N Efort - {ab,éB}

Comme ici les préférences principales de chaque joueur nerfigas sur la variable qu'ils contrélent,
ils sont obligés d’essayer d’'anticiper le choix de I'autregur. Ils ont donc une chance sur 2 de choisir
ensemble une stratégie qui leur conviendra a tous les deux.

L'élimination des stratégies dominées ne fournit ici auocésultat : aucune stratégie n'étant dominée
pour aucun des deux joueurs, on ne peut en éliminer aucune.

5.3.3.2 Exemple 2

Etudions a présent un exemple un peu plus compliqué aveceBijgypour voir comment cela se déroule.
Soit le jeuG = (A,V,C, 1, @) suivant :

— A={1,2,3}
-V ={a,b,c}, avecD(a) = {a,a}, D(b) = {b,b} etD(c) = {c,T}.
~-C=g,

m = {a}, e = {b}, s = {c},

Le but du joueur 1 est représenté par le CP-net figuré 5.22 dgante,

Le but du joueur 2 est représenté par le CP-net figuré 5.25qdgante,

Le but du joueur 3 est représenté par le CP-net figuré 5.26pagante.

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts nous datim®mme résultat :

NEtaible = {abc}
NEfort - {ébﬁ}
L'élimination des stratégies dominées fournit le mémeltasu

Ce résultat est cohérent : en effet, les joueurs 1 et 2 votarioger les variables qu'ils contrélent de fagon
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anb | c~T
arb|c-tT
anb | ct=c
anb | c-T
€Y (b)

FIG. 5.24 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurjau

o

©

abc
anb|c>T
aAb | T>cC abel[”
anb | T-c —
anb|c-t el
€Y (b)

FiG. 5.25 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurjau

(@ () [abe]

FiG. 5.26 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurj8u
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a satisfaire leurs préférences (1 va instanaiafaux 2 va instancieb avrai). Le joueur 3, sachant cela,
instanciera selon l'instanciation da, donc instanciera a faux

5.3.3.3 Exemple 3

Etudions a présent un exemple avec des contraintes.

Soit le jeuG = (A,V,C, 1, ®) suivant :

- A={12}
-V ={a,b,c}, avecD(a) = {a,a}, D(b) = {b,b} etD(c) = {c,T}.
- C=-avg,

m = {a,b}, ;m={c},
Le but du joueur 1, et le pré-ordre associé sur les profilsrdeégies, sont représentés par la fiqurels.27,
Le but du joueur 2, et le pré-ordre associé sur les profilsrdgégies, sont représentés par la fidurels.28.

) |abc|”

a-a b>b BEETR

® ® [
(©

aAb | c>-T =
aAb|tTc>c abe
anb | cT>c -~

— wjabc],
anb|c>-c

(a) (b)

FiG. 5.27 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurjhu

|abc

(@)
&
i
ol o
7

ol

(@)

Az (b)

FiG. 5.28 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurjau

Sur ces figures, les états entourés par un trait double sactessibles : ce sont les états ne respectant pas
I'ensembleC de contraintes.
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Nous devons donc réécrire les pré-ordres associés aux SRle® préférences de chacun des joueurs.
Mais, on peut remarquer ici que comme les états contea@asint interdits, on peut également modifier
les CPTs. Ces derniers sont représentés en figqures 5[29%kt 5.3

b

P

anb| ¢
anb c I
anb | Ct~c —
— abc |,
anb|c>-T ’
(a) (b)

FiG. 5.29 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurjau

a-a | abe
abc
b>-b
a|b-b
anb | ¢’
anb c
anb | c~tT
(a) anb | CT>cC NZ(b)

FiG. 5.30 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurjau

On voit sur la figurd’5.30 que certains états ne peuvent ptescémparés pour calculer les équilibres de
Nash : en effet I'étadibc par exemple ne peut étre comparé a I'état pour le joueur 2. Ce dernier étant
interdit parC, on considérera donc que I'étalbcest préféré pour ce joueur, tout comme |'éfht.

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts nous datim®mme résultat :

NEfaible = {abc}
NEfort = {abC}

5.3.4 Propriétés des CP-nets dans les jeux booléens

Dans un premier temps, examinons ce qui se passe lorsquiesgaseurs ont le méme graphe, ce dernier
étant acyclique (ce qui correspond aux cas 1 et 4 de I'exeinfdectiof5.3.311 padeld4)).

Exemple 12 Soit le jeu G= (A,V,C,1,¢) suivant :
- A={1,2,3}

8]l est inutile de marquer ques- T car I'étatalx est interdit par 'ensemble de contraintes.
“Ici, il faut rajouter une dépendance enketC afin de pouvoir éliminer les cas interdits par 'ensemble afetraintes.
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-V ={a/b,c,d,e}, avec Oa) = {a,a}, D(b) = {b,b}, D(c) = {c,c}, D(d) = {d,d}, D(e) = {e,&}
-C=g,

-y = {avd}’ = {b}’ 3= {Ca e}’

— Les buts des trois joueurs sont représentés par un mémegeayclique donné en figure 531

FiG. 5.31 — Graphe acyclique représentant les préférencesigée®joueurs

Par contre, les joueurs n'ont pas les mémes tables de préfégeconditionnelles. Les préférences propres
aux joueurs sont représentées figre b.32 pour le jodefigure[5.3B pour le jouel? et figurd5.34 page
suivante pour le joueus.

— anc | d>d
ara ant |d>-d
aAnc | d-d
anb|trc anc | d-d
aAb|c>T
anb|c>T
aAb|cTc-c
d|e-e
IIII GQ d|e~-e

FiG. 5.32 — CP-net des préférences du joueur 1

anc | d=d
@ ant | d>=d
anc | d-d
anb|crt anc | d-d
anb | T>c
anb|ctc-c e
aAb|c>-tT
d|e-e

m

[b-B] (&) ©® [@]ere

FiG. 5.33 — CP-net des préférences du joueur 2

En étudiant ce jeu, on constate tout d’abord que le jodewa instancier la variable a, qui estindépendante
préférentiellement, de fagon a satisfaire le mieux sesépeates. On aura donc a instancié a vrai. De
méme, le joueu? instanciera b a vrai.

Le joueur3 sait que les joueurs et 2 ont instancié leurs variables a et b de cette facon : il cohteirs
préférences et sait que ce sont des joueurs rationnels.dbve instancier la variable ¢ qu'il contrdle en
conséquence. Cette variable devient donc indépendanfi&rpnéiellement selon I'instanciation de a et b.
On aura forcément c instancié a vrai.

De méme, l'instanciation de la variable ¢ par le joueipermet al d’instancier d a faux, ce qui permet
enfin &3 d'instancier e a faux.

On obtient donc le profil de stratégies-Sabade.

S est le seul et unique équilibre de Nash de ce jeu.
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— anc | d~d
a-a ant | d>d
anc | d-d
aAb anc | d-d
aAb
anb
anb
d|e-e
d|le~-e

FIG. 5.34 — CP-net des préférences du joueur 3

Essayons de généraliser et de démontrer le résultat quegreasentons sur cet exemple.

Propriété 14 Soit G= (A,V,C, 1, @) un CP-jeu booléen, tel que les graphgssont tous identiques7, j,
Gi = Gj) etacycliques.
Ce jeu G ainsi défini aura alors un et un seul équilibre de Nasheh stratégie pure.

La preuve de cette propriété utilise la notionrdeherche du résultat optim&utcome optimization que-
ries) introduite par [BBHP99, BBD04a]. En effet, chercher le résultat optimal d’'un CP-netonsiste
intuitivement a parcourir le graphe de haut en bas (c’est@dbs parents aux descendants), en instan-
ciant chaque variable a sa valeur préféré selon l'instéinciae ses parents. Cette procédure est appelée
recherche avanfforward sweejp
Il a été montré dans[_ IBBHPBI] que si le graphe ne permet giéméeat pas de déterminer une unique
relation de préférence, il permet de déterminer un unigsti& optimal.
C’est exactement cette procédure que nous appliquons pouver la propriété précédente, et qui nous
permet de déterminer I'unique équilibre de Nash d’un jeu tesCP-nets représentant les buts des joueurs
forment tous le méme graphe acyclique.
Preuve :Nous allons faire cette démonstration en deux temps : taltatd nous démontrerons I'existence
de cet équilibre de Nash, puis nous en démontrerons I'énicit
— Existence:
Les CP-nets représentant les buts des joueurs forment phegegyclique, donc il existe au moins une
variable qui est préférentiellement indépendante (etena donc sommet du graphe).
SoitA £ @ 'ensemble des variables préférentiellement indéperda@n a donPa(A) = @. Soitac A
et soiti le joueur qui contréla (a € ;). SoitD(a) = {a,a}. Comme les préférences des CP-nets sont
représentées par des préférences strictes, onaspé, soita - a. Le joueur peut ainsi fixer la valeur
dea.

Une fois que la valeur de toutes les variables appartendgnseimbleA sont fixées, on peut instancier
de la méme facon les variables ayant comme parents deslearagipartenant a I'ensemlfle

Soit B I'ensemble de variables tel gira(B) C A. Cet ensemble existe car le graphe est acyclique. Les
variables deB sont conditionnellement préférentiellement indépenekaselorss € D(A).

Soitb € B, et soitj le joueur qui controld (b € 1;). Les valeurs de toutes les variables appartenant a
Pa(b) étant fixées, il ne reste plus qu’un choix pour fixer la valeab.dSoit D(b) = {b,b}. On a alors
soitb - b, soitb > b. Le joueurj peut ainsi fixer la valeur de.

On peut ainsi instancier toutes les variables de I'enseBidRais, en procédant de la méme fagon, il est
possible d’'instancier toutes les variables ayant commenpsudes variables appartenant a I'ensemble
AUB. On procéde de cette facon jusqu’a ce que toutes les vasidbleensembl® soient instanciées.

Une fois toutes les variables instanciées, le profil deégiasS=s;...s, obtenu est un équilibre de

Nash fort en stratégies pures.

Soit le joueuri. Toutes les variables que ce joueur contr6le sont préfiéilembent indépendantes ou

conditionnellement préférentiellement indépendantasttatégies, appartenant au profil de stratégies
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S, correspond a l'instanciation optimale pawdes variables dg;, quels que soient les choix des autres
joueurs. On a donc:

v € 2™ (s,s.i) =i (§,5.0)

Cette équation est valable pour toutes les stratégies ceamff® On a donc bien :
Vie{l,...,n},vs €27, (s,50) =i (5,5-0)

Le profil de stratégieS= (sy,...,Sy) est donc bien un équilibre de Nash en stratégies pures.

— Unicité :
Supposons que ce jeu ait deux équilibres de Nash : les prefigatégieS= 515 ... s, etT =tita. . .tn.
SetT doivent étre différents. On adofice {1,...,n}, s #t;, avec:

v € 2™ (s,s.i) =i (§,5.0)

vt € 2, (ti,t) =i (8, t)

Soiti le joueur pour qug # t;. Il existe donc une variable contrélée paui n’a pas la méme instancia-
tion pour les stratégies ett;. Notons cette variablesachant que € 15 et queD(v) = {v,v} (donc soit
Ve Setve T, soitve Setve T).

Or, comme le graphe est acyclique,

— soitv est préférentiellement indépendant, auquel cas on & sgiv, soitv = v.

Supposons que-; V, quev € Set donc qu& € T. Dans ce cadit) € 2™, (t,t_;) =i (t/,t_;) n'est plus
vérifié puisqu’il suffit de poseff comme étant; dans lequel on rempladgarv. T n’est donc pas un
équilibre de Nash (et vice versa pdaisi v =i v). On a le méme raisonnementist Setve T.

— soitv n'est pas préférentiellement indépendant. Mais, commedphg est acyclique, si on applique
I'algorithme précédent pour instancier tous les parentg den’y a qu’une et une seule possibilité a
chaque fois en partant des variables préférentiellemédap@ndantes. Et une fois toutes ces variables
instanciées, on peut considévazomme étant préférentiellementindépendante. On mortrs dé la
méme facon que précédemment que $abit Sne sont pas des équilibres de Nash.

|
Les définitions classiques de la théorie des graphes nooseftent d’introduire les notions suivantes :

Définition 31 (Union de graphes)

Soit G= (A,V,C, ,®) un CP-jeu booléen tel qué € A, les graphes;; sont tous acycliques.

Pour chaque joueur ig; = (V,Arc), V étant 'ensemble des noeuds du grépkeArg représentant 'en-
semble des arcs orientés du graphe représentant le CP-riet de

L'union des graphede G sera le graphg = (V,ArciU...UArC).

Définition 32 (Jeu équivalent par réecriture)

Soit G= (A,V,C, . @) un CP-jeu booléen tel qué € A, les graphes;; sont tous acycliques.

On appelle G = (A)V,C, 1, ®*) le jeu équivalent par réecriture dedans lequel on a remplacé le graphe
issu du CP-net représentant le but de chacun des joueursyaoh de tous les graphes des joueurs.

Les tables de préférences conditionnelles sont modifiétgzda a correspondre avec le nouveau graphe,
tout en donnantles mémes préférences qu’avant: si &) est ajouté au graphe, la table de préférence
conditionnelle de la variable Y sera la méme que précédernpoem chague instanciation D(X). Plus
formellement, si on note? la relation associée a la table de préférence conditior€IPT(Y) pour le
CP-net du joueur i dans le jeu G, on a pour le jeti G/x € D(X), =), =+{3=>1.

Propriété 15 Soit G= (A,V,C, 1, ®) un CP-jeu booléen tel qué € A, les grapheg; sont tous acycliques.
Soit G = (A,V,C, 1, ®@*) le jeu équivalent par réecriture de G.

Le jeu G permet d’obtenir les mémes pré-ordres sur les profils daégias que le jeu G. On dit que &
G* sont équivalents

8ici identique pour chacun des joueurs puisque c'est I'eféeintes variables du jeu.
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Preuve :Soit, pour chaque jouelle A, = la relation de préférence qui satisfait le CP-net du joug@aur
le jeuG. Montrons que=; satisfait le CP-net du joueupour le jeuG*.
V¥X €V deux cas se présentent :

1. X a les mémes parents dans le CP-neGdeet deG. Dans ce cas 13, la relation’ est la méme
vx € D(X).

2. X n'a pas les mémes parents que dans le CP-net dB.jeln arc a été ajouté. Notorf¥, X) cet arc.
On a alorsvy € D(Y), ify:if(- On a donc bien la méme relation.

La relation=; satisfait donc bien le CP-net du jougyour le jeuG*. ]

Exemple 13 Etudions le jeu G correspondant au cas numéro 2 de I'exemfgedtiof 53311 pade14).
Les CP-nets représentant les buts des deux joueurs so@éssfigur€5.35.

Joueur 1 Joueur 2

a>a

®
‘a>é‘ ‘b>5‘ alb-b
alb-b

FiG. 5.35 — CP-nets des préférences des joueurs

Le CP-net du joueut est donc représenté par le grapbe = ({A,B}, @), celui du joueu2 par le graphe

g2=({AB},{(AB)}).
Le graphe représentant I'union de ces deux graphes seradphgr: ¢ * = ({A,B},{(A,B)}).
SiI'on remplaceg et G2 par G *, on obtient les CP-nets présentés figure b.36.

Joueur 1 Joueur 2

® [ara] @ [ara

alb=b alb>=b
e al|b=b e a|b-b

FiG. 5.36 — CP-nets des préférences des joueurs aprés l'ursagraghes

Les jeux G et Ginduisent les mémes pré-ordres sur les profils de stratégies

Remarque: Si I'union des graphes des joueurs d’un f@ypermet d’obtenir un graphe acyclique, alors la
propriétd Th pageh4 est applicable sur le@Léquivalent par réecriture@ Comme ces deux jeux sont
équivalents, le jets aura un et un seul équilibre de Nash en stratégie pure (vemphd 1H).

Par contre, si 'union des graphes des joueurs est un graligue, ni I'unicité ni I'existence d’'un équi-
libre de Nash en stratégie pure ne sont plus garantis (veinpidIb page™$9).

Exemple 14 Soit le jeu G= (A,V,C, 1, ®) suivant :

~ A={12)
-V ={a,b,c}, avec Oa) = {a,a}, D(b) = {b,b} et D(c) = {c,T}.
- C=g,

- Ty = {a7 b}l = {C}l
— Le but du joueuld, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sepitésentés par la figule 5137
page suivante,
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o

©

anb | c~T
anb|Tt>-c
anb | Ct>c —
— . jabc|,
anb | c>~T

(a) (b)

FiG. 5.37 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurjhu

_|abe

(@)
N
job
ol|lo
Y |Y
o

&f

o

3

3]

(a) T abe

A2 (b)
FiG. 5.38 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurjau
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— Le but du joueu®, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, semtasentés par la figuie39

page précédente.

On calcule a présent I'union des graphes issus des CP-nptégentant les buts de ces deux joueurs, et
I'on crée ainsi le jeu G équivalent par réecriture au jeu G. Les buts des deux jousamsalors représentés
par les CP-nets représentés figlire .30 ef5.40.

b-b

a|b=b

©/O

anb|c~tT

arb|ts-c

anb | T>c

anb|c-t
(a)

| abc

(b)

FiG. 5.39 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé éurjiyour le jelG* équivalent par réecri-
ture deG

— a —
a-a = abc
—

®\ g
i

l
o
o

abc
anb | c~tT
arb|ts-c
anb [ —
a b c-T e
anb|t>-c
(@) " abc
A2 (b)

FiG. 5.40 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurjgdypour le jelG* équivalent par réecri-
turede G

L'union des graphes donne ici un graphe acyclique. On peatdmppliquer la propriétél4 padeb4 : le
jeu G aun et un seul équilibre de Nash.
En effet, le calcul des équilibres de Nash faibles et fortssmonne ici comme résultat :

NEfaible = {abc}

NEfort - {abC}
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Par contre, I'exemple suivant montre bien que si I'union gleghes fournit un graphe cyclique, alors il
peut ne pas y avoir d’équilibre de Nash en stratégie pure.

Exemple 15 Soit le jeu G= (A,V,C, Tt @) suivant :

- A={1,2,3}
-V ={a,b,c}, avec Oa) = {a,a}, D(b) = {b,b} et D(c) = {c,T}.
- C=g,

™ = {a}, T = {b}, T8 = {c},

Le but du joueutl, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sgpdsentés par la figuie 541,
Le but du joueug, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sgpasentés par la figuieRl42,
Le but du joueus, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sgmtésentés par la figulEe 543

page suivante.

©  [erc]
® [a-a

o | Tl

albs-
e a|bs-
(a) (b)

FiG. 5.41 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurjhu

aAnc | b>b -
ant | b=b ?bc
anc | b=b ﬁm
ant | b>=b

€Y (b)

FiG. 5.42 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurjau
Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts ne nous daimucun résultat. Il n'y en a pas.

SiI'on calcule I'union des graphes de ce jeu, on trouve lepiadonné en figule 5 U4.
Ce graphe est bien cyclique.

De méme, si on étudie le cas n°6 de I'exemple en seEfion @.pa&yd 4K, on constate que si 'union des
graphes est cyclique il peut y avoir plusieurs équilibredldsh en stratégie pure.

Exemple 16 Etudions le jeu G correspondant au cas numéro 6 de I'exemdedtion 53311 pade14).
Les CP-nets représentant les buts des deux joueurs somméssigur€5.45 page suivante.

59



anb|c>tT —
anb | T>c gbc
anb|ctc-c —

— abc
anb|c>tT

(@) (b)

FiG. 5.43 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurj8u

(®)

FIG. 5.44 — Union des graphes

Joueur 1 Joueur 2

®

b|la-a alb>b
@ b|la-a alb-b

FIG. 5.45 — CP-nets des préférences des joueurs

60



Ce jeu a deux équilibres de Nash faibles et forts :
NEaible = {ab,ab}

NEfor = {ab,ab}
Si I'on calcule I'union des graphes de ce jeu, on trouve leppasur la figur€5.46 :

(B)

FIG. 5.46 — Union des graphes

Ce graphe est bien cyclique.

5.3.5 Introduction d’une relation d’indifférence

Nous supposons a présent que les relations d’ordre quiveéttes préférences des joueurs dans les tables
de préférences conditionnelles ne sont plus totales maielfes. |l peut y avoir des relations d'indiffé-
rence entre deux valeurs pour une variable donnée.

On redéfinit alors dans ce cadre les tables de préférencdiioanelles et les CP-nets.

Définition 33 (Table de préférence conditionnelle (CPT))

La table de préférence conditionne{teotée CP[X)) décrit les préférences du joueur i sur les valeurs de
la variable X, étant données toutes les combinaisons desifsatles variables parents.

Pour chaque instanciation p de X), CPT(X) spécifie urordre partiel tel que I'on ait soit x-j p X, Soit

X =i p X, SOit X~j p X.

Définition 34 (CP-net)

Un CP-netpour le joueur i sur les variables V= {Xy,...,Xn} est un graphe orienté G suriX..,Xn.
Chaque nceud pest annote avec la table de préférence conditionnelle; Cfcorrespondante. Chaque

table de préférence conditionnelle GEXj) est associée a uordre partiel »i’,p, selon chaque instancia-
tion p e D(Pa(X;)).

Présentons un exemple de jeu utilisant cette nouvelle téfirdes CP-nets.
Exemple 17 Soit le jeu G= (A,V,C, 1, ®) suivant :

- A={1,2}
-V ={a,b,c}, avec Oa) = {a,a}, D(b) = {b,b} et D(c) = {c,T}.
- C=g,

- m ={ab}, m=/{c},

— Le but du joueuld, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, septésentés par la figule 5147
page suivante,

— Le but du joueug, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sepitésentés par la figule 5148
page suivante,

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts nous dotirmimme résultat :

NEtaibie = {abc abc,abc abc}
NE;or = {abc albic,abc abc}

Etudions maintenant sur un exemple ce qu'il se passe lorsmiseles joueurs ont un graphe commun
acyclique, et que I'on a des préférences partielles.

Exemple 18 Soit le jeu G= (A,V,C, 1, ®) suivant :
- A={1,2,3}
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aAb
anb
anb
anb

(a) (b)

FiG. 5.47 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurjhu

€Y (b)

FiG. 5.48 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurjau
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-V ={a,b,c}, avec Oa) = {a,a}, D(b) = {b,b} et D(c) = {c,T}.

-C=g,

- m = {a}, = {b}, 76 = {c},

— Le butdu joueult, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, seprigsentés par la figulEe K9,
— Le but du joueu, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sgprigsentés par la figules150,
— Le butdujoueus, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, sgmigsentés par la figulehl51.

abcl<—| alt [«<—{ abc |« abc
o :

(@)
©

2

ol| Tl

Ql
T |o
l
ol
Y
o

(@) (b)

FiG. 5.49 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurjhu
a~a

alb=b alc-c¢

b-b alc-tT
€Y (b)

FiG. 5.50 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurjau

Qi

a|c~C

ol
Y
(e
ol

c-T
(@) (b)

FiG. 5.51 — CP-net des préférences et le pré-ordre associé eurj8u

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts nous docireimme résultat :
NEtaible = {abc abc}

NEfor = {abgabc}
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Cet exemple nous montre que I'unicité des équilibres de Kasdt plus assurée. Nous allons montrer que
I'existence I'est toujours.

Propriété 16 Soit G= (A,V,C, 1, ®) un jeu booléen, dont les CP-nets représentant les buts desiijs
forment tous le méme graphe acyclique (les tables de préfégeconditionnelles pouvant étre différentes
selon les joueurs), et avec des préférences conditiorsgéigielles.

Ce jeu ainsi défini aura alors au moins un équilibre de Nashtextégie pure.

Preuve :La démonstration de cette propriété est exactement la mémeeile de la propriéfell4 paigd 54.

En effet, cette partie de la démonstration n’utilise paaitefue les préférences conditionnelles sont totales.
]

Remarque : Nous pouvons ici comme dans la section 3.3.4 dage 52 caleujeu G* équivalent par

réecriture dés en faisant I'union des graphes.

Si I'union des graphes des joueurs d’un jBpermet d'obtenir un graphe acyclique, la propr[EfE 16 est

applicable sur le je®* équivalent par réecriture@ Comme ces deux jeux sont équivalents, leGeaura

au moins un équilibre de Nash en stratégie pure.

5.4 Comparaison entre buts a priorité et CP-nets

On peut se demander pourquoi définir ces deux méthodes dsespation des préférences. Y en a t'il une
meilleure, plus efficace que l'autre ?

Les préférences Ceteris Paribus, utilisées pour consthesr CP-nets, sont plus intuitives et sont plus
proches des préférences des utilisateurs. Elles sontaatiled a spécifier.

Mais ces préférences ne suffisent pas. En effet, certaiéérences ne peuvent pas étre traduites grace a
des CP-nets. C’est pour cela qu'il est nécessaire d’exglaite seconde méthode, ici les buts & priorité,
moins intuitive, mais qui permet d’élargir le cadre de tihva

Par exemple, le jeu présenté en secfion b.2.3 pabe 32 uliisebuts a priorité, mais ne pourrait pas
étre traduisible avec des CP-nets : les buts des joueursftenhde comparer des états qui ne sont pas
identiques toutes choses étant égales par ailleurs.

D’autres jeux seront exploitables avec les CP-nets mais reefont pas avec les buts a priorités. Par
exemple, le jeu présenté dans I'exeniplk 18 dage 61 ne pedtngasaduit avec des buts a priorité. En
effet, si I'on considére le but du joueur 1, représenté fiflfi® page précédente, la relation d’ordre asso-
ciée comprend des états incomparab@s et abc par exemple), et des états équivalesatsoet abc par
exemple). Or, parmi les critéres que nous avons étudiéklesenitere discrimin permet de représenter des
relations de préférences partielles. Il est donc le sewlepitble d'étre utilisé ici. Mais il ne permet pas de
représenter deux états équivalents, et ne peut donc pagéadtte relation de préférence.
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Chapitre 6

Les autres travaux existants

Nous ne sommes pas les premiers a étudier des concepts édissggquilibres de Nash et les stratégies
dominées d’'un point de vue logique. Mis a part les jeux bowé&lvdHMWO1,[Har04ia,_ DvdH04], il
existe un certain nombre d'autres travaux sur I'étude desgeatiques dans une perspective logique et IA.

Deux lignes récentes de travail permettent d’exprimer das pvec des préférenceslinalesdans des
cadres bien connus en intelligence artificielle.

Dans Foo et all[EMBU4], un jeu en forme normale est traduityraprogramme logique avec des dis-
jonctions ordonnée@ogic program with ordered disjunction - LPOD), dans ldqueensemble de clauses
représente les préférences de chaque joueur sur ses guigsisles, étant donné tous les profils de straté-
gies des autres joueurs. |l est alors démontré que les léasiide Nash en stratégies pures correspondent
exactement a I'ensemble des réponses préférées. Cetteticeda une limitation : sa taille. Les LPODs
ont la méme taille que les formes normales du jeu (chaquejaibesoin d’un nombre de clauses égal au
nombre de profils de stratégies des autres joueurs). Cepiercgéte limitation vient de la fagon dont les
LPODs sont construits a partir des jeux, et peut étre carggepermettant aux joueurs d’exprimer leurs
préférences par des LPODs (et des buts a priorité) quelesnga qui permettrait d’avoir une représenta-
tion beaucoup plus compacte.

Dans De Vos et al [DVVY99], un jeu est représenté paprogramme logique de choixhoice logic pro-
gram), dans lequel un ensemble de régles exprime que lerjawdwisi la “meilleure réponse” étant donné
les choix des autres joueurs. |l existe alors pour chaquarjgarogramme logique de choix tel que I'en-
semble des modeéles stables du programme coincide aveerfibts des équilibres de Nash du jeu. Cette
propriété fournit une méthode systématique permettantiriler les équilibres de Nash dans les jeux
finis.

Dans Apt et al[[ARVOb], les CP-nets sont vus comme des jewoend normale et vice versa. Chaque
joueuri est associé a une variabig du CP-net, dont le domaine est I'ensemble des actions pessib
du joueur. Les préférences sur les actions d’'un joueur éimmé les stratégies des autres joueurs sont
exprimées dans une table de préférences conditionnelpsnier un jeu avec des CP-nets peut étre parfois
plus compact que la forme normale explicite du jeu, pourve ks préférences de certains joueurs ne
dépendent pas de tous les autres joueurs.

Une différence importante avec notre cadre de travail estrouus permettons aux joueurs de controler
un ensemble arbitraire de variables : nous ne voyons donlepgsueurs comme étant des variables. La
seule facon d’exprimer dans un CP-net qu’un joueur conplilsieurs variables consisterait a introduire
une nouvelle variable dont le domaine serait I'ensembleodéets les combinaisons de valeurs pour ces
variables. La taille du CP-net serait alors exponentiailéoaction du nombre de variables.

Une seconde différence importante, qui est valable aussidiec Foo et al [EMB04] qu’avec De Vos et al
[DVV9Y], est que les joueurs peuvent exprimer des préfé&ebmaires arbitraires, jusqu’au cas extréme
ou la satisfaction du but d’un joueur dépend uniquement dablas contrélées par d’autres joueurs.

Une derniere différence (moins technique et plus fondaadenéntre ces deux lignes de travail, qui ex-
pligue en fait les deux différences exprimées plus hautgestmous néraduisonspas des jeux en forme
normale en autre chose, mais que nexggrimongles jeux en utilisant un langage logique.
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En Sectiod.Z1 pagd—l2, nous avons mentionné un lien avec le probléntemtrélabilié en logique
propositionnelle étudié par Boutilier [Bou94] et Lang efla98]. Une récente ligne de travail dans ce
domainel[vdHWOB] étudie une logique de coopération dansdlegn suppose que chaque agent contrdle
un ensemble de variables propositionnelles. Pendant gned concentre sur les préférences et le concept
de solution, van der Hoek et Wooldridde [vdHWO05] s’intéergsau pouvoir réel des agents : ils raisonnent
sur I'ensemble des états qu’un groupe d’agents peut atteind
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Chapitre 7

Conclusion

La notion de jeu booléens étudiée par [HvdHMWOI, HarO4a]lderprometteuse quand on cherche a

modéliser de maniére compacte les préférences des joummsdalcadre de jeux statiques. Toutefois, ces

jeux booléens correspondent a une spécification tres pkgtie (2 joueurs, jeux a somme nulle, utilités

binaires) et nous avons donc du étendre cette notion. Cetirston porte sur plusieurs points :

— accepter un nombre quelconque de joueurs (et plus seul@)éa notion de coalition de joueurs prend
alors tout son sens;

— envisager des jeux a somme non nulle; ainsi le gain d’'urujonest plus la perte d’un autre ;

— introduire deux langages de représentation de préfédarceles jeux booléens, afin de pouvoir mieux
représenter les préférences entre agents : les buts aédobkes CP-nets.

Bien entendu, les jeux booléens évoqués par Harrenstem daos|[[HvdHMWON, HarO4a] peuvent étre

vus comme des cas particulier de ces “jeux booléens étendus”

En paralléle, nous avons aussi établi un lien entre les jegkékns (étendus ou pas) et les notions d'im-

pliguants et d'impliquants premiers (notions bien conrdgtous ceux qui s'intéressent au probléme de la

satisfiabilité en logique classique). Ainsi, pour un joueurune coalition de joueurs, la détection de stra-

tégies gagnantes dans un jeu booléen revient au simpld dalsimpliquants premiers liés a I'ensemble

des variables contrdlées par ce joueur ou cette coalitigoudeirs. Nous avons également identifié la com-

plexité algorithmique de quelques problemes liés aux jeotdens.

Ce travail, encore trés préliminaire, ouvre de nombreusespectives :

— poursuivre I'extension des jeux booléens pour permetirejaueurs de partager le contrdle des va-
riables ; une méme variable pourra alors étre contrdléelpaigurs joueurs;;

— étudier la notion de préférences entre coalitions, etliétdds liens avec des notions bien connues en
théorie des jeux coopératifs (valeur de Shapley, cceur;etc.)

— définir des relations de conséquence sur le modele desixravidarrenstein[[Har04b] a partir de ces
jeux booléens étendus;

— introduire de la dynamicité dans ces jeux booléens

— affiner I'étude des contraintes intra-agents : que se gaklgsque C est inconsistant ? Lorsquzest
inconsistant avec les buts d'un agent?

— modéliser ces jeux a l'aide de la logique des actions;

— utiliser ces jeux pour I'étude de processus de raisonnefaant intervenim agents en interaction
(argumentation, prise de décision, ...).
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