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Introduction

La conception de structures complexes dans I'industrie aéronautique, aérospatiale, ou auto-
mobile nécessite actuellement une grande quantité d’essais mécaniques expérimentaux afin de
comprendre leur comportement et leur tenue en service; ces essais mécaniques sont tres coii-
teux. Une des tendances actuelles vise a remplacer une partie des essais par des simulations
numériques (Virtual Testing) afin de réduire les cotits et temps de développement de nouveaux
produits.

Dans ce contexte, on observe une évolution de I'intérét pour les nouvelles méthodes de calcul
numérique. Parmi les méthodes les plus avancées, I’ Analyse IsoGéométrique (AIG) constitue une
alternative intéressante car elle permet d’utiliser les fonctions de la Conception Assistée par Or-
dinateur (CAO) directement pour faire le calcul (voir Figure 1). Cette méthode est performante
car elle offre une meilleure précision et robustesse par degré de liberté comparée a la Méthode
des Eléments Finis (MEF) classiquement utilisée.

FIGURE 1 — CAO d’une voiture sous Rhinocéros [112]; description & I’aide de fonctions Non-
Uniform Rational B-Splines (NURBS), base de I’AIG.

Malgré I’engouement de la communauté scientifique pour cette méthode, son développement
dans des codes industriels reste a ce jour assez limité et est encore intrusif ce qui en limite son
utilisation massive dans le domaine industriel. En effet, les fonctions de forme NURBS utilisées
dans I’AIG ne sont pas compatibles avec la structure élémentaire des codes Eléments Finis (EF)
classiques.

Par ailleurs, ’AIG capture difficilement les phénomeénes physiques localisés (telles que de la
plasticité, du contact ou encore de 'endommagement), a cause de la mise en place complexe du
remaillage local, et ne permet pas de représenter parfaitement des solutions singulieres. D’autre
part, une approche naturelle pour prendre en compte les phénomeénes localisés, en optimisant
le temps de calcul, est de limiter la modélisation complexe dans une zone d’intérét et de consi-
dérer des modeles plus simples loin du phénomene d’intérét.Parmi les nombreuses méthodes
multi-échelles développées, le couplage local-global non-intrusif est un outil performant qui per-
met de réaliser des modifications locales dans le modele existant (en terme de raffinement de
maillage, introduction de phénomene local 1ié a la géométrie ou au comportement matériau...)
sans modifier les opérateurs globaux initiaux (voir Figure 2).

Comme toutes les méthodes de calcul numérique, le couplage local-global non-intrusif est
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Auxiliaire Bord de Fi Local Bord de Fuite

Aucxiliaire Bord d'Attag Local Bord d'Attaque

(a) Décomposition local-global de 'aube.  (b) Plasticité généralisée a la structure

F1GURE 2 — Couplage local-global non-intrusif sur une aube de moteur d’avion afin de simuler
la plasticité [20].

impacté par des erreurs venant de différentes sources (discrétisation, modele, stratégie de calcul)
qui doivent étre controlées afin de garantir la précision de la prédiction. Cela est nécessaire pour
permettre son utilisation industrielle sur des designs complexes.

Dans ce contexte, ’objectif de la theése est de coupler ’'AIG et la MEF, via des codes indus-
triels existants, pour 'analyse de détails structuraux a l’aide d’une approche non-intrusive et
certifiée. L'un des objectifs majeurs initial de cette theése est d’arriver a résoudre des analyses
isogéométriques dans des codes Eléments Finis industriels sans venir modifier la structure du
code. Pour cela, nous allons mettre en place un lien IsoGéométrique (IG)-EF a partir de la
construction d’opérateurs globaux entre les fonctions NURBS, utilisées pour '’AIG, et les poly-
némes de Lagrange classiquement rencontrés dans la MEF. Ce lien permet de créer un maillage
classique EF ou chaque élément posséde sa propre paramétrisation & partir de la paramétrisation
NURBS initiale compatible avec ’analyse et directement extraite de la CAO. Dans un second
temps, ce maillage créé sert de maillage d’entrée dans un code EF industriel existant, considéré
ainsi comme une boite noire pour réaliser ’analyse souhaitée.

Pour limiter le cotit de calcul et outrepasser les difficultés de remaillage local en IG et
considérer des cas a fort gradient pour lesquels ’AIG n’apporte rien de plus que la MEF, nous
avons choisi dans cette these d’utiliser la méthode de couplage local-global non-intrusif. Ce
couplage est réalisé entre un modele global IG, qui permet de bien décrire la géométrie globale
de la structure, et un modele local EF comprenant la complexité du probléme pour lequel de
nombreux modeles EF existent déja dans les codes industriels. Nous montrons qu’en se basant sur
le précédent lien IG-EF il est possible de simplifier 'implémentation des opérateurs de couplage.

Afin d’optimiser le choix du couplage local-global, des outils de vérification sont mis en place
dans un dernier temps. Ainsi en séparant les différentes sources d’erreur existantes (modeéle,
discrétisation, convergence de I'algorithme de couplage), il est possible de déterminer un couplage
optimal en terme de positionnement de la zone locale, de raffinement du maillage de cette zone
et d’itérations de la stratégie de couplage non-intrusif. Les indicateurs d’erreur sont déterminés
vis-a-vis d’une quantité d’intérét donnée (déplacement, contrainte ou déformation) dans une
certaine zone a ’aide de la méthode des résidus pondérés, ou a 'aide des techniques d’erreur en
relation de comportement.

Dans ce manuscrit, les travaux de these sont répartis en trois parties organisées de la fagon
suivante. Dans la premiere partie, on réalise un état de 'art sur la méthode de résolution isogéo-
métrique, les méthodes de calcul multi-échelle et 1’évaluation de la qualité d’une solution. Cette
partie est ainsi divisée en trois chapitres :

— le chapitre 1 introduit les éléments nécessaires a la compréhension de ’analyse isogéo-

métrique. Cette méthode est comparée avec la résolution classique Eléments Finis et un
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premier lien entre ces deux méthodes est explicité ;

— le chapitre 2 fait le bilan des différentes techniques de calcul multi-échelles. Le principe
de la méthode de couplage local-global non-intrusif, choisie comme méthode de résolution
dans cette these, est aussi développé;

— le chapitre 3 expose les différentes méthodes d’évaluation de la qualité d’une solution de
couplage multi-échelles basées sur des calculs d’erreur.

Dans la seconde partie, nous proposons un lien direct entre ’AIG et la MEF permettant de
réaliser des analyses isogéométriques dans un code industriel EF sans venir modifier ce dernier.
Cette partie s’articule autour de trois chapitres :

— le chapitre 4 développe la démarche et la création des différents opérateurs nécessaires a
la construction d’un lien global direct entre les méthodes IG et EF, pour des résolutions
linéaires ou non ;

— le chapitre 5 permet de valider la méthode proposée sur un certain nombres d’exemples,
de dimension 2 et 3, linéaires ou non-linéaires en utilisant le code industriel Code_ Aster
développé par EDF R&D ;

— le chapitre 6 est dédié a l'utilisation du lien IG-EF créé afin de faciliter un couplage
local-global non-intrusif automatique entre ces deux méthodes.

La troisieme partie se focalise sur la mise en place des différentes méthodes d’estimation

d’erreur d’un probléme couplé afin d’optimiser la définition de ce couplage.

— le chapitre 7 explicite la démarche de 'estimation d’erreur sur une quantité d’intérét pour
un probléme couplé et la séparation des différentes sources d’erreur par la méthode des
résidus pondérés. Un algorithme d’adaptation basé sur les différentes sources d’erreur est
défini pour optimiser le couplage local-global ;

— le chapitre 8 détaille la mise en place de cette procédure d’adaptation basée sur I’estima-
tion des erreurs pour diverses quantités d’intérét sur des couplages local-global linéaires ;

— le chapitre 9 est dédié & une extension de la procédure d’adaptation du couplage local-
global non-intrusif avec des bornes d’erreur garanties par ’estimation d’Erreur en Rela-
tion de Comportement (ERC).
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CHAPITRE 1

Analyse isogéométrique : définition et comparaison avec la méthode des
éléments finis

Sommaire
1.1 Introduction a I’analyse isogéométrique . . . . . . .. ... ... ... 12
1.1.1 Bases de l'analyse isogéométrique . . . . . . . .. . ... L. 12
1.1.2  Analyse isogéométrique versus méthode des éléments finis . . . . . . . . 15
1.1.3 Exemple d’une résolution isogéométrique . . . . .. . . ... ... ... 16
1.2 Lien entre ’analyse isogéométrique et la méthode des éléments finis 18
1.2.1 Décomposition de Bézier . . . . . . . . .. ... L. 18
1.2.2 Fonctions de Bernstein . . . . . . ... ... oL 18
1.2.3 Opérateur d’extraction de Bézier . . . . . . . . ... ... ... ... .. 20

Dans ce chapitre nous faisons une courte introduction a la méthode d’analyse isogéométrique,
en insistant sur ses analogies et différences avec la MEF. Nous présentons aussi les premiers
travaux permettant de lier ces deux méthodes afin de faciliter I'implémentation de ’'AIG dans
les codes industriels actuels.
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Chapitre 1. AIG : définition et comparaison avec la MEF

1.1 Introduction a ’analyse isogéométrique

Dans cette partie, un ensemble d’informations sur I’analyse isogéométrique nécessaire pour la
compréhension de la suite du manuscrit est rappelé. Plus de détails sont disponibles dans [11,32].
Dans cette these, les paramétrisations B-Splines et NURBS des exemples traités sont considérées
comme connues ; pour aller directement de la CAO & une représentation adaptée a une analyse
par ’AIG se référer par exemple & [3].

1.1.1 Bases de ’analyse isogéométrique

1.1.1.1 Vecteurs noeuds et B-Splines

Les fonctions B-Splines sont définies & I'aide d’un vecteur-nceud = = {51, &,y §n+p+1}. Ce
dernier est constitué de coordonnées paramétriques &; rangées dans ’ordre croissant, p étant le
degré polynomial de la B-Spline et n le nombre de fonctions associées. Les noeuds &; divisent
'espace paramétrique en éléments (ou "knot-span” en terminologie IG) et I'intervalle [£1; &ntpt1]
forme le patch isogéométrique. Par ailleurs, le vecteur-nceud est dit uniforme quand tous les
neeuds sont uniformément espacés. Si le premier et le dernier noeud ont une multiplicité de p+1,
alors le vecteur-noeud est dit ouvert. Dans ce cas, les fonctions sont interpolantes aux bords du
patch IG ce qui facilite ’'application des conditions aux limites. C’est pour cette raison que dans
I'utilisation courante de ’AIG et dans la suite de nos travaux, seuls des vecteurs noeuds ouverts
sont utilisés.

La i-éme fonction de base B-Spline de degré p est définie par IV;, de fagon récursive en
utilisant la formule de Cox-de Boor [12] :

1 si&<E<&in
Nio(€) = SL= 5 SN =
i0($) { 0 sinon. powr p =0,
¢ gt =€ -
s T
Nip= 77— Nip-1(&) + = ——"Nij1p-1(§) pour p=1:n.
Eivp — & Eivpr1 — Git1
La Figure 1.1 montre I'allure des fonctions de forme d’ordre 0, 1 et 2.
N1 0 N1,1 N1,2
1 | V\ | V\
0 0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
3 3
N20 N2,1 N2,2
1 1 /\ 1
0 0 0 /\
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
3 § §
N30 N3,1 N3,2
1 1 /\ 1
0 0 0 /\
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
3 9 19

FIGURE 1.1 — Exemple de fonctions de forme de degré 0, 1, 2 (de gauche a droite).

Les cas étudiés sont principalement de degré p supérieur ou égal a 2 afin que les fonctions de
forme se différencient de celles des éléments finis classiques. En général, une fonction de degré p
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Chapitre 1. AIG : définition et comparaison avec la MEF

aura p— 1 dérivées continues aux différents noeuds. Par ailleurs, si un noeud &; a une multiplicité
my;, alors le nombre de dérivées continues diminue de m;.

Cette dépendance de la multiplicité d’'un noeud a la continuité est mise en évi-
dence sur la Figure 1.2 ou se trouvent les courbes de degré 4 pour le vecteur = =
{0,0,0,0,0,1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5} avec différents niveaux de continuité aux bords
des éléments [11].

c’ c® c? c! c? c!

05 .

0,0,0,0,0 1 2,2 3,3,3 4,444 55,555

FIGURE 1.2 — Fonction de forme de degré 4.

Les courbes B-Splines, CB° peuvent ainsi étre construites comme suit :
n
CP% =3 Nip(€) P, = PPYIN(e), (1.2)
i=1
ri..axd
ou PBS = est une matrice qui comprend les positions des points de controle et
o
N
N = | ... | est un vecteur de fonctions de forme B-Spline. Ces notations sont en adéquation
NTL
avec [21,148] : d est le nombre de dimensions spatiales et PZ5 est une matrice de taille n x d.

L’interpolation linéaire par morceaux entre les points de controle forme le maillage de controle.
Sur la Figure 1.3, un exemple de courbe B-Spline est donné. Celle-ci est formée a ’aide de
7 points de controle (cercles noirs), le maillage de contrdle de cette courbe est 'interpolation
linéaire entre chacun de ces points.

FIGURE 1.3 — Courbe B-Spline (ligne continue noire) associé a 7 points de contrdle (cercles
noirs). Le maillage de controle, interpolation linéaire entre les points de controle, est tracé en
pointillés noirs.

Pour les espaces multi-dimensionnels, les fonctions de forme B-Splines sont déterminées par
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produit tensoriel de fonctions 1D, ce qui donne en dimension 3 :

Na = Nip(§) x Njq(n) X Nir(C), (1.3)

pour le point de contréle P4 qui correspond au i®™e, j*™¢, k®™¢ point de controle dans chaque
direction.

1.1.1.2 Fonctions Non-Uniform Rational B-Splines

L’ensemble des fonctions NURBS : RA/¢ = {R4IG)"A | est défini & partir des fonctions
B-Splines {N4}"X,. Pour ce faire, il faut introduire les poids {w4/%}"4, associés & chacun des
points de controle PA/G = { P4/ G174 . Les fonctions rationnelles s’écrivent ainsi :

AIG nA
RAIG _ Nawy AIG _ AIG
W= 5, avec W = E Nawy ™. (1.4)
A=1

De la méme fagon que pour la définition des entités B-Splines (1.2), les objets NURBS sont
définis de telle sorte que :
PAIG _ %A: RAIG pAIG _ pAIGTRAIG, (1.5)
A=1

Un exemple de surface NURBS, associée aux points de controle (points bleus), et dont le maillage
de contrdle est en pointillés bleus, est donné sur la Figure 1.4. Les fonctions NURBS permettent
de décrire exactement la géométrie d’une section conique. Les positions optimales et les poids
des points de contrdle peuvent étre déterminés en utilisant des logiciels CAO appropriés comme
par exemple Rhino [81, 1412].

FIGURE 1.4 — Surface NURBS et points de controle [32].

1.1.1.3 Méthodes de raffinement

Grace a Panalyse isogéométrique, il est facile de raffiner globalement le maillage tout en
conservant la géométrie de départ. La supériorité de 'approche par rapport aux EF traditionnels
s’explique en majeure partie grace a cette propriété.

Il existe deux techniques de raffinement qui ne modifient pas la géométrie et la paramétrisa-
tion initiales :

— L’élévation de degré : le degré des fonctions de forme utilisé pour décrire la géométrie est
augmenté ce qui entraine, afin de conserver la régularité de I’espace initial, 'augmentation
de la multiplicité de chaque nceud. Cette technique de raffinement s’apparente a celle du
p-raffinement éléments finis permettant 1’élévation de degré de fonctions C°. Un exemple
d’élévation d’ordre est donné par le passage de la Figure 1.5a a la Figure 1.5b;
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— L’insertion de nceud : un ou plusieurs noeuds sont insérés dans le vecteur noeud initial.
La continuité au niveau du noeud inséré est CP~1 s’il est n’inséré qu’une seule fois. Cette
technique de raffinement s’apparente a celle du h-raffinement éléments finis si le noceud
est inséré suffisamment de fois de sorte que la régularité des fonctions soit CY en ce noeud.
L’influence de ce raffinement sur les fonctions de forme B-Splines est illustré par le passage
de la Figure 1.5b & la Figure 1.5¢c ot le neeud € = 0.5 est inséré dans le vecteur noeud
initial.

Une type de raffinement supplémentaire émerge de ces deux précédentes techniques et est
couramment appelée le k-raffinement. Il consiste en I’élévation de degré de p a ¢ sur ’ensemble
de la géométrie (grossiere), puis en 'insertion d’un neceud interne € une seule fois qui aura ainsi
q — 1 dérivées continues. Ce raffinement est illustré par le passage direct entre la Figure 1.5a
et la Figure 1.5¢c. Ce type de raffinement n’a aucune équivalence en éléments finis : il permet
d’augmenter la régularité de I’espace d’approximation.

=={0,0,0,1,1,1} =={0,0,0,0,1,1,1,1} £-{0,0,0,0,0.5,1,1,1,1}

0.5 0.5 0.5

0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

(a) Fonctions de forme de degré (b) Résultats de 'augmentation de (c) Résultat de 'ajout d’un noeud

p = 2 initiales (1 élément). degré dep =24 g = 3 (1 élément). interne £ = 0.5 au niveau duquel
il y a ¢ — 1 dérivées continues (2
éléments).

FIGURE 1.5 — Influence de la succession d’une élévation de degré et de P’ajout d’un nceud &
(k-raffinement) sur les fonctions de forme B-Splines associées au vecteur-noeud [00 0 1 1 1].

Remarque 1 Les fonctions de base multi-dimensionnelles sont définies par un produit tensoriel
pour des géométries de dimension supérieure d deux. Ainsi il n’est pas possible de raffiner un
seul élément de l’espace paramétrique sans propager ce raffinement a [’ensemble du maillage. Des
techniques se basant sur les fonctions B-Splines mais qui ne sont pas définies par produit tensoriel
dans l’espace considéré ont été développées. Parmi elles on trouve les B-Splines hiérarchiques
[54,70,1/5,151], les LRB-Splines [/9] ou encore les T-Splines [50, 57].

1.1.2 Analyse isogéométrique versus méthode des éléments finis

1’idée principale de I'analyse isogéométrique est de modéliser exactement la géométrie avec
des fonctions qui servent a approximer la solution. La Figure 1.6 montre la différence majeure
entre les deux méthodes : pour la MEF la base d’approximation donne la géométrie tandis
qu’avec ’AIG la base d’approximation découle directement de la géométrie.

Méme si la philosophie du calcul reste similaire a une étude éléments finis, des modifications
conséquentes sont a prévoir dans la routine méme du code en particulier car les points de controéle
analogues aux nceuds ne sont pas forcément interpolants et les fonctions de forme NURBS sont
définies de fagon globale (support élargi). Afin de mettre en parallele 'AIG et la MEF, les
caractéristiques principales de ces deux méthodes sont résumées dans le tableau de la Figure
1.6.
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AIG MEF
MEF Impose Géométrie Exacte Approximation de
la géométrie
Points de controle Noeeuds
Non interpolation | Interpolation des
Géométrie , N
d’approximation des bases bases
Donne Base NURBS Base polynomiale
AlG Patch Sous-domaine
Fonctions haute | Fonctions CY
continuité

FIGURE 1.6 — Différences entre ’AIG et la MEF.

La Figure 1.7 résume la démarche de ’analyse isogéométrique en mettant en évidence les
différents espaces a considérer lors de l'utilisation de B-splines ou NURBS : les espaces indiciel,
paramétrique, physique et ’élément parent.

Espace physique

Espace paramétrique Espace indiciel

FIGURE 1.7 — Les différents espaces intervenant dans I’AIG pour un maillage constitué de 2x3
éléments quadratiques (inspiré de [32]). L’espace indiciel est Iespace de définition des vecteurs
nceuds tandis que les fonctions B-Splines sont définies dans ’espace paramétrique localisé sur
I’ensemble du patch. L’intégration est réalisée sur un élément parent puis transmise dans le
domaine physique.

1.1.3 Exemple d’une résolution isogéométrique

Afin d’expliquer rapidement le principe de 'analyse isogéométrique, on étudie une poutre
circulaire avec deux éléments dans la direction de l'arc et seulement un élément dans l'autre
direction. Cet exemple est utilisé dans la suite du manuscrit pour expliquer notre approche pour
relier ’AIG et la MEF.

La paramétrisation NURBS de la géométrie est basée sur deux vecteurs nceuds d’ordre 2
&= {0 000.511 1} et n = [0 0011 1}, ainsi qu’un ensemble de points de contrdle PAE qui sont

représentés par des cercles sur la Figure 1.8. Ces points de controle associés aux fonctions de
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forme NURBS permettent de définir la géométrie (voir la Figure 1.8).

10

FI1GURE 1.8 — Points de controle NURBS et géométrie associée de la poutre circulaire. Les points
de contrdle (cercles noirs) forment le maillage de controle en pointillés. Une fois associés aux
fonctions de forme NURBS, ils créent la géométrie physique en noir.

La méthode de résolution IG est similaire a celle des éléments finis. Cependant, comme il
est montré sur la Figure 1.7, la définition des fonctions de forme se faisant dans le domaine
paramétrique qui recouvre tout le domaine et pas seulement un élément, la quadrature de Gauss
est faite dans l’espace parent ce qui ajoute une transformation entre ’espace paramétrique et
I’espace parent. L’assemblage des opérateurs se fait alors en utilisant la table de connectivité
NURBS, communément appelé IEN (Internal entry number), qui est directement établie a 1’aide
des vecteurs noeuds et de 'ordre des polynomes. Cette table associe & un élément le numéro des
fonctions globales IG non-nulles sur celui-ci.

05}
05F

AN |

< >0 r < > < > < >
0™ Eiément 1 05 Elément 2 1 0" Elément 1 05 Elément 2 1
(a) Fonctions de forme B-Splines. (b) Fonctions de forme Lagrange.

FIGURE 1.9 — Fonctions de forme quadratiques uni-dimensionnelles B-Splines (a) et Lagrange
(b) pour un maillage & deux éléments. Les figures sont réalisées dans ’espace paramétrique

(€ € [0;1]),

Les fonctions de forme B-Splines (resp. Lagrange) uni-dimensionnelles pour cet exemple a
deux éléments dans la direction radiale sont tracées sur la Figure 1.9a (resp. 1.9b) et permettent
de mettre en évidence le caracteére non-élémentaire des fonctions B-Splines. En effet, quatre
fonctions B-Splines sont définies sur les deux éléments tandis que pour une modélisation EF,
trois polyndémes de Lagrange sont créés localement et utilisés sur chacun des éléments ce qui
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donne ici cinq fonctions Lagrange globales pour deux éléments.

Remarque 2 Bien que dans la cadre d’une implémentation standard I’AIG apparaisse intéres-
sante vis-a-vis de la MEF en terme de ratio entre précision et cotut calcul, il est a noter que
de nombreux travaux consistant a réduire d’avantage ce cout de calcul ont vu le jour depuis
lavénement de cette technologie. En fait, il apparait que prendre p+ 1 points de Gauss pour un
élément AIG de degré p n’est pas nécessaire pour calculer opérateur de rigidité compte tenu de
la régularité supérieure des fonctions splines. De ce fait, des nouvelles régles d’intégration plus
ou moins liées au patch AIG entier peuvent étre considérées [0, 5/, . Dans la méme idée,
lorsqu’on monte vers de hauts degrés, on peut préférer implémenter des méthodes de colloca-
tion AIG [5, 1/0] pour plus d’efficacité. Enfin, il est apparu tout récemment dans la cadre des
méthodes Galerkin standards qu’une revisite des procédures d’assemblage classiques élément par
élément peut donner a I’AIG toute sa puissance en terme de coit de calcul [25].

1.2 Lien entre P’analyse isogéométrique et la méthode des élé-
ments finis

Malgré un fort intérét de ’AIG dans la communauté scientifique, son implémentation dans
des codes éléments finis industriels reste encore assez limitée. On peut citer quelques biblio-
theques EF qui permettent son implémentation telles que LS-Dyna [16, 37,74, 75], Abaqus
[51,55,101] ou Radioss [ 17] mais cela reste peu. En particulier, quelques travaux ont été initiés
afin de rapprocher 'AIG de la MEF. Ceux-ci sont majoritairement basés sur les travaux de
Borden et al. [21], que nous allons reprendre sur le développement présenté dans la partie II.

1.2.1 Décomposition de Bézier

L’obtention d’une structure C° & partir d’un maillage régulier B-Spline se fait par répétition
des noeuds internes &; du vecteur noeud = jusqu’a ce qu’ils atteignent une multiplicité p. En effet,
comme il a été décrit dans la présentation du h-raffinement (voir 1.1.1.3), 'ajout d’un noeud fait
diminuer la continuité a ’endroit ou se trouve ce nceud. Afin de conserver la géométrie B-Spline
initiale, les positions des points de controle sont recalculées automatiquement. Sur la Figure 1.10,
une courbe quadratique B-Spline est utilisée pour illustrer le principe de la décomposition. Apres
répétition de plusieurs nceuds, la géométrie reste inchangée mais est décrite par un ensemble de
fonctions Bernstein C°.

Il est & noter que la géométrie générée n’est pas, a ce stade, celle d’'une poutre circulaire
car aucune fonction rationnelle n’est utilisée. C’est une simple approximation par des fonctions
polynomiales. Dans la suite, le passage de fonctions Bernstein (voir la Figure 1.10d) & des
fonctions B-Splines (voir la Figure 1.10c) est expliqué. L’avantage des fonctions Bernstein est
qu’elles disposent d’une structure élémentaire similaire & celle des éléments finis (voir Figure
1.10d en rapport avec 1.9b).

1.2.2 Fonctions de Bernstein

La transformation de Bézier repose sur la définition des courbes de Bézier [27] et des fonctions
de Bernstein. Une courbe de Bézier d’ordre p est une combinaison linéaire de p + 1 fonctions

. A\ P s . .
de Bernstein B(§) = {Bi,p(ﬁ)}:l associées & des points de controle PBEE = {Pi,p}fill. Les
fonctions de Bernstein sont directement définies dans 1’élément de référence car chaque élément
Bernstein a sa propre paramétrisation.
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10

0 2 4 6 8 10
(a) Maillage de contrdle et géométrie construits a (b) Maillage de controle et géométrie construits & par-
partir de fonctions B-Splines C'. tir de fonctions Bernstein C°.

05 1 05

AN o

0 0.5 1 0 0.5 1

(c) Fonctions de forme B-Spline. (d) Fonctions de forme Bernstein.
F1GURE 1.10 — Décomposition de Bézier d’une courbe B-Spline a deux éléments. Pour la discré-
tisation B-Spline, il y a quatre points de controle associés a quatre fonctions globales B-Splines.

Pour la discrétisation Bernstein, un point de controle est ajouté avec la décomposition de Bézier
et chaque élément possede trois fonctions de forme Bernstein locales.
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Les polyndmes de Bernstein sont construits par récurrence pour £ € [-1,1] :

Bip(€) = 3(1 =) Bip-1(§) + (1 + Bi_1p1,
Bl’o ? ]" (1'6)
Bi,(§) =0 sii<loui>p+1.
De la méme maniére que pour les fonctions B-Splines, les fonctions Bernstein multi-
dimensionnelles sont construites par produit tensoriel entre fonctions uni-dimensionnelles. Les

fonctions Bernstein pour un élément 2D quadratique & 9 nceuds avec € et 7 sur [—1,1] sont
données a titre indicatif dans le tableau 1.1.

TABLE 1.1 — Fonctions de forme quadratiques de Bernstein pour E et 7€ [—1,1].

(L+7)%(1 - £)*/16
(1+7)*(1-€)/8
(1+7)%(1+€)%/16

L (1-7)(1-&)/16
2 (1-7)%(1-€)/8
3 (1-7)*(1+&)/16
4 (1-7)1-E)?%/8
5 (1-7)(1-&)/4
6 (1) (1+E)7°/8
7
8
9

Dans la suite, nous utilisons les notations B et PEER pour parler des fonctions et des points

de contrdle d’un maillage Bernstein multi-dimensionnel composé de plusieurs éléments.
1.2.3 Opérateur d’extraction de Bézier

Pour chaque nouveau nceud &; ajouté, un terme o (avec i = 1,2..n+ j) est créé de la fagon
suivante :

1_ sil<i>k—p,
ol = % sik—p+1<i>k, (1.7)
0 sinon.

Ce parametre o7 permet la création de I'opérateur d’extraction de Bézier défini en 1D comme
suit :

a; 1 —as 0 0
0 (%) 1-— Qa3 0 0

ci—10 0 as l—oaa 0 .. 0 . (1.8)
0 0 an+j,1 1-— an+j

Une fois ’ensemble des noeuds inséré, 'opérateur C permet de faire le lien entre les fonctions
B-Splines et les fonctions de Bernstein comme suit :

N = CB. (1.9)

Il est important de noter que la création de cet opérateur dépend uniquement du vecteur nceud.

Afin de déterminer la position des points de controle de Bernstein, ’égalité entre 1’expression

des courbes de Bernstein et B-Splines (1.5) est utilisée. Il est ainsi montré que PR = CTPBS,
Plus de détails et d’exemples sur la construction de cet extracteur sont donnés dans [21].
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Remarque 3 L’extracteur de Bézier peut aussi étre défini de facon élémentaire afin de faire
le lien entre les fonctions Bernstein élémentaires B¢ et celles B-Splines élémentaires N€. En
pratique, ce sont les opérateurs élémentaires qui sont construits en premier. Ils peuvent étre
assemblés dans la suite si un opérateur global est nécessaire.

Initialement introduit pour des fonctions B-Splines et NURBS [21], le concept a été généralisé
pour diverses splines tels que les T-Splines [119], les NURBS et B-Splines hiérarchiques [54, 706,
], les T-Splines hiérarchiques [36,57] et les LR B-Splines [19].

Bilan : IAIG est une technique numérique performante grace a son lien direct avec la CAO et
de par la plus grande régularité des fonctions splines qui sont utilisées. Ses avantages aménent
aussi des inconvénients car ils vont avec une structure de données qui limite I’implémentation
massive de I’AIG dans les codes industriels. Les premiers travaux, basés sur I’extraction de Bézier,
pour lier 'AIG et la MEF serviront de base pour la construction de 'opérateur permettant une
implémentation non-intrusive de ’AIG dans un code EF présentée dans le chapitre 4.
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CHAPITRE 2

Approches multi-échelles
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2.1 Etat de ’art des méthodes de calcul multi-échelles . . ... ... .. 23
2.1.1 Méthodes multi-échelles micro/macro . . . . ... ... ... ... ... 23
2.1.2 Meéthodes de couplage avec transfert d’information a l'interface . . . . . 24
2.1.3 Méthodes non-intrusives . . . . . . . .. Lo L Lo 25
2.2 Principe des méthodes de couplage . . . . . . . ... ... ... ... 27
2.2.1 Probléme de référence . . . . . .. ... o 28
2.2.2  Résolution couplée classique . . . . . . . . ... Lo 28
2.2.3 Résolution couplée non-intrusive . . . . . . . ... ... L. 31

Dans ce chapitre, nous présentons quelques méthodes numériques de la littérature qui per-
mettent de résoudre des problemes multi-échelles complexes & un cofit raisonnable. Parmi ces
méthodes, le principe du couplage global-local non-intrusif est détaillé.
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2.1

Etat de 'art des méthodes de calcul multi-échelles

Afin d’optimiser la résolution de problémes a grande échelle, tres cotiteuse numériquement,
des méthodes de type multi-échelles ou multi-modeles ont été développées. Elles se décomposent
en deux grandes catégories : les méthodes d’analyse multi-échelles micro/macro et celles de
couplage avec échange d’information & 'interface.

2.1.1

Méthodes multi-échelles micro/macro

Ces méthodes reposent sur Ienrichissement des modeles avec des espaces d’approximation
augmentés (maillage plus fin ou fonctions d’enrichissement obtenues analytiquement ou numé-
riquement) et la superposition des solutions micro et macro.

Parmi toutes ces méthodes, nous pouvons citer les suivantes :

les méthodes d’enrichissement local basées sur la Partition d’Unité (PUM) [111] : la
Méthode des Eléments Finis Généralisés (GFEM) [7,50,71,152] , ou encore la Méthode des
Eléments Finis Etendus (XFEM) [115]. Le principe de ces méthodes est d’enrichir Pespace
d’approximation dans lequel la solution est recherchée a 1’aide de fonctions spécifiques
qui proviennent de développements asymptotiques ou de solutions EF pré-calculées;

les méthodes éléments finis avec adaptation localisée (MsFEM) dans laquelle des fonctions
de forme particuliéres décrivent des détails fins de la solution [33,80];

les méthodes avec des corrections locales, qui prennent en compte de fagon itérative la
contribution du modele local sur le modele global en assurant 1’égalité des inconnues
(déplacement, force, contrainte, déformation) a l'interface. On compte par exemple la
méthode variationnelle Multi-échelle (VMS) [33], la méthode des modeéles hiérarchiques
(HDPM) [122] pour les modeles treés hétérogenes, ou la méthode bridging scale [162];
les méthodes multi-grilles [126, 138] qui consistent & utiliser successivement des grilles
(ou maillages) de différentes tailles, de maniére a obtenir une solution détaillée dans les
hautes fréquences, tout en assurant une relaxation rapide des basses fréquences;

les méthodes de zoom numérique qui utilisent des patchs d’éléments finis [65, 105, 129].
La solution d’un probleme est calculée sur un maillage grossier. L’imprécision venant
du maillage grossier est outrepassée en ajoutant des patchs locaux simples et avec un
maillage raffiné. Les maillages locaux et globaux n’ont pas besoin d’étre compatibles a
Iinterface. Cette méthode permet d’éviter le raffinement local classique en plagant un ou
plusieurs patchs sur le domaine global. La convergence de la méthode dépend du ratio
entre la taille du maillage du patch et celle du maillage global. Un exemple de patch local
recouvrant une partie du domaine global est montré sur la Figure 2.1.

FIGURE 2.1 — Maillage local fin €, recouvrant le maillage grossier Qg [105].

Néanmoins toutes ces méthodes peuvent difficilement étre utilisées dans des simulations
multi-échelles industrielles a cause de leur haut niveau d’intrusivité dans les codes utilisés. En
effet ces méthodes reposent sur des corrections afin de définir I'intégralité des échelles dans un
seul modele ce qui n’est pas facile a mettre en place dans les codes industriels.
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2.1.2 Meéthodes de couplage avec transfert d’information a I’interface

La deuxiéme catégorie de méthodes qui a émergé pour la résolution de simulation multi-
échelles est celle des méthodes de couplage de modeles avec transfert d’information a 'interface.
Ces méthodes sont particulierement intéressantes dans le contexte industriel actuel ou les diffé-
rents modeles (venant potentiellement de différents logiciels) peuvent étre résolus indépendam-
ment, voire en paralléle sur les clusters modernes.

La méthode la plus répandue actuellement dans 'industrie reste la méthode de zoom struc-
tural (approche descendante ou réanalyse locale) [30, ] qui consiste en la résolution d’un
probleme global linéaire suivie de celle d'un "zoom" local non-linéaire centré sur la zone d’inté-
rét et pilotée par le déplacement global. Ces méthodes sont limitées par le fait que le transfert
se fait dans un seul sens et ne prend pas en compte 'impact du modele local sur le modele
global. Elles peuvent étre combinées avec de la condensation statique [62, 78, 109] pour éliminer
les erreurs dues a ’approximation des conditions aux limites locales.

En ce qui concerne la connexion des domaines local et global, de nombreuses méthodes ont
été développées. En fonction de la discrétisation de chacun des domaines sur l'interface I', on
distingue plusieurs configurations de couplage qu’on nomme (en se basant sur [25,70]) dans la
suite ainsi :

— le couplage compatible pour lequel l'interface I' est alignée avec les bords des éléments

et les noeuds des deux domaines coincident sur cette interface (voir Figure 2.2 en haut a
gauche) ;

— le couplage incompatible pour lequel I'interface I' est alignée avec les bords des éléments
mais les noeuds des deux domaines sont décalés (voir Figure 2.2 en haut a droite) ; dans
ce cas, il y a deux situations : maillages imbriqués ou non imbriqués ;

— le couplage non-conforme géométriquement pour lequel 'interface I' n’est pas alignée avec
les bords des éléments grossiers (voir Figure 2.2 en bas a gauche) ;

— le couplage non-conforme géométriquement et topologiquement pour lequel 'interface I'
n’est pas alignée avec les bords des éléments grossiers et les modeles local et global n’ont
pas la méme topologie sur I (voir Figure 2.2 en bas a droite).

Parmi ces méthodes, la méthode surfacique Mortar [11,17] permet de coupler des discréti-
sations de différents types sur différents sous-domaines sans recouvrement. La méthode repose
sur la construction d’un espace discret; des espaces de discrétisations sont définis sur chacun
des sous domaines et les opérateurs de Mortar sont définis & I'intersection.

Ces opérateurs sont construits afin de garantir 1’égalité faible a l'interface de couplage via
des multiplicateurs de Lagrange. Par exemple, sur le couplage incompatible entre deux domaines
de la Figure 2.3, 'opérateur de couplage est défini ainsi :

0.5 1
0 0.5

On peut aussi citer la méthode surfacique de Nitsche [23,73], et des méthodes volumiques
telles que la méthode Arlequin qui est une méthode avec recouvrement et couplage en énergie
[13,15] ou la méthode Chimere [26]. Ces solutions qui utilisent un maillage de transition pour
résoudre les changements topologiques entre les modeles [68—70] permettent de gérer les non-
conformités topologiques.

De plus, les méthodes de décomposition de domaine : FETI [59], BDD [108], FETI-DP [5§]
ou la LATIN mixte [10,96] basée sur un algorithme de Schwarz [104] sont aussi des méthodes
de couplage qui sont largement utilisées dans le domaine industriel. Des algorithmes de reloca-
lisation non-linéaires peuvent étre appliqués a ces méthodes pour résoudre des probléemes non
linéaires [3, 15, 128].
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FIGURE 2.2 — Différentes configurations de couplage : maillages compatibles (haut & gauche);
maillages non-compatibles (haut a droite); maillages non-conformes géométriquement (bas a
gauche) et maillages non-conformes géométriquement et topologiquement [70].

N; N;

FIGURE 2.3 — Construction de I'opérateur Mortar de couplage entre deux domaines €2; et €,
d’interface I';;. Les maillages sont compatibles géométriquement a l'interface, seul le raffinement
est différent.

. , e N , i . , . .

Une fois encore ces méthodes, s’aveérent étre assez intrusives car elles nécessitent des modi
fications importantes dans les solveurs EF et un temps important dans la phase de maillage ce
qui n’est pas toujours possible dans 'industrie.

2.1.3 Méthodes non-intrusives

Malgré le développement de nombreuses méthodes de calcul d’un point de vue académique,
leur implémentation dans un code commercial adapté aux besoins des industriels est assez limi-
tée. Dans la suite de cette theése, nous utiliserons le terme non-intrusif pour définir des méthodes
qui implémentent des techniques dans des codes industriels en les utilisant comme des boites
noires c’est-a-dire sans en toucher la structure méme mais uniquement en communiquant avec
ce dernier et qui utilisent les entrées et sorties standards des logiciels industriels modernes.

Dans le cas des méthodes de couplage, la méthode de couplage non-intrusif local-global est
apparue [(3] suivant les idées développées dans [163]. Elle consiste en une approche de substi-
tution via un solveur itératif de type Schwarz, qui permet de réaliser des modifications locales
dans le modele éléments finis existant (en terme de raffinement de maillage, introduction de phé-
nomene local lié a la géométrie ou au comportement matériau...) sans modifier les opérateurs
initiaux.
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Dans cette méthode, un modele global grossier est défini sur l'intégralité du domaine phy-
sique ou la géométrie, la connectivité, les opérateurs et le solveur sont fixés (la matrice initiale
factorisée est donc conservée durant tout la procédure de couplage itératif), tandis que ’évolu-
tion du phénomeéne local est prédite par un modele séparé défini sur une zone locale ou un patch.
Les données d’interface sont quant a elles transférées de facon itérative entre les deux modeles
(voir Figure 2.4).

Ainsi cette technique permet d’obtenir une grande flexibilité sans besoin de remaillage global
et de séparer les solveurs globaux et locaux.

I’indépendance des solveurs est un avantage pour coupler un logiciel commercial avec n’im-
porte quel autre code dédié a la modélisation de phénomenes locaux; du fait qu’aucune mo-
dification n’est a réaliser dans le logiciel commercial, seules des données d’entrée/sortie sont &

transmettre.
Uy Neumann A"~V A(-1) @F
Dirichlet ugll%
(c)

FIGURE 2.4 — Principe du couplage global-local non-intrusif : séparation du probléme de référence
(a) en un probléme global (b) et un probléme local (c). Le transfert des informations est réalisé
sur U'interface I.

Cette méthode de couplage local-global a été largement appliquée ces derniéres années dans
de nombreuses situations industrielles comportant des phénomeénes locaux complexes. Parmi ces
applications, nous pouvons relever les suivantes :

— les problemes de plasticité locale [53,63] dans lesquels la non-linéarité due a la plasticité
est uniquement présente dans le probleme local tandis que le probleme global est élas-
tique ; des techniques d’accélérations basées sur des algorithmes Quasi-Newton et Newton
tangent sont utilisées pour accélérer la convergence vers la solution élasto-plastique.

— les problémes de propagation de fissures [53, 71, 127] pour lesquels la zone locale évolue
au cours du temps avec la propagation de la fissure; sur la Figure 2.5¢, la solution a
I’évolution 31 de la propagation de la fissure est reconstruite en déplacement, entre celle
du probleme global résolu avec un calcul élastique et celle du modele local résolu avec une
alternative a la méthode X-FEM. Cela permet d’estimer directement le facteur d’intensité
de contrainte. L’évolution de la zone locale, facilement gérée par le c6té non-intrusif du
couplage, est visible entre 1’étape initiale (voir Figure 2.5a) et apres la propagation 31
(voir Figure 2.5b) pour lesquelles les courbes précédentes sont données.

— l’analyse d’incertitudes locales & partir d’un opérateur global déterministe [38,116].

— les couplages 2D /3D dans de fins panneaux composites avec des concentrations locales
de contraintes et du délaminage [68—70]; dans les zones critiques (prés des bords, des
trous ou des défauts) ot le modele global plaque n’est pas adapté, un modele local 3D est
utilisé. La transition du modele 3D au 2D est basé sur les distributions des contraintes
et déplacements associées a des probléemes de Saint-Venant pré-calculés sur un domaine

3D.
— les problémes incluant une définition NURBS de la forme du domaine avec des détails
géométriques locaux, des fissures ou du raffinement de maillage [24]. La non-modification

de la géométrie NURBS globale méme en cas de modification de la zone locale gréace a la
stratégie non-intrusive limite le cofit important de la procédure de re-paramétrisation. Du
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(a) Zone locale (b) Zone locale & la pro- (¢) Déplacement reconstruit : déplace-
initiale. pagation 31. ment global avec substitution du dépla-
cement local dans la zone locale.

FIGURE 2.5 — Evolution de la zone locale d’un probléme de propagation de fissure et état du
déplacement reconstruit apres 31 étapes de propagation de fissure [127].

fait de la définition particuliere des fonctions NURBS, une régle de quadrature adaptée
doit étre mise en place pour évaluer et transmettre les réactions d’interface. Une définition
du couplage non-intrusif basée sur une méthode de Nitsche a aussi été développée pour
ces problémes isogéométriques [23].

— les problémes de dynamique transitoire [18,19,34] pour lesquels seule la zone locale est
raffinée en temps et en espace. Le caractere non-intrusif et explicite de la méthode permet
de calculer une seule fois le probléeme global par pas de temps et de limiter le processus
itératif au probleme local.

— Tutilisation d’estimateurs d’erreur pour de I’adaptation de raffinement de maillage dans
le cas d’'un couplage non-intrusif [52].

La méthode de couplage non-intrusive étant une méthode itérative, le nombre d’itérations
de son solveur impacte le temps de calcul. Classiquement, une norme du résidu a l'interface
est utilisée comme indicateur de convergence et critere d’arrét. Néanmoins, les techniques d’ac-
célération de convergence peuvent étre utilisées avec cette méthode, comme la relaxation [38],
la relaxation dynamique de Aiken [85], le gradient conjugué non-linéaire [66] ou la mise & jour
de lopérateur global (sans le refactoriser) par un opérateur symétrique de rang un (SR1) [13]
en utilisant la formule de Shermann-Morison et Woodbury [63]. Ces techniques ne seront pas
implémentées dans la suite, une étude comparative est proposée dans [53].

Généralement, le couplage local-global non-intrusif est seulement vu comme une substitution
de comportement sur €27, (un zoom numérique) venant d’un comportement initial régulier défini
sur tout le domaine 2. Nous choisissons dans la suite un autre point de vue, ou le probleme couplé
dérive d’'un modele de référence initial dans lequel un comportement complexe est introduit
partout sur . Cela permet d’avoir une définition consistante de la solution de référence pour
laquelle les mesures d’erreur sont définies dans la suite.

2.2 Principe des méthodes de couplage

Nous présentons dans cette section la version classique du couplage global-local sans recou-
vrement avec multiplicateur de Lagrange ; sa version non-intrusive est aussi détaillée.
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2.2.1 Probléme de référence

Nous nous intéressons a un probléme mécanique défini sur un domaine 2 € R? (avec d=1, 2
ou 3 selon la dimension du probléme), délimité par 9€2. Nous séparons les limites du domaine en
deux parties. Sur la premiere, 0,2 C 02, un déplacement u, est appliqué. Sur le complémentaire
OFQ) C 09, défini tel que 9,2 N O = 0 et 0,QUOIRQ = 99N, un effort de traction Fp
est appliqué. Le domaine 2 peut aussi étre soumis a un effort réparti f;. Dans la suite, nous
utilisons un déplacement donné uy = 0, ce qui constitue des conditions aux limites de Dirichlet
homogenes, sans que cela ne représente une limite théorique. De plus, nous considérons une
évolution isotherme quasi-statique avec un régime de petites perturbations.

FIGURE 2.6 — Probleme de référence et ses conditions aux limites.

Le probléeme mécanique, tel que décrit sur la Figure 2.6, se résume a trouver le couple
déplacement-contrainte (u, @) qui vérifie le systéme suivant :

u=0 surd,Q (liaisons cinématiques),

dive +f; =0 dans (,
on=F; sur 0pQ)

ce qui équivaut a : (2.2)
/ o:e(v)= / fq-v+ / Fg-v Vv eV (équations d’équilibre),
Q Q orQ
oy =C(u,;,7<t) dans ) (relation de comportement),

ol n est le vecteur normal sortant unitaire, C est un opérateur général qui définit le comportement
(complexe) du matériau, € est le tenseur des déformations linéarisé,et V est un espace fonctionnel
approprié dans lequel les déplacements sont cherchés (typiquement [H}(92)]9).
Dans l'intégralité de la suite, nous utilisons deux comportements possibles :

— Délasticité linéaire hétérogene (avec des variations rapides des propriétés matériaux) :

o = Ke(u); (2.3)
— [’élasto-plasticité avec ou sans adoucissement :
o = G(e(u), X). (2.4)
Pour simplifier les notations, le principe de couplage est explicité dans le cas d’un couplage entre
un tenseur de Hooke hétérogene local et un autre homogénéisé global.
2.2.2 Reésolution couplée classique

Il est possible de considérer que les phénomenes intéressants décrits dans le probléme précé-
dent (voir Figure 2.6) peuvent étre localisés dans ’espace. Ainsi, une approche naturelle pour
réduire les efforts d’implémentation consiste & sous-structurer intelligemment le domaine afin
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de restreindre l'utilisation de modeles complexes dans une sous-partie de ) et de prendre en
compte un modele plus simple, aussi bien au niveau des propriétés matériaux qu’en taille de
maillage, dans la partie complémentaire.

r

[ ),

FIGURE 2.7 — Décomposition de la géométrie en une zone locale et une zone globale.

Le domaine initial 2 est donc naturellement séparé en deux parties sans recouvrement (voir
Figure 2.7) :

— une zone locale Q27 € ), qui englobe le support du phénomene d’intérét a analyser.
Dans cette zone {27, un modele basé sur la loi de comportement initiale complexe est
conservé. Bien qu'une définition plus large du couplage puisse impliquer une redéfinition
du domaine 2 [53], ici, le domaine local est strictement inclus dans € ;

— la zone complémentaire Qy = Q/Q; dans laquelle un modele plus grossier est pris en
compte. Il est défini en remplagant le comportement initial par un comportement linéaire
élastique homogene, avec une loi de Hooke o0 = Kpe(u).

Remarque 4 Nous considérons, dans ce chapitre, que la position de la zone locale €21, est connue
d priori a partir des phénomeénes d’intérét. Si toutefois ces phénomeénes ne sont pas au préalable
connus, il est possible d’utiliser un modéle grossier sur tout le domaine ) et d’analyser les zones
critiques (par Uutilisation d’estimateurs d’erreur) afin de déterminer la position initiale du patch

Qp, [52,129].

L’interface entre les deux domaines 2y et €2, est notée I'. Le probleme de couplage revient
donc & déterminer un champ de déplacement global ug sur €y, un champ de déplacement local
uz, sur 7 et un champ de multiplicateurs de Lagrange A € M (représentant les efforts de
réaction sur I'), vérifiant :

— un probleme global sur € :

ug € Vy, restriction de V sur €,
/ UglE(VG):/ fd-Vg—l—/ Fd-Vg—/)\'VG Yvg € Vo, (2.5)
Qo Qo o) T
oc = Koe(ug);
— un probleme local sur Q, :
uy, € Vy,, restriction de V sur €y,
/ ULZG(VL):/ fd'VL-l-/)\'VL Vv € Vr, (2.6)
Qr, Qr, N
o, = Ke(ur);
— une condition de continuité sur I :

uyr =ugr (ou /F(U-L —ug) =0 VpeM). (2.7)

Cette formulation assure ainsi la concordance entre les déplacements et les efforts globaux et
locaux au niveau de l'interface I'.
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En considérant une méthode de discrétisation, par exemple EF ou IG, la formulation algé-
brique du probléme devient donc :

Ko 0 C% Ug Fo
0 K, -Cf U, |=|Fg |, (2.8)
Ce —-C, 0 A 0

ouUg, Uy, et A sont, respectivement, des vecteurs de valeurs nodales des champs discrétisés ug
(défini sur le maillage 71), u% (défini sur le maillage 77), et A" Ky et Ky, sont, respectivement,
les matrices de rigidité dans Qg et Q1. Co et Cr, sont les opérateurs Mortar de couplage.

Remarque 5 Il faut noter qu’une attention particuliere doit étre portée sur le choix de l’espace
des multiplicateurs de Lagrange M. En effet, si le choix de cet espace n’est pas adapté, les opé-
rateurs de Mortar peuvent conduire a des oscillations indésirables du champ de déplacement. Un
choiz pertinent (voir [55]), que nous suivrons dans cette these, est d’utiliser l’espace de définition
des fonctions de forme du domaine local sur l'interface pour les multiplicateurs de Lagrange. Ce
choix permet de rendre la matrice Cy, carrée inversible et donc de ne pas avoir besoin d’utiliser
une méthode des moindres carrés pour faire la projection des champs a l'interface. D’autres choiz
d’espaces d’évaluation des efforts d’interface sont proposés dans la littérature [/]7].

En pratique et conformément aux méthodes utilisées en décomposition de domaine et calculs
paralléles, le probleme couplé ((2.5)-(2.6)-(2.7)) n’est pas résolu de facon monolithique mais
plutét en utilisant un solveur itératif Dirichlet-Neumann. Pour ce faire, un algorithme local-
global itératif non-symétrique est introduit avec un transfert alterné de données a l'interface.
Apreés avoir initialisé A0 =9 (réaction d’interface nulle), le probléme continu a litération n
revient & trouver ’ensemble (ug)7 ugn), A™) € Vg x Vi x M qui vérifie :

— un probleme global sur 2y, avec des conditions aux limites de Neumann données sur I,

qui donne u(c?) :

/ @’g):G(VG):/ fd'VG+/ Fd'VG_/A(n_l)'VG Vva € Vo,
Qo Qo OFQ r

ol = Koe(u));

(2.9)

— un probleme local sur 7, avec des conditions aux limites de Dirichlet données sur I,
. . (n) y(n)y .
pour déterminer (u; ', A'™) :

(n) _ _.(n)
Lt =Yg

/ @(Ln) ce(vp) — / A v Z/ fg-vp Vvp eV, (2.10)
Qr T Qr,

U(Ln) =Ke (u(L”) ).

u

La formulation algébrique équivalente s’écrit de la facon suivante :

KoUY = Fo — CEAMY),
K, —cI][ulm] Fj, (2.11)
~Cr 0 A | 7 —ctul |

Dans la suite, nous considérons que les maillages 77 et 7" sont géométriquement conformes,
compatibles ou non, a l'interface I'.

30



Chapitre 2. Approches multi-échelles

2.2.3 Résolution couplée non-intrusive

L’inconvénient de la méthode décrite dans la partie 2.2.2 précédente est que la matrice de
rigidité Ky, dépendant de la définition géométrique de 2y, doit étre recalculée pour chaque
configuration de la zone locale €17. Cela nécessite la construction d’un maillage global cohérent
avec la géométrie potentiellement complexe de €2y. Par ailleurs, le remaillage et la nouvelle
factorisation de Ky sont nécessaires chaque fois que la localisation ou la forme de la zone locale
Q1 est modifiée. Cela peut s’avérer trés coliteux en temps de calcul surtout pour des grands
domaines avec de nombreux degrés de libertés. Pour outrepasser cette difficulté, et conserver
lefficacité numérique, 1’idée principale du couplage non-intrusif est de modifier le probleme
global en définissant le support de sa solution ug sur l'intégralité du domaine ). Le probleme
local (2.10) reste quant a lui inchangé.

Dans le but de déterminer le nouveau probléme global, le comportement homogene est vir-
tuellement étendu sur €2y. En utilisant 1’additivité des problémes sur yUS2y, le probleme global
initial se ré-écrit :

ug €V,

/@'G:(E(VG):/ fd-VG+/ Fd-VGf/)\-VG+/ @'G:€(Vg) Vvg €V
Q Qo OpQ r Qr

:/fd'VG“F/ Fd-VG-i-/[UGanQL—)\]'VG Vvg €V
Q opQ r

en utilisant 1’équilibre sur Qp,,

(2.12)

oc = Koe(ug).

Le déplacement global ug, bien que décrit sur tout le domaine €2, est généralement incorrect
sur €17, et non pertinent pour étudier les phénomenes d’intérét de la bonne maniere. En utilisant
le nouvel espace de discrétisation V¥, obtenu & partir d’un maillage grossier 7H défini sur tout
le domaine €2, la méthode de couplage non-intrusive entraine les changements suivants sur la
formulation du probléme global :

KoUg = Fo — CLA

T . (2.13)

=  KooUg =Fg - CiA + Ko Ug = Foo — CA + Ry,
avec Koq (resp. Koz) la matrice de rigidité dans le domaine global © (resp. dans le sous-domaine
Qr) utilisant un opérateur linéaire homogene Ky, tandis que Rpg = Ko, Ug — Fyr, est le résidu
discrétisé des efforts de réaction sur I' venant du modeéle global, calculé en pratique a l’aide
d’une intégrale volumique.

En utilisant, une fois encore, un schéma de résolution de type Dirichlet-Neumann (méthode
de point fixe), la méthode de couplage local-global consiste & déterminer, a chaque itération
n de Dalgorithme et apres avoir initialisé u(GO) =0 et A9 = 0, 'ensemble (ugl ),ugn), A(")) €
V x Vi, x M vérifiant :

— un probléme global sur €2 en connaissant les efforts de réactions internes sur I', qui donne

ol

/Uén) e(va) :/ fa-ve +/ Fa-ve _/)\("71) e +/ og " e(va) W eV
Q Qo apQ r Qr,

= / fy-ve + / Fq-vg+ /[Ugl‘éi)nQL — )\(n_l)] -vg Vvg €V,
Q opQ r

o) = Koe(ug);

(2.14)

— le probléme local (2.10).
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La formulation algébrique correspondante est la suivante :

Koo U = Fo — CEATD + Ko, UGV = Fog — CLACD 4RI,

K, -Cfl[u™] Fr (2.15)
~Cp 0 Al | 7| —cLu® |

Remarque 6 En pratique, pour réduire le degré d’intrusivité, la résolution du probléme local du

couplage non-intrusif est plutot écrite sous la forme : résoudre KLU(Ln) = F, sous la condition

U(Ln) = (Czl(CgUgL) ce qui fait apparaitre l'opérateur de projection P = (Czl(CG introduit dans

[53]-

Notons que la matrice de rigidité globale Ky ainsi que le vecteur force global Fyq sont fixés
indépendamment des parametres de la zone locale (position et forme de €7, taille de maille
sur 7"). Ces opérateurs sont calculés au préalable en considérant un comportement homogene
sur l'intégralité de la structure, c’est-a-dire sans analyse de phénomeénes locaux complexes et en
utilisant un maillage grossier. La matrice de rigidité globale est ainsi assemblée et factorisée une
seule fois et le probleme global reste bien conditionné quel que soit le couplage envisagé. Cela
permet notamment d’envisager cet algorithme pour I'optimisation [23].

La technique de couplage non-intrusive consiste essentiellement en une alternance entre une
résolution sur 27 qui permet de déterminer la réaction A a l'interface de couplage et une
correction globale sur © qui inclut des efforts internes de correction (c’est-a-dire en terme de
résidu d’équilibre, I'image du décalage des efforts de réaction) afin de réduire le déséquilibre
entre modeles concurrents. Ainsi deux codes différents peuvent étre utilisés pour résoudre les
calculs global et local.

Le schéma de la Figure 2.8a résume le principe du couplage avec transfert d’information aux
interfaces. L’algorithme de Newton associé a ce couplage est schématisé sur la Figure 2.8b.

Il est possible de montrer que sous certaines conditions (i.e. un probléme multi-échelles
elliptique ou un modele local moins rigide que le modele global, ce qui est généralement le cas
dans les applications pratiques), la solution du systeme ((2.12)-(2.10)) converge vers la solution
du probléme de couplage initial ((2.5)-(2.6)-(2.7)). Une revue de ces différents aspects se trouve
dans [3%,53,03] et est basée sur une reformulation globale de la stratégie de couplage local-
global non-intrusive vue comme un algorithme de type quasi-Newton sur ’équilibre des efforts
de réaction.

Remarque 7 Un cas limite de 'utilisation d’un couplage local-global est l'analyse des détails
géométriques tels que les percages ou trous dans les structures. Dans ce cas particulier, en défi-
nissant Qp, d partir de la géométrie du trou, le modéle local correspond d du vide avec des limites
libres sur I", et seulement le probléme global doit étre résolu. Aprés avoir prolongé virtuellement
et en continu le comportement du matériau et le champ de solution sur 2p,, et en débutant avec
nimporte quelle estimation initiale de ug) € V, le schéma itératif de la solution du couplage
non-intrusif créé d partir d’un probléme de type Neumann s’écrit :

/wg)iﬁ(vc):/ fd-vc+/ Fd'vGJr/ of " elva) YoV,
Q Qo apﬂ QL
= | fy3-vg+ Fg-v +/0(n71)n -vg Vvg eV, (2.16)
/Qd G 9002 d" VG F Gy 1L G G

Ugl) = ICO(E(U-(Gn))v

ou sous forme algébrique :
Koo UL = Fo + Ko, USY. (2.17)
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FIGURE 2.8 — Résumé du principe et de I'algorithme de couplage non-intrusif.

La matrice de rigidité Koo est construite a partir de la structure dans laquelle le trou a été
supprimé [2]].

Bilan : Parmi toutes les méthodes multi-échelles existantes et présentées dans ce chapitre, une
attention particuliére est portée sur la méthode de couplage global-local non-intrusive. En effet,
cette méthode permet de séparer un modele complexe en un modele global grossier simple et un
modele local fin représentant la complexité. Son caracteére non-intrusif repose sur le fait que cette
séparation est totale, c’est-a-dire que les deux modeles sont indépendants, seuls des informations
transitent a 'interface. Nous avons fait le choix de ce type de couplage pour cette raison, nous
pouvons ainsi résoudre un probléme dont les informations proviennent de deux codes, ou deux
méthodes de résolution différentes, comme développé dans le cas d’un couplage AIG-MEF dans
le chapitre 6. Le concept non-intrusif est aussi considéré au sens large dans cette these, c’est-
a-dire pour toute technique qui permet d’implémenter dune méthode numérique particuliere en
prenant comme contrainte d’utiliser un code industriel sans en modifier les routines de base.
En ce sens, les chapitres 4 et 5 proposent également une implémentation non-intrusive de I’AIG
dans un code industriel.
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CHAPITRE 3

Evaluation de la qualité d'une solution couplée
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Un des enjeux majeurs de l'ingénierie basée sur la simulation, identifié dans un rapport
de la NSF [118], est la certification des modeles simulés et des méthodes associées. Toutes les
méthodes numériques, telles que les méthodes multi-échelles, sont impactées par des erreurs
venant de sources diverses (discrétisation, modele, itération de la stratégie de résolution) qui
doivent étre controlées afin de garantir I'exactitude de ces méthodes. Cela permet ainsi le trans-
fert des méthodes et leur déploiement massif dans le domaine industriel. Apres avoir présenté
les méthodes d’estimation d’erreur existantes pour le calcul multi-échelles, nous développons en
particulier ’estimation d’erreur sur une quantité d’intérét basée soit sur la méthode des résidus
soit sur ’erreur en relation de comportement.
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3.1 Estimation de ’erreur pour les calculs multi-échelles

3.1.1 Introduction a la notion d’erreur

L’erreur permet de faire la différence entre une solution exacte, référence issue du probleme
initial (équations aux dérivées partielles), par exemple un déplacement u et sa solution approchée
Ugpp par une méthode de type éléments finis ou isogéométrique. Cette erreur d’approximation
peut se mesurer de la fagon suivante :

eh = [[u = Uappl], (3.1)

ot [|.|| est une norme choisie. Parmi les normes disponibles, la norme énergétique est couramment
utilisée. Elle est préférée par rapport aux autres normes globales car elle est en lien avec les
propriétés du modele de référence.

A partir de cette définition de I'erreur, on détermine deux classes d’estimation d’erreur : a
priori et a posteriori. Les estimations d’erreur a priori sont incompléetes et ne permettent pas
d’évaluer l'erreur faite sur une solution EF car elles utilisent en grande partie la solution exacte
u qui n’est généralement pas connue. Dans cette these, nous nous intéressons aux estimations
a posteriori qui permettent quant a elles d’évaluer quantitativement apres calcul I'écart de la
solution approchée a celle de référence. Les approches classiques de vérification de modeles ont
été tres largement étudiées et implémentées pour de 'estimation a posteriori de 'erreur de
discrétisation et I’adaptation de maillage dans le cadre de la méthode des éléments finis [2, 31,

, 159]. Parmi les différentes méthodes a posteriori, nous nous focalisons sur deux méthodes : la
méthode des résidus et la méthode d’estimation d’erreur en relation de comportement en notant
qu'une autre méthode de lissage des champs (ZZ) peut aussi étre utilisée [167].

3.1.2 Etat de ’art des méthodes de certification des méthodes multi-échelles

Parmi les outils de vérification de modeles, les outils basés sur la méthode des résidus
sont largement utilisés pour les problemes multi-échelles. Ces outils qui nécessitent peu d’ef-
fort d’implémentation sont des extensions de ceux développés dans [119] pour l'estimation
d’erreur de modele. Ils ont été initialement appliqués sur des matériaux hétérogenes pour des
couplages de modeles hiérarchiques [121, , 158] avant d’étre implémentés dans un contexte
multi-échelles [120, 168]. Parmi ces applications, on peut citer 'application aux solides hétéro-
genes [113,141]; aux couplages atomistiques [14,133,134], aux problémes de diffusion [30] ou aux
couplages stochastiques [165]. Par exemple, dans le cas d’'un modéle multi-échelles avec descrip-
tion & 1’échelle particulaire résolu par la méthode Arlequin [134], un algorithme d’adaptation
basé sur de I'estimation d’erreur de modele permet de déterminer la zone optimale de recouvre-
ment entre les modeles particulaire et continu vis-a-vis d’'une quantité d’intérét choisie. Un des
exemples montre la procédure d’adaptation dans le cas d’un effort appliqué sur une particule du
bord si on s’intéresse au déplacement vertical ou cet effort est appliqué. Sur le maillage initial
carré (15x15 éléments) ou chaque élément contient 5x5 particules, la configuration initiale du
probléme Arlequin est donnée sur la Figure 3.1a. Suite a la mise en place de ’algorithme d’adap-
tation, la définition du probleme Arlequin est modifiée et devient celle décrite sur la Figure 3.1b
ce qui permet de réduire ’erreur relative sur le déplacement vertical au point d’application de
la force de 13 a 2%.

En résumé, la vérification de modele pour les couplages multi-échelles de modeles est es-
sentiellement basée sur les méthodes de résidus explicites [1, , , 164] ou celle des résidus
pondérés introduite dans [119] et ciblée sur des quantité d’intérét. Cette derniere approche a été
largement étudiée pour divers problémes dans [1,33,41,77,87,102, 103,124,137, 141,153, 164].
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(a) Configuration initial d’Ar- (b) Configuration finale
lequin. d’Arlequin.

FIGURE 3.1 — Evolution de la définition du couplage d’Arlequin & I’aide de I’estimation d’erreur
sur une quantité d’intérét [134].

Cette famille de méthodes aboutit a des bornes d’erreur qui sont généralement non garan-
ties (en particulier dans les cas de modéles non-linéaires) et qui sont exactes seulement si une
hypothese de saturation est vérifiée.

D’autres outils de vérification permettent d’obtenir des bornes exactes et garanties d’erreur
en utilisant un modele linéaire ou non-linéaire. Ils sont basés sur la dualité et le concept d’erreur
en relation de comportement (ERC). Ce concept, dont la notion principale est la satisfaction
de I’équilibre mécanique, a été initialement introduite pour des modeles EF [96-08] utilisant
des arguments thermodynamiques et des propriétés de convexité. Un résumé des nombreuses
applications du concept ERC peut étre trouvé dans [92, 94, 99]. L’ingrédient principal est la
reconstruction des champs de contraintes/flux équilibrés, qui est en effet le seul moyen d’obte-
nir des bornes d’erreur garanties [29, 18, 56,61, , 113]. Le concept ERC peut étre associé a
Iestimation d’erreur en quantité d’intérét [32,90].

3.1.3 Estimation d’erreur de couplage non-intrusif

En ce qui concerne l'estimation d’erreur et l'adaptation pour des couplages non-intrusifs
local-global, les travaux sont assez limités. Les travaux récents dans [52] sont les plus avancés
sur ce théeme. La méthode des résidus explicites y est utilisée afin de construire un estimateur
d’erreur a posteriori peu cotliteux et grossier (i.e. en norme énergétique). Cet estimateur permet
de contrdler les erreurs de discrétisation et de convergence. Il peut étre utilisé en pratique pour
piloter 'adaptation de maillage dans la zone locale (supposée avoir une définition fixe dans [52])
ainsi que l'arrét des itérations. Par exemple, sur ’exemple donné sur la Figure 3.2, il peut
étre décidé que la solution calculée soit acceptable des que l'erreur venant de la convergence
est suffisamment faible, soit apres 10 itérations dans ’exemple présenté. Néanmoins, les outils
proposés sont tres incomplets et peu robustes car difficilement applicables en dehors des modéeles
linéaires et ne prenant pas en compte 'erreur de modeéle.

En effet, pour un probléeme de couplage non-intrusif, les sources d’erreurs sont classifiables
en trois catégories :

— Uerreur de modéle due a I'utilisation d’un modele de substitution dans €2y, associé a un
opérateur régulier Ko et & un maillage grossier 7 fixé (i.e. non adapté). Cela peut en-
gendrer des effets de pollution quand on s’intéresse a ’exactitude de la quantité d’intérét
définie dans Qy. L’amplitude de cette erreur peut étre réduite en augmentant la taille de
la zone critique €27, et tend vers zéro quand €2, tend vers();

— Uerreur de discrétisation due a I'utilisation d’un maillage 7" afin d’approximer la solution
du probleme local (2.10). L’amplitude de cette source d’erreur est réduite en diminuant
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F1GURE 3.2 — Comparaison entre I’erreur éléments finis et 'erreur de convergence d’un probleme
de couplage non-intrusif afin d’évaluer le nombre d’itérations nécessaires (issu de [52]).

la taille A du maillage dans 7" ; elle devient nulle quand h tend vers zéro;
— Derreur de convergence due a l'utilisation d’un algorithme local-global itératif. L’am-

plitude de cette source d’erreur diminue quand le nombre d’itérations augmente, elle
s’annule quand n tend vers 4o0.

Dans les applications pratiques des méthodes de couplage non-intrusif, Q, et 7/ sont définis
de fagon empirique a partir de 'expérience a priori de 'utilisateur sans évaluation quantitative
des erreurs de modele et de discrétisation associées. De plus, la convergence de l'algorithme
itératif de couplage local-global est classiquement controlée en utilisant un critéere d’arrét (ou
un indicateur de convergence) basé sur 'amplitude de la norme du résidu d’équilibre. Cette
procédure peut étre tres pessimiste et mobiliser inutilement des ressources de calcul vu que :

— la tolérance fixée sur la donnée d’intérét peut étre atteinte méme si la solution local-
global n’a pas convergé, si bien que l'algorithme de couplage peut étre arrété plus tot
sans dégrader 'exactitude de cette donnée;

— lerreur de convergence, bien qu’importante, peut rapidement devenir négligeable face a
d’autres sources d’erreurs, si bien que les itérations supplémentaires deviennent inutiles
pour diminuer ’erreur globale ou locale.

Par conséquence, il est pertinent de créer des outils permettant d’évaluer quantitativement
des mesures d’erreur ainsi que les contributions individuelles de chaque source d’erreur. De
tels outils sont la base d’un algorithme d’adaptation automatique qui permet d’optimiser la
définition de Q7, de 7", et du nombre d’itérations requises (pour une tolérance d’erreur fixée).
Un tel algorithme d’adaptation permet d’utiliser les ressources numériques de facon efficace.

3.2 Technique d’estimation d’erreur en quantité d’intérét
Dans un soucis d’explication et d’illustration simples, on se base sur le probléme de référence

(2.2). Il peut étre reformulé sous forme faible, vu le comportement matériau choisi, de la fagon
suivante : trouver u € V tel que :

a(u,v) =1(v) VYve, (3.2)

a(u,v):/QIC(e(u):(e(v) ; l(v):/ﬂfd'v—i— aFQFd-v. (3.3)
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Remarque 8 Dans un contexte non-linéaire, la formulation faible devient a(u;v) = I(v) pour
tout v €V ou ;7 indique la non-linéarité de la forme a vis-d-vis de u.

Avant d’expliciter la démarche de l’estimation d’erreur sur une quantité d’intérét dans le
cas de la méthode des résidus et de la méthode d’erreur en relation de comportement, nous
explicitons la définition du probléme adjoint nécessaire a la définition des divers estimateurs.

3.2.1 Quantité d’intérét et probleme adjoint

L’estimation de I'erreur en quantité d’intérét est définie en utilisant un scalaire quantité
d’intérét Q(u) qui est une composante particuliere de la solution u. Nous considérons ici que
la fonctionnelle @ : V — R est linéaire méme si une quantité d’intérét non-linéaire peut étre
utilisée en prenant en compte quelques changements mineurs.

Nous développons la méthode d’estimation d’erreur goal-oriented, c’est-a-dire sur une quan-
tité d’intérét, d’une fagon similaire a ce qui est fait dans [119,121] et qui se base sur la définition
d’un probleme adjoint.

On définit le probleme adjoint du probleme de référence (voir (3.2)) associé a une quantité
d’intérét @ en se référant aux travaux de [10,125,135]. Il consiste & trouver u € V tel que :

a(v,ua) =a*(u,v) =Q(v) Yvev, (3.4)
a* étant Popérateur adjoint de a. Dans le cas étudié, 'opérateur est auto-adjoint si bien que

a* = a.

La quantité d’intérét est usuellement définie de facon globale en utilisant des fonctions d’ex-
tractions. Elle s’écrit sous la forme suivante :

Q(u) :/(@;E e(u) + f5 - u) + Fg-u+/ uy - o (u)n, (3.5)
Q o2 02

ou oy, fy, Fy, et uy sont des extracteurs. Ils sont définis explicitement ou implicitement (en

fonction de la quantité @) et peuvent étre mécaniquement interprétés respectivement comme

des pré-contraintes, des efforts volumiques, des forces de traction et des pré-déplacements dans

le probleme adjoint.

Remarque 9 Si on s’intéresse a une forme non-linéaire pour a et/ou d une quantité d’intérét
non-linéaire Q, le probléme adjoint devient :

d(uv,a) =Q'(u;v) VYvey, (3.6)

ot a'(w;v,0) = limg_0 0 a(u+ Ov; 1) — a(u;0)] et Q'(w;v) = limy_o 0~ HQ(u + Ov) — Q(u)]
sont les dérivées de Gateaur dans la direction v. On observe ainsi que le probléme adjoint :(i)
dépend dorénavant de u ; (ii) est défini a l'aide de 'opérateur tangent ; (iii) reste linéaire dans
tous les cas. Comme u est inconnu, ce champ est en pratique remplacé par une approximation
Ugpp afin de rendre le probléme adjoint résolvable.

3.2.2 Estimation de ’erreur en quantité d’intérét par la méthode des résidus

La fonctionnelle des résidus R : V x V — R qui est utilisée pour calculer les estimateurs avec
cette méthode est définie ainsi :

R(w,v) =1(v) —a(w,V). (3.7)
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La propriété (3.2) donne directement R(u,v) = 0 pour tout v € V (propriété d’orthogonalité).
A partir de la solution adjointe u, il est explicite que pour toute approximation u,y, € V de
u, Perreur Q(u) — Q(ugpp) peut étre représentée comme suit :

Q(u) - Q(uapp) = Q(u - uapp) = a(u — Ugpp, ﬁ) = R(uappv ﬁ) (3'8)

En introduisant une approximation quelconque gy, € V de la solution adjointe u, la repré-
sentation de erreur s’évalue aussi sous la forme :

Q(u) — Q(uapp) = R(Uapp, Uapp) + R(app, T — Uapp)- (3.9)

Afin de calculer le second membre de (3.8), la solution adjointe 1 doit étre remplacée par
une solution approchée ,y, comme décrit dans (3.9). Une approximation pertinente doit tou-
tefois étre utilisée pour que le terme R(ugp,, U — Ugpp) puisse étre négligé. C’est I'hypothese
de saturation. En pratique, cela signifie qu’afin d’estimer rigoureusement les différentes sources
d’erreur, I'espace d’approximation utilisé pour calculer u,y, doit étre plus riche que celui utilisé
pour Ugpy,. En prenant ugy,, dans le méme espace que Ugpp, 'estimation d’erreur sur () sera donc
pauvre.

Par ailleurs, dans ce cas particulier o la solution approchée u,, est seulement obtenue apres
discrétisation du probléme initial (erreur de discrétisation seulement), elle devient la solution de
la forme faible suivante (sans changement de 'opérateur a) :

a(Ugpp, v) =1U(v) YV € Vepp, (3.10)

ol Vapp C V est espace EF. Cela conduit & I'orthogonalité de Galerkin bien connue R(ugpp, V) =
0 pour tout v € Vypp, et illustre le fait que I'estimateur R(ugpp, Uapp) st insignifiant quand gy
est cherché dans V,,,. En conséquence, un espace plus riche (ou espace enrichi) avec un maillage
plus fin V(j'pp C V doit étre utilisé pour calculer une solution approchée de I’adjoint ﬁ;rpp.

Il est ainsi facile de montrer que :

R(uapp7 ﬁz—;pp) - Q(“(—J’,—pp) - Q(uapp)a (3.11)
ol uf{pp est obtenu en approchant u dans Vjpp, si bien que I'estimateur R(ugpp, ﬁj{pp) comprend
toute 'erreur Q(u) — Q(ugpp) sauf la partie Q(u) — Q(ug ) qui est orthogonale a l'espace

app
d’approximation enrichi V.

Remarque 10 Dans le cas non-linéaire, pour n’importe quelle approximation gy de la solution
adjointe 1 de (3.6) et en introduisant les champs d’erreur €gpp = U — Ugpp €t €qpp = U — Ugpp,
la représentation de l’erreur (3.8) s’étend [119] :

Q(u) — Q(uapp) = R(uapr lNJ-app) + R(uapp§ éapp) + A, (3.12)

ot A est un terme résiduel de haut degré des erreurs eqpy, et €qpp. Quand a et @ sont trois fois
différentiables, ce terme s’explicite de la facon suivante :

1! - _
A= 5 / [an(uapp + S€app; €apps €apps Uapp + S€app) — Q//(uapp + S€app; €apps €app)]ds
0
1t ~ (3.13)
+ 3 / [Q" (Wapp + S€app; €apps Capps €app) — 36" (Wapp + 5€app; €app, €apps €app)
0

— a"" (Wapp + S€app; €apps €apps Uapp + S€app)](s — 1)sds.
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3.2.3 Estimation de ’erreur en quantité d’intérét par ’erreur en relation de
comportement

3.2.3.1 Fonctionnelle ERC

Pour le probléme considéré avec la relation de comportement (2.3), le concept ERC est
appliqué a une solution dite admissible (1, d) € V x S satisfaisant les conditions aux limites et
les équations d’équilibre du probléeme (2.2). L’espace fonctionnel S est défini ainsi :

S={re H(div,Q),/ re(v) = / v+ [ Fyv WweV), (3.14)
Q Q 1Y)
avec H(div,Q) = {7 € [L?(Q)]%D/2 divr € [L?(Q)]4}. Seule la relation de comportement
(2.3) est relachée pour un tel couple admissible (@, &).
La mesure Egrc de PERC calculée a partir de (1, @) est ainsi une représentation globale du
résidu de la loi de comportement ; elle est définie comme suit :

Eine(8,6) = [ (&~ Ke(@) s K76 - Ke(w) = & - Ke(@]2,  (3.15)
Q
ou || - || est la norme énergétique sur les champs de contrainte sur €. I en découle que :
(u,0) = argmin g 5)cyxs Exre (0, 6). (3.16)
De plus, I'égalité de Prager-Synge [132] lie la mesure ERC & une mesure globale de l'erreur

(en norme énergétique) entre u et le champ admissible @ € V considéré. On obtient alors :
Eppe(8,6) =|lo —al; + o - Ke(@)| > [lo — Ke(@)[5 = [lu—alf*. (3.17)

Ainsi, en considérant n’importe quelle approximation u,p, € V de u comme champ de
déplacement admissible, et sous réserve de disponibilité d’un champ de contrainte & € S, la
mesure ERC permet de définir une borne garantie et entierement calculable de 'erreur globale
[ — ugpy.

Par ailleurs, en considérant le champ moyen de contrainte ¢* = % [ + Ke ()], on peut
obtenir une variante de I’équation de Prager-Synge (connue sous le nom du théoréme de I’hyper-
cercle) :

Efpc(0,6) = 4o — a7, (3.18)

qui est en pratique utilisée pour ’estimation d’erreur en quantité d’intérét.

3.2.3.2 Application de ’ERC sur une quantité d’intérét

L’ERC donne une évaluation globale de ’erreur, elle peut étre utilisée pour borner ’erreur sur
une quantité d’intérét en utilisant une fois encore un probléme adjoint (3.4). D’autres techniques
permettent d’obtenir des estimations d’erreur locales sur des contraintes sans probléeme adjoint
mais sont restreintes [60].

Apres avoir calculé une solution approchée du probleme adjoint 1,y, € V, puis reconstruit
un champ de contrainte admissible o € S vérifiant les équations d’équilibre de I'adjoint :

S

/ & e(v)=Qv) Wev, (3.19)
Q
il est possible de définir les bornes d’erreur sur la quantité d’intérét Q.
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Il est ainsi direct de montrer la propriété :

Q(u) - Q(uapp) = a(u — Uapp, ﬁ) = / 6(“ - uapp) ro

Q

e(u—ug,):o (0c8)

€(u—ugpp) : (‘3 —Ke(Uapp)) + | €(u—1gpp) : Ke(Uapp) (3.20)

S— S5

€(u—ugpp) : (& —Ke(Uapp)) + | (6 — Ke(uqgpp)) : €(Uapp) (6 € S)

S— 5—

(@ — Ke(Uapp)) : K™H@ — Ke(Bapp)) + Qeorr1,

ol Qeorri = [o(0 — Ke(ugpp)) : €(Uapp) est une correction du terme Q(u,py,) entierement
calculable.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec (3.17) et (3.20), une borne garantie est donc :

|Q(u) - Q(uapp) - Qcorr,1| < ||@ - KE(UGPP)HU-H& - Ke(ﬁam’)”a

A _ (3.21)
< EERC(uappy U) Errc (Uappa @)'

Un encadrement plus précis peut étre obtenu en introduisant les moyennes des champs de
. . R ax 1 o2 -
contrainte " = 5[0 + Ke(ugpp) et 0 = 5[0 + Ke(Ugpp)]-

Ainsi, (3.20) peut se réécrire :

Q) ~ Q(apy) ~ Quorrt = /

(0—ad7): Kﬁl(‘;_’c‘f(ﬁam)) +/ (0" —Ke(ugyp)) : ’Cil(&_lcdﬁam)))v
Q

Q
(3.22)
et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz avec (3.18), une borne améliorée est obtenue par :

~ K 2 ~ 1 ~ ~ 3
<o —a|,.llo - ’C‘E(uapp)Ha = iEERC(uappv‘m)-EERC(UappaU)- (3.23)

Q1) — Q(uapp) — Qeorr,2

avec Qcorr2 = Qeorr,t + Jo(0" — K€(uapp)) : ]C_l(& — Ke(Uapp)) = Jo(0 — Ke(uapp)) : Ko
Cela permet de définir un encadrement calculable de la valeur exacte @Q(u) de la quantité d’intérét
sous la forme :

Q™ <Qu) <Q7, (3.24)
avec

_ 1 . - 2
Q = Q(uapp) + Qcorr,Z - §EERC’(uappa U)-EERC(uappa @-)7

3.25)
1 A R (
Q+ = Q(uapp) + Qcorr,2 + iEERC(uappa 0)-EERC (Uapp7 U)~

En pratique, les bornes exactes Q~ et QT sont obtenues par enrichissement de la solution
adjointe, si bien que Egrc(Uapp, fy) tend vers 0 et Qcorr2 tend vers Q(u) — Q(Ugpp)-

En notant que le chargement de 'adjoint (oy, fy, Fy, uy) est généralement appliqué sur un
sous-domaine local de €2, et par conséquent engendre une solution adjointe avec des hauts gra-
dients localisés (principe de Saint-Venant), I'idée est d’utiliser I’enrichissement local a proximité
de la région d’intérét ou la quantité @) est définie. Cet enrichissement peut facilement étre réalisé
a l'aide de la démarche de couplage non-intrusif (voir chapitre 9).

Remarque 11 Une extension des bornes (3.25) pour lestimation d’erreur en quantité d’intérét
pour des modéles non-linéaires est détaillée dans [90, 91].
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Bilan : Les méthodes d’estimation d’erreur, largement utilisées pour les calculs multi-échelles,
sont peu répandues pour le couplage global-local non-intrusif. Les bases des techniques d’estima-
tion d’erreur sur une quantité d’intérét basées sur la méthode des résidus ou ’erreur en relation
de comportement ont été développées dans ce chapitre. Elles serviront dans la suite pour définir
I’estimation d’erreur en quantité d’intérét du couplage non-intrusif basé sur la méthode des ré-
sidus dans les chapitres 7 et 8 et ’erreur globale en relation de comportement dans le chapitre
9.
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Deuxieme partie

Couplage entre ’analyse
isogéométrique et la méthode des
éléments finis
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CHAPITRE 4

Implémentation de I'analyse isogéométrique dans un code éléments finis
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Le but de notre démarche est d’implémenter la méthode isogéométrique dans un code EF
existant de la facon la moins intrusive possible. L’avantage de l'extraction de Lagrange pour
I'implémentation de ’AIG a été mise en évidence dans [148]. En particulier, dans le cas de
géométrie définie par des B-Splines, une stratégie peu intrusive a été développée. Toutefois, la
question de I'implémentation des NURBS avec un niveau minimum d’intrusivité reste encore a
traiter et il est a noter que seul le potentiel de I'extraction de Lagrange a été souligné dans [118],
sans réelle application numérique a partir d’'un code EF disponible.

Apres avoir expliqué I'implémentation actuelle de ’AIG dans un code EF, une nouvelle
procédure d’implémentation est proposée dans ce chapitre. Celle-ci a fait 'objet de I’article [1506].
Il est & noter que parallelement & ce développement, un travail relativement proche a été réalisé
concernant l'implémentation dans le code EF open-source FEniCS [35]. La clé de notre approche
est d’adopter un point de vue global ; un lien global approché entre les fonctions NURBS et les
polynoémes de Lagrange est défini afin de construire la matrice de rigidité et le second membre IG
sans modifier les routines EF existantes durant le calcul. Cela permet d’implémenter facilement
I’AIG dans un code industriel EF pour réaliser des calculs linéaires et non-linéaires.
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4.1 Extraction de Lagrange

L’opérateur d’extraction de Lagrange permet de faire le lien direct entre une base Lagrange
et une base B-Spline. Ce nouvel opérateur permet une implémentation différente de I'opération
d’extraction de Bézier basée sur la propriété interpolante des fonctions de forme nodales. Afin
de mieux comprendre ce lien, nous rappelons dans un premier temps le lien existant entre les
fonctions Bernstein et Lagrange avant de présenter la construction de ’extracteur de Lagrange.

4.1.1 Des polyndmes de Lagrange aux polyndomes de Bernstein

En notant L les fonctions de forme Lagrange classiquement utilisées dans la MEF, on s’in-
téresse a 'opérateur Dy g qui satisfait :

B =D/sL. (4.1)

Cette équation est cohérente car les fonctions de forme Bernstein et Lagrange de méme degré p
définissent toutes les deux le méme espace polynomial. L’opérateur Dy p est construit a partir
d’un opérateur élémentaire D¢ 5 qui est identique pour tous les éléments. L’allure des fonctions
de forme uni-dimensionnelles Bernstein et Lagrange est donnée sur la Figure 4.1, respectivement
en lignes pointillées et pleines.

FIGURE 4.1 — Fonctions de forme Bernstein et Lagrange. Ces fonctions sont formulées dans
I'espace de référence avec § € [—1,1].

Afin de construire 'opérateur D¢ 5, il suffit d’exprimer les fonctions Bernstein comme une
combinaison linéaire des polynémes de Lagrange en certains points interpolants. La propriété
d’interpolation des polynémes de Lagrange permet de créer cet opérateur en évaluant simplement
les fonctions Bernstein aux noeuds associés aux polynomes de Lagrange. Pour les fonctions uni-
dimensionnelles, en s’intéressant donc aux points &; égaux a -1, 0 et 1 (i.e tel que Li(éj) =0ij),
on obtient directement :

Bi(-1) Bi(0) Bi(1) 1 1/4 0
D%, = |Ba(—1) By(0) Bo(1)| = |0 1/2 of. (4.2)
Bs(—1) Bs(0) Bs(1) 0 1/4 1

Les opérateurs bi- ou tri- dimensionnels sont obtenus par produit de Kronecker entre opérateurs
uni-dimensionnels (comme pour 'opérateur d’extraction de Bézier).

Une fois 'opérateur Dy p créé, la construction des noeuds EF a partir du maillage de Bern-
stein se fait comme avec 'opérateur de Bézier, c’est-a-dire PP = DT ,PBEE, Les nceuds ainsi
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construits peuvent étre utilisés comme maillage d’entrée dans des codes éléments finis classiques.
Evidemment ces nceuds interpolent la géométrie. Les différents maillages de contréle qui per-
mettent de générer une poutre quasi-circulaire a deux éléments B-Splines quadratiques sont
tracés sur la Figure 4.2. Cette géométrie est identique a celle de la Figure 1.10. Comme prévu,
les points de controle Bernstein sont plus loin de la géométrie que les noeuds de Lagrange qui
eux sont interpolants.

10t

FIGURE 4.2 — D’un maillage Bernstein & un maillage EF pour une poutre a deux éléments (en
noir). Le maillage de contrdle Bernstein (en pointillés noirs) est une interpolation linéaire entre
quinze points de contréle parmi lesquels quatre ne sont pas interpolants. Le maillage de controle
Lagrange (en pointillés verts) est une interpolation linéaire entre quinze noeuds (en rouge), tous
interpolent la géométrie initiale (en noir).

4.1.2 Lien direct entre les fonctions Lagrange et B-Splines

Dans les parties précédentes, deux opérateurs C et Dy g ont été construits. Afin de faire le
lien direct entre les fonctions Lagrange et B-Splines, on définit naturellement un opérateur D
tel que :

N=DL avec D=CDjg. (4.3)

Néanmoins, 'opérateur d’extraction de Lagrange n’est jamais calculé de cette facon pour
une meilleure efficacité de calcul. En effet, une procédure identique a la création de 'opérateur
Lagrange-Bernstein Dy g peut étre directement appliquée a 'extracteur Lagrange D ; il suffit
d’exprimer les fonctions de forme B-Splines aux noeuds. Un algorithme performant pour faire
cela a été développé dans [148]. La Figure 4.3 permet de résumer les différents opérateurs en
lien avec l'extraction de Lagrange. A ce stade, il faut préciser que tous ces liens sont exacts car
ils transforment des polynémes en d’autres qui sont de méme degré et de régularité croissante.

D C
L ® . B > N
T

D

FI1GURE 4.3 — Ilustration des opérateurs d’extraction nécessaires pour passer d’une base nodale
CY Lagrange & une base B-Spline plus réguliere.
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4.1.3 Extraction dans le cas des Non-Uniform Rational B-Splines

Le lien entre ’AIG et la MEF est pour le moment restreint aux géométries basées sur
des polynémes. Cependant, dans une grande majorité des cas, la discrétisation spline nécessite
des fonctions rationnelles qui prennent en compte les poids associés aux points de controle.
L’extraction de Lagrange peut s’étendre aux cas NURBS. Cela revient a faire un lien direct
entre les fonctions NURBS et les fonctions Lagrange rationnelles, comme précisé dans [118].

On peut déduire de (1.4) et (4.3) que :

RIGA _ WIGADL

e (4.4

ott W/G4 est la matrice diagonale des poids NURBS et WG4 = SR wAGAN 4 est la fonction
poids NURBS.
La fonction poids NURBS peut étre réécrite a 1’aide des fonctions Lagrange :

na

WIGA — Z w,I4GANA — (WIGA)TN _ (WIGA)TDL (4 5)
A=1 :
— (DTWIGA)TL — (WLAG)TD — WLAG

ou les poids associés aux points de controle rationnels Lagrange sont :
whAG = DTw!6A, (4.6)
Il est ainsi possible de définir les fonctions de Lagrange rationnelles comme suit :

WLAG’L
LAG _
R —_ W, (4.7)
ott WEAG et la matrice diagonale des poids Lagrange.
Le lien entre les fonctions NURBS et les fonctions Lagrange rationnelles est donc déduit en
utilisant (4.7) et (4.5) dans (4.4). Un nouveau extracteur Dy, est ainsi créé :

RIGA — WIGAD(WLAG)-IRLAG _ p, RFAG, (4.8)

De la méme maniére que précédemment, les positions des points de contréle Lagrange ra-
tionnels dépendent des positions des points de contrdle NURBS : PLAC = (Dy,)TPIGA,

Ce lien entre les fonctions Lagrange rationnelles et les fonctions NURBS est exact car les
deux bases sont rationnelles et les NURBS sont de régularité supérieure. Par contre, la mise en
place de telles fonctions rationnelles Lagrange a partir des polynémes de Lagrange classiques,
nécessite la prise en compte des poids des points de Lagrange WLAC et de la fonction poids
associée WELAG Cette prise en compte des poids n’est pas disponible dans les codes éléments
finis classiques ou les fonctions sont seulement polynomiales. Nous développons dans la suite un
opérateur supplémentaire pour faire le lien entre les fonctions polynomiales Lagrange, disponibles
dans les codes EF, et les fonctions NURBS.

4.1.4 Implémentation de ’extraction de Lagrange

Comme il a été montré précédemment, pour 'extraction de Lagrange, il faut distinguer
les cas NURBS et B-Spline. Nous montrons en premier ’approche dans le cas des NURBS et
illustrons 'intrusivité de celle-ci. Ensuite, on explique ’amélioration en terme de non-intrusivité
qui peut étre réalisée dans le cas spécifique B-Spline.
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4.1.4.1 Dans le cas NURBS

Les fonctions rationnelles Lagrange ont été créées a partir de Dy comme une structure
élémentaire pour faciliter I'implémentation dans un code EF. Le schéma d’implémentation et
la communication entre le maillage initial NURBS et le maillage rationnel Lagrange créé sont
résumés sur la Figure 4.4. Les données utiles sont indiquées sur les branches, par exemple
I'opérateur d’extraction Lagrange global et local Dy et Dj;, ou encore les fonctions de forme
NURBS ou Lagrange rationnelles R4 et RE4C. De plus, la table de connectivité utile &
I’assemblage des matrices est précisée. Avec une telle procédure, les modifications & réaliser dans
un code EF peuvent étre listées ainsi :

1. Modifier les fonctions de forme standards EF pour prendre en compte les poids Lagrange
et la fonction poids. Construire les fonctions de forme Lagrange rationnelles a partir des
polynomes de Lagrange comme exprimé dans (4.7) ;

2. Appliquer I'extraction sur chacun des éléments en utilisant 'opérateur D% ;

3. Changer la table de connectivité pour faire un assemblage IG.

Maillage Vecteur noeuds, ordre, poids Fonctions de

NURBS forme NURBS
,D,W par i
élément

D.c
PLAG = D, TPAIG "

Y

Maillage Fonctions de forme
Lagrange rationnel Lagrange rationnel
Ddls Lagrange R‘-AGI

Y
Matrice de rigidité
NURBS élémentaire

Ddls NURBS
Y

Matrice de rigidité
NURBS globale

FIGURE 4.4 — Procédure d’implémentation classique utilisant I'extraction de Lagrange pour les
NURBS : de la définition NURBS de la géométrie a ’aide de la création de I'opérateur Dy,
une représentation Lagrange rationnelle de la géométrie est faite. En modifiant la routine des
fonctions de forme pour utiliser les fonctions Lagrange rationnelles, la matrice de rigidité 1G
élémentaire est calculée. Il reste ensuite a modifier la routine d’assemblage de matrice pour
permettre I'utilisation des degrés de liberté NURBS afin d’obtenir la matrice de rigidité NURBS
globale.

4.1.4.2 Dans le cas B-Spline

Si on restreint I'implémentation aux géométries définies par des fonctions B-Splines (fonctions
non rationnelles), la routine EF n’est pas modifiée au niveau élémentaire. Le point 1 précédent
n’a pu lieu d’étre. Une fois les matrices de rigidité EF élémentaires K" déterminées, de simples
produits matriciels permettent de trouver la matrice de rigidité AIG élémentaire correspondante
KCIGA .

K" = DK DT (4.9)
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Cela est possible car il existe un lien direct entre les polynémes de Lagrange, présents dans
les codes EF classiques, et les fonctions B-Splines. Notre travail dans la suite consiste donc a
trouver un lien direct entre les NURBS et les polynémes de Lagrange pour atteindre le méme
niveau de non-intrusivité dans le cas des NURBS.

4.2 Stratégie non-intrusive développée

Comme expliqué plus haut, nous ne souhaitons pas réaliser de modification des routines EF,
c’est-a-dire les modifications des fonctions de forme (point 1) et de ’assemblage (point 3) doivent
étre supprimées.

4.2.1 Principe

Nous adoptons, tout d’abord, un point de vue global pour les extracteurs comme représenté
sur la Figure 4.5. Le chemin commencant par un maillage B-Spline est exact et revient a ap-
pliquer la procédure [148] mais d’un point de vue global. Le chemin concernant les NURBS
nécessite la création d’un opérateur supplémentaire pour passer des fonctions polynomiales a
des fonctions rationnelles. Cette étape ne peut pas étre exacte car c’est 'espace des fonctions
rationnelles qui inclut les fonctions polynomiales associées et non l'inverse. Une projection est
donc nécessaire. Pour plus de simplicité d’implémentation et d’efficacité d’approximation, nous
réalisons la projection au niveau des polynomes de Lagrange c’est-a-dire que la discrétisation en
fonctions rationnelles Lagrange est projetée sur un espace polynomial lagrangien. L’opérateur
D, est donc introduit tel que :

RAY =Dy, L, (4.10)

et sa construction est expliquée dans le paragraphe suivant.

Lien entre les maillages Lien entre les opérateurs de rigidité

PEF = pT p8S
Maillage Maillage Logiciel - ’ s _ —
B-Spline Eléments Finis EF ke K*=DK"D

exact exact

approx. ? P =D, PYC ¢ approx.
PYS = p,T pAIG

Maillage Maillage KS = D,, K D,,™ —’ KAG = D K4S DT
NURBS exact Lagrange Rationnel n n " .

Fonctions
de forme
polynomiales

exact

Fonctions
de forme
rationnelles

FI1GURE 4.5 — Approche pour relier un maillage NURBS & un maillage EF en utilisant différents
opérateurs. Ces opérateurs sont ensuite utilisés pour récupérer la matrice de rigidité NURBS a
partir de celle EF calculée a 'aide d’'un code EF classique utilisé comme une boite noire. Les
fleches noires représentent un lien exact et les fleches grises une approximation.

Une fois que le maillage éléments finis est créé a partir d’un maillage IG, lors d’une étape
de pré-traitement, il est utilisé comme maillage d’entrée dans un code EF classique afin d’en
calculer la matrice de rigidité EF. Des transformations successives, avec les opérateurs créés,
sont réalisées pour obtenir la matrice de rigidité IG finale comme suit :

KA'¢ = Dy D KE'DT, DI, (4.11)
Cette transformation est aussi appliquée au second membre :

FAC — Dy D FEF, (4.12)

Ainsi le systeme KAIGUAIG = FAIG peut étre résolu pour trouver le déplacement UAIC,
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Finalement, le déplacement 1G peut étre reconverti en terme de déplacement nodal :
UPr = I, DL UMY (4.13)

afin de pouvoir utiliser le code EF pour le post-traitement.

Remarque 12 Nous pouvons remarquer que (4.12) et (4.13) peuvent étre interprétées comme
des projections du systéme EF sur une base isogéométrique. Ainsi le pont algébrique (D,Dryp)
donne un nouwveau point de vue sur la relation IG/EF : AIG peut étre interprétée comme une
projection de la MEF sur une base réduite spécifique plus réguliéere.

Remarque 13 Bien que les travaux présentés sont restreints a l’étude des NURBS, la méthode
pourrait étre étendue a d’autres types de discrétisation splines, tels que les T-Splines (voir [1/9,
| pour Uextraction dans ces cas).

4.2.2 Approximation simple

En intervenant au niveau des polynémes de Lagrange pour faire la projection entre les espaces
rationnels et polynomiaux associés, il est possible de suivre une stratégie pragmatique et précise.
En effet, il faut noter que les points de controle Lagrange rationnels interpolent la géométrie. 1l
est naturel alors de considérer que la position P des noeuds EF est exactement la méme que
celle PEAC des points de controle Lagrange rationnels. Dans ce cas, Dy, se traduit simplement
par un opérateur identité (noté Ip dans la suite). Ainsi, aucune étape supplémentaire n’est
nécessaire par rapport a la méthode présentée.

A titre d’exemple, la Figure 4.6 étudie l'effet d’une telle approximation sur une poutre
courbe composée d’un ou deux éléments quadratiques (voir respectivement Figures 4.6a et 4.6b).
Sur cette géométrie NURBS typique et tres souvent utilisée, 'approximation s’avere étre déja
trés précise avec un seul élément. Bien évidemment, des qu’'un raffinement est effectué dans la
direction de l’arc de cercle, cette approximation est améliorée grace a l'insertion de points de
controle supplémentaires. Afin de mieux évaluer I'approximation faite, I’écart relatif entre le
rayon externe exact et celui approximé est tracé en fonction de I’angle sur la Figure 4.6¢c, on
retrouve bien le fait que I’écart est globalement plus faible avec plus d’éléments.

En considérant cette haute précision, nous pouvons considérer que 'erreur venant de ’ap-
proximation Dy; = Ip est négligeable devant 'erreur de la résolution EF du probléeme méca-
nique sous-jacent. D’autres exemples numériques permettant de justifier cette approximation
sont réalisés dans la suite (voir Chapitre 5).

Une explication alternative peut étre donnée grace a ’étude des poids des points de controle.
En effet, approximation simple revient a considérer les poids des points de contrdle des fonc-
tions de Lagrange rationnelles tous égaux a un. En reprenant I’exemple du quart de cercle,
I’approximation peut étre expliquée comme indiqué sur la Figure 4.6d. Comme expliqué dans la
base des NURBS [14, 130], le poids du point milieu d’'un quart de cercle & un élément est égal
au cosinus du demi-angle porté par 'arc (le poids des deux points de contrdle aux extrémités
étant de 1). Nous notons ainsi o 'angle d’intérét (voir Figure 4.6d). En utilisant (4.6), puis en
exprimant 'opérateur D avec (4.3), et en utilisant finalement C = Ip dans le cas d’un maillage
NURBS a un seul élément (composé de vecteur noeud ouvert), nous pouvons déterminer le poids
associé aux points de controle Lagrange rationnels comme suit :

T
whiC = (Dfy ) WIS, (4.14)
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—— Géométrie initiale (rationnelle) 12 —— Géométrie initiale (rationnelle)
Approximation simple Approximation simple
10 e Points de contrdle Lagrange 10 ® Points de contrdle Lagrange
8 8
6 6
[ ]
4 4
[ ]
2 2
0 0
0 5 10 0 5 10
(a) Approximation simple pour un élément. (b) Approximation simple pour 2 éléments (dans la
direction de I’arc).
100 PAIG (w AIG _cos( a))
S 7
oo \
€ E \»
X 51 AN
2 51072 s
% © DY ,?
2o .- !
L _- /
8 5 3 - / ,
c © s /
S X _-" / !
5@ n4l —1 élément | | -7 / .
£ 510 - - -2 éléments - / '
o> 1r .- PLAG 1y LAG _¢os 2(4f2))
@ 0 20 40 60 80 o : : : -
0 2 4 6 8 10

Angle (degreé)

(c) Ecart entre le rayon externe approximé et exact. (d) Evolution du poids avec le raffinement. Le poids
du point de controle Lagrange rationnel PLA est égal
a cos?(ar/2), qui converge rapidement vers 1 deés que le
maillage est raffiné.

FIGURE 4.6 — Approximation simple dans le cas d’un quart de cercle. La différence sur la géo-
métrie disparait rapidement avec le raffinement.
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1
Avec wATG = |cos(a)| et Deng exprimé comme dans (4.2), on aboutit au poids :
1
1
w4 = 5(1 + cos(a)) = cos? <g> ) (4.15)

pour le point milieu de la paramétrisation Lagrange rationnelle. Par conséquent, ’exactitude
de 'approximation simple peut étre visible : pour un élément, on obtient « = 7/4 ce qui
LAG — 0.8536 qui est trés proche de un. L’expression : w A% = cos?(a/2) permet aussi
d’étudier la convergence de la stratégie en fonction du raffinement : plus le maillage est raffiné,
plus a diminue et ainsi cos?(a/2) tend vers un.

Au final, nous pouvons remarquer que cette approximation est plus précise quand elle est
réalisée au niveau des fonctions de Lagrange. En effet pour passer des fonctions polynomiales
Bernstein aux fonctions rationnelles Bernstein de la méme maniére, la vitesse de convergence
serait de l'ordre de cos(«), et le passage direct des polynémes B-Splines aux fonctions NURBS
serait quant a lui encore plus lent.

donne w

4.2.3 Autres approximations possibles

Une autre approche, mathématiquement plus rigoureuse, consiste a faire la projection en
utilisant la norme L? pour approximer les fonctions Lagrange rationnelles comme des combinai-
sons linéaires de polynémes de Lagrange. Nous limitons la présentation aux cas 2D bien qu’elle
puisse étre étendue au cas 3D.

Avec la structure locale des fonctions rationnelles Lagrange et de ces polyndémes, I'opérateur
Dy est construit élément par élément, ce qui permet de diminuer le cofit de calcul et qui
est plus simple a mettre en place. Notons que des travaux similaires ont été réalisés dans des
contextes relativement proches, tel que la projection d’une discrétisation C? sur des bases plus
régulieres (voir, e.g., [155] et [118] qui construisent respectivement les projections de Bézier et
de Lagrange).

Dans notre cas, la méthode simple suivante est appliquée. Pour commencer, nous choisis-
sons de prendre les noeuds sommets de I’élément Lagrange considéré égaux a ceux de I’élément
Lagrange rationnel associé. De plus, pour étre compatibles avec les éléments voisins, nous for-
mulons la projection en écrivant la méthode des moindres carrés sur chaque bord de ’élément.
Il en résulte que la méthode proposée ne nécessite pas d’étape d’assemblage commune dans les
procédures moindres carrés locales (voir, e.g., [67,112,155]) afin de combiner, d’une certaine
maniere, les différentes valeurs obtenues sur différents éléments au méme point. De fagon plus
précise, on considere une géométrie Lagrange rationnelle élémentaire exprimée de facon similaire
a (1.2) et (1.5) :

SeLAG _ PELAGT ReLAG’ (4.16)
ott P¢“"“ est la matrice qui contient la position des points de controle reliés a I’élément Lagrange
rationnel considéré et Re“*“ est le vecteur des fonctions Lagrange rationnelles élémentaires.

L’objectif est de déterminer la position des nocuds de Lagrange pe qui donne une ap-
proximation exacte de la géométrie Lagrange rationnelle initiale S¢"'“ . Si on s'intéresse a un
bord de I’élément défini par la méme deuxiéme coordonnée 7} dans ’espace parent, on cherche a
minimiser la fonctionnelle quadratique J :

1= @O @) (4.17)
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pour calculer les noceuds de Lagrange équivalents reliés au bord considéré. Notons que les courbes
ce e (é) et " (§~) ne prennent en compte respectivement que les fonctions Lagrange ration-
nelles et les polynémes de Lagrange de dimension un. Apres différentiation, on obtient le systeme
linéaire suivant qui relie les coordonnées spatiales des nceuds Lagrange du bord (X eEF) a celle
des points de controle Lagrange rationnels du bord (X eLAG) :

¢ X" = Mg xe (4.18)

ou M¢,, est simplement la matrice de masse élémentaire (pour une densité unitaire) des poly-
nomes de Lagrange 1D et M s’exprime de la fagon suivante :

rorl - - 1 - - 1 - ]

L n@RrAE [ n@RACE [ L@RFOE

f=—1 f=—1 é=—1

1 - - 1 - - 1 - ~

L L@RAE [ L@RCE [ L@ORCE|. 1)
f=—1 f=—1 é=—1

1 - - 1 - - 1 - ~

[ L@RAYE [ L@ORACE [ L(@RFCE)

L/é=—1 £=-1 E=-1 i

Du systéme (4.18), on ne garde en fait que la position du point Lagrange milieu car comme précisé
plus haut les nceuds sommets sont les mémes que les points de controle Lagrange sommets. La
procédure est ainsi répétée pour chacun des bords de I’élément. Contrairement a D 5, D¢
n’est pas le méme pour tous les éléments car il dépend du poids des points de contrdle de
I’élément Lagrange rationnel considéré. Par contre, ces poids n’apparaissent que dans le second
membre du probléme moindre carré local (a travers M%, voir (4.19)). Cela permet de calculer
analytiquement M, et de I'inverser une seule fois pour tous les éléments :

9/2 —3/4 3/2
(M$p) t=1|-3/4 9/8 —3/4]. (4.20)
3/2 —3/4 9/2

L’unique pré-requis de cette méthode est de pouvoir calculer M sur chaque élément c’est-a-dire,
de faire une intégration numérique dans le domaine parent du bord de I’élément. Cela est direct
en utilisant les bibliotheques classiques d’analyse numérique. Ainsi, la projection est réalisée a
I’aide de deux produits matrice-vecteur de petite taille. L’effort de calcul a ajouter par rapport
a la projection simple apparait donc comme assez faible.

En utilisant toujours ’exemple du quart de cercle, la Figure 4.7 montre la différence en terme
de géométrie en utilisant la méthode des moindres carrés sur une géométrie a un seul élément.
La géométrie obtenue par projection simple est aussi ajoutée a des fins comparatives. D’un point
de vue assez global, cette méthode plus rigoureuse semble donner des résultats similaires (au
moins d’un point de vue géométrique) a la stratégie plus pragmatique qui consideére tous les
poids égaux a un. Cela permet de valider la performance de la méthode précédente pour des
applications pratiques (ingénierie). La légére amélioration de la méthode des moindres carrés
se voit sur la partie zoomée (voir Figure 4.7b); la courbe des moindres carrés démarre sous la
courbe de référence et va au-dessus au milieu de I’élément. L’écart relatif entre le rayon externe
exact et ceux calculés avec I'approximation simple ou ’approximation moindres carrés est tracé
sur la Figure 4.7c et permet de mettre en évidence la différence entre les deux méthodes au
niveau du milieu de 'arc de cercle. Notons que nous avons supprimé 'adjectif local dans la
dénomination de la méthode des moindres carrés locaux sur la Figure 4.7. Nous procédons de
la méme maniere dans la suite pour alléger les notations.
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FIGURE 4.7 — Approximation moindres carrés local pour un quart de poutre circulaire. Cela
consiste en une projection au niveau de 1’élément qui détermine la meilleure position des nceuds
Lagrange qui géneérent une géométrie proche de celle des Lagrange rationnels.
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4.2.4 Limite de la méthode

Les éléments EF créés a partir d’'un maillage NURBS (d’ordre 2) sont de type quadratiques
a 9 nceuds et sont notés Q9 (respectivement Hexa 27 en 3D). Or ces éléments ne sont pas
disponibles dans tous les codes éléments finis industriels. Certains codes peuvent en effet se
restreindre a des éléments quadratiques a 8 nceuds notés Q8 (ou Hexa 20 en 3D). L’espace
engendré par les fonctions B-Splines n’étant pas inclus dans celui généré par les polynémes de
Lagrange Q8 (resp. Hexa20), il n’est pas possible de faire un lien direct comme avec les fonctions
de I’élément Q9. Il est en effet nécessaire de conserver la structure produit tensoriel. La méthode
décrite précédemment se limite donc aux codes de calcul, assez nombreux, possédant les fonctions
polynomes de Lagrange pour les Q9 (resp. Hexa 27). D’autre part, les travaux présentés dans
cette these sont restreints aux fonctions quadratiques car la grande majorité des codes EF
industriels ne vont pas au-dela des éléments finis de degré 2. Néanmoins, la méthode développée
peut étre directement appliquée a des fonctions B-Splines de degré plus élevé sous réserve que
le code EF dispose d’éléments finis de haut degré.

4.3 Implémentation non-intrusive dans le cas non-linéaire

Les parties les plus complexes et optimisées des codes éléments finis sont sans conteste
I'implémentation de comportements mécaniques non-linéaires. Ainsi, rendre I’AIG plus accessible
aux codes éléments finis implique de ne pas toucher & ces routines. Afin de mettre en évidence
la performance et le potentiel de notre méthode, nous présentons dans la suite un probleme
non-linéaire. Comme montré précédemment la méthode nécessite un niveau réduit d’intrusivité.
Dans ce cas, aucune modification du solveur non-linéaire n’est apportée. Un seul pré-requis est
nécessaire pour cette méthode : il faut étre capable de récupérer la matrice tangente et le second
membre a chaque itération du solveur.

D’un point de vue théorique, 'extension de cette méthode est directe. La seule différence est
le fait que la résolution du probléeme global tangent est réalisée au sein du solveur non-linéaire
(basé sur la méthode de Newton). La résolution de ce probléme doit encore étre faite par le code
éléments finis pour des raisons d’optimisation de code expliquées plus t6t. Ce choix permet en
plus a l'utilisateur de choisir toutes les options du solveur non-linéaire disponibles dans le code
EF. En pratique, cela nécessite en plus quelques fonctionnalités dans le code et notamment de
pouvoir stopper la résolution du solveur non-linéaire afin de pouvoir externaliser la résolution du
systeme tangent global, d’y réinjecter le déplacement solution trouvé et finalement de relancer
la résolution non-linéaire sans autre traitement externe.

La Figure 4.8 montre en détails la stratégie d’implémentation de notre méthode dans un cas

non-linéaire. Le détail de 'implémentation dans le cas particulier du code EF Code_ Aster est
donné dans la suite (voir la Section 5.2).
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FIGURE 4.8 — Schéma de I'implémentation non-intrusive et non-linéaire dans un code EF utilisé
comme une boite noire. Un opérateur IT est introduit pour définir le passage direct entre AIG
et MEF (i.e. D pour les B-Splines ou Dy Dy pour les NURBS).

Bilan : Au cours de ce chapitre, nous avons mis en place une stratégie permettant de résoudre
des problémes isogéométriques dans un code EF industriel existant de fagon non-intrusive, c¢’est-
a-dire sans modifier ’ensemble des routines du code EF. Un opérateur global approché a été créé
afin de faire le lien entre les fonctions de forme NURBS, utilisées dans I’AIG, et les fonctions
standards Lagrange, utilisées dans la MEF. Cet opérateur permet de déterminer un maillage
EF permettant de retrouver la solution IG. Ce maillage sert de maillage d’entrée dans un code
EF qui est utilisé comme une boite noire. Les caractéristiques EF peuvent ainsi étre calculées
et re-projetées, a l'aide de 'opérateur mis en place, pour obtenir les caractéristiques IG. Cette
procédure s’adapte pour les cas non-linéaires ou le code EF permet de construire la matrice
tangente. La performance de la méthode est testée sur différents cas-tests linéaires ou non dans
le chapitre 5. L’avantage de notre méthode pour 'implémentation d’un couplage multi-échelle
global-local AIG-MEF est mis en avant dans le chapitre 6.
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Résultats numériques de I'implémentation
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Dans ce chapitre, nous implémentons et testons le lien AIG-MEF créé dans le chapitre 4
pour résoudre des problémes linéaires et non-linéaires. Nous souhaitons vérifier que les résultats
obtenus par une résolution directe IG et ceux obtenus par I'utilisation de notre opérateur global
combiné & un code EF existant sont bien similaires. L’influence de I’approximation faite entre les
fonctions rationnelles Lagrange et les polyndémes de Lagrange sur la solution finale est évaluée.
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Chapitre 5. Résultats numériques du lien AIG-MEF.

5.1 Cas-test linéaires

Dans un premier temps, il est choisi de réaliser des calculs en élasticité linéaire afin de
valider les résultats pouvant étre obtenus avec la transformation développée par rapport a des
références bibliographiques aussi bien en AIG qu’en MEF. Dans cette partie, la méthode proposée
de récupération du systeme IG a partir du systeme EF via une projection est nommée "AIG
projetée". De plus, nous ajoutons les adjectifs "simple" ou "moindres carrés" si une approximation
simple (cf. 4.2.2) ou au sens des moindres carrés est utilisée (cf. 4.2.3).

5.1.1 Arc circulaire en dimension 2

L’exemple choisi ici est une poutre circulaire en cisaillement comme illustré sur la Figure
5.1. Les propriétés élastiques du matériau sont les suivantes : module de Young F = 10000 et
coefficient de Poisson v = 0,25. Un déplacement constant ug = 0,01 est appliqué sur le bord
inférieur de la poutre. Une solution analytique de ce probléme se trouve dans la littérature [166].

y

b=10

u,=-0.01 X

FIGURE 5.1 — Description du probleme de la poutre circulaire.

Sur la Figure 5.2 sont tracés les différents maillages dans le cas d’une discrétisation a deux
éléments dans la direction de I'arc. En pointillés noirs, le maillage de contréle NURBS est une
interpolation linéaire entre les points de controle NURBS (les cercles). En vert, c’est le maillage
EF obtenu a ’aide de la projection "simple" ou "moindres carrés" (la différence entre les deux
maillages n’étant pas visible ici a 1’ceil nu). On observe bien que les points de controle Lagrange,
ou neceuds, indiqués en rouge sont bien interpolants par rapport a la géométrie de départ NURBS.

L’évolution de l'erreur en énergie de déformation en fonction du nombre de degrés de liberté
est tracée sur la Figure 5.3. L’erreur relative est calculée de la fagon suivante :

ex fe
|Ed _ezEd ” (51)
B
ou FS” fait référence a I’énergie de déformation exacte et E(J; ¢ I’énergie de déformation du modele
discret.

Nous pouvons noter que les résultats pour un élément a 9 nceuds, créé avec une projection
simple ou au sens des moindres carrés, sont identiques. Ce comportement était attendu ; comme il
a été montré d’'un point de vue géométrique plus haut, la projection simple est efficace et ce méme
dans le cas d’un seul élément dans la direction de I’arc de cercle. Avec le premier raffinement, il y
a déja ici 6 éléments dans la direction de I'arc. Ainsi I’erreur liée & approximation Dy, = Ip est
trés largement insignifiante comparée a 'erreur associée aux EF. Les résolutions faites sur des

o8
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FIGURE 5.2 — Différents maillages de la géométrie NURBS initiale (en noir) avec deux éléments
dans la direction de I'arc . En vert, le maillage EF obtenu a l’aide de la projection "simple" ou
"moindres carrés" (la différence entre les maillages n’étant pas visible a ’ceil nu). Les noeuds de
Lagrange (points rouges) sont interpolants par rapport a la géométrie initiale, ce qui n’est pas
le cas des points de controle NURBS (cercles noirs).
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FIGURE 5.3 — Evolution de l'erreur relative en énergie de la poutre circulaire. Les résolutions
entierement EF [166] et IG sont utilisées comme références. D’une part lerreur est calculée en
utilisant une approximation simple entre les fonctions rationnelles Lagrange et les polynémes de
Lagrange pour le probléme EF résultant (courbe "Projection simple MEF") et pour le probléme
AIG re-projeté (courbe "Projection simple AIG"). D’autre part, 'erreur est calculée en utilisant
une approximation au sens des moindres carrés entre les fonctions rationnelles Lagrange et les
polyndémes de Lagrange; les courbes correspondantes sont celles notées "Projection moindres
carrés MEF et AIG".

maillages EF, créés par les deux méthodes d’approximation, donnent une évolution de I’erreur
similaire a celle de la référence EF [160].

Afin d’obtenir la matrice de rigidité IG, et ainsi récupérer les résultats IG, la matrice de
rigidité EF est re-projetée en utilisant les opérateurs globaux créés précédemment (cf. (4.11)). Les
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erreurs IG trouvées avec une projection simple ou au sens des moindres carrés sont tres proches
de celle de la résolution de référence 1G. Cela permet de conclure sur la performance de notre
méthode dans le cas de l'utilisation de NURBS. Les détails des erreurs pour chaque raffinement
sont donnés dans le Tableau 5.1 pour un cas entierement IG et un cas IG a partir ’EF par
projection simple. Par ailleurs, on peut observer sur la Figure 5.3 que pour un raffinement donné
le niveau d’erreur est approximativement le méme entre la MEF et I’AIG. La différence principale
est que le nombre de degrés de liberté est significativement diminué quand une résolution 1G
est faite. La différence entre les deux courbes correspond a la meilleure précision par degré de
liberté de ’AIG qui est ainsi retrouvée a travers la méthode proposée.

TABLE 5.1 — Comparaison de 'erreur en énergie de déformation entre un calcul entiérement
isogéométrique et un calcul AGI projeté.

AGI AGI projeté
Maillage Nombre de ddls Erreur Nombre de ddls Erreur
6x3 80 1,978e-03 80 1,990e-03
12x6 224 1,259e-04 224 1,260e-04
24x12 728 7,823e-06 728 7,798e-06
48x24 2600 4,869¢-07 2600 4,767e-07

5.1.2 Coque 3D

Dans cette partie, des exemples de problemes coques sont présentés. Pour la modélisation
nous utilisons des éléments coques classiques [22], ce qui revient a considérer un seule couche
d’éléments 3D dans I’épaisseur. Contrairement aux cas 2D ou le maillage EF est constitué
d’éléments quadratiques a 9 noeuds, le maillage EF est ici composé d’éléments hexaédriques a
27 noeuds.

5.1.2.1 Cylindre pincé

Pour commencer, le fameux exemple du cylindre pincé, introduit par Belytschko et al. [12] et
McNeal et Harder [107], est considéré. Le cylindre est supporté par deux diaphragmes a chaque
extrémité. Deux forces opposées sont appliquées au niveau de la section médiane du cylindre.
A P’aide des symétries du probléme, seulement un huitieéme du cylindre peut étre modélisé. La
géométrie et les conditions aux limites sont détaillées sur la Figure 5.4. La valeur du rayon moyen
est R = 300 et I’épaisseur du cylindre est égale a 3. La longueur du cylindre est L = 600. Les
propriétés matériaux sont les suivantes : module de Young E = 3.10° et coefficient de Poisson
v =0, 3. La force soumise sur le huitiéme de cylindre vaut F' = —0, 25. La solution de référence
s’exprime en terme de déplacement suivant la direction z au point d’application de la force. Sa
valeur est u,.f = 1,8248.107°. L’implémentation de cet exemple a été réalisée avec le logiciel
industriel Code_Aster. En suivant la procédure décrite sur la Figure 4.5, Code_Aster a été
utilisé comme une bolte noire permettant de déterminer la matrice de rigidité EF globale ainsi
que le second membre a partir d’un maillage EF construit lors du pré-traitement grace au lien
global entre ’AIG et la MEF.

Sur la Figure 5.5a, I’évolution du déplacement d’intérét en fonction du nombre de degrés de
liberté est tracée. Seule la projection simple de la Section 4.2.2 a été implémentée dans ce cas. A
chaque raffinement, la valeur du déplacement obtenue par calcul entiérement isogéométrique
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Rigid
diaphragm

FIGURE 5.4 — Description du probléme du cylindre pincé [22].

est quasi-identique a celle issue de notre procédure de calcul. Cela permet de confirmer la
performance du lien AIG/MEF développé méme avec une approximation simple. A convergence,
la solution de référence est atteinte avec les deux méthodes. Comme dans ’exemple précédent,
les avantages de I’AIG peuvent étre mis en évidence : pour le méme raffinement de maillage, le
nombre de degrés de liberté de la MEF est supérieur a celui de ’AIG (ou, de fagon équivalente,
de notre méthode). De plus, comme nous pouvons le voir en s’intéressant au déplacement dans
la direction x sur la Figure 5.5b, une solution exacte réguliere est obtenue avec notre méthode
d’implémentation de ’AIG.
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coque [12,107] est aussi tracée.

(b) Valeur absolue du déplacement dans
la direction = du cylindre pincé en
configuration déformée (projection AIG
simple).

FIGURE 5.5 — Résultats en terme de déplacement et de contrainte pour le cylindre pincé.

5.1.2.2 Hémisphere pincé

Le deuxieme exemple choisi est un hémisphere pincé avec un trou sur la surface haute de
I’hémisphere. L’intérét de ce cas-test est de présenter une géométrie doublement incurvée, ce qui
va permettre de mettre en évidence la précision ou non de notre stratégie avec une projection
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simple pour ce type de géométrie. Les symétries du probleme permettent de restreindre I’'étude
a un quart de I’hémisphere. Les données géométriques ainsi que les conditions aux limites sont
indiquées sur la Figure 5.6. La valeur du rayon moyen est R = 10 et ’épaisseur de I’hémisphere
est égale & 0,04. Les propriétés matériaux sont les suivantes : module de Young E = 6,825.107
et coefficient de Poisson v = 0,3. Au niveau du point C, le déplacement vertical (suivant la
direction z) est bloqué afin de supprimer le dernier mouvement de corps rigide. La solution de
référence est le déplacement au point d’application de la force F, sa valeur est v/ = 0,094.

— 10

0.04
6.825 x 107
0.3

= 1

FIGURE 5.6 — Description du probleme sur I’hémisphere pincé avec un trou [22].

Le déplacement d’intérét est donné sur la Figure 5.7a en fonction du nombre de degrés de
liberté. La solution IG trouvée en utilisant un code EF classique, Code_ Aster, pour calculer la
matrice de rigidité est identique pour chaque raffinement au déplacement obtenu avec un code
faisant un calcul entierement IG. Une référence dans un code EF classique est aussi indiquée.
Toutes les méthodes convergent vers la solution de référence des que le maillage est suffisamment
fin. On peut voir que le déplacement convergé est obtenu pour le troisiéme raffinement en EF,
comme en AIG, sauf que le nombre de degrés de liberté afin d’obtenir un tel résultat est cing
fois supérieur a celui requis pour ’AIG. Le déplacement suivant la direction x de I’hémisphere
entier est tracé sur la Figure 5.7b afin de mettre en évidence la zone pincée.

5.1.3 Piéce massive 3D

Dans cette partie, un solide nommé "fer a cheval" soumis a deux forces contraires sur ses
surfaces hautes sert d’exemple (voir, e.g., [32] pour un exemple similaire). La géométrie et le
maillage NURBS associés au fer a cheval sont décrits sur la Figure 5.8a. Il faut noter que cette
géométrie nécessite un modele multi-patch, ce qui peut étre facilement pris en compte dans
notre méthode. Le maillage NURBS utilisé pour le calcul est composé de 1152 éléments de degré
2 avec 7020 degrés de liberté. Les propriétés matériaux sont les suivantes : module de Young
E = 3.107 et coefficient de Poisson v = 0, 3.

Un déplacement initial ug = y est appliqué sur la surface haute gauche et un déplacement
similaire ug = —y est appliqué sur la surface haute droite. De plus, les déplacements des surfaces
hautes suivant la direction = sont bloqués. Pour le déplacement suivant z, seuls les points situés
au coin opposé de la courbe arrondie de chaque surface sont bloqués. Un tel choix de conditions
aux limites rend le chargement non-symétrique.

En utilisant le passage global développé, un maillage EF associé est construit ; il est composé
de 33507 degrés de liberté. Afin de visualiser le passage de la géométrie NURBS a celle éléments
finis, le maillage EF obtenu est donné sur la Figure 5.8b. Ce maillage est constitué d’éléments
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faite avec notre approche est comparée avec les références misphére en configuration déformée (méthode
EF et IG et & la valeur de référence pour différents niveaux proposée).

de raffinement.

FIGURE 5.7 — Résultats de I’hémisphere pincé avec un trou.

hexahédriques a 27 noeuds. Il est utilisé comme un maillage d’entrée pour un logiciel industriel
EF. Apres avoir obtenu et résolu le systéeme IG linéaire a partir de celui EF créé via Code__Aster,
le champ de déplacement IG trouvé est reconverti en déplacement nodal (voir (4.13)). Les rou-
tines de post-traitement EF peuvent ainsi étre réutilisées afin de tracer les contraintes NURBS
comme sur la Figure 5.9a. Un zoom sur la zone de concentration de contrainte oy, due au char-
gement dissymétrique, est fait sur la Figure 5.9b. Les résultats sont réguliers et en adéquation
avec les résultats des simulations IG [32].
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(a) Définition initiale NURBS de la géométrie du fer (b) Maillage EF créé avec les opérateurs
a cheval. D, et Drr.

FIGURE 5.8 — Géométrie et maillage du fer a cheval.
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est en concordance avec l'interprétation de
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liere.

FIGURE 5.9 — Contour des contraintes pour le fer a cheval (méthode proposée).

5.2 Cas-test non-linéaire

5.2.1 Besoins pour I'implémentation dans Code__Aster

Comme indiqué dans le chapitre précédent (voir 4.3), 'implémentation de la méthode pour
un probléme non-linéaire est assez directe. La méthode est implémentée dans Code Aster.
L’implémentation de la méthode est permise grace a 'utilisation de routines Python (pseudo-
dépendantes du code) et du solveur non-linéaire STAT NON__LINE en commande éclatée.

Apres le pré-traitement, qui ne change pas par rapport & un cas élastique, le solveur
STAT NON__LINE en commande éclatée rentre dans la boucle de Newton (se référer de nouveau
a la Figure 4.8).

Le comportement non-linéaire est intégré a l'aide des fonctions Fortran optimisées de
Code__Aster. Le probleme tangent EF est aussi assemblé (en utilisant encore les routines Fortran
de Code__Aster). Par contre la résolution du systéme tangent est remplacée par une routine Py-
thon. Cette derniere consiste a résoudre le probleme IG qui a été récupéré grace a la projection
avec I'opérateur IT faisant le lien direct AIG-MEF. Une fois que la résolution est faite, le vecteur
déplacement isogéométrique obtenu est transféré dans l’espace éléments finis afin qu’il puisse
étre réintroduit dans Code__Aster pour mettre & jour le comportement. Il faut noter qu'une tres
courte deuxiéme routine Python est nécessaire pour calculer le résidu IG a partir de celui EF.

Le détail des routines est donné ci-dessous dans le cas de 'implémentation dans Code__Aster.

La routine iga_solver.py est globalement construite comme suit :

— récupérer le concept Aster qui correspond a la matrice de rigidité et le second membre

pour le convertir en tableau numpy :
Kef = sparse.csr_matrix(STIFF.EXTR_MATR())
Fef = FORCE.EXTR_COMP() .valeurs

— projection du systeme global et résolution :

Uiga = scipy.sparse.linalg.spsolve(Pi.T.dot(K.dot(Pi)),Pi.T.dot(F))

— reconstruction du vecteur solution EF :
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Uef = Pi.dot(Uiga)
Cette subroutine Python est appelée dans le fichier de commande COMM de Code_Aster
en utilisant les commandes suivantes :
from iga_solver import *
Uef=iga_solver (STIFF,FORCE)
Finalement, dans le fichier COMM, un concept Aster doit étre construit a partir du dépla-
cement Uef en utilisant les fonctions CREA_TABLE(...) et CREA_CHAMP(...).

Remarque 14 L’interface de programmation de Code Aster étant Python, il est possible dans
ce cas particulier d’éviter de lire ou écrire les opérateurs linéaires sur le disque dur, comme cela
peut étre le cas avec d’autres codes industriels. Les opérateurs sont conservés dans la mémoire
vive au format sparse. L’algorithme nécessite seulement de projeter le systeme EF tangent et
le résidu EF sur une base réduite spéciale. Cette opération peut étre effectuée de fagon efficace
grace a la librairie Scipy.Sparse. Ces techniques de projection sont classiquement utilisées pour
les modéles d’ordre réduit (POD, bases réduites, voir par exemple [39,59,150]).

5.2.2 Application a I’élasto-plasticité

Dans le but d’illustrer notre méthode, nous nous intéressons a une section d’éprouvette
3D en forme d’os en tension. Un tel test est usuellement utilisé pour caractériser la dureté
des matériaux métalliques [110]. L’éprouvette fait 100 mm de long, le ligament est large de 5
mm et ’épaisseur vaut 2,5 mm comme résumé sur la Figure 5.10 (haut). Un comportement
élasto-plastique est considéré avec un écrouissage mixte de Von Mises (voir Figure 5.10 (bas)).
Les parametres linéaires sont les suivants : module de Young E = 22,13 GPa et coefficient de
Poisson v = 0, 3. La constante de Prager est définie a& 2200 MPa et ’écrouissage suit la courbe
contrainte-déformation donnée sur la Figure 5.10. L’éprouvette est soumise a une tension seule :
le chargement va de p = 0 MPa & p = 80 MPa avec des incréments (non-uniformes) de 10.
De tels parametres permettent que la non-linéarité soit rapidement captée numériquement en
quelques itérations du solveur de Newton pour chaque pas de chargement.

Remarque 15 Pour appliquer des conditions auz limites de type Dirichlet, Code__Aster utilise
une méthode a doubles multiplicateurs de Lagrange (voir [35]) pour éviter de perdre le caractére
défini positif de l'opérateur. Les multiplicateurs de Lagrange sont utilisés dans le solveur non-
linéaire de Code__Aster pour actualiser le comportement. Bien que cela ne présente pas une limite
théorique, nous utilisons, pour plus de simplicité d’implémentation, un probleme auxr conditions
aux limites de Neumann afin que les multiplicateurs de Lagrange soient nuls.

Le maillage EF, a droite de la Figure 5.11, est créé a partir d’un maillage NURBS initial, a
gauche de la Figure 5.11, comme décrit dans le chapitre 4. Méme si, dans ce cas, seulement un
élément a été pris en compte dans ’épaisseur de I’éprouvette, le nombre de degrés de liberté est
bien réduit : 6561 pour ’AIG contre 23409 pour le maillage EF associé.

La composante longitudinale du déplacement est représentée sur la Figure 5.12a. La contrainte
de Von Mises obtenue avec une méthode AIG non-intrusive (STAT _NON__LINE en commande
éclatée + routines Python) est aussi présentée sur la Figure 5.12b. On peut voir que, dans la
région la plus fine, le champ a des valeurs au-dessus de la limite d’élasticité (=~ 200MPa) ce qui
indique qu’en son centre 1’éprouvette a subi une déformation plastique. Le champ de contrainte
IG est comparé au champ de contrainte de Von Mises en utilisant le maillage EF d’entrée et
le solveur non-linéaire de Code_Aster (STAT _NON__LINE) avec le méme maillage. En ce qui
concerne la vitesse de convergence de ’algorithme non-linéaire, aucune différence n’a été observée

entre ’AIG et la MEF.
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FIGURE 5.10 — Description du probleme d’élasto-plasticité de I’éprouvette en forme d’os en

tension.

FIGURE 5.11 — Maillage initial NURBS (gauche) et maillage EF raffiné automatiquement créé
(droite).
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Vu que les solutions sont trés proches, ’écart relatif entre les solutions IG et EF est tracé
sur la Figure 5.12c. Malgré une réduction de 'ordre de 70% du nombre de degrés de liberté, les
solutions sont quasi-identiques (moins de 2% d’écart localement). Cela nous permet de confirmer
lefficacité de la méthode, déja vu dans le cas de I’élasticité, pour des cas non-linéaires.
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VonMises disc (%)
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(c) Erreur relative avec une solution de référence EF
obtenue a l'aide de Code Aster.

FI1GURE 5.12 — Efficacité de I'implémentation non-intrusive de I’AIG : déplacement longitudinal
(a)) ; contrainte de Von Mises (b); erreur relative avec une solution de référence EF obtenue a
laide de Code Aster (c). Le septiéme incrément de chargement, correspondant a p = 70 MPa,
est considéré pour les tracés.

Afin d’évaluer qualitativement la méthode IG non-intrusive proposée par rapport aux élé-
ments finis, la courbe force-déplacement est finalement tracée sur la Figure 5.13. Une fois encore,
on peut noter que malgré une dimension plus petite, ’espace IG permet de récupérer une solution
quasi-identique a celle générée par un code EF. Ce résultat est en corrélation avec 'interpré-
tation de ’AIG comme une projection de EF sur une base réduite particuliere (voir Remarque
12).
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FiGURE 5.13 — Courbe Force-Déplacement. Comparaison entre la solution EF de référence
Code_Aster (ligne continue en noir) et la solution IG non-intrusive (croix bleues).

Bilan : Dans ce chapitre, un grand nombre d’exemples nous a permis de valider le lien global
AIG-MEF mis en place. Comme avancé théoriquement dans le chapitre 4, nous avons montré
que 'approximation faite entre les fonctions rationnelles Lagrange et les polynémes de Lagrange
n’impacte pas le résultat final si la géométrie initiale n’est pas excessivement grossiére ce qui
est le cas pour calculer le modeéle mécanique sous-jacent (voir 5.1.1). La procédure appliquée
a des modeles solide-coques (voir 5.1.2) ou entierement 3D (voir 5.1.3) dans le code indus-
triel EF Code_Aster permet d’obtenir des résultats en adéquation avec ceux d’une résolution
entierement IG. Afin de confirmer le potentiel de notre stratégie, un exemple non-linéaire iso-
géométrique d’élasto-plasticité a aussi été résolu dans Code_Aster (voir 5.2.2) et montre des
résultats cohérents. La stratégie de résolution non-intrusive ainsi validée dans ce chapitre est
utilisée afin d’automatiser I’implémentation du couplage multi-échelle global-local AIG-MEF
dans le chapitre 6 pour la prise en compte de phénomenes locaux complexes dans un modele IG.
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L’objectif des travaux de cette thése est de pouvoir résoudre des problemes avec détails
structuraux par I’analyse isogéométrique. Afin d’outrepasser les difficultés de raffinement local
de la méthode IG et de limiter le temps de calcul de ce genre de probléme complexe avec
phénomenes locaux, une stratégie de couplage global-local, comme présentée dans le chapitre 2,
est utilisée.

I’AIG est adaptée pour définir le modele global car elle est performante pour décrire des
champs réguliers et pour représenter facilement les géométries complexes. Bien qu’un modele
IG puisse étre utilisé pour la définition du probleme local [23], nous choisissons ici d’utiliser
un modele local EF qui peut paraitre plus adapté pour décrire des phénomenes locaux, moins
réguliers. Les modeles EF sont, en effet, largement développés dans les codes industriels actuels
pour décrire des phénomenes non-linéaire ou de localisation (ex : endommagement, fissuration...).

On souhaite ainsi coupler un modele IG global et un modele EF local. Mais la complexité
des opérateurs de couplage entre les fonctions IG et EF oblige d’intégrer sur l'interface des
fonctions IG et EF [24], ce qui peut rendre ce couplage difficile & mettre en place d’un point de
vue pratique.

Pour automatiser et simplifier 'implémentation de ce couplage, nous proposons dans ce
chapitre une démarche permettant de générer les maillages IG et EF multi-échelles ainsi que les
opérateurs de couplage de facon semi-automatique a partir d’opérateurs EF en s’appuyant sur
le lien créé dans le chapitre 4.
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6.1 Utilisation du lien AIG/MEF pour le couplage

Dans cette section, les maillages IG et EF multi-échelles ainsi que les opérateurs de couplage
sont explicités. A titre d’illustration, le couplage AIG/MEF est donné sur un exemple de poutre
circulaire a 3 éléments dans les deux directions.

6.1.1 Séparation global-local

Le maillage global est initialement le maillage IG grossier de la géométrie visible sur la Figure
6.1.

107

FIGURE 6.1 — Maillage NURBS grossier de la poutre circulaire (3 éléments dans chaque direc-
tion).

Sur cette géométrie on définit :

— la matrice de position des points de controle :

— la matrice des fonctions de forme NURBS : R{M¢;

— la matrice de rigidité IG : KS‘!{G.

AIG .
Pyt

Remarque 16 Notons par ailleurs que la matrice de rigidité 1G Ka‘gg peut étre calculée (es-
timée) par son équivalent EF de fagon nmon-intrusive en suivant la procédure décrite dans le

chapitre 4.
La zone locale est constituée d’un ou plusieurs éléments de la géométrie NURBS initiale.
La zone locale choisie ici est délimitée par son interface avec la zone globale, I', en rouge (voir

Figure 6.2). A partir de cette zone locale, il est possible de construire I'opérateur K&’G.

1071

FIGURE 6.2 — Positionnement de la zone locale sur le maillage initial NURBS. La limite I" de la
zone locale est tracée en rouge.
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On commence tout d’abord par raffiner globalement toute la géométrie NURBS a 'aide de
I'opérateur de raffinement IG D,,¢. On obtient ainsi la géométrie donnée sur la Figure 6.3a, la
position de la zone locale dans ce cas est donnée sur la Figure 6.3b, elle comprend dorénavant
plus d’un élément IG raffiné.

(a) Maillage NURBS raffiné. Il y a 9 élé- (b) Position de la zone locale dans le
ments dans la direction £ et 6 dans la maillage NURBS raffiné.
direction 7.

FI1GURE 6.3 — Raffinement global du maillage NURBS initial et position de la zone locale.

Nous rappelons que conformément aux notations introduites dans le chapitre 4, les relations
entre les fonctions globales et locales isogéométriques (resp. RSH G et RfI G) et leurs points de
contrdle (resp. P{HMY et PA/Y) sont les suivantes :

o RéIG — DrafRéIG :

— pii1o ~ pt pfic.

A partir de cette géométrie NURBS raffinée et de opérateur AIG/EF Dy, il est possible de
déterminer le maillage EF associé (voir Figure 6.4).

Tl

[
-
!

!

FIGURE 6.4 — Maillage fin EF en vert (dont les noeuds sont les points rouges) créé a partir du
maillage fin NURBS en noir.

On se retrouve ainsi avec :
AIG __ EF .

— R =D|L;";
EF _ WTDAIG

Remarque 17 Il est important de noter que dans le cas d’une géométrie définie a l'aide de
fonctions NURBS, il y a une approximation entre ’AIG et la MEF. L’interface I' n’est donc
pas exactement la méme entre la Figure 6.4 et 6.3. Le maillage NURBS utilisé pour définir le
maillage EF étant suffisamment fin cette approximation est quasi-négligeable. Une approche plus
rigoureuse s’appuyant sur la transformation AIG aurait également pu étre utilisée [79].
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On souhaite uniquement récupérer de cette géométrie les informations sur 'interface I'. On
crée donc un opérateur noté D,.s qui permet de restreindre I'information a l'interface I' dans le
maillage EF. La géométrie locale et les noeuds de bord récupérés sont tracés sur la Figure 6.5.
On détermine ainsi les fonctions de Lagrange restreintes sur l'interface par LE}E = DrestF .

FIGURE 6.5 — Maillage fin EF local en vert (dont les noeuds de bord sont les points rouges)
obtenu par restriction du maillage global fin EF via 'opérateur D,.cs.

Les informations ainsi récupérées sur 'interface servent de données d’entrée dans un mailleur
tel que GMSH, afin de définir un maillage EF indépendant de la zone locale. En plus d’étre associé
a un modele de comportement plus complexe, un détail géométrique (trou, fissure...) peut étre
inclus dans cette zone si besoin.

A partir de cette géométrie GMSH, dont les fonctions de Lagrange utilisées sont notées

LEF’GMSH, on peut résoudre le probléme local (pouvant avoir un comportement complexe) en

utilisant un code industriel EF existant et ainsi récupérer la matrice de rigidité KEF’GMSH. 1l

est aussi possible de définir les fonctions a l'interface Lf? a partir des fonctions Lagrange de

GMSH LfF’GMSH via 'opérateur de restriction DGMSH

Les différentes étapes décrites précédemment sont résumées sur le schéma de la Figure 6.6.

Dra
(G NURBS _f> NURBS
=

grossier fin
D, Mailleur GMSH Mailla
ge local
Dres Bord local | DresGMSH |
fin ' EF

L
w EF

FIGURE 6.6 — Principe de construction des maillages IG/EF multiéchelles et des opérateurs de
couplage.

6.1.2 Formulation du couplage et des opérateurs de Mortar

A Taide des différentes géométries et opérateurs créés, le probleme de couplage initial (voir
Equation (2.8)) peut se réécrire de la fagon suivante :

K¢ 0 cL U Fy
0 KPPOMSH T 1| Uy | =| Fp |. (6.1)
Cq ~Cy, 0 A 0
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La matrice de KSHG est la matrice de rigidité définie sur le complémentaire de la zone
locale (voir notations du chapitre 2) ; elle est obtenue par le code IG. La matrice KfF’GMSH est
obtenue par le code EF. Cg et Cp, désignent les opérateurs de Mortar qui permettent de passer
des fonctions de forme IG & celle EF de GMSH. Comme dans le reste de la these, 'espace de
discrétisation des multiplicateurs de Lagrange A est choisi comme la trace sur I' des fonctions
EF,GMSH [53].

L’opérateur C; s’écrit ainsi :

o :/Lf?LfF’GMSHTaF
F b
_ DTG;];JSH/ LfF,GMSHLfF,GMSHTaF (6.2)
r

_ DGMSHMEF7GMSH
- r

Tes Y

ou M? FEGMSH o5t une matrice de masse unitaire classique de bord EF.

L’opérateur C, s’écrit :
Cq = / LYERYMC o0
F b
= [ LEELEF orDI DY,
A LI'HL I “raf (63)
T
= Dy, A L7"LE" orD/ D],

EFNTTT
- DTGSMF Dl DTllf’
ou MIEF est une matrice de masse unitaire classique de bord EF qui est donc identique a
EF,GMSH
\Y b .

Remarque 18 Les opérateurs de couplage sont définis de fagon générale dans (6.2) et (6.3).
Dans le cas de couplage entre des maillages compatibles, les intégrations pour obtenir les matrices
de rigidité ne sont pas nécessaires et sont seulement des opérateurs de trace (matrices remplies
de 1 et de 0) entre les deuzx bords. Dans les maillages incompatibles, leur formulation est aussi
directe vu que les maillages sont imbriqués. Ainsi, dans la suite du manuscrit, la construction
des opérateurs de Mortar est uniquement basée sur des produits matriciels entre les différents
opérateurs créés et des matrices de connectivité ; aucun effort de calcul d’intégrale est nécessaire.

Avec le point de vue non-intrusif, la formulation du couplage (6.1) peut s’écrire comme deux
problémes global et local distincts (se référer au chapitre 2). En considérant le cas d’un maillage
compatible (voir remarque 18), le probleme peut s’écrire :

KHGUD = By — (D, DI DL, )TACD 4 g/ GUl—,

(6.4)
K}LEF’GMSHU(LM = F, sous la condition U(Ln) = (DGMSH)_lDTeleTDTTangZ).

Tes

6.2 Exemple d’application du couplage IG/EF

Afin de mettre en place la méthode de couplage expliquée précédemment, on étudie I’exemple
d’une poutre circulaire possédant des détails locaux (trous et fissures). Les dimensions et les
conditions aux limites sont résumées sur la Figure 6.7. Les données matériaux qui seront utilisées
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Wil

b=10

Y, X

FIGURE 6.7 — Définition du probléme et de ses conditions aux limites.

aussi bien dans le modele global que dans le modeéle local sont les suivantes : module de Young
E =100.10° et coefficient de Poisson v = 0, 3.

Le maillage initial NURBS qui est déja raffiné (I'opérateur D,,; ne sera donc pas utilisé)
comporte 24 éléments dans la direction £ et 16 dans la direction 7. La zone locale choisie est
un ensemble d’éléments internes a la géométrie. Le bord de la géométrie locale EF créé grace a
Iopérateur D; puis extrait grace a D,es est utilisé comme bord du maillage dans GMSH. Des
détails géométriques, comme des trous et des fissures, y sont ajoutés. La géométrie de la zone
locale avec les détails géométriques est donnée sur la Figure 6.8.

A0
O

FIGURE 6.8 — Zone locale extraite de la géométrie globale avec ajout de détails géométriques.

A partir de cette géométrie, le maillage local fin EF est créé comme sur la Figure 6.9a.
On observe ainsi I'avantage d’utiliser des EF, car cela permet de raffiner tres localement en
particulier en pointe de fissure comme on peut le voir sur la Figure 6.9b.

Le lien de cette zone locale avec le maillage global IG via un certain nombre de noeuds créant
I'interface I' est représenté sur la Figure 6.10. L’approximation (Rationnelle - polynéme)de la
géométrie de I" n’est pas visible car le maillage initial est assez fin (voir Remarque 17).

L’application de 'effort sur le bord vertical tandis que le bord horizontal est encastré entraine
la déformation du maillage comme on peut le voir de fagon globale sur la Figure 6.11a et plus
localement sur la Figure 6.11b. On observe bien 'ouverture des fissures dans la zone locale et la
distorsion des trous.

Les résultats en terme de déplacements sur le maillage déformé sont donnés sur la Figure 6.12.
On remarque que la continuité des déplacements entre les modeles local et global a l'interface
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(b) Zoom sur le raffinement localisé en

(a) Maillage EF fin de la zone locale.
pointe de fissure.

FIGURE 6.9 — Maillage fin de la zone locale.

10 A

% Ay
sttt

-
Iy S
3
A
A
S S S SO
IR L>
ESSESOSS TR
LRGN s
ES SNty SASN NN
FFRRSRERERES o
TR S
SRR &, 3
QAR O P
SIS S\ ARy 2N
he "" EEON
X e
<Y V':‘%A
o7

K
s\
N4
""

(a) Déformation des maillages global et (b) Zoom sur la déformée du maillage local.

local.
FIGURE 6.11 — Influence des conditions aux limites et des détails géométriques sur les déformées

du maillage (amplification 10).
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est bien assurée grace aux opérateurs de Mortar créés.

displ X

displ Y

64004 0022 0.025 0067 8895602 6963603 0024 0048 0072 8944002
LLLLLLL

1 LULLLLI LT

(a) Déplacement dans la direction z. (b) Déplacement dans la direction y.

FIGURE 6.12 — Déplacements reconstruits global-local sur le maillage déformé.

Les résultats en déformation sont donnés sur la Figure 6.13. La Figure 6.13a donne la répar-
tition de la déformation €, 4 globale issue du calcul IG tandis que la Figure 6.13b représente la
déformation e, ; locale issue d’'un calcul EF. On observe bien une concentration de la déforma-
tion globale 1a ou la zone locale est incluse et qui n’est pas physique. La solution du probléme
globale est bien réguliere. Dans la zone locale, I'utilisation d’un maillage fin EF permet de mettre
en évidence les concentrations de déformation autour des trous et en pointe de fissure. La défor-
mation reconstruite a partir des deux déformations €y, 4 et £y, est tracée sur la Figure 6.13c.
Ce type de reconstruction permet d’obtenir la solution dite "composite" car la solution Ugyp,
n’est pas physique. De méme la déformation e,, reconstruite est donnée sur la Figure 6.13d.

Remarque 19 Les champs de déformation sont discontinus aux frontieres des éléments fi-
nis. Pour la visualisation, nous avons interpolé les valeurs des points de Gauss auxr noeuds
du maillage EF. Cette opération est faite indépendamment sur les domaines global et local, ce

qui explique qu’il peut subsister une discontinuité des champs de déformation au passage de
Uinterface.
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strainY strain Y
8790300042 [ 00042 1000802 6.8792-03-0.0042 0 00042 1.0006-02
[RRENERRRRAN) LULLLLLLITT]

(a) eyy,g sur le maillage global IG. (b) eyy,i sur le maillage local EF.

strainY sfrain X

-2.6220-03 0 0003 0006 8.3560-03 1822003 -0.00088 0 000088 16850-03
LLLLILL L JLLLLLIT

(c) eyy reconstruit & partir des déformations locale (d) .. reconstruit & partir des déformations locale
et globale. et globale.

FIGURE 6.13 — Les déformations €., et €, globales, locales et reconstruites sur les maillages
déformés.

Bilan : Dans ce chapitre nous avons utilisé le lien entre ’AIG et la MEF, défini dans le cha-
pitre 4, afin de faciliter la définition et la mise en ceuvre d’un couplage global-local entre ces
deux méthodes. Les maillages IG global et EF local ainsi que les opérateurs de couplage de
Mortar peuvent ainsi étre implémentés facilement et automatiquement. Cette procédure de cou-
plage semi-automatique a permis de résoudre des problemes isogéométriques comportant des dé-
tails structuraux (trous, fissures...). Les parametres du couplage global-local IG/EF non-intrusif
(taille du domaine local, finesse du maillage local, nombre d’itérations de couplage, etc.) sont
actuellement définis de facon arbitraire en fonction du probléme étudié. Afin de certifier la qua-
lité numérique du probleme de couplage, et définit les parametres de couplage au mieux, des
méthodes d’estimations d’erreur vont étre développées dans la partie ITI.
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Certification et pilotage des
stratégies de couplage non-intrusif
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Outils de vérification basés sur les résidus d'équilibre pondérés
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Dans ce chapitre, nous établissons 1’estimation d’erreur sur une quantité d’intérét (introduite
dans le chapitre 3) & partir de la méthode des résidus d’équilibre pondérés pour le couplage
global-local non-intrusif. Nous montrons qu’il est possible de séparer I'estimateur d’erreur en
plusieurs indicateurs d’erreur permettant de mettre en évidence les erreurs venant du modele
grossier choisi pour le couplage, du raffinement des maillages et du nombre d’itérations afin
d’adapter la définition du couplage vis-a-vis d’'une quantité d’intérét, ce qui permet de calculer
juste au juste cofit. En outre, nous montrons I'utilisation d’un couplage non-intrusif s’avere
étre bénéfique pour le calcul des différents indicateurs d’erreur. Ces travaux font I'objet de
larticle [157].
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7.1 Méthode des résidus pondérés dans le cadre du couplage
non-intrusif
7.1.1 Formulation faible du couplage pour ’estimation d’erreur

Sur l'exemple des notations introduites pour le probleme de référence dans (3.2) et (3.3),
nous introduisons les notations suivantes dans le cas d’un probléme couplé :

ar(u,v) = o, Ke(u): €(v) ; apa(u,v)= /QICO(e(u) ce(v)
apr(u,v) = o, Koe(u) : €(v) ; (7.1)
bp()\,u):/r)\-u ;o lp(v) = . fi-v 5 lo(v)= Qfd-v—i— 8QFd'V.

En prenant en compte le schéma de résolution par point fixe, la formulation faible & 'itération
n découlant de (2.14-2.10) s’écrit :

trouver (ug(n), ug(n), AUy € PH 5 PR M tel que

apa(uh ™ vE) + ap (W)™ Vi) — bp (AR VB b (ph, uf ™ — uf )

= lo(vE) + 1(v8) + apr(ugg " VB — bp (AP V) (7.2)
V(vE v pty e VE x Vi x M,

H

ot VH ,Vﬁ et M", sont les espaces EF associés respectivement aux maillages 77 sur Q et 7" sur

Qr.
Cette formulation faible a I'itération n peut étre réécrite de facon condensée comme suit :

n H(n h(n n n
o (g™, i Xe), (v vl ) = 15 (vE vE el

(7.3)
V(vE v uh) e VE x Vi x MP

Cela permet de déterminer la solution approchée de type Dirichlet u}LLg(n) € V disponible
dans le calcul et définie ainsi :

h(n) .
hH(n u in Qp,
uLG( ) _ { u%{(n) ngy (7.4)
G

7.1.2 Estimateur d’erreur en résidus pour un probléme couplé

La méthode des résidus pondérés sur une quantité d’intérét nous amene a étudier ’erreur

Q(u)— Q(u}]ig(n)) (mesure locale). En utilisant la représentation précédente de l'erreur (3.8-3.9),
on développe ici un estimateur d’erreur sur @)(u) calculable. On commence par écrire :

Q(u) — Q(upa™) = R(u}2™ u). (7.5)

Dans le cas d’un couplage local-global, ’enrichissement de 1’espace d’approximation du pro-
bléme adjoint permettant de calculer le second terme de (7.5) se traduit par :
— une zone locale ) suffisamment large dans laquelle le modele haute-fidélité initial est
préservé (cet enrichissement est noté avec 'exposant “L™" dans la suite) ;
— une maillage 7" suffisamment raffiné dans cette zone (cet enrichissement est noté avec
I'exposant “h™" dans la suite) ;
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Chapitre 7. Principe des résidus d’équilibre pondérés

— une quasi-convergence de ’algorithme de couplage itératif (noté avec ’exposant “oo" dans
la suite).

Remarque 20 Généralement, le couplage local-global non-intrusif est seulement vu comme une
substitution de comportement sur Qp (un zoom numérique) venant d’un comportement initial
régulier défini sur tout le domaine 2. Nous choisissons dans la suite un autre point de vue, ot le
probléme couplé dérive d’un modéle de référence initial dans lequel un comportement complexe
est introduit partout sur Q. Cela permet d’avoir une définition consistante de la solution de
référence pour laquelle les mesures d’erreur sont définies dans la suite.

~ht ~ht .
Ainsi, apres avoir calculé uz+g(oo) € V avec une zone locale uz+(oo) € VZL un estimateur
global d’erreur sur @) et intégralement calculable est :
tot hH(n) ~htH(co)
7765,7“65 = R(uLG )7 uL+G( ) (76)

Vu que le chargement spécifique du probléme adjoint est concentré & 'intérieur de €27, on

s'attend a ce que l'algorithme itératif converge assez rapidement quand on cherche a calculer
~htH
uL+G(<><>)

Remarque 21 Dans le cas non-linéaire, la définition du probléme adjoint permettant d’obtenir

~htH . , . . . . . hH .y

uLiG(OO) nécessite de projeter la solution primale disponible uLG(n) sur un espace enrichi V? x
h

VL+ .

Par ailleurs, afin de réduire encore plus le coiit de calcul sans trop dégrader la qualité de
I'estimateur d’erreur, il est possible d’approximer la fonctionnelle des résidus R (initialement
définie a partir du modele de référence) en considérant 1’espace d’approximation enrichi utilisé
pour résoudre le probleme adjoint. Néanmoins, une telle approximation ne permet pas d’éliminer
les projecti les maill fin de calculer R(u"2™ g H()
es projections entre les maillages afin de calculer (uLG yUp v
pas étudiée dans cette these.

). Cette alternative ne sera

7.2 Stratégie d’adaptation

7.2.1 Définition des indicateurs d’erreur

L’estimateur (7.6) comprend les différentes sources d’erreur. Comme décrit dans la section
3.1.2, elles sont au nombre de trois : le modele, la discrétisation et la convergence de I'algorithme
local-global. En effet, l’erreur sur ) peut étre séparée de la facon suivante :

Q(w) - Q™) = [Q() - Q(ufe)] + [Quf) — QED)] + [QuE) — Q™| (7.7)

Aped AgGs g

ou ufG est la solution du couplage dans lequel le local n’est pas discrétisé tandis que u’ig est

celle du couplage avec les deux modeles local et global discrétisés. Ag"d, A et Ag’m’ corres-
pondent, respectivement, aux sources d’erreur de modele, de discrétisation et de convergence.
Les indicateurs de ces sources d’erreur sont définis de la facon suivante :
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e l'indicateur sur l'erreur de convergence, noté n¢¢;, est construit a partir d’une solution
b

. . ’ , ~hH < 7. .
ajointe approchée convergée u LG(OO) € V sans enrichissement en terme de maillage 7" et
la zone locale €2, est utilisée. On le calcule comme suit :

conv hH(n) ~hH (oo
NQ.res = RLG(“LG( )7uLG( ), (7.8)

ou le résidu Ry, est défini comme suit :

Ry () ghiieoy —po @l ey 4, @)

— ago(ui™ G2 4 g0, (ud™ ql ) (7.9)
— aL(ufi(”)7 ﬁZ(OO))'

Cet indicateur est tel que NG res —+> 0. Il donne une indication quantitative de I’erreur
’ n——+oo

de convergence ACQO””, permettant ainsi de déterminer un critére d’arrét adéquat pour le
solveur itératif local-global.
e l'indicateur sur 'erreur de discrétisation, noté 7

Q,res’
~ht ’ . .
approchée convergée uZGH(OO) € V calculée avec un maillage local plus fin Th+, tandis que

la forme de la zone locale ); reste inchangée par rapport & celle utilisée pour calculer

dis  est construit & partir d’une solution

hH .
u LG(n). On le calcule comme suit :

di hH(n) ~htH
Mes = Rra(upe™ wg" ™) e, (7.10)
et est tel que ngjes — = 0. Il permet de donner une indication quantitative pertinente

h—h+*
de l'erreur de discrétisation A%’S sous réserve que h' soit assez petit.

e finalement, 'indicateur d’erreur de modele, noté n%°% | est construit & partir de la solution

Q,res’
, . ~hH , .
approchée convergée u; (GOO) € V calculée avec une zone locale plus large €2, +, tandis que

(

le maillage 7" reste inchangé par rapport a celui utilisé pour calculer ulig ") On le calcule

comme suit :

d hH ~hH
ot = R(uhe™ @)ty —peme (7.11)
et est tel que 7o — = 0. Il donne une indication quantitative appropriée de

Q,res QL 4

I’erreur de modele Ag“’d a condition que 7+ soit assez large.
Une facon alternative de calculer I'indicateur 778‘;% s» donnant en pratique des valeurs lége-
rement différentes en diminuant le nombre de solutions adjointes, découle de la définition

suivante :
mod

di
NQ,res = ng)fres - 77520;%38 - an,ies' (712)

7.2.2 Implémentation des indicateurs d’erreur

D’un point de vue de I'implémentation numérique, le calcul de ’estimateur ngtres ainsi que
dis

des indicateurs 7§73, et nmod

0 s est en adéquation avec 'utilisation d’un couplage non-intrusif. En
b

o s o . , ~htH ~htH
effet la définition des espaces enrichis pour calculer les solutions approchées u; | G(OO), u; . (OO),
~hH . . . . . . ,
et u, é,oo) nécessite seulement des modifications de V} tandis que V¥ reste inchangé.
Par ailleurs comme déterminé précédemment, le calcul de I'indicateur de modele peut s’avérer

assez coliteux, nous calculons donc en premier ’estimateur ng’tres ainsi que des indicateurs ngﬁ,e s
K K

et NG res afin de déterminer 778%5 en se référant a (7.12).
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+
Mais le calcul de ’estimateur d’erreur globale calculé a partir de la solution ﬁz+g(°°) nécessite

lui aussi un important cotit de calcul car la zone locale doit étre la plus large possible et avec
un maillage fin partout. En pratique, en utilisant ’aspect non-intrusif du couplage dans lequel
le probléme global reste inchangé méme si le probléme local change, cet estimateur peut étre
facilement évalué en additionnant les contributions d’erreur d’un ensemble de problemes adjoints
dont la zone locale se déplace sur tout le domaine.

De plus, en faisant varier la position de la zone locale 27, sur le domaine, il est possible de
déterminer les zones qui influencent le plus la quantité d’intérét choisie méme si ces zones sont
loin de la quantité d’intérét (effet de pollution). L’évolution spatiale de l'erreur sert dans la suite
pour améliorer 'exactitude du modele.

Les solutions des probléemes primal et adjoint définies suite & un algorithme local-global
doivent étre reconstruites afin d’obtenir les solutions sur tout le domaine (voir (9.1)). Afin de
simplifier la reconstruction de ces champs (et dans la suite leur communication lors des calculs
des résidus) qui peuvent étre de tailles différentes (dii & un maillage plus large ou plus fin), ils
sont tous projetés sur une grille treés fine. Les fonctions de forme EF classiques et leurs dérivées
sont évaluées aux points de Gauss de cette grille ce qui permettra de calculer les déformations
€(u) et €(u).

D’un point de vue purement numérique, ces différents estimateur et indicateurs sont calculés
comme suit :

— l’estimateur d’erreur global s’exprime comme :

— e(1)"Ke(u) + ULF, (7.13)

ou K et F sont les opérateurs du probléeme de référence.

— lindicateur d’erreur de convergence, pour lequel les solutions primale et adjointe sont
définies sur des espaces similaires donc pour lequel la projection sur la grille fine n’est
pas nécessaire, s’exprime comme :

UL (Fo — KooUg) + Y UGKo Ug + UL(F, — K Uy), (7.14)

Npatch

ol Npaten, st le nombre de patches constituant la zone locale €2y,

— lindicateur d’erreur de discrétisation, qui lui nécessite une projection sur la grille fine
car les zones locales des problémes primal et adjoint n’ont pas le méme raffinement, est
défini comme :

e(@)” (=Koq + Koz )e(u) — e(ur) Kpe(ur) + USF + UTF;. (7.15)

7.2.3 Procédure d’adaptation

A Taide de 'estimateur d’erreur 77}552 ¢s €t des indicateurs (nges, ngie o 178% ) précédemment

explicités, on définit un algorithme d’adaptation. Nous proposons ici un algorithme glouton
relativement proche de ceux proposés dans [9, 120,121, 134,144,158, 165] (dénommé algorithme
GOALS). La méthode a pour but d’automatiquement améliorer les parametres de la méthode de
couplage local-global (forme de Qp, taille du maillage dans 7", nombre d’itérations local-global)
afin de prédire la quantité d’intérét () dans une tolérance prédéfinie 7y, tout en optimisant le
colit de calcul. Cela est atteint en générant une séquence de solutions approchées (ug;%;, ﬁg;;) si
bien que pour un entier kg, la solution globale sur ) vérifie :

1Q(u) — Q(ul))| < o |Q(ulko))]. (7.16)
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A chaque étape du processus d’adaptation, et avant de stopper l'intégralité de I'al-
gorithme quand la tolérance d’erreur est atteinte (information quantitative donnée par

NG res < %Ol.|Q(u¢(1’;%))|), le but est de réduire la source d’erreur majoritaire qui est identifiée

en comparant les différents indicateurs 7gycs, ngies et 178%5. Les adaptations de discrétisation

et de modele sont réalisées de facon locale apres avoir décomposé ces indicateurs sur chaque sous-
domaine prédéfini dans 2;, et 2y, respectivement. Les sous-domaines de {2 sont des éléments
de 7", tandis que ceux de Qg peuvent étre définis & partir des éléments du maillage grossier
H (méme si des sous-domaines plus larges sont utilisés). Cette décomposition est possible en
observant que les indicateurs né’ﬁ,es et 778%3 sont des termes de résidus définis a partir d’une
intégration spatiale.

Apres avoir initialisé 7, (comme la zone proche de lendroit ou la quantité d’intérét est
définie) et 7l et aprés avoir spécifié une certaine tolérance d’erreur 4, pour la quantité d’intérét,
I’algorithme d’adaptation se déroule comme suit :

~hTt e c 1. Ny
0. Calculer la solution adjointe uz+g(°o) (en utilisant des espaces enrichis appropriés) ;
1. Définir n =1;
2. Résoudre le probléme primal initial pour déterminer uzg(n) ;
3. Calculer 'estimateur g’ ;
4. Si |né§fTes/Q(uizg(n))| < 740, alors STOP. Sinon aller a I'étape 5;
+
5. Calculer les solutions adjointes ﬁZH(OO), ﬁsz(Goo), et ﬁ}LLGH(OO) afin de déterminer les indi-
cateurs 77220,%57 ngﬁes, et ngﬁ‘is :
o si max(|ngel, Ingfjes\, |77m,%s|) = ¢ res], augmenter n+1 — n et retourner a 'étape
2;
o si max([ng7y, |, 085 esl NG9%]) = [nd3.ql, décomposer n&s. et raffiner localement 7"
jusqu’a atteindre |77ng5 / Q(ugg(ﬁ,)ﬂ < Yt01/3, puis retourner a l'étape 0;
conv dis mod mod mod

o si max(|ngresls MG esls MG ves) = (M0 7esl, décomposer ny7e, et agrandir localement
Qr jusqu’a atteindre |778f7’i5 / Q(uzg(;\z,))\ < Yt01/3, puis retourner a 1’étape 0.

Cet algorithme d’adaptation évite des itérations local-global inutiles dans le probleme primal
(quand lerreur de discrétisation ou de modele est supérieure a celle de convergence). 1l indique
aussi, & la fin de la procédure d’adaptation, la définition adaptée de Q, et 7" pour atteindre la
tolérance d’erreur.

Bilan : Dans ce chapitre, nous avons reformulé I’expression de ’erreur en résidus dans le cas par-
ticulier d’un couplage non-intrusif. L’erreur globale faite sur ce couplage vis-a-vis d’une quantité
d’intérét (déplacement, contrainte...) a été séparée en trois sources d’erreur : 'erreur de mo-
dele, 'erreur d’itération et ’erreur de discrétisation. Un algorithme glouton a été mis en place
a partir des indicateurs d’erreur correspondants afin d’adapter le couplage pour lui certifier
une certaine exactitude vis-a-vis d’une quantité d’intérét. Le caractere non-intrusif du couplage
permet d’évaluer localement I'impact des contributions d’erreur (en ajoutant des patchs locaux
dans le probléme adjoint). La solution du probléme adjoint ne nécessite donc pas de ressources
de calcul supplémentaires mais simplement la définition de problemes individuels et contrdlés
qui peuvent étre résolus en parallele. L’évaluation des différents indicateurs d’erreur de couplage
et la mise en place d’un algorithme adaptatif est développé dans le chapitre 8 sur différents
exemples.
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CHAPITRE 8

Application numérique de I'erreur en résidus
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Dans ce chapitre, le but est de présenter les calculs de I'estimateur d’erreur global et des
différents indicateurs ainsi que leur utilisation pour adapter le probléeme vis-a-vis d’une quantité
d’intérét choisie au préalable. Un exemple élastique en dimension 1 permet de mettre en place
les différentes erreurs et d’appréhender le processus d’adaptation. Des exemples élastiques, en
dimension deux, plus complexes mettront en évidence la performance de la méthode.
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8.1 Poutre en traction en dimension 1

Le premier exemple est une simple structure élancée en traction. Le but est d’illustrer, sur
cet exemple simple, la séparation des différentes sources d’erreur et la procédure d’adaptation.
Cette structure poutre de longueur L = 1 et d’épaisseur b est encastrée du coté gauche et un
effort de traction uniforme F' = 1 est appliqué sur sa partie droite (voir Figure 8.1).

Qo

Q

F1cURE 8.1 — Configuration initiale du couplage et conditions aux limites du probléeme.

La poutre est constituée d’un matériau élastique isotrope, et le module de Young est choisi
comme variable suivant la coordonnée longitudinale z. Sa valeur nominal Ey = 1 est ainsi
affaiblie dans certaines zones afin de mettre en évidence un phénomene local qui nécessitera
stirement d’étre pris en compte en utilisant un couplage local-global. Les affaiblissements locaux
du module de Young sont définis a ’aide de fonctions de Gauss. Les deux configurations pour
I'évolution de E(x) sont décrites sur la Figure 8.2. Afin de simplifier les notations dans la suite,
Cas 1 et Cas 2 se réferent respectivement aux configurations des Figures 8.2a et 8.2b.

4\ | \

X06| 1 Xo6 |
w w
04t . 04t
02 s 02 .
0 05 1 0 05 1
X X
(a) Module de Young pour le Cas 1. (b) Module de Young pour le Cas 2.

FIGURE 8.2 — Deux évolutions du module de Young le long de la poutre

Le coeflicient de Poisson est constant et fixé tel que v = 0, on n’a alors qu’un effet 1D dans
ce probléme.

Au niveau de la géométrie, le maillage global 7 est constitué de 16 éléments quadratiques
répartis le long de la poutre (la longueur de chaque élément est donc de 1/16) et ’épaisseur de
chaque élément est identique a celle de la poutre (i.e. il n’y a qu’un seul élément dans I’épaisseur
pour le maillage associé au modele global). La méme taille de maillage transversal (un élément
dans ’épaisseur) est appliqué au maillage local Th.

8.1.1 Définition des problemes primal et adjoint

La solution du probléme de référence est déterminée a l'aide d’un algorithme de couplage
non-intrusif qui fait communiquer, tel que décrit précédemment dans la section 2.2 :

— un modele global défini sur toute la structure 2 ou le module de Young est constant :
Fy=1;
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— un modele local défini sur le sous-domaine €27, qui correspond & un ensemble d’éléments
macro de 77, et dans lequel la variation du module de Young est prise en compte. Un
maillage plus fin 7 peut aussi étre utilisé dans cette zone si nécessaire.

Un exemple de la configuration de couplage associé est présenté sur la Figure 8.1. La zone
d’intérét wg se situe en fin de poutre, dans la zone % <z < %. Plusieurs types de quantité
d’intérét (déplacement, contrainte, déformation...) peuvent étre choisis.

En pratique et de facon générale, le choix d’une quantité d’intérét impacte la création du
second membre du probleme adjoint associé, ainsi pour une quantité d’intérét telle que :

— le déplacement moyen sur wq, le probleme adjoint est soumis a un effort réparti fx, = %

horizontal si on s’intéresse respectivement a wu, ;

— la contrainte moyenne 0., sur wg, le probléme adjoint est soumis a une pré-contrainte :

1 10 1 E 10
- K = 8.1
o= lwg [0 O] lwg| 1 —1v2 [O 1/1 ’ (8.1)
dans wg. De fagon équivalente, le probleme adjoint est soumis a un effort volumique

fSigma = —div(oyx) dans wg et une traction oxn sur la frontiere dwg de wq ;
— la déformation moyenne e, sur wq, le probleme adjoint est soumis & une pré-contrainte :

1 1 0
= 2
™ el [0 01’ 52

dans wg. De facon équivalente le probleme adjoint est soumis & une traction oxn sur la
frontiere dwg de wq.

Les problemes adjoints seront aussi résolus grace a une stratégie de couplage non-intrusif.
L’avantage d’utiliser cette méthode de couplage est la facilité avec laquelle la zone locale pourra
étre modifiée sans besoin de recalculer la partie globale (identique pour le probléme primal et
les problemes adjoints). Dans la suite, cela permet une grande flexibilité dans la définition des
calculs, ainsi qu’une rapidité des calculs ainsi parallélisables.

8.1.2 Estimation de l’erreur globale de couplage

D’apres le chapitre 7, ’estimateur d’erreur global nécessite la solution d’un probleme adjoint
a convergence dont la zone locale serait plus grande et plus raffinée que celle du probléme primal.
En pratique, afin de réduire le coiit de calcul, ce probléeme adjoint est remplacé par un ensemble
de problémes adjoints avec des zones locales plus petites. A I'aide de la méthode de couplage non-
intrusif, chacun de ces problemes adjoints peut étre calculé en parallele. Bien que la combinaison
résultante des différentes solutions adjointes correspondantes ne coincide pas exactement avec
celle obtenue par une approche monolithique, cela meéne quand méme a des résultats similaires
en terme d’estimation d’erreur dii aux propriétés d’orthogonalité.

Ainsi dans le cas de la poutre en 1D, un ensemble de problemes adjoints est défini. Chaque
zone locale comprend un premier patch situé au niveau de la quantité d’intérét, soit 'intervalle
[13/16—15/16] et un second situé dans une des zones suivantes : [1/16—3/16],[3/16—5/16],[5/16—
7/16],[7/16 — 9/16],[9/16 — 11/16],[11/16 — 13/16] (voir leurs positions sur la Figure 8.3).

La zone locale du probléeme adjoint, ensemble de deux patchs, est prise assez raffinée et
I’algorithme de couplage est mené jusqu’a convergence.

A partir de la configuration initiale du probléme primal (une itération dans ’algorithme
de couplage, un raffinement macro et la zone locale P0), il est possible de tracer 1’évolution
de l'erreur globale en fonction de la position du second patch de la zone locale. La répartition
de lerreur globale pour une quantité d’intérét en déplacement dans le Cas 1 (resp. Cas 2) est
tracée sur la Figure 8.4a (resp. 8.5a). On observe que dans le Cas 1, l'erreur globale est plus
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FiGURE 8.3 — Différentes positions du second patch de la zone locale, le premier se trouvant
toujours au niveau de P0O. Un patch est constitué de deux éléments macro.

importante dans la zone [11/16 — 13/16] tandis que pour le Cas 2, 'erreur maximale est située
dans la partie [3/16 — 7/16]. Cela est en bonne adéquation avec les répartitions respectives du
module de Young; en effet vu que la zone locale est initialement dans 'intervalle [13/16 —15/16]
(en gardant Ejy dans tout le reste de la poutre), 'erreur est importante dans les zones ou la
valeur exacte de E est loin de Ej et impacte ainsi la quantité d’intérét.

-6
0.15 25 22
2
0.1
15
1
0.05
0.5
0
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
(a) Quantité d’intérét en déplace- (b) Quantité d’intérét en défor-
ment. mation.

FIGURE 8.4 — Erreur globale en fonction de la position du patch local pour le Cas 1 (voir Figure
8.2a) pour différentes quantités d’intérét.

La répartition de l'erreur globale pour une quantité d’intérét en déformation dans le Cas
1 (resp. Cas 2) est tracée sur la Figure 8.4b (resp. 8.5b). Dans ces deux cas la répartition de
'erreur est plus étalée sur toute la poutre mais sa valeur est tres faible, de I'ordre de 1076.

x10°°
0.06 4
2
0.04
0
0.02
-2
| 4
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
(a) Quantité d’intérét en dépla- (b) Quantité d’intérét en défor-
cement. mation.

FIGURE 8.5 — Erreur globale en fonction de la position du patch local pour le Cas 2 (voir Figure
8.2b) pour différentes quantités d’intérét.

Les solutions du probleme adjoint étant calculées a convergence et avec une zone locale bien
raffinée, les Figures 8.4 et 8.5 peuvent aussi étre interprétées comme la répartition de 'erreur
de modele le long de la poutre. Elles servent ainsi a déterminer quel patch doit étre ajouté dans
la zone locale du probléme primal quand ’erreur de modele est la plus importante.
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En sommant les différentes contributions d’erreur on obtient ’erreur globale sur toute la
structure. Cette erreur est identique & celle qu’on aurait obtenu en prenant une solution de
probléme adjoint & zone locale sur toute la longueur de la poutre, soit sur l'intervalle [1/16 —
15/16].

8.1.3 Procédure d’adaptation

Dans cette partie, nous présentons I’ensemble des résultats obtenus pour la structure poutre
en traction avec deux répartitions du module de Young. La procédure d’adaptation (voir 7.2.3)
est mise en place.

8.1.3.1 Déplacement moyen en bout de poutre

On s’intéresse tout d’abord a la quantité d’intérét qu’est le déplacement moyen sur wg =
[13/16 — 15/16]. La zone locale initiale comprend le patch support de la quantité d’intérét, soit
11, = wq. La tolérance d’erreur relative est fixée a 5%.

L’estimateur d’erreur ng’t et les différents indicateurs d’erreur ngye, ngfﬁ,es, et ng";des sont
calculés a chaque pas d’adaptation.

Les résultats de la Figure 8.6 montrent 1’évolution de ces valeurs normalisées par la valeur
de la quantité d’intérét (i.e. sous la forme |./ Q(ugg(n))), a chaque pas d’adaptation. Le nombre
d’itérations n dans algorithme de couplage local-global est indiqué sur les graphes (numéro
rouge). L’évolution de la zone locale €, du probléme primal est donnée en dessous du graphe.
Cette représentation montre bien que lorsque l'indicateur sur lerreur de modele 778%5 est le
plus grand, la zone locale €2, est élargie (e.g. un nouveau patch est ajouté dans la zone locale).
Pour les exemples choisis, 'erreur de discrétisation dans §2;, est faible et impacte donc peu la
quantité d’intérét. De plus, on peut noter que pour une tolérance de 5%, il n’est pas nécessaire
de modéliser le faible affaiblissement du module de Young; seul le plus grand pic des Figures
8.4 et 8.5 est considéré.

En conclusion, les configurations idéales de couplage pour ces exemples sont les suivantes :

— pour le Cas 1 : une zone locale €y, définie par un seul patch dans la zone [11/16 —15/16],
sans raffinement spécifique de 7" et 4 itérations (n = 4) dans I'algorithme de couplage,
en se référant a la Figure 8.6a;

— pour le Cas 1 : une zone locale Q, définie par des patchs dans la zone [3/16 — 7/16] et
[13/16—15/16], sans raffinement spécifique de 7" et 3 itérations (n = 3) dans I’algorithme
de couplage, en se référant a la Figure 8.6b.

Des travaux supplémentaires pour une tolérance fixée a 1%, donnent ’évolution des erreurs

comme indiqués sur la Figure 8.7. Dans ces cas, le petit affaiblissement du module de Young est
inclus dans la zone locale.

8.1.3.2 Autres quantités d’intérét

D’autres quantités d’intérét peuvent étre étudiées. Les études ont été menées sur la contrainte
moyenne o, et la déformation moyenne e,, dans la zone wg = [13/16;15/16]. La définition de
Peffort du probleme adjoint associé pour ces cas est donné dans les Equations (8.1) et (8.2). Dans
ces deux cas, I'algorithme indique qu’aucun pas d’adaptation n’est nécessaire (que la tolérance
soit de 5% ou 1%). En effet, les champs de contrainte et de déformation dépendent peu de la
configuration en amont. Ainsi, la quantité d’intérét peut étre calculée de facon tres précise avec
tres peu d’efforts numériques.
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(b) Adaptation pour le Cas 2.

FIGURE 8.6 — Différents estimateurs d’erreur en fonction des pas d’adaptation pour les deux

configurations du module de Young.
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FIGURE 8.7 — Différents estimateurs d’erreur en fonction des pas d’adaptation pour les deux
configurations du module de Young.

8.2 Plaque en traction avec inclusion locale d’affaiblissements

Dans cette partie, nous étudions une plaque carrée (taille L x L avec L = 1) dans laquelle
des affaiblissements locaux du module de Young sont considérés. La structure représentée sur la
Figure 8.8 est encastrée sur son bord gauche tandis que le bord droit est soumis a un effort de
traction uniforme. Les autres bords de la plaque sont libres. Le maillage global 77 est constitué
de 100 (10x10) éléments quadratiques d’ordre 1.

L

FIGURE 8.8 — Probleme de référence de la plaque carrée en traction.

Les variations locales du module de Young E(z,y) sont présentes dans cing zones et jouent
ainsi le role d’inclusions dans le matériau, dans lesquelles le module de Young est plus faible que
sa valeur nominale Fg = 1.

Dans les deux premiers exemples, les zones impactées par un affaiblissement de E sont in-
cluses dans un élément macro. L’affaiblissement de E dans ces zones est soit fort : E,,;, = 0,0026
soit faible : E,,;, = 0,45.

Le dernier exemple a un affaiblissement faible du module de Young (E,,in, = 0.45) mais une
des zones impactées est plus large qu’un élément macro.

Dans tous les cas le coefficient de Poisson vaut v = 0, 3.

La quantité d’intérét étudiée est dans chacun de ces exemples, sauf indication contraire, un
déplacement moyen sur le bord droit ou I'effort de traction est appliqué. Le but de l'algorithme
d’adaptation est de trouver la configuration optimale du probleme couplé vis-a-vis de cette
quantité d’intérét et en respectant une certaine tolérance sur I'erreur. Sauf indication contraire,
la tolérance est fixée & 0,5% afin de pouvoir déterminer I'impact méme faible du module de
Young modifié sur la quantité d’intérét.
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8.2.1 Variation homogene du Module de Young

Les éléments impactés par la variation homogene du Module de Young sont présentés sur
la Figure 8.9a, tandis que I’évolution de E(z,y) pour un affaiblissement fort est tracée sur la
Figure 8.9b. Les numéros des éléments impactés sont donc les suivants : 25, 44, 58, 83, 89.

10| 20 30 | 40 50| 60| 70 80’ 90‘ 100
T T

9 19 29 | 39| 49 59 | 69 79 ° 99

8 | 18| 28| 38| 48 |1%B| 65| 78| 88| o8

7 17 27 37 47 57 67 77 87 97

6 16 26 | 36| 46 56 | 66 76 | 86 | 96

> 0.5 =
5 15\° 35| 45| 55| 65| 75| 85| 95
0.4 — —
03 4 14| 24| 34 °‘ 54| 64| 74| 84| 94
3 | 13| 23| 33| 43| 53| 63 73\°\ 93
0.2 —
2 | 12| 22| 32! 42! 52| 62| 72| 82| 92
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1| 11| 21| 31| 41| s1| 61| 71! 81l 91
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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(a) Position des éléments impactés (n° 25, 44, 58, (b) Evolution du module de Young dans la plaque
83 et 89). avec affaiblissements faibles.

FIGURE 8.9 — Evolution du module de Young dans la plaque et éléments impactés.

Vu que la quantité d’intérét choisie est le déplacement moyen sur le bord droit, la zone locale
du probleme couplé est initialement composée des éléments 91 a 100 supports de la quantité
d’intérét.

La discrétisation de la zone locale est identique a celle du maillage globale (i.e. T
une seule itération est réalisée dans ’algorithme de couplage.

h = 7H) et
Nous montrons donc dans cette partie les résultats de la procédure d’adaptation pour des

variations homogenes, faibles ou fortes, du module de Young.

8.2.1.1 Affaiblissement faible

La solution de référence du probléme a faible affaiblissement, en terme de champ de déforma-
tion €., est tracée sur la Figure 8.10a. En parallele sur la Figure 8.10b, la solution du probléme
couplé tel que défini initialement est donnée. On observe que les modifications du module de
Young ne sont initialement pas prises en compte car la zone locale initiale n’est pas constituée
d’éléments impactés. Ainsi la solution est identique & la solution d’une poutre en traction avec
un module de Young égal a 1 partout. De plus, au niveau des éléments limites du bord gauche,
on observe l'effet de 'encastrement car un maillage grossier est utilisé dans cette zone.

Sur la Figure 8.11a, les différents estimateurs et indicateurs d’erreurs relatives (c.a.d. nor-
malisés par rapport a la valeur approchée de la quantité d’intérét) sont donnés pour chaque pas

, . hH hH » hH
d’adaptation. Ce sont les termes |ngfres/Q(uLG7(K,))], |772§,71}25/Q(ULG,(]?7))” |77gifnes/Q(uLG7(K,))] et

]n&”";‘i /Q (uzg%)) |, définis précédemment.

Trois pas d’adaptation sont réalisés : deux se réféerent a de I’adaptation de modele par ajout
des éléments 83 et 89 dans la zone locale du probléme primal et le dernier augmente d’une
itération l’algorithme de couplage. La tolérance d’erreur est atteinte apreés le quatrieme pas
d’adaptation et la solution du probleme couplé a cette étape est montrée sur la Figure 8.11b.
Dans cette configuration finale, on a :
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(a) Solution de référence (déformation e,.).  (b) Solution du probléme primal couplé initial.
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FIGURE 8.10 — Champ &,, du probleme de référence (a) et du probléme primal avec le couplage
initial non optimisé (b).
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(a) Evolution des estimateurs d’erreur relative. (b) Champ €z, du probléme couplé apres la pro-
cédure d’adaptation.

FIGURE 8.11 — Résultats pour une variation locale faible du module de Young. (a) est 1’évolution
des différents indicateurs d’erreur a chaque pas d’adaptation, (b) est le champ &,, du probléme
couplé a la fin de 'adaptation.

— ajout de seulement deux éléments (83 et 89) dans la zone locale du probléme primal. Ces
éléments sont impactés par une modification de E et sont les plus proches du bord droit
ou se trouve la quantité d’intérét,

— deux itérations dans I’algorithme de couplage non-intrusive global-local,

— aucun raffinement dans la zone locale.

Bien que la solution du probléme en configuration finale (voir Fig. 8.11b) est assez éloignée
de la solution de référence (voir Figure 8.10a), cette configuration est suffisante pour approximer
la solution vis-a-vis de la quantité d’intérét choisie. En particulier, certaines variations locales du
module de Young n’ont pas d’impact sur le déplacement moyen du bord droit et ne nécessitent
donc pas d’étre représentées (éléments 25, 44 et 58).

Remarque 22 Une étude similaire a €té réalisée avec un contraste plus faible du module de
Young (E = 0.8). Dans ce cas, la procédure d’adaptation montre que l'erreur majoritaire, qui
est une erreur de modéle, se situe au niveau des éléments 1 et 10. Ces éléments se situent dans
les angles ou les conditions aux limites de Dirichlet sont appliquées et donc ot on trouve un fort
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gradient (concentration de contrainte). Deux patchs raffinés doivent ainsi étre placés dans cette
zone afin de diminuer Uerreur sur la quantité d’intérét.

8.2.1.2 Affaiblissement fort

Quantité d’intérét en déplacement Dans ce cas, les éléments impactés sont les mémes que
ceux présentés sur la Figure 8.9a et ’évolution du module de Young dans la plaque est donnée
sur la Figure 8.12a. La solution de référence (déformation e,,) est tracée sur la Figure 8.12b. La
solution du probléme couplé initial est identique a celle de la Figure 8.10b car la configuration
initiale est similaire.

1 5
45
_ ‘ 0.8 .
. 3.5
0.6
04 25
2
0.l
1 0.2 15
0.5 1 1
Y 0.5 0
0 0.5 1

0 o X

(a) Evolution du module de Young dans la (b) Solution de référence (€z2) du probleme &
plage. fort affaiblissement.

FIGURE 8.12 — Influence de 1’évolution du module de Young a fort affaiblissement (a) sur la
solution de référence (b).

Les résultats de la procédure d’adaptation dans ce cas sont donnés sur la Figure 8.13. L’évo-
lution des différents indicateurs relatifs est donnée pour chaque pas d’adaptation sur la Figure
8.13a. On observe dorénavant que 7 pas d’adaptation sont nécessaires pour atteindre la tolé-
rance ; cinq sont des adaptations de modeles afin d’ajouter tous les éléments avec une variation
de E dans la zone locale du probleme primal et les deux autres pas d’adaptation sont des ajouts
d’itérations dans ’algorithme de couplage.

Durant les trois premieres étapes de la procédure d’adaptation, 'erreur est globalement due
a P'erreur de modele si bien que les éléments 89, 83 et 58 sont ajoutés successivement dans la zone
locale du probléme primal. Les deux autres éléments (44 et 32) sont quant a eux ajoutés lors des
pas b et 7 respectivement. Dans ce cas, I’algorithme d’adaptation montre que la zone locale du
probléme primal doit recouvrir 'intégralité des éléments ot le module de Young est modifié afin
d’atteindre la tolérance d’erreur sur la quantité d’intérét. Néanmoins, la modification du module
de Young n’a pas besoin d’étre décrite précisément comme aucun raffinement n’est nécessaire
dans la zone locale. Nous pouvons noter par ailleurs, en se référant aux erreurs a 1’étape 8 sur
la Figure 8.13a, que le raffinement du maillage serait ’étape suivante si une tolérance plus basse
était choisie.

Bien que I'approximation de la solution obtenue & la fin de ’'adaptation (voir Figure 8.13b)
est une approximation assez grossiere du champ de déformation, elle est suffisante pour prédire
correctement la quantité d’intérét.

Quantité d’intérét en déformation On s’intéresse dorénavant a une quantité d’intérét en
déformation sur un élément voisin d’un trou. La zone locale 1, est donc constituée des éléments
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(a) Evolution des indicateurs d’erreur durant ’adap- (b) Solution du probléme primal couplé apres
tation. I'adaptation.

FIGURE 8.13 — Résultats pour une variation locale forte du module de Young. (a) est 1’évolution
des différents indicateurs d’erreur a chaque pas d’adaptation, (b) est le champ &,, du probléme
couplé a la fin de 'adaptation.

macro 58 et 68 (la ou se situe l'affaiblissement et la quantité d’intérét). Si on ne place pas
initialement ’élément macro 58 comprenant le trou dans la zone locale, une erreur de modele
est initialement prédominante et nécessitera de rajouter cet élément dans la zone locale du
probléme primal.

Afin de mettre en évidence d’autres phénomenes, cet élément est au préalable inclus dans la
zone locale. En effet, en appliquant la procédure d’adaptation pour cette quantité, on montre
que les erreurs sont principalement dues & I'itération et la discrétisation. Ainsi le maillage 7"
doit étre raffiné dans la zone locale Q afin d’atteindre la tolérance d’erreur 7, = 2%. Cette
tolérance atteinte apres 4 pas d’adaptation nécessite aussi n = 3 itérations local-global mais pas
d’extension supplémentaire de €.

Sur la Figure 8.14, nous montrons quelques caractéristiques de l’erreur sur une quantité
d’intérét ; la solution du probléme adjoint (qui met en évidence de forts gradients localisés a
proximité de la région d’intérét) est donnée sur la Figure 8.14a, 1’évolution de l’estimateur
d’erreur et des indicateurs durant la procédure d’adaptation est tracée sur la Figure 8.14b,
tandis que le maillage local 7" et la configuration finale de la solution approchée couplée sont
présentés respectivement sur les Figures 8.14c et 8.14d.

8.2.2 Variation hétérogene du Module de Young

Dans cette partie, on considere que la variation du module de Young de I’élément 58 impacte
plus d’un élément comme on peut le voir sur la Figure 8.15a. L’évolution du module de Young
dans la plaque prend alors l'allure décrite sur la Figure 8.15b. On s’intéresse toujours a la
quantité d’intérét qu’est le déplacement moyen sur le bord droit.

La solution de référence pour cette variation de E est donnée sur la Figure 8.16a. La pro-
cédure d’adaptation, dont 1’évolution des erreurs est représentée sur la Figure 8.16b, aboutit a
une solution du probléme primal en Figure 8.16¢c. Onze pas d’adaptation sont nécessaires pour
atteindre une tolérance d’erreur de 1% et obtenir la configuration optimale du couplage.

Afin de détailler la procédure d’adaptation, la distribution spatiale de I'erreur de modele
par élément macro est évaluée a chaque pas d’adaptation (voir Figure 8.17). La position du
patch local est en gris tandis que les nouveaux éléments ajoutés a la zone locale pour un pas
d’adaptation donné sont en noir. A la fin de la procédure d’adaptation, on aboutit au couplage
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(c) Maillage final utilisé pour approximer la  (d) Solution primale couplée apres 'adaptation.
solution du couplage local-global.

FI1GURE 8.14 — Influence d’une variation hétérogéne de E sur les éléments impactés et sa varia-
tion.

suivant :
— zone locale avec ’ensemble des éléments suivants : {91-100,58,59,57,25,83,68,48,89} (ap-
parition dans lordre d’ajout des éléments),
— 3 itérations de 'algorithme de couplage global-local,
— pas de raffinement local nécessaire.

8.3 Plaque trouée en flexion

La derniére application est une plaque avec une distribution réguliere (périodique) de 160
trous, de rayon r = 0,15, soumise a un effort de flexion. Les conditions aux limites et les
dimensions de la plaque sont données sur la Figure 8.18a. Le module de Young est £ = 1.

En utilisant un point de vue local-global, la solution est approchée en considérant :

— un modele global de la plaque sans trous avec un module de Young moyen Ey = (1 —

7r?)E. Le maillage global utilisé est composé de 8x20 éléments quadratiques d’ordre 1.

— un modele local constitué d’un ensemble de patchs. Chaque patch représente un trou

(voir Figure 8.18b). La taille d’un patch est de 1x1, le module de Young vaut 1, et un
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(a) Eléments impactés dans le cas ou la variation de (b) Evolution du module de Young dans la plaque.
E est plus large.

F1GURE 8.15 — Influence d’une variation hétérogéne de E sur les éléments impactés et sa varia-
tion.
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(c) Solution finale du probléme couplé primal.

FIGURE 8.16 — Résultats pour une variation locale forte du module de Young. (a) et (c) repré-
sentent respectivement les champs €., du probléme de référence et du probléme couplé a la fin
de l'adaptation, (b) est ’évolution des différents indicateurs d’erreur a chaque pas d’adaptation.
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(g) Distribution finale.

F1GURE 8.17 — Distribution de I’erreur globale a différentes étapes de la procédure d’adaptation.
Sur la figure du dessus a chaque étape, la zone locale est en gris et les éléments nouvellement
inclus dans cette zone sont en noir.

maillage non-structuré d’éléments triangles d’ordre 1 y est défini.

La solution de référence sur la composante €, du champ de déformation est donnée sur la
Figure 8.19a : ’ensemble de 160 trous est considéré dans ce cas.
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(a) Plaque en flexion : dimensions et conditions aux (b) Zoom sur le maillage lo-
limites. cal.

FIGURE 8.18 — Description du probléme de plaque en flexion. La géométrie de référence (a) est
composée de 160 trous qui peuvent chacun étre représenté par un patch (b) dans 'approximation
numérique.

8.3.1 Quantité d’intérét en déplacement

Dans un premier temps, la quantité d’intérét étudiée est le déplacement vertical moyen en
bout de plaque ou l'effort de flexion est appliqué, la zone locale se situe donc initialement dans
cette zone. La solution approchée du probléme primal couplé avec une telle zone locale est donnée
sur la Figure 8.19b. Dans cette zone locale seulement il y a prise en compte des trous comme on
peut le distinguer sur la droite de la Figure 8.19b.

(a) Solution de référence. (b) Approximation de la solution (premiére
configuration du couplage)

FIGURE 8.19 — Champs de déformation ey, pour le probleme de plaque considéré : (a) tous
les noeuds sont considérés (solution de référence, sans couplage), (b) une stratégie de couplage
global-local est utilisée et seule une couche d’éléments macro en bout de poutre se trouve dans
la zone locale ou le trou est pris en compte.

Pour la procédure d’adaptation, on considére dans ce cas que le maillage de la zone locale
est assez fin par rapport a la zone globale si bien que I'erreur de discrétisation est négligée dans
la zone locale. En conséquence, le but de la procédure d’adaptation est ici de déterminer le
nombre d’itérations nécessaire pour ’algorithme de couplage local-global ainsi que les trous qui
ont besoin d’étre représentés par un patch local. La tolérance d’erreur est choisie égale a 2%. La
procédure d’adaptation est initiée avec la configuration précédemment décrite (voir la position
de la zone locale sur la Figure 8.21a) et une itération dans l'algorithme de couplage. Grace au
couplage non-intrusif, les zones critiques sont analysées en ajoutant des patchs dans le probleme
adjoint pour prendre en compte les sources d’erreur associées. L’ensemble des problémes adjoints
ainsi défini peut étre résolu en parallele.
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Les résultats de 'adaptation sont montrés sur la Figure 8.20, ot I’évolution des estimateurs
d’erreur relatifs (en terme d’itérations et de modele) sont évalués tout au long de la procédure
(voir Figure 8.20a ainsi que la solution approchée du couplage final vérifiant la tolérance sur la
quantité d’intérét en déplacement (voir Figure 8.20b).

—O— Erreur modéle
—— Erreur itération
—6— Erreur globale

o
o
o

2%

Indicateurs d'erreur relatifs
o
o
=

— .
10 20 30 40 50 60
Pas d'adaptation

(a) Evolution des indicateurs relatifs d’erreur. (b) Champ de déformation €., pour le couplage
final.

FIGURE 8.20 — Evolutions des estimateurs d’erreur et configuration finale du couplage pour
controler la quantité d’intérét dans une plaque avec des trous.

La configuration finale, optimale, du couplage est obtenue apres 63 pas d’adaptation. Elle
nécessite 3 itérations dans l'algorithme de couplage et un agrandissement de la zone locale
pour prendre en compte l'effet de pollution venant du modele global grossier. La procédure
d’adaptation peut étre développée de la fagon suivante :

— des étapes 1 a 16, 'erreur de modele prédomine si bien qu’un certain nombre de patchs
sont ajoutés a la zone locale. L’évolution de la zone locale au pas 16 est donnée sur la
Figure 8.21b;

— au pas 17, une itération supplémentaire est nécessaire ;

— des étapes 18 a 62, des nouveaux patchs sont inclus dans la zone locale. L’évolution de
cette zone au pas 62 est visible sur la Figure 8.21c;

— au pas 63, une itération de plus est faite dans 'algorithme de couplage et 'erreur globale
atteint la tolérance 7.
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(c) Zone locale finale.

FIGURE 8.21 — Evolution de la zone locale au cours des pas d’adaptation.

8.3.2 Quantité d’intérét en contrainte

On g’intéresse dorénavant & une quantité d’intérét en contrainte moyenne de o, dans la zone
locale wg € € qui correspond a I’élément macro de 7H en haut & gauche. Pour cette quantité, le
chargement de ’adjoint correspond & une pré-contrainte dans wg. On commence la procédure
d’adaptation avec Q7 = wg et une tolérance d’erreur vy = 2%. Les résultats de 1'adaptation
sont donnés sur la Figure 8.22.

L’évolution de l'estimateur et des indicateurs d’erreur relatifs, sur la Figure 8.22a, indique
que la tolérance d’erreur choisie est atteinte en 4 pas d’adaptation avec n = 2 itérations du
couplage local-global et une zone locale §2; élargie. La configuration finale de €2 est décrite
sur la Figure 8.22b et la solution approchée finale du couplage local-global est montrée sur la
Figure 8.22c. Il est intéressant de noter que dans ce cas, seuls trois trous sur les 160 initialement
présents dans la plaque ont besoin d’étre représentés pour atteindre ’erreur de tolérance sur la
quantité d’intérét fixée. Ainsi tres peu de ressources de calculs sont nécessaires.
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(a) Evolution de l'estimateur d’erreur et des indicateurs.

(b) Emplacement final de Qr et Qo, avec les (c) Champ de déformation €,, de la solution fi-
maillages associés, a l'intérieur de la structure nale du couplage local-global.
globale.

FIGURE 8.22 — Evolution de la zone locale au cours des pas d’adaptation.

Bilan : Au cours de ce chapitre, nous avons mis en place la séparation des sources d’erreur
et l'algorithme adaptatif sur plusieurs exemples. Plusieurs types de quantités d’intérét ont été
étudiés. La démarche adoptée a permis de définir la configuration du couplage en terme de
position de la zone locale, de son raffinement et du nombre d’itérations de ’algorithme de
couplage, qui est suffisant pour approximer la quantité d’intérét choisie. Ainsi on a pu montré que
la zone locale avait besoin d’étre placée uniquement dans certaines zones, et que l'algorithme de
couplage n’avait pas besoin d’étre mené a convergence pour décrire la quantité d’intérét choisie.
Néanmoins, nous avons pour le moment limité notre implémentation sur des cas linéaires. Comme
précisé dans le chapitre 3, cette méthode n’est pas suffisante pour garantir les bornes d’erreurs,
des techniques de type erreur en relation de comportement vont donc étre utilisées dans le
chapitre 9 pour traiter des cas linéaires et non-linéaires.
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CHAPITRE 9

Vers une procédure d'adaptation basée sur |'erreur en relation de
comportement

Sommaire
9.1 Principe de ’erreur en relation de comportement pour un couplage
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Dans ce chapitre, on exploite ’estimation d’erreur a posteriori basée sur I’erreur en relation
de comportement dans le cadre des couplages non-intrusifs. Contrairement a ’approche basée sur
les résidus, elle permet de déterminer des bornes d’erreurs garanties pour des modeles linéaires
et non-linéaires. Les bases de cette méthode on été mises en place dans un contexte général
dans la partie 3.2.3, nous montrons ici les modifications de la définition de 'ERC dans le cas
d’un couplage local-global non-intrusif et la séparation des sources d’erreur qui en découle. Cette
technique est notamment illustrée sur un cas-test présentant de la non-linéarité locale.

103



Chapitre 9. Vers de 'adaptation grace a 'ERC

9.1 Principe de ’erreur en relation de comportement pour un
couplage non-intrusif

9.1.1 Construction d’une famille de solutions approchées

D’apres I'approche de couplage non-intrusif (voir chapitre 2), et en utilisant les discrétisa-
tions des maillages 7 et 7", une approximation continue du champ de déplacement local-global
uzg(D) € V est déterminée a chaque itération n du processus (et ainsi possible avant la conver-

gence) Elle est construite comme suit :

(9.1)

G _ {uﬁ(") dans Q,
Uep =

ug(") dans Qg

Cependant le champ de contrainte local-global UZG, ' correspondant a ce champ de dépla-
cement défini ainsi :

hH(n) _ { @Z(n) = IC(e(uifi(n)) dans Qp, 9.2)

o =
Le.b @_g(n) = Koe(ug(n)) dans Qg

ne respecte pas I’équilibre au sens faible (avant la convergence) au niveau de l'interface I'.

H{(n)

Alternativement, un champ de contrainte local-global o’ LGN faiblement équilibré au niveau

de l'interface I' peut étre reconstruit. En effet, les formulations faibles de 1’équilibre du probleme
global (2.14) a litération n et du probleme local (2.10) a litération n — 1 peuvent aussi étre
écrites sous la forme suivante :

/og') ce(va) _/ o0V e(ve) :/ fd~vc+/ Fq-va —/A("_l) vag Vvg eV,
Q Qr 20 Or 2 r

/ (n 1) (VL) / £-vr +/)\(n—1) -vy Vv € V.
Qr Q r

On réécrit I’équilibre faible global de la facon suivante :

/ mrgf) . (V(;)+/ (@'gl)—@'glil)) : (E(VG) :/ fd-VGJr/ Fd-Vg—/ )\(nil)-VG VVG ev. (94)
Qr Qo OFQ T

(9.3)

H(n)

Ainsi, il apparait le champ de contrainte équilibré UZG7 v défini tel que :

OLG,N = H(n)

hH(n) @Z(nfl) + [@'g(n) - @g("fl)] dans Q.
T dans Qg

H(n)

Par contre, le champ de déplacement local-global associé : UZG y défini ainsi :

hH(n) _ u}LL(”_l) - [ug(") - ug(n_l)} dans Q7. 06
Urg N = 27 gans O ) (9.6)
G

n’est quant a lui pas continu sur I' (avant la convergence) si bien qu’il n’appartient pas a V.

Remarque 23 Dans la procédure de couplage intrusif décrite dans la Section 2.2.2, les champs
solution local-global deviennent ainst :

hH (n) _{ u}LL(n) dans Q, oMM _ { UZ(") dans Q,

u = =
LG,D H O.G,D H
G, uG(n) dans g , ¢, o ™ dans Qo

(9.7)

Ura N = i OGN T H(n)

hH (n) u}i(nfl) dans Qr, hH (n) oz(nfl) dans €1,
0. dans Qg

ug(n) dans Qg
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Il faut noter que les indices D et N se réferent respectivement a “Dirichlet” et “Neumann'.
Cela est cohérent avec les notations utilisées en décomposition de domaine (type des quantités
échangées a l'interface).

9.1.2 Estimation d’erreur basée sur ’ERC pour un couplage non-intrusif

Afin d’utiliser 'approche ERC a litération n de la procédure itérative locale-globale, une
paire de champs admissibles doit étre reconstruite a partir de la solution du couplage. La
construction d’'un champ de contrainte admissible pertinent & € S, qui détermine la perti-
nence de l'estimateur d’erreur Egppco(Q, @), est un aspect technique clé de 'approche ERC. Afin
de reconstruire un champ de contrainte parfaitement équilibré, différentes techniques ont été
développées dans [1,93,95,99, , , 154]. 11 est important de noter que ce champ équilibré
repose sur le post-traitement d’un champ qui vérifie I’équation d’équilibre au sens faible EF.

Tout d’abord, le champ de déplacement uLG(n) € V peut étre utilisé comme un champ de
déplacement admissible. D’autre part, il est p0551b1e de reconstruire un champ de contrainte
admissible & Lg(N) € S a partir du champ ULG N gé S. En effet :

o la discrétisation du probleme global a Vitération n fournit une champ de contrainte global

o, vérifiant I'équilibre EF suivant au sens faible :

/ g(") e(vE) = / fd-vg—i—/ Fd'vg—/ )\h("_l)'vg—k/ g(" D e(vd) vwvd evh.
Q Qo orQ r QL
(9.8)

En utilisant cette propriété ainsi que la procédure d’équilibrage, un champ de contrainte

~ H(n)

o’ vérifiant I’équilibre complet suivant :

/ g( RE €(vg) = / fd~vc+/ Fd'VG_/)\h(n_l)'VG+/ g(" 2 €(vg) Vvg €V,
Q Q0 orQ r Qr
(9.9)

peut étre reconstruit sur € ;
e la discrétisation du probleme global a l'itération n — 1 fournit un champ de contrainte

local oz(nfl) vérifiant I’équilibre EF suivant au sens faible :
/ wz(" 2 / f;- VL—i—/)\h” D.vh wvh e v, (9.10)
Q, Qr,
De la méme maniere que pour le champ global, un champ de contrainte @'}Ll(nfl) vérifiant
I’équilibre complet suivant :
~h(n— 1) f h(n—1)
@'L VL d° VL + A -vy Vv €V, (9.11)
Qr,
peut étre reconstruit sur €y,.
Ainsi le champ @'ZG(N) défini tel que :
. hH(n) _ @}Ll(n_l) + [@g(n) - wg(n_l)] dans Q. 0.19
OLG,N =\ .H(n) ) (9.12)
o dans g
est statiquement admissible, c’est-a-dire :
M) o /
ce(v)= | f3-v+ Fg-v Vve. 9.13
ot e = [ v [ F (9.13)
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Il est important de noter, une fois encore, que la construction du champ de contrainte admis-
sible dans le cas d’un couplage non-intrusif peut étre faite de facon indépendante dans chacun
des codes dédiés aux problemes local et global. Il faut simplement que les codes utilisés disposent
d’une procédure d’équilibrage (basée sur la technique des flux hybrides).

En conséquence, en utilisant (3.17), on obtient la borne supérieure d’erreur garantie ||[u — ugg(g) I
en norme énergétique : 7

hH hH(n) ~hH
lu— ULG,(E)H < EERC(uLG,(g)v ULG,(KT)) = 0 ERC- (9.14)

s o fo . . . ., 2hH(n 3 3
De maniere similaire, en définissant le champ de contrainte admissible adjoint o LGfN) €eSa

partir d’un champ adjoint approximé 6215’(]?,) ¢ S, on obtient de (3.23) :

hH(n 1 hH(n) ~hH(n ~hH(n) 2hH(n) o
|Q(u) — Q(uLG,(D)) = Qeorr2] < §EERC(ULG,(D)a ULG,( ))-EERC(ULG,(D)a TLoN) = UtQ,tERCa (9.15)

si bien que des bornes garanties sur Q(u) (ou Q(u) — Q(uzgfg))) sont obtenues.

Les estimateurs 77;?% rc €t ng’tE re définis respectivement dans (9.14) et (9.15) sont garantis
indépendamment de la convergence du solveur itératif local-global. Ils comprennent I'intégralité
des sources d’erreur, mais ne permettent pas, sous cette forme, de séparer les différentes sources
d’erreur.

Remarque 24 A cause de la définition de o?lig(n) dans laquelle sont mizées des quantités venant
des probléemes local et global, la procédure non-intrusive ne peut pas étre utilisée pour calculer les
estimateurs d’erreur 77;?% re €t 172‘?}; rc indépendamment dans le code local ou global. Cela aurait

été possible avec un couplage intrusif.

9.1.3 Indicateurs d’erreur basés sur ’ERC et adaptation

Nous définissons le champ de contrainte @Zg(g) ¢ S obtenu par post-traitement de «yzg%)
avec des techniques d’équilibrage. Il vérifie I’équilibre sur € et 7, mais pas sur 'interface de
couplage I'. Il est construit comme suit :

(n)

e nous utilisons le champ de contrainte @g vérifiant 1’équilibre complet suivant :

/@g(n) re(va) :/ fd'VG+/ Fd'vcf/)\h(”_l)~vc+/ wg(n_l) ce(vg) Vvg €V
Q Qo ArQ r Qr

(9.16)
e la discrétisation du probléme local & l'itération n fournit un champ de contrainte local
@'g(n) vérifiant ’équilibre EF suivant au sens faible :
/ og(”) e(vh) :/ £, v+ / N L yh gy e ph (9.17)
Qr QL r

En utilisant cette propriété ainsi que la procédure d’équilibrage, un champ de contrainte

~ h(n)

o~ vérifiant I’équilibre complet suivant :

/ " e(vy) :/ fd-vL+/>\h(">-vL Vv €V, (9.18)
Qr, Qp, T

peut étre reconstruit sur €y,.
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Ainsi, le champ @’zg’(g) est défini tel que :

91G,0 = .H(n) (9.19)

AhHOQ @ZOU dans Qp,
o " dans Qq

. . ~hH .
A partir de ce nouveau champ de contrainte & LG,(?))7 I’estimateur d’erreur global 77;"% RC S€

réécrit ainsi :

h ~h ~hH(n hH(n ~hH(n ~hH(n hH(n
EERC(uLg(D)7 Lg(N)) = ”ULg,( . /C‘E(ULG D )||a = [|(7, H( ) - Lg,(D)) + (ULg,(D) - ’C‘f(uLg,(D)()Ha-)
9.20
Notons que :
© (@Len — 016 ), =0
0
o (A}]—ig(g) ,Cﬁ(u}[L/Gfg)))‘QL = &}LL( ") lC«s(u}j—i(n)) (= 0 quand il n’y a pas d’erreur de

discrétisation due au maillage ")

i (Aifig(g) ]C(e(uLH(D)))lQo = UG( "

modele sur Qo)

— Kﬁ(ug(n)) (= 0 quand il n’y a pas d’erreur de

Ainsi, on obtient :

NChre < NRke + 1Y ERe + N HRe (9.21)
avec
~hH AhH ~h(n—1 H(n—1 ~h AH
N = |6 e — chum—um(" ' e — 67 — 68 10,
di
i pe = 16" — Ke(u)" >||U|QL L (9.22)
d ~H
ke = lloa™ — Ke(ug™) o,

Les indicateurs sont ainsi définis :

Mgkke 57,0 5 Mabre 730 3 MgERe o, O (9.23)

Une séparation similaire est utilisée pour l'estimation d’erreur sur une quantité d’intérét

permettant de déterminer 7g"Fre, néifERC, et 778%130- Les indicateurs d’erreur définis dans
(9.22) peuvent aussi étre interprétés comme suit :

— l’indicateur d’erreur de convergence Mg ERC quantifie le changement entre deux itérations
successives du champ de contrainte dans € ;

— Dl’indicateur d’erreur de discrétisation ngfﬁJRc se ramene a définir 'admissibilité et la
fonctionnelle ERC a partir d’un modele de référence intermédiaire avec une discrétisation
grossiere dans {2, ayant une solution continue dans € ;

— lindicateur d’erreur de modele 77;?}%%0 se ramene a définir 'admissibilité et la fonction-
nelle ERC a partir d’'un modele de référence intermédiaire haute-fidélité sur tout le do-

maine et étant discrétisé avec 7 dans Q.

Remarque 25 Les indicateurs ng%RC et n;”g‘f.%c peuvent étre calculés indépendamment dans

les codes des problémes local ou global.

107



Chapitre 9. Vers de 'adaptation grace a 'ERC

Remarque 26 La séparation des erreurs et la définition d’indicateurs d’erreur utilisant ’ERC
se basent sur une approche différente de celle présentée dans [159-1/1] dans un contexte de
décomposition de domaine et inspirée de [100]. Dans ces travauz, une source d’erreur algé-
brique est séparée des autres sources par l'introduction d’un champ de déplacement discontinu

n e s A . , 7. s, . \
us\,) associé a un champ de contrainte équilibré oy . Cela conduit a une borne sous la forme

|lu— ug\?)”bmk <C+ EERc(u%L),@'%L)) ot le terme C correspond a lerreur algébrique.

Un algorithme glouton d’adaptation (similaire a celui défini dans 7.2.3) peut étre mis en
place afin de calculer (a chaque itération du solveur local-global) 'estimateur et les indicateurs
d’erreur. Si on s’intéresse par exemple au controle d’une erreur en norme énergétique (sous une
certaine tolérance d’erreur 7;,;), et apres initialisation de Qp, et 73, I'algorithme peut s’écrire :

0. Fixern =1;
, R . . . . hH
1. Résoudre le probléme primal de substitution pour obtenir u LG(n) ;
. . 1. ~hH .
2. Reconstruire le champ de contrainte admissible & LG(;\? et calculer I'estimateur 77;"% RC' S
. hH . < qas
3. Si n;?%RC/HuLG,(g) | < 7401 alors STOP. Sinon aller a l’étape 4;
. . . hH o ;
4. Reconstruire le champ de contrainte & LG,(J?)) et calculer les indicateurs 7g°gke, 773?]95’ Rres €t
mod .
ng,ERC : )
e si max(n’ghes ngzﬁj RO n;”%dRC) = N’k res augmenter n+1 — n et retourner a I'étape
L
e si max(ngf’gléc,ngf%Rc,n;?g‘iRc) = ngfﬁ;RC, décomposer nﬁf% re et raffiner localement
. ; hH . N
7" afin d’atteindre nj’%Rc/HuLG(g))H < Yt01/3, puis retourner a l'étape 0;
e si max(ng’Bre ngfi; RO n;’}%‘f%c) = 77;’?1%%%07 décomposer ng?ngc et agrandir localement

Qr, pour atteindre 77’97})?3%0 / Hugg(g))ﬂ < Yt01/3, puis retourner a ’étape 0.

9.1.4 Modification de la procédure d’équilibrage avec un couplage non-intrusif

Dans ce chapitre, nous utilisons une méthode quasi-explicite pour déterminer les champs de
contrainte admissibles dite technique d’équilibrage par élément (EET) introduite dans [95]. Elle
se décompose en 2 étapes :

— la construction des densités d’efforts Fy, en équilibre avec le chargement imposé sur chacun
des éléments. L’utilisation des efforts imposés et d’une condition de prolongement entre
le champ admissible et le champ EF conduit a la résolution de plusieurs problemes locaux
associés a chaque nceud (voir Figure 9.1a), et permet de définir de fagon quasi-explicite
les densités ﬁ‘h;

— le calcul, au niveau de I’élément, d’un champ de contrainte admissible en équilibre avec
les densités Fy, construites et les charges internes (voir Figure 9.1b).

La procédure d’équilibrage actuellement disponible ne permet de prendre en compte que des
efforts sur le bord de la structure. Or dans le cas d’un couplage local-global non-intrusif, I’effort
imposé s’écrit sous la forme Fg — CgA(”_l) + Ko LU(C? =Y dont les efforts d’interface A™=1 sont
définis a I'intérieur de la géométrie globale. La stratégie choisie dans ce cas pour obtenir le champ
de contrainte global équilibré est la suivante :

— sur le maillage local, on résout un probleme élastique ayant pour second membre F =

CgA(”_l) + KOLU(C?_I). On obtient ainsi JZ’O :

— sur le maillage global, on résout un probleme élastique ayant pour second membre 1’inté-

gralité du second membre soit Fy — CEA("_U + KOLUgL _1), on obtient ainsi o¢ ;
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(a) Construction des densités d’efforts en bouclant sur tous les (b) Construction

noeuds. du champ admis-
sible par élément a
partir des densités
d’eﬂortsﬁ'h,

FIGURE 9.1 — Principe de ’équilibrage EET.

h=gq— O'Z’O, qui aura donc uniquement un effort

Fo non nul sur le bord de la structure, la procédure d’équilibrage peut ainsi étre utilisée
afin d’obtenir o”. Le champ de contrainte global équilibré devient donc :

— on crée une contrainte intermédiaire : o

6 = o -I-O'Z’O

9.2 Application de ’adaptation basée sur ’ERC

Afin d’initier I'application de P’ERC, nous nous intéressons a une structure en forme de L. Le
maillage de la zone globale est un maillage triangulaire, initialement constitué de quadrangles a
4 neeuds qui sont divisés afin d’obtenir un maillage d’éléments triangulaires, visible sur la Figure
9.2b, pour lesquels les routines d’équilibrage de contrainte sont déja disponibles. La zone locale
est initialement choisie comme un assemblage de 3 patchs globaux (quadrangulaires) comme
indiqué sur la Figure 9.2c. Dans cette zone locale, un maillage triangulaire est défini via le
mailleur GMSH, il est visible sur la Figure 9.2d. Ce maillage est défini de fagon a obtenir la
compatibilité géométrique sur 'interface I" avec le maillage global.

9.2.1 Comportement linéaire dans la zone locale

Le comportement défini dans les zones locale et globale est élastique de module de Young
E=1etv=0,3. L'effort F est égal a 10. Les modeéles utilisés étant identiques, ’erreur est due
a la différence entre les maillages des deux domaines et a I'erreur de convergence.

Sur la Figure 9.3, les différents champs de contrainte admissibles dans le domaine local sont
donnés dans le cas ou la zone locale est celle présentée sur la Figure 9.2. La visualisation des
contraintes est donnée dans le cas ou 'algorithme de couplage global-local est & convergence.
Les contraintes dans le domaine global sont données sur la Figure 9.4, la procédure décrite dans
9.1.4 a été utilisée pour déterminer le champ admissible global.

Les indicateurs d’erreur globaux basés sur la fonctionnelle ERC (voir section 9.1.3) ont été
calculés et une procédure d’adaptation a été mise en place. Dans le cas ou 'erreur prédominante
vient du modele, la zone locale est élargie. L’erreur de modeéle est évaluée élément par élément
et permet d’ajouter uniquement les éléments du domaine global qui impactent le plus 'erreur.

L’évolution des différentes sources d’erreur, non normalisées, est donnée sur la Figure 9.5a.
Celle de l’erreur globale relative est donnée sur la Figure 9.5b. On observe cinq adaptations
engendrant 1’élargissement de la zone locale. Deux itérations supplémentaires de I'algorithme de
couplage sont faites de fagon a atteindre n = 3. La discrétisation n’a pas d’effet prédominant
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< 10 >

10

<>

\

LA

(a) Dimensions et conditions aux limites. (b) Maillage global triangle structuré.

L

(c) Position initiale de la zone globale (Interface I’ (d) Maillage local non-structuré.
en rouge).

FI1GURE 9.2 — Maillages et positions des zones globales et locales sur une structure en L.
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(a) Champ de contrainte &11. (b) Champ de contrainte &22. (c) Champ de contrainte 612.

4 5 6 4 5 6

F1GURE 9.3 — Composante du champs de contrainte admissible 67 dans le domaine local initia-
lement composé de 3 éléments.
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(a) Champ de contrainte &11. (b) Champ de contrainte G22. (¢) Champ de contrainte &12.

F1GURE 9.4 — Composantes du champ de contrainte admissible 64 dans le domaine global.

sur lerreur. L’erreur globale (voir Figure 9.5b) varie peu au cours de l’adaptation et est faible,
on a donc tres peu d’erreur dans ce cas ce qui se comprend car les modeles sont tres similaires.

800
0.03
=o0— Erreur modéle
Erreur discrétisation

“ | | Erreur itération ®

® 20025 |

= ©

S ©

) (0]

5 w 0.02

9] Qo

T o

Q o

2 30015 |

wm
- : : : : i 0.01 : ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 7
1 3 4 6 , .
Pas d'adapation Pas d'adaptation

(a) Evolution des différentes sources d’erreur en fonc- (b) Evolution de Perreur globale en fonction du pas
tion du pas d’adaptation. d’adaptation.

I s Is

(c) Evolution de la zone locale.

FIGURE 9.5 — Résultat de I'adaptation sur un probléme linéaire avec ’'ERC. On observe cing
adaptations de la taille de la zone locale et deux itérations supplémentaires de l'algorithme de
couplage. La discrétisation n’a pas d’effet prédominant sur I’erreur.

9.2.2 Comportement non-linéaire dans la zone locale

Dans ce cas, nous avons un modele initial élasto-plastique basé sur le modele de Prandtl-
Reuss. Ce comportement est conservé uniquement dans une zone pres de I'angle, tandis que
le modele est remplacé par un modele élastique autre part afin de définir notre probléme de
couplage. Les potentiels servant a définir la fonctionnelle ERC dans le cas non-linéaire sont
donnés en Annexe 9.2.2. Les champs de contrainte admissibles dans la zone locale ainsi que
la plasticité présente dans cette zone sont donnés sur la Figure 9.6. Les champs de contrainte
admissibles dans la zone locale sont quant a eux donnés sur la Figure 9.7.
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(a) 6’11. (b) 5’22. (C) 5’12.
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(d) Plasticité cumulée p.

FIGURE 9.6 — Composantes du Champ de contrainte admissible 6, dans la zone locale et plas-
ticité cumulée p dans cette zone.
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(a) Champ de contrainte 611.  (b) Champ de contrainte 622.  (c) Champ de contrainte 612.

FI1GURE 9.7 — Composantes du champ de contrainte admissible 64 dans le domaine global.

Pour le résidu sur les lois d’évolution, nous utilisons les potentiels donnés en annexe 9.2.2.
Il en résulte donc la valeur de 'ERC dans ce cas non-linéaire :

hH(n) ~hH(n .
Ny ERC = \/EERC LG(g)v LG(N)) + Rol|€,]]. (9.24)

Afin d’initier, ’adaptation dans le cas non-linéaire seule cette erreur globale est déterminée.
La séparation des différentes sources d’erreur se ferait en appliquant les définitions des indica-
teurs d’erreur en linéaire avec les potentiels quadratiques choisis. La procédure d’équilibrage des
champs se fait de fagon identique au cas linéaire, avec interpolation entre les pas de chargement.

On trace donc sur la Figure 9.8a I’évolution de 'erreur globale en fonction des itérations
de l'algorithme de couplage global-local. Le niveau d’erreur est ici plus élevé, il débute a 20%.
L’erreur globale diminue bien au fur et & mesure des itérations de ’algorithme mais stagne
rapidement vers une valeur. On peut ainsi intuiter que la source d’erreur majoritaire ne provient
plus de la convergence mais du modeéle, en particulier du positionnement de la zone locale.
Ainsi les outils ERC permettent d’arréter d’itérer inutilement apres une dizaine d’itérations. La
répartition spatiale de ’erreur globale, au bout de 100 itérations, est donnée sur la Figure 9.8b
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et permet de mettre en évidence deux éléments hors de la zone locale ou 'erreur est concentrée,
il serait donc pertinent de rajouter ces deux éléments macro dans la zone locale.

10 10

v 0.16 0
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R | R AN

. . -40

0 40 80 0 0 s 10
Nombre d'itérations global-local

(a) Evolution de l'erreur globale ERC en fonction (b) Répartition spatiale de 'erreur globale.

du nombre d’itérations de l'algorithme de couplage
global-local non-linéaire.

FIGURE 9.8 — Evolution et répartition de I'erreur globale.
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Bilan : Dans ce chapitre, nous avons mis en place I’estimation d’erreur basée sur de ’erreur
en relation de comportement qui permet d’obtenir des bornes garanties en linéaire et non-
linéaire. Les différentes sources d’erreurs (modele, convergence et discrétisation) peuvent aussi
étre séparées en utilisant ’ERC. Un algorithme adaptatif est donc créé. Un exemple de séparation
de sources d’erreur basée sur 'ERC pour un probleme linéaire sur une structure en L-Shape a
permis de mettre en place cet algorithme adaptatif. Dans ce cas 'ERC était évaluée de fagon
globale, 'extension a 'ERC sur des quantités d’intérét est possible. La théorie et un premier
exemple permettant d’utiliser PTERC sur des couplages avec non-linéarité ont été donnés et on
mis en évidence 'utilisation des outils ERC pour stopper les itérations inutiles de I’algorithme
de couplage.
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Au cours de ces travaux de thése, nous avons développé une nouvelle procédure permettant
de fortement simplifier I'implémentation de ’AIG dans un environnement EF existant et bien
connu. Cela a pour but d’élargir 'utilisation de I’AIG pour des applications industrielles. Cette
stratégie d’implémentation est pertinente grace a son faible niveau d’intrusivité ; en effet aucune
modification n’est apportée aux routines classiques EF. En d’autres termes, I'intégralité du code
EF, pouvant contenir des modeles complexes, non-linéaires et ayant des routines optimisées,
peut étre vu comme une boite noire. Le code commercial doit pour cela respecter les deux
critéres suivants pour permettre cette implémentation : étre capable de fournir la matrice de
rigidité tangente et le second membre ; posséder un élément quadratique complet (soit un élément
quadratique a 9 noeuds en 2D ou un élément cubique a 27 noeuds en 3D). Une fois ces conditions
remplies il est possible de résoudre un probleme isogéométrique, via un script externe, a partir du
systeme EF. Ainsi, cette démarche s’inscrit dans la famille des méthodes non-intrusives visant
a transférer des technologies avancées issues de la recherche dans des outils accessibles aux
ingénieurs telles que celles développées ces derniéres années [18,24,25 38,5363, 70, 123].

L’aspect clé de notre implémentation est de considérer le lien entre 'AIG et la MEF d’un
point de vue global. En partant de la formulation globale de 'opération d’extraction de Lagrange
[148], il est possible de réaliser une analyse isogéométrique basée sur des B-Splines dans un
vrai code industriel EF, ce qui constitue dans un premier temps un progres du point de vue
pratique. Par ailleurs, afin d’atteindre le méme niveau de non-intrusivité dans le cas de fonctions
rationnelles, un lien global approximé a été développé entre les polyndémes classiques de Lagrange
et les fonctions NURBS. Un opérateur supplémentaire, permettant de prendre en compte les
poids des points de controle Lagrange rationnels a ainsi été construit et offre la possibilité de
réaliser des analyses isogéométriques basées sur des fonctions NURBS de fagon non-intrusive.

La performance de la méthode a tout d’abord été mise en évidence sur des cas 2D et 3D
élastiques dans le code industriel EF : Code_Aster développé par EDF R&D [169] et a permis
de réaliser des calculs isogéométriques a partir de ce code. Puis la méthode a été implémentée
dans le cas non-linéaire, plus précisément une simulation isogéométrique d’un probléme non-
linéaire élasto-plastique a été réalisée dans Code_ Aster. Il est important de mettre en évidence
le fait qu’aucune routine non-linéaire intrinséque au code n’est modifiée. Seuls des produits
matrices-matrices ou matrices-vecteurs sont réalisés a chaque itération du solveur non-linéaire.
Cela permet de lier le systéme tangent isogéométrique et le résidu non-linéaire isogéométrique
avec leurs équivalents EF. Les résultats de ces exemples et en particulier le dernier montrent
les opportunités qu’offrent les fonctions de haut niveau de continuité dans des applications
industrielles.

Par ailleurs, nous avons montré que grace a l'opérateur liant les polyndémes de Lagrange
aux NURBS, le couplage multi-échelles local-global est facilité en définissant de fagon simple
et automatique les opérateurs de Mortar qui permettent le transfert d’information a ’'interface
des modeles. Un exemple de couplage entre un probleme global IG avec un probleme local
EF comportant des détails géométriques complexes a été développé et permet d’augmenter les
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possibilités d’application de la méthode.

Ainsi, les travaux menés dans cette partie de la thése contribuent a réduire I’écart entre ’AIG
et la MEF standard. Enfin, le pont algébrique global des fonctions polynomiales Lagrange aux
fonctions (potentiellement rationnelles) isogéométriques permet une nouvelle compréhension du
lien entre les deux méthodes que sont ’AIG et la MEF. En effet, I’AIG peut ainsi étre interprétée
comme la projection de ’analyse EF sur une base réduite spécifique plus réguliere.

Ensuite, afin de certifier les couplages local-global mis en place, nous avons proposé une pro-
cédure permettant de controler I'exactitude d’une stratégie de couplage vis-a-vis d’une quantité
d’intérét afin de calculer juste au juste cotit. Dans un premier temps, cette procédure se base sur
des fonctionnelles de résidus et des techniques basées sur des problemes adjoints. Elle permet de
calculer exactement avec un cofit de calcul adéquate et apparait ainsi comme un outil intéressant
pour des applications pratiques. Un estimateur d’erreur entierement calculable a été défini ainsi
que des indicateurs d’erreur qui sont utilisés dans une procédure d’adaptation. Ces indicateurs
permettent de séparer les sources d’erreur entre l'itération (c’est a dire défaut de convergence
a linterface de couplage), le modele, et la discrétisation. Le solveur itératif est, par exemple,
souvent arrété avant que la convergence basée usuellement sur ’équilibre d’interface soit atteint.

Cette stratégie d’estimation d’erreur est compatible avec le point de vue non-intrusif du
couplage. En effet, elle peut étre réalisée en couplant deux codes différents et les analyses locales
pour déterminer les sources erreur (en ajoutant un patch local dans la résolution du probléme
adjoint) peuvent donc bénéficier de la démarche non-intrusive. Par conséquent, la solution du
probleme adjoint ne nécessite pas de ressources de calcul exorbitantes mais est plutot obtenue
en définissant des problémes individuels (qui différent en terme de position de la zone locale) qui
peuvent étre résolus en parallele. La procédure d’adaptation peut étre étendue dans le cas de
probléemes non-linéaires en utilisant des opérateurs linéarisés bien que dans ce cas ’estimateur
et les indicateurs d’erreur ne sont pas complétement robustes.

C’est pourquoi une stratégie d’estimation d’erreur basée sur 'ERC a été proposée a la fin de
cette these. Elle permet d’obtenir des estimateurs d’erreurs garantis méme pour des probléemes
non-linéaires.

Plusieurs aspects relatifs aux travaux réalisés durant cette thése mériteraient d’étre étudiés
a l'avenir :

— En poussant plus loin Iinterprétation de ’AIG comme une projection sur une base ré-
duite de la MEF, la procédure d’implémentation peut étre intéressante dans un contexte
de réduction de modele [39, 10,89, 136]. Cela permettrait d’implémenter n’importe quel
modele réduit de facon non-intrusive dans un code EF standard ;

— L’implémentation de ’AIG dans un code industriel EF durant la these s’est limitée a
l'utilisation de Code Aster grice a sa facilité de prise en main. Il peut étre envisagé
de créer une architecture de code complete industrielle afin de pouvoir réaliser cette
implémentation dans tous les codes industriels disposant des conditions requises pour
notre méthode ;

— La mise en place d’un couplage local-global entre un modele global IG et un modele local
EF grace a I'opérateur créé au cours de cette these pourrait étre étendu, vu que tous les
outils nécessaires ont été développés, a des cas de couplage plus complexes, pour encore
plus mettre en évidence l'intérét d’utiliser la méthode IG pour le probleme global afin de
réduire le nombre de degrés de libertés dans cette zone;

— Dans les procédures d’adaptation, le critére d’arrét a toujours été choisi de fagon arbi-
traire. Des travaux supplémentaires pourraient étre menés pour corréler ce critere d’arrét
avec le critére d’arrét classique du solveur itératif (généralement le résidu d’équilibre)
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Conclusion

comme dans [52];

— Les techniques d’adaptation basées sur de 'ERC ont été initiées sur des cas simples
linéaire et non-linéaire d’un point de vue global, elles pourraient étre étendues a I’étude
sur une quantité d’intérét ;

— L’erreur de ’algorithme itératif utilisé pour résoudre le probléme local non-linéaire pour-
rait aussi étre prise en compte dans les différentes sources d’erreur ;

— Une autre étude intéressante qui pourrait étre menée est ’évaluation de 'influence de
Perreur d’interface (par exemple 'approximation venant du transfert de données entre
des maillages incompatibles) sur des sorties d’intérét.

— La procédure globale mise en place, avec couplage AIG-MEF a pour vocation a étre
utilisée dans un contexte industriel (bureau d’étude) pour l’analyse fine en conception,
Poptimisation... Il peut donc étre envisageable de mettre en place une structure de code
adapté a ce contexte.
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Fonctionnelle ERC en non-linéaire

Apres la définition en linaire rappelée dans le chapitre 3, des extensions de 'ERC dans le
cas non-linéaires ont été développées dans la littérature [96, 98].

La méthode repose sur la formulation du comportement non-linéaire en équations d’état
et lois d’évolution [64, 72]. En utilisant le cadre thermodynamique, on introduit le potentiel
d’énergie libre de Helmholtz v :

=T, € €, V) =¢(T €, V), (25)

qui dépend de variables d’états, c’est a dire des variables observables (température 7" et défor-
mation €) et des variables internes : (i) la partie inélastique de la déformation €,, telle que
€ = €. + €p; (ii) des variables internes supplémentaires V; (regroupées dans le vecteur V). Les
deux premiers principes de la thermodynamique conduisent a l’inégalité de Clausius-Duhem
(26) :

q~VTZO

oY . 0 : 0 . )
(@f—pa(e):6e—p(8+a;€>T—Zpa;ﬁ.OV§;+01€p— ) (26)

ol p est la densité, s 'entropie, et q le flux thermique. Par conséquent, en considérant les
transformations non-dissipatives, on aboutit a :

o =0.pY ; s=-—0ry. (27)

De fagon similaire, un chargement thermodynamique Y; (regroupé dans le vecteur Y') associé
aux variables internes V; est introduit :

Yi = Oy, (28)
si bien que (26) peut étre reformulée de fagon condensée :

q-VT

o:é,—Y V- > 0. (29)

Notons que (27) et (28) constituent les équations d’état du comportement matériau.

Remarque 27 Par dualité, il est possible de définir les potentiels d’énergie libre de Gibbs, notés
* comme la transformé de Legendre-Fenchel de ['énergie libre de Helmholtz (25) :

@ZJ*(Ta@”Y):SUP (Ui€e+Y'V—¢(T7fe,V)), (30)
e,V

si bien que Y (T, €., V) +¢* (T,0,Y) —0 : €. — Y -V > 0.
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Annexes

En utilisant une analyse de la convexité [114] les équations d’état peuvent étre réécrites :
V(T €, V)+ " (T,0,Y) — ((0,Y), (€, V)) =0, (31)
en introduisant ((o,Y), (€., V)) =0 : €. +Y - V.

L’inégalité (29) reflete I’évolution dissipative du phénomeéne associé au comportement non-
linéaire. En particulier, cela impose une condition sur le couple ((€,, V), (o, Y)) qui garantit la
positivité de la partie intrinseque @ : €, —Y -V de la dissipation. Pour satisfaire cette condition,

un pseudo-potentiel de dissipation ¢(€&,, —V) ainsi que le dual (défini avec la transformation de
Legendre-Fenchel) sont couramment introduits :

#(e,Y) = sup (((@Y), (&, ~V)) = ¢ (&, -V)). (32)

Ainsi, les lois d’évolution sont définies a partir des gradients des potentiels ¢ (ou ¢*), en utilisant

l'opérateur B :
-V Y .
[ ép ‘| =B (l ]) = 8(U’Y)Lp (0, Y) (33)

L’inégalité de Clausius-Duhem (29) est ainsi naturellement satisfaite quand les pseudo-
potentiels de dissipation sont choisis convexes avec ¢(0,0) = ¢*(0,0) = 0.

Avec la formulation thermodynamique du comportement non-linéaire, I'erreur en relation
de comportement a été dérivée a partir des résidus sur : (i) les équations d’état; (ii) les lois
d’évolution. Ces résidus sont définis a I'aide de l'inégalité de Legendre-Fenchel appliquée aux
potentiels thermodynamiques. Ils s’écrivent ainsi :

e résidu sur les équations d’état :

Ny(€e, V,0,Y) =9Y(€, V) +¢*(0,Y) = ((0,Y), (€, V)) > 0; (34)
e résidu sur les lois d’évolution :
Ne(Ep, —V,0,Y) = p(é, V) + ¢*(0,Y) = ((0,Y), (&, -V)) 2 0. (35)

Notons que I’étude de la convexité conduit a ny, = 0 (resp. 1, = 0) quand les équations d’état
(resp. les lois d’évolution) sont satisfaites.

Afin de simplifier les notations, nous définissons ¥ = (€., €, V,0,Y) l'ensemble des va-
riables. A partir des deux résidus (34,35), la mesure local en espace et en temps de 'ERC egrc
est définie ainsi :

t
€2 1o () = 1 () + / n,(S)dt Vx eVt e I, (36)

et la mesure globale E% ro=Jo/f I, e rc st obtenue par intégration en espace-temps.

Choix des potentiels pour un probléme élasto-plastique

L’exemple utilisé dans le these (voir le chapitre 9) étant de 1’élasto-plasticité, les expressions
des potentiels et de leurs duaux sont données ci-dessous. C’est le modele de Prandtl-Reuss.
— les potentiels pour les équations d’état :

1
¢(£e7p) = §’C€6 D €e + g(p)a

Vo R) =

(37)
K™lo: o+ g*(R);
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— les potentiels pour les lois d’évolution :

so(épu _p) = RUHGPH + T/JC(ép, _p) avec C = {(ép7 _p) E eatr[ép] = 05 HepH _p S 0}7
(@, R) = vc, (0, R) avec Cp = {(a,R) € f,|0°|| - (R+ Ro) <0,R >0}
(38)

Remarque 28 La définition par potentiels permet de retrouver la fonctionnelle ERC' en linéaire.
En effet dans ce cas seuls les potentiels des équations d’état sont définis de la fagon suivante :

P(e) = %’Cf D€,
; (39)
V(o) = ilC_lo L 0.

Le résidu sur les équations d’état (34), devient ainsi : ¢Y(€)+v* (o) — (o, €)) soit en détaillant :
30— Ke)K~ (o — Ke).
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Résumé

Dans le contexte industriel actuel, ot la simulation numérique joue un réle majeur, de nombreux
outils sont développés afin de rendre les calculs les plus performants et exacts possibles en utili-
sant les ressources numériques de facon optimale. Parmi ces outils, ceux non-intrusifs, c’est-a-dire
ne modifiant pas les codes commerciaux disponibles mais permettant d’utiliser des méthodes de
résolution avancées telles que I'analyse isogéométrique ou les couplages multi-échelles, apparaissent
parmi les plus attirants pour les industriels.

L’objectif de cette theése est ainsi de coupler I’Analyse IsoGéométrique (AIG) et la Méthode
des Eléments Finis (MEF) standard pour l'analyse de détails structuraux par une approche non-
intrusive et certifiée. Dans un premier temps, on développe un lien global approché entre les fonc-
tions de Lagrange, classiquement utilisées en éléments finis et les fonctions NURBS bases de ’AIG,
ce qui permet d’'implémenter des analyses isogéométriques dans un code industriel EF vu comme
une boite noire. Au travers d’exemples linéaires et non-linéaires implémentés dans le code industriel
Code__Aster de EDF, nous démontrons efficacité de ce pont AIG\MEF et les possibilités d’ap-
plications industrielles. Il est aussi démontré que ce lien permet de simplifier I'implémentation du
couplage non-intrusif entre un probléme global isogéométrique et un probléme local éléments finis.

Ensuite, le concept de couplage non-intrusif entre les méthodes étant ainsi possible, une stratégie
d’adaptation est mise en place afin de certifier ce couplage vis-a-vis d'une quantité d’intérét. Cette
stratégie d’adaptation est basée sur des méthodes d’estimation d’erreur a posteriori. Un estimateur
global et des indicateurs d’erreur d’itération, de modele et de discrétisation permettent de piloter
la définition du probléme couplé. La méthode des résidus est utilisée pour évaluer ces erreurs dans
des cas linéaires, et une extension aux probléemes non-linéaires via le concept d’Erreur en Relation
de Comportement (ERC) est proposée.

Mots clés : Analyse isogéométrique ; Extraction de Lagrange ; Couplage non-intrusif; Estima-
tion d’erreur a posteriori; Adaptation de modele.

Abstract

In the current industrial context where the numerical simulation plays a major role, a large
amount of tools are developed in order to perform accurate and effective simulations using as less
numerical resources as possible. Among all these tools, the non-intrusive ones which do not modify
the existing structure of commercial softwares but allowing the use of advanced solving methods,
such as isogeometric analysis or multi-scale coupling, are the more attractive to the industry.

The goal of these thesis works is thus the coupling of the Isogeometric Analysis (IGA) with
the Finite Element Method (FEM) to analyse structural details with a non-intrusive and certified
approach.First, we develop an approximate global link between the Lagrange functions, commonly
used in the FEM, and the NURBS functions on which the IGA is based. It’s allowed the im-
plementation of isogeometric analysis in an existing finite element industrial software considering
as a black-box. Through linear and nonlinear examples implemented in the industrial software
Code__Aster of EDF, we show the efficiency of the IGA\FEM bridge and all the industrial appli-
cations that can be made. This link is also a key to simplify the non-intrusive coupling between a
global isogeometric problem and a local finite element problem.

Then, as the non-intrusive coupling between both methods is possible, an adaptive process is
introduced in order to certify this coupling regarding a quantity of interest. This adaptive strategy
is based on a posteriori error estimation. A global estimator and indicators of iteration, model and
discretization error sources are computed to control the definition of the coupled problem. Residual
base methods are performed to estimated errors for linear cases, an extension to the concept of
constitutive relation errors is also initiated for non-linear problems.

Keywords : Isogeometric analysis; Lagrange extraction; non-intrusif coupling; a posteriori
error estimation ; model adaptation.
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