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Engenheiro Eletricista — Université Fédérale de Minas Gerais (UFMG/Brésil)
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UNIVERSITÉ DE CAMPINAS
COMMISSION DE POST-GRADUATION EN GENIE ELECTRIQUE
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Résumé
LEITE, Valter Júnior de Souza, Sur la stabilité robuste de systèmes linéaires : une approche par des

fonctions dépendantes de paramètres. Campinas, FEEC, UNICAMP, 2005. Thèse (Doctorat). En
Portuguais et en Français.

Ce travail concerne l’application des fonctions de Lyapunov et Lyapunov-Krasovskii dépendantes de
paramètres à quelques problèmes sélectionnés dans le contexte de la commande robuste, à savoir :
la D-stabilité robuste de polytopes de matrices, la D-stabilité robuste de polytopes de polynômes
de matrices, la stabilité robuste de systèmes neutres avec des retards variables dans le temps et la
commande robuste H∞ de systèmes à temps discret et à états retardés. On utilise la représentation
polytopique pour les incertitudes des systèmes étudiés. On obtient des formulations convexes, sous la
forme d’inégalités matricielles linéaires, suffisantes pour la solution des problèmes sélectionnés. Ces
conditions peuvent être résolues numériquement de manière efficace grâce à l’utilisation d’algorithmes
spécialisés basés sur la méthode des points intérieurs. Les résultats obtenus sont moins conservatifs que
ceux trouvés dans la littérature, basés, en général, sur la stabilité quadratique, c’est-à-dire, considérant
des matrices des fonctionnelles fixes et indépendantes de l’incertitude.

Resumo
LEITE, Valter Júnior de Souza, Estudos sobre estabilidade robusta de sistemas lineares por meio de

funções depenentes de parâmetros. Campinas, FEEC, UNICAMP, 2005. Tese (Doutorado). Em
Português e Francês.

Este trabalho trata da aplicação de funcionais de Lyapunov e Lyapunov-Krasovskii dependentes de pa-
râmetro a alguns problemas selecionados da área de controle robusto, a saber : D-estabilidade robusta
de politopo de matrizes, D-estabilidade robusta de politopos de polinômios matriciais, estabilidade
robusta de sistemas neutrais com atrasos variantes no tempo e controle robusto H∞ de sistemas dis-
cretos no tempo com atraso nos estados. É utilizada a representação politópica para as incertezas dos
sistemas estudados. São obtidas formulações convexas, na forma de desigualdades matriciais lineares,
suficientes para a solução dos problemas selecionados. Essas condições podem ser resolvidas numeri-
camente de maneira eficiente por meio de algoritmos especializados baseados em pontos interiores. Os
resultados obtidos são menos conservadores que os encontrados na literatura, baseados em geral na
estabilidade quadrática, isto é, as matrizes dos funcionais são fixas e independentes da incerteza.

Abstract
LEITE, Valter Júnior de Souza, On the robust stability of linear systems by means of parameter

dependent functions. Campinas, FEEC, UNICAMP, 2005. Thesis (Ph. D.). In Portuguese
and French.

This work deals with the application of parameter dependent Lyapunov and Lyapunov-Krasovskii
functionals to some selected problems of robust control : robust D-stability of polytopes of matrices,
robust D-stability of polytopes of polynomial matrices, robust stability of uncertain neutral systems
with time-varying delays and robust H∞ control of uncertain discrete time delay systems. The polyto-
pic representation is used to describe the uncertainties. Convex formulations are obtained, in terms of
linear matrix inequalities, that are sufficient for the solution of the selected problems. Those conditions
can be solved in a efficient way through specialized interior point algorithms. The obtained results
are less conservative than those from the literature, in general based on quadratic stability, i.e., the
matrices in the functionals are fixed and do not depend on the uncertainty.
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3.2 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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R

m×n Espace des matrices réelles de dimension m × n
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Chapitre 1

Introduction

La stabilité est la propriété qui permet à un système perturbé le retour à son état d’équilibre

en temps fini lorsque l’effet de la perturbation a cessé. Cette propriété est essentielle pour garantir

le fonctionnement sûr d’un système, représentant par exemple un système industriel. L’étude de la

stabilité dans les systèmes réels trouve dans les études sur les retours de signaux faites par H.W. Bode

une marque fondamentale : dans [Bod45] sont recherchées les propriétés de retour de signaux dans les

circuits amplificateurs, à travers des modèles mathématiques, en analysant les effets du retour dans

la stabilité de la boucle fermée et en proposant des méthodes pour la synthèse de compensateurs.

Bode utilise l’analyse dans le domaine fréquentiel et des résultats de Nyquist [Nyq32] pour étudier le

comportement des circuits électriques, en prenant en compte le fait que les paramètres de ces circuits

peuvent souffrir de variations avec le temps, la température, etc. La prise en compte des incertitudes

inhérentes aux modèles mathématiques, en général obtenus par des équations différentielles ou par des

techniques d’identification et utilisés pour représenter les procédés réels, reste primordiale. En général,

on peut considérer une représentation mathématique des systèmes dynamiques sous la forme

ẋ = f(x(t), α(t), u(t)) (1.1)

où x(t) ∈ R
n est le vecteur d’état, α(t) représente les incertitudes associées au modèle ou système,

u(t) est le vecteur de commande et f(·) est la fonction — équation différentielle — qui détermine

les trajectoires du système au cours du temps, t. En général, f(x(t), α(t), u(t)) est une fonction non-

linéaire. Néanmoins, les boucles de commande, surtout en milieu industriel, sont établies à partir d’un

modèle linéaire du système, en général du premier ou du second ordre, qui peut inclure, ou non, un

retard, et qui fournit, la plupart du temps, une bonne représentation du comportement du système réel

autour d’un point d’opération. Ces modèles, bien que simples, sont capables de capturer la dynamique

principale de la variable qui doit être contrôlée, et servent de point de départ pour l’ajustement des

contrôleurs. Cependant, en général, les paramètres du modèle ne sont pas précisément connus on encore

des dynamiques d’ordres plus élevés sont négligées. Une façon de contourner cette simplification peut

être de prendre en compte des uncertitudes de modélisation. Dans ce contexte, le fonctionnement sûr

d’un système réel passe par la garantie de la stabilité de ce système incertain.

Ainsi, assurer la stabilité d’un système en boucle fermée, même en présence d’incertitudes, est

devenu un important champ d’étude de la théorie de la commande. D’ailleurs, garantir certaines

caractéristiques de performance pour le système bouclé affecté par des incertitudes a des implications

immédiates dans les aspects de sécurité, qualité du produit et économie du procédé. Dans ce sens, une

spécification commune consiste en la localisation des pôles de la boucle fermée du système incertain

dans certaines régions du plan complexe. Ainsi, des méthodes d’analyse et de synthèse assurant une

localisation régionale pour les pôles du système incertain bouclé occupent une place importante dans

1



2 Chapitre 1. Introduction

la théorie de la commande. Ce type d’étude, appelé D-stabilité, a connu un grand développement ces

dernières années (voir, par exemple, [Bac98], [CG96] et [PABB00]).

1.1 Étude de la stabilité robuste de systèmes incertains

Dans le contexte de l’étude de la stabilité de systèmes avec incertitudes, c’est-à-dire dans le contexte

de l’analyse de stabilité robuste, plusieurs approches peuvent être trouvées dans la littérature. Parmi

celles-ci, cela vaut la peine de mettre en évidence la µ-analyse [ZDG96], des méthodologies basées

sur des polynômes de Kharitonov [BCK95], des méthodes dans le domaine fréquenciel [NT73] et les

méthodes basées sur des fonctions de Lyapunov. Ces dernières constituent une des approches les plus

utilisées ces dernières années pour l’analyse de stabilité robuste et pour la synthèse de contrôleurs

robustes. La représentation de systèmes incertains, dans l’espace des états, est donnée par

ẋ(t) = A(α(t))x(t) (1.2)

où A(α(t)) ∈ R
n×n est une matrice incertaine appartenant à un polytope convexe avec des sommets

connus. L’étude de la stabilité de tels systèmes a été amplement abordée par des méthodes basées sur

des fonctions de Lyapunov. Dans ce cas, la stabilité du système est toujours étudiée par rapport à

l’origine de l’espace des états.

1.2 Outils mathématiques employés

1.2.1 Seconde méthode de Lyapunov

Le large usage de la “seconde méthode” ou “méthode directe” de Lyapunov pour traiter la stabilité

du système décrit par (1.2) est dû à la généralité des conditions établies par Lyapunov pour vérifier la

stabilité asymptotique globale d’un système sujet à des incertitudes décrites par un paramètre α(t).

Ce résultat est présenté dans le théorème suivant.

Théorème 1.1 (Lyapunov, [BS70]) Le système incertain sujet à des incertitudes (1.2) est glo-

balement asymptotiquement stable autour de l’origine (point d’équilibre du système) s’il existe une

fonction à valeurs réelles V (x(t), α(t)) telle que :

1. V (0, α(t)) = 0, ∀t ≥ 0 ;

2. V (x(t), α(t)) → ∞ quand ‖x(t)‖ → ∞ ;

3. V (x(t), α(t)) > 0, ∀x(t) 6= 0, ∀t ≥ 0 ;

4. V̇ (x(t), α(t)) < 0, ∀x(t) 6= 0, ∀t ≥ 0 ;

où V̇ (·) est la dérivée temporelle de V (·) le long des trajectoires du système (1.2).

Une fonction V (x(t), α(t)) qui satisfait toutes les conditions du Théorème 1.1 est appelée “fonction

de Lyapunov”. Une observation importante est que, dans le cas des systèmes linéaires invariants dans le

temps, l’existence d’une fonction de Lyapunov quadratique en x et dépendante du paramètre incertain

α est une condition nécessaire et suffisante pour assurer la stabilité robuste asymptotique.

1.2.2 Stabilité quadratique (SQ)

Le problème de l’analyse de stabilité en utilisant la seconde méthode de Lyapunov vient de la

détermination d’une fonction de Lyapunov. Ainsi, une grande part des recherches réalisées dans les
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dix dernières années a consisté à vérifier l’existence d’une fonction de Lyapunov du type

V (x(t), α(t)) = x(t)′P (α(t))x(t) (1.3)

où P (α(t)) est une matrice définie positive pour toutes les valeurs possibles de α(t). Un choix possible,

et assez commun, pour P (α(t)) est

P (α(t)) = P (α(t))′ ∈ R
n×n : P (α(t)) = P > 0 (1.4)

où P est fixe (indépendamment des valeurs prises par α(t)). Quand un système admet une fonc-

tion de Lyapunov donnée par (1.3)-(1.4), alors on dit que ce système est quadratiquement stable. Ce

concept de stabilité quadratique (SQ) [Bar85], implique l’existence d’une même fonction de Lyapunov,

indépendante des paramètres incertains, assurant la stabilité du système pour tout le domaine d’in-

certitudes. Cela constitue probablement le résultat le plus important des années 80 dans le contexte

de la commande.

À partir de la stabilité quadratique, plusieurs résultats pour l’analyse, contrôle et filtrage ro-

buste, avec des critères de performance tels que les normes H2 et H∞, ont été développés (voir, par

exemple, [BEFB94] et des références internes). Ces conditions, presque toujours formulées en termes

d’inégalités matricielles linéaires (en Anglais, LMIs — Linear Matrix Inequalities), sont devenues facile-

ment traitables numériquement avec l’apparition d’algorithmes de calcul spécialisés [GNLC95], [Stu99].

Quelques travaux ont abordé le problème avec des fonctions de Lyapunov quadratiques par parties

(par exemple [XSF97], [RJ00], [LP04]), mais la solution numérique, en général, requiert un effort de

calcul élevé.

1.2.3 Fonctionnelles dépendantes de paramètres

Quoique l’approche basée sur la stabilité quadratique soit spécialement adéquate à l’analyse de

systèmes incertains avec des paramètres variables dans le temps, sans restriction de la valeur du taux

de variation, les résultats obtenus par ce moyen peuvent être très conservatifs, spécialement quand on

sait qu’il s’agit d’un système invariant dans le temps. Récemment, plusieurs extensions sont apparues

dans la littérature pour l’analyse et la synthèse de contrôleurs pour des systèmes linéaires incertains.

Avec l’intention d’obtenir des conditions d’analyse chaque fois moins conservatives, des fonctions

de Lyapunov dépendantes de paramètres ont été fréquemment utilisées [FAG96], [GAC96], [MK00],

[Tro99]. Cependant, dans la plupart des conditions proposées, quelques restrictions structurelles ont

besoin d’être vérifiées. Il y a encore des cas dans lesquels la procédure numérique pour le test de

stabilité dépend de paramètres d’échelonnement ou de discrétisation de l’espace paramétrique dans

une boucle suffisamment mince.

Ainsi, l’objectif de ce travail est de rechercher des conditions convexes et de dimensions finies

capables de fournir des fonctions de Lyapunov dépendantes de paramètres pour des systèmes linéaires

incertains et invariants dans le temps. Pour cela, les incertitudes qui affectent le système sont supposées

être sous la forme polytopique, avec N sommets connus, mais avec un vecteur paramètrique incertain

invariant dans le temps : α(t) = α ∈ R
N :

∑N
j=1 αj = 1, αj ≥ 0, j = 1, . . . , N .

Les conditions obtenues, pour les différents problèmes étudiés, fournissent des résultats a priori

moins conservatifs que ceux où on utilise la SQ comme base.

1.2.4 Approximation de LMIs par des polynômes

Pour le développement de ce travail, deux techniques sont plus particulièrement employées. La

première, utilisée principalement dans les chapitres 2 et 3, est basée sur les résultats présentés en
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[RP01a] et [RP02], dont l’idée principale est dans la solution d’une LMI paramétrisée en α

M(r, α) < 0, (1.5)

avec r dans le rôle de variable d’optimisation, à travers un second problème d’optimisation, suffisant

pour la solution du problème original, donné par

M(r, α) <

N∑

j=1

α2
jM(r)j −

2

N − 1

N−1∑

j=1

N∑

k=j+1

αjαkM(r)jk ≤ 0 (1.6)

ou

M(r, α) <

N∑

j=1

α3
j M(r)j +

N∑

j=1

N∑

k=1;k 6=j

α2
jαk M(r)jk +

N−2∑

j=1

N−1∑

k=j+1

N∑

`=k+1

αjαkα` M(r)jk` ≤ 0 (1.7)

La matrice M(r) est une fonction indépendante du vecteur d’incertitudes α. Dans le cas général,

M(r, α) peut être exprimée comme une fonction matricielle polynomiale en α de degré quelconque.

Toutefois, la recherche réalisée dans ce travail ne touche qu’au cas où M(r, α) peut être écrite comme

un polynôme en α de degré deux ou trois. De cette façon, en utilisant des relaxations LMI sur la

restriction M(r, α) < 0, des conditions convexes et de dimensions finies suffisantes pour garantir (1.5)

sont obtenues. Parmi les travaux en rapport avec cette approche, méritent d’être mis en relief ceux qui

utilisent la somme de carrés (en Anglais, SOS — Sum of Squares) et ceux qui abordent le problème à

travers l’étude de la positivité de polynômes. Pour les détails, voir [Par00], [Las01] et [HL03].

1.2.5 Lemme de Finsler

L’autre technique utilisée dans ce travail est l’employé le Lemme de Finsler pour séparer des

produits entre les matrices du système et celles de la fonctionnelle de Lyapunov. D’autre part, l’usage

de ce lemme permet l’introduction de nouvelles variables matricielles d’optimisation qui sont exploitées

pour la réduction du conservatisme des conditions étudiées. Ce lemme est présenté ici pour le cas

dépendant de paramètres.

Lemme 1.1 Soient x ∈ R
n, Q(α) ∈ R

n×n, symétrique, et B(α) ∈ R
m×n, α :

∑N
j=1 αj = 1, αj ≥

0, j = 1, . . . , N , telles que rang(B(α)) < n. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) x′Q(α)x < 0, ∀x : B(α)x = 0, x 6= 0

ii) B⊥(α)′Q(α)B⊥(α) < 0, où B⊥(α) dénote une base pour l’espace nul de B(α)

iii) ∃ µ(α) ∈ R+ : Q(α) − µ(α)B(α)′B(α) < 0

iv) ∃ X (α) ∈ R
n×m : Q(α) + X (α)B(α) + B(α)′X (α)′ < 0

Ainsi, ces deux techniques (approximation par des polynômes et Lemme de Finsler) sont utilisées

pour rechercher l’usage de fonctionnelles de Lyapunov dépendantes de paramètres dans les systèmes

linéaires. L’application de ces idées est présentée en deux parties. Dans la première, est recherchée la

D-stabilité robuste de systèmes linéaires. On étudie, donc, la D-stabilité robuste de matrices incertaines

(vérification de l’appartenance des valeurs propres d’un polytope de matrices à une région D du plan

complexe) autant que de polynômes matriciels incertains (vérification de l’appartenance des zéros d’un

polytope de polynômes matriciels à une région D du plan complexe). Dans la seconde partie de ce

travail on recherche l’application de fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii dépendantes de paramètres

à des systèmes linéaires incertains avec des retards dans les états. Bien qu’ils ne soient pas présentés
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dans ce travail, les résultats obtenus dans cette partie peuvent être développés en suivant les idées

de [LP03a], [RP01a], [RP02] pour l’analyse robuste, idées qui sont exploitées dans la Partie I. En

particulier pour les systèmes discrets dans le temps, des conditions pour l’estimation du coût garanti

H∞, ainsi que pour la synthèse de gains robustes de retour des états qui assurent un coût garanti H∞

pour le système en boucle fermée, sont présentées dans la Partie II.

De cette façon, quatre problèmes importants du point de vue de la théorie du contrôle ont été étu-

diés, en envisageant l’application de fonctions de Lyapunov (ou Lyapunov-Krasovskii) dépendantes de

paramètres pour la réduction du conservatisme de conditions LMI basées sur la stabilité quadratique.

Ces problèmes sont rapidement présentés dans la suite.

1.3 Problèmes étudiés et structure de la thèse

Dans la première partie de ce travail sont présentées des conditions convexes de dimension finie pour

l’analyse de D-stabilité de deux problèmes fondamentaux de la théorie du contrôle. Dans le Chapitre 2

des fonctions de Lyapunov dépendantes de paramètres sont utilisées pour analyser la D-stabilité de

systèmes linéaires incertains décrits par

δ[x(t)] = A(α)x(t)

où δ[·] dénote la dérivée par rapport au temps pour les systèmes continus dans le temps et l’opérateur

d’avancement pour les systèmes discrets dans le temps et A(α) est une matrice incertaine invariante

dans le temps avec α ∈ R
N , αj ≥ 0, j = 1, . . . , N ,

∑N
j=1 αj = 1. Ce problème a été amplement étudié

dans les dernières années, surtout avec des outils basés sur les LMIs comme peuvent en attester les

travaux [GAC96], [PABB00], [dOBG99], [RP01a], [RP02], [LP03a]. Dans ce contexte, une discussion

à propos de l’existence de solutions du type polynomiale pour les LMIs dépendantes de paramètres

peut être trouvée dans [Bli04b]. Dans [CGTV03], des conditions LMIs pour l’existence des fonctions

de Lyapunov quadratique dans les états, polynomiales, homogènes dans les paramètres incertains et

basées en représentations matriciel de carrés sont présentées. Une famille de conditions LMI chaque fois

plus précises pour la stabilité de systèmes incertains décris sous la forme affine est donnée dans [Bli04a].

De telles conditions deviennent nécessaires si le nombre de LMIs est suffisamment grand et elles sont

associées à l’existence d’une fonction de Lyapunov polynomiale dans les paramètres. Cette méthode

peut être utilisée de façon récursive pour traiter des systèmes polytopique.

L’autre problème étudié dans cette première partie du travail concerne la D-stabilité de matrices

polynomiales, c’est-à-dire le cas où A(α) est une matrice dont les entrées sont des polynômes (incer-

tains). Les matrices polynomiales constituent un outil important pour l’étude de systèmes de contrôle,

car la dynamique de beaucoup de systèmes peut être décrite d’une manière plus naturelle à travers

des représentations linéaires fractionnelles ou par des matrices dont les coefficients sont des poly-

nômes [KV93]. Dans ce contexte, plusieurs approches pour l’analyse de stabilité robuste et pour le

contrôle de systèmes sont basées sur l’utilisation de matrices polynomiales, comme par exemple, l’ap-

proche polynomiale [Kuč79] et l’approche comportementale [Wil91]. Dans le cas de la description d’un

système par des matrices fractionnelles, la matrice polynomiale correspondant au dénominateur four-

nit des informations sur la dynamique et la stabilité du système [Kai80], et le positionnement des zéros

de la matrice polynomiale correspondant au numérateur est associé aux spécifications de performance

du système [Ack93]. Une bonne discussion sur l’importance de matrices polynomiales, l’analyse de la

stabilité robuste de polynômes et l’évolution des méthodes numériques pour la vérification des condi-

tions de stabilité peut être trouvée dans [HAPŠ01] et [HBŠ01]. Pour une étude plus approfondie sur
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la nature et les propriétés générales des matrices polynomiales on recommande [GLR82]. Notons que,

due à la présence de paramètres incertains, l’analyse de la stabilité robuste de systèmes dynamiques

passe par la vérification de la stabilité de matrices polynomiales incertaines, et une des formes plus

générales de représentation des incertitudes paramétriques est la représentation polytopique [Bar94].

Ainsi, dans le Chapitre 3, sont présentées des conditions convexes de dimension finie suffisantes pour

l’analyse de D-stabilité de polytopes de matrices polynomiales. Les résultats présentés contiennent et

étendent ceux de [dOP02], [HBŠ01] et [HAPŠ01].

Dans la Partie II sont étudiés des systèmes linéaires incertains avec retard dans les états, qui

représentent beaucoup de systèmes dynamiques (voir [DV97], [Mah00], [Hal77], [KR99], [MZJ87],

[Nic01] et des références internes). L’usage de fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii est, sans doute,

une des principales approches utilisées pour l’analyse de stabilité de ce type de système [KNR99],

[Sko90] et on voit un effort significatif pour la caractérisation de la stabilité robuste à travers des

LMIs. Dans [ZKT01], il est montré comment quelques conditions obtenues à travers des fonctionnelles

de Lyapunov-Krasovskii peuvent être vérifiées comme des cas particuliers d’une approche fréquentielle

basée sur des techniques de µ-analyse. Les résultats présentés dans ce cas sont restreints au cas

précisément connu.

Pour la classe de systèmes linéaires avec retard dans les états il existe deux types de conditions

pour l’analyse de stabilité : celles qui sont dépendantes du retard et celles que sont indépendantes

du retard. Dans le premier cas les conditions permettent de garantir la stabilité d’un système avec

retard dans les états pour toutes les valeurs du retard τ ∈ [0, τ̄ ], où τ̄ dénote la valeur maximale que

peut prendre τ . Les conditions indépendantes du retard sont capables de garantir (quand elles sont

satisfaites) la stabilité de systèmes avec retard pour toute valeur (positive) de τ . Comme, en général,

les conditions dépendantes du retard sont suffisantes, il n’est pas toujours possible de caractériser

de manière adéquate la stabilité d’un système avec des retards dans les états. Dans ce travail sont

développées des conditions du type indépendante du retard pour des systèmes incertains.

Dans le Chapitre 4, une autre classe de systèmes linéaires avec retard est étudiée : les systèmes

neutres. Ce type de système possède une équation dynamique qui dépend de l’état actuel, de l’état

retardé et de la dérivée de l’état retardé, et est modélisé par des équations différentielles [Hal77] du

type
∂

∂t
∆(xτ ) = A(α)x(t) + Ah(α)x(t − h(t)) (1.8)

∆(xτ ) , x(t) − E(α)x(t − τ(t)) (1.9)

Notons que ce type de système contient la classe (plus connue) des systèmes continus dans le temps avec

retard dans les états dont la dynamique ne dépend que de l’état actuel et de l’état retardé (E(α) = 0 ∀α

en (1.8)). Dans ce chapitre des conditions suffisantes sont présentées, basées sur des fonctionnelles de

Lyapunov-Krasovskii dépendantes de paramètre, qui sont moins conservatives que celles disponibles

dans la littérature, en considérant ici la situation plus générale de retards variables dans le temps. Des

conditions plus simples pour l’analyse de stabilité robuste peuvent aussi être obtenues par l’utilisation

de transformations de congruence appliquées aux conditions plus générales, quand une ou plus des

matrices de l’équation dynamique (1.8) sont nulles.

Finalement, dans le Chapitre 5, des systèmes discrets dans le temps avec retard dans les états sont

étudiés, encore ici à travers de conditions indépendantes du retard. Notons que, s’il existe une vaste

littérature en ce qui concerne les systèmes continus dans le temps avec retard dans les états, ceci n’est

pas le cas pour les systèmes discrets dans le temps. En effet, pour des retards connus et fixes dans le

temps, il est toujours possible d’inclure des états en retard dans un vecteur d’état et d’appliquer des
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techniques standard (d’analyse) au système augmenté [ÅW84]. Néanmoins, parmi d’autres difficultés

telles que l’augmentation de la complexité et la nécessité d’imposer des restrictions structurelles au

gain de retour d’état pour obtenir un gain de retour d’étatpour l’état original, cette stratégie n’est

pas applicable pour le cas de retards inconnus ou non-limités, car, dans ce cas, il faudrait le test

d’un nombre infini de systèmes augmentés. D’ailleurs, la représentation par des états augmentés peut

être assez complexe pour la synthèse d’une loi de contrôle pour le système original, qui considère

un retour des états retardés. Observons encore que les conditions pour la stabilisation de systèmes

discrets dans le temps avec des conditions du type dépendant du retard peuvent être, en général, assez

conservatives, spécialement quand le système peut être stabiliser pour toute valeur du retard. Dans ce

sens, les résultats du Chapitre 5 proposent des conditions indépendantes du retard plus précises (alors

moins conservatives) pour rechercher la stabilité robuste de cette classe de systèmes, et pour traiter

les problèmes d’estimation du coût garanti H∞ et de stabilisation robuste H∞.

Dans le Chapitre 6 sont présentés les commentaires finaux à propos de l’usage de fonctions de

Lyapunov-Krasovskii dépendantes de paramètres dans les problèmes étudiés et quelques thèmes sélec-

tionnés comme des perspectives pour la continuation des travaux. On présente encore une liste d’autres

travaux développés, qui ont un rapport indirect avec les sujets traités ici.

1.4 Commentaires généraux

Dans ce travail la stabilité asymptotique est traitée, toujours en considérant l’origine comme point

d’équilibre. Fréquemment ce concept de stabilité est référencé de façon simplifiée comme “stabilité”.

Ainsi, quand il est indiqué qu’un système est stable, on doit comprendre que, son vecteur d’état

converge asymptotiquement vers l’origine de l’espace d’état, pour toute condition initiale différente de

zéro, quand le temps tend vers infini.

On suppose que tous les systèmes incertains recherchés dans ce travail possèdent des matrices

incertaines qui appartiennent à des polytopes convexes avec un nombre de sommets finis et connus.

Les résultats des exemples numériques présentés dans ce travail ont été obtenus à partir de la

programmation des conditions LMI étudiées avec Matlab et la LMI Control Toolbox [GNLC95]. Dans

ce cas, pour utiliser un algorithme de points intérieurs pour la solution des LMIs, la complexité des

problèmes d’optimisation proposés est de l’ordre de O(K3L), où K est le nombre de variables scalaires

d’optimisation et L est le nombre de lignes dans les LMIs. D’autres algorithmes d’optimisation peuvent

présenter une complexité différente. Par exemple, en utilisant le programme SeDuMi pour résoudre

un problème de programmation semi-définie, la complexité est de l’ordre de O(K2L5/2 + L7/2). Pour

des détails, voir [Stu99].
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Première partie

D-stabilité robuste

9
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Dans cette première partie du travail sont présentés des résultats moins conserva-
tifs que ceux trouvés dans la littérature pour l’analyse de D-stabilité robuste de
systèmes linéaires incertains et de polynômes matriciels incertains, par rapport à
une région (convexe) du plan complexe. Il s’agit d’étudier l’apartenance de toutes
les valeurs propres du système linéaire incertain ou de tous les zéros du polynôme
matriciel incertain à une région prédéterminée — et supposée convexe — du plan
complexe. Quoique ce problème soit reconnu difficile, les résultats obtenus sont
présentés via des conditions convexes (LMIs), dont les solutions sont basées sur
des tests simples de faisabilité. Ces tests peuvent être résolus numériquement de
manière efficace par des algorithmes spécialisés de points intérieurs. Premièrement
on propose des conditions convexes pour la solution du problème d’analyse de D-
stabilité robuste, néanmoins de dimension infinie dans le paramètre d’incertitude.
Deuxièmement, on propose des conditions convexes suffisantes pour assurer la vé-
rification des conditions de dimension infinie au paramètre de l’incertitude. Ces
nouvelles conditions, formulées dans un nombre fini de LMIs, sont numériquement
possibles et d’application facile.
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Chapitre 2

D-Stabilité robuste des systèmes
linéaires

Dans ce chapitre, le problème de l’analyse de D-stabilité robuste pour la classe
des systèmes linéaires incertains et invariants dans le temps est étudié. Par D-
stabilité on comprend l’appartenance de toutes les valeurs propres du système
incertain dans une région D du plan complexe. Les incertitudes sont du type po-
lytopique, avec des sommets connus. On présente des conditions convexes (LMIs)
suffisantes pour la vérification de la D-stabilité robuste de cette classe de sys-
tèmes incertains. Les conditions présentées, basées sur des fonctions de Lyapunov
dépendantes de paramètres, possèdent une formulation convexe en les variables
d’optimisation, cependant, de dimension infinie par rapport au paramètre d’incer-
titude. À partir de ces conditions, sont obtenues d’autres conditions, de dimension
finie par rapport au paramètre de l’incertitude, et convexes par rapport aux va-
riables d’optimisation. Dans ce cas là, le nombre de LMIs est plus grand que le
nombre de sommets qui définissent le polytope, mais les conditions peuvent être
résolues en temps polynomial avec des algorithmes spécialisés de points intérieurs.
On démontre que ces conditions mènent à des résultats bien moins conservatifs que
ceux obtenus, par exemple, avec la stabilité quadratique, c’est-à-dire, en utilisant
une fonction de Lyapunov fixe et indépendante de l’incertitude associée au sys-
tème. Les résultats présentés dans ce chapitre peuvent être partiellement trouvés
dans [LP03a], [LP03b], [LMd+04], [LMRP02], [dOOL+02a] et [dOOL+02b].

2.1 Introduction

Parmi les approches pour l’étude de stabilité des systèmes incertains disponibles dans la littérature,

dans ce chapitre sont considérés les méthodes basées sur des formulations LMI et des incertitudes

appartenant à des domaines polytopiques, dans le cadre des systèmes linéaires invariants dans le

temps, à temps continu et à temps discret.

Dans ce contexte, plusieurs conditions basées sur des fonctions de Lyapunov dépendantes de para-

mètres méritent de se détacher. Parmi elles, considérons celles proposées dans [GdOH98] où il s’agit de

la stabilité robuste de systèmes linéaires à temps continu et invariants dans le temps. Dans ce travail,

des conditions suffisantes pour la stabilité structurelle d’une classe de systèmes à temps continu ont

été proposées en termes de LMIs, en établissant les rapports de ce résultat avec la positivité réelle

et la passivité dans les systèmes linéaires. L’idée principale contenue dans cette approche est dans

l’augmentation de l’ordre des LMIs et dans l’inclusion de nouvelles variables matricielles, de façon à

obtenir, avec ces degrés de liberté additionnels, des résultats moins conservatifs que ceux obtenus avec

la stabilité quadratique. Une propriété fondamentale de ces conditions est la séparation du produit de

13
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la matrice dynamique du système et de la matrice de Lyapunov. Dans ce cas, la stabilité robuste est

garantie par une fonction de Lyapunov dépendante de paramètres, construite à partir des matrices de

Lyapunov qui sont des solutions faisables pour un ensemble de LMIs décrites aux sommets du domaine

des incertitudes (formulation des incertitudes dans un domaine polytopique). En dépit du fait qu’elles

donnent des résultats meilleurs que ceux obtenus avec la stabilité quadratique, ces conditions (appelées

ici de stabilité robuste étendue — SE) sont encore conservatives quand elles sont comparées avec le

réel domaine de stabilité, probablement parce qu’elles exigent qu’une ou plusieurs variables satisfassent

conjointement toutes les LMIs. Des conditions moins rigides (notamment pour les cas de plus grandes

dimensions) ont été présentées dans [RP02], basées sur la construction apropriée d’un nombre plus

grand de LMIs décrites en fonction des sommets du polytope des incertitudes, dénommées dans ce

travail de stabilité robuste (SR1 pour le cas à temps discret et SR2 pour le cas à temps continu). Pour

les systèmes à temps discret, les tests de stabilité ont évolué d’une manière similaire. Parmi les tests

basés sur des fonctions de Lyapunov dépendantes de paramètres on met en relief les approches LMI

présentées dans [dOBG99], [dOGH99] (augmentation de l’ordre des LMIs et inclusion de nouvelles

variables) et, plus récemment, dans [RP01a] (augmentation du nombre de LMIs).

Une ligne plus ample d’investigation de stabilité passe par l’étude de régions plus générales de

stabilité. Dans ce contexte, les régions de stabilité pour les systèmes à temps continu (demi-plan

complexe gauche ouvert) aussi bien que pour les systèmes à temps discret (disque unitaire ouvert

centré à l’origine du plan complexe) peuvent être vues comme des cas particuliers de la D-stabilité

(robuste), c’est-à-dire l’appartenance de toutes les valeurs propres du système incertain à une région

D du plan complexe. Un avantage immédiat est que le test de stabilité robuste reste, d’une certaine

manière, étendu à une région de “performance garantie” en termes du placement régional de pôles.

Il est important de mentionner le travail de [GJ81] dans le contexte de l’analyse de D-stabilité. Plus

tard [CG96] propose la synthèse de contrôleurs qui minimisent la norme H∞ avec le placement régional

de pôles pour lequel sont considérées les régions de premier ordre (voir [Bac98] pour les détails). Mais,

dans ce travail, la stabilité quadratique est encore utilisée et, donc, un certain degré de conservatisme

est inhérent aux résultats. Une extension des résultats de [GdOH98] est présentée en [PABB00], où,

à travers une généralisation des régions traitées par [CG96], différentes régions convexes de premier

ordre du plan complexe sont considérées. Dans [PABB00] des conditions convexes décrites par LMIs

sont proposées en faisant l’usage de variables matricielles supplémentaires indépendantes du paramètre

d’incertitude du système pour l’analyse de D-stabilité robuste. Les résultats d’analyse présentés dans

[PABB00] contiennent ceux de [dOBG99] dans le cas d’analyse de stabilité robuste de systèmes à temps

discret. Pour la synthèse, les propositions sont identiques pour le cas des systèmes à temps discret.

Notez aussi que les résultats d’analyse de stabilité présentés en [PABB00] peuvent être facilement

adaptés pour le cas de synthèse de gain robuste pourvu que la région du plan complexe soit décrite

avec R22 > 0 (voir les équations (2.3)-(2.4)). Il est intéressant de commenter que [PABB00] autant

que [RP01a] et [RP02] contiennent la stabilité quadratique comme un cas particulier, dans le sens qu’ils

donnent toujours une solution faisable quand le polytope d’incertitude est quadratiquement stable,

mais qu’ils sont, cependant, indépendants : une condition peut trouver une solution faisable pour un

cas dans lequel l’autre échoue et vice versa.

Dans ce chapitre, une extension des résultats de [PABB00] de façon à obtenir un ensemble fini de

conditions convexes qui assurent la D-stabilité robuste de systèmes incertains, en considérant encore

des régions de premier ordre, est présentée. La principale différence est que, ici, les variables de ma-

trices additionnelles sont aussi considérées dépendantes du paramètre incertain. Les principales idées

d’augmentation du nombre de LMIs pour la réduction du conservatisme des conditions d’analyse pré-
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sentes dans [RP01a] et [RP02] sont utilisées pour obtenir des conditions convexes de dimension finie.

Comme toutes les autres conditions, les LMIs proposées ici peuvent être testées par des méthodes

numériques éprouvées et de complexité polynomiale [GNLC95]. Les cas des systèmes à temps continu

et à temps discret sont abordés comme des cas particuliers de D-stabilité. Une analyse de la complexité

numérique des LMIs utilisées dans chaque type de test est aussi présentée.

2.2 Préliminaires

Considérons le système linéaire

δ[x(t)] = A(α)x(t) (2.1)

où x ∈ R
n est le vecteur d’état, δ[·] représente la dérivée par rapport au temps pour les systèmes à

temps continu et l’opérateur d’avance pour les systèmes à temps discret et la matrice A(α) ∈ R
n×n

est inconnue mais appartient à l’ensemble convexe A

A =



A(α) ∈ R

n×n : A(α) =
N∑

j=1

αjAj ; αj ≥ 0, j = 1, . . . , N ;
N∑

j=1

αj = 1



 (2.2)

où les sommets Aj , j = 1, . . . , N sont connus. Considérons aussi la région du plan complexe définie

par

D =
{

z ∈ C :
[

Id zId

]
R
[

Id zId

]∗
< 0

}
(2.3)

avec R ∈ R
2d×2d, symétrique, donnée par

R =

[
R11 R12

R′
12 R22

]
(2.4)

où d est l’ordre de la région. On suppose que R22 ≥ 0 et alors D définie en (2.3) représente des régions

convexes et symétriques par rapport à l’axe réel du plan complexe (voir [PABB00] pour les détails).

Observons encore que les régions associées à la stabilité de systèmes à temps continu et à temps discret,

respectivement le demi-plan complexe gauche et le disque unitaire centré à l’origine, sont retrouvées

avec des choix adéquats de R et d = 1

R = RC =

[
0 1

1 0

]
; R = RD =

[ −1 0

0 1

]
(2.5)

Définition 2.1 Le polytope A est robustement D-stable si toutes les valeurs propres de A(α) ∈ A
appartiennent à la région D spécifiée par (2.3).

En suivant les idées de [CG96], une condition basée sur une fonction de Lyapunov dépendante

de paramètres qui vérifie si A(α) est D-stable, est proposée dans le lemme suivant, comme cela est

présentée dans [PABB00].

Lemme 2.1 Le polytope A est robustement D-stable si et seulement s’il existe une matrice de Lya-

punov dépendante de paramètres, symétrique, définie positive, P (α) ∈ R
n×n, telle que

R11 ⊗ P (α) + R12 ⊗ (P (α)A(α)) + R′
12 ⊗ (A(α)′P (α)) + R22 ⊗ (A(α)′P (α)A(α)) < 0 (2.6)

pour tout A(α) ∈ A.
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Cela vaut la peine remarquer que l’approche utilisée dans [RP01a] peut être employée ici pour

traiter le problème de dimension infinie en α présent dans le Lemme 2.1. On peut encore observer que,

si P (α) = P , alors ce qu’on appelle la D-stabilité quadratique est retrouvée à partir du Lemme 2.1.

Définition 2.2 Le polytope A est quadratiquement D-stable s’il existe une matrice de Lyapunov sy-

métrique, définie positive, P ∈ R
n×n, telle que

R11 ⊗ P + R12 ⊗ (PA(α)) + R′
12 ⊗ (A(α)′P ) + R22 ⊗ (A(α)′PA(α)) < 0 (2.7)

pour tout A(α) ∈ A.

Le lemme suivant propose une condition équivalente au Lemme 2.1, cette fois-ci en utilisant des

variables matricielles additionnelles et une LMI de dimension plus grande que celle employée en (2.6).

Lemme 2.2 Le polytope A est robustement D-stable si et seulement s’il existe une matrice de Lyapu-

nov dépendante de paramètres, symétrique, définie positive, P (α) ∈ R
n×n et des matrices dépendantes

de paramètres F (α) ∈ Rdn×dn et G(α) ∈ Rdn×dn telles que




R11 ⊗ P (α)
+F (α)(Id ⊗ A(α)) + (Id ⊗ A(α)′)F (α)′)

R12 ⊗ P (α) + (Id ⊗ A(α)′)G(α) − F (α)

? R22 ⊗ P (α) − (G(α) + G(α)′)


 < 0 (2.8)

pour tout A(α) ∈ A. De plus, P (α) solution de (2.8) est aussi solution de (2.6).

Les conditions proposées dans les Lemmes 2.1 et 2.2 sont convexes dans les variables d’optimisation,

néanmoins elles sont de dimension infinie en α, ce qui signifie qu’un effort numérique bien grand est

nécessaire pour les vérifier (dans le cas où α possède un intervalle continu dans son domaine). Par

ailleurs, les conditions établies dans ces deux lemmes n’exigent pas que la matrice A(α) appartient à

l’ensemble convexe A, équation (2.2), puisque de telles conditions ont besoin d’être vérifiées pour tout

α dans le domaine de l’incertitude.

En conséquence, le résultat principal de ce chapitre est présenté : une condition convexe de

dimension finie suffisante pour la vérification du Lemme 2.2 dans le cas de A donné en (2.2).

2.3 Des conditions pour la D-stabilité du polytope A
Supposons que les matrices F (α), G(α) et P (α) = P (α)′ > 0 dans le Lemme 2.2 puissent être

exprimées comme une combinaison convexe de matrices sommets comme il suit

P (α) =
N∑

j=1

αjPj ; F (α) =
N∑

j=1

αjFj ; G(α) =
N∑

j=1

αjGj ;
N∑

j=1

αj = 1 ; αj ≥ 0, j = 1, . . . , N (2.9)

Donc, une condition suffisante pour la D-stabilité robuste de A est donnée par le théorème suivant.

Théorème 2.1 S’il existe des matrices symétriques définies positives Pj ∈ R
n×n et des matrices

Fj ∈ R
dn×dn, Gj ∈ R

dn×dn, j = 1, . . . , N , telles que

Mj ,




R11 ⊗ Pj

+Fj(Id ⊗ Aj) + (Id ⊗ A′
j)F

′
j

R12 ⊗ Pj + (Id ⊗ A′
j)Gj − Fj

? R22 ⊗ Pj − (Gj + G′
j)


 <

[
−(Id ⊗ In) 0

0 0

]
;

j = 1, . . . , N (2.10)
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Mjk ,




R11 ⊗ (2Pj + Pk) + Fj(Id ⊗ Ak)
+(Id ⊗ A′

k)F
′
j + (Fj + Fk)(Id ⊗ Aj)

+(Id ⊗ A′
j)(F

′
j + F ′

k)

R12 ⊗ (2Pj + Pk) + (Id ⊗ A′
j)(Gj + Gk)

+(Id ⊗ A′
k)Gj − (2Fj + Fk)

?
R22 ⊗ (2Pj + Pk)

−2(Gj + G′
j) − (Gk + G′

k)




<
1

(N − 1)2

[
Id ⊗ In 0

0 0

]
; j = 1, . . . , N ; k = 1, . . . , N ; k 6= j (2.11)

Mjk` ,




2R11 ⊗ (Pj + Pk + P`)
+(Fj + F`)(Id ⊗ Ak) + (Id ⊗ A′

k)(F
′
j + F ′

`)

+(Fj + Fk)(Id ⊗ A`) + (Id ⊗ A′
`)(F

′
j + F ′

k)

+(Fk + F`)(Id ⊗ Aj) + (Id ⊗ A′
j)(F

′
k + F ′

`)

2 [R12 ⊗ (Pj + Pk + P`)
− (Fj + Fk + F`)]

+(Id ⊗ A′
j)(Gk + G`)

+(Id ⊗ Ak)(Gj + G`)
+(Id ⊗ A′

`)(Gj + Gk)

?

R22 ⊗ 2(Pj + Pk + P`)
−2(Gj + Gk + G`)
−2(G′

j + G′
k + G′

`)




<
6

(N − 1)2

[
Id ⊗ In 0

0 0

]
; j = 1, . . . , N − 2; k = j + 1, . . . , N − 1; ` = k + 1, . . . , N (2.12)

sont vérifiées, alors A est robustement D-stable et les conditions du Lemme 2.2 sont vérifiées avec

P (α), F (α) et G(α) données en (2.9). De plus, les conditions du Lemme 2.1 sont satisfaites avec cette

même matrice P (α).

Preuve : La matrice dépendante de paramètre P (α) donnée par (2.9) avec Pj > 0 est, bien sûr,

définie positive. En utilisant (2.9) et pour A(α) ∈ A on peut écrire




R11 ⊗ P (α)
+F (α)(Id ⊗ A(α)) + (Id ⊗ A(α)′)F (α)′)

R12 ⊗ P (α) + (Id ⊗ A(α)′)G(α) − F (α)

? R22 ⊗ P (α) − (G(α) + G(α)′)


 =

N∑

j=1

α3
j Mj +

N∑

j=1

N∑

k=1;k 6=j

α2
jαk Mjk +

N−2∑

j=1

N−1∑

k=j+1

N∑

`=k+1

αjαkα` Mjk` (2.13)

En imposant (2.10)-(2.12) et en considérant que αj ≥ 0, j = 1, . . . , N ,
∑N

j=1 αj = 1, l’équation (2.13)

implique




R11 ⊗ P (α)
+F (α)(Id ⊗ A(α)′) + (Id ⊗ A(α))F (α)′)

R12 ⊗ P (α) + (Id ⊗ A(α)′)G(α) − F (α)

? R22 ⊗ P (α) − (G(α) + G(α)′)


 <

−
(

N∑

j=1

α3
j −

1

(N − 1)2

N∑

j=1

N∑

k 6=j;k=1

α2
jαk − 6

(N − 1)2

N−2∑

j=1

N−1∑

k=j+1

N∑

`=k+1

αjαkα`

)[
Id ⊗ In 0

0 0

]

(2.14)

Finalement, l’expression du coté droit de (2.14) est semi-définie négative, ce qui assure la faisabilité

de (2.8). Voir [LP03a] et [RP01a] pour les détails.

Quelques observations par rapport aux LMIs (2.10)–(2.12) et (2.14) sont nécessaires. D’abord,

toutes ces LMIs présentent la propriété d’homogénéité, ce qui implique que la matrice du côté droit

de (2.14) peut être choisie de forme arbitraire, pourvu qu’elle soit semi-définie positive. Dans ce travail,

des matrices indépendantes du paramètre de l’incertitude sont considérées. Cependant, un degré de
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liberté additionnel est attendu quand cette matrice là est substituée par une matrice dépendante du

paramètre incertain, mais ce cas n’est pas objet d’investigation ici (voir par exemple [LKH04]).

Pour des systèmes précisément connus, c’est-à-dire, avec N = 1, seulement la condition (2.10) a

besoin d’être vérifiée (avec P1, F1 et G1). Naturellement, l’ensemble de LMIs (2.12) n’a besoin d’être

vérifié que pour des systèmes incertains avec N ≥ 3.

Comme illustration de régions plus communément utilisées pour l’analyse de stabilité, considérons

les régions correspondantes au demi-plan gauche et au disque unitaire centré à l’origine (définies

respectivement pour RC et RD , en (2.5)). Pour ces régions le Théorème 2.1 a des matrices Mj , Mjk

et Mjk` données par

Mj ≡ MC
j ,

[
FjAj + A′

jF
′
j Pj + A′

jGj − Fj

? −Gj − G′
j

]
<

[ −In 0

0 0

]
; j = 1, . . . , N (2.15)

Mjk ≡ MC
jk ,


 FjAk + A′

kF
′
j + (Fj + Fk)Aj + A′

j(F
′
j + F ′

k)
2Pj + Pk + A′

j(Gj + Gk)

+A′
kGj − 2Fj − Fk

? −2(Gj + G′
j) − Gk − G′

k




<
1

(N − 1)2

[
In 0

0 0

]
; j = 1, . . . , N ; k = 1, . . . , N ; k 6= j (2.16)

Mjk` ≡ MC
jk` ,




(Fj + F`)Ak + A′
k(F

′
j + F ′

`)

+(Fj + Fk)A` + A′
`(F

′
j + F ′

k)

+(Fk + F`)Aj + A′
j(F

′
k + F ′

`)

2(Pj + Pk + P` − Fj + Fk + F`)
+A′

j(Gk + G`) + A′
k(Gj + G`)

+A′
`(Gj + Gk)

?
−2(Gj + Gk + G`

+G′
j + G′

k + G′
`)




<
6

(N − 1)2

[
In 0

0 0

]
; j = 1, . . . , N − 2; k = j + 1, . . . , N − 1; ` = k + 1, . . . , N (2.17)

pour des systèmes à temps continu et

Mj ≡ MD
j ,

[ −Pj + FjAj + A′
jF

′
j A′

jGj − Fj

? Pj − (Gj + G′
j)

]
; <

[ −In 0

0 0

]
; j = 1, . . . , N (2.18)

Mjk ≡ MD
jk ,




−(2Pj + Pk) + FjAk + A′
kF

′
j

(Fj + Fk)Aj + A′
j(F

′
j + F ′

k)

A′
j(Gj + Gk)

+A′
kGj − (2Fj + Fk)

?
2Pj + Pk

−2(Gj + G′
j) − (Gk + G′

k)




<
1

(N − 1)2

[
In 0

0 0

]
; j = 1, . . . , N ; k = 1, . . . , N ; k 6= j (2.19)

Mjk` ≡ MD
jk` ,




−2(Pj + Pk + P`)
+(Fj + F`)Ak + A′

k(F
′
j + F ′

`)

+(Fj + Fk)A` + A′
`(F

′
j + F ′

k)

+(Fk + F`)Aj) + A′
j(F

′
k + F ′

`)

−2(Fj + Fk + F`) + (Gk + A′
jG`)

+A′
k(Gj + G`) + A′

`(Gj + Gk)

?
2(Pj + Pk + P` − Gj − Gk − G`

−G′
j − G′

k − G′
`)




<
6

(N − 1)2

[
In 0

0 0

]
; j = 1, . . . , N − 2; k = j + 1, . . . , N − 1; ` = k + 1, . . . , N (2.20)
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pour des systèmes à temps discret.

Notons encore que le résultat principal présenté dans [PABB00] peut être retrouvé dans les condi-

tions du Théorème 2.1, simplement en posant Fj = F , Gj = G, j = 1, . . . , N et en utilisant la propriété

d’homogénéité des LMIs. Dans le cas de la D-stabilité quadratique, seulement (2.10) a besoin d’être

vérifiée car, dans ce cas, (2.11) et (2.12) sont toujours vérifiées. Ce fait peut être vérifié en faisant la

somme de versions des Mj dans l’équation (2.10).

Les conditions du Théorème 2.1 peuvent aussi redonner une condition Schur-équivalente à celles

présentées dans [RP01a], formulées pour les cas des systèmes à temps discret, R = RD. Pour cela,

on impose Fj = 0 et Gj = G′
j = Pj , j = 1, . . . , N dans (2.18)-(2.20). Pour le cas à temps continu,

R = RC , le choix Fj = F ′
j = Pj , j = 1, . . . , N dans (2.15)-(2.17) récupère dans les blocs (1, 1) des

LMIs des résultats moins conservatifs que ceux présentés dans [RP02], à cause du plus grand degré en

α utilisé dans (2.14).

La différence principale entre les approches présentées dans [RP01a] et [RP02] est le degré en α

avec lequel le côté droit de (2.13) est écrit. Dans [RP01a] une fonction de degré trois est utilisée,

ainsi que dans les conditions du Théorème 2.1 (voir (2.14)), tandis que dans [RP02] une fonction de

degré deux est employée. Des expérimentations numériques ont démontré que l’augmentation du degré

de la fonction en αj au côté droit de (2.14) mène à des conditions chaque fois moins conservatives

mais à un coût de calcul chaque fois plus cher. L’augmentation de l’ordre de cette fonction en αj

peut être réussie, par exemple, par la multiplication successive des deux côtés de (2.14) par n’importe

quelle puissance de
∑N

j=1 αj = 1. L’obtention des conditions chaque fois moins conservatives avec cette

technique possède des connexions avec le Théorème de Pólya (voyez [HLP52]), mais la recherche de

ces conditions est laissée pour des travaux futurs.

Un résultat similaire à celui présenté dans le Théorème 2.1 peut être obtenu en utilisant les idées

présentées dans [RP02], c’est-à-dire, en utilisant une expression de degré deux à la place de degré trois

du côté droit de (2.13) et (2.14). Ces conditions possèdent une complexité numérique plus petite mais

sont plus conservatives que celles-là présentées dans le Théorème 2.1.

Théorème 2.2 S’il existe des matrices symétriques définies positives Pj ∈ R
n×n et des matrices

Fj ∈ R
dn×dn et Gj ∈ R

dn×dn, j = 1, . . . , N , telles que (2.10) et

M̃jk ,




R11 ⊗ (Pj + Pk) + Fj(Id ⊗ Ak) + (Id ⊗ A′
k)F

′
j

+Fk(Id ⊗ Aj) + (Id ⊗ A′
j)F

′
k

R12 ⊗ (Pj + Pk) + (Id ⊗ A′
j)Gk

+(Id ⊗ A′
k)Gj − Fj − Fk

?
R22 ⊗ (Pj + Pk)

−Gj − G′
j − Gk − G′

k




<
2

N − 1

[
Id ⊗ In 0

0 0

]
j = 1, . . . , N − 1; k = j + 1, . . . , N ; (2.21)

sont vérifiées, alors A est robustement D-stable et les conditions du Lemme 2.2 et du Théorème 2.1

sont vérifiées avec F (α), G(α) et la matrice de Lyapunov dépendante de paramètres P (α) données en

(2.9).
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Preuve : Cette preuve est similaire à celle du Théorème 2.1. Notons que, en considerant A(α) ∈ A
et avec les matrices F (α), G(α) et P (α) données en (2.9), on a P (α) > 0 et




R11 ⊗ P (α)
+F (α)(Id ⊗ A(α)) + (Id ⊗ A(α)′)F (α)′)

R12 ⊗ P (α) + (Id ⊗ A(α)′)G(α) − F (α)

? R22 ⊗ P (α) − (G(α) + G(α)′)


 =

N∑

j=1

α2
j Mj +

N−1∑

j=1

N∑

k=j+1

αjαk M̃jk (2.22)

En imposant (2.10) et (2.21) et en considerant que αj ≥ 0, j = 1, . . . , N ,
∑N

j=1 αj = 1, alors l’équation

(2.22) implique




R11 ⊗ P (α)
+F (α)(Id ⊗ A(α)) + (Id ⊗ A(α)′)F (α)′)

R12 ⊗ P (α) + (Id ⊗ A(α)′)G(α) − F (α)

? R22 ⊗ P (α) − (G(α) + G(α)′)


 <

−
(

N∑

j=1

α2
j −

2

N − 1

N−1∑

j=1

N∑

k=j+1

αjαk

)[
Id ⊗ In 0

0 0

]
≤ 0 (2.23)

puisque l’expression dans les parenthèses est toujours plus grande ou égale à zéro :

N−1∑

j=1

N∑

k=j+1

(αj − αk)
2 = (N − 1)

N∑

j=1

α2
j − 2

N−1∑

j=1

N∑

k=j+1

αjαk ≥ 0 (2.24)

Comme dans le cas du Théorème 2.1, les conditions du Théorème 2.2 contiennent le cas de D-

stabilité robuste proposé dans [PABB00] et les conditions proposées dans [RP02]. D’autre part, il

n’est pas possible à partir de ces conditions de retrouver celles proposées dans [RP01a] à cause de

la différence de degré en αj du côté droit de (2.14) et (2.23). Pour cette raison, les conditions du

Théorème 2.2 ne sont que suffisantes pour la faisabilité des LMIs proposées dans le Théorème 2.1.

Les conditions des Théorèmes 2.1 et 2.2 contiennent la D-stabilité quadratique. Cette dernière peut

être obtenue en posant Fj = F , Gj = G et Pj = P = P ′ > 0, j = 1, . . . , N . Dans ce cas, seule la

condition (2.10) a besoin d’être vérifiée (les autres peuvent être écrites comme une somme de termes

de celle-ci). Ce résultat est présenté dans le corollaire suivant.

Corollaire 2.1 Le polytope A est quadratiquement D-stable si et seulement si l’une des deux condi-

tions équivalentes suivantes est vérifiée

i) Il existe une matrice symétrique définie positive P ∈ R
n×n telle que

[
R11 ⊗ P + R12 ⊗ PAj + R′

12 ⊗ A′
jP L ⊗ A′

jP

? −Id ⊗ P

]
< 0; j = 1, . . . , N (2.25)

avec R22 = LL′.

ii) Il existe une matrice symétrique définie positive P ∈ R
n×n et des matrices G ∈ R

dn×dn et F ∈
R

dn×dn telles que

[
R11 ⊗ P + F (Id ⊗ Aj) + (Id ⊗ A′

j)F
′ R12 ⊗ P + (Id ⊗ A′

j)G − F

? R22 ⊗ P − (G + G′)

]
< 0; j = 1, . . . , N (2.26)
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Étant donné que les deux conditions du Corollaire 2.1 sont nécessaires et suffisantes pour l’analyse

de D-stabilité quadratique, il est intéresant de souligner que la condition proposée en i) possède une

complexité numérique plus petite que celle de la condition ii). En revanche, dans le cas de synthèse

de contrôleurs (qui n’est pas présenté ici, voir [dOBG99] et [PABB00] pour les détails) la seconde

condition présente des avantages sur la première.

2.4 Analyse des conditions LMIs

2.4.1 Complexité numérique

Les conditions suffisantes présentées ici pour la D-stabilité robuste d’un polytope de matrices, c’est-

à-dire les conditions proposées dans les Théorèmes 2.1 (SC1) et 2.2 (SC2) et dans le Corollaire 2.1 i)

(SQ1) et ii) (SQ2), s’expriment toutes par des tests de faisabilité d’un ensemble de LMIs. Des nos jours

il y a des algorithmes efficaces basés sur des méthodes de points intérieurs, de complexité polynomiale,

pour la résolution de ces problèmes. La complexité de problèmes formulés par des LMIs est associée

au nombre K de variables en échelle et aussi au nombre L de lignes du système d’équations (LMIs). Le

nombre d’opérations en point flottant ou le temps nécessaire pour résoudre un problème en utilisant

des méthodes de points intérieurs du LMI Control Toolbox du Matlab [GNLC95], est proportionnel à

K3L. D’autres programmes peuvent présenter une performance différente. Voir aussi [BEFB94] pour

des commentaires sur des méthodes de résolution de LMIs.

La Table 2.1 montre les valeurs de K et L pour chaque test présenté — SC1, SC2, SQ1 et SQ2 —

n étant le nombre d’états du système, N le nombre de sommets du polytope et d l’ordre de la région

considérée. Dans cette table, les complexités associées aux tests de stabilité proposés dans [RP01a]

(cas à temps discret, SR1), [RP02] (cas à temps continu, SR2) et [PABB00] (SE) sont montrées. Les

expressions pour K et L pour les cas à temps continu et à temps discret sont aussi présentées.

Les conditions SQ1 et SQ2 présentent des complexités moins grandes que tous les autres critères,

néanmoins les résultats produits sont plus conservatifs. Une comparaison plus détaillée de la complexité

des méthodes SE, SR1 et SR2, toutes moins conservatives que SQ1 et SQ2 et basées sur des fonctions

de Lyapunov dépendantes de paramètres, est dépeinte dans la Figure 2.1 pour le cas à temps discret

et dans la Figure 2.2 pour le cas à temps continu. Dans le cas à temps discret, la complexité du critère

SR1 est moins grande que celle du SE pour N ≤ 5 et plus grande pour N > 6, indépendament de n.

Pour N = 8 et n ≥ 3 la complexité associée à SR1 est à peu près deux fois plus grande que celle du

critère SE (voir Figure 2.1.(a)). Dans la Figure 2.1.(b) la complexité relative SR1/SE est montrée par

rapport au nombre de sommets. On peut observer que l’influence de N 3 dans le critère SR1 devient

rapidement le facteur prépondérant de ce quotient.

Comme dans le cas à temps discret, la Figure 2.2.(a) décrit la complexité relative SR2/SE en fonc-

tion du nombre d’états n pour plusieurs valeurs de N . On peut apercevoir que la complexité du critère

SR devient plus grande que celle du SE pour N > 11. Dans la Figure 2.2.(b) la complexité relative

SR2/SE est exprimée par rapport au nombre de sommets. On peut aussi observer que l’influence de

N2 dans le critère SR2 devient le facteur prépondérant pour des valeurs grandes de N (N > 20),

indépendant du nombre d’états n.

Sûrement, les critères SC1 et SC2 sont de plus grande complexité, puisqu’ils possèdent plus de

variables en échelle et plus de lignes de LMIs que tous les autres. Toutefois, ces critères continuent

à être résolus en temps polynomial par des algorithmes spécialisés de points intérieurs. Le critère

SC1 possède une complexité plus grande que SC2, car ce dernier utilise une augmentation basée

sur une fonction de degré deux en αj , alors que le premier utilise une augmentation de degré trois,
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Critère K (n. de variables) L (n. de lignes)

S
C

1 Région D Nn

2

(
1 + (4d2 + 1)n

) Nn

3

(
d(N2 + 3N + 2) + 3

)

RC ou RD
Nn

2
(5n + 1)

Nn

3

(
N2 + 3N + 5

)
S
C

2 Région D Nn

2

(
1 + (4d2 + 1)n

)
Nn (1 + d(N + 1))

RC ou RD
Nn

2
(5n + 1) Nn (N + 2)

S
Q

1 Région D n

2
(n + 1) 2dNn

RC ou RD
n

2
(n + 1) 2Nn

S
Q

2 Région D n

2

(
1 + (1 + 4d2)n

)
(2dN + 1) n

RC ou RD
n

2
(5n + 1)) (2N + 1) n

S
E

Région D n

2

(
N + (N + 4d2)n

)
Nn (2d + 1)

RC ou RD
n

2
(N + (N + 4)n) 3Nn

S
R

1 RD
Nn

2
(n + 1)

Nn

6

(
N2 + 3N + 8

)

S
R

2 RC
Nn

2
(n + 1)

Nn

2
(N + 3)

Tab. 2.1 – Nombre de variables scalaires (K) et nombre de lignes LMI (L) en fonction du nombre
d’états (n), sommets (N) et ordre de la région (d), quand pertinent, pour les conditions proposées
dans les Théorèmes 2.1 (SC1) et 2.2 (SC2), dans le Corollaire 2.1 i) (SQ1) et ii) (SQ2), en [PABB00]
(SE), en [RP01a] (SR1) pour le cas à temps discret et en [RP02] (SR2) pour le cas à temps continu.

équation (2.14). Une comparaison de complexité entre les critères SC1 et SC2 montre que le rapport

de complexité (en assumant la proportionnalité à K3L) est donné par

K3L
(

SC1

SC2

)
=

N2 + 3N + 5

3(N + 2)
∼= 0.3265N + 0.5118 (2.27)

Cette évaluation nous enseigne que l’augmentation dans le degré de la fonction en αj de deux à

trois résulte dans un ajout relatif de complexité numérique qui varie de façon linéaire avec le nombre

de sommets du polytope, N , et ne dépend pas du nombre d’états, n. Utilisant (2.27) on aperçoit que

la complexité numérique de SC1 double par rapport à celle de SC2 quand le nombre de sommets N

passe de 4 à 5.

2.4.2 Le temps de calcul

Quelques expérimentations numériques ont été réalisées afin de donner une estimation du temps de

calcul nécessaire pour que chacune des conditions LMI considérées obtienne une solution faisable. Les

conditions des Théorèmes 2.1 et 2.2 ont été considérées dans des versions particulières, c’est-à-dire,
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Fig. 2.1 – Complexité numérique relative (a) SR1/SE en fonction du nombre d’états n et (b) SR2/SE
par rapport au nombre de sommets N (cas à temps discret).
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Fig. 2.2 – Complexité numérique relative (a) SR2/SE en fonction du nombre d’états n et (b) SR2/SE
par rapport au nombre de sommets N (cas à temps continu).

avec Mj , Mjk et Mjk` données par (2.15)-(2.17) pour le cas à temps continu et par (2.18)-(2.20) pour

le cas à temps discret.

Comme attendu, la complexité numérique associée à la condition LMI la moins conservative, du

Théorème 2.1, est la plus grande de toutes les conditions, cependant elle n’est pas prohibitive. Le

temps moyen pour chaque test avec n = 2 et N = 2 reste au-dessous de 20 ms pour tous les méthodes
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(dans les deux cas : à temps continu et à temps discret). Pour les systèmes avec n = 5 et N = 5

les temps de calcul trouvés pour le cas à temps continu ont été de 40 ms (SQ1), 70 ms (SE), 24 ms

(SR2), 101 s (SC1) et 37 s (SC2) (pour des systèmes à temps discret, 40 ms, 75 ms, 1.9 s 101 s et 37

s, respectivement). Les tests ont été faits avec un ordinateur muni d’un processeur AMD K7 Athlon

1.4 GHz, avec 256 Mbytes de RAM, en utilisant Matlab et le LMI Control Toolbox [GNLC95]. On peut

voir aussi [dOOL+02b] pour une comparaison numérique par rapport aux critères SQ1, SE, SR1 et

SR2 et [LP03a] pour d’autre comparaison y compris avec les critères SC1 et SC2.

2.5 Conclusion

Des conditions formulées en termes de tests de faisabilité d’un ensemble de LMIs définies par

les sommets du polytope d’incertitude ont été proposées pour l’étude de la D-stabilité robuste de

systèmes linéaires incertains dans des domaines polytopiques. Même si ces conditions présentent une

complexité numérique plus grande que d’autres basées sur des fonctions de Lyapunov linéaires dé-

pendants de paramètres, l’amélioration dans le nombre de polytopes stables identifiés est significative

(voir [LP03a]). En particulier la condition du Théorème 2.1 donne une évaluation positive par rapport

aux autres conditions. Même avec un nombre plus élevé de variables en échelle et de lignes dans les

LMIs, les conditions du Théorème 2.1 peuvent être calculées en temps polynomial avec des algorithmes

de points intérieurs. À partir des résultats présentés, plusieurs extensions et généralisations peuvent

être préssenties, comme par exemple, les problèmes de coûts garantis H2 [dOL+04a] et H∞ [dOL+04b].



Chapitre 3

D-stabilité robuste de matrices
polynomiales

Des conditions suffisantes pour la D-stabilité robuste d’un polytope de matrices polynomiales, c’est-
à-dire, des tests qui assurent l’appartenance de tous les zéros d’un polynôme matriciel incertain à une
région D du plan complexe, sont proposées dans ce chapitre. Ces tests de stabilité robuste sont formulés
en termes de LMIs définies aux sommets du polytope d’incertitude. Si ces tests sont faisables, alors
ils fournissent une fonction de Lyapunov dépendante de paramètres qui assure la stabilité de tous les
polynômes matriciels dans le domaine d’incertitude considéré. On analyse les cas de stabilité à temps
continu (demi-plan gauche) et à temps discret (dans le disque unitaire). Ces conditions généralisent et
contiennent d’autres conditions de la littérature. Elles fournissent également une méthode numérique
efficace pour l’analyse de D-stabilité robuste de polynômes matriciels. Les résultats présentés dans ce
chapitre peuvent être partiellement trouvés dans [LOdP04] et [dOLP04].

3.1 Introduction

Des tests de stabilité de polynômes ont joué un rôle d’importance dans la littérature spécialisée

ces dernières années, comme par exemple le résultat de Kharitonov [Kha78] pour des polynômes aux

coefficients définis par des intervalles, ou le théorème dit “théorème des bornes” [BHL88] pour les

polytopes de polynômes. Il faut voir [Bar94] et [BCK95] pour plus de détails sur la stabilité robuste de

polynômes. Cependant, l’extension de ces résultats pour traiter des polytopes de matrices polynomiales

ne semble pas immédiate et des tests conclusifs sur la stabilité de familles de polynômes dont les

coefficients sont des fonctions multilinéaires des paramètres d’incertitude sont des problèmes connus

comme NP-difficiles [BT00].

Dans [HAPŠ01], des conditions formulées en termes de LMIs récemment publiées dans la littérature

pour tester la stabilité d’un polytope de matrices [GdOH98], [dOBG99], [PABB00] ont été étendues

au cas de polytope de matrices polynomiales. Toutefois, plus récemment de nouvelles conditions LMIs,

moins conservatives que les dernières, ont été publiées pour l’analyse de stabilité de systèmes linéaires

à temps discret [RP01a] et à temps continu [RP01b], [RP02].

Dans ce chapitre, des conditions suffisantes pour la D-stabilité robuste de polytopes de matrices

polynomiales sont formulées en termes de LMIs, qui sont obtenues à partir de l’extension des résultats

de [LP03a] (aussi discutés dans le Chapitre 2). Ces conditions aboutissent à des résultats moins conser-

vatifs que ceux obtenus par les méthodes basées sur la stabilité quadratique et aussi moins conservatifs

que les résultats de [HAPŠ01], surtout quand la complexité (c’est-à-dire, l’ordre et le nombre de som-

mets) des polytopes de matrices polynomiales est augmentée. La D-stabilité robuste du polytope est

assurée par un test simple de faisabilité sur l’ensemble de LMIs, qui sont définies aux sommets du

25
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domaine d’incertitude, et peuvent être résolues de façon efficace à l’aide des algorithmes de complexité

polynomiale [GNLC95].

3.2 Préliminaires

Considérons une matrice polynomiale carrée A(s) de dimension n et degré g avec coefficients

Ai ∈ R
n×n, i = 0, 1, . . . , g, définie comme

A(s) = A0 + A1s + · · · + Agsg (3.1)

où s ∈ C. Définissons la matrice constante A ∈ R
n×(g+1)n, associée à A(s) comme

A =
[

A0 A1 · · · Ag−1 Ag
]
; Ag = In (3.2)

dont l’espace nul à droite NA ∈ R
(g+1)n×gn, c’est-à-dire ANA = 0, peut être donné par

NA =

[
Ig ⊗ In

−A0 −A1 · · · −Ag−1

]
(3.3)

Un zéro de A(s) est défini comme [Kai80] la valeur complexe ζ pour laquelle on a une perte du

rang de la matrice A(s), c’est-à-dire, rang{A(ζ)} < rang{A(s)}, et il peut être déterminé par le calcul

du déterminant de A(s). Notons aussi que, pour une sous-région D du plan complexe, le problème

d’analyse de D-stabilité de A(s) se résume à déterminer des conditions qui assurent que tous les

zéros de A(s) appartiennent à D. L’objectif de ce chapitre est de chercher des conditions qui puissent

assurer la D-stabilité robuste de matrices polynomiales incertaines, A(s, α). En d’autres termes, on

veut déterminer des conditions qui vérifient si tous les zéros de A(s, α) appartiennent à une région bien

déterminée D du plan complexe pour tous les α admissibles. Pour cela, on considère la description de

la région convexe D donnée en (2.3), en ne prenant que des régions d’ordre d = 1, c’est-à-dire, pour

R11 = r11, R12 = r12 et R22 = r22 scalaires. Ainsi, on considère dans ce chapitre la portion du plan

complexe déterminée par

D =
{

z ∈ C :
[

1 z
]
R
[

1 z
]∗

< 0
}

(3.4)

où

R =

[
r11 r12

r12 r22

]
; r22 ≥ 0 (3.5)

Comme dans le Chapitre 2, le demi-plan gauche et le disque unitaire à l’origine du plan complexe

forment des régions d’intérêt particulier, pour lesquelles on a, respectivement, R = RC et R = RD

donnés dans (2.5). Pour des détails par rapport aux autres façons de définition de régions du plan

complexe, voir [CG96], [HAPŠ01], [HBŠ01], [PABB00]. On suppose, sans perte de généralité et aussi

par simplicité, qu’il n’y a pas de matrices polynomiales incertaines avec des zéros à l’infini, et aussi

que le terme de degré g est une matrice du type identité de dimension n, Ag ≡ In [HBŠ01].

Similairement au cas précisément connu, définissons pour la j-ème matrice polynomiale

Aj(s) = A0
j + A1

js + · · · + Insg (3.6)

de dimension n et degré g la j-ème matrice constante Aj ∈ R
n×(g+1)n donnée par

Aj =
[

A0
j A1

j · · · A
g
j

]
; A

g
j = In (3.7)
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Ainsi, étant données N matrices polynomiales de dimension n et degré g, aux coefficients réels repré-

sentées par Aj , j = 1, . . . , N , on définit le polytope A qui contient les matrices

A(s, α) = α1A1(s) + · · · + αNAN (s); αj ≥ 0 ,

N∑

j=1

αj = 1

comme

A ,



A(α) ∈ R

n×gn : A(α) =
N∑

j=1

αjAj ; αj ≥ 0 ,

N∑

j=1

αj = 1



 (3.8)

En dénotant par NAj
∈ R

(g+1)n×gn une base de l’espace nul à droite de la matrice Aj , c’est-à-dire,

AjNAj
= 0, et en reprenant que par hypothèse Ag = In, on a

NAj
=

[
Ig ⊗ In

−A0
j −A1

j · · · −A
g−1
j

]
; j = 1, . . . , N (3.9)

Notons que, en utilisant cette structure pour la matrice NAj
, NA(α) est une base pour l’espace nul

à droite de A(α) qui s’écrit comme

NA(α) =
N∑

j=1

αjNAj
; αj ≥ 0 ,

N∑

j=1

αj = 1 (3.10)

Comme dans [HAPŠ01], on définit la matrice de projection T ∈ R
2gn×(g+1)n

T =

[
Ig ⊗ In 0gn×n

0gn×n Ig ⊗ In

]
(3.11)

Dans ce qui suit, des définitions et des conditions essentielles trouvées dans la littérature et qui

sont utilisées après pour l’obtention du résultat principal sont présentées.

Définition 3.1 La matrice polynomiale A(s) donnée en (3.1) est D-stable si tous ces zéros appar-

tienent à la région D du plan complexe décrite par (3.4)-(3.5).

Une condition pour la vérification de D-stabilité d’un polynôme matriciel précisément connu est

donnée dans le lemme suivant.

Lemme 3.1 La matrice polynomiale A(s) est D-stable si et seulement s’il existe une matrice définie

positive P = P ′ ∈ R
gn×gn telle que

N ′
A
T ′(R⊗ P )T NA < 0 (3.12)

Pour le cas incertain, considérez la définition suivante de D-stabilité robuste.

Définition 3.2 Le polytope de matrices polynomiales A est robustement D-stable si tous les zéros de

A(α) ∈ A appartiennent à la région D décrite par (3.4)-(3.5).

Des conditions nécessaires et suffisantes pour la D-stabilité robuste de A(α) ∈ A sont données dans

le lemme suivant.

Lemme 3.2 Les affirmations suivantes sont équivalentes :

a) Le polytope de matrices polynomiales A est robustement D-stable.
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b) Il existe une matrice définie positive et dépendante de paramètres P (α) = P (α)′ ∈ R
gn×gn telle

que

N ′
A(α)T ′(R⊗ P (α))T NA(α) < 0 (3.13)

c) Il existe une matrice définie positive et dépendante de paramètres P (α) = P (α)′ ∈ R
gn×gn et

une matrice dépendante de paramètres Q(α) ∈ R
2gn×n telles que

M(α) , T ′(R⊗ P (α))T + A(α)′Q(α)′T + T ′Q(α)A(α) < 0 (3.14)

Notons que la D-stabilité de A(α) dans le polytope A peut être vérifiée par l’existence de P (α) =

P (α)′ dans l’équation (3.13) ou (3.14). Dans cette dernière équation, une variable matricielle addition-

nelle, Q(α), est jointe. Cependant, un nombre infini de points α (dans le cas où α est continu dans ce

domaine) aurait besoin d’être vérifié pour assurer la stabilité de tout le polytope A.

Une simplification largement employée dans la littérature consiste à utiliser une même matrice

P = P ′, fixe et indépendante du paramètre, pour assurer la D-stabilité de tout le polytope A. Dans

ce cas on a la D-stabilité quadratique de A.

Lemme 3.3 Le polytope de matrices polynomiales A est quadratiquement D-stable s’il existe une

matrice définie positive indépendante du paramètre, P = P ∈ R
gn×gn, telle que

N ′
Aj
T ′(R⊗ P )T NAj

< 0; j = 1, . . . , N (3.15)

Dans la suite, on donne des conditions suffisantes pour la D-stabilité robuste du polytope A,

exprimées comme un ensemble fini de LMIs décrites aux sommets de A.

3.3 Conditions pour la D-stabilité du polytope A

Dans le théorème suivant sont fournies des conditions suffisantes pour la D-stabilité robuste de A

par rapport à la région générale du plan complexe donnée par la matrice R, à partir d’un nombre fini

de LMIs.

Théorème 3.1 Le polytope de matrices polynomiales A est robustement D-stable s’il existe des ma-

trices définies positives Pj = P ′
j ∈ R

gn×gn et des matrices Qj ∈ R
2gn×n, j = 1, . . . , N , qui résolvent le

problème de faisabilité pour les LMIs suivantes

Mj , T ′(R⊗ Pj)T + A′
jQ

′
jT + T ′QjAj < −(Ig+1 ⊗ In); j = 1, . . . , N (3.16)

Mjk , T ′[R⊗(2Pj+Pk)]T +(A′
jQ

′
j+A′

jQ
′
k+A′

kQ
′
j)T +T ′(QjAj+QkAj+QjAk) <

1

(N − 1)2
(Ig+1⊗In);

j = 1, . . . , N, k 6= j, k = 1, . . . , N (3.17)

Mjk` , 2T ′ [R⊗ (Pj + Pk + P`)] T + (A′
jQ

′
` + A′

`Q
′
j + A′

kQ
′
` + A′

`Q
′
k + A′

jQ
′
k + A′

kQ
′
j)T

+ T ′ (QjA` + Q`Aj + QkA` + Q`Ak + QkAj + QjAk) <
6

(N − 1)2
(Ig+1 ⊗ In);

j = 1, . . . , N − 2, k = j + 1, . . . , N − 1, ` = k + 1, . . . , N (3.18)

où NAj
et T sont données dans (3.9) et (3.11), respectivement. Dans le cas positif, la matrice définie

positive P (α) donnée par

P (α) =
N∑

j=1

αjPj > 0, αj ≥ 0,
N∑

j=1

αj = 1 (3.19)
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et la matrice

Q(α) =
N∑

j=1

αjQj > 0, αj ≥ 0,
N∑

j=1

αj = 1 (3.20)

satisfont les conditions du Lemme 3.2.

D’abord notons que l’imposition de (Ig+1 ⊗ In) dans le côté droit de (3.16)-(3.18) peut être faite

sans perte de généralité, puisque ces équations sont homogènes en Pj et la D-stabilité des sommets

est une condition nécessaire pour la D-stabilité du domaine A.

Observons aussi que pour une matrice polynomiale précisément connue (N = 1), on n’a besoin de

vérifier que la condition (3.16), avec P1 et Q1. La condition (3.18) n’a besoin d’être considérée que

pour N ≥ 3.

Il est possible de retrouver les conditions de D-stabilité quadratique du Lemme 3.3 à partir du

Théorème 3.1, en imposant Qj = Q et Pj = P = P ′, j = 1, . . . , N dans les conditions (3.16)-(3.18).

De plus, la condition de D-stabilité robuste proposée dans [HAPŠ01] peut être reprise à partir des

conditions du Théorème 3.1 (équation (3.16)), tout simplement en faisant Qj = Q, j = 1, . . . , N et en

utilisant la propriété d’homogénéité des LMIs. Dans ce cas, les conditions (3.17)-(3.18) sont toujours

vérifiées.

Les conditions des Théorèmes 1 (cas à temps continu) et 2 (cas à temps discret) de [dOP02]

peuvent être reprises à partir du Théorème 3.1. Pour cela, il sufit de considérer les régions RC (demi-

plan complexe gauche de R
2) et RD (disque unitaire à la origine du plan complexe) définies en (2.5).

Pour retrouver les conditions du Théorème 1 de [dOP02] il sufit d’imposer RC dans les équations du

Théorème 3.1, choisir Qj = Q, j = 1, . . . , N dans (3.16)-(3.17), multiplier (3.16) par N ′
Aj

à gauche et

par son conjugué transposé à droite, et multiplier (3.17) par N ′
2Aj+Ak

à gauche et par son conjugué

transposé à droite. De cette façon, l’inégalité (3.18) est toujours vérifiée.

Similairement, la condition de stabilité pour les systèmes à temps discret et matrices polynomiales

incertaines proposée dans le Théorème 2 de [dOP02] peut être retrouvée à partir des conditions du

Théorème 3.1. Pour cela, il suffi de poser Qj = Q, j = 1, . . . , N dans (3.16)-(3.18) et de multiplier ces

équations à droite et à gauche par des combinaisons adéquates de N ′
Aj

et NAj
, respectivement.

Donc, le Théorème 3.1 contient les résultats de [HAPŠ01] (qui utilisent une matrice dépendante

de paramètres Q(α) au lieu d’utiliser une matrice fixe, Q) et de [dOP02] (quand on considère Q(α) et

généralise la région du plan complexe qui va être testée).

Dans ce chapitre sont étudiés des régions de D-stabilité largement employées dans le cadre de

systèmes à temps continu et à temps discret : le demi-plan et le disque unitaire centré sur l’origine

du plan complexe. D’autres régions de premier ordre sont aussi de grand intérêt et peuvent, bien

sûr, être investiguées. Par exemple, la D-stabilité robuste de polytope de matrices polynomiales par

rapport à l’intérieur du disque de rayon r centré sur (−σ, 0) — c’est-à-dire, qu’il est déplacé en σ − r

à gauche de l’ axe imaginaire — illustré dans la Figure 3.1. Cette portion du plan complexe — utilisée

dans [HB92], [LMP04], [LMPJ02], [LP02], [LP05] — pourrait être considérée avec les conditions du

Théorème 3.1, en remplaçant R par

R̃D =

[
2σ2 − r2 −σ

−σ 1

]

Notons que, si les pôles d’un système à temps continu sont confinés dans la région présentée dans

la Figure 3.1, on garantit que toute la dynamique du système peut être limitée par des exponentielles

avec coefficients dans l’intervalle −σ± r et des fréquences (partie imaginaire des pôles) plus petites ou

égales à r. En particulier, pour les systèmes du second ordre, cette région du plan complexe garantit un
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r
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σ − r
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Fig. 3.1 – Région du plan complexe décrite par R̃D.

facteur d’amortissement (dans le pire cas) donné par le cos(·) d’angle déterminé par la droite tangente

au disque et qui passe par l’origine, et de fréquence naturelle amortie limitée par le rayon du disque.

Comme observé dans le Chapitre 2 relativement aux conditions LMI du Théorème 2.1, le Théo-

rème 3.1 a été obtenu en utilisant une expression en αj de degré trois. Un résultat similaire, cependant

plus conservatif, peut être obtenu en utilisant une expression en αj de degré deux, comme cela est

présenté dans le Théorème suivant.

Théorème 3.2 Le polytope de matrices polynomiales A est robustement D-stable s’il existe des ma-

trices positives définies Pj ∈ R
gn×gn et des matrices Qj ∈ R

2gn×n, j = 1, . . . , N , solutions de (3.16)

et

M̃jk , T ′[R⊗ (Pj + Pk)]T + (A′
jQ

′
k + A′

kQ
′
j)T + T ′(QkAj + QjAk) <

2

N − 1
(Ig+1 ⊗ In);

j = 1, . . . , N − 1, k = j + 1, . . . , N (3.21)

où NAj
et T sont données respectivement en (3.9) et (3.11). P (α) et Q(α), sont alors données res-

pectivement par (3.19) et (3.20), et satisfont les conditions du Lemme 3.2.

Les conditions du Théorème 3.2 contiennent les conditions LMI du Lemme 3.3, les conditions

proposées dans [HAPŠ01] et le Théorème 1 de [dOP02]. Cependant, le Théorème 2 proposé dans

[dOP02] (cas à temps discret) n’est pas contenu dans le Théorème 3.2 à cause de la différence de

degré en αj . Toutefois, les conditions du Théorème 3.2 ne sont que suffisantes par rapport à celles du

Théorème 3.1.

3.3.1 Polynômes matriciels de premier ordre

Un cas d’intérêt particulier pour l’analyse de D-stabilité robuste est quand le degré du polynôme

matriciel est g = 1. Dans ce cas, l’étude de D-stabilité robuste du polynôme matriciel est équivalente

à l’étude de la D-stabilité de systèmes dynamique linéaires du type δ[x(t)] = A(α)x(t). Considérez le

polynôme matriciel de premier ordre donné par

A(s, α) = −A(α) + sIn (3.22)

Dans ce cas, les conditions proposées dans ce chapitre permetent de retrouver celles proposées dans le

Chapitre 2, pour les régions de premier ordre (d = 1).
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De cette façon, pour le polynôme matriciel à degré g = 1 donné par (3.22) avec A(α) ∈ A, voir (2.2),

les régions de stabilité concernant le cas à temps continu et à temps discret décrites par les matrices

RC et RD, données dans (2.5), peuvent être retrouvées. En utilisant la formulation employée dans le

Théorème 3.1 avec g = 1 et en supposant

T =

[
In 0n

0n In

]
; Aj =

[
−Aj In

]
; Qj =

[
−Fj

−Gj

]
; j = 1, . . . , N

on obtient que les conditions (3.16)-(3.18) peuvent être reécrites comme dans (2.15)-(2.17) pour R =

RC et comme dans (2.18)-(2.20) pour R = RD, en changeant, dans les deux cas, les matrices du coté

droit des inégalités par In, sans affecter le résultat final grâce à de la propriété d’homogénéité.

3.3.2 Complexité numérique

En termes de complexité, des méthodes de résolution basées sur des points intérieurs ont besoin

d’un nombre d’opérations en point flottant de l’ordre de K3L, où K est le nombre de variables scalaires

du problème d’optimisation et L est le nombre de lignes des LMIs [BEFB94], [GNLC95].

Le Tableau 3.1 montre les valeurs de K et L pour les Théorèmes 3.1 (TE1) et 3.2 (TE2), Lemme 3.3

(DQ), Théorème 1 proposé en [HAPŠ01] (T1HAPS) et pour les Théorèmes 1 (T1dOOP) et 2 (T2dOOP)

proposés en [dOP02]. Dans ce tableau, n est le nombre d’états du polynôme matriciel, N est le nombre

de sommets du polytope A et g le degré du polynôme. Comme cela est pertinent, les expressions pour

K et L sont spécialisées pour le demi-plan gauche où pour le disque unitaire centré sur l’origine

(respectivement pour les cas à temps continu et à temps discret) sont aussi montrée.

Bien que le nombre de variables scalaires englobé dans T1dOOP soit plus petit que dans T1HAPS, le

nombre de LMIs augmente avec N 2 et ce facteur devient dominant pour N grand, (N > 20). Notons

que, dans le cas à temps discret, la complexité est augmentée par rapport au résultat de T1dOOP,

puisque, bien que le nombre de variables scalaires soit le même, le nombre de LMIs a augmenté.

Finalement, dans le cas de matrices polynomiales de la forme Aj(s) = −(Aj − sIn), les conditions

du Théorème 3.1 se réduisent au résultat de la stabilité robuste de systèmes à temps discret, trouvé

dans [RP01a], en suivant un développement identique à celui pris pour le cas à temps continu (voir

les commentaires après le Théorème 3.1).

L’utilisation de matrices P (α) dépendantes de paramètres données par (3.19) a permis l’obtention

de conditions suffisantes pour la stabilité robuste du polytope de matrices polynomiales A. Le nombre

de LMIs du Théorème 3.1 est le même que pour T2dOOP, mais pour le premier le nombre de variables

scalaires est plus grand que pour le dernier.

Des tests ont été réalisés avec un ordinateur muni d’un processeur Pentium IV 2.6 GHz avec

512 Mbytes de mémoire RAM en utilisant le logiciel Matlab et sa bôıte à outil LMI Control Tool-

box [GNLC95]. Le temps moyen en processeur utilisé par les conditions du Théorème 3.1 reste, typi-

quement, entre 1s (pour les cas à n = 2, N = 2 et g = 2) et 3000s (pour les cas à n = 4, N = 5 et

g = 4) pour les systèmes à temps discret aussi bien que pour les systèmes à temps continu.

Remarque 3.1 Les conditions formulées dans ce chapitre supposent que le polytope A est défini

par des matrices réelles. Cependant, si les matrices en A sont complexes, c’est-à-dire Aj ∈ C
n×(g+1)n,

alors les conditions proposées ici peuvent être utilisées à condition que la recherche de matrices P (α)

et Q(α) soit aussi faite dans le domaine des nombres complexes. Dans ce cas, on a Pj = P ∗
j ∈ C

gn×gn,

j = 1, . . . , N , matrices hermitiennes définies positives, Qj ∈ C
2gn×n, j = 1, . . . , N et la région R

appartient au plan complexe.
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Critére K (n. de variables) L (n. de lignes)

T
E

1 RégionD Nng

2
((4 + g)n + 1)

Nn

6

(
N2 + 3N + 2 + g(N 2 + 3N + 8)

)

RC ou RD
Nn

2
(5n + 1)

Nn

3

(
N2 + 3N + 5

)
T

E
2 Région D Nng

2
((4 + g)n + 1)

Nn

2
(g(N + 3) + N + 1)

RC ou RD
Nn

2
(5n + 1) Nn (N + 2)

D
Q

Région D gn

2
(gn + 1) gn (N + 1)

RC ou RD
n

2
(n + 1) n (N + 1)

T
1
H

A
P

S Région D n

2

(
1 + (1 + 4d2)n

)
(2dN + 1) n

RC ou RD
n

2
(5n + 1)) (2N + 1) n

T
2
d
O

O
P

RD
Nn

2
(n + 1)

Nn

6

(
N2 + 3N + 8

)

T
1
d
O

O
P

RC
Nn

2
(n + 1)

Nn

2
(N + 3)

Tab. 3.1 – Le nombre de variables scalaires (K) et le nombre de lignes LMI (L) en fonction du nombre
d’états (n), sommets (N) et degré du polynôme matriciel (g), pour les conditions proposées dans
les Théorèmes 3.1 (TE1) et 3.2 (TE2), dans le Lemme 3.3 (DQ), dans le Théorème 1 de [HAPŠ01]
(T1HAPS) et dans les Théorèmes 1 (T1dOOP) (demi-plan gauche du plan complexe) et 2 (T2dOOP)
(disque unitaire centré sur l’origine du plan complexe) proposés dans [dOP02].

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, des conditions suffisantes pour l’analyse de D-stabilité de polytope de matrices

polynomiales moins conservatives que celles existantes dans la littérature sont étudiées. Ces conditions,

de dimension finie en α, sont suffisantes pour la vérification d’une condition plus générale mais de

dimension infinie en α. La D-stabilité robuste du polytope est vérifiée par un test de faisabilité de

LMIs qui ne sont décrites qu’aux sommets du polytope. Ce type de test peut être fait avec des

méthodes numériques à complexité polynomiale. Le cas de D-stabilité robuste présenté au Chapitre 2

a été repris à partir des conditions du Théorème 3.1 comme un cas particulier, c’est-à-dire pour le cas

des polynômes matriciels incertains de premier ordre.



Deuxième partie

Des systèmes à retard sur les états
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La stabilité robuste des systèmes à temps continu ou discret et à retard dans les
états est l’objet d’étude de cette seconde partie du travail. Dans les deux cas sont
utilisées des fonctions de Lyapunov-Krasovskii dépendantes de paramètres, ce qui
mène à des résultats moins conservatifs par rapport à ceux trouvés normalement
dans la littérature (généralement basés sur la stabilité quadratique, c’est-à-dire,
des matrices de Lyapunov-Krasovskii indépendantes du paramètre de l’incerti-
tude). Dans le Chapitre 4 on étudie les systèmes linéaires incertains neutres, pour
lesquels des conditions LMI pour l’analyse de stabilité robuste sont données. On
admet des incertitudes dans toutes les matrices du système neutre et, de plus,
on admet que les retards, variables dans le temps, sont différents dans l’état et
dans sa dérivée temporelle. Les conditions obtenues sont du type “indépendant du
retard”. La stabilité robuste des systèmes incertains à temps discret et à retard
dans les états est étudiée dans le Chapitre 5. Grâce aux propriétés de la formu-
lation obtenue, déjà connues et exploitées dans la littérature dans le contexte des
systèmes discrets sans retard, de nouvelles conditions pour la stabilisation robuste
sont aussi présentées. Des extensions pour le problème du coût garanti H∞ aussi
bien que pour la synthèse des contrôleurs à la performance garantie H∞ sont pré-
sentées sous la forme des problèmes convexes. Les conditions étudiées sont, comme
au Chapitre 4, du type “indépendant du retard”.
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Chapitre 4

Stabilité robuste de systèmes neutres
avec retards variants dans le temps

On donne des conditions suffisantes sous la forme de LMIs pour l’analyse de stabi-
lité de systèmes incertains du type neutre, où le vecteur d’état possède des retards
variants dans le temps. Toutes les matrices du système sont supposées invariantes
dans le temps, incertaines, néanmoins appartenant à un polytope dont les som-
mets sont connus. La stabilité robuste du système incertain neutre est assurée en
utilisant une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii dépendant de paramètres. On
montre comment des conditions pour la stabilité robuste de systèmes incertains à
temps continu avec et sans retard dans les états peuvent être retrouvées à partir
des conditions proposées dans ce chapitre.

4.1 Introduction

Le principal but de ce chapitre est d’obtenir des conditions convexes de type LMI pour l’étude

de la stabilité robuste de systèmes incertains du type neutre, c’est-à-dire pour la classe des systèmes

dont la dynamique dépend de la dérivée des états passés. Cette classe de systèmes est décrite par des

équations différentielles hyperboliques [Hal77] dont la formalisation contient les équations différentielles

ordinaires normalement utilisées dans le contexte de la théorie du contrôle. Des lignes de transmission

[BGR99], des modèles de circuits équivalents aux éléments partiels (PEEC, de l’anglais Partial Element

Equivalent Circuit) [CRZ00], [YH04], utilisés dans la modélisation de systèmes électroniques complexes,

des circuits opérant en haute fréquence, des problèmes de propagation de flux électromagnétiques

tridimensionneles en circuits, et des processus dynamiques tels que des tubulaires à vapeur ou à

fluide, sont autant d’exemples de systèmes physiques qui peuvent être modélisés par des équations

différentielles hyperboliques avec des conditions initiales adéquates et dérivées comme des conditions

de contour. Dans [Hal77], [Nic01], [CRZ00], et [BGR99] on peut trouver des détails sur ces systèmes

neutres.

Parmi plusieurs travaux traitant de cette classe de systèmes, on peut citer [Nic01], où sont formulées

autant des conditions dépendantes du retard que des conditions indépendantes du retard pour des

systèmes connus et invariants dans le temps. Dans [BRT03], on donne aussi des conditions dépendantes

du retard pour ce même type de système (connu et invariant dans le temps). Dans [Ver99], à travers

de conditions indépendantes du retard, formulées en termes d’équations algébriques de Ricatti, on

s’occupe de systèmes variant dans le temps avec et sans retard. Dans [XLYV03], on considère des

incertitudes du type bornée en norme pour les systèmes invariants dans le temps et à retard fixe.

Dans [Bli02], sont proposées des conditions suffisantes indépendantes du retard, qui tendent à être
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nécessaires à mesure que la complexité des inégalités matricielles augmente. Dans le système neutre

ẋ(t) − Eẋ(t − τ) = A(α)x(t) + Ah(α)x(t − h)

étudié dans [Bli02], on suppose que la matrice E est précisément connue, les retards τ et h sont

invariants dans le temps et des matrices dynamiques A(α) et Ah(α) appartiennent à un polytope

aux sommets connus. Dans [Fri01] une approche qui utilise la théorie de systèmes descripteurs est

considérée. Dans ce travail, aucun type d’incertitudes dans le système, qui est considéré invariant

dans le temps, n’est admis. D’autres résultats importants incluent [Par03], [CH04], [Che03], [PKW04],

[Che04], [Fu04], [PW00], [Par01], [Han02], [Han04], [IND+03]. Néanmoins, la majeure partie de ces

travaux ne considère que des retards invariants dans le temps, et généralement suppose que le même

retard affecte l’état et sa dérivée, c’est-à-dire, h = τ . De plus, généralement, la stabilité quadratique

est la base des résultats. Ces hypothèses restrictives sont éliminées dans les résultats présentés dans

ce chapitre. Dans le contexte des systèmes à retard (E = 0), il est important de citer [ZKT01] où est

démontrée, par l’utilisation du lemme du petit gain avec matrices d’échelonnement constantes, l’équi-

valence de plusieurs conditions formulées par des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii et l’analyse

de stabilité robuste d’un système de comparaison sans retard. Néanmoins, il n’y a pas d’incertitudes

dans le système original et le retard est supposé constant. Dans [KR03], la stabilité de systèmes li-

néaires avec matrices connues et retards variants dans le temps est abordée. Une formulation basée

sur les contraintes intégrales quadratiques (IQCs, de l’anglais integral quadratic constraints) est aussi

presentée. Remarquons encore que, comme cela est montré dans [KR03], dans le contexte de systèmes

à retard (E = 0), quand le retard est variant dans le temps, l’obtention de conditions pour l’analyse

de stabilité devient plus élaborée.

On utilise fréquemment l’approche de la stabilité quadratique [Bar85] pour traiter la présence

d’incertitudes, alors que cette approche peut présenter un haut degré de conservatisme. En particulier,

la première partie de ce travail (chapitres 2 et 3), illustre bien comment des conditions basées sur

la stabilité quadratique peuvent être conservatives. Ainsi, des conditions moins conservatives peuvent

être obtenues par l’utilisation de fonctions de Lyapunov dépendantes de paramètres dans le contexte

de la stabilité robuste de systèmes linéaires incertains [dOBG99], [LP03a], [PABB00], [RP01a], [RP02].

Dans ce chapitre, on utilise des fonctionnelles dépendantes de paramètres pour l’étude de l’analyse

de stabilité robuste de systèmes neutres incertains à retards variants dans le temps. Contrairement à

la plus grande partie des travaux sur ce sujet, on considère des valeurs distinctes de retard, dans les

états et dans leurs dérivées. De plus, on n’utilise aucune transformation de modèle, qui normalement

introduit de nouvelles dynamiques, comme cela est examiné dans [GN01]. Par ailleurs, toutes les

matrices du système peuvent être affectées par des incertitudes du type polytopique aux sommets

connus. On propose des conditions suffisantes de type LMIs pour l’existence d’une fonctionnelle de

Lyapunov-Krasovskii dépendante de paramètres, en assurant la stabilité robuste du système neutre

incertain, de manière indépendante des valeurs des retards variant dans le temps. Bien que présentées

pour le cas des retards simples, les conditions peuvent être facilement généralisées pour le cas des

retards multiples.

4.2 Préliminaires

Considérons la classe suivante de systèmes incertains neutres

∂

∂t
∆(xτ ) = A(α)x(t) + Ah(α)x(t − h(t)) (4.1)
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∆(xτ ) , x(t) − E(α)x(t − τ(t)) (4.2)

où x(t) ∈ R
n est le vecteur d’état et h(t) ∈ R+ et τ(t) ∈ R+ sont des retards variant dans le temps.

Les matrices invariantes dans le temps E(α), A(α) et Ah(α) ne sont pas précisément connues, mais

appartiennent à un domaine polytopique P aux sommets connus Ej , Aj , Ahj — où (E, A, Ah)j —

donné par

P =



(E, A, Ah)(α) ∈ R

n×3n : (E, A, Ah)(α) =
N∑

j=1

αj(E, A, Ah)j ;
N∑

j=1

αj = 1 ; αj ≥ 0



 (4.3)

Donc, n’importe quel triple (E, A, Ah)(α) dans P peut être écrit comme une combinaison convexe des

sommets (E, A, Ah)j du polytope des incertitudes, en termes de α, αj ≥ 0,
∑N

j=1 αj = 1.

Les conditions initiales qui assure l’existence et l’unicité des solutions pour (4.1)-(4.2) joignent

x(t0 + ξ) = φ(ξ), ∀ξ ∈ [−ς, 0], (t0, φ) ∈ R
+ × Cv

ς (4.4)

ς , max{h(t), τ(t))}, h(t) ≥ 0, τ(t) ≥ 0, ∀t, (4.5)

et la stabilité Schur-Cohn de l’opérateur ∆(·) définit dans (4.2). Dans le cas ou τ(t) est invariant dans

le temps, c’est-a-dire, τ(t) = τ , donc ∆(·) est Schur-Cohn stable si

ρ(E(α)) < 1, ∀ α admissible. (4.6)

Toutefois, il est important de noter que les conditions qui assurent la stabilité Schur-Cohn de

l’opérateur ∆(·), lorsque le retard varie (c’est-à dire τ(t) dépend effectivement du temps), ne sont

pas précisément établies dans la littérature. Une discussion intéressante concernant les équations dif-

férentielles avec des retards variants dans le temps et leurs conditions initiales peut être consultée

dans [El’66]. Dans ce chapitre, afin de donner des conditions permettant d’étudier la stabilité du

système (4.1)–(4.3), nous allons faire l’hypothèse suivante :

Hypothèse 4.1 L’opérateur (4.2) est supposé Schur-Cohn stable pour toute incertitude admissible1.

Dans le cas où τ(t) = τ , l’hypothèse 4.1 correspond à la condition (4.6). Dans la suite, il sera

montré comment ce cas-là peut être obtenu à partir de nos conditions.

Dans ce travail, on adopte les définitions suivantes :

Définition 4.1 On appelle système linéaire incertain neutre tout système qui peut être modélisé par

(4.1), avec E(α) 6= 0 pour tout α admissible.

Définition 4.2 On appelle système linéaire incertain à retard tout système qui peut être modélisé par

(4.1), avec E = 0 pour tout α admissible et Ah 6= 0 pour certains α.

Dans ce chapitre, on aborde le problème suivant :

Problème 4.1 Déterminer, si possible, des conditions qui assurent la stabilité robuste pour le système

linéaire incertain neutre (4.1)-(4.3) de manière indépendante des valeurs des retards variants dans le

temps h(t) et τ(t).

1Nous faisons cette hypothèse sachant qu’à l’heure actuelle il n’existe pas de méthode constructive permettant de la
valider.
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4.3 Stabilité robuste indépendante du retard

D’abord, on présente une LMI de dimension infinie en α comme solution du Problème 4.1. A partir

de cette condition, on en propose une autre, suffisante pour que la première soit vérifiée, et cette fois

définie en un nombre fini de LMIs. Pour cela, on choisit certaines variables matricielles indépendantes

du paramètre α.

On utilise le lemme suivant, basé de la théorie de stabilité de Lyapunov, pour l’obtention des

résultats de ce chapitre.

Lemme 4.1 Le système linéaire incertain neutre (4.1)-(4.3) est robustement stable indépendamment

des valeurs des retards variants dans le temps h(t) et τ(t) s’il existe des matrices symétriques définies

positives P (α) ∈ R
n×n, S1(α) ∈ R

n×n et S2(α) ∈ R
n×n telles que

V (α, x(t), h(t), τ(t)) = V1(α,∆(xτ )) + V2(α, x(t), h(t)) + V3(α, x(t), τ(t)) > 0 (4.7)

avec

V1(α,∆(xτ )) , ∆(xτ )
′P (α)∆(xτ ) (4.8)

V2(α, x(t), h(t)) ,

∫ t

t−h(t)
x(σ)′S1(α)x(σ)dσ (4.9)

V3(α, x(t), τ(t)) ,

∫ t

t−τ(t)
x(ε)′S2(α)x(ε)dε (4.10)

pour tout χ(t) 6= 0,

χ(t) =




x(t)
x(t − h(t))
x(t − τ(t))


 (4.11)

et
∂

∂t
V (α, x(t), h(t), τ(t)) < 0 (4.12)

Une observation important à propos du Lemme 4.1 est que ce lemme ne propose pas de méthode

pour l’obtention des matrices P (α), S1(α) et S2(α). Remarquons encore que l’équation (4.12) est

donnée par

∂

∂t
V (α, x(t), h(t), τ(t)) = ∆̇(xτ )

′P (α)∆(xτ ) + ∆(xτ )
′P (α)∆̇(xτ )

− (1 − ḣ(t))x(t − h(t))′S1(α)x(t − h(t)) − (1 − τ̇(t))x(t − τ(t))′S2(α)x(t − τ(t))

+ x(t)′(S1(α) + S2(α))x(t) < 0

où on n’impose aucun majorant sur les taux de variation des retards. Dorénavant, les limites suivantes

sont assumées pour les taux de variation des retards, pour obtenir des conditions suffisantes pour la

vérification du Lemme 4.1 et, donc, une solution pour le Problème 4.1. Ainsi, supposons que

|ḣ(t)| ≤ h̄ < 1 (4.13)

|τ̇(t)| ≤ τ̄ < 1 (4.14)

et définissons les scalaires

βh̄ , (1 − h̄) ; βτ̄ , (1 − τ̄) (4.15)

Avec ces définitions il est possible d’établir les principaux résultats de ce chapitre. La condition suivante

est convexe dans les variables d’optimisation et de dimension infinie en α.
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Théorème 4.1 Les conditions équivalentes suivantes assurent la stabilité robuste indépendamment

des retards variants dans le temps du système linéaire incertain neutre (4.1)-(4.3), soumis à (4.13)-

(4.14), et sont suffisantes pour la vérification du Lemme 4.1, en assurant donc une solution pour le

Problème 4.1 :

i) Il existe des matrices symétriques définies positives P (α) ∈ R
n×n, S1(α) ∈ R

n×n et S2(α) ∈ R
n×n

telles que

Θ(α) ,




A(α)′P (α) + P (α)A(α) + S1(α) + S2(α) P (α)Ah(α) −A(α)′P (α)E(α)
? −βh̄S1(α) −Ah(α)′P (α)E(α)
? ? −βτ̄S2(α)


 < 0 (4.16)

ii) Il existe des matrices symétriques définies positives P (α) ∈ R
n×n, S1(α) ∈ R

n×n, S2(α) ∈ R
n×n et

des matrices F1(α), F2(α), G1(α), G2(α), H1(α), H2(α), M1(α), M2(α), N1(α) et N2(α) appartenant

à R
n×n telles que

Ξ(α) ,




F1(α) + F1(α)′ P (α) + F2(α) + G1(α)′ H1(α)′ − (F1(α)A(α) + F2(α))
? G2(α) + G2(α)′ H2(α)′ − (G1(α)A(α) + G2(α))

? ?
S1(α) + S2(α) − (H1(α)A(α)

+A(α)′H1(α)′ + H2(α) + H2(α)′)
? ? ?

? ? ?

M1(α)′ − F1(α)Ah(α) N1(α)′ + F2(α)E(α)
M2(α)′ − G1(α)Ah(α) N2(α)′ + G2(α)E(α)

−(H1(α)Ah(α)
+A(α)′M1(α)′ + M2(α)′)

H2(α)E(α) − (A(α)′N1(α)′ + N2(α)′)

−βh̄S1(α) + M1(α)Ah(α)
+Ah(α)′M1(α)′

M2(α)E(α) − Ah(α)′N1(α)′

? −βτ̄S2(α) + N2(α)E(α) + E(α)′N2(α)′




< 0 (4.17)

Les conditions présentées dans le Théorème 4.1 ne dépendent pas des valeurs de h(t) et τ(t), mais

seulement de leurs taux de variation maximal, respectivement τ̄ et h̄. Par ailleurs, le Théorème 4.1

pourrait être utilisé pour vérifier la stabilité robuste d’un système neutre appartenant à n’importe quel

domaine d’incertitudes paramétré dans α, en ayant besoin de tester toutes les valeurs possibles de α

du domaine correspondant. Un test numériquement efficace, défini par un nombre fini de LMIs, qui

assure les conditions du Lemme 4.1, peut être obtenu en imposant la structure suivante aux matrices

symétriques P (α), S1(α) et S2(α)

P (α) =
N∑

j=1

αjPj ; S1(α) =
N∑

j=1

αjS1j ; S2(α) =
N∑

j=1

αjS2j ;
N∑

j=1

αj = 1, αj ≥ 0 (4.18)

et en choisissant les matrices additionnelles d’une manière indépendante du paramètre α, c’est-à-dire

F1(α) = F1, F2(α) = F2, G1(α) = G1, G2(α) = G2, H1(α) = H1, H2(α) = H2, M1(α) = M1,

M2(α) = M2, N1(α) = N1 et N2(α) = N2.

Théorème 4.2 S’il existe des matrices symétriques définies positives Pj ∈ R
n×n, S1j ∈ R

n×n, S2j ∈
R

n×n, j = 1, . . . , N et des matrices F1, F2, G1, G2, H1, H2, M1, M2, N1 et N2 appartenant à R
n×n
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telles que

Ξj ,



F1 + F ′
1 Pj + F2 + G′

1 H ′
1 − (F1Aj + F2) M ′

1 − F1Ahj N ′
1 + F2Ej

? G2 + G′
2 H ′

2 − (G1Aj + G2) M ′
2 − G1Ahj N ′

2 + G2Ej

? ?
S1j + S2j − (H1Aj

+A′
jH

′
1 + H2 + H ′

2)
−(H1Ahj

+A′
jM

′
1 + M ′

2)
H2Ej

−(A′
jN

′
1 + N ′

2)

? ? ?
−βh̄S1j + M1Ahj

+A′
hjM

′
1

M2Ej − A′
hjN

′
1

? ? ? ?
−βτ̄S2j

+N2Ej + E′
jN

′
2




< 0;

j = 1, . . . , N (4.19)

alors les conditions du Lemme 4.1 sont vérifiées avec P (α), S1(α) et S2(α) données par (4.18), et

assurant donc une solution pour le Problème 4.1.

L’obtention d’une condition basée sur la stabilité quadratique et les variables supplémentaires à

partir du Théorème 4.2 est immédiate. Ce résultat est présenté dans le corollaire qui suit.

Corollaire 4.1 S’il existe des matrices symétriques définies positives P ∈ R
n×n, S1 ∈ R

n×n, S2 ∈
R

n×n, et des matrices F1, F2, G1, G2, H1, H2, M1, M2, N1 et N2 appartenant à R
n×n telles que




F1 + F ′
1 P + F2 + G′

1 H ′
1 − (F1Aj + F2) M ′

1 − F1Ahj N ′
1 + F2Ej

? G2 + G′
2 H ′

2 − (G1Aj + G2) M ′
2 − G1Ahj N ′

2 + G2Ej

? ?
S1 + S2 − (H1Aj

+A′
jH

′
1 + H2 + H ′

2)
−(H1Ahj

+A′
jM

′
1 + M ′

2)
H2Ej

−(A′
jN

′
1 + N ′

2)

? ? ?
−βh̄S1 + M1Ahj

+A′
hjM

′
1

M2Ej − A′
hjN

′
1

? ? ? ?
−βτ̄S2

+N2Ej + E′
jN

′
2




< 0;

j = 1, . . . , N (4.20)

alros les conditions du Lemme 4.1 sont vérifiées avec P (α) = P , S1(α) = S1 et S2(α) = S2, en

assurant une solution pour le Problème 4.1. Dans ce cas, le système incertain (4.1)-(4.3) est dit

“quadratiquement stable”.

Remarquons que la condition i) du Théorème 4.1 ne peut pas être transformée directement en

une condition de dimension finie en α, comme cela peut être fait avec la condition ii) de ce théorème.

L’obstacle principal, dans ce cas, est l’occurrence du produit triple dans les blocs (1, 3) et (2, 3)

(et leurs symétriques) de (4.16). En raison de cela, plusieurs conditions convexes trouvées dans la

littérature exigent que la matrice E(α) soit précisément connue, c’est-à-dire, E(α) = E, ∀ α (voir, par

exemple, [Bli02]). Dans le cas où E(α) = E, on peut obtenir une condition de stabilité quadratique

pour le système neutre avec des matrices A(α) et Ah(α) incertaines et des retards h(t) et τ(t) variants

dans le temps et soumis à (4.13)-(4.14), comme cela est présenté dans le corollaire suivant.

Corollaire 4.2 S’il existe des matrices symétriques définies positives P ∈ R
n×n, S1 ∈ R

n×n et

S2 ∈ R
n×n telles que




A′
jP + PAj + S1 + S2 PAhj −A′

jPE

? −βh̄S1 −AhjPE

? ? −βτ̄S2


 < 0; j = 1, . . . , N (4.21)
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alors les conditions du Lemme 4.1 sont vérifiées avec P (α) = P , S1(α) = S1 et S2(α) = S2, en

assurant que le système (4.1)-(4.3), avec Ej = E, j = 1, . . . , N et des retards soumis à (4.13) et

(4.14), est quadratiquement stable.

Le produit de matrices qui sont fonctions du paramètre α peut être traité en utilisant la technique

présentée dans les Chapitres 2 et 3. Voir [PTGL03] pour l’application de cette technique dans le

contexte de systèmes incertains à temps continu et à retards dans les états (E = 0) et avec βh̄ = 1

(retard invariant dans le temps) dans (4.16).

4.4 Cas particuliers

Quelques cas dégénérés de l’équation différentielle hyperbolique donnée en (4.1) sont d’intérêt

théorique et pratique. Ces cas peuvent être résumés par les situations suivantes :

1. Matrice Ah(α) = 0, ∀ α, impliquant que le système (4.1) est décrit par

∂

∂t
∆(xτ ) = A(α)x(t) (4.22)

2. Matrice E(α) = 0, ∀ α, ce qui fait que le système (4.1) n’est plus du type neutre et correspond

à un système incertain à retard dans les états donné par

ẋ(t) = A(α)x(t) + Ah(α)x(t − h(t)) (4.23)

Dans ce cas, l’opérateur ∆(·) dans (4.2) est simplement ∆(xτ ) = x(t), puisque, sans perte de

généralité, on suppose τ(t) = 0, ∀ t.

3. Les matrices E(α) et Ah(α) sont toutes les deux des matrices nulles, ∀ α, correspondant au cas

classique d’un système linéaire incertain dans le temps et sans retards donné par

ẋ(t) = A(α)x(t) (4.24)

Dans ces trois situations, des conditions de plus petite complexité, par rapport à celles présentées

dans ce chapitre, peuvent être obtenues à partir des conditions présentées dans les théorèmes 4.1

et 4.2 pour l’analyse de stabilité robuste de (4.22)-(4.24). Ce fait découle de simplifications dans la

fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii communément employée dans chacune de ces situations. Il faut

rappeler qu’en (4.22)-(4.24) les matrices dynamiques appartiennent au polytope P donné en (4.3).

Remarquons que pour le cas où Ah(α) = 0, la fonctionnelle (4.7)-(4.10) peut être simplifiée en

imposant S1(α) = 0 :

V (α, x(t), h(t), τ(t)) = V (α, x(t), τ(t)) = V1(α,∆(xτ )) + V3(α, x(t), τ(t)) > 0 (4.25)

et, dans le cas où seulement E(α) = 0, on prend S2(α) = 0 en considérant la fonctionnelle (4.7) de la

forme

V (α, x(t), h(t), τ(t)) = V1(α,∆(xτ )) + V2(α, x(t), h(t)) > 0 (4.26)

soit encore

V (α, x(t), h(t), τ(t)) = V (α, x(t), h(t)) = x(t)′P (α)x(t) + V2(x(t), h(t)) > 0 (4.27)
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Dans la troisième situation, où Ah(α) = 0 et E(α) = 0, ∀ α, la fonctionnelle examinée reste réduite

à la fonctionnelle standard de Lyapunov, et est donné par

V (α, x(t), h(t), τ(t)) = V (α, x(t)) = x(t)′P (α)x(t) > 0 (4.28)

Dans ce qui suit, on présente les conditions qui peuvent être obtenues comme des cas particuliers des

théorèmes 4.1 et 4.2. Dans ce travail, on se focalise sur l’obtention de conditions convexes de dimension

finie en α et pour cela les corollaires présentés ensuite sont déterminés à partir des conditions du

Théorème 4.2. On peut faire, bien sûr, un développement analogue à partir du Théorème 4.1, en

obtenant dans ce cas, des conditions de dimension infinie en α. Il est important de souligner que, bien

que ces conditions puissent être obtenues à partir des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii (4.25)-

(4.28), en suivant les démarches semblables à celles présentées dans les preuves des théorèmes 4.1

et 4.2, on a choisi l’obtention de ces conditions via l’application de transformations de congruence

données dans (4.19).

4.4.1 Stabilité robuste du système incertain neutre

La situation étudiée ici est le système neutre (4.1) avec Ah(α) = 0, ∀ α. La condition de stabilité

robuste indépendante du retard pour ce cas peut être obtenue à partir de (4.19), en posant S1j = 0,

j = 1, . . . , N , et en appliquant la transformation de congruence

TAh
ΞjT

′
Ah

; j = 1, . . . , N (4.29)

avec Ξj donnée dans (4.19) et

TAh
=




In 0 0 0 0
0 In 0 0 0
0 0 In 0 0
0 0 0 0 In




Ceci nous donne le corollaire suivant.

Corollaire 4.3 S’il existe des matrices symétriques définies positives Pj ∈ R
n×n, S2j ∈ R

n×n, j =

1, . . . , N et des matrices F1, F2, G1, G2, H1, H2, N1 et N2 appartenant à R
n×n telles que

ΞAhj ,



F1 + F ′
1 Pj + F2 + G′

1 H ′
1 − (F1Aj + F2) N ′

1 + F2Ej

? G2 + G′
2 H ′

2 − (G1Aj + G2) N ′
2 + G2Ej

? ? S2j − (H1Aj + A′
jH

′
1 + H2 + H ′

2) H2Ej − (A′
jN

′
1 + N ′

2)

? ? ? −βτ̄S2j + N2Ej + E′
jN

′
2


 < 0;

j = 1, . . . , N (4.30)

alors P (α) et S2(α) données en (4.18) assurent (4.25) et (4.12), en garantissant la stabilité robuste

de (4.22) avec τ(t) soumis à (4.14), indépendamment de la valeur du retard τ(t).

4.4.2 Stabilité robuste du système incertain à retard dans les états

Dans ce cas on considère E(α) = 0, ∀ α, impliquant que la caractéristique “neutre” du système est

perdue et le système est décrit comme en (4.1), avec h(t) soumis à (4.13). En posant S2j = 0 dans

(4.23) et en appliquant la transformation de congruence

ΞEj = TEΞjT
′
E ; j = 1, . . . , N (4.31)
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avec Ξj donnée dans (4.19) et

TE =




In 0 0 0 0
0 In In 0 0
0 0 0 In 0




on peut établir le corollaire suivant.

Corollaire 4.4 S’il existe des matrices positives définies Pj ∈ R
n×n et S1j ∈ R

n×n, j = 1, . . . , N ,

des matrices F ∈ R
n×n, G ∈ R

n×n, M ∈ R
n×n telles que

ΞEj ,




F + F ′ Pj + G′ − FAj M ′ − FAhj

? S1j − GAj − A′
jG

′ −GAhj − A′
jM

′

? ? −βh̄S1j − MAhj − A′
hjM

′


 < 0; j = 1, . . . , N (4.32)

alors P (α) et S1(α) données en (4.18) assurent (4.27) et (4.12), en garantissant la stabilité robuste

de (4.23) avec h(t) soumis à (4.13), indépendamment de la valeur du retard h(t).

Dans le corollaire 4.4, les variables additionnelles F , G et M sont liées à celles du Théorème 4.2

de la suivante manière :

F = F1; G = G1 + H1; et M = M1

4.4.3 Stabilité robuste du système incertain

Enfin, considérons le système linéaire incertain donné en (4.1) sans retard, c’est-à-dire, avec E(α) =

0 et Ah(α) = 0, ∀ α. Le système à temps continu résultant, ẋ(t) = A(α)x(t), est le même que celui

étudié dans le Chapitre 2. Dans ce cas, la condition présentée dans [PABB00] pour les systèmes à

temps continu (et en considérant la région R = RC donnée dans (2.5)) peut être retrouvée à partir de

(4.19) en imposant S1(α) = S2(α) = 0 et en considérant, donc, la fonctionnelle donnée dans (4.28).

En appliquant la transformation de congruence

TEAh
ΞjT

′
EAh

; j = 1, . . . , N

avec Ξj , j = 1, . . . , N , donnée dans (4.19) et

TEAh
=

[
I 0 0 0 0
0 I I 0 0

]

on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 4.5 S’il existe des matrices symétriques définies positives Pj ∈ R
n×n, j = 1, . . . , N , des

matrices F ∈ R
n×n et G ∈ R

n×n telles que

ΞEAhj ,

[ −(FAj + A′
jF

′) Pj + F − A′
jG

? G + G′

]
< 0; j = 1, . . . , N (4.33)

alors P (α) donnée dans (4.18) assure (4.28) et (4.12), en garantissant la stabilité robuste du système

sans retards donné par (4.24).

Dans le cas du Corollaire 4.5 les relations entre les matrices F et G dans (4.33), celles correspon-

dantes dans [PABB00] (FPABB, GPABB) et les matrices additionnelles de (4.19) sont données par

G = GPABB = −(G1 + H1); F = FPABB = −F1
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Remarque 4.1 Il est important de souligner que tous les résultats présentés ici contiennent, comme

cas particulier, la stabilité quadratique qui utilise des matrices constantes dans les fonctionnelles de

Lyapunov-Krasovskii considérées. On peut obtenir ces conditions à partir des résultats présentés ici

en imposant P (α) = Pj = P , S1(α) = S1j = S1 et S2(α) = S2j = S2.

Remarque 4.2 L’extension des résultats présentés dans ce travail pour le cas de plusieurs retards

est immédiate.

Remarque 4.3 Il est important de souligner que le cas où les retards sont supposés invariants dans

le temps, c’est-a-dire, τ(t) = τ et h(t) = h, est contenu dans les conditions données dans ce chapitre.

Dans ce cas, il suffit de faire βτ̄ = 1 et βh̄ = 1, respectivement, dans les conditions y présentées.

4.5 Complexité numérique

La complexité numérique associée aux conditions LMIs présentées dans ce chapitre sont données

dans le Tableau 4.1. Les LMIs peuvent être résolues en temps polynomial par des algorithmes de

complexité numérique proportionnelle à K3L, K étant le nombre de variables scalaires et L le nombre

de lignes des LMIs, [GNLC95].

Critère K (n. de variables) L (n. de lignes)

Théorème 4.2
3Nn

2
(n + 1) + 10n2 8Nn

Corollaire 4.1
3Nn

2
(n + 1) + 10n2 8Nn

Corollaire 4.2
3n

2
(n + 1) 3Nn

Corollaire 4.3 Nn(n + 1) + 8n2 6Nn

Corollaire 4.4 Nn(n + 1) + 3n2 5Nn

Corollaire 4.5
Nn

2
(n + 1) + 2n2 3Nn

Tab. 4.1 – Nombre de variables scalaires K et nombre de lignes L en fonction du nombre d’état (n)
et de sommets (N) pour les conditions d’analyse de stabilité étudiées.

Une autre approche, moins conservative, pour l’obtention de conditions convexes de dimension

finie suffisantes pour celles établies dans le Théorème 4.1 consiste à utiliser les idées déjà explorées

dans les Chapitres 2 et 3, en permettant que les variables additionnelles présentes dans la condition

ii) de ce théorème soient aussi dépendantes, de manière semblable, du paramètre α. Bien sûr, dans

ce cas, les conditions obtenues seront moins conservatives que les conditions du Théorème 4.2, bien

que de complexité plus élevée. Comme exemple de ce type d’approche, dans le contexte de systèmes

incertains à temps continu et à retards (invariants dans le temps) dans les états, on peut voir [LPT03]

pour des conditions indépendantes du retard avec des variables additionnelles et [PTGL03] pour des

conditions dépendantes et indépendantes du retard (sans variables additionnelles).
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4.6 Conclusion

Nous avons présenté des conditions LMI indépendantes du retard, suffisantes pour l’analyse de

stabilité robuste de systèmes linéaires incertains neutres, appartenant aux domaines polytopiques, à

retards variants dans le temps. Ces conditions sont basées sur les fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii

dépendantes de paramètres, ce que rend les conditions bien moins conservatives que celles basées sur des

matrices fixes (stabilité quadratique). On a montré que les conditions d’analyse de stabilité robuste

de systèmes neutres contiennent d’autres conditions concernant certains cas dégénérés, comme les

systèmes à retard et les systèmes sans retard.
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Chapitre 5

La commande robuste H∞ de systèmes
à temps discret et à retard dans les
états

Dans ce chapitre, nous étudions des systèmes incertains à temps discret et à retard
dans les états. Les incertitudes sont supposées appartenir à un polytope convexe
connu et peuvent affecter toutes les matrices du système. On donne des conditions
du type LMI suffisantes pour la stabilité robuste et pour la stabilisation robuste.
Ensuite, ces conditions sont étendues au problème du coût garanti H∞ et pour la
synthèse du gain robuste de retour d’état, en assurant un niveau pre-déterminé
d’atténuation H∞, en considérant un terme qui dépend de l’état et, s’il est dis-
ponible, aussi un terme qui dépend de l’état retardé. Les conditions proposées ici
sont du type “indépendant du retard” au sens où la robustesse est assurée indé-
pendamment de la valeur du retard et, différemment d’autres approches trouvées
dans la littérature, sont formulées comme des problèmes d’optimisation convexe.
Si le retard est connu et les états retardés sont disponibles, un gain de retour
d’état dépendant des valeurs passées des états peut être utilisé pour améliorer la
performance du système en boucle fermée. Les conditions proposées sont simples
à appliquer et peuvent mener à des résultats moins conservatifs, comparées aux
conditions du type “dépendant de retard”. Quelques résultats présentés dans ce
chapitre peuvent être trouvés dans [LTP04b], [LTP04a] et [LTP].

Dans la littérature, on peut trouver des approches pour traiter les problèmes de stabilité robuste,

de stabilisation robuste, de coût garanti H∞ et de synthèse de contrôleur avec performance H∞ ga-

rantie associés à la classe de systèmes linéaires incertains, à temps discret et à retard dans les états.

Dans [WH94], une condition indépendante du retard suffisante pour la stabilité exponentielle est pré-

sentée pour des systèmes précisément connus. Dans [CC03], sont proposées des conditions algébriques

pour la stabilité robuste de systèmes singuliers à temps discret et avec incertitudes paramétriques

structurées. Dans [HD03], les auteurs ont considéré le rayon de stabilité réel de systèmes invariants

dans le temps avec perturbations limitées en norme et à retard dans les états. Dans [KP90], est présen-

tée une technique du type LQG (de l’anglais Linear Quadratic Gaussian) pour les systèmes à retard

précisément connus. En utilisant le concept de stabilité quadratique [Bar85], des conditions suffisantes

pour l’analyse de stabilité indépendante du retard de systèmes incertains (à retard), ont été présentées

dans plusieurs travaux, quelques uns proposant aussi une extension pour le cas de synthèse de contrô-

leur. En suivant cette méthodologie, dans [SBSA03], des systèmes avec incertitudes du type bornés en

norme et avec des retards invariants dans le temps sont considérés. Ce travail inclut une fonction de

coût quadratique, qui implique des conditions non-convexes pour le cas de synthèse de contrôleur.

49
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Dans [MX00], les auteurs présentent une approche par commande optimale en ne considérant que

des retards fixes et avec une formulation basée sur des équations couplées de Ricatti qui dépendent de

variables scalaires pour être résolues. Dans [XLY01], on propose une approche utilisant la stabilité qua-

dratique aussi pour les retards invariants dans le temps. Dans ce travail, sont présentées des conditions

non-linéaires, nécessaires et suffisantes pour la stabilité et pour la stabilisation quadratique, pour les

systèmes à perturbations du type limité en norme, présentes uniquement dans la matrice dynamique.

Dans [ZWH04], on propose des conditions convexes pour l’analyse de stabilité de systèmes précisé-

ment connus, avec un terme additif du type non-linéaire borné en norme. Dans [Xu02], le problème de

synthèse de filtres pour les systèmes à temps discret et à retard dans les états est traité. Pour le cas de

perturbations bornées en norme, on peut trouver dans [WHU99] une approche basée sur la stabilité

quadratique et LMI pour la synthèse d’observateurs avec performance H∞. Dans [LHLK92], on peut

trouver des conditions suffisantes pour l’analyse régionale de pôles. Ces conditions sont formulées en

termes de normes matricielles, mais les tests ne peuvent être appliqués qu’à des systèmes précisément

connus et avec un retard unitaire. En utilisant l’approche par stabilité quadratique, dans [Mah00], des

conditions non-convexes en termes d’équations algébriques de Ricatti sont proposées.

Dans [FS03], un système augmenté du type descripteur est défini et des conditions sont établies

pour l’analyse de stabilité basée sur des disparités matricielles avec des multiplicateurs scalaires.

Dans [KH98], une étude sur la commande robuste H∞ pour des systèmes précisément connus, à

temps discret et à retard dans les états, est décrite à travers des équations de Ricatti. Dans [SK98], les

auteurs proposent une approche par disparité matricielle (non-convexe), pour des systèmes à incerti-

tudes du type borné en norme. Les cas à temps continu et à temps discret sont étudiés dans [KP99],

dans le contexte de commande par retour d’état avec une performance H∞. Des conditions suffisantes

pour la synthèse de gains de retour d’état qui garantissent une performance H∞ sont données en

termes de LMI avec un paramètre d’échelonnement. Dans ce cas, on n’admet que des perturbations du

type borné en norme. Dans [XC04], on propose des disparités matricielles non-convexes, pour résoudre

le problème de la commande robuste H∞ pour les systèmes à temps discret et à retards dans les états.

Dans ce cas, le système est supposé variant dans le temps et l’approche utilise la stabilité quadratique

pour la formulation des conditions de synthèse.

Tous ces résultats sont formulés en termes de matrices de Lyapunov fixes et peuvent, dans certains

cas, donner des conditions pour la synthèse d’un gain robuste par retour d’état, le plus souvent avec

des conditions non-convexes. Des extensions de ces conditions pour traiter le cas à incertitudes du

type polytopique ne semblent pas immédiates. En outre, l’approche basée sur la stabilité quadratique

(c’est-à-dire l’utilisation d’une matrice de Lyapunov fixe) peut présenter des résultats conservatifs

dans l’évaluation des systèmes à incertitudes invariantes dans le temps. Malgré l’existence de résultats

récents utilisant des fonctions de Lyapunov dépendantes de paramètres pour étudier la stabilité robuste

[dOBG99], [LP03a], [PABB00], [RP01a], [dOGB02], [DB01], [LP04], jusqu’à maintenant il n’y a pas

d’extensions de ces résultats pour le cas de systèmes à retard dans les états.

Ce chapitre traite de systèmes linéaires à temps discret et à retard dans les états et dans les équa-

tions de sortie. Toutes les matrices des systèmes sont supposés invariantes dans le temps et incertaines,

mais appartenant à un domaine polytopique à sommets connus. On étudie le problème de la stabilité

robuste avec des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii. On présente des conditions équivalentes du

type LMI, dont certaines utilisent des matrices additionnelles. A partir de ces conditions, on présente

une approche convexe pour le cas de synthèse de gain stabilisant robuste. Bien que les LMI soient du

type indépendant du retard, ces LMIs peuvent être aussi utilisées pour la synthèse de gain de retour

d’état retardé. Quand le retard est connu, cette stratégie peut permettre d’obtenir des gains stabilisants
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lorsque un retour d’état sans mémoire ne peut pas exister. Comme cela est examiné dans [Ric03], les

lois de retour dépendantes d’état retardés peuvent induire des degrés de liberté utiles et intéressants,

même pour les systèmes sans retard. On présente des conditions LMIs suffisantes et indépendantes du

retard pour la détermination du coût garanti H∞ et pour l’obtention d’une commande robuste H∞ par

retour d’état. Ces conditions permettent aussi de calculer un gain pour la commande robuste H∞ dé-

pendante d’états retardés, qui peut être utilisé pour améliorer le niveau d’atténuation H∞ du système

en boucle fermée, lorsque le retard est connu. De plus, les conditions convexes présentées ici peuvent

être étendues pour traiter le cas de synthèse de commande décentralisée, sans imposer de restrictions

de structure dans les matrices dépendantes de paramètres de la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii

utilisée pour assurer la stabilité de la boucle fermée.

Comme toutes les matrices du système peuvent être affectées par des incertitudes polytopiques,

l’approche proposée dans ce chapitre permet de traiter aussi les systèmes incertains soumis à des

manques partiaux ou totaux d’actionneurs. Bien que les incertitudes, de même que les retards, sont

invariants dans le temps, quelques résultats présentés comme des corollaires et basés sur les fonction-

nelles de Lyapunov-Krasovskii fixes peuvent être appliqués aussi aux systèmes à incertitudes variantes

dans le temps et à retards constants.

5.1 Préliminaires et formulation du problème

Considérons le système linéaire incertain à temps discret donné par

Ω(α) :





x(k + 1) = A(α)x(k) + Ah(α)x(k − h) + B(α)u(k) + Bh(α)uh(k) + Bw(α)w(k)
z(k) = C(α)x(k) + Ch(α)x(k − h) + D(α)u(k) + Dh(α)uh(k) + Dw(α)w(k)
x(k) = 0, k ≤ 0

(5.1)

où x(k) ∈ R
n est le vecteur d’état, h ∈ N est la valeur du retard (supposé constant), u(k) ∈ R

m1 ,

uh(k) ∈ R
m2 représentent les entrées de commande, w(k) ∈ R

` est le vecteur exogène de perturbation

et z(k) ∈ R
p est la sortie contrôlée. Remarquons que les deux matrices d’entrée de commande peuvent

avoir des dimensions différentes, en permettant une modélisation plus précise des dispositifs distincts

de commande. Le retard h n’est pas utilisé dans le développement des conditions d’analyse et synthèse

de commande, mais si h est connu, l’entrée de commande uh(k) dépendante de valeurs passées des

états x(k) peut être utilisée pour le retour, même dans le cas B = Bh. Bien qu’il ne s’agisse ici que d’un

unique retard, l’extension des résultats pour des retards multiples est immédiate. Les matrices A(α),

Ah(α), B(α), Bh(α), Bw(α), C(α), Ch(α), D(α), Dh(α), Dw(α), de dimensions adéquates, définissent

le système Ω(α) et sont supposées fixes, mais non précisément connues, c’est-à-dire, Ω(α) appartient

à l’ ensemble polytopique Ah décrit par

Ah ,



Ω(α) ∈ R

n+p×2n+m1+m2+` : Ω(α) =
N∑

j=1

αjΩj ,

N∑

j=1

αj = 1, αj ≥ 0, j = 1, . . . , N



 (5.2)

avec des sommets

Ωj ,

[
Aj Ahj Bj Bhj Bwj

Cj Chj Dj Dhj Dwj

]
; j = 1, . . . , N. (5.3)

Remarquons que n’importe quel Ω(α) ∈ Ah peut être écrit comme une combinaison convexe de N

sommets Ωj de Ah. Les lois de commande suivantes sont considérées

u(k) = Kx(k); uh(k) = Khx(k − h) (5.4)



52 Chapitre 5. La commande robuste H∞ de systèmes à temps discret et à retard dans les états

dans lesquelles K ∈ R
m1×n et Kh ∈ R

m2×n. Dans ce chapitre, les conditions convexes pour la synthèse

de K et Kh ne dépendent pas de la valeur du retard h, mais permettent l’utilisation de l’état en retard

dans le cas de h connu. Si h est inconnu, alors on ne doit considérer que u(k) (loi de commande sans

mémoire), et dans ce cas, Kh = 0.

Donc, en utilisant (5.4) et (5.1)-(5.3), le système incertain en boucle fermée est donné par

Ω̃(α) :





x(k + 1) = Ã(α)x(k) + Ãd(α)x(k − h) + Bw(α)w(k)

z(k) = C̃(α)x(k) + C̃d(α)x(k − h) + Dw(α)w(k)
x(k) = 0, k ≤ 0

(5.5)

où Ω̃(α) ∈ Ãh est donné par

Ãh ,

{
Ω̃(α) ∈ R

n+p×2n+` : Ω̃(α) =
N∑

j=1

αjΩ̃j ,

N∑

j=1

αj = 1, αj ≥ 0, j = 1, . . . , N
}

(5.6)

et les matrices sommets de la boucle fermée sont

Ãj , Aj + BjK; Ãdj , Ahj + BhjKh (5.7)

C̃j , Cj + DjK; C̃dj , Chj + DhjKh (5.8)

en définissant les sommets correspondants

Ω̃j ,

[
Ãj Ãdj Bwj

C̃j C̃dj Dwj

]
; j = 1, . . . , N (5.9)

Le but principal de ce chapitre est de résoudre les problèmes suivants, où le retard du système est

considéré fixe et supérieur ou égal à zéro :

Problème 5.1 (La commande robuste)

Etant donné le système incertain Ω(α) ∈ Ah où Ωj est donné par

Ωj =

[
Aj Ahj Bj Bhj 0

0 0 0 0 0

]
; j = 1, . . . , N (5.10)

déterminer des gains de retour d’état K et Kh tels que le système incertain en boucle fermée corres-

pondant Ω̃(α) ∈ Ãh avec

Ω̃j =

[
Ãj Ãdj 0

0 0 0

]
; j = 1, . . . , N. (5.11)

et Ãj, Ãdj définies en (5.7) est robustement stable.

Problème 5.2 (La commande robuste H∞) Etant donnés le système incertain Ω(α) ∈ Ah où Ωj

est défini en (5.3) et un scalaire γ > 0, déterminer des gains de retour d’état K et Kh, tels que le

système incertain en boucle fermée Ω̃(α) ∈ Ãh donné par (5.5)-(5.9) est robustement stable et que, de

façon additionnelle, pour tout w(k) ∈ `2 on ait z(k) ∈ `2 satisfaisant

‖z(k)‖2 < γ‖w(k)‖2 (5.12)

Tout γ satisfaisant (5.12) est un coût garanti H∞ pour le système.
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5.2 Stabilité robuste

Tout d’abord, on étudie l’analyse de stabilité robuste du système incertain en boucle fermée Ω̃(α) ∈
Ãh où Ω̃j est donné en (5.11), et on présente des conditions suffisantes du type LMI. A partir de ces

conditions, qui sont de dimension infinie dans le paramètre incertain α, on propose une solution convexe

et de dimension finie pour le Problème 5.1.

Le théorème suivant établit quatre conditions équivalentes basées sur l’existence de matrices de

Lyapunov-Krasovskii dépendantes de paramètres, qui assurent la stabilité robuste du système Ω̃(α) ∈
Ãh avec (5.11).

Théorème 5.1 Le système incertain à temps discret Ω̃(α) ∈ Ãh avec (5.11) est robustement stable

indépendamment du retard de temps h, s’il existe des matrices symétriques définies positives et dépen-

dantes de paramètres P (α) ∈ R
n×n et S(α) ∈ R

n×n telles qu’une des conditions équivalentes suivantes

soit vérifiée pour tout α ∈ R
N : αj ≥ 0 et

∑N
j=1 αj = 1 :

a) La fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii V (x(k)) donnée par

V (α, x(k)) , x(k)′P (α)x(k) +

h∑

j=0

x(k − j)′S(α)x(k − j) (5.13)

est telle que

V (α, x(k)) > 0 et ∆V (α, x(k)) , V (α, x(k + 1)) − V (α, x(k)) < 0 (5.14)

pour tout
[

x(k)′ x(k − h)′
]′ 6= 0.

b)

Υ(α) ,

[
Ã(α)′((S(α) + P (α))Ã(α) − P (α) Ã(α)′((S(α) + P (α))Ãd(α)

? Ãd(α)′((S(α) + P (α))Ãd(α) − S(α)

]
< 0 (5.15)

c)

Θ(α) ,




−(S(α) + P (α)) (S(α) + P (α))Ã(α) (S(α) + P (α))Ãd(α)
? −P (α) 0
? ? −S(α)


 < 0 (5.16)

d) Il existe des matrices dépendantes de paramètre F (α) ∈ R
n×n, G(α) ∈ R

n×n et H(α) ∈ R
n×n

telles que

M(α) ,




F (α) + F (α)′ + P (α) + S(α) G(α)′ − F (α)′Ã(α)

? −(P (α) + G(α)Ã(α) + Ã(α)′G(α)′)
? ?

H(α)′ − F (α)′Ãd(α)

−(G(α)Ãd(α) + Ã(α)′H(α)′)

−(S(α) + H(α)Ãd(α) + Ãd(α)′H(α)′)


 < 0 (5.17)

Remarquons que les quatre conditions équivalentes sont suffisantes pour la stabilité robuste de

Ω̃(α) ∈ Ãh avec (5.11), étant établies en termes de matrices dépendantes de paramètres P (α), S(α),

F (α), G(α) et H(α). Ces conditions ont besoin d’être vérifiées pour tout α ∈ R
N : αj ≥ 0 et

∑N
j=1 αj =

1, j = 1, . . . , N , ce que rend ce problème de dimension infinie en α (dans le cas où α a des intervalles

continus en son domaine). Remarquons encore que les conditions du Théorème 5.1 sont valides pour

n’importe quels ensembles Ω̃(α), convexes ou non. Une observation à propos du Théorème 5.1 est que

les variables matricielles additionnelles dans la condition d) peuvent être utilisées pour poposer des
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conditions moins conservatives pour l’évaluation de stabilité robuste, et aussi donner des conditions

pour la synthèse de commande robuste comme solution du Problème 5.1.

Le problème de dimension infinie dans les équations (5.15)-(5.17) peut être approché par un en-

semble fini de LMI, écrites en termes des sommets Ω̃j de Ãh, en suivant les mêmes idées que celles

présentées dans les chapitres 2 et 3. Cependant, ces extensions ne sont pas présentées dans ce travail.

Une autre approche consiste à fixer les matrices additionnelles F (α) = F , G(α) = G et H(α) = H

et imposer la structure suivante pour les matrices dépendantes de paramètres P (α) et S(α) de la

fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii

P (α) =
N∑

j=1

αjPj ; S(α) =
N∑

j=1

αjSj ;
N∑

j=1

αj = 1; αj ≥ 0 (5.18)

comme l’on expose dans le théorème suivant.

Théorème 5.2 S’il existe des matrices symétriques définies positives Pj ∈ R
n×n, Sj ∈ R

n×n, j =

1, . . . , N , et des matrices F ∈ R
n×n, G ∈ R

n×n et H ∈ R
n×n telles que

Mj ,




F + F ′ + Pj + Sj G′ − FÃj H ′ − FÃdj

? −(Pj + GÃj + Ã′
jG

′) −(GÃdj + Ã′
jH

′)

? ? −(Sj + HÃdj + Ã′
djH

′)


 < 0;

j = 1, . . . , N (5.19)

alors les conditions du Théorème 5.1 sont vérifiées avec F (α) = F , G(α) = G, H(α) = H et P (α),

S(α), données en (5.18).

Remarquons que la condition de stabilité quadratique pourrait être imposée comme une solution

particulière du Théorème 5.1, en fixant des matrices de la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii, c’est-

à-dire, en faisant P (α) = P et S(α) = S. On peut retrouver cette condition à partir du Théorème 5.2,

en imposant Pi = P , Si = S, F = F ′ = −(S + P ) et G = H = 0 en (5.19), comme cela est présenté

dans le corollaire suivant.

Corollaire 5.1 S’il existe des matrices symétriques positives définies P ∈ R
n×n et S ∈ R

n×n telles

que

Θq
j ,




−(P + S) (P + S)Ãj (P + S)Ãdj

? −P 0
? ? −S


 < 0; j = 1, . . . , N (5.20)

alors les conditions du Théorème 5.1 sont vérifiées avec P (α) = P , S(α) = S, F (α) = F (α)′ =

−(P + S) et G(α) = H(α) = 0, en impliquant que le système en boucle fermée Ω̃(α) ∈ Ãh avec (5.11)

est quadratiquement stable indépendamment de la valeur h du retard.

L’utilisation de matrices fixes P et S dans le Corollaire 5.1 assure la stabilité du système, même

dans le cas de matrices incertaines variants dans le temps Ã(α) et Ãd(α). Observez encore que des

conditions de stabilité robuste similaires à celles présentées ici peuvent être obtenues en termes du

système dual Ω̃(α), c’est-à-dire en changeant Ã(α) par Ã(α)′ et Ãd(α) par Ãd(α)′ dans (5.15)-(5.17)

et Ãj par Ã′
j et Ãdj par Ã′

dj dans (5.19)-(5.20).
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5.3 Commande robuste

Dans cette section, on utilise le degré de liberté additionnel proposé par les matrices F , G et H

dans le Théorème 5.2 et dans le Corollaire 5.1, pour obtenir des conditions suffisantes pour résoudre

le Problème 5.1. Pour cela, considérons le système incertain à temps discret et à retard dans les états

défini par Ω(α) ∈ Ah avec (5.10) et supposons que les vecteurs d’état, x(k), et d’état en retard, x(k−h)

soient disponibles pour retour. On donne ci-dessous une condition suffisante pour l’existence de gains

robustes de retour d’état K et Kh tels que, avec u(k) et u(k−h) donnés en (5.4), le système incertain

en boucle fermée Ω̃(α) soit robustement stable.

Théorème 5.3 S’il existe des matrices symétriques définies positives P̃j ∈ R
n×n et S̃j ∈ R

n×n,

j = 1, . . . , N , et des matrices L ∈ R
n×n, Z ∈ R

m1×n et Zh ∈ R
m2×n telles que

Ξj ,




L′ + L + P̃j + S̃j −(AjL + BjZ) −(AhjL + BhjZh)

? −P̃j 0

? ? −S̃j


 < 0; j = 1, . . . , N (5.21)

alors les gains robustes de retour d’état K et Kh donnés par

K = ZL−1 et Kh = ZhL−1 (5.22)

sont tels que le système en boucle fermée Ω̃(α) ∈ Ãh avec (5.11) est robustement stable, indépendam-

ment de la valeur h du retard. De plus, Pj = (L′)−1P̃jL
−1 et Sj = (L′)−1S̃jL

−1, j = 1, . . . , N , P (α),

S(α), données en (5.18) et F = (L′)−1, G = H = 0 sont telles que les conditions du Théorème 5.2

sont vérifiées.

Remarquons qu’une condition similaire à (5.21) pourrait être obtenue en imposant G = H = 0

dans Mj (Théorème 5.2), en utilisant la représentation du système incertain dual, c’est-à-dire en

changeant Ãj par (Aj + BjK)′ et Ãdj par (Ahj + BhjKh)′ et alors en appliquant le changement de

variables Z = KL et Zh = KhL.

Remarquons encore que, si le vecteur d’état retardé, x(k − h), n’est pas disponible (par exemple,

si h est inconnu) les conditions du Théorème 5.3 peuvent encore être utilisées, en imposant Zh = 0

dans (5.21). Enfin, il est important de relever que le Théorème 5.3 contient les résultats de stabilisation

quadratique, comme cela est établi dans le corollaire suivant.

Corollaire 5.2 S’il existe des matrices symétriques définies positives P̃ ∈ R
n×n et S̃ ∈ R

n×n et des

matrices L ∈ R
n×n, Z ∈ R

m1×n et Zh ∈ R
m2×n telles que

Ξq
j ,




L′ + L + P̃ + S̃ −(AjL + BjZ) −(AhjL + BhjZh)

? −P̃ 0

? ? −S̃


 < 0; j = 1, . . . , N (5.23)

alors les gains robustes de retour d’état K et Kh donnés par (5.22) sont tels que le système incertain

en boucle fermée Ω̃(α) ∈ Ãh avec (5.11) est quadratiquement stable, indépendamment de la valeur h

du retard.

Bien qu’il existe dans la littérature des résultats équivalents pour la stabilisation quadratique

(lesquels généralement ne sont pas formulés en termes de LMI), le Corollaire 5.2 dispense une condition

plus intéressante pour traiter des restrictions de structure dans les gains de retour. Cela vient du fait

que la matrice additionnelle L utilisée pour le calcul des gains de commande n’apparâıt pas dans la

fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii. Le choix L = −(P̃ + S̃) récupère la condition de stabilisation

quadratique standard, comme cela est présenté dans le corollaire suivant.
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Corollaire 5.3 S’il existe des matrices symétriques définies positives P̃ ∈ R
n×n et S̃ ∈ R

n×n et des

matrices Z ∈ R
m1×n et Zh ∈ R

m2×n telles que

Ξq2
j ,




−(P̃ + S̃) AjP̃ + AjS̃ + BjZ AhjP̃ + AhjS̃ + BhjZh

? −P̃ 0

? ? −S̃


 < 0; j = 1, . . . , N (5.24)

alors les gains robustes de retour d’état K et Kh donnés par

K = Z(P̃ + S̃)−1 et K = Zh(P̃ + S̃)−1 (5.25)

sont tels que le système incertain en boucle fermée Ω̃(α) ∈ Ãh avec (5.11) est quadratiquement stable,

indépendamment de la valeur h du retard.

Remarquons qu’une condition équivalente pour la stabilisation quadratique pourrait être obtenue

directement du Corollaire 5.1, en considérant le système dual, c’est-à-dire, en changeant Ãj par (Aj +

BjK)′ et Ãdj par (Ahj+BhjKh)′, et en utilisant la linéarisation de variables données par (P +S)K ′ = Z

et (P +S)K ′
h = Zh. Les bénéfices du Corollaire 5.2 par rapport au Corollaire 5.3 restent plus évidents

dans la synthèse de commande décentralisée. En fait, grâce au degré supplémentaire de liberté amené

par la matrice L, des gains robustes décentralisés pour le retour d’état peuvent être calculés à partir

du Corollaire 5.2, sans imposer de restrictions de structure dans les matrices de Lyapunov-Krasovskii.

Enfin, il est important de relever que, contrairement à la plus grande partie des résultats trouvés

dans la littérature, les Théorèmes 5.2 et 5.3 et les Corollaires 5.1, 5.2 et 5.3 sont formulés comme des

conditions LMI convexes, de dimension finie, permettant une solution efficace pour les problèmes de

stabilité et stabilisation robuste, grâce à l’utilisation d’algorithmes spécialisés qui peuvent être résolus

en temps polynomial.

5.4 Commande robuste H∞

Dans cette section, le coût garanti H∞ du système incertain Ω̃(α) donné en (5.5)-(5.9) est lié à

l’existence de matrices dépendantes de paramètres qui satisfont quelques conditions convexes équiva-

lentes. En imposant une structure spéciale à ces matrices, il est possible obtenir des conditions LMI

suffisantes pour le coût garanti H∞. On peut alors proposer des conditions suffisantes LMI pour la

synthèse de gains robustes K et Kh, résolvant le Problème 5.2.

Théorème 5.4 Le système incertain à temps discret Ω̃(α) donné en (5.5)-(5.9) est robustement

stable à un coût garanti H∞ donné par γ =
√

µ, indépendamment de la valeur h du retard, s’il existe des

matrices symétriques définies positives dépendantes de paramètres P (α) ∈ R
n×n et S(α) ∈ R

n×n telles,

qu’une des conditions équivalentes suivantes soit vérifiée pour tout α ∈ R
N : αj ≥ 0 et

∑N
j=1 αj = 1 :

a)

N (α) ,


 Υ(α)

Ã(α)′(P (α) + S(α))Bw(α)

Ãd(α)′(P (α) + S(α))Bw(α)

? Bw(α)′(P (α) + S(α))Bw(α) − µI`


+




C̃(α)′

C̃d(α)′

Dw(α)′






C̃(α)′

C̃d(α)′

Dw(α)′



′

< 0 (5.26)

où Υ(α) est donné en (5.15).

b)

R(α) ,




Θ(α)
0 (P (α) + S(α))Bw(α)

C̃(α)′ 0

C̃d(α)′ 0

?
−Ip Dw(α)
? −µI`




< 0 (5.27)
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où Θ(α) est donné en (5.16).

c) Il existe des matrices dependantes de paramètres F (α), F2(α), G(α), G2(α), H(α), H2(α), X1(α),

X2(α), M1(α) et M2(α), telles que

Q(α) ,

[ M(α) + Q1(α) Q2(α)

? Q3(α)

]
< 0 (5.28)

où M(α) est donné en (5.17) et

Q1(α) ,




0 −F2(α)C̃(α) −F2(α)C̃d(α)

? −(G2(α)C̃(α) + C̃(α)′G2(α)′) −(G2(α)C̃d(α) + C̃(α)′H2(α)′)

? ? −(H2(α)C̃d(α) + C̃d(α)′H2(α)′)


 (5.29)

Q2(α) ,




X1(α)′ + F2(α)

G2(α) − (Ã(α)′X1(α)′ + C̃(α)′X2(α)′)

H2(α) − (Ãd(α)′X1(α)′ + C̃d(α)′X2(α)′)

M1(α)′ − (F1(α)Bw(α) + F2(α)Dw(α))

−(G(α)Bw(α) + G2(α)Dw(α) + Ã(α)′M1(α)′ + C̃(α)′M2(α)′)

−(H(α)Bw(α) + H2(α)Dw(α) + Ãd(α)′M1(α)′ + C̃d(α)′M2(α)′)


 (5.30)

Q3(α) ,

[
Ip + X2(α) + X2(α)′

?

M2(α)′ − (X1(α)Bw(α) + X2(α)Dw(α))
−(µI` + M1(α)Bw(α) + Bw(α)′M1(α)′ + M2(α)Dw(α) + Dw(α)′M2(α)′)

]
(5.31)

De même que dans le Théorème 5.1, les conditions du Théorème 5.4 ont besoin d’être vérifiées pour

toutes les valeurs admissibles de α, en étant valides pour n’importe quel ensemble d’incertitudes D̃.

On donne ensuite une condition convexe de dimension finie, en assurant que les équations (5.26)-(5.28)

sont vérifiées.

Théorème 5.5 S’il existe des matrices symétriques définies positives Pj ∈ R
n×n et Sj ∈ R

n×n,

j = 1, . . . , N , des matrices de dimensions appropriées F , F2, G, G2, H, H2, X1, X2, M1, M2 et un

scalaire positif γ =
√

µ tels que

Qj ,

[ Mj + Q1j Q2j

? Q3j

]
< 0; j = 1, . . . , N (5.32)

où Mj est définie en (5.19) et

Q1j ,




0 −F2C̃j −F2C̃dj

? −(G2C̃j + C̃ ′
jG

′
2) −(G2C̃dj + C̃ ′

jH
′
2)

? ? −(H2C̃dj + C̃ ′
djH

′
2)


 (5.33)

Q2j ,




X ′
1 + F2 M ′

1 − (FBwj + F2Dwj)

G2 − (Ã′
jX

′
1 + C̃ ′

jX
′
2) −(GBwj + G2Dwj + Ã′

jM
′
1 + C̃ ′

jM
′
2)

H2 − (Ã′
djX

′
1 + C̃ ′

djX
′
2) −(HBwj + H2Dwj + Ã′

djM
′
1 + C̃ ′

djM
′
2)


 (5.34)

Q3j ,

[
Ip + X2 + X ′

2 M ′
2 − (X1Bwj + X2Dwj)

? −(µI` + M1Bwj + B′
wjM

′
1 + M2Dwj + D′

wjM
′
2)

]
(5.35)

alors le système Ω̃(α) ∈ D̃ est robustement stable à un coût garanti H∞ donné par γ. De plus, les

conditions du Théorème 5.4 sont assurées avec F (α) = F , F2(α) = F2, G(α) = G, G2(α) = G2,

H(α) = H, H2(α) = H2, X1(α) = X1, X2(α) = X2, M1(α) = M1, M2(α) = M2, P (α) et S(α)

définies comme en (5.18).
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Remarquons que, avec les résultats du Théorème 5.5, le problème d’optimisation convexe suivant

peut être formulé, en cherchant le minimum γ =
√

µ tel que

PH∞
:





min
Pj = P ′

j > 0; Sj = S′
j > 0

F, F2, G, G2, H, H2, X1, X2, M1, M2

µ

tel que (5.32) est vérifiée.

(5.36)

On peut obtenir des conditions quadratiques à partir des résultats du Théorème 5.5 : pour cela, il

est suffit d’imposer Pj = P = P ′ > 0 et Sj = S = S′ > 0, j = 1, . . . , N , F = −(P + S), X2 = −Ip,

et en prenant les matrices H, G, F2, H2, G2, X1, M1 et M2 égales à zéro dans (5.32). Cette approche

permet le calcul du coût garanti H∞ pour le système Ω̃(α) ∈ D̃ à paramètre incertain dans le temps

et à retard fixe. On énonce ce résultat dans le corollaire suivant.

Corollaire 5.4 S’il existe des matrices symétriques définies positives P ∈ R
n×n et S ∈ R

n×n et un

scalaire positif γ =
√

µ tels que

Rj =




Θq
j

0 (P + S)Bwj

C̃ ′
j 0

C̃ ′
dj 0

?
−Ip Dwj

? −µI`




< 0; j = 1, . . . , N (5.37)

où Θq
j est donnée en (5.20), alors le système Ω̃(α) ∈ D̃ est quadratiquement stable à un coût garanti

H∞.

Ensuite, on utilise les variables matricielles additionnelles présentes dans le Théorème 5.5 pour

proposer une solution pour le Problème 5.2.

Théorème 5.6 S’il existe des matrices symétriques définies positives P̃j ∈ R
n×n et S̃j ∈ R

n×n,

j = 1, . . . , N , des matrices Z ∈ R
m1×n, Zh ∈ R

m2×n, L ∈ R
n×n et des scalaires 0 < β ≤ 1 et

γ =
√

µ > 0 tels que

Πj ,




0 −Bwj

Ξj −(L′C ′
j + Z ′D′

j) 0

−(L′C ′
hj + Z ′

hD′
hj) 0

?
−βIp −Dwj

? −µI`




< 0; j = 1, . . . , N (5.38)

où Ξj est donnée en (5.21), alors les gains robustes de retour d’état K et Kh donnés par (5.22) sont

tels que la boucle fermée du système Ω̃(α) ∈ D̃ est robustement stable à coût garanti H∞ donné par γ,

indépendamment de la valeur h du retard.

Comme dans le cas de la stabilisation robuste (Section 5.2), il est possible de traiter des systèmes

variants dans le temps, en considérant des matrices fixes et indépendantes de paramètres dans la

fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii. Le corollaire suivant présente une condition suffisante pour la

stabilisation quadratique en assurant un coût garanti H∞ donné par γ pour le système Ω̃(α) ∈ D̃ à

paramètre variant dans le temps et à retard fixe.
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Corollaire 5.5 S’il existe des matrices symétriques définies positives P̃ ∈ R
n×n et S̃ ∈ R

n×n, des

matrices L ∈ R
n×n, Z ∈ R

n×m1, Zh ∈ R
n×m2 et des scalaires 0 < β ≤ 1 et γ =

√
µ tels que

Πq
j ,




0 −Bwj

Ξq
j −(L′C ′

j + Z ′D′
j) 0

−(L′C ′
hj + Z ′

hD′
hj) 0

?
−βIp −Dwj

? −µI`




< 0; j = 1, . . . , N (5.39)

alors les gains robustes de retour d’état K et Kh donnés par (5.22) sont telsque le système en boucle

fermée Ω̃(α) ∈ D̃ est quadratiquement stable à un coût garanti H∞ donné par γ, indépendamment de

la valeur h du retard.

Le choix L = −(P̃ + S̃) dans le Corollaire 5.5 donne aussi une condition de stabilisation à coût

garanti H∞ donné par γ.

Corollaire 5.6 S’il existe des matrices symétriques définies positives P̃ ∈ R
n×n et S̃ ∈ R

n×n, des

matrices L ∈ R
n×n, Z ∈ R

n×m1, Zh ∈ R
n×m2, et des scalaires 0 < β ≤ 1 et γ =

√
µ tels que




0 −Bwj

Ξq2
j P̃C ′

j + S̃C ′
j + Z ′D′

j 0

P̃C ′
hj + S̃C ′

hj + Z ′
hD′

hj 0

?
−βIp −Dwj

? −µI`




< 0; j = 1, . . . , N (5.40)

où Ξq2
j est donnée en (5.24), alors les gains robustes de retour d’état K et Kh donnés par (5.25) sont

telsque le système en boucle fermée Ω̃(α) ∈ D̃ est quadratiquement stable à un coût garanti H∞ donné

par γ, indépendamment de la valeur h du retard.

De même qu’observé auparavant, les conditions proposées dans le Corollaire 5.5 sont plus adé-

quates pour traiter des restrictions de structure dans les gains de commande que les conditions du

Corollaire 5.6. Cela est dû au degré supplémentaire de liberté induit par la matrice L.

Il est important de mentionner que le Théorème 5.6 présente une solution convexe sous forme

de LMI à dimension finie pour le Problème 5.2, qui peut être évaluée en temps polynomial par des

algorithmes spécialisés de points intérieurs [GNLC95]. De plus, toutes les matrices du système peuvent

être affectées par des incertitudes. Les gains de retour d’état K et Kh qui donnent le plus petit niveau

d’atténuation γ =
√

µ tel que (5.38) est vérifiée, peuvent être obtenus à partir du problème convexe

d’optimisation suivant :

P̃H∞
:





min
P̃j = P̃ ′

j > 0; S̃j = S̃′
j > 0

Z, Zh, L, 0 < β ≤ 1

µ

tel que (5.38) est vérifiée

(5.41)

5.5 Complexité numérique et extensions

Les conditions proposées dans ce chapitre peuvent être résolues en temps polynomial par l’utilisa-

tion d’algorithmes de points intérieurs, dont la complexité numérique est associée au nombre de lignes

LMI, L, et au nombre de variables scalaires, K, utilisées dans le problème. Par exemple, en utilisant

la LMI Control Toolbox, le nombre d’opérations en point flottant est de l’ordre de K3L [GNLC95].

D’autres méthodes peuvent avoir un comportement différent. Dans le Tableau 5.1, on donne le nombre
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de variables scalaires, K, et le nombre de lignes LMI, L, associées à chaque condition présentée dans

ce chapitre. Observons que dans les problèmes d’optimisation PH∞
, (5.36), et P̃H∞

, (5.41), le nombre

de variables d’optimisation montré dans le Tableau 5.1 a besoin d’être augmenté de un, puisque dans

ce cas la variable µ = γ2 est aussi une variable d’optimisation.

Critère K (n. de variables scalaires) L (n. de lignes LMIs)

A
n
al

y
se S
ta

b
il
it
é

Théorème 5.2 3n2 + Nn(n + 1)
3Nn

Corollaire 5.1 n(n + 1)

H
∞

Théorème 5.5 n2(3 + N) + n(p + N) + `(n + p) + p(3n + p)
N(3n + p + `)

Corollaire 5.4 n(n + 1)

S
y
n
th

ès
e

S
ta

b
il
it
é

Théorème 5.3 n(N(n + 1) + n + m1 + m2)

3Nn
Corollaire 5.2 n(2n + m1 + m2 + 1)

Corollaire 5.3 n(n + m1 + m2 + 1)

H
∞

Théorème 5.6 1 + n(N(n + 1) + n + m1 + m2)

N(3n + p + `)
Corollaire 5.5 1 + n(2n + m1 + m2 + 1)

Corollaire 5.6 1 + n(n + m1 + m2 + 1)

Tab. 5.1 – Nombre de variables scalaires, K, et nombre de lignes LMI, L.

5.5.1 Commande décentralisée

Les résultats présentés dans la Section 5.3 (Théorème 5.3 et Corollaire 5.2) et dans la Section 5.4

(Théorème 5.6 et Corollaire 5.5) peuvent aussi être utilisés pour la synthèse de commande décentralisée,

par l’imposition d’une structure décentralisée aux matrices L = LD = bloc-diagonal{L1, . . . , LM},
Z = ZD = bloc-diagonal{Z1, . . . , ZM}, Zh = ZdD = bloc-diagonal{Z1

h, . . . , ZM
h }, où M dénote

le nombre de sous-systèmes, résultant en gains de retour d’état bloc-diagonaux KD = ZDL−1
D et

KdD = ZdDL−1
D . Remarquons que dans ce cas on n’impose aucune restriction aux matrices P (α) et

S(α) utilisées dans la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii. De plus, il est possible de chercher des lois

de commande qui n’utilisent que x(k) ou x(k − h) pour le retour, décentralisées ou non, simplement

en fixant Z = 0 ou Zh = 0 dans les LMIs.

5.5.2 Des fautes d’actionneurs

Les résultats présentés dans ce chapitre peuvent être utilisés pour étudier la stabilité robuste et

pour la synthèse de gains robustes pour le retour d’état, en assurant la stabilité et la performance du

système en boucle fermée soumis à des fautes d’actionneurs. En fait, le problème de faute d’actionneurs

peut être traité comme un cas spécial d’incertitude affectant les matrices d’entrées B(α) et Bh(α). De
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plus, en utilisant les résultats basés sur la stabilité quadratique, c’est-à-dire, en fixant les matrices de

Lyapunov-Krasovskii, on peut traiter des fautes d’actionneurs dans le contexte de systèmes variants

dans le temps, en assurant la stabilité robuste et la performance H∞ garantie, même avec des fautes

partielles ou totales d’actionneurs.

Remarque 5.1 Dans [LTP04a], on étudie des conditions pour le calcul du coût garanti H∞ et pour

la synthèse de gains robustes K et Kh, qui minimisent la norme H∞ entre le signal d’entrée de

perturbation et le signal de sortie de systèmes linéaires incertains à temps discret et à retard dans les

états, mais sans retard dans l’équation de sortie (Ch = 0 et Dh = 0).

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié la commande robuste H∞ pour les systèmes à temps discret et à re-

tard dans les états. Contrairement à d’autres résultats de la littérature, toutes les matrices du système

peuvent être affectées par des incertitudes. Ces incertitudes sont exprimées sous forme polytopique,

à sommets connus. Par l’utilisation d’une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii dépendante de pa-

ramètres, on a obtenu, sous forme de LMI, des conditions du type “indépendant du retard”, moins

conservatives, pour l’analyse de stabilité robuste et pour le calcul du coût garanti H∞. De plus, on

a présenté des conditions du type LMI, suffisantes pour la détermination de gains robustes de retour

d’état pour la stabilisation et pour la commande à coût garanti H∞. Ces conditions peuvent donner

un gain qui dépend d’état retardé, utilisable seulement quand la valeur du retard est connue. Grâce

à la convexité, des restrictions additionnelles, telles que décentralisation et commande soumise à des

fautes d’actionneurs, peuvent être facilement incorporées aux conditions LMI.
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Chapitre 6

Commentaires finaux

Dans ce travail, on a étudié des fonctionnelles de Lyapunov et de Lyapunov-Krasovskii dépendantes

de paramètres, pour traiter des problèmes dans le contexte de la théorie de commande robuste. Avec

l’utilisation de ces fonctionnelles, il a été possible d’obtenir des conditions, formulées comme des tests

de faisabilité de LMI, qui présentent des résultats bien moins conservatifs que d’autres conditions

trouvées dans la littérature pour des systèmes à incertitudes du type polytopique. On a obtenu des

formulations convexes (suffisantes) pour la solution des problèmes suivants :

– D-stabilité robuste de polytopes de matrices ;

– D-stabilité robuste de polytopes de polynômes matriciels ;

– Stabilité robuste de systèmes neutres à retards variants dans le temps et, en particulier, de

systèmes à retard dans les états ;

– Stabilité robuste de systèmes discrets dans le temps et à retard dans les états ;

– Calcul du coût garanti H∞ de systèmes discrets dans le temps à retard dans les états et la sortie ;

– Synthèse de gains de retour d’état pour des systèmes discrets dans le temps et à retard dans les

états, en assurant une performance H∞.

Des parties des résultats présentés dans ce texte apparaissent dans les travaux [dOLP04], [dOOL+02a],

[dOOL+02b], [LMd+04], [LMRP02], [LOdP04], [LP03b], [LP03a], [LPT03], [LTP04b], [LTP], [LTP04a]

et [PTGL03].

On peut conclure que l’utilisation de fonctions de Lyapunov et de Lyapunov-Krasovskii dépen-

dantes de paramètres, alliée à l’application du Lemme de Finsler dans les problèmes étudiés, mène à

une réduction significative du conservatisme des conditions d’analyse de stabilité robuste et de synthèse

robuste. Comme conséquence de cette réduction de conservatisme, il y a une augmentation de com-

plexité des conditions qui utilisent des fonctionnelles dépendantes de paramètres, ainsi que de matrices

additionnelles dépendantes ou non de paramètre, par rapport aux conditions LMI correspondantes,

formulées via l’approche par stabilité quadratique (fonctionnelles de Lyapunov et Lyapunov-Krasovskii

à matrices fixes et indépendantes de paramètres). Cependant, l’effort de calcul nel additionnel, néces-

saire pour les conditions proposées dans ce travail, est compensé, comme cela est démontré par des

comparaisons numériques et des exemples présentés par les résultats obtenus. On observe encore que

les conditions LMI peuvent être résolues par d’autres algorithmes spécialisés, tels que [Stu99], au-delà

des algorithmes de points intérieurs utilisés dans ce travail [GNLC95].

6.1 D’Autres travaux réalisés

Quelques travaux réalisés pendant la période de doctorat ont abouti à des résultats qui ont des

connexions avec les techniques et les problèmes abordés dans cette thèse. Ces travaux sont listés
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maintenant.
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6.2 Perspectives

La recherche réalisée dans ce travail indique que certains thèmes d’intérêt peuvent être explorés

dans de nouvelles directions. Parmi de ces thèmes, on peut souligner ceux qui nous paraissent être les

plus prometteurs :

• Développer des conditions de D-stabilité de polytopes de matrices en utilisant




R11 ⊗ P (α)
+F (α)(Id ⊗ A(α)) + (Id ⊗ A(α)′)F (α)′)

R12 ⊗ P (α) + (Id ⊗ A(α)′)G(α) − F (α)

? R22 ⊗ P (α) − (G(α) + G(α)′)


 < 0

avec
∑N

j=1 αj = 1, αj ≥ 0 et en majorant l’équation ci-dessus par une fonction polynomiale où le

degré de αj est plus grand que 3. Les résultats présentés dans ce travail ont été obtenus pour le degré

de αj égal à 2 et 3. Pour cela, on doit formuler la condition ci-dessus, multipliée par (
∑N

j=1)
v v ∈ N.

On s’attend à que des conditions, chaque fois moins conservatives, soient obtenues à mesure que v

augmente.

• Étudier des conditions pour la D-stabilité de polytope de polynômes matriciels en utilisant des

régions décrites par R de dimensions plus grandes que 2. Cette étude peut encore contenir l’étude

d’autres matrices de projection T , de l’équation (3.11), dans la recherche de conditions moins conser-

vatives.

• Étudier la synthèse de contrôleur pour la stabilisation robuste de polytopes de polynômes ma-

triciels.

• Développer des conditions pour le calcul du coût garanti H∞ pour des systèmes neutres, ainsi

que des conditions pour la synthèse de gains robustes pour le retour d’état qui puissent garantir i) la

stabilité et ii) une performance (coût garanti H∞ ) du système en boucle fermée.

• Étudier des conditions dépendantes du retard, moins conservatives, en utilisant le Lemme de

Finsler, pour des systèmes discrets dans le temps à retard dans les états. Dans ce cas, on doit réaliser

une comparaison nécessaire avec des conditions basées sur l’augmentation du vecteur d’état.

• Aborder le problème du coût H2 pour des systèmes à retard dans les états.

• Étudier les systèmes avec retard dans les états et les traiter par des fonctionelles de Lyapunov-

Krasovskii dépendantes de paramètres.
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