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INTRODUCTION

Cet article intitulée "UNE REPRESENTATION PROBABILISTE DE POISSON DES SOLU-
TIONS POSITIVES DE Au = «? DANS UN DOMAINE D DE R?" de Le Gall [5] a pour but de
déterminer les solutions positives de I’équation différentielle partielle Au = u? dans un domaine D
de classe C? de R?, en utilisant le processus stochastique appelé serpent brownien. D’abord, nous
allons définir ce serpent brownien et parler des mesures usuelles & notre étude. Ensuite, nous don-
nons quelques estimations de la mesure de sortie. Et pour terminer, nous montrons que ces solutions
positives sont en correspondance bijective avec les couples (K, ) o K est un sous-ensemble fermé
de 9D et v une mesure de Radon sur 9D\ K pour D un domaine borné, simplement connexe puis

pour D un domaine de classe C? de R2.
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1. LE SERPENT BROWNIEN

Nous utilisons le processus stochastique appelé serpent brownien pour déterminer les solutions
d’une équation différentielle partielle Au = u? dans un domaine plan D de classe C2. 1l fournit
une approche plus efficace et plus "trajectorielle" pour démontrer des énoncés analytiques par des

méthodes probabilistes.

1.1 Définition

On appelle serpent brownien, un processus fort de Markov, continu & valeurs dans un espace de
trajectoires arrétées dans R? ot la trajectoire arrétée est une application continue w : [0, (] — R? et

le nombre ¢ = (,, > 0 est appelé temps de vie de la trajectoire.

1.2 Propriétés

Soit W l’ensemble de toutes les trajectoires arrétées dans R2 Cet ensemble est associé a une

distance
dw,w') =16 = ¢+ suplult A Q) — /A C)

Soit z € R? et W, l'ensemble de toutes les trajectoires arrétées avec élément initial w(0) = z.
Le serpent brownien avec point initial = est le processus de Markov W = (W, s > 0) dans W, dont

la loi est caractérisée comme suit :

1. Si (, signifie le temps de vie de W, le processus ((s, s > 0) est un mouvement brownien réfléchi

dans R, (un temps de vie ne peut pas étre négatif).

2. Conditionné par ((s,s > 0), le processus W reste un processus de Markov non homogéne.
Ses noyaux de transition conditionnels sont décrits par les propriétés suivantes :
Pour s < ¢/,
(a) Wy (t) = Wi(t), pour tout t < m(s,s’) = Tei{r;i/] G

(b) (Wg(mf(s,s") +t) — Wg(m(s,s')), 0 < t < (¢ —m(s,s’)) est un mouvement brownien

standard dans R? indépendant de W,.
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De manieére informelle, quand (, décroit, la trajectoire Wy est raccourcie a partir de son point ter-
minal(le point de départ ne change jamais) et quand (, croit, la trajectoire W est allongée en lui

ajoutant au niveau de son point terminal des "petits bouts" de trajectoires suivant la loi de (.

1.3 Définitions de quelques mesures usuelles

Maintenant, nous allons définir les outils importants dans notre étude a savoir : la mesure d’ex-
cursion que nous utilisons lors du déplacement du serpent brownien dans le domaine D et la mesure

de sortie a la frontiére, et enfin, la mesure de Radon.

1.3.1 Mesure d’excursion

Soit z la trajectoire triviale dans W, avec valeur 0. On note par N, la mesure d’excursion associée.
N, est une mesure infinie caractérisée par les propriétés suivantes|3] :
— Le processus de temps de vie ({s) est distribué sous N, comme une mesure d’It6 d’excursion
positive du mouvement brownien linéaire.

- W, =2z N, p.s. ol z est caractérisée par la relation
{Sa Ws = i} = {Sa CS = 0} 7]P)£p's

Donc, sous N, la loi de W est décrite par des propriétés analogues aux 1 et 2 sauf que la loi du
mouvement brownien réfléchi dans 1 est remplacée par la mesure d’excursions positives du mouvement
brownien linéaire.
Notons que Wy = x pour tout s suffisamment grand, N, p.s.
On peut normaliser N, afin que, pour tout € > 0,

N, (sup(s > 5) = 1

5>0 2e

Bien que N, soit une mesure infinie, nous avons :

pour tout § > 0,

N, ( sup |Wi(t) —z| > (5) =ci? < (1.1)

$>0,6>0

ol ¢ est une constante positive.
Pour tout s > 0 fixé, conditionné par (s, W, est répartie sous N, comme une trajectoire brownienne

plane démarrant en x et s’arrétant au temps (.
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1.3.2 Mesure de sortie

Dans la solution probabilistique du probléme classique de Dirichlet, les points de sortie du mou-
vement brownien du domaine D jouent un réle important. Dans notre cas, nous avons un nombre
infini de trajectoires arrétées, et donc un nombre infini de points de sortie. Nous construisons ainsi
une mesure appelée mesure de sortie, sur cet ensemble de points de sortie.

Considérons un domaine plan D tel que = € D.

Pour toute trajectoire arrétée w € W, posons

T(w) =1inf{s > 0, w(s) ¢ D}

avec la convention usuelle in f() = oo.

Le support du serpent brownien dans D est ’ensemble aléatoire
RP = (W, (t AT(Wy)),s > 0,t >0}

qui représente la réunion des trajectoires W arrétées a leurs temps de sortie respectifs de D.

RP est fermé N, p.s.

La mesure de sortie X” de D, définie N, p.s, est une mesure aléatoire concentrée sur l’ensemble
RP NOD des points de sortie des trajectoires W,. Cette mesure peut étre définie par I’approximation

suivante :

Y
<XV >=lim- | oWt (W))-Lirawy<cermy ey ds
0
pour toute fonction continue ¢ sur 0D, N, p.s.
Remarquons qu’on utilise un processus continu pour résoudre Au = u? et on introduit la notion de

mesure ponctuelle car les trajectoires sortent du domaine D en passant point par point sur la frontiére.

1.3.3  Mesure de Radon|l1]
Soit £ un espace topologique séparé.
On dit qu’'une mesure v sur F est une mesure de Radon si :

1. tout point de E admet un voisinage ouvert V' tel que v(V) < 400

2. pour tout A € B(E), on a :

v(A)=  sup v(K)
KeK(E),KCA
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ou K(F) est un ensemble de parties de F contenant la partie vide, constitué par les compacts

d’un espace séparé.

Une mesure non nécessairement positive est dite de Radon si elle est différence de deux mesures de
Radon positives.

Remarquons que la propriété 1) entraine que v(K) < oo pour tout compact K. Inversement, sur un
espace localement compact, cette propriété entraine 1).

Toute mesure de Radon sur un espace compact est bornée.

Soit F un espace localement compact a base dénombrable.

Si v est une mesure finie sur B(F'), finie sur les compacts donc o-finie, la formule

I(p) = / pdv
ot ¢ € Cx(F') qui est un ensemble de fonctions continues a support compact définit une forme linéaire

positive sur Cx (F').

1.4 Correspondance bijective entre u et (K, v)

En supposant que D est de classe C?, nous notons par o(dz) la mesure de Lebesgue sur dD.
Pour tout z € 9D, soit N, le vecteur unitaire normal dirigé vers l'intérieur en z et pour z € D,
posons

p(z) = dist(z,0D) = inf |z — 2

z€0D
Le théoréme suivant sera démontré dans la troisiéme partie pour le cas simplement connexe et dans

la quatriéme pour le cas général mais nous allons donner quelques remarques importantes.

Théoréme 1.1. Soit D un domaine de classe C? du plan.

Alors, les solutions positives de ’équation Au = u? dans D sont en correspondance bijective avec les
couples (K,v) ot K est un sous-ensemble fermé de la frontiére de D et v une mesure de Radon sur
OD\K.

Le couple (K, v) est déterminé de u par les formules :

K= {z € dD, limsup p(z)*u(x) > O} (1.2)
Dox—z
< v, >=lim u(z + N, )p(z)o(dz) (1.3)
10 Jap\K

ou la derniére convergence est vraie pour toute fonction continue ¢ a support compact sur 0D\ K,

avec la convention u(z +rN,) =0 siz+rN, ¢ D.
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Inversement, u est exprimée en termes du couple (K,v) par :

u(z) = 4N, (RP” N K # 0) + 4N, (1RDQK@ (1 — exp {—i / ZD(z)u(dz)})) (1.4)

ot la fonction (ZP(z),z € OD) est la densité continue de la mesure de sortie X par rapport a

o(dz).

Remarque 1.2. La preuve du théoréme 1.1 rapporte d’information additionnelle a propos du com-
portement de la limite des solutions. Il existe une constante ¢y telle que pour toute solution u et
reD,

u(@) < erp(e) ™

Soit (P(z,y),z € D,z € dD) le noyau de Poisson de D. P(x,z) est minoré par cp(x)™' quand x
s’approche de z non tangentiellement. La preuve du théoreme 1.1 montre que pour tout R > 0, il
existe une constante co = co(R, D) > 0 telle que si u est une solution associée au couple (K, v) alors

pour tout z € K |z| < R

llijm inf P(x, 2) %u(x) > ¢ (1.5)
S2r—z
D’autre part, pour z € OD\K, on a :
lim sup p(z)u(z) < czv(x) (1.6)
D3x—z

ou c3 est une constante. La solution u a une limite non tangentielle dans [0, 0] au point z € D p.s.
Cette limite est infinie pour tout z € K et est finie p.s quand z € OD\K. Donc, si v a une densité

continue f par rapport a o sur un sous-ensemble ouvert O de 0D\ K alors la fonction v définie par

u(z) si x€D
flz) si z€0

v(x) =

est continue sur D U O.

Remarque 1.3. Deuz cas de la formule de représentation (1.4) sont importants.

— Premierement, quand v = 0,

u(z) = 4N, (RP N K # )

est la solution positive mazimale tendant vers 0 en tout point de OD\K . En particulier, quand
K = 0D, u est la solution positive mazximale dans D.

— Deuziemement, quand K = ¢ et v(dy) = ¢(y)o(dy) o ¢ est une fonction positive continue

sur 0D,
u(z) = 4N, <1 — emp{—% < XP o >})
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est l'unique solution positive du probléme de Dirichlet

Au = u?® dans D

Upp = @

(1.7)



DEUXIEME PARTIE :
ESTIMATIONS DE LA MESURE DE SORTIE



2. ESTIMATIONS DE LA MESURE DE SORTIE

Notre but est de fournir des expressions explicites pour certaines importances de la mesure de
sortie X”. Ces estimations différent selon la nature du domaine D.
Dans cette partie, D est un domaine borné de classe C? de R2.
Notons par (G(z,y),z,y € D) la fonction de Green de D et par (P(z,y),z € D,z € D) son noyau
de Poisson. Rappelons que la fonction de Green, pour la résolution du probléme de Dirichlet, se
définit comme une fonction harmonique dans D, s’annulant & la frontiére et devant étre infinie en
un point A du domaine D. Ainsi, si B représente un mouvement brownien plan qui commence en x
avec P la mesure de probabilité et si 7 représente le premier temps de sortie de B du D, nous avons

pour la fonction mesurable positive g sur R2.

B, ( / Tg(Bs>ds) - [ clegty

E. (g(B,)) = / Pla,2)g(:)a(d:)

Soient ¢, deux fonctions mesurables positives sur 9D. Alors,

N, (< XPp>) = /8D o(2)P(z,z)o(dz) (2.1)

N, (< XP o> . <XP ¢ >) :4/
0Dx0D

PEe(o(d)old) [ Gl )Py (22)
Il existe un processus (Z(z),z € dD) continu dans L*norme et tel que
XP(dz) = Z(2)o(dz) ,N, p.s
En outre, la majoration
INA(Z(2) = 2())] < N.(RP 00D # 0)2N, ((Z(2) — 2('))"?

implique que l'application z — N, (Z(z)) est continue.
Donc, pour 2,z € 9D,
(Z(z)) = P(x,2)
Yy

N, x,
N, (Z(2)Z(2)) = : G(z,y)P(y, 2)P(y, 2')dy
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Lemme 2.1. (quatriéme formule du moment) Soient @1, ...,y les fonctions mesurables positives

sur 0D. Alors,

4
N, (H <XD,Q01' >> :8/ 901(21)...@4(24)hz(21,...,Z4)O’(d21)...O'(d24)
i=1 (6D)*

ou pour zi,...,24 € 0D,

hm<Z17"‘724) = Z(fx(29(1)7"'729(4)) +4gm<z9(1)7"‘729(4)>>
0eS,

folz1, o z) = /3G(%%)G(yl,yz)P(yz,2’1)P(y2,22)G<y1,y3)P(y3,2’4)dy1dy2dy3
D
9o(21,. 0 20) = /3G(%y1)P(y1721)G(y1,y2)P(y2,22)G(y2,y3)P(y3a23)P(93,Z4)dy1dy2dy3
D
et Sy représente l'ensemble de toutes les permutations de {1,2,3,4}.

Preuve. Nous pouvons limiter notre attention au cas ot 1 = ... = 4 = @ et @ est bornée sur dD.

Pour tout A > 0, la fonction
ur(z) =N, (1 —exp(-A < X", 0 >)),(z € D)

résoud 1’équation
0
ou équivalent a

ur(z) + 2 /D G, y)us(y)*dy = A /8 P(z, 2)p(2)o(d2)

D
Posons

Alors,
(@) = Aale) =2 [ Gl
= o) =2 [ Glag) pat -2 [ G(y,tm(t)?dtrdy
= o) -2 [ Gleatrar-2 [ G ( [ oo <>2dt)2dy
= 2 [ Gl |xa) [ Gl tyunterir| dy
= Aey(w +A2( /Gmycl >—8/G:cy /Gy, uy(t)2dt)?

= al) /D Gy, tyux(t)2dt)dy

Posons

er(z) = —2 /D G, y)er(y)dy
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Alinsi,

uy(z) =

Aer(z) + Ne(a —S/ny)

(/DG(ytuA 12— Aeily /DGytuA t)%dt)d

Aer(z) + Moz / (2,9)(( /D et /D G(t, v)un(v)2do)dr)?

Aea(y) /D Gly, ) (e (t) — 2 /D G(t, v)ux(v)2dv)dt)dy

Aer(m) + Ney(x) — 8 DG(xy)((/D (y,t)(N2cy /L;GtvuA )2dv)?
V2dv)dt) — i (y / Gy, ) (e (1)?

" /D Gt v)us (v)2dv)? — Ahes (1) /D Gt v)us (v)2dv)dt)dy

Aer() + Neofz) — 8 /D Gz, ) /D Gy, ) (Ner (1) + 4( / G(t, v)un(v)dv)?

D

Aheq (t / G(t,v)uy(v

Der(#) /D G(t, v)ux(v)2dv)dt)2dy — 4 /D Gl y)(—2X%e1(y) /D Gly, t)er(t)2dt)dy

8 /D G, y)(~Aer(y) /D Gy, 1)(4( / G(t, v)ux(0)*dv)?

D

4)\cl(t)/DG(t,v)u,\(v)zdv)dt)dy

Acr(z) + Nea(z) + N (—4 / G(z,y)ci(y)ea(y)dy)

D

8/G(z y)( G( ) (N (t)? —1—4(/DG(t,v)uA(v)2dv)2
Aheq (t /G v)uy(v)*d

[ Glaa-raly / / (t,)u(v)*do)?

ANy (t )/ G(t,v)ux(v)*dv)dt)dy

En remplagant uy(v) par Aci(w) — 2 [, G(v, w)ux(w)*dw et ainsi de suite, nous obtenons

avec

Donc,

ur(z) = Aer (@) + Nea () + ...+ Aea(2) + O (A"T)

esz) = —4 /D G, y)er(y)ea(y)dy

(hlz) = -2 /D G y)(e2(y)? + 261 ()es(y))dy

N, (1—exp (=A< X", 90 >)) =Xci(z) +...+ Nep(z) + O (A1)
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Ce qui implique que pour tout n > 1,

N, (— Z (FA< )Ti! Ad >)"> = Z)\”cn(x)

n>1 n>1

d’o,

N, (< XP, 0 >") = (=1)""nlc,(z)
Nous avons le résultat pour n = 4. O

Lemme 2.2. Soit D' un autre domaine de classe C* de R? tel que D C D'. Soit o’(dz) la mesure
de Lebesgue sur OD' et P'(x,y) le noyau de Poisson de D'.

Alors, si @, respectivement ', est une fonction mesurable positive sur 0D, respectivement D', nous
avons pour tout x € D,

¢<z>¢<z@o<dz>a<dzwb/°cuﬁay>f%yjz>fﬂ<y,zvdy

N, << XP o>< XV >) :4/
D

oD xoD’
2.1 Estimations de la mesure de sortie pour le disque unité

Dans cette partie, soit D = Dy le disque unité du plan et soit oy(dz) la mesure de Lebesgue sur

le cercle unité 0Dg. La fonction de Green et le noyau de Poisson sont exprimés par :

1 y — x|.
GO('xay) = —lng,x,yEDo
™ ly — |
11— |z
Py(z,2) = —.— 1 e Dy 2€dD
0(37 Z) o |Z—ZL‘|2 x 0, < 0
ou
I
ly|?

Soit (Z(2),z € 0Dy) comme dans la sous-partie précédente. Rappelons que
p(x) = dist(x,0Dy) =1 — |z|
Proposition 2.3. Il existe une constante Cy telle que, pour z,z" € 0Dy et x € Dy,
N, ((Z(2) = Z()*) < Cip(a) 7 |2 — 2/ (2.3)

Le processus (Z(z),z € 0Dy) a une version continue.

Pour prouver cette proposition, nous avons besoin de deux lemmes. Dans les preuves ci-dessous,

les symboles C,C’, C" signifient des constantes qui peuvent varier de ligne en ligne.
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Lemme 2.4. i) Il existe une constante Cy telle que, pour tout x € Dy et z € 0Dy,
Gol(a,y)Po(y, 2)’dy < | Golz,y)lz =y dy < Gy (2.4)
Do Dy
ii) Pour tout z,z € 0Dy tel que z # 2/
lim Go(z,y)Py(y, 2)*dy = 0
Dodx—2' Do
Preuve. i)Pour y € Dy, z € 0Dy, nous avons :
1—Jy[* < 2p(y) < 2[z —y|
donc,
1|yl
i L B g PO
5 = lz—ul
1—Jyf? _
——=<|z—y|!
2z —y|
d’ou,
Poly,2) < |z— ?/’_1
Po(y,2)* < |z—yl
alors,
/ Go(z,y) Po(y, 2)*dy S/ Go(z, y)|2 — y|*dy
Do DO
Prouvons maintenant la deuxiéme inégalité.
Pour z,y € D,,
G()(l',y) = GO(y7 23)
ainsi,
Go(z,y) < logw
ly — ]
5 —x|]y| 9 — x[-]y|
< ypyeal<pen 10g "+ 111yl p(a) lOg ———
{ly—z|<p(=)} ly — 7| {ly—z[>p(z)} Y — 7]
ly — xlyP’| ly — aly|”
= lypy—zl<p(en l0g —————— + 11y —zl> (e lOg ———
{ly—z|<p(z)} ylly — 2| {ly—z|>p(2)} lylly — z|
1 —zlyl] 11— ly]|
= 1g,— log———— 4+ 1y,— log ————
{y=sl<p()} I 1 = F Hiy—al>pla)} 108 )
Cp(z) C'p(z)
S 1 —x|<p(x l09—+1 —x )y
{ly—z|<p(=)} ly — 2| {ly—z[>p( )}|y — 7
En particulier,
N
Golz,y) < oP@) A ply) (2.5)

ly — |
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d’ou,
/ Golr )|z vl dy < Cpl) | vl e~ ol 2y
{ly—=l<3lz—y} {ly—zl<}|z—=}
or,
2=z < Jz—y|l+|y—=
< Jr—yl+3lz—al
zZ — ol P/
S Yy 5
1
Sle—al < -y
Yooy < fr—al
1 <
2=y < Az —a|?
alors
/ Golry)lz =yl 2y < 1Cp(a) | 2 — a2y — 2l dy
{ly-al<ilz—al} {ly-al<Llz—al}
< ACp(a)lz | * | jy — ol dy
{ly-al<}lz—al}
<
/ Galalz — |y < € [ PO) 1. g2y
{|yfz\<%|zfz|} {\yfz|<%\zf:p\} |y - 'Tl
2C _
< p(y)lz —y|2dy
|z — | {ly—21<3lz—=|}
<
et
-2 |Z - ?J|_2
Go(z,y)lz —y["dy < Cp(x) R —L
{lv—al> 4121} {y—sl24lz-al} |y — 2l
< o) [ ly — al~*dy
{ly—=[>L|2—=[}
<
donc,
| Golawlz — i Py < €y
Dy
La preuve de ii) utilise les mémes arguments. n

Lemme 2.5. Il existe une constante Cs telle que, pour x € Dy, z,2z" € 0Dy,

/D Go(!lf,y) (PO(ya Z) - PO(y? Z,))2

1 /
v|z’—x\ |z — 2|
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Preuve.

Pyly.2) = Poly#) = 5

L—JyP  1-Jy]?
2=yl [ —yf?

)

_ n -y vl

|z =y — y|?

S € 1t L il k=)

|z —y[?|2 — y|?
2y(z — 2)

= 2m) (1 - |y?
(2m)~( !|>|Z_ymz,_y|2

oll w.v représente le produit scalaire usuel dans R2.

Comme (1 — |y|)? > 0, nous avons :

=2yl +[y* > 0

v

2(1—Jyl) = 1+ |y|? 0

20(y)? > 1—|yf?

v

alors,
_ )2 1 2 Aly-(z = 2)?
(Po(y,2) — Po(y, 2'))° < WQP(?J) 2 — y|4z — y[*
< sz(yw—Z))

Nous majorons l'intégrale

I:LGWWMW(M%dW

[z =yt =yl
Posons a = 1 (|z — z| A |2/ — z|) et notons que p(z) < 2a

Alors, I = I + I, + I3 ou I; représente I'intégrale sur I'ensemble F; avec
By = {y€Do,ly—z[<a}
Ey = {y€ Dy y—z|>a,y—zVy—2|<3lz—2|}

Es = {yeDyly—z|>a,ly—zV]y—2|>3z-72}

Majoration de ;. ,
2 (W(z—2)) y
|2 = yl*z =yl

If:l;Gd%yM@)

or,

1
y—al < le—u

< eyl +3ly—al
|z — —ly—=x
=5 yiT3ly

Ly—al < Loy
Y p1# Y
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et

donc

de méme,

d’ou,

Il S 28|Z

Si y = x + u, nous avons

(y-(z' = 2))°

IN

<

— x|74|z' — az:|*4

1
sl < Sz-al
< sle—sl+ 3l —al
= 22 Yy 2y Z
1
Yeoal < Je-v
1
§|Z—ﬁﬂ|4 < Je—ylf
|z — x| < 24z —2|™*

|2 =yt < 2%e —af ™

Golz,y)p(y)* (y.(z' — 2))* dy

Eq

car u =1y —x et sur Fy, |y — x| < a donc u? < o

Alors,

L <2z —a| Y — 2|2 ((2.(z — 2)* + &®|z — )

Nous avons de (2.5),

/ Golz, y)p(y)*dy
Don{ly—z|<p(x)}

car p(z) < 2«

donc

Go(z, y)p(y)*dy

Eq
Co(x
< / p(y)Qlogﬂdy
{ly—|<p(@)} ly — |
< C'p(x)!
< 8C'p(z)a’

[E Go(z,y)p(y)’dy < Cp(z)a®
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En combinant les majorations précédentes, nous arrivons a :

L < 2|z —a| Y — )72 ((2.(2 = 2)* + o®|z — 2')?) Cp(z)a®
< Cle—al ™ — o™ ((2.(z = 2))p(x)e” + |2 = 2'Pp(2)a”)
Notons que
lv.(z = 21| = (x—§(z+z')> (z—2")
1 1
< |z—7 5(x—z)+§(x—z’)
/ 1 /
< le=25 (e —al + [ —a)
< =2z -2l V]S -z
et
plz) < lz—z| Al —af
|z =2 < |z—2|+]7 —
2 =2 < 2(z—2| V| —z)
donc,
L < Clz—a| 7 =2 (e = (|2 — 2| V[ = 2[)*p(2)a’ + [z = 2P p(x)a®)

IN

1
Clz = a2 =2l ™z = 2[(l2 = 2| A2 = 2])2(]z — 2] V |2 =23z — 2| A [ —al)’
1
( (z=al VI =2)*+ Iz =2l Al —2]))
C
= glr=alE =2z — A =2 (2 =l VI = 2]z = 2N -2l VI - al)?

1
+ Sz =zl Al —z])?)

4
< Cla—al 2 — 2z = 2Nz — |V IZ = al) (2 — 2l V |2 — 2) (1 — 2] A |2 — a])*
1 1 |z—z|AN|Z -z

( 4 8(|,2'—:Jc|\/|,2"—96|)2>

Par conséquent,

LL<O(z—2| V] —a|)) 2 =2

Majoration de I5. ,
(y-(z — 2))
|2 = yl*z =yl

Izz/E Go(z,y)p(y)?
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Pour y € Es,
/ ]' /
ly.(z — 2" = ‘(y §2+z)).(z—z)

1

= 3=+ 3= - ¥
1 /

< Sly=2l+ly =21 [ =~

< (ly—=2V]y=2).(z =2

IN

3|z — 2|

En utilisant la majoration |z — y| V |2’ — y| > 1|z — 2’|, nous obtenons

9z — 2|
—yfl =yt
Iz =yl V[ =y])?
< C/ Go(z,y)p(y)? d
Es ol y)ely) |z =yl —y|*

< C | Golz,y)p@) (lz—yl ™+ 2" —y|™) dy

E>

[2 < /E GO(xﬂy)p(y)2|

Considérons le premier terme

IN

3
C/ Ply) |z —y|~*dy, d’aprés (2.5)
B |y — 7|

3
Py -
/ ) |z —y|dy
Don{|y—z|<3|z—2'|} ly — x|

< 200z —a| V|2 — 2 / o)l -yl Ay
Don{|ly—=z|<3|z—2'|}

/ Golz,y)p(y)*|z — y|~*dy
E>

I
Q

car

ly—z > a
1 /
> (e -2l Al —a)
ly— |7t <2(lz =27tV [ =2
Comme p(y) < |z — y|, nous avons
| Golwgpotw?le = vy < 20( = ol v 12 -l 2 = yllz — yldy
Es Don{|y—=|<3[z—2'[}

< C(lz—z| v |2 — 2|z — 2

car |z —y|™' < |z — 72|

Evidemment, la méme majoration est vraie pour le deuxiéme terme et nous obtenons

L<C(z—z|' VIZ -2z - 7|
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Majoration de I3.
Sur Ej,
2
ly =2 A ly =212 3y =2 Vi ==1)
En utilisant 'inégalité
y.(z—2) < (Jy— 2| V |y — 2]z — 2]
et(2.5) pour la troisiéme majoration, nous obtenons
(ly— 2|V ]y —2')? |z — 2/
I; < Go(z,y)p(y)? dy
Es |z —y[*z" —y[*
z— 22
< ¢ [ Goledotn ==y
E3 |Z _y’
3 2
< of MEmst,
By [y — | [2 =y
or,
ly—z| > «
1 ,
ly—al > S(lz—z[Ald—al)
y—a < 2(z—a VI — )
donc,
ho< 200z =l V=l ([ ol ol ) 1= - P
E3
< 20(z ol vIZ ol ™) ( = ol ) - P
{ly—=2>2[2—=2'[}
1
< 20(|z —a| V] — x]’l)glz —
= C'(|z—a| PV IZ =2z = 7|
donc
L < Clz—z| V| —2)) Yz -7
L < O(z—az| ' VvI]Z —z| ™Yz~ 7
I < CO(lz—a ' VI =2z — 7|
alors
1 1
I1<C |z — 2
|z —z| |2 — 2
O

Preuve de la proposition 2.3
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Preuve. D’abord, nous affirmons que, pour un x € Dy fixé, les fonctions f, et g, introduites dans le

lemme 2.1 sont continues sur (9Dy)*(en fait, continues de Holder d’exposant 3). Considérons f,.

|fx(2’1, 22, 23, 24) - fa:(ZL 22,23, 24)| = , GO(*I’ yl)GO(yla y2)P0(y2, ZI)PO(:U% 22)G0(y1, y3)

| .
X PO(y?n 23)P0(3/3, 24)d3/1d3/2dy3
- /3 Go(l', yl)Go(?/b y2)P0(y2, Zi)Po(ym ZQ)Go(yl, ?J3)
DO
X Po(y:s, Z3)P0(y3, 24)dy1dyzdy3|
— | [ Golaw.y)Golo.
D
[ Po(yz, 21) — Poly2, 21)] Po(yo, 22)
X Go(yr, y3) Po(ys, 23) Po(ys, 24)dy1dyadys|

= |/ Go(z,y1)Go(y1, y3) Po(ys, 23) Po(ys, 2a)
D3
X / Go(yh yz)[Po(yz, 2’1) - Po(ym Zi)]Po(?JQ, Zz)dyldyzdy3|
Dy
< / Go(z,y1)Go(y1,y3) Po(ys, 23) Fo(ys, 24)
D

X (/D Go(y1, 92)[Po(ya, 21) — Polys, 21))2dys)?

X (/ Go(yhyz)Po(yz,Zg)de)%dmdyg,
Do

IN

/ Go(z,y1)Go(y1,y3) Polys, 23) Po(ys, 24)
Dg
x Clz1 — 1|7 V|2, — 1|7 )|zt — 2| 2dyrdys des lemmes 2.4 et 2.5
Clor =212 [ Golx, )

Do

( la—wnl® VIL—wnl?)
( /Go(yh3/3)1[)0@37Z?))Qaly:a)é
Dy

IN

( /Go(yhys)Po(y3,Z4)2dy3)édy1
Do

C’|zl—zi|%

IN
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L’argument pour g, est similaire.

192 (21, 22, 23, 24) — Gu(2), 22,23, 24)] = | /D3 Go(z,y1) Po(y1, 21)Go(y1, Y2) Po (Y2, 22) Go(yz2, Ys)
X Po(;:sa 23) Po(ys, za)dy1 dyadys
— [ Galaru)Pon, 4) Gl )P, 22) G )
X POEyfﬂa 23) Po(ys, 24)dyrdyadys|
= 1] GolamlPalon.z) = Puon. 20
< Golun. ) Po(wa,22)Goy )
X Po(ys, z3) Po(ys, 24)dyrdyadys|
= I/DQ Go(y1, y2)Go(y2, y3)
X Po(gg, 29) Po(ys, 23) Po(ys3, 24)dy2dys
Jp, Go(z,y1)[Po(yr, 21) — Polyn, 21)]dyi |
< (/D Go(yr, y2) Py (y2, 22)dyo)
0

N|—=

N|=

X (/ Go(y2, y3) Py (Y3, 23) Py (Y3, 24)dys)
Do

x (/D Golz, 1)
[ Po(yr, 1) — Polyr, 2)]%dy) 2

< /D Gole, ya)dy)

Oz — 2|7 V|2, — 2|7 )|z — 242

IA

< Cla—2)

Nous obtenons que la fonction h, du lemme 2.1 est continue sur (9Dy)*.

Pour € > 0,z € 0D, posons
2) = @7 [ e XPd2)
8Do

= (25)_1/ 1{‘Z,Z/‘<E}Z(Z/>U(d2/)
9Dy
Du lemme 2.1 et de la continuité de h,, nous avons
hn})Nm <Z51 (Z) e Z€4(Z>) — 8h1~(2, e 7Z>

Donc, Z.(z) converge dans L*(N,) lorsque ¢ — 0.

La limite doit étre Z(z) et pour 21, ..., 24 € 9Dy, nous avons

N, (Z(z1)...2(24)) = UImNu(Z(21)...Z:(24))

e—0

= 8hx(21, PN 24)
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Il résulte que pour z,z € 0D,

’

N, ((Z(2) — Z(2))*) = 8.41(Fy(z, z/) + 4Fy(z, z'))

Fi(z,2) = /D3 Go(z,y1)Go(y1,y2)Go(y1, ys) (Po(y2, 2) — Po(ye, 2))?
X (Po(ys, 2) — Polys, 2))dyrdysdys
Fy(z,2) = /D3 Go(w,y1)Go(y1, ¥2)Go(y2, y3)

< (Po(y1,2) — Po(y1, 2 ) (Po(ya, 2) — Po(y2, 2 ) (Po(ys, 2) — Polys, 2 ) dyrdyadys

Pour majorer F(z, ') nous appliquons le lemme 2.5 deux fois :

! ! 2
F1(Z,Z) = / Go(ybyz) (Po(ymz)—Po(ymz)) dys
Do
L\ 2
X / Go(ybys) (Po(y:s,Z)—Po(y:'wZ)) dygx/ G0<5U7y1)dyl
DO DO

1 1 / 1 1
/ Cg( \V/ 7 )‘Z—Z |03( n
py lz—wl ¢ —wul

)z — 2'|Golx, y1)dy

|2 =21 |2 =

< c / Golz, 1) (|2 — 1|7 + |2 — w122 — 2 JPdyy
Do

< ')z — 7%, du lemme 2.4.
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De la méme maniére, en utilisant les lemmes 2.4 et 2.5

Fy(z,7) = - Gola,y1)Go(y1,y2) (Po(y1, 2) — Polyr, 2)) (Po(y2, 2) — Polyz, 2'))dyrdys
Ip, Gozym y3) (Po(ys, z) — Polys, ') dys
<[ Galer)Galon 1) Pon,2) = Pon, =) 1Pae.2) = Pole, =
;
< Ol =l +1 =l )z =

< C|Z—Z/’ Go(z,y1)|Po(y1, 2) —Po(y172l)|dyl

Do
x ; Goly1, y2) (Po(ya, 2) — Polya, 2))2dyz) />
0
< ([ Guln)(z = sl 1 = ] )
0
< Clz— Z/’ i Go(z,y1)|Po(y1, 2) — Po(yl,zl)|d3/1(03(|z — |tV ’Z/ B y1|71)1/2|z B z/]1/2)
0
([ ol lle =l +17 = ol )
0
= ko Z/’3/2/D Gol@,y)|Po(yr, 2) = Polyn, 2)|(12 = n| 7" V 2 = )2y
0
< Clz— z'!3/2(/D Go(x,11)(Po(y1, 2) — Po(y, 2))2dy,)"/?
0

( / Go(z,y1)(|z =y "V |2 — | Hdyr)'/?
Dy

< =P Golaan) (P ) — R, )P
< Clem PRz - ol VI —a )z — £

< Ol (s —al v | — a2

< Cpla) = AP

car
plx) < |z =z A |2 —af
pa) ™ > |z —a| v [ —
Par conséquent,

/

No((Z(2) = Z(z))") < 84U(C'|z =2 +4C" p(a) |z = =)

< Clz—2Ppla) 2
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2.2 FEstimations de la mesure de sortie pour un domaine simplement connexe

Supposons maintenant que D est un domaine borné simplement connexe de classe C? de R2. Nous
pouvons trouver une application conforme v de Dy dans D. Sous nos suppositions, ¢ prolonge une
application bijective continue de Dy dans D. " a aussi une extension continue & Dy et ¢’ ne s’annule
pas sur Dy. En particulier, [¢)'| est bornée par des constantes positives sur Dj.

Pour z,y € D et z € 0D,

G(z,y) = Go(¥ ' (2),v " (y))
P(z,z) = [¢' (@7 ()| Ry (), 7' (2))

Notons par ¢ 'image de oy sous v :

(dz) = [' (¥ (2))| o (d2)

Introduisons

P(z,z) = [ (47} (2))|-P(x, 2)
= R '(2),97'(2))

P(z,2)6(dz) = P(z, z)o(dz) est une distribution de B, sous P,.

Nous posons Z(z) = | (v ~1(2))|Z(2).

Z (2) est la densité de la mesure de sortie par rapport a .

Proposition 2.6. Il existe une constante Cy telle que, pour z,2 € 0D,x € D

No((Z(2) = Z(£))") < Cap(z) )z = 2
Les processus (Z(2),z € OD) et (Z(z),z € OD) ont des versions continues.

Preuve. Remarquons que la formule du lemme 2.1 peut étre écrite de la forme :

4
Nz(H < X?, p; >) = 8/(@0)4 p1(21) - 904(24)Bx(21, ooy 22)0(dz) - - - G (dzy)
i=1

ol
4

ha(z1,. - 2a) = ho(z1, ) [ 10/ (7 (20)]

i=1

Comme dans le lemme 2.1, nous avons

7%;(21, . 72’4) = Z(fz(zeu), e ,Z9(4)) + 4§$(Z9(1)7 o 729(4))
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ou
fe(21,..0,21) = /3G 2, 1) G (1, 42) P(yo, 21) Py2, 22)G (1, y3) P(ys, 23) P(ys, 24)dyrdyadys
D

= / GO yl)G()(ylqu)
D3

3
H 19" (y)|*) Po (s 21) Po(ya, 25)Go (v, Y3) Po(ys, 25) Po(ys, v ) dys dyadys

i=1
ou 2 = P~ (2)

En se rappelant de la majoration de |¢)'| sur Dy et en utilisant la derniére formule de f,(z1,...,2),
nous pouvons argumenter exactement comme dans la preuve de la proposition 2.3 pour obtenir la
continuité de f,.

De la méme maniére, nous obtenons la continuité de g, et par le méme argument que précédemment,

No(Z(21) ... Z(z))* = 8.41(F1(2,2) + 4Fy(2,2))
Fi(z,2) = G(x,91)G (Y1, ¥2)G (Y1, y3) (P(ya, 2) — P(y2, 2 ))*(P(y3, 2) — Plys, 2))2dyi dyadys

Js
Js

1=

H [0 ()17 Go(¥" (2, 1)) Gyl ¥5) Go(yh ) Gy}, )
1

(- Poyh v 1(2)) = Polwh, () (Polyh, v (2)) — Polyh, v (2)))dy) dyhdys

’ !/

Fy(z,2) = /D3G(x,yl)G(yl,yz)G(yl,ys)(P(yl,Z)—P(yl,z))(15(112,2)—15@2,2))

( f’(ys, 2) — P(ys, 2))2dyrdyadys

- / HW) il (@), y1)Go(yr, ¥2)Golyr, u3)

07,1
!

Y(2)) — By, v H(2)) x (Polyh, v H(2)) — Po(yh v (2))
“(2)) — Polyh, v 1(2)))dy; dybdys

X

(Po(y17¢
(PO(?J§7¢

X

La méthode de la partie 2.2 s’applique encore pour majorer F’l(z, z') .

Fi(z,2) < Ol (z) — v i(2)?
< Clz=2)

et de la méme maniére, nous avons

O~ (@)= [p~(2) — ()
C'p(z)= |2 — 2/

5
—
R
0
—
AN

IN
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donc,

No(Z(2) = Z(2))"

IA

8.4! <C’l\z — 2 2440 p(z) V2|2 - z/|2)

< Cup(z) Pz =2

Les processus (Z(z),z € 0D) et (Z(z),z € D) ont des versions continues en utilisant le lemme de

Kolmogorov. O]

2.3 Continuité radiale

Pour tout r € (0, 1], nous posons

Di = {z € Dy,|z| <1}
D" = (Dy)

D" est aussi un domaine simplement connexe de classe C?. Si &, représente l'image sous 1 de la

mesure de Lebesgue sur 9D, nous avons pour z € D",
XP'(dz) = Z.(2)6,(dz),N, ps.

et le processus (Z,(z),z € dD") a une version continue sous B,.
Pour 0 € I := R/277Z, nous posons
Z(r,0) = Z(v(re”)

Proposition 2.7. II eziste une suite (r,) strictement croissante convergeant vers 1 telle que, pour
tout x € D,

lim (sup |Z(rp, 0) — Z(l,é’)]) =0,N, p.s

n—o0 \ ger

Nous avons besoin du lemme suivant pour prouver cette proposition.

Lemme 2.8.

lim <sume((Z(7“, 0) — Z(1, 0))2) =0

1\ gell

et la convergence est uniforme quand x varie sur un sous-ensemble compact de D.

Preuve. Notons par G" et P", respectivement G et Fj, la fonction de Green et le noyau de Poisson

de D", respectivement Dy.

Posons P (x,2) = |1’ (1~"(2))|.P"(z, z) comme dans la partie 2.3.
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Pour z € D",z € D et r < |z|, nous avons :

N, (ZT(z).Z(zl)> - N, (XD (d2)5-1(dz). XP(d2 )6 (d? ))

=4 g N ) o) 0Pl

du lemme 2.2
— 1 [ G P )Py
DT

et en utilisant les relations :

G'(z,y) = Giv™'(2),v7'(y))
P(z,2) = B (2),97(2))

nous arrivons a

N(Z(r0)Z(1,6) = No(Z((re®).Z((c)))
4 /D G (6 (@), (6 (1))

T
0

< B ), o e ) B ), () )
= 4 [ W PG ) B e oy ey

donc

N,((Z(1,0) — Z(r,0)> = N.(Z(1,0)* + Z(r,0)® — 22(1,0)Z(r, 0))
= N.(Z(1,0)*) + N, (Z(r,0)*) — 2N, (Z(1,0)Z(r,0))
=i W WPG( Ry

Do\Djy

+ /Dg W' (9)[*Go(z,y) Po(y, ) *dy

+ [ 1V GG By ey

- 2f 1 Gt ) ) P ) )

- a(f o [ PGl Ry, ey

" / 16 () PG, ) (Poly, ) — By (y,re™))?dy
" / 16 () (Gola, ) — Giw,9) Poly, €)dy)

Rappelons que [¢)'| est majorée sur Dy, nous pouvons donc majorer |¢'(y)|? par une constante c’est
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a dire 1" (y)|? < C, ainsi

/ 10 (y)|*Go(z, y) Po(y, e?)’dy < C/ Go(w,y) Po(y, e”)?dy
Do\Dj; Do\D

car pour y € Dy\Dyj, |y| = r.

donc,
limsup N, (Z(r,0) — Z(1,0))> < lims 0(/ Gol, y) (— Lo )2d
imsup N, (Z(r,0) — , < limsu YN — 3
"L pen "L et Do\Dj; A7 e —y)|? /
+ [ Gilen (Pl - Filwre)dy
0
T / (Golz, ) — Gy, ) Poly, €)2dy)
D
-0
d’otl le résultat. O

Preuve de la proposition 2.7. Soit K un sous-ensemble compact de D. Supposons que x € K.

Nous affirmons premiérement que la majoration
No((Z(r,0) = Z(r,0))") < Cx (0 —0')° (2.6)

restant vraie pour une constante C'x indépendante de x et r entraine que x € K et r est suffi-
samment fermé en 1.
Dans le cas d'un disque unité, la constante peut étre choisie indépendamment de r.
Dans le cas général, les formules explicites tirées dans la partie 2.3 nous permettent de majorer
N, (Z7(2) — Z"(2"))* par les quantités correspondantes pour le disque unité.
Pour n > 1,p € Z/2"Z, posons ¢ = 2mp27" € IL.

Soit v > 0. La majoration (2.6) donne

No((Z(r,0p) = Z(r,0,41)") < Crc(O = O10)?
= Cx@2mp2™ —2n(p+1)27F)?
= COg4r?2™*

= (2%

ot C' = 4r*Ck.
donc N, ((Z(r,6%) — Z(r,0F,,))") < C'27%

9 p+1



2. Estimations de la mesure de sortie 30

or,

No(1Z(r,0,) = Z(r, 050 > 27%) = No(2%|Z(r,05) — Z(r,0,,1)] > 1)

) p+1

IA

N, [(2™Z(r,6F) — Z(r,0%,,)])*]

9 p+1

— 2N, ((Z(r,65) — Z(r, 65,))")

) p+1

par conséquent,
N (|Z(r,0%) — Z(r, 0%, )| > 277%) < ¢'20ko 2

Nous prenons v = %.

N, (3k > n;3p | Z(r,08) — Z(r,05,,) > 2755 = YOS N(1Z(r,05) — Z(r,05,,)| > 275)

k>n p
< Yy
k>n p
Py
k>n
< Y
k>n
- ﬂ 9—n/2
1—2-1/2
donc,nous avons
N, Gk > n,3p: | Z(r,08) — Z(r,08,,)| > 274/5) < C 27"/ (2.7)
ou O” = C—/_l
1-27%

Notons par E,(r) I’événement

Ba(r) = {¥k 2 n,¥p: | 2(r,6}) - Z(r.65,)| <27

L’argument classique enchainé de la preuve du lemme de Kolmogorov(avec la continuité de l'ap-
plication § — Z(r,0)) montre que sur I'ensemble E,(r), nous avons pour tout 6,0 € II tels que
10— 0| <2727

1Z(r,0) — Z(r,0')] < 2(1 —271%)7 g — g'|V/8 (2.8)

D’autre part, du lemme 2.8, nous pouvons choisir une suite (r,) qui croit en 1 telle que

lim (sup N, ((Z(rn, 07) — Z(1,67))) = 0

1l gnernn

donc,
on—1

No | Y > (20,0 - Z(1,60)7 | < o

{nrn>z|} p=0
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La suite (r,) peut étre choisie indépendamment de K par extraction d’une sous-suite diagonale. Il
s’ensuit que

lim  sup [Z(r,,0)) — Z(1,0,)| =0 N, p.s

oo 0<pLen—1

Remarquons que
> No(Eu(r,)") < oo, de (2.7).
Donc, la majoration (2.8) est vraie pour r = r, pour tout n suffisamment grand, N, p.s. Ainsi,

/

sup |Z(rn,0) — Z(1,0)] < sup  [Z(rn,0,) — Z(1,0))|+  sup  |Z(rn,0) — Z(ry, 0 )]

fell 0<p<2n—1 |0—6" |<2m2—m
+ sup |Z(1,0)—Z(1,0/)|

|6—0" | <272~ ™

or,

|Z(rn, 0) — Z(r, )| < 20 =27Y9 -0V sup | Z(rn,0) — Z(rn,0)|
|6—6'|<272—7

S 2(1 _ 2—1/8)—1(27T2—n)1/8
B 2 1/8 1
= T o

donc,

lim  sup  |Z(rn,0) — Z(rn,0)] =0

09— |<2m2—n

par conséquent,

lim sup |Z(r,,0) — Z(1,0)| = 0.

n—oo 9€7T
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3. PREUVE DU THEOREME 1.1 DANS LE CAS SIMPLEMENT CONNEXE

Dans cette partie, nous prouvons le théoréme 1.1 lorsque D est un domaine borné, simplement
connexe de classe C%. Pour éviter les 4 facteurs comme dans la formule (1.4), il sera pratique de
traiter 'équation Au = 4u? plutdt que Au = w?. Ainsi, pour prouver le théoréme 1.1, il suffit de
vérifier que toutes les assertions de ce théoréme donnent des solutions de Au = 4u?, avec une petite

modification que la formule de représentation (1.4) est remplacée par :

u(z) =N, (RPNK #0) +N, (1{RDQK@} (1 — exp (— /D Z(z)u(dz)))) (3.1)

Cette preuve comporte quatre démarches.

Dans la premiére démarche, nous avons besoin de la propriété particuliére de Markov([7| que nous
rappelons ci-dessous.

Nous définissons les excursions de(W5), en dehors du domaine D. Nous utilisons la mesure de proba-
bilité N,., ot (r,z) € D. L’ensemble ouvert aléatoire {s € [0,0],7(Ws) < (s} peut étre écrit comme
une réunion dénombrable des intervalles ouverts disjoints (a;, b;), i € 1.

Pour tout ¢ € I fixé, nous avons
T(Ws) = 7(Wy,) = (4, pour tout s € [a;, by

et les trajectoires Wy, s € [a;, b;] coincident a leurs temps de sortie de D.
Posons ' = W,, = W,(r(W,)), pour tout s € [a;, b;].

Nous définissons un élément aléatoire W* de C (R+, Wén)> par la formule
W;(t> = W(ai—i-s)/\bi (t)) t Z T;

afin que W! soit un élément de WZ’(’?) avec temps de vie (! = Clai+s)Abi -
Les processus W, i € I sont les excursions de W "en dehors de D".

Et nous sommes intéressés a » ., oy, qui est une mesure ponctuelle sur Cy (R, W) et nous prenons

iel
le cas pour r = 0.

Conditionné par £, cette mesure est une mesure de Poisson d’intensité [ N, (.) X (dy).

Nous avons besoin aussi d’'un théoréme et d’un corollaire a propos des relations des processus a

trajectoire évaluée avec les équations différentielles partielles.
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Théoréme 3.1. [4] Soit g une fonction mesurable positive sur 0D telle que pour tout x € £,

E9 (g(w)) < oco. Alors, la fonction

v(z) =N, (1 —exp (— (X%, 9))),(z € Q)

résoud l’équation i
o(o) = B2 0) 28 ( [ v (w0 du)

Remarquons que la mesurabilité de I'application x — N, implique facilement que la fonction v

est aussl mesurable.

Corollaire 3.2. [4] Supposons que ((,) est un mouvement brownien dans R et que Q est un domaine
de Green dans R?. Sous nos suppositions dans le théoréme ci-dessus, la fonction v est deux fois
continuellement différentiable dans Q0 et résoud Av = 4v* dans Q2. De plus, en supposant que S est

borné et régulier et que g est continue sur 0S). Alors, pour tout y € 0D,

olm v(z) = g(y)

3.1 La solution de Au = 4u?

La fonction u définie par (3.1) est une solution de Au = 4u? dans D. Nous avons :

uz) = N (RPNK)+N, <1{RD0K=®} (1 — exp (— / Z (Z)V(d2>>>)

= N, (Igronxzoy (1 —exp — 00)) + N, (1{RDmK =0} (1 —exrp < /Z )>)>
z (1{721301(7&@} (1 — exp (—Oo-l{RDnK;éw} - | Z(yw )))
. (1{RDm<w} (1 — exp (—Oo-l{RDnKyéw} - /Z )))
= N, (1 — exp (—m.1{RDmK¢@} - /Z(y)v(dy)>)

En posant

I
Z

+
Z

F = sodoncay + [ Z()vidy)
nous pouvons écrire
u(z) =N, (1 —exp— F)

De (1.1), la fonction w est minorée sur tout sous-ensemble compact de D. De plus, la fonction
F posséde la propriété d’additivité suivante. Soit D’ un sous-domaine de D tel que D' C D, et
(W' i € I) les excursions de W a l'extérieur de D'.
Alors, pour x € D,

F=> F(W') N, ps

el
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D’ow, de la propriété particuliére de Markov|7], nous avons pour x € D',

u(xr) = N, (1 —exp (— Z F(W’)))

- N, (1 — exp (—/Nz (1—e") XD/WZ)))
- N, (1 —exp (— <XD/, u>>>

Et d’aprés le théoréme 3.1 et le corollaire 3.2, cela implique que v résoud Au = 4u? dans D.

3.2 Construction du couple (K, v)

Nous construisons maintenant un couple (K, ) pour une solution donnée. Jusqu'a la fin de la
preuve, nous fixons une solution positive u. Nous vérifions que u peut étre uniquement écrite sous la
forme (3.1) et le couple (K, v) est déterminé a partir de u par les formules du théoréme 1.1. En se

rappelant de la notation de la partie 2.3, nous choisissons une suite (r,,) convergeant vers 1 telle que

n—00 \ eIl

lim <Sup | Z(rp, 0) — Z(1,9)|) =0N, p.s

Alors, pour p, q € 11, nous posons

an(p,q) = /( | u (¢ (rnew)) do

(Nous utilisons la convention évidente pour les intervalles dans II : si a, respectivement b, est le

représentant de p, respectivement ¢, dans [0, 2IT), nous prenons
(p,q) = (a,b)sia <b
(p,q) = (a,b+ 2II)si a > b)
En remplacant (r,) par une sous-suite, nous pouvons supposer que,pour tout p,q € II; := 1IN 211Q,
Tim a,(p, q) = a(p, q) € Ry U {400}

Notons que
a(p,r) = a(p,q) +alg,r)sip,q,r €Iy et g € (p,7)
Nous posons

Ko ={y €, a(p,q) = oo quand p,q € 1,y € (p,q)}
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Alors, K, est un sous-ensemble compact de II, qui est identifié & D, par I'application § — €. En
utilisant cette identification, nous prenons K = ¢ (Kj).

Aussi, nous posons O = I1\ K et définissons une mesure finie v, sur O par
vp(dl) = 1o(0)u (¢(rnei9)) do
De la définition de K, nous voyons que pour tout sous-ensemble compact H de O,

sup v, (H) < o0

n

D’on, par extraction d’une sous-suite, nous pouvons supposer que la suite (v,) converge p.s dans
I'espace des mesures de Radon sur O. De l'identification 0Dy = II, la mesure bornée v, est une
mesure de Radon sur 0D\ K.

Soit 7 'image de v, sous ¢ et nous posons

v(dy) = [¢' (v (y))| 7(dy)

3.3 Preuve de la formule (3.1)

Nous montrons maintenant la formule (3.1). La fonction u résoud le probléme de Dirichlet pour
Au = 4u?® dans D™ avec condition a la frontiére upr. D’aprés le corollaire 3.2, nous avons pour

r € D™

u(z) = N, (1—exp(—(X"" u))) (3.2)

(1= eap (- [ w1215, )

= N, (1 — exp (—rn/nu (v (rne”)) Z (rn, 0) d9>)

Lemme 3.3. Pour tout x € D, nous avons N, p.s sur {RD NK # @},

lim | u (v (rne”)) Z (ry,0)do = +oo (3.3)
n—oo I
et N, p.s sur {RD NK = @},
lim [ u (¢ (rne”)) Z (rn,0)do = / 7 (1,0) voo(dB) (3.4)
n—oo I I

Preuve. Nous montrons premierement (3.4). Pour € > 0, notons par K. I’e-voisinage ouvert de K
dans R2. Puisque R” est compact, sur I’ensemble {RD NK = (Z)}, nous pouvons trouver € = £(w) > 0
aussi petite que R” N K,y = 0.

Donc, Z,(y) = 0 pour y € D" N K.y, r € (0,1].

Pour n > 0, soit (KO)77 le n-voisinage fermé de K, dans II. Alors, pour 6 > 0 et n > 0 petit aussi,
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nous avons
i0y .
{w(re )il—6<r< 1,0€(K0>n} C K

Donc, pour n suffisamment grand et 6 € (Ko)n’ NOUS avons
Z(rp,0)=2(1,0) =0

Soit OT] = H\ (Ko)n.

Puisque O,, est relativement compact sur O, nous avons

sup/O U (w (rnew)) df < o

n

De la proposition 2.7, nous avons

lim [ u (v (rne”))|Z (r,0) — Z(1,6)|d9 =0 N, p.s

n—oo I

sur I'ensemble {RP N K = 0}.
D’autre part, sur le méme événement, nous avons pour n grand
/ u (¢ (rne)) Z (1,0) do = / 7 (1,0) v, (db)
I o)
qui par la convergence vague de v,, vers v,, converge vers
/Z(l,&) Vso(dB) :/Z(l,é’) Voo(dB)
o I

Par conséquent,

lim | u (W (rc®)) Z (o, 0) dO = / 7 (1,0) v (d0)

Nous revenons a la preuve de (3.3).

Nous utilisons la notation w = w({) pour le point final de la trajectoire arrétée w. Nous posons
T:inf{s >0, :T(WS),WS € K}

de telle maniére que{RP? N K # 0} = {T < oo}p.s
Notons que, sur{T < oo}, Wy € K d’ou 1)~ (WT> € Ky CIL
Nous montrerons que

Z (1,w’1 (WT)> > 0N, p.s. sur {T < o0} (3.5)

La propriété (3.3) résulte de (3.5) :
de la proposition 2.7 et de la continuité de Z (1,6), nous pouvons trouver € > 0 tel que pour n

suffisamment grand et ‘0 —qp1 <WT)‘ <&,

Z (rp,0) >

2 (100 (1)

N —
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Ainsi

/Hu(¢ (r€®)) Z (r,,0) d6 > %Z (1w (V7)) /|M_1(WT) u (& (rae™)) d6

B |<e
qui tend vers oo par le fait que ¢! (WT € Kj et la définition de Kj.
Pour prouver (3.5), nous appliquons la propriété forte de Markov au serpent brownien au temps 7.
Premiérement, nous inscrivons quelques propriétés de la trajectoire arrétée Wr.

Pour tout 0 > 0, posons

DY) = {ye D,dist(y,0D) > 0}

D(z,y) = {yeRJy—a|<d}

Alors, la trajectoire arrétée Wy satisfait le suivant(N, p.s. sur{T < oo})

(a) T(Wr)=Cw, et Wy € K et

(b) Il existe des constantes positives 0 et A telles que {Wr ((wy—e), 2 (27" ) <t <27} C

D(‘;T%) NnD <WT,A2*%) ,pour n € N.

Maintenant, nous fixons une trajectoire arrétée w € W, telle que (a) et (b) restent vraies quand
Wy est remplacée par w. Nous argumenterons sous la mesure de probabilité P}, qui est la loi du
serpent brownien commencé & w et terminé quand le processus qui a existé s’annule. Notons que la
définition de la mesure de sortie a une signification sous P;. En outre, de la proposition 2.5 de [4],

nous pouvons écrire
(XP0) = [(XP(0,0) N(do) P ps
ot N (dw) est sous P (dw) une mesure de Poisson sur I'espace canonique C (R, , W) des fonctions

continues a valeurs dans VW d’intensité

w
2/ Nw(t)(dw)dt
0

Ecrivons

N =>4,

jeJ
et observons que, P’ p.s pour tout j € J, XP(w;) a une densité continue (Z(w;)(z), 2 € dD) par
rapport a o(dz).
Nous vérifions que

P (3j € J, Z(w;) () > 0) =1 (3.6)

Ce fait implique que X est P’ p.s minorée par une mesure sur D qui a une densité positive a .

Des propriétés des mesures de Poisson, nous avons

Cw
Pr(3j e J Z(w;)(w) >0)=1—exp <—2/0 Nu@) (Z(w) > 0) dt)
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Alors, pour y € D,

AV
—~ 2Z
@Z
—~l— N
!

Jo Gy, y) Py, w)*dy’
en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les premiére et seconde formules du moment de Z(z),

rappelées au début de la deuxiéme partie.

Alors, d’une part,

/ G(y,y )Py, 0)dy = /
D Do

D’autre part,

2

1"

Y'(y )| Go (1#71(9), y”) Py (yﬂ, wl(u?)>2 dy’ < C ,du lemme 2.4

P(y,UA}) = P (w_l(y)vw_l(w))

S Sl (€] 2
@) =9 ()l
NEA.C)

T oy

ol ¢,¢’ sont des constantes positives.
Soit n un entier tel que 27" < ¢, et{w (¢u — 1), 3 (2™ ) <t <2} C p27%) A p (w, A27%)

Alors, pour t € [Cw — 27"y — % (2_”_1)}, Nnous avons :

-n § —n—1
Cw_Q Stggw_2<2 )

-n o _§ —n—1
2 <t-G <5 (27)

3 —n—1 . -n
S 2) <G-t<2

donc
w(t) € DO #) A D (w, A2 %)

pour w(t) € D(‘;Tj), nous avons

dist (w(t),0D) > 6272
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Alinsi,
. dp(w(t))’
Nu) (Z(w) > 0) 1
¢l —w(t)|
' 6* (2_%)2
> 7
cA*(272)
(6N
. ¢(4)"
d’ou,

S N (2 s 0y 2 £ (2
/ v (Z(0) > 0y > = (-

w_27n

De (b), il y a infiniment de valeurs adaptées de n.

Nous concluons que
Cw
/ Noy(r) (Z(w) > 0)dt = o0
0
et ainsi la relation (3.6) est vérifice.
De (3.6) et la propriété forte de Markov pour le serpent brownien, nous concluons que, N, p.s sur
{T < oo}, XP est minorée par une mesure sur 9D qui a une densité positive a wy. Cela implique

que Z (wr) > 0 qui est équivalent a (3.5). O

Revenons a la formule (3.2). En passant a la limite n — oo, nous déduisons du lemme 3.3 que

u(e) = Ny (RP A K £0) 1 N, (1{RD0K:@} (1 — exp (— /H Z(1,0) v (d@))))

Pourtant,

/ Z(1,0) v (d) — / 2(2)(d>)
/

et nous obtenons la formule de représentation (3.1).

3.4 Unicité du couple (K,v)

Pour établir I'unicité du couple (K, v), nous vérifions d’abord la formule (1.2).

Si z € K, nous avons

u(z) > N, (z€RP)
> N, (Z(z) > 0)
- P(m,~z)2
— [, G(x,y)P(y, z)dy
NGOl
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des arguments que nous avons utilisés dans la preuve du lemme 3.3.
Donc,

lim sup p(z)*u(z) > 0
Doz—z

Alinsi,

K C {z € 0D, limsup p(z)*u(z) > O}

D3x—z

Pour obtenir I’autre inclusion, supposons que z € 0D\ K.
Nous pouvons choisir € > 0 afin que z ¢ K.

Alors, siz € D et |z — 2| < §,

o) N (R7 1D (.5) #0) 48 (Lmocpgegy) (1= eon (= [ 26001a2)) ) )

D’une part, de (1.1),

N, (RD NnD <x, %)C =+ @) < N, ( sup w;(t) > %)

D’autre part,

2 (geneney (1 (- [20))) = 5 (1gmmemey [ 7Cmtao)

AN
,—A—\\
Y
|
x
IN
no
wlm
—
Z,
]
—~
N
—~
N\
SN—
SN—
N
—~
ISH
I
N>

= P(x, 2 \v(d
/{} (2, #)0(d)

< Cp(x) v ({z’ €D, | — 2] < 2%})

Ainsi, puisque v est une mesure de Radon sur 0D\ K et y ¢ K., nous avons

limsup p(z)u(z) < Cv ({z’ € ID, |2 — 2| < 2%})

D3z—z
< o

Cela compléte la preuve de (1.2).
Nous avons encore & prouver (1.3).

Pour z € 0D et € > 0 suffisamment petit, posons
ze =z+¢eN,

Alors, z. € D.

Soit o une fonction continue positive sur dD dont le support est contenu dans 0D\ K. Soit § > 0 tel
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que ¢ = 0 sur K NoD.
Alors,

[ R 0K £0) 0 < ( [ea0@) s N (RO0K £0)

ZE@D\K((;)
et la derniére quantité tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 de la proposition 4.4 de [6].

Soit 7 la restriction de v sur 0D\ K(5/2) de telle maniére que 7 est une mesure finie et (7, p) = (v, ¢).

Alors,
| [ e(2)o(dz)N., (1 — exp(— [ Z(')v(dz")) — [ ¢(2)o(dz)N.. (1 — exp(— [ Z(2' NI

< (/ ¢(z)o(dz)) sup N, (RPN Kgp) #0)

ZG@D\K((;)
qui tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 par le méme argument que précédemment.

Vérifions que

(5,0 = lim | o(2)N.. <1 ~ eap <— / Z(z'>p(dz'>>) o(d2) (3.7)

e—0

pour compléter la preuve de (1.3).

Premiérement, nous notons que

[ ot (1= cap (- [ 2600 )otas) <

et la derniére quantité tend vers (7, ) quand e tend vers 0.

D’autre part, nous avons pour n > 0

[ et ([ 2001 iy ) ol < / . ((2()0())?) o)
Dt [t ([ 2620 ot
/so /(dZ)

fD G (ze,y) P (y,2')’

IN

= )N

La derniére quantité tend vers 0 quand e tend vers 0 par la convergence dominée en utilisant le
lemme 2.4 (ii).
En outre, pour v > 0, nous pouvons choisir n > 0 telle que

Je(z)N., (1 —exp(— [ Z(z)v(d))) o(dz) > v) [ (2) < )1{IZ dz,)<n}1/(dz )> o(dz)

d’ou

lim inf / o(2)N,, (1 — exp (— / Z(z’)y(dz’))) o(dz)

> (1= tminf [ N[ 2 a7 (d2)od2)

e—0
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— (1— ) liminf / SN, ( / 2()p(d))o(d2))

e—0

= 1=9)<v,p>

Puisque 7y était arbitraire,cela compléte la preuve de (3.7) et du théoréme 1.1 dans le cas borné, sim-
plement connexe. Nous observons aussi que les estimations (1.5) et (1.6) s’ensuivent immédiatement

des arguments au début de la quatriéme démarche.
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4. PREUVE DU THEOREME 1.1 DANS LE CAS GENERAL

Dans cette partie, nous montrons le théoréme 1.1 quand D est un domaine de classe C? de R?.
Nous supposons d’abord que D est borné. Le cas d'un domaine non borné n’exige pas de nouvelles

idées mais quelques modifications qui sont détaillées a la fin de cette partie.

4.1 Détermination du couple (K, v)

De la définition d’un domaine de classe C?, pour tout z € 9D, nous pouvons trouver un nombre
5. > 0, une base orthonormale (V,, N,) de R?, et une application ¢, de [—4,,d.] dans [0, /4,6, /4]
de classe C? tels que 1,(0) = ¢/(0) = 0 et les propriétés suivantes restent vraies :

si R.(6.) représente le carré fermé
R.(6,) ={x =2+ AV, + NN, |\ < 6., |N| < 4.}
alors
DNR(0) ={x =2+ AV + XN, |A| < 0., [N| < 6., X > ¢.(N)}
ODNR.(\.) ={z =2+ AV. + XN, |A| < 6., N =¢.(\)}

En choisissant ¢, assez petit, nous pouvons facilement construire un domaine simplement connexe

D, de classe C? tel que D, C D et
OD.NR.(6,) =0DNR.(5,) =0DNAID, (4.1)

Ainsi, D, est un sous-domaine simplement connexe de D dont la frontiére coincide avec celle de D
au voisinage de z.
Notons par R.(6,) le carré ouvert(I'intérieur de R,(9.)).

De la compacité de 0D, nous pouvons choisir z1,..., 2, € 9D tels que

p
02;
dD C U R., (T)
=1
Pour simplifier notre notation, nous écrivons

Soit u une solution positive de Au = 4u? dans D. Pour le cas simplement connexe, pour tout
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i €{l,...,p}, il existe un sous-ensemble compact K; C dD; et une mesure de Radon v; sur 9D;\ K;

tels que, si z € D;,

u(e) =N, (R™ A K, #0) + N, (1{RDmKZ_®} (1 — exp <—/Zi(Z)Vi(dZ>)))

ou (Z;(2), 2 € OD;) représente la densité continue de la mesure de sortie X?¢. Comme (0D;\0D) C D,
nous avons K; C (0D; N 0D). Posons

qui est un sous-ensemble compact de 0D.

Lemme 4.1. (i) Pour touti € {1,...,p},KNOD; = K;
(11) 1l existe une mesure de Radon v sur 0D\ K telle que pout tout i € {1,...,p},

VloDNR.,(5;) = Vi\aDmRzi@)

En outre, pour la fonction 1 continue a support compact sur 0D\ K,

(v,) =lim [ Y(z)u(z+7rN,)o(dz)

rlO oD

Preuve. (i)Pour i # j,

K,NoD; = {y € 9D; N dD;, limsupr?u (z +rN,) > O}
rl0
= {y € 9D; N D, limsupr?u (z +rN,) > O}
rl0
donc
P
KnNoD; = <U >
< p )
= K,NoD,
= K,car K; C 0D,
(ii)Nous pouvons trouver une collection (g;,7 € {1,...,p}) de fonctions positives sur 9D telle que

supp ¢; C R,,(0;) et,pour tout z € 9D,

P
Y ailz) =1
i=1

Nous posons

(v, 0) =D (v, gi)

i=1
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pour la fonction continue v sur 0D.
Si 1) est supportée sur (0D NAD;)\K;,pour tout i € {1,...,p} alors le cas simplement connexe
donne

(vi,9) = lim Y(2)u(z +7rN.)o(dz)
10 Japnab;

= lim | ¢(z)u(z+rN,)o(dz)
10 Jaop

Alors, pour la fonction continue % & support compact dans 0D\ K,
P
v, = lim J(2)Y(2)u Z—l—TNZO'dZ)
() ;(m/wguw (= +7V.) o(d2)

= lim [ ¢(z)u(z+7rN,)o(dz)
10 Jap

Ce résultat donne la deuxiéme assertion dans (ii).

Y étant & support compact sur (0D N dD;) \ K;, nous avons

(vi, ) = (v,)

Ce qui implique que
Vi\opnop,nx — YI(ODNIDi)\K

La premiére assertion dans (ii) s’ensuit de cette égalité. O

Ainsi,le couple (K, v) satisfait les propriétés (1.2) et (1.3) du théoréeme 1.1.

4.2 Preuve de la formule (3.1)

Nous ne savons pas encore que la mesure de sortie X a une densité continue par rapport a o(dz).
Pour obtenir la formule de représentation (3.1), nous utilisons I’argument de localisation suivante :

pour tout € > 0, posons

Dy ={z € D,p(x) > e}

Soit (Wy,k € I.) les excursions du serpent brownien & l'extérieur de Dy, ([7], partie 2).

Notons par z; € 0D le début du point de I'excursion Wy et par RP(W§) le support de W§ dans
D.

Pour ¢ suffisamment petit, (¢ <inf{d;/4,i =1,...,p}),pour tout k € I., nous pouvons trouver
i=1i(k) € {1,...,p} tel que z; € R,.(9;/2).

Nous affirmons alors que, N, p.s., pour tout ¢ assez petit et & € I.,nous avons

RP (WE) € (R (G:y) N D) (4.2)

Zi(k)
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Cela s’ensuit des propriétés du serpent brownien.
De plus, si notre affirmation était fausse, un argument compact produit un temps s > 0 et un nombre
n > 0 tels que

T(Wo) +n <G

et W,(t) € D pour tout t € [0, 7(W,) + ).

Du comportement du serpent brownien, nous pouvons aussi supposer que s est rationnel. Cela donne
une contradiction puisqu’une trajectoire brownienne atteind immédiatement le complément de D
aprés avoir atteinte 0D.

Du cas simplement connexe, la mesure de sortie de Wi de D;y a une densité continue Z(Wy)(z),

qui (de (4.2)) est supportée par
Rz (Giw) N ODiry = Ry (i) N OD

De (4.1) et (4.2), cette densité coincide aussi sur R, (d;x)) N OD avec la densité de la mesure de
sortie de Wi de D et la derniere densité s’annule en dehors de R, (dick))-
Pour ¢ fixé mais suffisamment petit, nous obtenons que

ZP(z) =31 frehny, @(k))}Z(W,g)(z)

kel

est la densité continue de la mesure de sortie de D.
Ainsi, le deuxiéme membre de la formule (3.1) a une signification que nous notons par v(x). Nous
affirmons maintenant que v = v. La premiére démarche de la preuve dans la troisiéme partie montre
que v résoud Av = 4v? dans D.
Alors, soit z € 0D et choisissons i tel que z € R,,(6;/4).
Pour x € DN R,,(d;/4), nous avons

lv(z) — NL(RPNK#O,RP CR.,())

N, (Lnonkarocr, (1 — exp(— / Z°(2)u(d=)))
< Nx(RD N RZi((Si)C 7é @)

De la méme maniére, en utilisant la formule pour u dans D;,

[ui(z) = No(RY N K # 0, R C R, (0:)) — No((Irprm,o P e, 60 (1 — exp(— / Zi(z)vi(d2))))|

= N.(RPNR.,(6:)° #0)
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Sur I'événement{R” C R.,(&;)}, nous avons

RP =RP

7

et

pour z € 9D NOD;.

En utilisant le lemme 4.1, nous obtenons aussi
lu(z) —v(x)| < 2N, (RD N R, (0;)° # @)

qui tend vers 0 lorsque = tend vers z ([6], proposition 4.4).

Du principe du maximum([2], appendiz), nous concluons que v = v, ce qui compléte la preuve.
Quand D n’est pas borné, les arguments précédents s’appliquent avec des petites modifications :
I’application du principe du maximum est un peu différent.

Nous avons besoin de considérer une suite infinie (z;,7 =1,2...) mais la construction du couple
(K, v) procede de la méme maniére.

Pour tout a > 0, nous considérons les fonctions vy et v, définies sur D := D N D(0, a) par :
vo(z) =N, (RPN K #0) + N, (1{RDamK:®} (1 —exp <— / ZDQ<Z)V<dZ))))

Ve = No (RP 10 (K UOD(0,0)) # 0) + N, (uwm(mmo@»@} (1 oo (‘ / 7 Da(z)”(dz>) ))

Le principe du maximum donne vy < u < vy, sur D et en faisant tendre a vers oo, nous avons (3.1).
Nous expliquons finalement les résultats déclarés dans la remarque 1.2 suivant le théoréme 1.1.

Les majorations (1.5) et (1.6) ont déja été démontrées dans la troisiéme partie pour le cas borné,
simplement connexe. Le cas général s’ensuit de la technique de localisation utilisée dans cette partie.
Alors, le fait que u n’a pas une limite tangentielle a tout z € K s’ensuit de (1.5). Pour z € 0D\ K,
nous considérons une collection dénombrable de C?-sous-domaines bornés simplement connexes D;
de D construits au début de cette partie afin que (0D, NdD) C (OD\K) et tout sous-ensemble
compact de D\ K est contenu dans la réunion d’un nombre fini des ensembles 0D; N 0D.

Du théoréme 1.1 appliqué a la solution u dans D; et de la condition (0D; N 9D) C (O0D\K), nous

u(z) = N, <1 — exp (— / Zi(z)p,i(dz)))

oll p; est une mesure finie sur 0D;.

pouvons écrire pour x; € D;,

Soit h; la fonction harmonique positive sur D; associée a la mesure p; sur la frontiére.En argumentant

comme dans la partie 3,pour tout z € 9D; tel que u;(z) = 0, nous avons :

lim (hi(z) —u(z)) =0 (4.3)
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Et le résultat souhaité pour u s’ensuit de (4.3).



CONCLUSION

La correspondance bijective entre les couples (K, v) et les solutions de I'équation Au = u? se

déroule comme suit : K et v sont déterminés a partir du comportement de la limite de la solution
u et u est exprimée en terme du couple (K, v) par la formule de représentation (1.4). Cette formule
peut étre étendue dans les dimensions élevées. Dans les domaines bornés et réguliers de grandes
dimensions, des solutions positives sont bornées par une fonction harmonique(pour la dimension
d = 2, ces solutions correspondent aux couples (K,v) on K = (). Dans les grandes dimensions, il

peut exister des différentes solutions correspondant au méme couple (K, v).
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RESUME

Nous utilisons le processus stochastique appelé serpent brownien pour déterminer les solutions
d'une équation différentielle partielle Au = u? dans un domaine plan D de classe C?. Nous montrons
que des solutions positives sont en correspondance bijective avec les couples (K, v) o K est un sous-
ensemble fermé de D et v est une mesure de Radon sur 9D\ K. D’'une part, K et v sont déterminés
a partir du comportement de la limite de la solution u. D’autre part, u peut étre exprimée en terme
du couple (K,v) par une représentation probabiliste explicite de la formule entrainant le serpent

brownien.

MOTS-CLES : serpent brownien, équation différentielle stochastique, mesure de Radon
ABSTRACT

We use the stochastic process called the brownian snake to investigate solutions of the partial dif-
ferential equation Au = u? in a domain D of class C? of the plane. We prove that nonnegative
solutions are in one-to-one correspondence with pairs (K, ) where K is a closet subset of 9D and
v is a Radon measure on 0D\K. Both K and v are determined from the boundary behavior of

the solution u. On the other hand, u can be expressed in terms of the pair (K,v) by an explicit

probabilistic representation formula involving the brownian snake.

KEY WORDS : brownian snake, stochastic differential equation, Radon measure
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