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Introduction

Ce mémoire est basé sur le travail de lan BELLANY 1999. "Modelling war". Journal
of Peace Research 36 (7) : 729-739. Le principal objectif de ce mémoire est de présenter
des modéles mathématiques simples de la guerre. Il est composé de trois chapitres dans

ce travail.

Dans le premier chapitre, nous introduisons des rappels préliminaires qui contiennent
quelques rappels pour ’équation différentielle du premier ordre, les trois lois classiques de

Lanchester et la croissance de ressource et de dépense militaire d’un Etat.

Deuxiémement, nous étudions la modélisation mathématique des guerres. Dans ce cha-
pitre on formule le taux de croissance des forces-armées dans le théatre de guerre qui est
donné par deux équations différentielles. On résout cette équation a 1’état d’équilibre, puis

on détermine la combinaison de forces déployées par les participants et les parameétre clés.

Et dans la troisiéme partie, nous étudions la terminaison de la guerre. Nous allons voir
la terminaison de la guerre en raison de la tendance a ’état d’équilibre et la terminaison

de guerre par les choix stratégiques.



Chapitre 1

Rappels préliminaires

1.1 Equation différentielle du premier ordre

1.1.1 Equation différentielle du premier ordre sans second membre

Définition 1.1 Une équation différentielle du premier ordre sans second membre est de

la forme
—= +a(t)y(t) =0 (1.1)

y/() + a(t)y(t) = 0

Théoréme 1.1 La solution de I’équation différentielle du premier ordre sans second membre

est donnée par
yn = Ce™ )

ou A(t) = fta(x)dx et C' est une constante réelle.

Preuve.

Nous avons

dy(t)
— t)y(t) =0
2+ ()
En séparant les variables, nous avons
d
Yo _aydt
Yy

En intégrant membre a membre

Soit



1.1.2 Equation différentielle du premier ordre avec second membre

Définition 1.2 Une équation différentielle du premier ordre avec second membre est de

la forme

dy(t) +a(t)y(t) = b(t) (1.2)

Y (t) + a(t)y(t) = b(t)

Théoréme 1.2 La solution de l’équation différentielle du premier ordre avec second membre

est donnée par

y(t) = e_A(t)(/ b(t)e’Vdt + K)
ou A(t) = ft a(x)dx et K est une constante réelle.

Preuve.
D’aprés la théoréme a solution de I’équation sans second membre ou homogéne est

donnée par
yn(t) = Ce AW,

Par la méthode de la variation de constante, on varie C' c¢’est-a-dire que C' devient une

fonction a variable ¢ (C'(¢)). On a alors
y(t) = C(t)e A" (1.3)
Y (t) = C'(t)e ™Y — C(t)a(t)e 4V (1.4)
En reportant ’équation et dans[I.2] on a
C'(t)e= 0 — C(t)a(t)e™ ) + a(t)C(t)e ") = b(t)
C'(t) = b(t)eA®
C(t) = /b(t)eA(t)dt+K, avec K € R

soit

y(t) = eA(t)(/ b(t)erDdt + K)



1.2 Loi de Lanchester

En 1916, durant la Premiére Guerre Mondiale, Frederick Lanchester a formulé deux
équations différentielles, expliquant trois modeles de guerre. Le premier modéle est appelé
modele de guérilla ou loi Linéaire de Lanchester. Le second s’appelle loi Carrée de Lan-

chester ou modeéle Carré de Lanchester. Et la troisiéme s’appelle loi mixte de Lanchester.

Définition 1.3 Les équations généralisées de Lanchester sont des équations différentielles
décrivant la dépendance temporelle des forces des deux armées X etY comme une fonction

du temps ne dépendant que de X et'Y. Elles sont données par

dx

pri —Cyx"y® ;5 2(0) =z
d

d_?i = —Cpy"2" 5 y(0) = yo

ot x : nombre d’unités X opérationnelles a ’instant t

To - nombre initial d’unités X

C, : taux de destruction pour une unité X opérationnelle contre les unités Y opération-
nelles

y : nombre dunités Y opérationnelles a l’instant t

Yo - nombre initial d’unités'Y

Cy : taux de destruction pour une unité Y opérationnelle contre les unités X opération-

nelles

1.2.1 Loi linéaire de Lanchester.

Définition 1.4 Soient deux unités de force X et'Y en guerre. La loi linéaire de Lanches-
ter ou modele guérilla est un cas particulier des équations généralisées de Lanchester en

posant r =u = s = v = 1. Elle est donnée par

dx
- = —Bxy ; x(0) = xg (1.5)
d
d_?i = —azy ; y(0) =y (1.6)

ou « : taux de détection pour une unité X opérationnelle contre une unité arbitraire Y
opérationnelle
B : taux de détection pour une unité Y opérationnelle contre une unité arbitraire X opé-

rationnelle

Ce modéle décrit le combat entre deux forces homogénes utilisant les armes tradition-

nelles. Une interprétation possible du modéle est que chaque force est capable de tuer



toutes les unités opérationnelles hostiles qui ont été détectées. En fait, ce modéle décrit
une situation de combat dans laquelle le dicton "Si vous étes vu, vous étes mort" sera vrai.
Cela pourrait étre valable pour le combat entre deux forces de la guérilla qui se cherchent
dans un désert. Le taux de détection est le seul facteur limitant. La puissance de feu et la
capacité de coordination suffisent & tuer toutes les unités hostiles détectées. Cette hypo-
thése peut également étre irréaliste, car il est difficile d’identifier de nombreuses situations

de combat régulier, ot la détection est le seul facteur crucial des deux cotés.

Définition 1.5 (Victoire) L’armée X (resp. Y ) porte la victoire si la taille y (resp. x)
de 'armée Y (resp. X ) est réduit a zéro et la taille x (resp. y) de Uarmée X (resp. Y)

est positive.

Proposition 1.1 Le modeéle de guérilla est simple et peut étre résolu par des moyens
analytiques. De la solution analytique, il est possible de tirer les criteres suivant pour la

victoire

~ Siaxg > Pyo alors X porte la victoire avec une taille finale vy = xo — éyo
Q
Q@

— St axy < Pyo alors Y porte la victoire avec une taille finale yr = yo — -0

8

— Si axg = Pyo alors il n’y a ni vainqueur ni vaincu (méme destruction)

Preuve. En faisant le rapport entre 1'équation [1.6] et I’équation [I.5] nous avons

dy _ o
dr 3
Bdy = adx

En intégrant membre a membre, nous avons
By — yo) = alzy — o)

Bys = axy + By — axg

e Si Syp — axy = 0, nous avons

Byy = axy
y¢ tend vers 0 si et seulement si z; tend vers 0;

D’ou X et Y ont méme destruction.

e Si fyp — axy < 0, nous avons

ry=—=(yr — Yo) + o

Ll



si yy tend vers 0, vy = 29 — o > 0.

D’ott X porte la victoire avec une taille finale xy = 2o — —yo > 0.
Q@

e Si Syp — axy > 0, nous avons
Q@
yr = E(If — o) + Yo

Q@
si ¢ tend vers 0, yy = yo — -z > 0.

B

«
D’ou Y porte la victoire avec une taille finale yy = yo — 2o > 0.

8
u

Avec I’hypothése valable pour le modéle de guérilla, la qualité et la quantité sont
évidemment d’égale importance. Ce type de modéle a été utilisé pour décrire les résultats
résultant de la lutte contre le feu indirect, c’est-a-dire des résultats pertinents lorsque
chacune des deux forces d’artillerie tire au hasard contre le territoire occupé par l'autre.
Le modéle de guérilla est également un modéle continu de temps et d’état dans la pratique,
souvent considéré comme une sorte de modeéle de valeur moyenne. La logique derriére le
modeéle se détériore avec la diminution du nombre d’unités opérationnelles et s’effondre
certainement lorsque le nombre d’unités opérationnelles est réduit a zéro. Avec ce modéle,
le nombre d’unités opérationnelles ne peut pas devenir négatif. Ce modéle est une paire
d’équations différentielles non linéaires ordinaires, mais il ne présente aucun comportement

chaotique.

Théoréme 1.3 La solution de la loi linéaire de Lanchester (équations et [1.4) est

donnée par

e Siaxg # Byo

I(t) _ (6y0 B OéCL’())ZL‘O
"~ BypeBro—azolt — oy

et
(t) — (Ozx{} - By0>y0
y axoe(awo—ﬁyo)t — ﬁyo
o Siaxy = Pyo
o(t) = —2
1+ Oél'ot
et
Yo
t)=—2
Preuve. En faisant le rapport entre 1’équation [1.6] et I’équation [I.5], nous avons
dy «
dr B

Bdy = adx



En intégrant membre a membre, nous avons

y T
/ Bdv = / adu
Yo o

By — yo) = az — x0)
By = ar + Py — g

Posons ¢; = Byg — axg

eSic #0
En remplacant Sy dans I’équation [1.5| par ax + ¢1, nous avons
dx (02 + o)
— = —zx(ax+c
dt '
d
c
—z(ax + c)
or
—1 B 1 o
v(ar+c)  cazr clax+cp)
alors
dx adx
——t — =dt

ar  c(ax+c)
Aprés intégration membre & membre, nous avons
In(z) In(ax +¢)

— + =t+k
C1 C1

1 ax + ¢
— In(
C1 X

)=t+k
&1

ln(a + —) = Clt + 01]{31
x

o+ a_ Kqeft
x
Soit
(&1

Kieat —

Considérant les conditions initiales, nous avons

X

590 — QX _ 5y0

Kl =a+
Zo Zo
Ainsi, on obtient
(8]
T = 3

ﬂeclt —

Zo
Soit

C1T9



En remplacant ax dans 1’équation [1.6| par Sy — ¢, nous avons

Wy — )

dt
dy
e —Y
—y(By — c1)
or
oo r 8
y(By —c1) cay a(By—c)
alors

dy _ Bdy
cay ca(fy—a)

En utilisant la méme méthode qu’avant, nous obtenons

=dt

1

¥y= _Nle—clt —8

Considérant les conditions initiales, nous avons

Byo — axy  axg

Yo Yo
Ainsi, on obtient
Y A0t _ g
Yo
Soit
C1Y0
y(t) =

arge= 1t — Byo
e Si ¢ = 0, nous avons

By = ax

En remplacant Sy dans 1’équation [1.5| par ax

dr 9

i ax
dx

_ﬁ = Oédt

En intégrant membre a membre, nous avons
1
—=at+d
x

Soit
1

at+d

Considérant les conditions initiales, nous avons

d=—
Ty



Ainsi, on obtient

Soit

azot + 1
De méme pour y(t)
|
Exemple 1.1 Soient X etY deux armées en guerre. On suppose que cette querre suit la

lot linéaire de Lanchester. Voici des courbes montrant la déroulement de la guerre suivant

différentes valeur de o, B, xq, Yo.

Lot linéaire de Lanchester avec xq = 400, o = 0.001, yo = 200, = 0.0025

T T T T
400 + — X ||
> Yy
[\
< 300 | .
[V
8
S 200 |
I
<
< 100} |
S
=
0 | |
| | | | | |
0 10 20 30 40 50
Temps

c1 =0.1>0,Y porte la victoire avec taille finale y; = 40

Lot linéaire de Lanchester avec xg = 400, a = 0.001, yo = 200, S = 0.002

T T T T
400 + — X ||
> v
[\S)
=< 300 | |
[Va)
8
S 200/ |
=]
$
& 100 [ B
~
0 [ |
| | | | | |
0 20 40 60 80 100

Temps

c1 =0, méme destruction
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1.2.2 Loi carrée de Lanchester

Le modeéle carré de Lanchester ou loi carrée de Lanchester est le plus connu des modéles
classiques de Lanchester. Lanchester considérait ce modéle particuliérement important

pour la guerre moderne (1917).

Définition 1.6 Soient deur unités de force X et Y en guerre. Le modéle carré de Lan-
chester ou loi carrée de Lanchester est un cas particulier des équations généralisées de

Lanchester en posant r = u =0 et s =v = 1. FElle est donnée par

dx

T — Koy 5 2(0) =z (1.7)
d

d—i = —Kyz ;5 y(0) = o (1.8)

ou Ky : tauz de destruction pour une unité X opérationnelle contre les unités Y opéra-
tionnelles
Ky : taux de destruction pour une unité Y opérationnelle contre les unités X opération-

nelles

Ce modéle décrit le combat entre deux forces homogenes utilisant des armes a longue
portée telles des armes a feu comme tanks, revolver, fusil mitrailleur ... Tous les deux
se battant sous I'hypothése d’informations tactiques complétes. L’information tactique
compléte signifie qu'une unité opérationnelle arbitraire est a tout moment capable de
détecter au moins des nombreuses unités opérationnelles hostiles car elle est capable de
tuer. En outre, on suppose que toutes les unités opérationnelles de chaque coté sont en
mesure de partager pleinement leurs informations et de coordonner leur puissance de feu
parmi les unités hostiles opérationnelles. En fait, la puissance de feu est le seul facteur
limitant. Les capacités de détection et de coordination sont supposées suffisantes pour le
tir.

Cette hypothése peut étre tout a fait irréaliste, car il est difficile d’identifier de nom-
breuses situations de combat modernes, ott I’hypothése est respectée des deux cotés. Par
exemple, trés peu d’opérations de I’armée sont effectuées avec des informations tactiques
complétes des deux cotés. Au sein de ’'OTAN, le modeéle carré est souvent utilisé sans

tenir compte de cette hypotheése.

Proposition 1.2 Le modéle carré est simple et peut étre résolu par des moyens analy-
tiques. De la solution analytique, il est possible de tirer les criteres sutvant pour la victoire

- Si Kqad > Kayyj alors X porte la victoire avec une taille finale xy = |3 — ==y}

K
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- Si K122 < Kyyi alors Y porte la victoire avec une taille finale y; = (/Y2 — —=x

- Si Kyad = Kyyi alors méme destruction

Preuve. En faisant le rapport entre ’équation et I'équation [L.7, nous avons

dy le
d.ﬁC Kgy

Kyydy = Kyxdx

En intégrant membre a membre, nous avons
Ka(y7 — vg) = Ki(aF — )

KQ?J)% = le? + K2?J§ - leﬁ

e Si Kyy? — Kyx3 = 0, nous avons
Koy} = Kz}

yy tend vers 0 si et seulement si z; tend vers 0.

D’ou X et Y ont méme destruction.

e Si Kyys — Kyx3 < 0, nous avons

Si yy tend vers 0, x5 = /25 — —y5 > 0.

/ K
D’out X porte la victoire avec une taille finale x; = /a8 — K2 y2 > 0.
1

e Si Kyya — Kyx3 > 0, nous avons

K
Si s tend vers 0, y; = (/22 — —a2 > 0.
Ky °
2

D’ou Y porte la victoire avec une taille finale y; = 4 /25 — —ag > 0.
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L’affirmation, selon laquelle la quantité est plus importante que la qualité, provient
vraisemblablement de ce critére. Le modéle carré de Lanchester est un modéle continu de
temps et d’état dans la pratique, souvent considéré comme une sorte de modéle de valeur
moyenne. La logique derriére ce modeéle se détériore avec la diminution du nombre d’unités
opérationnelles et il s’effondre certainement lorsque le nombre d’unités opérationnelles est
réduit & zéro. Le modéle est une paire d’équations différentielles non linéaires ordinaires
et il présente un comportement chaotique dans des situations de combat proches de la

ligne d’égalité (I’égalité conduit a la destruction mutuelle).

Théoréme 1.4 La solution de la loi carrée de Lanchester (équations et[1.8) est don-

née par
K.
x(t) = xo cosh(v/ K1 Kat) — yo4/ ?2 sinh(y/ K Kot)
1
et

K
y(t) = yo cosh( K1K2t>—xo,/flsmh( K1 Kst)
2

Preuve. Les équations [I.7] et [[.§| peuvent réécrire sous forme matriciel comme suit

X' =AX

0 K d_a:
ou A= _2,X’: bl et X = v
-K;, 0 @y Yy

dt

Le polynome caractéristique x 4(A) de la matrice A est
xa(A) =N — K1 Ky
Les valeurs propres de A sont

)\1 = —\/ K1K2 et )\2 = \/ K1K2

. Uy .
Soit u = < > une matrice colonne d’ordre 2.
U2

—Koug = — K1 Kou
Ay — /\1u<:> 202 14A2U1
—K1u1 = — KlKQUQ
—Koug = VK1 Kou
Au:)\Q’LL{:} 202 1H2uU1
—K1U1 = KlKQUQ
1 1

v, = K, | et va = K, | sont de vecteurs propres associés a —/ KK, et
K, VK,

v K1 K5 respectivement. D’otl
A=PMP!
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VKK, 0 1 1
avec M = 0 T et P= K K
VI VE _VE
X' =AX & P 'X' = MP'X

Posons Y = P~'X, nous avons

Y'= MY
Par suite
kle—mt
Y= feyeVET Kot
Yy — kl COSh(\/ K1K2t> — 1{31 Sinh( KlKQt)
B k?g COSh( Klth) + kQ sinh(v KlKQt)
D’ou
X — 1[( 1K k’l COSh(\/ K1K2t) — k’l sinh( KlKQt)
\/ ?1 -/ ?1 ks cosh(v/ K Kot) + kg sinh(v/ K7 Kot)
2 2
(k?l + ]{?2) COSh(\/ KlKQt) + (]{32 — ]{31) Siﬂh(\/ Klth)
X = K

| K
?(kl — kz) COSh(\/ KlKQt) — fl(kl + kg) sinh(\/ KlKQt)
2 2

Considérant les conditions initiales, nous avons

K
k‘1+k2:$0€tk‘1—k‘2: —2y0
V K,

[ K.
xg cosh(v/ Ky Kot) — FQyO sinh(y/ K7 Kot)
1
K
Yo COSh(\/ KlKQt) — #IO sinh(v KlKQt)
2

Ainsi, on obtient

X =

Exemple 1.2 Soient X etY deux armées en guerre. On suppose que cette querre suit la
loi carrée de Lanchester. Voici de courbe montrant la déroulement de la guerre suivant le

valeur de K1, Ky, xg, Yo.
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Loi carrée de Lanchester avec xo = 400, K7 = 0.001, yo = 200, K5 = 0.0025

I I
400 | —Y |
> — X
kS
s 300 | :
3
S 200| .
3
< 100} |
<
0 [ -
0 200 400 600
Temps

X porte la victoire avec une taille finale xy = 245

1.2.3 Loi mixte de Lanchester ou modéle de combat mixte

Définition 1.7 La loi mixte de Lanchester ou modéle de combat mixte est un mélange
du modele carré et du modéle de guérilla. Elle est encore un cas particulier des équations

généralisées de Lanchester en posant r =0 et s = u = v = 1. Elle est donnée par

dx
a = —Kyy ; z(0) = z¢ (1.9)
d
d—g; = —azy ; y(0) = yo (1.10)

Ce modele décrit le combat entre deux forces homogénes. L’interprétation pourrait étre
que X avance sur un terrain ouvert a la recherche et a la lutte contre Y. Y se bat en
position cachée et camouflée. Le taux de détection est le seul facteur limitant pour X. La

puissance de feu est le seul facteur limitant pour Y.
Proposition 1.3 Ce modéle mixte peut étre résolu par des moyens analytiques. De la

solution analytique, il est possible de tirer les criteres suivant pour la victoire

- St axd > 2Kyyo alors X porte la victoire avec une taille finale x; = /23 — —yp
Q@

o
- Si ax} < 2Kyyo alors Y porte la victoire avec une taille finale y; = yo — o5, To
2

~ Si axt = 2Kyyo alors méme destruction
Preuve. En faisant le rapport entre I’équation [1.10] et I’équation (1.9 nous avons

dy «
dZE_KQI
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Kody = axdr
En intégrant membre a membre, nous avons

a9

Ko(yy — o) = §($f )

2Koyr = ozx?c + 2K5yy — ax

e Si 2Ky — ax% = (, nous avons
2Koyy — am? =0

si y; tend vers 0, alors x¢ le aussi;
si xy tend vers 0, alors y¢ le aussi;

D’ou X et Y ont méme destruction.

e Si 2Ky — ozx% < 0, nous avons

2K,
Ty = \/xg + 7(% — Yo)
si yy tend vers 0, xy = /22 — TQyO > (0. D’out X porte la victoire avec une taille finale

Ty = :U%——y0>()

e Si 2K,y — ax? > 0, nous avons

Yr = Yo + 2K2( T — 7o)
si oy tend vers 0, yr = yo — %xo > 0. D’ou Y porte la victoire une taille finales
2

(8
=1yg— ——xg > 0.
Yr = Yo 2K2560

Avec les hypotheéses valables pour le modéle mixte, la qualité est plus importante que
la quantité pour X, tandis que la qualité et la quantité sont toutes aussi importantes pour
Y.

Théoréme 1.5 La solution de la loi mixte de Lanchester (equatzonsu et-) est don-

née par trois cas
e Sicy =2Ksoyy — oza:g >0

yac
x(t) = @ tan[—Y——t + arctan(zg g)]
o] C2



16

et
[— \/?t—l—arctan(xg g)]}

t 1+t
(1) = o {1+ tan? -

2

e 51 co = 2Ksy, —ozx% <0

—CQ ajo . CQ —t\/TQOé
V [ — | —C
xO _ ) —t\/—coar __ ($0 + 2)
et
deayo emtV=aa

o Sicy=2Koyyg—axi=0

ZIO
axot + 2
et A
Yo
f)y=—""
y(t) (ot + 2)2
Preuve. En faisant le rapport entre ’équation et I’équation (1.9 nous avons
dy Q@
dﬂf K2
Kydy = axdx

En intégrant membre a membre, nous avons

L@’ —a2)

Koy — Koyp = 5

2Ky = ar’® + ¢

® (Co 7é 0
., : ar® + ¢y
En remplacant y dans 1’équation (1.9 par or. nous avons
2
dx az? + ¢
bl "
dt 22K,
En séparant les variables
2
5 dr = —dt
ax® + co
- Si cy >0 )
——du —%dt
1+ (/—x)?
C2
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\ [20 = tan[-~ T ds)
Co 2

Considérant les conditions initiales, nous avons

[a
dy = arctan(, /| —zo)
Co

z(t) = & tan[——"ac2t + arctan( /21‘0)]
o 2 C2

Portons la valeur de x dans 1’équation [1.10} nous avons

d / V /
dZZ -y (;2 tan[—%t + arctan( szo)]
d / V/ /
Yo a2 tan[ﬂt + arctan( g:L’O)]alt
Y « 2 Co
[co [a
= / t + arctan( | —xo)]dt
Co

In(y) = —\/acy = In |cos[~ ;X t + arctan(y ZZUO)H + Dy
1

0052[—‘36215 + arctan(, /Exo)]
Co

y= Do(1+ tan2[—"302t + arctan(, /g:co)])
C2

Considérant les conditions initiales, nous avons

Ainsi, on obtient

a
= Dy(1 + —a7)
Co

coyo = Da(co + ozxg)

cayo = D22 Koy

Ainsi, on obtient

° 72K,
Soit

9ry/ QC2 (6]

y(t) = 2K2(1+t n?[ ) t+arctan(1lc—2x0)])
- Si cy <0 J
S
22 2

Or

1 /o 1 1
e T =)
T — x4y —
(e} (e}
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Alors

dx dx
- = —v/—coadt
—C2 —C2
T— | — x4 —
« «Q

En intégrant membre a membre, nous avons

ln|a:—g/_—02]—ln\x+ _—C2|:—\/—cgat+c
a «

T+ —
«
1—2 N
T+
«
—C9 [0
T+ — =2
a Ce~Vv—eat — ]
_62
(e} —C2
r= -2 —
Ce~V—eat — ] o
Considérant les conditions initiales, nous avons
To— 4\ —
Q
C =
To+ 4/ —
«
Ainsi, on obtient
_62
(0] —C2
r=-2 —
—C2 (0%
o —
o 6—\/—020415 _ 1
ZTo +
Q@

—C2 —C2
_ —v/—coat __ 4
(2o o Je (1’0+\/ o )
Soit
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En portant la valeur de x dans 1’équation [1.10] nous avons
2/ =Gy — [ —2)emV
o
- —ly
_ 2 —\/—czat _~2
(o — 4/ a) (o + 4/ a)

2y 2v/=ca(wo — ,/‘(f) Ve

dy
dt

— —[V=aa -

dt

1
(y) = —v/—coat + In| |+ a
(w0 — |7 — (g + [

y = Ae Vet 1

(20 = —2)e=v=mt — (g + \/%)]2

Considérant les conditions initiales, nous avons

4c
A= %%
o
Ainsi, on obtient
4eayo emVTeat
(07 —Co —C2
_ —v/—c2at _ —_%Y]2
x x
(o — 4/ — o —)e (o + o )]

e Si ¢y = 0, nous avons

2K,y = ax?
D’aprés I’équation [1.9]

dz a

—_— = ——2

dt

dx Q@

— = ——dt

x? 2
En intégrant membre a membre, nous avons

1 «

—-=—t+B

T 2

Considérant les conditions initiales, nous avons

1
B=—
Zo
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Ainsi, on obtient

1 amxet +2
; a 21’0
Soit
. 21‘0
N axot + 2

En portant x(t) dans I’équation [1.10, nous avons

dy 2z
axot + 2

[
ax0u+2

In(y) — In(yo) = —2In(axot + 2) 4+ 21n(2)

Yy, 4
ln(yo) = ln[_(OziL‘()t + 2)2]
Soit
y(t) = A
(ot + 2)?

Exemple 1.3 Soient X etY deux armées en guerre. On suppose que cette querre suit la
loi mixte de Lanchester. Voici de courbe montrant le déroulement de la guerre suivant le

valeurs de a, Ko, ¢, Yo.

Loi mizte de Lanchester avec xqg = 200, o = 0.001, yo = 400, K5 = 0.01

400 | —Y |
> — X
QO
s 300 |- |
3
§ 200 1
3
s
< 100] 1
S
0, -
| | | | | |

0 10 20 30 40 50
Temps

X porte la victoire avec une taille finale xy = 179
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1.3 La croissance de ressource et de dépense militaire

d’un Etat.

Notre modele de base part de deux hypothéses sur la croissance des ressources. Tout
d’abord, la croissance économique et militaire demandent des investissements. Le plus
investi s’agrandit plus vite. Plus 'Etat investit dans I’armée, moins il peut investir dans
I’économie. Les dépenses militaires comportent le cotit d’opportunité de la réduction des

dépenses économiques.

Remarque 1.1 En partant de ces hypothéses, la croissance des ressources d’une nation
est en fonction de la quantité de ses ressources investies dans la croissance économique et

du montant qu’elle investit dans les préparatifs militaires pour les combats.

Définition 1.8 Les dépenses militaires d’une nation sont conditionnées au niveau des

dépenses militaires de l’autre nation.

1.3.1 La croissance de ressource et de dépense militaire d’un Etat

dans la rivalité en temps de paix

Proposition 1.4 (Kaderal4]) La croissance de ressource d’une nation i dans la rivalité

en temps de paix est donnée par
SR (1.11)

ou

r; la base de ressources agrégée de la nation i, r; > 0;

m; le niveau de dépenses militaires de la nation i, 0 < m; < r;;

K; le niveau maximal de développement économique de la nation i ;
«; est le multiplicateur de la croissance économique de la nation i
Bi, a; € Ry

Proposition 1.5 (Kadera [4]) La croissance de dépense militaires d’une nation i par

rapport a ’autre nation j dans la rivalité en temps de paix est donnée par

my
T
ot
r; la base de ressources agrégée de la nation i, r; > 0 ;
m; (resp. m;j) le niveau de dépenses militaires de la nation i (resp. la nation j),

Ogmigri;&ERJr.
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1.3.2 La croissance de ressource et de dépense militaire d’un Etat

dans la période de la guerre

Proposition 1.6 La croissance de ressource d’une nation v dans la période de la guerre

contre la nation j est donnée par

= ailrs —mi) (1 = ——) = B = prim, (1.13)

ol

r; la base de ressources agrégée de la nation i, r; > 0 ;

m; le niveau de dépenses militaires de la nation i, 0 < m; < r;;

K; le niveau maximal de développement économique de la nation 1 ;

p; € Ry est Uefficacité de l'armée de la nation j.

Proposition 1.7 (Kadera [4]) La croissance de dépense militaires d’une nation i contre
l'autre nation j durant la guerre est donnée par

T

(2
ot
r; la base de ressources agrégée de la nation i, r; > 0;
m; (resp. m;) le niveau de dépenses militaires de la nation i (resp. la nation j),

Ogmigri;



Chapitre 2
Modélisation Mathématique des guerres

Dans cet chapitre, nous donnons quelque définitions et termes utilisés dans la guerre.

2.1 Le taux de croissance des forces-armées dans le

théatre de guerre

Définition 2.1 Une guerre est un affrontement impliquant des forces armées entre des

unités organisées.
Définition 2.2 Nous allons noter ROUGE et BLEU les deux unités en guerre.

Remarque 2.1
1) Une guerre peut étre de longue ou de courte durée.

2) Une guerre implique des supports différents : support logistique, support humain, ...

Définition 2.3 Une base militaire est un site, terrain, batiment et équipement voué aux
besoins des armées et géré par les militaires qui généralement y logent et y travaillent en

dehors des opérations extérieures.

Définition 2.4 Une base principale est une base militaire pour former, équiper, et trans-

porter les militaires et les engins.
Définition 2.5 Les bases militaires non principales sont des bases vouées a ['intervention.
Remarque 2.2 Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser a la base principale.

Définition 2.6 (Théatre de guerre) Le théitre de guerre est le lieu d’intervention de

la guerre c’est le champ de bataille.

Définition 2.7 Le plafond d’une unité est la limite supérieure de la taille de force de

combat de cette unité peut supporter dans le thédtre de la guerre.

23
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Définition 2.8 La disposition d’approvisionnement militaire d’une unité est sa capacité

a la formation, a l’équipement et au transport pour le soutien des forces a la ligne de front.

Définition 2.9 Le coefficient de performance est la fraction du plafond qu’une unité peut

envoyer sur le thédtre de guerre en unité de temps.

Remarque 2.3 Quand la guerre a commencé, la fraction envoyée au front est beaucoup

moins que le plafond.

Définition 2.10 La capacité d’élimination d’une unité est le nombre d’unités des forces

mises hors action par une seule unité de ses forces par unité de temps.

Définition 2.11 L’unité de mesure de la force est le nombre d’unités opérationnelles sur

la ligne de front au thédtre.

Proposition 2.1 La vitesse a laquelle une base principale, disons celle de ROUGE (resp.
BLEU), peut introduire de nouvelles forces N, (resp. Ny) est proportionnelle a la différence
entre le plafond ou la limite supérieure de la taille des forces de combat de ROUGE R,
(resp. By, pour BLEU) et la taille des forces déja envoyées.

Proposition 2.2 La wvitesse a laquelle une base principale peut introduire de nouvelles

forces est donnée par

N, =U(R,, — ) pour ROUGE

et
Ny, = p(By, — b) pour BLEU

o1

R,, la limite supérieure ou plafond de ROUGE.

B, la limite supérieure ou plafond de BLEU.

r la taille des forces de ROUGE a linstant t.

b la taille des forces de BLEU a l’instant t.

l le coefficient de performance de dispositif d’approvisionnement militaire de ROUGE.

p le coefficient de performance de dispositif d’approvisionnement militaire de BLEU.



25

Proposition 2.3

(i) La vitesse a laquelle une unité peut envoyer de nouvelles forces tends vers zéro lorsque

le plafond est atteint.

(ii) Cette limite supérieure est déterminée par la taille de leur économie, leur population,

leur distribution des dges et leur capacité de sécuriser ses alliés.

Proposition 2.4 La wvitesse a laquelle les forces d’une unité mises hors action est en

fonction de la taille de forces de 'autre coté et leur capacité d’élimination.

Théoréme 2.1 (Morse & Kimball 1962 [10]) En adoptant a la loi carrée de Lan-
chester, qui considére que la vitesse P, (resp. Py) a laquelle les forces de ROUGE (resp. BLEU)
mises hors action par BLEU (resp. ROUGE) est proportionnel a la taille des forces de
BLEU (resp. ROUGE) pour la guerre moderne, nous avons donc

P.=kb

et

ol
k le capacité d’élimination de BLEU .
q le capacité d’élimination de ROUGE.

Définition 2.12 Le tauz de croissance © de ['unité contre les forces de 'autre coté est
le taux auquel la base principale introduit des forces armées dans la ligne de front moins

la vitesse a laquelle les forces d’une unité mises hors action par les forces l'autre coté.

Le taux de croissance de ROUGE (resp BLEU) contre les forces de 'autre coté disons
BLEU (resp ROUGE) s’obtient par le théoréme suivant.

Théoréme 2.2

O(ROUGE) = (R, — 1) — kb

et par symétrie, nous obtenons [’équation pour BLEU
©(BLEU) = p(By,, —b) — qr.

Preuve.

Par définition,
O(ROUGE) = N, — P.
d’ou
O(ROUGE) = U(R,, —r) — kb
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De méme pour O(BLEU).

Proposition 2.5 Ces deux équations du théoréme peuvent étre écrites sous forme

d’équation différentielle comme suit

dr

A —lr — kb 2.1
i (R, —lr (2.1)
db

— =/VB,, — /b — 2.2
7 (B, — b —qr (2.2)

ol t est le temps écoulé depuis la début de la guerre.
Remarque 2.4 Le temps t est nul au début de la guerre.
Remarque 2.5 Les solutions de ces équations se divisent en deuz classes.

(1) Les solutions a ’état d’équilibre c’est-a-dire les solutions pour les équations

dr db

dt — dt

Dans la solution a l’état d’équilibre, soit a l’état stationnaire v et b possédent une paire

d’équilibre de valeurs, soit a l’état non-stationnaire r =0 ou b = 0.

(ii) Les solutions chaotiques, ot 1 et b peuvent prendre de valeurs pseudo-aléatoires.

Nous allons nous intéresser aux solutions a 1’état d’équilibre.

2.2 Solution de I’équation a I’état d’équilibre

Théoréme 2.3 Les solutions a [’état d’équilibre sont données par

w5,
ST g 23)
Ep
et
. q
be= — 14— (2.4)
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Preuve.
r. et b, sont les solutions de

ﬁ =0et @ =0

dt dt

Soit

(R, —lr—kb=0 (2.5)
et

B.p—pb—qr=0 (2.6)

En multipliant ’équation [2.5| par p et par —k, puis on les somme et on a
plR,, — plr — pkb — kB,p + kpb+ kqr =0

r(kq — pl) = Bmkp — Rpp!l
r(kqg —pl) _ Bunkp  Ralp

kp kp kp
q ¢ R,/
i _y=pB, -2
(p k‘) k
Rmﬁ_Bm
r— _k
t
kop

En multipliant I’équation 2.5 par —q et [2.6] par ¢, puis on les somme et on a
—Rlq + lqr + kgb + B lp — blp —rlqg =0

b(kq —lp)  Rynlq _ Bulp

lq lq lq
Ep B,.p
b= — %) = (R, — =25
(7= 0 = (R —=20)
d’ou B
ip—Rm
_q
b= p_k;
qg

Théoréme 2.4 Nous avons un état stationnaire avec une valeur non nulle d’équilibre r,

k
et be pour les tailles des forces ROUGE et BLEU, si kq<{p, avec 7 et d sont a la fois
p

petits (c’est-a-dire < 1).
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Preuve.

Dans I’état stationnaire, r. > 0 et b, > 0, nous avons

(RME Bm)
é_q >0
ko p
et P
(Bm__Rm)
q
PR >0
q /
Soit . ,
%50 R,~—B,>0et B,L—R, >0
ko p k q
¢ _q lp
—>Z¢t Bp——B
k>p6 " m >0
Par suite

Ip > kq
n

Ces solutions d’équilibre sont importantes, car elles sont censées refléter la nature des

grandes guerres du X X siécle. Les paragraphes suivantes montrent cette affirmation.

2.3 Combinaison de forces déployées par les partici-

pants et détermination de paramétres clés /¢ et k.

Voevodsky montre que I'accumulation d’armée sur terrain (qui est mesurée par le
nombre de militaires en service a la ligne de front dans le théatre approprié) pour un
certain nombre de grande guerres (Guerre civile américaine, Guerres mondiales I et II,

Corée et Vietnam) suit une modéle a 'état d’équilibre stationnaire ci-dessus.

Posons S(t)=r(t) + b(t) la combinaison de forces déployée durant la guerre. Si nous
simplifions d’abord les deux équations et en supposant que k = g et £ = p; et

d’additionner les équations, nous obtenons

%S(t) = (R, + Bp) — (k4 0)S(t) (2.7)

Proposition 2.6 A [’état stationnaire, la taille combinée des forces dans le thédtre s’ap-

proche asymptotiquement de
R, + B,,

¢ kE+¢

(2.8)
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Preuve.
A T’état stationnaire, nous avons p
- b) =
o (r+0=0
URy+ Bn)— (E+0)(r+b)=0
R, + B,
b=0———
T ko
R, + B,,
S=0——
k+7¢

R, + B, . ,
Théoréme 2.5 Si on pose S, = E%M, alors la solution de I’équation est

S(t) = Ses + (S(0) — Sy)e HH!

Preuve.
L’équation 2.7 devient ;

ES(t) = ([ 4+ k)Sss — (I +Kk)S(t)
ou

%s(t) + (I +k)S(t) = (I + k)S,s

c’est une équation différentielle de premier ordre avec second membre.
La solution homogéne
Sp = Ae” (TH!

et ’équation particuliére s’obtient a I’aide de la méthode de variation de constante. Et on

a
S(t) = Sy + CeFH
Pour t =0,
S(O) - Sss + C
alors
C = 5(0) — Sy
D’ou

S(t) = S5 + (S(0) — Syy)e~ FHV

Proposition 2.7
S(t) & Syy(1 — e~k (2.9)
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Preuve.

A Tinstant initiale (au début de la guerre), la taille combinée des forces S(0) < Sis.

Proposition 2.8 (Voevodsky [14]) Les niveauz de forces déployés par les participants

a la grande guerre noté S(t) augmente typiquement au fil de temps; et on a l’équation

t

S(t)=8s(1—e 7) (2.10)

ou
Sss le grandeur ultime des forces engagées dans la théatre de la guerre.

T est la constante temps.

Remarque 2.6 (’est évidemment la méme dépendance temporelle pour la taille des forces
belligérantes que Voevodsky identifie a[2.9 1l voit que

1
I+k=-—.
T

Remarque 2.7 Sit = 7, l’équation devient

S~ 0.635,s

en effet
S =5(1) = Ses(1 —e™ ) ~ 0.63S,,

On a toujours posé k = g et £ = p; Comment calcule la valeur de k et £7

Théoréme 2.6 Les pertes permanentes pour les deux camps jusqu’en un certain temps tq
(Ceuz-ci comprennent les morts, les combattants blessés trop sérieusement pour prendre
plus part dans la guerre, plus ceux faits prisonniers de guerre plus ceux disparus) sont
notés par C(ty). Et

Clh) = / " syt

Preuve.

C'(t1) est le total des pertes pour les deux camps pendant le temps ¢;. Alors

t1
Clty) = / P. + Pt
0

t1
Ot) = / kb + krdt
0

Ct) = k / " st
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Théoréme 2.7 Si on connait les pertes permanentes pour les deux camps jusqu’en un

certain temps T noté C(1), Sss, S(0), alors nous obtenons le valeur des paramétrés clés

o c(r)
~ 7((0.63 — 1)S,, — S(0))
et
l = 1 —k
T
Preuve.

En intégrant membre & membre 1’équation dutempst=0at=r

Do) = (14 K)Sus — (1 + B)S(2)

dt
/ " S (t)ydt = / (4 ) St — / 1+ B)S()dt
S(r) = S(0) = (I + k) Surr — (k + z)?
C(r) = /T kS (t)dt
5(7) = 5(0) = S — (k-4 )T
S(r) — S(0) — Sys = —(k + z)C;f)
1 B e
S(r)=S(0) = Sss  (k+1)C(7)
o (k+DO()
S(7) = S(0) — Sss
C(7)

k=

 7(0.635,, — S(0) — S,y)

1
car S(7) = 0.63Sss et k+1 = —
-
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Exemple 2.1 (Dans la premiére guerre mondiale) 1] est possible de déterminer les
clés pour l’étude de la Premiére Guerre mondiale. En effet; il existe des chiffres rai-
sonnablement fiables pour les forces armées et les victimes en uniforme subies par les
deux parties ou du moins par des éléments importants des deux cotés de la guerre. Mais
c’est ausst parce qu’il s’agit de la derniere guerre statistiquement bien documentée ot les
avions militaires n’ont joué qu’un role insignifiant (au gré des guerres ultérieures) au-dela

du théatre de guerre lui-méme (la pertinence de ce point deviendra claire).

Cela ne veut pas dire que méme ici une procédure précise est possible. D’abord, il est
nécessaire de supposer & nouveau que k = q et | = p (ce qui pose essentiellement une
similitude qualitative entre les cotés belligérants de cette guerre).

La constante temps de Voevodsky est d’environ 1.3 ans soit T = 1.3. Dans cette guerre, la
taille combinée des forces dans le champ s’approche de cing millions, Sgs = 5000000.

La taille des forces dans le thédtre au début de la guerre totalise environ deux millions
S(0) = 2000000.

Le totale des pertes définitives des pays participants pour les 16 premiers mois (1.8 ans)

de la guerre est un million siz-cent C'(1.3) = 1600000

A.N :
B 1600000
N 1.3[(0.63 — 1)5000000 — 2000000]
et
{=077—k
D’ou
k=0.32etl =045
Par suite
k =0.71
;=0
et 12

qui est inférieur a 1. Les conditions a l’état stationnaire sont vérifiées, donc la premiére

guerre mondiale est une guerre en état d’équilibre.



Chapitre 3

Terminaison de guerre et choix

stratégique

Dans la plupart des guerres majeures du siécle passé, on a constaté les tendances a
I’état d’équilibre. Le modéle mathématique dans le chapitre précédent décrit le déroule-
ment a I’état d’équilibre d’une guerre. Mais a chaque guerre, il y a toujours une fin. Dans
ce chapitre, nous allons étudier le processus a la paix. On s’intéresse a 1’étude de la fin
d’une guerre. Elle peut se terminer en raison de la tendance a ’état d’équilibre ou en

raison d’'un choix stratégique, malgré leurs tendances a l’état d’équilibre.

3.1 Terminaison de la guerre en raison de leurs ten-
dances a I’état d’équilibre

Définition 3.1 L’état d’équilibre d’une guerre est la plein guerre. ¢’est-a-dire il n’y a ni

de vaincu ni de vainqueur. Autrement dit, les deux forces sont équivalentes.

Définition 3.2 (Cotut) Le coit est les dépenses pour la préparation de guerre (dépense

militaire, matériel, arme,...) plus le perte humaine, matériel,... dans la guerre.

Définition 3.3 (Bénéfice) Le bénéfice est les avantages obtenus par la guerre. 1l est l'un

des causes de la guerre. L’objectif dans une guerre est d’avoir un mazximum de bénéfice.
Proposition 3.1 Si une guerre est de longue durée, elle est en état d’équilibre.

Exemple 3.1 La guerre Iran-Irak, la premiere guerre mondiale, la deuzieme guerre mon-

diale.

Proposition 3.2 Une guerre de longue durée ou une gquerre longue peut correspondre a

une tmpasse mutuelle. Cette durée devrait mener au consensus.
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Remarque 3.1 Chaque parti peut décider de poursuivre ou d’arréter la guerre selon le

cott et le bénéfice.

Proposition 3.3 Le coit supplémentaire € de prolongation T’ d’une guerre a l’état d’équi-

libre est constante.

Preuve.

Si la guerre est a I’état d’équilibre, le perte humaine s’accumule linéairement avec le temps,
de méme que le cotit matériel d’infliger de I'autre coté. Le niveau de force dans le théatre
a cessé d’ augmenter. La vitesse a laquelle les victimes (tués ou gravement blessés) doit
donc étre égale a la vitesse d’introduction de nouvelle force. Du point de vue de ROUGE,

cette derniére vitesse est égale a N,.(T') avec
NA(T) = (R — 7(T))
Cette expression est constante car R,, € R; f € Ret r(T) € R

Remarque 3.2 Le bénéfice supplémentaire attendu pour une nouvelle période T dépend
de la probabilité p pour que la guerre se termine durant cette période et que la valeur

accordée & un consensus soit atteinte.

Dans ce qui suit, nous considérons une guerre permanente comme ayant une probabilité

fixe p de se terminer dans une période T" donnée.
Proposition 3.4 p est petit.

Preuve.

La guerre est en état d’équilibre.

Définition 3.4 La durée moyenne prévue de la querre T est définit par

71
p

Définition 3.5 Le bénéfice supplémentaire attendu B de la poursuite de la guerre pour
un coté au cours de T dépend linéairement de la valeur d’un consensus V fois la probabilité
p.

B =Vp

avec v € R
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Définition 3.6 Le cotit supplémentaire attendu € de la poursuite de la guerre pour un

coté au cours de T dépend linéairement de la probabilité 1 — p fois €.
C=0(l—p)€

avec o0 € R,

(1 —p) désigne la probabilité pour que la guerre ne se termine pas dans la période T'. .

Proposition 3.5 Nous obtenons la différence entre le bénéfice supplémentaire attendu et

le codt supplémentaire attendu par
B-—C=(0C+V)p—0o¢

Preuve.

Nous avons

B =yVp

et
C=0(l—p)€

Donc
B-—C = Wp—o(l—p)€&

= AYVp — o€+ op€
= (0€+V)p —0o€

Remarque 3.3 La calcul de rapport cout-bénéfice ci-dessus se présente a une partie.

Théoréme 3.1 (Au point de vue de ROUGE) Si ROUGE a B — € négative, alors

il demande de négociation pour terminer la guerre ¢ BLEU.

Preuve.
Si ROUGE a B — € négative, ROUGE a relativement faible. D’aprés Mack|[5] 1975,
Son objectif est limité et sa tolérance a faible coiit. alors il demande une négociation pour

terminer la guerre.

Proposition 3.6 Sip approche 0, alors tous les deux cotés ont B — € < 0
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3.2 Terminaison de guerre par les choix stratégiques

Dans cette section, on montre quelque stratégie militaire pour finir la guerre. C’est-a-

dire pour changer une situation stable en situation instable.

Définition 3.7 L’ infrastructure d’approvisionnement de l’ennemi comprend les lignes
d’approvisionnement, les sources d’approvisionnement de l’économie et de la société en-

nemies.

Proposition 3.7 L’affaiblissement de linfrastructure d’approvisionnement de [’ennems
va changer la situation militaire, ¢’est-a-dire une situation stable ou potentiellement stable

en situation instable.

Avant la guerre les deux cotés éprouvent une rivalité pacifique. Durant la guerre, ils
entreprennent une guerre utilisant des armes pour que chaque coté utilisé pour détruire
I’autre. Et pour finir la guerre, les opposants combattent une guerre industrielle, ciblant

les ressources économiques sous-jacentes de l'autre.

Proposition 3.8 (Au point de vue de BLEU) Pour affaiblir l'adversaire, il suffit de
réduire la coefficient de performance de dispositif d’approvisionnement militaire ¢ de ROUGE
ou la limite supérieure R,, (plafond) de ROUGE ou les deuz a la fois. De plus, on aug-

mente le capacité d’élimination k de BLEU.

Preuve.

D’apres [2.1], on sait que la taux de croissance de ROUGE est donné par
O(ROUGE) = U(R,, —r) — kb

Alors si on réduit R, ou ¢ ou les deux a la fois, le taux de croissance se diminue. Et si on
augment le capacité d’élimination de BLEU £, le taux de croissance de ROUGE devient

trés faible

[ |
3.3 Interprétation
Stabilité du systéme
dr
= Ry — lr — kb (3.1)
D g, b — (3.2)

dt
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A partir des équations [3.1] et [3.2, un résultat en régime permanent nécessite non seule-
ment que d—:; == 0, mais aussi que la relation de forces a cette conjoncture est stable.
Le stabilité est un équilibre qui est robuste et qui n’est pas facilement perturbé par des
augmentations ou des diminutions de la taille des forces opposées résultant dans ce dernier

cas, par exemple du «frottement» de Clausewitz.

Les valeurs r, et b, dans[2.3]et [2.4] correspond a la situation d’équilibre dans la mesure
ou la taille des forces de ROUGE et de BLEU est maintenant constante. Mais ’équilibre
pourrait étre instable et nous nous intéresserons aux circonstances ot ’homéostasie s’ap-
plique, c’est-a-dire ot les fluctuations de la taille des armées d’un ou de 'autre coté autour

du point d’équilibre devraient étre amorties.

Nous pouvons réécrire les équations [3.1] et comme suit :

k

re = R, — =b, (3.3)
14
q

be = B,,, — =1e 3.4
) (3.4)

Qu’est-ce qui se passe sur la valeur d’équilibre des forces de ROUGE r, si la taille de force
a ’équilibre de BLEU b, augmente par Ab; ?

Proposition 3.9 Si la taille de force a l’équilibre de BLEU b, augmente par Aby alors la

valeur d’équilibre des forces de ROUGE r. diminue de —Aby, et cette chute de r, entraine

14
une nouvelle augmentation Aby de b,.
k
Aby = 12 Ab,
pl
Preuve.
Si on augment b, par Aby, d’apres [3.3] nous avons
k k
1
— Ry — b — 2 b
e A
k
LN
Te T g 1

k
ce qui veut dire que r, diminue de ZAbl’ et d’aprés nous avons

k
bl = By — Lro + LA,
p pl

k
bl = b. + L Ab,

pl
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Pour que 'homéostasie s’applique, c’est-a-dire que 1’équilibre décrit est stable, Aby
doit étre inférieur a Abq, par suite
kq < lp (3.5)

Si cette condition est remplie, les perturbations au point d’équilibre s’abaissent, un nou-
vel équilibre s’établit non loin du point initial (une analyse commengant plutoét par un
changement de la taille des forces d’équilibre de ROUGE conduirait & la méme conclu-
sion). Lorsque cette condition n’est pas satisfaite, les perturbations deviennent rapidement

amplifiées et ’équilibre est perdu.

Proposition 3.10 En appliquant la condition [3.5 aux équations [2.3 et on obtient

deux autres conditions pour avoir un équilibre stable

Ry _p
Bn ¢
et
k - R,
¢  Bp,
Preuve.
. .. ¢ q p k ..
Puisque r, et b, sont positifs et que — — = et = — — positifs, donc on a forcement
p q
l p
R,——B,,>0e¢e B,,——R,,>0
k q
d’ou
k - R, y R, _P
J— —_— e —_— —_—
¢ B, Bn q

Toutes ces conditions doivent étre satisfaites sans grande difficulté (May [9], 1981 : 88),

k
a condition que — et d soient petits (inférieur a 1). C’est la position adoptée dans le texte
p

14

k
principal. Nos calculs pour la Premiére Guerre mondiale ont montré que 7 (et g, qui a
p

été pris pour étre le méme) était approximativement 0.71 dans cette guerre.

Bien stir, il doit y avoir des limites au processus homéostatique. Une baisse soudaine
de la taille de la force de BLEU qui a dépassé b, ne pouvait pas étre récupérée. Si une
telle chute était infligée par une augmentation soudaine des forces de ROUGE, due par
exemple, a 'acquisition d’une nouvelle alliée de ROUGE, cela signifierait qu’une addition
a la force de ROUGE par ]—Dbe ou plus ne pouvait étre récupérée par BLEU. Certes, cela
correspond normalement & un trés grand accroissement de la force de ROUGE.
Deuxiémement, plus les valeurs de 7 et Z% sont faibles, plus la tendance homéostatique
est forte. D’autre part, plus ces deux parameétres de stabilité sont grands (plus ils se rap-

prochent de 'unité) plus le temps nécessaire pour rétablir une situation d’équilibre aprés
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avoir été perturbé d’une certaine maniere sera plus long. Et plus cette période de temps
est longue, plus il y aura d’autres influences (éventuellement hasard) pour interférer et

déterminer les résultats.

"Mille hommes tirent deux fois plus de balles que cing cents, mais il aura plus de
perte sur les mille que les cing cents, car il faut supposer que les mille seront déployés
plus étroitement"

Meéme une armée relativement petite peut générer un niveau élevé de destruction si elle a
un grand nombre de cibles. Dans le méme temps, l'efficacité d’une force plus importante
peut étre limitée par un nombre réduit d’objectifs.

L’illustration de Clausewitz est paralléle aux modéles écologiques, dans lesquels les chan-
gements dans une population de proies sont déterminés par une interaction entre le nombre
de proies et le nombre de prédateurs. Ce n’est pas seulement le nombre de renards qui
compte, ni le nombre de lapins, mais la fréquence avec laquelle un renard peut attraper

un lapin.



Conclusion

En somme, I’étude de la modélisation mathématique de guerre nous permet de prédire
le déroulement de la guerre. Nous faisons la modélisation pour prendre une bonne décision
d’entrer a la guerre ou de 'éviter. Ce travail a montré différents aspects de la guerre en
générale. Ces modeéles étudiés peuvent s’appliquer aux différentes guerres modernes du
siécle passé. Pour les recherches dans la future, il serait trés intéressant d’étudier plus
explicitement les parametres clés selon les matériels utilisés. Les guerres aussi ne sont
pas seulement limitées aux guerres entre deux nations mais il y a aussi des guerres sous
forme de lutte a savoir lutte contre la pauvreté, lutte contre le "Dahalo", lutte contre la
corruption, lutte contre différentes maladies et lutte contre I'inflation, ... toute ses luttes

ainsi que d’autres problémes méritent d’étre étudiés profondément.
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