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Introduction

Le codage correcteur d’erreurs dont l’origine remonte à la fin des années
40, permet de transmettre de façon fiable l’information. On souhaite trans-
mettre des informations via un canal de transmission. Celui-ci ne pouvant
être parfait, l’information reçue par le destinataire peut être inexploitable
ou erronée. Pour réduire au maximum la probabilité d’erreur, on construit
une procédure de codage− décodage de l’information à transmettre qui, au
prix d’éléments transmis supplémentaires, va permettre de détecter puis de
corriger les altérations du message dues à l’imperfection du canal. On se
base pour ceci essentiellement sur l’étude des corps finis et des polynômes
sur ceux-ci.
L’objet de la théorie de l’information est la description et l’étude de système
de communication, où l’information est considérée comme une grandeur ma-
thématique, à partir du travail de Claude Shannon (1948) "The mathematical
theory of communication".
Le modèle général d’un système de communication comportant une protec-
tion contre les erreurs de transmission est le suivant :

e
l

[Source] −→ [Encodeur] −→ [Canal] −→ [Décodeur] −→ [Recepteur]
↑ ↑ ↑ ↑
u c r = c+ e u′

u : message émis
c : mot de code émis (message codé)
e : erreur
r : mot reçu
u′ : message corrigé

Le message à transmettre est un bloc de symboles tous issus d’un même
alphabet.
En tant que décodage algébrique, le travail est alors basé sur une méthode
algébrique, c’est-à-dire qu’on a besoin de maîtriser la manipulation des poly-
nômes à plusieurs variables, les idéaux, et surtout la résolution de systèmes
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d’équations polynômiaux. Il faut introduire les bases de Groebner, puisque
ce sont des outils fondamentaux de l’algèbre commutative pour l’étude des
systèmes polynômiaux, elles permettent de résoudre nombreux problèmes
concernant les systèmes polynômiaux : appartenance à un idéal, dimension et
degré de l’espace des solutions, nombre de solutions dans le cas d’un nombre
fini de solutions, calculs de ces solutions, etc...

Dans ce mémoire, on présente la théorie des codes correcteurs d’erreurs,
en particulier les codes cycliques et nous explicitons le décodage algébrique
des codes cycliques et les liens avec la détermination des bases de Groebner.
Le plan général de ce mémoire est alors comme suit : dans le premier chapitre,
les fondements mathématiques permettant la construction de codes avec un
rendement garanti sont présentés, en particulier les codes cycliques.
On verra dans le chapitre deux quelques notions générales à propos de la
base de Groebner.
Le résultat de mon mémoire sera présenté dans le dernier chapitre, c’est le
décodage des codes cycliques généraux et quelques exemples concrets.
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Chapitre 1

Rappels sur les codes
cycliques

1.1 codes linéaires
Définition 1.1. Un ensemble K muni de deux lois de composition interne
+ et • est un corps si :

– (K,+, •) est un anneau ;
– (K∗, •) est un groupe où K∗=K− {0}.

Si la loi • est commutatif, on dit que le corps est commutatif. Si le
cardinal de K est fini, alors le corps est dit fini. On rappelle que si p est
premier, alors Z/pZ est un corps (voir [15]).

Notation 1. Soient p ∈ P (p premier), l ∈ N∗, et q = pl. Un corps fini de
cardinal q est noté Fq.

Définition 1.2. Soient Fq un corps fini et n ∈ N∗ tels que (n, q) =1. Le plus
petit entier positif m tel que n|qm − 1 est appelé ordre de q modulo n et on
écrit m = Oq[n].
Dans la théorie de codage, on utilise le corps fini à q éléments Fq comme
alphabet et le plus utilisé est F2 .

Pour transmettre des messages, qui sont de longueur k, c’est-à-dire des
vecteurs u = (u1, u2, ..., uk) ∈ (Fq)k, on fait passer d’abord ces messages dans
un encodeur qui est une application injective

E : (Fq)k −→ (Fq)n avec n > k.

L’image C=E((Fq)k) s’appelle le code utilisé et les éléments x = (x1, x2, ..., xn)
∈ C sont des mots de code. On sait que le nombre de mots de code est qk.
Si E est linéaire, le sous espace vectoriel C de (Fq)n est appelé code linéaire
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de dimension k, de longueur n, et de redondance n− k.
Plus précisément C est un code linéaire si et seulement si

∀ m1,m2 ∈ C;∀ a1, a2 ∈ Fq, a1m1 + a2m2 ∈ C.

Le poids d’un mot x = (x1, x2, ..., xn) ∈ (Fq)n est défini par

|x| = card { i /xi 6= 0 ; 1 ≤ i ≤ n} (1.1)

Définition 1.3. (cf. [15]) La distance de Hamming entre deux points x, y ∈
(Fq)n (x 6= y) est définie par

d(x, y) = |x− y| (1.2)

Définition 1.4. (cf. [15]) la distance minimale d’un code linéaire C est
définie par

d = min{d(x, y)/x, y ∈ C, x 6= y}
= min{|x|/x ∈ C, x 6= 0} (1.3)

On transmet le mot de code x ∈ C à travers un canal bruité, et à la sortie
du canal, on reçoit un vecteur y ∈ (Fq)n. La différence z = y − x est appelée
erreur commise.
Si C est un code linéaire de longueur n, de dimension k, et de distance
minimale d sur Fq, alors C est appelé code du type (n, k, d)q.
Il y a deux manières de représenter un code linéaire à l’aide de matrices :
soit on introduit un homomorphisme dont le code est l’espace vectoriel
image, on obtient ainsi la notion de matrice génératrice, soit on introduit
un homomorphisme dont le code est le noyau, on obtient ainsi la notion de
matrice de contrôle.

Pour connaitre le code en tant que sous espace vectoriel de (Fq)n, il suffit
d’en avoir une base. Soit (m1,m2, ...,mk) une base de C, chaque mi est ainsi
composé de n lettres : on les note sous la forme de vecteurs ligne. Tous les
mots de C peuvent ainsi s’écrire comme combinaison linéaire des mi.

Définition 1.5. (Matrice génératrice)
Soit (m1,m2, ...,mk) une base de C dans (Fq)n, la matrice

G =


m1
m2
...
mk


de (Fq)k∗n est appelée matrice génératrice de C.
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Pour former un mot de code, on calcule le produit d’un vecteur ligne
(u1, . . . , uk) et de la matrice génératrice. Ainsi,

m ∈ C ⇐⇒ ∃ u ∈ (Fq)k, m = u.G (1.4)

Remarque 1.1. Soit C un code linéaire du type (n, k, d)q. L’encodage se
fait en multipliant le mot source par la matrice génératrice du code. Le mot
source doit être de longueur k. La redondance est de n− k symboles.

Une autre façon de définir un code linéaire est de donner une application
linéaire dont il est le noyau. On obtient ainsi une matrice H telle que

C = {(x1, . . . , xn);H ∗


x1
x2
...
xn

 = 0}

où 0 désigne le vecteur nul.

Définition 1.6. (Matrice de contrôle) (cf. [13])
H est une matrice de contrôle pour le code C si elle vérifie

∀ m ∈ (Fq)n, (m ∈ C ⇐⇒ m.HT = 0) (1.5)

Remarque 1.2. (cf.[13]) Le rang de cette matrice de contrôle est n− k.

Définition 1.7. (Code dual)(cf. [15])
Soit C ⊂ (Fq)n un code linéaire. On définit le code dual de C par

C⊥ = {y ∈ (Fq)n/ < x, y >= 0,∀ x ∈ C} (1.6)

où
< x, y >= x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn

avec x = (x1, x2, ..., xn) et y = (y1, y2, ..., yn).

Si C = C⊥, on dit que C est un code auto-dual.

Lemme 1.1. Soit C un code de matrice génératrice G et de matrice de
contrôle H. Son code dual C⊥ est engendré par H et admet G comme matrice
de contrôle.

1.2 Codes cycliques
Les codes cycliques forment une sous classe des codes linéaires, et ils sont

les plus utilisés en pratique. Ils conjuguent en effet de nombreux avantages :
leur mise en œuvre(codage /décodage) est facile, ils offrent une gamme
étendue de codes, avec de nombreux choix de paramètres (n, k, d), et enfin
permettent de corriger différents types d’erreurs, isolées ou par paquets.
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Définition 1.8. (voir [2] ou [15]) Un code linéaire C ⊆ (Fq)n est dit cyclique
si pour tout (c0, c1, ..., cn−1) ∈ C, on a (cn−1, c0, c1, ..., cn−2) ∈ C, c’est-à-dire
s’il est stable par permutation circulaire des lettres dans chaque mot.

Il est commode de représenter (Fq)n par l’anneau (cf. [15])

A = Fq[X]/(Xn − 1)
= Fq + FqX + ...+ FqXn−1

= {a0 + a1X + ...+ an−1X
n−1/ai ∈ Fq}

On utilise alors l’identification

(a0, a1, ..., an−1) ∈ (Fq)n ↔ a0 + a1X + ...+ an−1X
n−1 ∈ A

Théorème 1.2. ([2] ou [15]) Un code linéaire C ⊂ (Fq)n est cyclique si est
seulement si C est un idéal de A.

Démonstration. (⇒) Supposons que C est cyclique.
Soit c = (c0, c1, ..., cn−1) ∈ C, alors (cn−1, c0, c1, ..., cn−2) ∈ C
Dans A, ce fait se traduit par
c(X) = c0 + c1X + ...+ cn−1X

n−1 ∈ C implique
X.c(X) = cn−1 + c0X + ...+ cn−2X

n−1 ∈ C
Et d’une manière générale, on a

Xi.c(X) ∈ C, pour tout i

Et comme C est linéaire, alors

f(X).c(X) ∈ C, ∀ f(X) ∈ A

Ainsi, C est un idéal de A.
(⇐) Supposons que C est un idéal de A et soit

c(X) = c0 + c1X + · · ·+ cn−1X
n−1 ∈ C

On a alors
X.c(X) ∈ C

or
X.c(X) = cn−1 + c0X + ...+ cn−2X

n−1 ∈ C

D’où C est cyclique.

Tout idéal de Fq[X]/(Xn− 1) est engendré par un seul élément [15] ; cela
tient à l’existence d’une division euclidienne dans cet anneau.

Définition 1.9. (Polynôme générateur)
Le polynôme générateur du code cyclique C est le polynôme normalisé de
plus bas degré de C. On le note génériquement g(X).
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Normalisé signifie que le coefficient du monôme de plus haut degré vaut
1. Cette normalisation garantit l’unicité de g(X). Noter que g(X) ne peut
pas être le polynôme nul avec cette définition.

Théorème 1.3. (voir [2]) L’unique polynôme unitaire g(X) de degré minimal
dans un idéal I de l’anneau A = Fq[X]/(Xn − 1) est un générateur de I et
divise Xn − 1. La dimension de I est n− deg(g(X)).
Inversement, tout diviseur de Xn − 1 est un générateur d’un idéal de A.

Démonstration. Soit c(X) ∈ I, par l’algorithme de la division euclidienne,
on a :

c(X) = q(X).g(X) + r(X) avec deg(r(X)) < deg(g(X))

Comme I est un idéal, alors

c(X)− g(X).q(X) ∈ I

D’où
r(X) ∈ I

Et d’après le degré de g qui est minimal dans I, on a r = 0.
Donc, on a

g(X)|c(X),

et ainsi
C = A.g(X)

En appliquant le même argument au polynôme Xn − 1, on a

Xn − 1 = q1(X).g(X) + r1(X) avec deg(r1) < deg(g)

D’où r1(X) ∈ I et ainsi r1 = 0
On a alors

g(X)|Xn − 1

Supposons que deg(g(X)) = n− k. Alors les éléments g(X), Xg(X), . . . ,
Xk−1g(x) sont linéairement indépendants dans I. Comme tout élément de
l’idéal I est de la forme a(X).g(X) avec deg(a(X)) < k alors ces éléments
engendrent l’idéal I. D’où dimI = k.
Soit g(X) un polynôme unitaire tel que g(X)|Xn − 1. Considérons l’idéal
I = A.g(X) = (g(X)). Soit c(X) ∈ I, alors c(X) = a(X)g(X)mod(Xn − 1),
c’est-à-dire c(X) = a(X)g(X) + b(X)(Xn − 1)
Comme g(X)|Xn − 1, alors g(X)|c(X).

Lemme 1.4. (cf. [15]) Soit C un code cyclique de (Fq)n, de polynôme géné-
rateur

g(X) = g0 + g1X + g2X
2 + ...+ gn−kX

n−k,
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on obtient une matrice génératrice de C définie par

G =


g0 g1 . . . gn−k 0 . . . 0

0 g0 g1 . . . gn−k
. . . ...

... . . . . . . . . . 0
0 . . . 0 g0 g1 . . . gn−k

 ∈ (Fq)k∗n

Cette matrice est appelée matrice de Hadamard (ou matrice circulante).
On observe que G est bien de rang k, car la sous matrice k ∗ k de droite est
tridiagonale, avec des 1 sur la diagonale.(car g(X) est unitaire)

Définition 1.10. (Classes cyclotomiques)
Soient n et q deux entiers naturels tels que (n, q) = 1.
La relation < définie sur l’ensemble des entiers modulo n par

i<j ⇔ i ≡ qkj[n]

pour un certain entier naturel k définit une relation d’équivalence. On établit
ainsi une partition de {0, 1, 2, ..., n− 1} en des classes d’équivalence appelées
classes cyclotomiques de q modulo n.

cl(i) = {i, iq, iq2, ..., iqs−1}

où s est le plus petit entier tel que i = iqs.

Exemple 1.1. Supposons q = 2 et n = 15. Les classes cyclotomiques de 2
modulo 15 sont alors

cl(0) = {0}
cl(1) = {1, 2, 4, 8}
cl(3) = {3, 6, 12, 9}
cl(5) = {5, 10}
cl(7) = {7, 14, 13, 11}

Définition 1.11. (Ensemble de définition)
Soit n = qm − 1 où q = pl (p ∈ P, l ∈ N∗)
Soit α un élément primitif de Fqm .
Soit C un code cyclique de longueur n sur Fq, et de polynôme générateur
g(x).
On appelle ensemble de définition de C l’ensemble défini par

Q = {i ∈ {1, 2, . . . , qm − 2}/ g(αi) = 0}.

Exemple 1.2. Construction d’un code cyclique (7, 4), c’est-à-dire de lon-
gueur 7 et de dimension 4. Considérons la décomposition de X7 − 1 dans
F2[X]. Les classes cyclotomiques et les polynômes irréductibles associés sont
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alors :
? pour i = 0 : cl0 = {0}. D’où g0 = X − α0 = X − 1.
? pour i = 1 : cl1 = {1, 2, 4}. D’où g1 = (X − α1)(X − α2)(X − α4)
? pour i = 3 : cl3 = {3, 6, 5}. D’où g3 = (X − α3)(X − α5)(X − α6)
En fait, on montre que F2[X] n’admet que deux polynômes irréductibles de
degré 3 : 1 + X + X3 et 1 + X2 + X3. Ces deux polynômes sont donc g1
et g3. Le polynôme g(X) = 1 +X2 +X3 est donc le polynôme générateur
d’un code cyclique de longueur 7 et de dimension 4 (car g est de degré 3).
La matrice génératrice de ce code est :

G =


1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1


Plus généralement, la factorisation de X7 − 1 permet d’exhiber 6 diviseurs
non triviaux de X7 − 1 qui définissent chacun un code cyclique :
•g1 = X − 1 :code cyclique (7,6)
•g2 = X3 +X + 1 :code cyclique (7,4)
•g3 = X3 +X2 + 1 :code cyclique (7,4)
•g4 = (X − 1)(X3 +X + 1) :code cyclique (7,3)
•g5 = (X − 1)(X3 +X2 + 1) :code cyclique (7,3)
•g6 = (X3 +X + 1)(X3 +X2 + 1) :code cyclique (7,1)

1.3 Polynôme localisateur d’erreur et syndromes
Un code cyclique C de longueur n, de dimension k, et de distance minimale

d sur Fq est défini par :

C = {c(x)/c(αi) = 0,∀i ∈ Q}, (1.7)

où α est un élément primitif de Fqm (α est une racine primitive nième de
l’unité), avec m est l’ordre de q modulo n (cf. définition 1.2), et Q est
l’ensemble de définition de C(Q ⊂ In = {0, 1, . . . , n−1}). Soit c(x) un mot de
code à transmettre à travers un canal bruité, on obtient le mot de code reçu
r(x) de la forme r(x) = c(x) + e(x), où e(x) est l’erreur. On peut calculer
les syndromes si par :

si = r(αi) = c(αi) + e(αi) = e(αi) (1.8)

pour i ∈ Q. Ces syndromes si peuvent aussi être exprimés de la façon
suivante :

si = Y1Z
i
1 + Y2Z

i
2 + · · ·+ YvZ

i
v, i ∈ Q, si ∈ Fqm (1.9)
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où v est le nombre d’erreurs, Yj ∈ Fq − {0} pour j = 1, 2, . . . , v sont les
valeurs de l’erreur, et

Zj = αrj , pour j = 1, . . . , v (1.10)

où les rj sont des entiers ∈ In qu’on appelle indices de localisation des erreurs.

Définition 1.12. Polynômes syndromes
Soient si, pour i ∈ Q, des syndromes qui sont déjà connus, l’ensemble des
polynômes syndromes F est définie par :

fi = Y1Z
i
1 + Y2Z

i
2 + · · ·+ YvZ

i
v − si, i ∈ Q, (1.11)

hj = Znj − 1 et lj = Y q−1
j − 1, 1 ≤ j ≤ v. (1.12)

On peut remplacer l’ensemble Q dans (1.11) par l’ensemble des représen-
tants des classes cyclotomiques (on note par R cet ensemble)(voir [11] ou
[5]).

Théorème 1.5. Les syndromes si, i ∈ Q, sont uniques pour chaque erreur
de poids v ≤ t avec t = [(d− 1)/2].

Théorème 1.6. Soit t le plus grand entier tel que 2t+1 ≤ d. On suppose que
les erreurs ont toujours un poids ≤ t. Alors, à chaque vecteur reçu y ∈ (Fq)n,
on peut associer un seul mot de code x ∈ C tel que |y − x| ≤ t.

Démonstration. Si on avait x′ ∈ C tel que |y − x′| ≤ t, on aurait

|x− x′| ≤ |y − x|+ |y − x′| (Inégalité triangulaire)
≤ 2t
< d

alors x = x′ d’après la définition de d.

Les racines des polynômes définis dans (1.11) et (1.12) satisfont le poly-
nôme localisateur d’erreur L(z).

Définition 1.13. (cf. [5]) Le polynôme localisateur d’erreur est défini par :

L(z) =
v∏
i=1

(z − Zi) = zv +
v∑
j=1

σjz
v−j , (1.13)

où les Zi, pour i = 1, . . . , v, sont définies dans l’équation (1.9 ) et

σi = (−1)i
∑

1≤j1<j2<···<ji≤v
Zj1Zj2 · · ·Zji , 1 ≤ i ≤ v (1.14)

sont les fonctions élémentaires symétriques de Zj .
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1.4 Identité de Newton
Les syndromes si et les coefficients σj de L(z) sont reliés par le théorème

important suivant (voir [11]) :

Théorème 1.7. "Les identités de Newton" Les fonctions somme

si =
v∑
j=1

YjZ
i
j

et
σi = (−1)i

∑
1≤j1<j2<···<ji≤v

Zj1Zj2 · · ·Zji , 1 ≤ i ≤ v.

satisfont les identités suivantes :

si +
v∑
j=1

σjsi−j = 0, v < i < n. (1.15)

Démonstration. Dans l’équation (1.13), nous avons
v∏
i=1

(z − Zi) = zv +
v∑
j=1

σjz
v−j

= zv + σ1z
v−1 + σ2z

v−2 + · · ·+ σv

En changeant z par Zi, on obtient

Zvi + σ1Z
v−1
i + σ2Z

v−2
i + · · ·+ σv = 0 (1.16)

En multipliant les 2 membres de cette dernière équation par YiZi, on a

YiZ
v+1
i + σ1YiZ

v
i + · · ·+ σvYiZi = 0.

Ensuite, en faisant la sommation des équations suivantes :

Y1Z
v+1
1 + σ1Y1Z

v
1 + · · ·+ σvY1Z1 = 0

Y2Z
v+1
2 + σ1Y2Z

v
2 + · · ·+ σvY2Z2 = 0

...
YvZ

v+1
v + σ1YvZ

v
v + · · ·+ σvY2Z2 = 0

on a

sv+1 +
v∑
j=1

σjsv+1−j = 0.

D’une façon analogue mais on multiplie l’équation (1.16) par YiZ2
i , on obtient

sv+2 +
v∑
j=1

σjsv+2−j = 0.

Raisonnement analogue pour avoir tous les résultats.
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Remarque 1.3. Dans le cas 2v ≤ n (cf. [12]), on peut déterminer directe-
ment le polynôme localisateur d’erreur à partir de l’ensemble des équations
dans (1.15).

On verra l’application de cette remarque dans le chapitre 3.
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Chapitre 2

Notions sur les bases de
Groebner

2.1 Introduction
Dans ce chapitre, on suppose que K soit un corps arbitraire. Du fait de

leur nature géométrique, les idéaux des anneaux de polynômes à plusieurs
variables sur K sont des objets particulièrement intéressants. Parmi les
problèmes que l’on rencontre, ceux qui suivent sont de première importance :
-Générateurs d’un idéal : Est-ce que tout idéal I ⊂ K[x1, ..., xn] admet
un nombre fini de générateurs ? Et si oui comment peut-on les trouver à partir
de la donnée de I ? Existe-t-il un système de générateurs plus intéressant
que les autres ?
-Problème d’appartenance à un idéal : Étant donné f ∈ K[x1, ..., xn]
et I = 〈f1, ..., fs〉 ⊂ K[x1, ..., xn], déterminer (efficacement) si f ∈ I ?
-Zéros d’un système d’équations polynômiales : Soient f1, ..., fs une
famille de polynômes de K[x1, ..., xn]. Comment trouver effectivement les
solutions d’un système d’équations

f1(x1, ..., xn) = 0
...

fs(x1, ..., xn) = 0

-Présentation implicite et présentation paramétrée : Supposons que
l’on ait un paramétrage ti = fi(x1, ..., xm) décrivant un sous ensemble de Kn,
pour i ∈ {1, ..., n} et fi ∈ K[x1, ..., xm]. Comment trouver des polynômes
g1, ..., gs de K[t1, ..., tn], tel que cet ensemble de points soit solution du
système 

g1(t1, ..., tn) = 0
...

gs(t1, ..., tn) = 0
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2.2 Ordre sur les monômes de K[x1, . . . , xn]
Dans ce qui suit, n est un entier naturel non nul. Nous appellerons multi-

indice (et s’il n’y a pas d’ambiguïté, tout simplement indice) un n-uplet de
Nn. Si ν = (ν1, . . . , νn) est un tel multi-indice, nous désignerons par xν le
monôme xν1

1 . . . xνn
n de K[x1, . . . , xn] (Voir l’annexe A). Ainsi l’ensemble des

monômes de K[x1, . . . , xn] s’identifie à Nn.(il est implicite que l’on utilise la
convention x0

i = 1). De ce fait, se donner un ordre(i.e une relation d’ordre)
sur Nn équivaudra à se donner un ordre sur les monômes de K[x1, . . . , xn].
Néanmoins, seuls les ordres "compatibles" avec la structure algébrique des
polynômes seront intéressants de notre point de vue. Commençons par définir
ce type d’ordre :

Définition 2.1. (cf [7] ou [9]) On appelle ordre monômial sur K[x1, . . . , xn]
toute relation d’ordre totale � sur Nn, telle que Nn soit bien ordonné et
satisfaisant à la propriété suivante : si α, β, et γ ∈ Nn avec α � β alors α+
γ � β + γ.

Remarque 2.1. On rappelle qu’un ensemble ordonné E est dit bien ordonné
si toute partie non vide de E possède un plus petit élément (pour l’ordre
considéré). Le problème est de savoir quand un ordre est un "bon ordre".

Lemme 2.1. "Critère de bon ordre" (cf [7] ou [9])
Une relation d’ordre � sur Nn est un bon ordre si et seulement si toute suite
strictement décroissante de Nn est stationnaire.

Démonstration. Il suffit de prouver que � n’est pas un bon ordre ssi il existe
une suite infinie strictement décroissante dans Nn.
Si � n’est pas un bon ordre, alors il existe un sous-ensemble non vide S ⊂ Nn
qui n’admet pas de plus petit élément,
soit α(1) ∈ S, α(1) n’est pas un plus petit élément, donc on peut trouver
α(2) ∈ S tel que α(1) � α(2). α(2) n’est pas aussi un plus petit élément, de
même manière, il existe α(3) ∈ S tel que α(2) � α(3). En continuant cette
démarche, on obtient une suite infinie strictement décroissante

α(1) � α(2) � α(3) � · · ·

Réciproquement, en donnant une telle suite infinie, alors {α(1), α(2), α(3), . . .}
est un sous ensemble non vide de Nn qui n’admet pas de plus petit élément,
donc � n’est pas un bon ordre.

Voici quelques exemples fondamentaux d’ordres monômiaux.

Définition 2.2. (L’ordre lexicographique, cf. [4], [7], [9])
Soient α = (α1, . . . , αn) et β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn. On dit que α �lex β si la
première composante non nulle du vecteur (α− β) en partant de la gauche
est positive.
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Exemple 2.1.

(1, 2, 0) �lex (0, 3, 4) ; (3, 2, 4) �lex (3, 2, 1)

Les variables x1, . . . , xn sont ordonnées de la manière usuelle

(1, 0, . . . , 0) �lex (0, 1, 0, . . . , 0) �lex · · · �lex (0, . . . , 0, 1)

soit
x1 �lex x2 �lex · · · �lex xn

Une variante de l’ordre lex est l’ordre lexicographique gradué(grlex) qui
tient compte des degrés totaux (voir l’annexe A) des monômes. Dans ce qui
suit, |.| désigne le degré total d’un monôme.

Définition 2.3. (L’ordre lexicographique gradué) (cf. [4], [7], [9])
Soient α = (α1, . . . , αn) et β = (β1, . . . , βn) deux n-uplet de Nn. On dira que
α �grlex β si |α| > |β| ou |α| = |β| et α �lex β.

Exemple 2.2.

(1, 2, 3) �grlex (3, 2, 0) ; (1, 2, 4) �grlex (1, 1, 5)

Nous avons aussi x1 �grlex x2 �grlex · · · �grlex xn.
Il y a de nombreuses possibilités de construire des ordres monômiaux. Un
autre ordre qui peut s’avérer utile en certaine occasion est l’ordre
lexicographique gradué retourné.

Définition 2.4. ( L’ordre lexicographique gradué retourné) (cf. [4], [7], [9])
Soient α = (α1, . . . , αn) et β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn. On dira que α �grevlex β
si |α| > |β| ou |α| = |β| et la première composante non nulle du vecteur
(α− β) en partant de la droite est négative.
Exemple 2.3.

(4, 7, 1) �grevlex (4, 3, 2) ; (1, 5, 2) �grevlex (4, 1, 3)

Il est facile de voir que x1 �grevlex x2 �grevlex . . . �grevlex xn.

Proposition 2.2. Les ordres �lex,�grlex, et �grevlex sont monômiaux.

Démonstration. Voir [7] pour la preuve.

Pour faciliter la manipulation des polynômes à plusieurs variables, nous
allons introduire un peu de terminologie.

Définition 2.5. Soit P =
∑
α∈Nn aαx

α un polynôme de K[x1, . . . , xn] et
soit � un ordre monômial.

1. Le multidegré de P est multideg(P ) = max{α ∈ Nn, aα 6= 0} où le
maximum est pris relativement avec l’ordre � ;
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2. Le coefficient de plus haut degré (leading coefficient) de P est
LC(P ) = amultideg(P ) ;

3. le monôme de plus haut degré(leading monômial) de P est LM(P ) =
xmultideg(P ) ;

4. Le terme de plus haut degré(leading term) de P
est LT (P ) = LC(P ).LM(P ).

On peut vérifier les résultats suivants qui généralisent les propriétés
classiques.

Lemme 2.3. (cf [9]) Soient f, g ∈ K[x1, . . . , xn] des polynômes non nuls.
Alors
i) nous avons multideg(fg) = multideg(f) +multideg(g).
ii) si f + g 6= 0, alors multideg(f + g) � max(multideg(f),multideg(g)).
L’égalité étant réalisée si les multidegrés sont distincts.

2.3 Algorithme de division dans K[x1, . . . , xn]
En général, le but est de diviser un polynôme f ∈ K[x1, . . . , xn] par

f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn]. Comme nous verrons, cela veut dire exprimer f
sous la forme

f = a1f1 + · · ·+ asfs + r

où les quotients a1, . . . , as et le reste r appartiennent à K[x1, . . . , xn].

Exemple 2.4. On divisera f = xy2 + 1 par f1 = xy + 1 et f2 = y + 1, en
utilisant l’ordre lexicographique avec x �lex y. Nous voulons employer le
plan comme pour la division de polynôme à une variable, mais la différence
est que, ici il existe plusieurs diviseurs et quotients.
On écrit verticalement les diviseurs f1, f2 et les quotients a1, a2 comme suit :

a1 :
a2 :
xy + 1 | xy2 + 1
y + 1

Les termes de plus haut degré (leading term) LT (f1) = xy et LT (f2) = y
divisent le terme de plus haut degré de f, car LT (f) = xy2. Puis, on inscrit
f1 en premier et on l’utilisera. Donc, pour éliminer xy2, on multiplie xy par
y et on fait la différence entre f et y.f1
on a

a1 : y
a2 :
xy + 1 | xy2 + 1
y + 1 xy2 + y

−y + 1

19



Maintenant, on répète le même processus pour −y + 1, et on utilise f2 car
LT (f1) = xy ne divise pas LT (−y + 1) = −y. On obtient

a1 : y
a2 : −1
xy + 1 | xy2 + 1
y + 1 xy2 + y

−y + 1
−y − 1

2

On voit que ni LT (f1), ni LT (f2) ne divise 2, le reste est alors r = 2.
Donc on peut écrire

f = xy2 + 1
= y(xy + 1) + (−1)(y + 1) + 2
= yf1 + (−1)f2 + r

Théorème 2.4. Fixons un ordre monômial sur Nn. Soit F = (f1, . . . , fs) ∈
K[x1, . . . , xn]s. Alors tout polynôme f de K[x1, . . . , xn] peut s’écrire sous la
forme

f = a1f1 + · · ·+ asfs + r

où ai, r ∈ K[x1, . . . , xn] et, soit r = 0, ou alors r est une combinaison linéaire
des monômes dont aucun n’est divisible par LT (f1), . . . , LT (fs).
r est le reste (remainder) de la division de f par F .
Si de plus aifi 6= 0, alors multideg(f) � multideg(aifi).

Démonstration. Voir [7] page 62-63. La base de la preuve est l’algorithme
de division ci-dessous.

Le reste r que l’on trouve dépend de nombreux facteurs, bien évidemment
l’ordre monômial, mais aussi l’ordonnancement des variables une fois le type
d’ordre monômial choisi. Plus encore, si on se fixe un algorithme pour calculer
r et les ai, ces derniers peuvent changer si l’on modifie l’ordre des fi, voir
les choix que l’on fait dans les réductions. De ce fait si r = 0, on a bien
f ∈ (f1, . . . , fs). Mais ce n’est pas une condition nécessaire, comme le montre
l’exemple suivant :
Soit f1 = xy + 1, f2 = y2 − 1 des polynômes de K[x, y] avec l’ordre lex. On
pose F = (f1, f2) et f = xy2 − x. On obtient

xy2 − x = y(xy + 1) + 0(y2 − 1)− x− y.

Mais on a aussi

xy2 − x = 0(xy + 1) + x(y2 − 1) + 0.
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On verra plus loin qu’il s’agit de l’algorithme suivant appliqué à F = (f1, f2).

Algorithme de division ( V oir [7] ou [9])

Paramètres d’entrée : f, f1, . . . , fs.
Sortie : a1, . . . , as, r.
a1 := 0; . . . ; as := 0; r := 0 ;
p := f ;
TANT QUE p <> 0

FAIRE
SI LT (fi) divise LT (p) pour un certain i de {1, . . . , s}

ALORS
{
ai := ai + LT (p)/LT (fi) ;
p := p− (LT (p)/LT (fi)) ∗ fi ;
}

SINON
{ r := r + LT (p) ;
p := p− LT (p) ;
}

FIN SI
FIN FAIRE

2.4 Idéaux monômiaux et Lemme de Dickson.
Définition 2.6. Soit I un idéal de K[x1, . . . , xn] (cf annexe A.3). On dit
que I est monômial s’il existe une partie A de Nn (A peut être infinie) tel
que I soit constitué de tous les polynômes s’exprimant comme des sommes
finies de la forme

∑
α∈A hαx

α, où hα ∈ K[x1, . . . , xn]. Dans ce cas, on écrit
I = 〈xα〉α∈A.
Exemple 2.5.

I = 〈x4y2, x3y4, x2y2〉 ⊂ K[x, y].

Lemme 2.5. Soit I = 〈xα〉α∈A un idéal monômial. Alors un monôme xβ
appartient à I ssi xβ est divisible par xα pour quelques α ∈ A.

Démonstration. Si xβ est multiple de xα pour certain α ∈ A, alors xβ ∈ I
par définition d’un idéal.
Réciproquement, si xβ ∈ I alors xβ =

∑s
i=1 hix

α(i), avec hi ∈ K[x1, . . . , xn]
et α(i) ∈ A. Si on développe chaque hi comme une combinaison linéaire
des monômes, on voit que chaque terme de la côté droite de l’équation est
divisible par certain xα(i). D’où xβ doit avoir la même propriété.
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Lemme 2.6. Soit I un idéal monômial, et soit f ∈ K[x1, . . . , xn]. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

i) f ∈ I ;
ii) tous termes de f appartiennent à I ;
iii) f est une combinaison K-linéaire des monômes de I.

Démonstration. Les implications iii)⇒ii)⇒i) sont triviaux. La preuve de
i)⇒iii) est similaire au preuve du lemme précédent.

Corollaire 2.7. Deux idéaux monômiaux sont égaux ssi ils contiennent les
mêmes monômes.

Le résultat crucial suivant est connu sous le nom de "Lemme de Dickson".

Théorème 2.8. (Lemme de Dickson, voir [7] ou [9]) Soit I = 〈xα〉α∈A ⊂
K[x1, . . . , xn]. Alors I peut s’ecrire sous la forme I = 〈xα(1), . . . , xα(s)〉 avec
α(1), . . . , α(s) ∈ A. En particulier, I admet une base finie.

Démonstration. Voir [7] page 69.

2.5 Théorème de la base de Hilbert et Bases de
Groebner

Définition 2.7. Soit I un idéal non nul de K[x1, . . . , xn].
i) On note par LT (I) l’ensemble des termes de plus haut degré
(leading terms) des éléments de I. Donc,

LT (I) = {cxα : ∃ f ∈ I tel que LT (f) = cxα}.

ii) On note par 〈LT (I)〉 l’idéal engendré par les éléments de
LT (I).

On a déjà vu que le "leading term" joue un rôle important dans l’algo-
rithme de division. Cela amène un point subtil mais important à propos de
〈LT (I)〉. A savoir, si on a un ensemble de générateur fini pour I, on écrit
I = 〈f1, . . . , fs〉, et les idéaux 〈LT (f1), . . . , LT (fs)〉 et 〈LT (I)〉 peuvent être
différents. Par définition, on a LT (fi) ∈ LT (I) ⊂ 〈LT (I)〉, cela implique
〈LT (f1), . . . , LT (fs)〉 ⊂ 〈LT (I)〉. Cependant, 〈LT (I)〉 peut strictement plus
grand que 〈LT (f1), . . . , LT (fs)〉.Pour voir cela, considérons l’exemple sui-
vant :

Exemple 2.6. Soit I = 〈f1, f2〉, où f1 = x3 − 2xy et f2 = x2y − 2y2 + x, et
on utilise l’ordre monômial grlex dans K[x, y].
On a,

x.(x2y − 2y2 + x)− y(x3 − 2xy) = x2,
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Donc x2 ∈ I et x2 = LT (x2) ∈ 〈LT (I)〉.
Or x2 n’est pas divisible par LT (f1) = x3 ou LT (f2) = x2y donc
x2 /∈ 〈LT (f1), LT (f2)〉 d’après lemme 2.5

Proposition 2.9. Soit I ⊂ K[x1, . . . , xn] un idéal. Alors
i) 〈LT (I)〉 est un idéal monômial.
ii) Il existe g1, . . . , gt ∈ I tel que 〈LT (I)〉 = 〈LT (g1), . . . , LT (gt)〉.

Démonstration. i) Le leading monomial (monôme de plus haut degré) LM(g)
d’un élément g ∈ I − {0} engendre l’idéal monômial 〈LM(g) : g ∈ I − {0}〉.
Puisque LM(g) et LT (g) se diffèrent par une constante non nulle, cet idéal
est 〈LT (g) : g ∈ I − {0}〉 = 〈LT (I)〉. Donc 〈LT (I)〉 est un idéal monômial.
ii) Puisque 〈LT (I)〉 est engendré par les monômes LM(g) pour g ∈ I − {0},
le lemme de Dickson nous dit que 〈LT (I)〉 = 〈LM(g1), . . . , LM(gt)〉 pour
certain g1, . . . , gt ∈ I (avec t fini). Puisque LM(gi) et LT (gi) se diffèrent par
une constante non nulle, donc 〈LT (I)〉 = 〈LT (g1), . . . , LT (gt)〉.

Théorème 2.10. (Théorème de la base de Hilbert) (cf. [7])
Tout idéal I de K[x1, . . . , xn] admet un nombre fini de générateur. En d’autre
terme I = 〈g1, . . . , gt〉 pour certains g1, . . . , gt de K[x1, . . . , xn].

Démonstration. Si I = {0}, on prend {0} comme ensemble de générateur,
qui est certainement fini. Si I contient quelques polynômes non nuls, alors
un ensemble générateur g1, . . . , gt pour I peut construire comme la suivante.
D’après la proposition précédente, il existe g1, . . . , gt ∈ I tel que 〈LT (I)〉 =
〈LT (g1), . . . , LT (gt)〉. On veut montrer que I = 〈g1, . . . , gt〉.
Il est clair que 〈g1, . . . , gt〉 ⊂ I puisque chaque gi ∈ I.
Réciproquement, soit f ∈ I un polynôme. Si on applique l’algorithme de
division pour diviser f par 〈g1, . . . , gt〉, alors on a l’expression suivante

f = a1g1 + · · ·+ atgt + r

où dans l’expression de r il n’existe pas de terme divisible par LT (g1), . . . , LT (gt).
On voulait alors montrer que r = 0. Pour voir cela, noter que

r = f − a1g1 − · · · − atgt ∈ I.

Si r 6= 0, alors LT (r) ∈ 〈LT (I)〉 = 〈LT (g1), . . . , LT (gt)〉, et d’après lemme
2.5 , il suit que LT (r) peut être divisible par un certain LT (gi). Par
conséquence, cette contradiction montre que r peut être égale à 0. Donc,

f = a1g1 + · · ·+ atgt + 0 ∈ 〈g1, . . . , gt〉,

qui montre que I ⊂ 〈g1, . . . , gt〉, cela complète la preuve.
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Définition 2.8. Fixons un ordre monômial. On dit qu’un sous ensemble fini
G = {g1, . . . , gt} d’un idéal I est une base de Groebner (ou base standard) si

〈LT (g1), . . . , LT (gt)〉 = 〈LT (I)〉.

Autrement dit, un ensemble {g1, . . . , gt} ⊂ I est une base de Groebner de
I si les leading term de chaque éléments de I est divisible par un certain
LT (gt).

Corollaire 2.11. Fixons un ordre monômial. Tout idéal I de K[x1, . . . , xn]
différent de {0} admet une base de Groebner. En outre, une base de Groebner
d’un idéal I est une base de I.

Démonstration. Etant donné un idéal non nul, l’ensemble G = {g1, . . . , gt}
construit dans le preuve du théorème 2.10 est une base de Groebner par
construction. Pour la deuxième assertion, noter que si 〈LT (g1), . . . , LT (gt)〉 =
〈LT (I)〉, alors l’argument donné dans le théorème 2.10 montre que I =
〈g1, . . . , gt〉, pour que G soit une base de I.

Pour terminer cette section, on donne deux applications du théorème de
la base de Hilbert. La première est une conséquence algébrique à propos des
idéals dans K[x1, . . . , xn].

Théorème 2.12. (Condition des Chaînes Ascendantes) (ACC) Soit

I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ · · ·

une suite croissante d’idéaux dans K[x1, . . . , xn]. Alors il existe N ≥ 1 tel
que

IN = IN+1 = IN+3 = · · · .

Démonstration. Soit une suite croissante d’idéaux I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ · · ·,
considérons l’ensemble I =

⋃∞
i=1 Ii. On commence par montrer que I est

aussi un idéal de K[x1, . . . , xn]. D’abord, 0 ∈ I puisque 0 ∈ Ii pour tout
i. Ensuite, si f, g ∈ I, alors par définition, f ∈ Ii et g ∈ Ij pour certain i
et j (possible différent). En plus, puisque les idéaux Ii forment une suite
croissante, si on suppose que i ≤ j, alors f, g ∈ Ij . Puisque Ij est un idéal,
il suit que f + g ∈ Ij , et alors f + g ∈ I. De même façon, si f ∈ I et
r ∈ K[x1, . . . , xn], alors f ∈ Ii pour un certain i, et r.f ∈ Ii ⊂ I. D’où I est
un idéal.
D’après le théorème de la base de Hilbert, l’idéal I admet un ensemble
de générateur fini, c’est-à-dire I = 〈f1, . . . , fs〉. Or chaque élément de ce
générateur est contenu dans un idéal Ij , c’est-à-dire fi ∈ Iji pour certain
ji, (avec i = 1, . . . , s). On choisit N = max{ji}. Alors fi ∈ IN pour tout i.
Finalement, nous avons I = 〈f1, . . . , fs〉 ⊂ IN ⊂ IN+1 ⊂ · · · ⊂ I.
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La deuxième conséquence du théorème da la base de Hilbert serait géo-
métrique. On sait que :

V (f1, . . . , fs) = {(a1, . . . , an) ∈ Kn : fi(a1, . . . , an) = 0 pour tout i}.

(Voir l’annexe A)

Définition 2.9. Soit I un idéal de K[x1, . . . , xn]. On note par V (I) l’en-
semble

V (I) = {(a1, . . . , an) ∈ Kn : f(a1, . . . , an) = 0 pour toutf ∈ I}.

Proposition 2.13. V (I) est une variété affine. En particulier, si
I = 〈f1, . . . , fs〉, alors V (I) = V (f1, . . . , fs).

Démonstration. D’après le théorème de la base de Hilbert, il existe f1, . . . , fs ∈
K[x1, . . . , xn] tel que I = 〈f1, . . . , fs〉. Le but est de montrer que V (I) =
V (f1, . . . , fs). Premièrement, puisque les fi ∈ I, et par définition
f(a1, . . . , an) = 0 pour tout f ∈ I, alors fi(a1, . . . , an) = 0, et V (I) ⊂
V (f1, . . . , fs).
D’autre part, soit (a1, . . . , an) ∈ V (f1, . . . , fs) et soit f ∈ I. Puisque I =
〈f1, . . . , fs〉, on peut écrire

f =
s∑
i=1

hifi

pour certain hi ∈ K[x1, . . . , xn]. Alors

f(a1, . . . , an) =
s∑
i=1

hi(a1, . . . , an)fi(a1, . . . , an)

=
s∑
i=1

hi(a1, . . . , an).o

= 0

Donc V (f1, . . . , fs) ⊂ V (I).

2.6 Propriétés des bases de Groebner
On a déjà montrer que tout idéal non nul I ⊂ K[x1, . . . , xn] admet une

base de Groebner. Dans cette section, nous étudierons les propriétés des
bases de Groebner et apprenons comment détecter quand une base donnée
est une base de Groebner.

Proposition 2.14. "Unicité du reste"
Soit G = {g1, . . . , gt} une base de Groebner d’un idéal I de K[x1, . . . , xn] et
soit f ∈ K[x1, . . . , xn]. Alors il existe un unique r ∈ K[x1, . . . , xn] ayant les
propriétés suivantes :
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i) Aucun terme de r n’est divisible par l’un des LT (g1), . . . , LT (gt),
ii) Il existe g ∈ I tel que f = g + r.

Le polynôme r est le reste de la division de f par G et ce indépendamment
de l’ordre des éléments de G et de l’ordre monômial choisi.

Démonstration. L’algorithme de division donne f = a1g1 + · · ·+atgt+r, avec
r satisfait i). On peut aussi en satisfaire ii) en mettant g = a1g1+· · ·+atgt ∈ I.
Cela montre l’existence de r.
Pour prouver l’unicité, supposons que f = g+ r = g′+ r′ satisfaisant i) et ii).
Alors r − r′ = g′ − g ∈ I, alors que si r 6= r′, alors LT (r − r′) ∈ 〈LT (I)〉 =
〈LT (g1), . . . , LT (gt)〉. D’après Lemme2.5, il suit que LT (r− r′) est divisible
par quelque LT (gi). C’est impossible car il n’y a pas de terme de r ou de r′
divisible par l’un des LT (g1), . . . , LT (gt). Donc r − r′ doit être zéro, et on a
prouvé l’unicité.
La dernière partie de la proposition découle de l’unicité de r.

Le reste r est appelé quelquefois la forme normale de f . Comme consé-
quence nous obtenons un moyen de savoir si un polynôme appartient ou non
à un idéal.

Proposition 2.15. Soit G = {g1, . . . , gt} une base de Groebner d’un idéal
I de K[x1, . . . , xn] et soit f ∈ K[x1, . . . , xn]. Alors f ∈ I si et seulement si
le reste de la division de f par G est zéro.

Démonstration. Si le reste est zéro, alors on a déjà observé que f ∈ I.
Inversement, soit f ∈ I, alors f = f + 0 satisfait le deux propriétés du
proposition2.14. Il suit que 0 est le reste de la division de f par G.

Définition 2.10. On écrit fF le reste de la division de f par le s-uplet
ordonné F = (f1, . . . , fs). Si F est une base de Groebner de 〈f1, . . . , fs〉,
alors on peut considérer F comme un ensemble d’après la proposition.2.14

Par exemple, soit F = (x2y− y2, x4y2− y2) ⊂ K[x, y], en utilisant l’ordre
lex, nous avons

x5y
F = xy3

en effet, l’algorithme de division donne

x5y = (x3 + xy)(x2y − y2) + 0.(x4y2 − y2) + xy3.

Définition 2.11. Soient f, g ∈ K[x1, . . . , xn] des polynômes non nuls.
i) Si multideg(f) = α et multideg(g) = β, alors soit γ = (γ1, . . . , γn), où
γi = max(αi, βi) pour chaque i. On dit que xγ est le plus petit commun
multiple (least common multiple) de LM(f) et LM(g), et on écrit

xγ = PPCM(LM(f), LM(g)).

26



ii) On définit le S-polynôme de f et g, noté S(f, g), comme étant

S(f, g) = xγ

LT (f) .f −
xγ

LT (g) .g.

Par exemple, soient f = x3y2 − x2y3 + x et g = 3x4y + y2 dans R[x, y]
avec l’ordre grlex. Alors γ = (4, 2) et

S(f, g) = x4y2

x3y2 .f −
x4y2

3x4y
.g

= x.f − (1/3).y.g
= −x3y3 + x2 − (1/3)y3.

Lemme 2.16. Considérons la somme
∑s
i=1 cifi, où ci ∈ K etmultideg(fi) =

δ ∈ Nn pour tout i. Si multideg(
∑s
i=1 cifi) ≺ δ, alors

∑s
i=1 cifi est une com-

binaison linéaire, à coefficient dans K, des S-polynômes S(fj , fk) pour
1 ≤ j, k ≤ s. De plus, chaque S(fj , fk) admet de multidegré ≺ δ.

Démonstration. Soit di = LC(fi), alors que le leading coefficient de cifi
est cidi. Puisque multideg(cifi) = δ et le multidegré de leur somme est
strictement plus petit, alors

∑s
i=1 cidi = 0.

Définissons pi = fi/di, et notons que le leading coefficient de pi est 1.
Considérons la somme

s∑
i=1

cifi =
s∑
i=1

cidipi = c1d1(p1 − p2) + (c1d1 + c2d2)(p2 − p3) + · · ·+

(c1d1 + · · ·+ cs−1ds−1)(ps−1 − ps) + (c1d1 + · · ·+ csds)ps. (2.1)

Par hypothèse, LT (fi) = dix
δ, qui implique que le plus petit commun

multiple (LCM) de LM(fj) et LM(fk) est xδ. Donc

S(fj , fk) = xδ

LT (fj)
fj −

xδ

LT (fk)
fk = xδ

djxδ
fj −

xδ

dkxδ
fk = pj − pk. (2.2)

En utilisant cette équation et l’égalité
∑s
i=1 cidi = 0, la somme (2.1) au

dessus dévient
s∑
i=1

cifi = c1d1S(f1, f2) + (c1d1 + c2d2)S(f2, f3)

+ · · ·+ (c1d1 + · · ·+ cs−1ds−1)S(fs−1, fs).

Puisque pj et pk admettent de multidegré δ et de leading coefficient 1, alors
la différence pj − pk admet de multidegré ≺ δ. En observant l’équation (2.2),
l’égalité est vrai pour S(fj , fk) , et on a prouvé le lemme.

Théorème 2.17. Soit I un idéal polynômial. Alors une base G = {g1, . . . , gt}
de I est une base de Groebner de I si et seulement si pour toute paire i 6= j,
le reste de la division de S(gi, gj) par G est zéro.
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Démonstration. (⇒) : Si G est une base de Groebner, alors S(gi, gj) ∈ I,
donc le reste de la division de S(gi, gj) par G est zéro d’après la proposition
2.15.
(⇐) : Soit f ∈ I un polynôme non nul. Nous devons montrer que si les
restes de la division de tout S-polynôme par G sont des 0, alors LT (f) ∈
〈LT (g1), . . . , LT (gt)〉. Avant de donner les détails, on va résumer la stratégie
de la preuve.
Soit f ∈ I = 〈g1, . . . , gt〉, il existe des polynômes hi ∈ K[x1, . . . , xn] tel que

f =
t∑
i=1

higi. (2.3)

D’après lemme 2.3, on a

multideg(f) � max(multideg(higi)). (2.4)

Si on n’a pas l’égalité, alors quelque annulation doit se produire parmi les
leading terms de (2.3). Le lemme 2.16 nous permettra de réécrire ceci dans
le terme de S-polynôme. Alors l’hypothèse : les restes des S-polynôme sont
des zéros nous permettra de remplacer les S-polynômes par des expressions
qui entrainent moins d’annulation. Donc, on obtiendra une expression de f
qui a moins d’annulation de leading terms . En continuant cette méthode,
nous obtiendrons en fin une expression de f tel que on a l’égalité dans (2.4).
Alors multideg(f) = multideg(higi) pour certain i, et on aura que LT (f)
soit divisible par LT (gi). Cela montrera que LT (f) ∈ 〈LT (g1), . . . , LT (gt)〉,
ce que nous voulons prouver.
Maintenant, on donne le détails de la preuve. En donnant l’expression (2.3)
pour f , soit m(i) = multideg(higi), et on pose δ = max(m(1), . . . ,m(t).
Alors l’inégalité (2.4) devient

multideg(f) � δ.

Considérons toutes les façons possibles pour que f puisse s’écrire sous la
forme (2.3). Pour chaque expression, on peut avoir différents δ. Puisque
l’ordre monômial est un bon ordre, on peut choisir une expression de f tel
que δ soit minimal.
Nous montrerons qu’une fois cette valeur minimale de δ est choisie, on a
multideg(f) = δ. Alors on a égalité dans (2.4), et comme nous avons observé,
il suit que LT (f) ∈ 〈LT (g1), . . . , LT (gt)〉. Cela prouve le théorème.
Il reste à montrer que multideg(f) = δ. On prouvera cela par contradiction.
Supposons que multideg(f) ≺ δ. Pour isoler les termes de multidegré δ, on
va écrire f sous la forme :

f =
∑

m(i)=δ
higi +

∑
m(i)≺δ

higi

=
∑

m(i)=δ
LT (hi)gi +

∑
m(i)=δ

(hi − LT (hi))gi +
∑

m(i)≺δ
higi. (2.5)
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Les monômes apparaissent dans le deuxième et troisième sommes de la
deuxième ligne sont de multidegré ≺ δ. Donc, l’hypothèse multideg(f) ≺ δ
veut dire que la première somme admet aussi de multidegré ≺ δ.
Soit LT (hi) = cix

α(i). Alors la première somme∑
m(i)=δ LT (hi)gi =

∑
m(i)=δ cix

α(i)gi admet exactement la forme décrite
dans lemme 2.16 avec fi = xα(i)gi. Donc le lemme 2.16 implique que cette
somme est une combinaison linéaire des S-polynômes S(xα(j)gj , x

α(k)gk).
Cependant,

S(xα(j)gj , x
α(k)gk) = xδ

xα(j)LT (gj)
xα(j)gj −

xδ

xα(k)LT (gk)
xα(k)gk

= xδ−γjkS(gj , gk),

où xγjk = LCM(LM(gj), LM(gk)). Donc il existe des constantes cjk ∈ K
tel que ∑

m(i)=δ
LT (hi)gi =

∑
j,k

cjkx
δ−γjkS(gj , gk). (2.6)

L’étape suivante utilise l’hypothèse : le reste de la division de S(gj , gk) par
g1, . . . , gt est nul. En utilisant l’algorithme de division, cela veut dire que
chaque S-polynôme peut s’écrire sous la forme

S(gj , gk) =
t∑
i=1

aijkgi, (2.7)

où aijk ∈ K[x1, . . . , xn]. L’algorithme de division entraine aussi

multideg(aijkgi) � multideg(S(gj , gk)) (2.8)

pour tout i, j, k (voir théorème 2.4). Intuitivement, cela dit que quand le
reste est zéro, on peut chercher une expression de S(gj , gk) dans les termes
de G où les leading terms ne sont pas tous annuler. Pour exploiter ceci,
multiplions l’expression de S(gj , gk) par xδ−γjk pour obtenir

xδ−γjkS(gj , gk) =
t∑
i=1

bijkgi,

où bijk = xδ−γjkaijk. Alors (2.8) et lemme 2.16 implique

multideg(bijkgi) � multideg(xδ−γjkS(gj , gk)) ≺ δ. (2.9)

Si on remplace l’expression de xδ−γjkS(gj , gk) dans l’équation (2.6), on obtient
une équation∑
m(i)=δ

LT (hi)gi =
∑
j,k

cjkx
δ−γjkS(gj , gk) =

∑
j,k

cjk(
∑
i

bijkgi) =
∑
i

h̃igi
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tel que , d’après (2.9), pour tout i, on a la propriété

multideg(h̃igi) ≺ δ.

Comme dernière étape de la preuve, remplaçons
∑
m(i)=δ LT (hi)gi =∑

i h̃igi dans l’équation (2.5) pour obtenir une expression de f comme un
polynôme combinaison des gi où tous les termes qui admettent de multidegré
≺ δ. Cela contredit le minimalité de δ et complète la démonstration du
théorème.

2.7 Algorithme de Buchberger
D’après Corollaire.2.9, on sait que tout idéal non nul dans K[x1, . . . , xn]

admet une base de Groebner. Malheureusement, la preuve donnée était non
constructive dans le sens qu’il n’a pas dit comment produire une base de
Groebner. Donc maintenant, si on a un idéal I ⊂ K[x1, . . . , xn], le but est
de répondre à la question : "Comment construire une base de Groebner pour
I ?"
Le premier algorithme de calcul de base de Groebner à été donné par
Buchberger dans sa thèse. L’un des principaux outils de cet algorithme est
la notion de S-polynôme (voir définition 2.11).

Exemple 2.7. Considérons l’anneau de polynôme K[x, y] avec l’ordre grlex,
et soit I = 〈f1, f2〉 = 〈x3 − 2xy, x2y − 2y2 + x〉. Rappelons que {f1, f2} n’est
pas une base de Groebner pour I, en effet

LT (S(f1, f2)) = −x2 /∈ 〈LT (f1), LT (f2)〉.

Pour produire une base de Groebner, une idée naturelle est d’essayer en
premier d’étendre l’ensemble générateur original à une base de Groebner en
ajoutant plus de polynômes dans I.
Quels nouveaux générateurs devrions nous ajouter ? Pour cela, on a introduit
le S-polynôme. Nous avons S(f1, f2) = −x2 ∈ I, et son reste dans la division
par F = (f1, f2) est −x2, qui est différent de 0. D’où, nous devrions inclure
ce reste dans l’ensemble de générateur, on pose f3 = −x2. Si on pose
F = (f1, f2, f3), On peut utiliser le théorème 2.17 pour tester si cet ensemble
est une base de Groebner de I. On calcule

S(f1, f2) = f3,

donc S(f1, f2)F = 0,

S(f1, f3) = (x3 − 2xy)− (−x)(−x2) = −2xy,
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on a S(f1, f3)F = −2xy 6= 0.
D’où, on doit ajouter f4 = −2xy dans l’ensemble de générateur. Si on pose
F = (f1, f2, f3, f4), alors

S(f1, f2)F = S(f1, f3)F = 0,
S(f1, f4) = y(x3 − 2xy)− (−1/2)x2(−2xy) = −2xy = yf4, donc

S(f1, f4)F = 0,
S(f2, f3) = (x2y − 2y2 + x)− (−y)(−x2) = −2y2 + x,

S(f2, f3)F = −2y2 + x 6= 0.

Donc, on doit aussi introduire f5 = −2y2 + x dans l’ensemble de générateur.
Fixons F = {f1, f2, f3, f4, f5}, on peut calculer que

S(fi, fj)
F = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ j ≤ 5.

D’après théorème 2.17 , il suit qu’une base de Groebner de I, avec l’ordre
grlex, est donné par

{f1, f2, f3, f4, f5} = {x3 − 2xy, x2y − 2y2 + x,−x2,−2xy,−2y2 + x}.

Théorème 2.18. (cf [7]) Soit I = 〈f1, . . . , fs〉 6= {0} un idéal polynômial.
Alors on peut construire une base de Groebner de I dans un nombre fini de
"pas" par l’algorithme suivant :

Entrée : F = (f1, . . . , fs)
Sortie : une base de Groebner G = (g1, . . . , gt) de I, avec F ⊂ G
G :=F
REPETER

G’ :=G
POUR chaque paire {p, q},p 6= q dans G’

FAIRE S := S(p, q)G
′

SI S 6= 0 ALORS G := G ∪ {S}
JUSQU’A G :=G’

Démonstration. Avant de commencer la preuve, on a besoin de définir les
notations fréquemment utilisées suivantes. Si G = {g1, . . . , gt}, on note

〈G〉 = 〈g1, . . . , gt〉
〈LT (G)〉 = 〈LT (g1), . . . , LT (gt)〉.

Nous montrons en premier que G ⊂ I à chaque étape de l’algorithme. Ceci
est vrai à l’initiale, et à chaque fois qu’on agrandisse G, en ajoutant le reste
S := S(p, q)G

′
pour p et q ∈ G. Donc, si G ⊂ I, alors p, q, et S(p, q) ∈ I, et

puisque nous divisons par G′ ⊂ I , on obtient G
⋃
{S} ⊂ I. Notons aussi que
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F ⊂ G avec F est une base de I, donc G est aussi une base de I.
L’algorithme se termine quand G = G′, qui veut dire que S := S(p, q)G

′
= 0

pour tout p, q ∈ G. D’où G est une base de Groebner de 〈G〉 = I d’après le
théorème 2.17. Il reste à montrer que l’algorithme est terminé. On a besoin de
considérer ce qui se passe après chaque passage à travers la boucle principale.
L’ensemble G est constitué par G′ (c’est l’ancien G) avec les restes non nul
de la division des S-polynômes de tout élément de G′ par G′. Alors

〈LT (G′)〉 ⊂ 〈LT (G)〉 (2.10)

puisque G′ ⊂ G. En plus, si G′ 6= G nous réclamons que 〈LT (G′)〉 est stricte-
ment plus petit que 〈LT (G)〉. Pour voir cela, supposons qu’un reste non nul
r d’un s-polynôme a été ajouté à G. Puisque r est un reste de la division par
G′, LT (r) n’est pas divisible par les leading terms des éléments de G′, donc
LT (r) /∈ 〈LT (G′)〉. Cependant LT (r) ∈ 〈LT (G′)〉, cela prouve notre récla-
mation. D’après (2.10), les idéaux 〈LT (G′)〉 à partir d’itérations successives
de la boucle forment une suite croissante d’idéaux dans K[x1, . . . , xn]. Donc,
l’A.C.C(cf. théorème 2.12) implique qu’après un nombre fini d’itérations,
la suite sera constante, donc on obtient 〈LT (G′)〉 = 〈LT (G)〉. Finalement,
d’après la section précédente, on a G = G′, et que l’algorithme soit terminé
après un nombre fini de pas.

Lemme 2.19. Soit G une base de Groebner d’un idéal polynômial I. Soit
p ∈ G un polynôme tel que LT (p) ∈ 〈LT (G− {p})〉. Alors G− {p} est aussi
une base de Groebner de I.
Démonstration. On sait que 〈LT (G)〉 = 〈LT (I)〉. Si LT (p) ∈ 〈LT (G−{p})〉,
alors 〈LT (G− {p})〉 = 〈LT (G)〉. Par définition, il suit que G− {p} est aussi
une base de Groebner de I.

Définition 2.12. Une base de Groebner minimale d’un idéal polynômial
I est une base de Groebner G de I tels que :
i) LC(p) = 1 pour tout p ∈ G.
ii) Pour tout p ∈ G, LT (p) /∈ 〈LT (G− {p})〉.

On peut construire une base de Groebner minimale d’un idéal non nul
donné en appliquant l’algorithme du théorème 2.18 et en utilisant le lemme
2.19 pour éliminer les générateurs inutiles.
Définition 2.13. Une base de Groebner réduite d’un idéal polynômial
I est une base de Groebner G de I tels que :
i) LC(p) = 1 pour tout p ∈ G.
ii) Pour tout p ∈ G, aucun monôme de p n’appartient à 〈LT (G− {p})〉.
Proposition 2.20. Soit I 6= {0} un idéal polynômial. Alors, pour un ordre
monômial donné, I admet une unique base de Groebner réduite.
Démonstration. voir [7] page 90.
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Chapitre 3

Décodage des codes cycliques
généraux

Ce chapitre est consacré au décodage des codes cycliques généraux, jusqu’à
et au delà de la capacité de correction t = [(d− 1)/2], en utilisant la théorie
de l’élimination et les bases de Groebner.
Le problème est, à partir des syndromes de l’erreur, de trouver l’erreur, ou
plus précisément le polynôme localisateur d’erreur.

3.1 Introduction
Soient Fq le corps à q éléments et n un entier premier avec q. Dans le cas de

certains énoncés généraux, on notera F le corps de base, non nécessairement
fini. Les énoncés les plus significatifs en terme de codage seront obtenus sur
F2.
Un code cyclique C de longueur n sur Fq est un idéal de Fq[X]/(Xn − 1)
(cf. théorème 1.2). L’anneau Fq[X]/(Xn − 1) étant principal, donc tout code
cyclique C admet un polynôme générateur g(X), qui divise Xn − 1. En se
donnant une racine primitive n-ième de l’unité α sur Fq, avec α ∈ Fqm = K,
on définit l’ensemble de définition Q du code C par :

Q = {i ∈ In = {0, 1, . . . , n− 1}; g(αi) = 0} (3.1)

On a alors

c ∈ C ⇔ c(αi) = 0, ∀ i ∈ Q. (3.2)

Soit c(x) = a(x)g(x) un mot de code à transmettre à travers un canal bruité,
on obtient le mot de code reçu de la forme r(x) = c(x) + e(x) où c étant
le mot de code émis et e l’erreur commise. Alors en calculant r(αi), on
obtient

r(αi) = c(αi) + e(αi) = e(αi) pour i ∈ Q (3.3)
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Ainsi, le décodeur connait les e(αi) pour i ∈ Q que l’on appelle syndromes
de l’erreur. On les note si, i ∈ Q. On peut aussi exprimer ces syndromes si
comme suit :

si = Y1Z
i
1 + Y2Z

i
2 + · · ·+ YvZ

i
v, i ∈ Q, si ∈ K (3.4)

où v est le nombre d’erreurs, Yj ∈ Fq − {0} pour j = 1, 2, . . . , v sont les
valeurs de l′erreur, et

Zj = αrj , pour j = 1, 2, . . . , v, (3.5)

où les entiers rj ∈ In soient les indices de localisation des erreurs.
Le but du processus de décodage est de trouver les v emplacements de l’erreur
inconnus et les v valeurs de l’erreur correspondantes à partir des syndromes
connus si pour i ∈ Q.

3.2 Décodage des codes cycliques avec l’identité
de Newton

Soit C un code cyclique de polynôme générateur g et soient c le message
émis et r le message reçu. Supposons qu’au plus t erreurs se produisent, et
on note v le nombre exacte d’erreurs, v ≤ t où v est sous la condition 2v ≤ n
(cf. remarque 1.3, voir [12]). Le polynôme d’erreur qu’on veut chercher est de
la forme e(x) =

∑v
i=1 eix

ri , où les ri sont tous différentes dans 0, 1, . . . , n− 1,
et ei sont les valeurs d’erreurs. Pour déterminer ce polynôme d’erreur, on a
toujours besoin de calculer le polynôme localisateur d’erreur L(z) (cf. chapitre
1). On utilise les identités de Newton pour déterminer les coefficients σj du
polynôme localisateur d’erreur pour 1 ≤ j ≤ v. Il y a 4 étapes à suivre pour
cette méthode :
1ère étape : Déterminer les syndromes si en calculant r(αi).
2ème étape : Trouver les coefficients σj du polynôme localisateur d’erreur
en utilisant l’identité de Newton.
3ème étape : Chercher les racines de L(z) en testant les différentes puissances
de α pour déterminer les localisateurs d’erreur αi.
4ème étape : Remplacer les αi par leurs valeurs dans l’expression de sj pour
déterminer les valeurs des erreurs ei (cas non binaire seulement). On obtient
ainsi le polynôme erreur e(x) et on peut décoder par c = r − e.

3.3 Exemple de décodage des codes cycliques en
utilisant l’identité de Newton

Exemple 3.1. Soit α un élément primitif de F16, racine du polynôme
x4 + x + 1 sur F2 (où x4 + x + 1 est irréductible sur F2 ), c’est-à-dire
α4 + α+ 1 = 0. Tous les puissances de α sont :
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α0 = α15 = 1 α5 = α+ α2 α10 = 1 + α+ α2

α1 = α α6 = α2 + α3 α11 = α+ α2 + α3

α2 α7 = 1 + α+ α3 α12 = 1 + α+ α2 + α3

α3 α8 = 1 + α2 α13 = 1 + α2 + α3

α4 = 1 + α α9 = α+ α3 α14 = 1 + α3

Soit C un code cyclique de longueur 15 sur F2 de polynôme générateur
g(x) = (x4 +x+1)(x4 +x3 +x2 +x+1) = x8 +x7 +x6 +x4 +1 et d’ensemble
de définition Q = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12}. C est alors de dimension k = 7 et de
distance minimale d = 5. On peut corriger t = [5−1

2 ] = 2 erreurs maximum.
Soit, par exemple, le mot reçu r = (100111000000000) ou bien r(x) =
1 + x3 + x4 + x5 et on suppose qu’il y a exactement 2 erreurs (i.e v = 2).
D’après le Chapitre 1, le polynôme localisateur d’erreur L(z) est définie
par : L(z) = (z − Z1)(z − Z2) = z2 + σ1z + σ2 et la clé du décodage est de
trouver les coefficients σ1 et σ2. On a

s1 = r(α1) = α6

s2 = r(α2) = α12

s3 = r(α3) = α8

s4 = r(α4) = α9

D’après l’identité de Newton, on obtient le système d’ équations (d’inconnus
σ1 et σ2) suivant : {

s3 + σ1s2 + σ2s1 = 0
s4 + σ1s3 + σ2s2 = 0

ou encore {
α12σ1 + α6σ2 = α8

α8σ1 + α12σ2 = α9

en résolvant ce système, on obtient σ1 = α6 et σ2 = α7,
donc L(z) = z2 + α6z + α7 = (z − Z1)(z − Z2).
En testant les différentes puissances de α, on trouve Z1 = αr1 = α8 et
Z2 = αr2 = α14. Le polynôme d’erreur est alors e(x) = x8 + x14. Donc le
mot transmis était c(x) = r(x)− e(x) = 1 + x3 + x4 + x5 + x8 + x14 ou bien
c = (100111001000001).
On décode ce mot par la division de ce polynôme par le polynôme générateur
g(x). On obtient le polynôme 1 + x3 + x5 + x6 et le reste est nul. Alors le
message initial était a(x) = c(x)/g(x) = 1 + x3 + x5 + x6 ou a = (1001011).

Exemple 3.2. Soit α une racine du polynôme x2 + x+ 2 irréductible sur
F3. On dit que α est un élément primitif de F32 = F9 et les puissances de α
sont :

α1 = α, α2 = 1 + 2α, α3 = 2 + 2α, α4 = 2,
α5 = 2, α6 = 2 + α, α7 = 1 + α, α8 = 1.
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En outre, on sait que les classes cyclotomiques de 3 modulo 8 sont :

cl(0) = {0}
cl(1) = {1, 3}
cl(2) = {2, 6}
cl(4) = {4}
cl(5) = {5, 7}

On considère le code cyclique de longueur 8 sur F3 de polynôme généra-
teur g(x) = (x−α)(x−α2)(x−α3)(x−α4)(x−α6) = (x2+1)(x2+x+2)(x+1)
divisible par le polynôme minimal de α et possède comme racines α, α2, α3, α4

et α6. (i.e Q = {1, 2, 3, 4, 6})
Supposons que le mot reçu est r = (02100112) (ou bien r(x) = 2x + x2 +
x5 + x6 + 2x7) et on suppose que deux erreurs ont été commises.
Ensuite, on a

s1 = Y1Z1 + Y2Z2 = r(α) = 2α+ α2 + α5 + α6 + 2α7 = 2 = α4

s2 = Y1Z
2
1 + Y2Z

2
2 = r(α2) = 2α2 + α4 + α2 + α4 + 2α6 = α3

s3 = Y1Z
3
1 + Y2Z

3
2 = r(α3) = α4

s4 = Y1Z
4
1 + Y2Z

4
2 = r(α4) = 0

s6 = Y1Z
6
1 + Y2Z

6
2 = r(α6) = α

avec Y1, Y2 ∈ F3 − {0} sont les valeurs des erreurs et Z1 = αr1 et Z2 = αr2

où r1 et r2 sont des indices de localisations des erreurs.
On sait que le polynôme localisateur d’erreur soit de la forme

L(z) = (z − Z1)(z − Z2)
= z2 − (Z1 + Z2)z + Z1Z2

= z2 + σ1z + σ2

En utilisant l’identité de Newton, on obtient le système d’équations suivant{
s3 + σ1s2 + σ2s1 = 0
s4 + σ1s3 + σ2s2 = 0

où les inconnus sont σ1 et σ2. En suite, on a{
α3σ1 + α4σ2 = −α4

α4σ1 + α3σ2 = 0

alors σ1 = α4 = 2 et σ2 = α. Donc L(z) = z2 + 2z + α.
En testant les différentes puissances de α, on trouve L(α3) = L(α6) = 0,

36



c’est-à-dire Z1 = α3 et Z2 = α6. Pour trouver les valeurs d’erreurs Y1 etY2,
il suffit de résoudre le système d’équations suivant :{

α3Y1 + α6Y2 = α4

α6Y1 + α4Y2 = α3

Alors {
Y1 = α4 = 2
Y2 = α4 = 2

Ces valeurs de Y1 et Y2 sont aussi solutions pour les trois autres égalités.
Le polynôme d’erreur est donc e(x) = 2x3 + 2x6 et le mot envoyé était
c(x) = r(x)− e(x) = 2x+x2 +x3 +x5 + 2x6 + 2x7. (ou bien c = (02110122)).
La division de c(x) par g(x) donne bien le mot décodé m(x) = 2x2 + x, qui
correspond à m = (012).

3.4 Décodage des codes cycliques en utilisant la
base de Groebner

Le premier plan du décodage est basé sur une méthode de recherche des
zéros communs de l’ensemble des polynômes syndromes F définis par :

fi = Y1Z
i
1 + Y2Z

i
2 + · · ·+ YvZ

i
v − si, i ∈ Q, (3.6)

hj = Znj − 1, et lj = Y q−1
j − 1, 1 ≤ j ≤ v. (3.7)

On peut remplacer l’ensembleQ dans (3.6) par l’ensembleR des représentants
des classes cyclotomiques.
Soit V (F ) l’ensemble des zéros communs de F ⊂ K[Z1, . . . , Zv, Y1, . . . , Yv]
dans la clôture algébrique K de K.

D’après la proposition 2.13, si on note I(F ) l’idéal engendré par F , alors
V (I(F )) = V (F ).
Soient z∗1 , z∗2 , . . . , z∗v les localisations des erreurs et y∗1, y∗2, . . . , y∗v les valeurs
des erreurs correspondantes. Alors il est clair que
Z = (z∗1 , z∗2 , . . . , z∗v , y∗1, y∗2, . . . , y∗v) ∈ V (F ) et 0 < |V (F )| <∞. En effet, par
définition de si, on a si = Y1Z

i
1 + Y2Z

i
2 + · · ·+ YvZ

i
v donc on peut vérifier

facilement que Z est racine de toutes les fi. Ensuite, d’après une propriété
d’un corps fini, on voit que Z annule aussi les hj et lj .
D’après le théorème.1.4, pour le cas v ≤ t = [d−1

2 ], il suit que V (F ) est
constitué seulement de Z et de tous les points qu’on obtient par application
d’une permutation arbitraire des v premières composantes de Z et la même
permutation pour les v dernières composantes. Les zéros des polynômes (3.6)
et (3.7) satisfont le polynôme localisateur d’erreur L(z) qu’on a déjà défini
dans le chapitre 1.
La clé du processus de décodage des codes cycliques est de chercher le
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polynôme localisateur d’erreur L(z). Dans ce mémoire, je présente deux
théorèmes pour déterminer L(z). Voir [1], [6]
Considérons l’ensemble des polynômes syndromes F ⊂ K[Z1, . . . , Zv, Y1, . . . ,
Yv] défini dans (3.6) et (3.7). Notons que pour un j donné (1 ≤ j ≤ v),
I(F ) ∩K[Zj ] est un idéal de K[Zj ]. C’est aussi un idéal principal puisque
tout idéal de K[Zj ] est principal.
Pour chercher les localisations possibles des erreurs, on a besoin de définir
Ej pour j = 1, . . . , v qui est l’ensemble de toutes les j-ème composantes des
zéros de F . Soit Z = (z∗1 , z∗2 , . . . , z∗v , y∗1, y∗2, . . . , y∗v) un zéro de F , où z∗j ∈ K
et y∗j ∈ Fq − {0} sont, respectivement, les localisations des erreurs et les
valeurs des erreurs pour j = 1, . . . , v. Alors

Ej = {z∗j /(z∗1 , z∗2 , . . . , z∗v , y∗1, y∗2, . . . , y∗v) ∈ V (F )} (3.8)

pour 1 ≤ j ≤ v.

Théorème 3.1. Soit gj(Zj) ∈ K[Zj ] le polynôme unitaire générateur de
l’idéal I(F ) ∩K[Zj ] pour j = 1, 2, . . . , v. Alors

g1(z) = g2(z) = · · · = gv(z) = L(z), (3.9)

où L(z) est le polynôme localisateur d’erreur.

Démonstration. Considérons l’ensemble
Ej = {z∗j /(z∗1 , z∗2 , . . . , z∗v , y∗1, y∗2, . . . , y∗v) ∈ V (F )}. Remarquons que
E1 = E2 = · · · = Ev = E = {β/(z∗1 , z∗2 , . . . , β, . . . , z∗v , y∗1, y∗2, . . . , y∗v)},
c’est-à-dire l’ensemble E est constitué par les v premières composantes
de Z pour tout Z ∈ V (F ). En effet, les éléments de V (F ) sont Z =
(z∗1 , z∗2 , . . . , z∗v , y∗1, y∗2, . . . , y∗v) et tous les points obtenus par application d’une
permutation arbitraire des v-premières composantes de Z et la même permu-
tation pour les v-dernières composantes.
Par définition,

L(z) =
v∏
i=1

(z − Zi) (3.10)

donc les racines de L(z) sont les Zi qui sont des composantes de Z.
Soit β ∈ E, il existe Z ∈ V (F ) tel que β soit l’une de ses composantes, donc
il existe j tel que gj(β) = 0.
Or, par hypothèse gj(Zj) est le polynôme unitaire générateur de l’idéal
principal I(F ) ∩K[Zj ].
Soit L(Zi) =

∏
β∈E(Zi − β). Alors, on peut exprimer gj(Zj) sous la forme

gj(Zj) = a(Zj)L(Zj)

En plus, puisque Znj − 1 ∈ I(F ) ∩K[Zj ], il suit qu’il existe un polynôme
b(Zj) tel que

Znj − 1 = b(Zj)gj(Zj) = b(Zj)a(Zj)L(Zj).
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Puisque n, le longueur du code cyclique, satisfait n|qm − 1, donc

PGCD(a(Zj),L(Zj)) = 1,

en effet Znj − 1 =
∏n−1
i=0 (Zj − αi).

Ensuite, puisque Znj − 1|Zq
m−1
j − 1 (car n|qm − 1) pour 1 ≤ j ≤ v, toutes

les composantes des éléments de V (F ) sont dans K ⊂ K. Or, d’après
proposition 2.13 V (F ) = V (I(F )), donc tout zéro de I(F ) dans K peut
aussi élément de K.
Par définition de E, toutes les composantes des éléments de V (F ) sont
dans E. Donc, tout zéro de I(F ) dans K satisfait L(Zj). Alors, d’après le
théorème d’Hilbert Nullstellenzatz (voir l’annexe A), il existe l > 0 tel
que Ll(Zj) ∈ I(F ). D’où, il existe un polynôme c(Zj) tel que

Ll(Zj) = c(Zj)gj(Zj) = c(Zj)a(Zj)L(Zj).

En outre, puisque
PGCD(a(Zj),L(Zj)) = 1

et gj(Zj) est un polynôme unitaire, on a a(Zj) = 1,
donc

gj(Zj) = L(Zj)

Or,

L(Zj) =
∏
β∈E

(Zj − β) =
v∏
i=1

(Zj − Z∗i ) = L(Zj).

Finalement, on a

g1(z) = g2(z) = · · · = gv(z) = L(z).

Ce théorème peut être utilisé pour chercher directement le polynôme
localisateur d’erreur à partir des équations syndromes (3.6) et (3.7), en
utilisant l’algorithme de Buchberger pour calculer une base de Groebner de
F .
Voici deux exemples concrets, comme application de ce théorème.

Exemple 3.3. Reprenons l’exemple 3.1
Soit α un élément primitif de F16 racine du polynôme x4 +x+ 1 sur F2. Tous
les puissances de α sont déjà définies dans l’exemple 3.1.
Soit C un code cyclique de longueur 15, de dimension 7, de distance minimale
d = 5 sur F2, et de polynôme générateur g(x) = x8 + x7 + x6 + x5 + 1.
L’ensemble de définition de C est Q = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12} et on peut corriger
t = [d−1

2 ] = 2 erreurs maximum.
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Supposons que le mot reçu est r(x) = 1 + x3 + x4 + x5 et il y a 2 erreurs.
Les syndromes sont :

s1 = r(α1) = α6

s3 = r(α3) = α8

Les polynômes syndromes sont :

f1 = Z1 + Z2 − s1 = Z1 + Z2 + α6

f3 = Z3
1 + Z3

2 − s3 = Z3
1 + Z3

2 + α8

h1 = Z15
1 − 1 = Z15

1 + 1
h2 = Z15

2 − 1 = Z15
2 + 1

On utilise l’algorithme de Buchberger pour calculer une base de Groebner
de F = {f1, f3, h1, h2}. Pour faciliter les calcules, on pose F = {f1, f2, f3, f4}
avec f1 = Z1 +Z2 +α6, f2 = Z3

1 +Z3
2 +α8, f3 = Z15

1 + 1, et f4 = Z15
2 + 1 et

on utilise l’ordre lexicographique avec Z2 �lex Z1.
Posons G = F = {f1, f2, f3, f4}

S(f1, f2) = Z3
2
Z2

(Z2 + Z1 + α6) + Z3
2

Z3
2

(Z3
1 + Z3

2 + α8)

= Z3
2 + Z1Z

2
2 + α6Z2

2 + Z3
1 + Z3

2 + α8

= Z1Z
2
2 + α6Z2

2 + Z3
1 + α8

ensuite, on a

S(f1, f2)G = α6Z2
1 + α12Z1 + α13.

En effet, S(f1, f2) = (Z1Z2 + α6Z2 + Z2
1 + α12)f1 + α6Z2

1 + α12Z1 + α13.

Posons f5 = S(f1, f2)G = α6Z2
1 + α12Z1 + α13 et G devient

G = {f1, f2, f3, f4, f5}. Maintenant, on a S(f1, f2)G = 0

S(f1, f3) = Z15
1 Z2
Z2

(Z2 + Z1 + α6) + Z15
1 Z2
Z15

1
(Z15

1 + 1)

= Z16
1 + α6Z15

1 + Z2

on a aussi

S(f1, f3)G = 0

En effet, S(f1, f3) = f1 + (Z1 + α6)f3.

S(f1, f5) = Z2
1Z2
Z2

(Z2 + Z1 + α6) + Z2
1Z2

α6Z2
1

(α6Z2
1 + α12Z1 + α13)

= α6Z1Z2 + α7Z2 + Z3
1 + α6Z2

1
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et on a

S(f1, f5)G = 0

En effet, S(f1, f5) = (α6Z1 + α7)f1 + α9Z1f5.
De même manière, on a

S(f2, f5) = Z2
1Z

3
2

Z3
2

(Z3
2 + Z3

1 + α8) + Z2
1Z

3
2

α6Z2
1

(α6Z2
1 + α12Z1 + α13)

= α6Z1Z
3
2 + α7Z3

2 + Z5
1 + α8Z2

1

On voit

S(f2, f5)G = 0

En effet, S(f2, f5) = (α6Z1 + α7)f2 + (α9Z3
1 + α2)f5.

On peut vérifier facilement que pour tout i, j ∈ {1, . . . , 5} avec i 6= j,

S(fi, fj)
G = 0

donc, d’après le théorème 2.16, G = {f1, f2, f3, f4, f5} est une base de
Groebner de F .L’ensemble GN = {Z1 +Z2 +α6, Z3

1 +Z3
2 +α8, Z15

1 + 1, Z15
2 +

1, Z2
1 + α6Z1 + α7} est aussi une base de Groebner de F .

Donc, d’après le théorème 3.1, le polynôme localisateur d’erreur est

L(z) = z2 + α6z + α7

Exemple 3.4. (voir [5] et [11]) Soit α un élément primitif de F25 = F32
racine du polynôme x5 + x2 + 1 sur F2. Tous les éléments de F32 sont
0
α0 = 1
α
α2

α3

α4

α5 = 1 + α2

α6 = α+ α3

α7 = α2 + α4

α8 = 1 + α2 + α3

α9 = α+ α3 + α4

α10 = 1 + α4

α11 = 1 + α+ α2

α12 = α+ α2α3

α13 = α2 + α3 + α4

α14 = 1 + α2 + α3 + α4

α15 = 1 + α+ α2 + α3 + α4
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α16 = 1 + α+ α3 + α4

α17 = 1 + α+ α4

α18 = 1 + α
α19 = α+ α2

α20 = α2 + α3

α21 = α3 + α4

α22 = 1 + α2 + α4

α23 = 1 + α+ α2 + α3

α24 = α+ α2 + α3 + α4

α25 = 1 + α3 + α4

α26 = 1 + α+ α2 + α4

α27 = 1 + α+ α3

α28 = α+ α2 + α4

α29 = 1 + α3

α30 = α+ α4

Considérons le code cyclique binaire d’ensemble de définition Q = {1, 2, 4,
5, 7, 8, 9, 10, 14, 16, 18, 19, 20, 25, 28} et l’ensemble des représentants de classes
cyclotomiques est R = {1, 5, 7}. Le polynôme générateur de ce code est alors
défini par
g(x) = (x−α)(x−α2)(x−α4)(x−α8)(x−α16)(x−α5)(x−α10)(x−α20)(x−
α9)(x− α18)(x− α7)(x− α14)(x− α28)(x− α25)(x− α19)
C’est un code cyclique du type (31, 16, 7)2, donc on peut détecter au maximum
3 erreurs (t = [7−1

2 ] = 3).
Supposons que le mot reçu est r(x) = x3 + x5 et il y a exactement 2 erreurs.
Les syndromes sont s1 = r(α1) = α8, s5 = r(α5) = α19, s7 = r(α7) = α3, et
l’ensemble des polynômes syndromes est

F = {Z2 + Z1 + α8, Z5
2 + Z5

1 + α19, Z7
2 + Z7

1 + α3, Z32
1 + Z1, Z

32
2 + Z2}.

Pour calculer une base de Groebner de F , on utilise l’ordre lexicographique
avec Z2 �lex Z1. Posons f1 = Z2 + Z1 + α8, f2 = Z5

2 + Z5
1 + α19, f3 =

Z7
2 +Z7

1 + α3, f4 =, Z32
1 +Z1, f5 = Z32

2 +Z2, et G = F = {f1, f2, f3, f4, f5}.
On a

S(f1, f2) = Z5
2
Z2

(Z2 + Z1 + α8) + Z5
2

Z5
2

(Z5
2 + Z5

1 + α19)

= Z1Z
4
2 + α8Z4

2 + Z5
1 + α19

alors

S(f1, f2)G = α8Z4
1 + αZ1 + α13.

En effet S(f1, f2) = (Z1Z
3
2 + α8Z3

2 + Z2
1Z

2
2 + α16Z2

2 + Z3
1Z2 + α8Z2

1Z2 +
α16Z1Z2 + α24Z2 + Z4

1 + α)f1 + α8Z4
1 + αZ1 + α13.

On pose f6 = α8Z4
1 + αZ1 + α13 et on ajoute f6 à G donc G dévient
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G = {f1, f2, f3, f4, f5, f6} et S(f1, f2)G = 0. Ensuite,

S(f2, f3) = Z7
2

Z5
2

(Z5
2 + Z5

1 + α19) + Z7
2

Z7
2

(Z7
2 + Z7

1 + α3)

= Z5
1Z

2
2 + α19Z2

2 + Z7
1 + α3

et

S(f2, f3)G = α13Z2
1 + α21Z1 + α21.

En effet S(f2, f3) = (Z5
1Z2 +α19Z2 +Z6

1 +α8Z5
1 +α19Z1 +α27)f1 +α8Z1f6 +

α13Z2
1 + α21Z1 + α21.

On ajoute f7 = α13Z2
1 +α21Z1+α21 àG et on obtientG = {f1, f2, f3, f4, f5, f6

, f7}.
Des calculs analogues au précédent montrent que pour tout i, j ∈ {1, 2, . . . , 7}
avec i 6= j, on a S(fi, fj)

G = 0 donc G est une base de Groebner de F . En
outre, l’ensemble

GN = {Z2 + Z1 + α8, Z5
2 + Z5

1 + α19, Z7
2 + Z7

1 + α3, Z32
1 + Z1,

Z32
2 + Z2, Z

4
1 + α24Z1 + α5, Z2

1 + α8Z1 + α8}

est aussi une base de Groebner de F et d’après le théorème 3.1, le polynôme
localisateur d’erreur est

L(z) = z2 + α8z + α8

Or L(z) = (z −αr1)(z −αr2) et en testant les différentes puissances de α, on
voit r1 = 3 et r2 = 5. Donc l’erreur est e(x) = x3 + x5 et le mot transmis
était c(x) = r(x)− e(x) = 0.
Supposons maintenant qu’il y a 3 erreurs et le mot reçu est r(x) = 1+x5+x15.
Les syndromes sont s1 = r(α1) = α16, s5 = r(α5) = α2, s7 = r(α7) = α15 et
l’ensemble des polynômes syndromes est

F = {Z3 + Z2 + Z1 + α16, Z5
3 + Z5

2 + Z5
1 + α2,

Z7
3 + Z7

2 + Z7
1 + α15, Z32

1 + Z1, Z
32
2 + Z2, Z

32
3 + Z3}.

En utilisant l’algorithme de Buchberger pour trouver une base de Groebner de
F , avec l’ordre lex où Z3 �lex Z2 �lex Z1, on obtient le polynôme localisateur
d’erreur L(z) = z3 + α16z2 + α28z + α20.

Dans la suite, on développera un autre processus de décodage. On définit
l’ensemble In − Q = {i/i /∈ Q} et soit R′ = {r1, r2, . . . , rl} ⊂ In − Q
l’ensemble des représentants des classes cyclotomiques de In − Q. On a
besoin de définir aussi un autre ensemble des polynômes syndromes F ′ du
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code comme l’ensemble des polynômes suivants :

f ′i = si +
v∑
j=1

σjsi−j , v < i < n, (3.11)

h′j = σq
m

j − σj , 1 ≤ j ≤ v, (3.12)
l′rj

= sq
m

rj
− srj , 1 ≤ j ≤ l, (3.13)

où σj et srj sont des variables dans K pour 1 ≤ j ≤ v et 1 ≤ j ≤ l
,respectivement, et les si dans (3.11) pour i ∈ In −Q sont représentés par
les sr pour r ∈ R′.
Considérons l’ensemble des polynômes syndrome F ′ ⊂ K[σ1, σ2, . . . , σv, sr1 ,
sr2 , . . . , srl

] avec v ≤ t soit le nombre d’erreurs. Alors 0 < |V (F ′)| < ∞.
Pour trouver les localisations des erreurs, on a besoin de définir Σj pour
j = 1, 2, . . . , v qui est l’ensemble de toutes les j-ème composantes des zéros
de F ′. Soit Z = (σ∗1, σ∗2, . . . , σ∗v , s∗r1 , s

∗
r2 , . . . , s

∗
rl

) ∈ V (F ′). Alors pour chaque
j ≤ v, on a

Σj = {σ∗j /(σ∗1, σ∗2, . . . , σ∗v , s∗r1 , s
∗
r2 , . . . , s

∗
rl

) ∈ V (F ′)}, (3.14)

c’est-à-dire, Σj contient toutes les j-ème composantes de Z pour tout Z ∈
V (F ′). Notons que Σj dépend de l’entier j pour 1 ≤ j ≤ v.

Théorème 3.2. Soit gj(σj) ∈ K[σj ] le polynôme unitaire générateur de
l’idéal principal I(F ′) ∩K[σj ]. Si v ≤ t, alors

gj(σj) = σj − σ∗j (3.15)

où L(z) = zv +
∑v
j=1 σ

∗
j z
v−j est le polynôme localisateur d’erreur.

Démonstration. Pour prouver ce théorème, on va montrer premièrement que

gj(σj) =
∏
β∈Σj

(σj − β), (3.16)

où l’ensemble Σj est défini dans (∗) pour j = 1, 2, . . . , v. Puisque gj(σj) est
le polynôme unitaire générateur de l’idéal principal I(F ′)∩K[σj ], il suit que
gj(β) = 0 pour tout β ∈ Σj .En suite, soit Lj(σj) =

∏
β∈Σj

(σj − β). Alors
on peut exprimer gj(σj) sous la forme gj(σj) = aj(σj)Lj(σj) pour quelque
polynôme aj(σj).
En plus, puisque σq

m

j −σj ∈ I(F ′)∩K[σj ], donc gj(σj)|σq
m

j −σj . Or, d’après
la propriété du corps finis Fqm , toute racine de σq

m

j − σj est de multiplicité
1 (car σj ∈ Fqm), donc PGCD(aj(σj), Lj(σj)) = 1. En outre, tout élément
de V (F ′) admet toutes ses composantes dans K ⊂ K. Par définition de Σj ,
les j − ème composantes de tout élément de V (F ′) appartiennent à Σj . En
plus, tout zéro de I(F ′) dans K satisfait Lj(σj) = 0. D’après le théorème
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d’Hilbert Nullstelensatz, il existe un entier h > 0 tel que Lhj (σj) ∈ I(F ′).
Donc il existe un polynôme cj(σj) tel que

Lhj (σj) = cj(σj)gj(σj) = cj(σj)aj(σj)Lj(σj)

Puisque PGCD(aj(σj), Lj(σj)) = 1 et gj(σj) est un polynôme unitaire,
nécessairement aj(σj) = 1. Donc gj(σj) = Lj(σj).
Finalement, les théorèmes 1.5, et 1.7 montrent que les zéros dans V (F ′)
sont uniques. Donc Σj = {σ∗j }, Lj(σj) = σj−σ∗j , et gj(σj) = Lj(σj) = σj−σ∗j
pour j = 1, 2, . . . , v

Exemple 3.5. Reprenons l’exemple 3.2.
Soit α une racine du polynôme x2 + x+ 2 irréductible sur F3, donc α est un
élément primitif de F9. Les puissances de α sont déjà définies dans l’exemple
3.2.
Considérons le code cyclique de longueur 8 sur F3, de polynôme générateur
g(x) = x5 + 2x4 + x3 + x2 + 2, et d’ensemble de définition Q = {1, 2, 3, 4, 6},
donc I8 −Q = {5, 7} et R′ = {5}
On voit que d = 5 et alors on peur corriger 2 erreurs au maximum. On
suppose que le mot reçu est r(x) = 2x+ x2 + x5 + x6 + 2x7 avec 2 erreurs
(v = 2).
On a déjà calculé tous les syndromes si pour i ∈ Q (Voir exemple 3.2).
Les éléments de l’ensemble des polynômes syndromes F ′ sont :
f ′3 = s3 + σ1s2 + σ2s1 = α4 + α3σ1 + α4σ2,
f ′4 = s4 + σ1s3 + σ2s2 = α4σ1 + α3σ2,
f ′5 = s5 + σ1s4 + σ2s3 = s5 + α4σ2,
f ′6 = s6 + σ1s5 + σ2s4 = α+ σ1s5,
f ′7 = s7 + σ1s6 + σ2s5 = s3

5 + ασ1 + σ2s5,
(en effet, s7 = s3.5 = r(α3.5) = r(α5)3 = s3

5)
h′1 = σ9

1 − σ1,
h′2 = σ9

2 − σ2,
l′5 = s9

5 − s5.
Pour calculer la base de Groebner réduite de F ′, on utilise l’ordre lex et
on pose σ1 ≺ σ2 ≺ s5. Quand on fait le calcul avec MAPLE, on voit les
polynômes σ1 − α4 et σ2 − α dans la base de Groebner réduite de F ′.
Donc, d’après le théorème 3.2, le polynôme localisateur d’erreur est L(z) =
z2 + α4z + α = z2 + 2z + α
Voir l’exemple 3.2 pour la suite du processus de décodage.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a montré que les bases de Groebner forment un
outil essentiel pour le décodage des codes cycliques. On a présenté dans ce
mémoire des méthodes de décodage algébrique des codes cycliques à l’aide
de calcul de base de Groebner.
D’abord, on peut dire que le premier travail à faire est de calculer les syn-
dromes connus (qui sont les si tel que i ∈ Q ) et plus précisément de formuler
l’ensemble de polynômes syndromes. Remarquons qu’il y a deux ensembles
des polynômes syndromes différents (F et F ′), mais l’objectif est de trouver
le polynôme localisateur d’erreur L(z).

D’après les théorème 3.1 et théorème 3.2, on peut déterminer L(z)
en cherchant le générateur unitaire de l’idéal I(F ) ∩ K[Zj ] ou de l’idéal
I(F ′) ∩K[σj ]. On a montré que le générateur unitaire d’un idéal polynômial
dans K[Zj ] ou K[σj ] peut être déterminé à partir des algorithmes pour le
calcul des bases de Groebner.

Enfin, on peut conclure que l’algorithme de décodage des codes cycliques est
basé sur les théorème 3.1 et théorème 3.2, et l’utilisation de la base de
Groebner.
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Annexe A : Rappels sur les
polynômes, Idéaux, et
Variétés affines

A.1.Polynôme et espace affine
Je pense que le lecteur soit certainement familier avec les polynômes à

une ou à deux variables, mais nous aurons besoin d’être familier avec les
polynômes à n variables x1, . . . , xn à coefficient dans un corps arbitraire K.
On commence par la définition de monôme.

Définition A 1. (cf [7]) Un monôme à plusieurs variables x1, . . . , xn est un
produit de la forme

xα1
1 .xα2

2 . . . xαn
n ,

où les exposants α1, . . . , αn sont des entiers non négatifs. De plus, la somme
α1 + · · ·+ αn est appelée degré total.

On peut simplifier la notation d’un monôme comme suit : soit α =
(α1, . . . , αn) un n− uplet de Nn, on pose

xα = xα1
1 .xα2

2 . . . xαn
n ,

et |α| = α1 + · · ·+ αn le degré total du monôme.

Définition A 2. (cf. [7]) Un polynôme f à n variables x1, . . . , xn et à
coefficient dans K est une combinaison linéaire finie des monômes. On notera
un polynôme f sous la forme

f =
∑
α

aαx
α, aα ∈ K,

où la somme se fait sous un nombre fini des n − uplets α = (α1, . . . , αn) .
L’ensemble de tout polynômes à n variables x1, . . . , xn et à coefficient dans
K est noté K[x1, . . . , xn].

On utilise la terminologie suivante quand on parle de polynôme :
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Définition A 3. soit f =
∑
α aαx

α un polynôme dans K[x1, . . . , xn].
i)aα est appelé coefficient du monôme xα.
ii)Si aα 6= 0, alors aαxα est un terme de f .
iii)Le degré total de f , noté deg(f), est le maximum |α| tel que le coefficient
aα 6= 0.

Définition A 4. Étant donné un corps K et un entier positif n, on définit
l’espace affine à n− dimension sur K par l’ensemble

Kn = {(a1, . . . , an) : a1, . . . , an ∈ K}

A.2.Variétés affines
Définition A 5. Soient K un corps et f1, . . . , fs des polynômes dans
K[x1, . . . , xn]. On pose

V (f1, . . . , fs) = {(a1, . . . , an) ∈ Kn : fi(a1, . . . , an) = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ s},

V (f1, . . . , fs) est appelée variété affine définie par f1, . . . , fs.

Autrement dit, une variété affine V (f1, . . . , fs) ⊂ Kn est l’ensemble de
toutes les solutions du système d’équations

f1(x1, ..., xn) = 0
...

fs(x1, ..., xn) = 0

Exemple 3.6. On prend K = R et n = 2. La variété V (x2 + y2 − 1) est le
cercle de rayon 1 centré à l’origine.

A.3.Idéal
Définition A 6. Un sous ensemble I ⊂ K[x1, . . . , xn] est un idéal s’il
satisfait les conditions :
(i) 0 ∈ I,
(ii) Si f, g ∈ I, alors f + g ∈ I,
(iii) Si f ∈ I et h ∈ K[x1, . . . , xn], alors hf ∈ I.

Définition A 7. Soient f1, . . . , fs des polynômes dans K[x1, . . . , xn], on
pose

〈f1, . . . , fs〉 = {
s∑
i=1

hifi : h1, . . . , hs ∈ K[x1, . . . , xn]}.

Lemme A 1. Si f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn], alors 〈f1, . . . , fs〉 est un idéal
de K[x1, . . . , xn] qu’on appelle idéal engendré par f1, . . . , fs.
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Démonstration. Il vérifie la condition (i), en effet 0 =
∑s
i=1 0fi ∈ 〈f1, . . . , fs〉.

Ensuite, supposons que f =
∑s
i=1 pifi et g =

∑s
i=1 qifi, et soit h ∈

K[x1, . . . , xn], alors les équations

f + g =
s∑
i=1

(pi + qi)fi,

hf =
s∑
i=1

(hpi)fi

complètent la démonstration pour que 〈f1, . . . , fs〉 soit un idéal.

Proposition A 1. Si f1, . . . , fs et g1, . . . , gt sont des bases d’un même idéal
de K[x1, . . . , xn] (c’est-à-dire 〈f1, . . . , fs〉 = 〈g1, . . . , gt〉 ), alors

V (f1, . . . , fs) = V (g1, . . . , gt)

.

Démonstration. voir [7]

Définition A 8. Soit V ⊂ Kn une variété affine, on définit l’ensemble

I(V ) = {f ∈ K[x1, . . . , xn] : f(a1, . . . , an) = 0 pour tout (a1, . . . , an) ∈ V }.

Lemme A 2. Si V ⊂ Kn est une variété affine, alors I(V ) ⊂ K[x1, . . . , xn]
est un idéal qu’on appelle idéal de V .

Démonstration. Il est clair que 0 ∈ I(V ), en effet le polynôme nul s’annule en
tout point de Kn, et en particulier sur V . Ensuite, supposons que f, g ∈ I(V )
et h ∈ K[x1, . . . , xn]. Soit (a1, . . . , an) ∈ V (un point arbitraire). Alors
f(a1, . . . , an) + g(a1, . . . , an) = 0 + 0 = 0 et h(a1, . . . , an)f(a1, . . . , an) =
h(a1, . . . , an) ∗ 0 = 0.

Remarque A 1. Quand on parle de polynôme, idéal, et variété, on obtient
le diagramme suivant :

Polynômes V ariété Idéal
f1, . . . , fs −→ V (f1, . . . , fs) −→ I(V (f1, . . . , fs)).

Lemme A 3. Si f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn], alors

〈f1, . . . , fs〉 ⊂ I(V (f1, . . . , fs)).

Démonstration. Soit f ∈ 〈f1, . . . , fs〉, c’est-à-dire f =
∑s
i=1 hifi pour

quelques polynômes h1, . . . , hs ∈ K[x1, . . . , xn]. Puisque f1, . . . , fs s’annulent
sur V (f1, . . . , fs), alors

∑s
i=1 hifi = 0 sur V (f1, . . . , fs). Donc f s’annule sur

V (f1, . . . , fs), qui montre que f ∈ I(V (f1, . . . , fs)).
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Proposition A 2. Soient V et W des variétés affines dans Kn. alors :
(i) V ⊂W ssi I(V ) ⊃ I(W ),
(ii) V = W ssiI(V ) = I(W ).

Démonstration. (i) Supposons que V ⊂W , alors tout polynôme qui s’annule
sur W s’annule aussi sur V , donc I(W ) ⊂ I(V ). En suite, on suppose que
I(W ) ⊂ I(V ). On sait que W est la variété définie par quelques polynômes
g1, . . . , gt ∈ K[x1, . . . , xn]. alors g1, . . . , gt ∈ I(W ) ⊂ I(V ), et les gi(1 ≤ i ≤ t)
s’annulent sur V. Puisque W est constitué par tous les zéros commun des gi,
donc V ⊂W .
(ii) est une conséquence directe de (i).

A.4.Hilbert Nullstellensatz
Nous avons déjà vu le diagramme :

V ariété affine Idéal
V −→ I(V ).

Réciproquement, étant donné un idéal I ⊂ K[x1, . . . , xn], on peut définir
l’ensemble

V (I) = {x ∈ Kn : f(x) = 0 pour tout f ∈ I}.
Le théorème de la base de Hilbert assure que V (I) soit une variété affine, en
effet ce théorème dit qu’il existe un ensemble fini des polynômes f1, . . . , fs ∈ I
tel que I = 〈f1, . . . , fs〉, et on a prouvé dans la proposition 2.13 que V (I)
est l’ensemble des zéros commun de ces polynômes. Donc, on a aussi le
diagramme

Idéal V ariété affine
I −→ V (I).

Ces deux diagrammes nous donnent une correspondance entre idéaux et
variétés.

Théorème A 1. (the weak Nullstellensatz) Soit K un corps algébrique-
ment clos et soit I ⊂ K[x1, . . . , xn] un idéal satisfaisant V (I) = ∅. Alors
I = K[x1, . . . , xn].

Démonstration. Voir [7] page 168-169

Théorème A 2. (Théorème d’Hilbert Nullstellensatz)
Soit K un corps algébriquement clos. Si f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn] tel que
f ∈ I(V (f1, . . . , fs)), alors il existe un entier m ≥ 1 tel que

fm ∈ 〈f1, . . . , fs〉

(et réciproquement)
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Démonstration. (cf [7]) Étant donné un polynôme f qui s’annule pour tout
zéro commun des polynômes f1, . . . , fs, il suffit de montrer qu’il existe un
entier m ≥ 1 et des polynômes A1, . . . , As tel que

fm =
s∑
i=1

Aifi.

Considérons l’idéal Ĩ = 〈f1, . . . , fs, 1−yf〉 ⊂ K[x1, . . . , xn, y], où f, f1, . . . , fs
sont comme au dessus. On va montrer que V (Ĩ) = ∅.
Soit (a1, . . . , an, an+1) ∈ Kn+1, alors deux cas sont possibles :
1èr cas : (a1, . . . , an) est un zéro commun de f1, . . . , fs.
2ème cas : (a1, . . . , an) n’est pas un zéro commun de f1, . . . , fs.
Pour le premier cas, on a f(a1, . . . , an) = 0 puisque f s’annule en tout
zéro commun de f1, . . . , fs. Donc le polynôme 1 − yf prend la valeur 1 −
an−1f(a1, . . . , an) = 1 6= 0 au point (a1, . . . , an, an+1). En particulier,
(a1, . . . , an, an+1) /∈ V (Ĩ).
Dans le deuxième cas, pour un i quelconque (1 ≤ i ≤ s), on peut avoir
fi(a1, . . . , an) 6= 0. Supposons que fi est une fonction à n+ 1 variables qui
ne dépend pas de la dernière variable, on a alors fi(a1, . . . , an, an+1) 6= 0. En
particulier, on peut conclure que (a1, . . . , an, an+1) /∈ V (Ĩ). Ensuite, puisque
(a1, . . . , an, an+1) ∈ Kn+1 est arbitraire, alors V (Ĩ) = ∅.
Maintenant, en utilisant le théorème précédent (the weak Nullstellensatz),
on a 1 ∈ Ĩ. C’est-à-dire

1 =
s∑
i=1

pi(x1, . . . , xn, y)fi + q(x1, . . . , xn, y)(1− yf) (A.1)

pour certains polynômes pi, q ∈ K[x1, . . . , xn, y].
Ensuite, posons y = 1/f(x1, . . . , xn), alors la relation (A.1) devient

1 =
s∑
i=1

pi(x1, . . . , xn,
1
f

)fi (A.2)

Multiplions les deux membres de cette équation par une fonction puissance
fm où m est choisi suffisamment grand pour effacer tous les dénominateurs.
Cela donne

fm =
s∑
i=1

Aifi,

pour quelques polynômes Ai ∈ K[x1, . . . , xn].
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Annexe B : Quelques
exemples des codes cycliques

B.1.Code BCH (Bose-Chaudhuri-Hocqenghem)
Ces codes ont été définis en 1959/60. Ils sont à l’origine de la définition

générale des codes cycliques. Les codes BCH sont les codes cycliques de plus
grande dimension pour une capacité de correction donnée ; cette capacité
est assurée par une borne sur leur distance minimale, qu’on appelle la borne
BCH. Celle-ci assure que la distance minimale d’un code BCH est minorée
par une valeur appelée distance construite (ou distance désignée) du code.
Soient p un nombre premier, et q = pe (e ∈ N∗), soit n ∈ N∗ tel que (n, q) = 1.
Soient m = Oq[n] (voir définition 1.2), et l ∈ N∗ tel que n.l = qm − 1.
Soit γ un générateur de F∗qm , on a donc γqm−1 = 1. Soit ω = γl, on a ωn = 1.
ω est une racine primitive n− ième de l’unité dans Fqm .

Définition B 1. (cf. [15]) Soient s ∈ N et δ ∈ N∗ tel que s+ δ − 2 ≤ n− 1.
Un code BCH de longueur n et de distance désignée δ sur Fq est un code
cyclique de longueur n sur Fq dont le polynôme générateur g(x) est le p.p.c.m
des polynômes minimaux de ωs, ωs+1, . . . , ωs+δ−2.
Si n = qm − 1, le code BCH est dit primitif .

Remarque B 1. on a :

CBCH = {c(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x
n−1/ci ∈ Fq, c(ωi) = 0,

∀i ∈ {s, s+ 1, . . . , s+ δ − 2}}
= {c = (c0, c1, . . . , cn−1) ∈ (Fq)n/H.ct = 0}

où H est une matrice de contrôle du code.

Propriété B 1. (cf. [15]) Soit C un code BCH de distance désignée δ et de
distance minimale d. Alors, on a δ ≤ d.

Exemple B 1. Prenons p = q = 2, n = 23 − 1 = 7 (m = 3), on a
X7 − 1 = (X − 1)(X3 +X + 1)(X3 +X2 + 1).
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Considérons f(X) = X3 +X + 1 et soit ω une racine de f(X) dans F8. Alors

F∗8 = (ω) etX7 − 1 =
6∏
j=0

(X − ωj).

Prenons s = 1, δ = 3, le code BCH de longueur 7 sur F2 et de distance
désignée δ = 3 a pour polynôme générateur g(X) qui est le ppcm des
polynômes minimaux de ω1, ω2.
Comme f(X) = X3 +X + 1 = (X −ω)(X −ω2)(X −ω4), alors g(x) = f(X).

Remarque B 2. Un code BCH de distance désignée de la forme δ =
2t+ 1 (t ∈ N) est t−correcteur car δ = 2t+ 1 ≤ d.

B.2.Code Reed-Solomon (RS)
Définition B 2. (voir [15]) Soient q = pe (p ∈ P, e ∈ N∗); n = q − 1. Les
codes BCH correspondant à ce cas spécial s’appellent codes Reed-Solomon.
Soit δ la distance désignée et prenons s = n−(δ−1). Les racines consécutives
sont alors ωn−δ+1, ωn−δ+2, . . . , ωn−1 où ω est un élément générateur de F∗q .
Le code RS est :

CRS = {c(X) = c0 + c1X + · · ·+ cn−1X
n−1/ci ∈ Fq, c(ωj) = 0

∀ j ∈ {n− δ + 1, n− δ + 2, . . . , n− 1}}.

Remarque B 3. Le polynôme générateur du code RS prend la forme

g(X) =
n−1∏

i=n−δ+1
(X − ωi)

Propriété B 2. Soit C un code linéaire du type (n, k, d)q, alors k+d ≤ n+1.
Cette rélation est appelée borne de Singleton.

Définition B 3. Un code linéaire du type (n, k, d)q tel que k+d=n+1 est
appelé code MDS (Maximum Distance Séparable).

Proposition B 1. (cf. [15]) Un code RS est un code MDS.

Démonstration. D’après la borne BCH, on a δ ≤ d.
Par ailleurs, on a k = dim(C) = n− deg(g) = n− δ + 1. D’où δ = n− k + 1.
D’après la borne de Singleton, on a k + d ≤ n+ 1, donc d ≤ n− k + 1.
Ainsi, on a n− k + 1 ≤ d ≤ n− k + 1.
Alors d = n− k + 1 ou encore d+ k = n+ 1
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