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Introduction

Le codage correcteur d’erreurs dont ’origine remonte & la fin des années
40, permet de transmettre de fagon fiable I'information. On souhaite trans-
mettre des informations via un canal de transmission. Celui-ci ne pouvant
étre parfait, I'information regue par le destinataire peut étre inexploitable
ou erronée. Pour réduire au maximum la probabilité d’erreur, on construit
une procédure de codage — décodage de I'information a transmettre qui, au
prix d’éléments transmis supplémentaires, va permettre de détecter puis de
corriger les altérations du message dues a 'imperfection du canal. On se
base pour ceci essentiellement sur I’étude des corps finis et des polyndémes
sur ceux-ci.
L’objet de la théorie de I'information est la description et I’étude de systeme
de communication, ou l'information est considérée comme une grandeur ma-
thématique, & partir du travail de Claude Shannon (1948) "The mathematical
theory of communication".
Le modele général d’un systéme de communication comportant une protec-
tion contre les erreurs de transmission est le suivant :

[Source] — [Encodeur] — [Canal] — [Décodeur] — [Recepteur]

T T T T

U c r=c+e U

/

u : message émis

¢: mot de code émis (message codé)
e: erreur

r: mot re¢u

U

. message corrigé

Le message a transmettre est un bloc de symboles tous issus d’un méme
alphabet.

En tant que décodage algébrique, le travail est alors basé sur une méthode
algébrique, c’est-a-dire qu’on a besoin de maitriser la manipulation des poly-
noémes a plusieurs variables, les idéaux, et surtout la résolution de systemes



d’équations polynomiaux. Il faut introduire les bases de Groebner, puisque
ce sont des outils fondamentaux de I’algébre commutative pour 1’étude des
systemes polynomiaux, elles permettent de résoudre nombreux problémes
concernant les systémes polynémiaux : appartenance a un idéal, dimension et
degré de ’espace des solutions, nombre de solutions dans le cas d’'un nombre
fini de solutions, calculs de ces solutions, etc...

Dans ce mémoire, on présente la théorie des codes correcteurs d’erreurs,
en particulier les codes cycliques et nous explicitons le décodage algébrique
des codes cycliques et les liens avec la détermination des bases de Groebner.
Le plan général de ce mémoire est alors comme suit : dans le premier chapitre,
les fondements mathématiques permettant la construction de codes avec un
rendement garanti sont présentés, en particulier les codes cycliques.

On verra dans le chapitre deux quelques notions générales a propos de la
base de Groebner.

Le résultat de mon mémoire sera présenté dans le dernier chapitre, c’est le
décodage des codes cycliques généraux et quelques exemples concrets.



Chapitre 1

Rappels sur les codes
cycliques

1.1 codes linéaires

Définition 1.1. Un ensemble K muni de deux lois de composition interne
+ et ® est un corps si :

- (K, 4+, ®) est un anneau;

— (K*, o) est un groupe ou K*=K — {0}.

Si la loi e est commutatif, on dit que le corps est commutatif. Si le
cardinal de K est fini, alors le corps est dit fini. On rappelle que si p est
premier, alors Z/pZ est un corps (voir [15]).

Notation 1. Soient p € P (p premier), [ € N* et ¢ = p'. Un corps fini de
cardinal ¢ est noté IF,.

Définition 1.2. Soient F, un corps fini et n € N* tels que (n, ¢) =1. Le plus
petit entier positif m tel que n|¢™ — 1 est appelé ordre de ¢ modulo n et on
écrit m = Oy[n.

Dans la théorie de codage, on utilise le corps fini a ¢ éléments F, comme
alphabet et le plus utilisé est Fy .

Pour transmettre des messages, qui sont de longueur k, c’est-a-dire des
vecteurs u = (uq, ug, ..., ug) € (Fq)k, on fait passer d’abord ces messages dans
un encodeur qui est une application injective

E: (F)F — (F,)" avec n > k.

L’image C=E((FF,)*) s’appelle le code utilisé et les éléments = = (21, T2, ..., Tp)
€ C sont des mots de code. On sait que le nombre de mots de code est ¢*.
Si E est linéaire, le sous espace vectoriel C de (F,)™ est appelé code linéaire



de dimension k, de longueur n, et de redondance n — k.
Plus précisément C est un code linéaire si et seulement si

vV mi,mg € C;V a1,a9 € Fq7a1m1 + asms € C.
Le poids d'un mot z = (x1, x2, ..., ) € (Fy)™ est défini par
|| =card { i /z; #0; 1 <i<n} (1.1)

Définition 1.3. (cf. [I5]) La distance de Hamming entre deux points z,y €
(Fg)™ (x # y) est définie par

d(z,y) = |z —y| (1.2)

Définition 1.4. (cf. [15]) la distance minimale d’un code linéaire C est
définie par

d = min{d(z,y)/z,y € C,x # y}
= min{|z|/z € C,x # 0} (1.3)

On transmet le mot de code x € C a travers un canal bruité, et a la sortie
du canal, on recoit un vecteur y € (F;)". La différence z = y — x est appelée
erreur commise.

Si C est un code linéaire de longueur n, de dimension k, et de distance
minimale d sur Fy, alors C est appelé code du type (n, k,d),.

Il y a deux manieéres de représenter un code linéaire a ’aide de matrices :
soit on introduit un homomorphisme dont le code est ’espace vectoriel
image, on obtient ainsi la notion de matrice génératrice, soit on introduit
un homomorphisme dont le code est le noyau, on obtient ainsi la notion de
matrice de controdle.

Pour connaitre le code en tant que sous espace vectoriel de (F,)", il suffit
d’en avoir une base. Soit (mi,ma, ..., mx) une base de C, chaque m; est ainsi
composé de n lettres : on les note sous la forme de vecteurs ligne. Tous les
mots de C peuvent ainsi s’écrire comme combinaison linéaire des m;.

Définition 1.5. (Matrice génératrice)
Soit (m1,ma, ...,my) une base de C dans (IF,)", la matrice

mg

de (F,)**™ est appelée matrice génératrice de C.



Pour former un mot de code, on calcule le produit d’un vecteur ligne
(u1,...,u) et de la matrice génératrice. Ainsi,

meC <= Juc (F)F, m=uG (1.4)

Remarque 1.1. Soit C un code linéaire du type (n, k, d),. L’encodage se
fait en multipliant le mot source par la matrice génératrice du code. Le mot
source doit étre de longueur k. La redondance est de n — k symboles.

Une autre fagon de définir un code linéaire est de donner une application
linéaire dont il est le noyau. On obtient ainsi une matrice H telle que

I

Z2
C={(x1,...,2pn); H % . =0}

Tn
ou 0 désigne le vecteur nul.

Définition 1.6. (Matrice de controle) (cf. [13])
H est une matrice de contréle pour le code C si elle vérifie

Vm e (F,)", (meC <= m.H" =0) (1.5)
Remarque 1.2. (cf.[I3]) Le rang de cette matrice de contrdle est n — k.

Définition 1.7. (Code dual)(cf. [15])
Soit C C (F,)™ un code linéaire. On définit le code dual de C par

Ct={ye(F)"/ <z,y>=0,YaecC} (1.6)
ou
< T,y >= T1Y1 + T2Y2 + ... + TpYn
avec T = (1,22, ..., Tpn) €t Y = (Y1, Y2y ooy Yn)-
Si C = C*, on dit que C est un code auto-dual.

Lemme 1.1. Soit C un code de matrice génératrice G et de matrice de
contréle H. Son code dual C* est engendré par H et admet G comme matrice
de controle.

1.2 Codes cycliques

Les codes cycliques forment une sous classe des codes linéaires, et ils sont
les plus utilisés en pratique. Ils conjuguent en effet de nombreux avantages :
leur mise en ceuvre(codage /décodage) est facile, ils offrent une gamme
étendue de codes, avec de nombreux choix de parametres (n, k, d), et enfin
permettent de corriger différents types d’erreurs, isolées ou par paquets.



Définition 1.8. (voir [2] ou [I5]) Un code linéaire C C (F,)" est dit cyclique
si pour tout (co,c1,...,cn—1) € C, on a (¢p—1,¢p,C1, ..., cn—2) € C, c’est-a-dire
s’il est stable par permutation circulaire des lettres dans chaque mot.

I est commode de représenter (F,)" par 'anneau (cf. [I5])
A = F[X]/(X"=1)
= F,+F,X+...+F,Xx"!
= {ao +a X+ ...+ an,lX”_l/ai S Fq}

On utilise alors l'identification
(CL[), Ay oeny an,l) € (Fq)n —~ag+ar X+ + an,lX”_l €A

Théoréme 1.2. ([2] ou [15]) Un code linéaire C C (Fq)" est cyclique si est
seulement si C est un idéal de A.

Démonstration. (=) Supposons que C est cyclique.

Soit ¢ = (cp, €1, .., Cn—1) € C, alors (¢p—1,Co,C1, s Cn_2) € C
Dans A, ce fait se traduit par

c(X)=co+c1 X + ... + ¢, 1 X" 1 € C implique
Xce(X)=cp1+coX+..+cp X" leC

Et d’une maniere générale, on a

X'.c(X) € C, pour tout i
Et comme C est linéaire, alors
f(X)e(X)elC,Vf(X)e A

Ainsi, C est un idéal de A.
(<) Supposons que C est un idéal de A et soit

c(X) =c4+caX+-Fepa X lec

On a alors
X.ce(X)eC
or
Xe(X)=cp1+coX+...+ eno X"l ec
D’ou C est cyclique. O

Tout idéal de Fy[X]/(X™ — 1) est engendré par un seul élément [15] ; cela
tient a l’existence d’une division euclidienne dans cet anneau.

Définition 1.9. (Polynéme générateur)
Le polynéme générateur du code cyclique C est le polynéme normalisé de
plus bas degré de C. On le note génériquement g(X).



Normalisé signifie que le coefficient du monéme de plus haut degré vaut
1. Cette normalisation garantit 1'unicité de g(X). Noter que g(X) ne peut
pas étre le polynéme nul avec cette définition.

Théoréme 1.3. (voir [2]) L unique polynome unitaire g(X ) de degré minimal
dans un idéal I de Uanneau A =TFy[X]/(X™ — 1) est un générateur de I et
divise X™ — 1. La dimension de I est n — deg(g(X)).

Inversement, tout diviseur de X™ — 1 est un générateur d’un idéal de A.

Démonstration. Soit ¢(X) € I, par lalgorithme de la division euclidienne,
ona:

o(X) = q(X).g(X) +r(X) avec deg(r(X)) < deg(g(X))
Comme [ est un idéal, alors
e(X) — g(X).q(X) € T
D’ou
r(X)el

Et d’apres le degré de g qui est minimal dans I, on a r = 0.
Donc, on a

9(X)le(X),

et ainsi
C=Ag9(X)

En appliquant le méme argument au polynéme X" — 1, on a
X" —1=q(X).g(X)+ri(X) avec deg(r1) < deg(g)

Dot r1(X) € I et ainsi 11 =0
On a alors
g(X)[X" =1

Supposons que deg(g(X)) =n — k. Alors les éléments ¢(X), Xg(X),...,
XFk=1g(z) sont linéairement indépendants dans I. Comme tout élément de
l'idéal I est de la forme a(X).g(X) avec deg(a(X)) < k alors ces éléments
engendrent 'idéal I. D’ou diml = k.

Soit g(X) un polyndéme unitaire tel que g(X)|X™ — 1. Considérons I'idéal
I'=A4¢9(X)=(9(X)). Soit ¢(X) € I, alors ¢(X) = a(X)g(X)mod(X"™ — 1),
c’est-a-dire ¢(X) = a(X)g(X) + b(X)(X™ — 1)

Comme g(X)|X"™ — 1, alors g(X)|c(X). O

Lemme 1.4. (cf. [15]) Soit C un code cyclique de (Fy)", de polynéme géné-
rateur

g X)=go+ g1 X + X%+ ...+ g x X"7F

10



on obtient une matrice génératrice de C définie par

go 91 .-+ Gn—k 0 . 0
G = 0 90 g1 ce 9n—k . : c (Fq)k*n
: ’ 0
0 NN 0 go g1 oo On—k

Cette matrice est appelée matrice de Hadamard (ou matrice circulante).
On observe que G est bien de rang k, car la sous matrice k * k de droite est
tridiagonale, avec des 1 sur la diagonale.(car g(X) est unitaire)

Définition 1.10. (Classes cyclotomiques)
Soient n et ¢ deux entiers naturels tels que (n,q) = 1.
La relation R définie sur I’ensemble des entiers modulo n par

iRj < i = q"j[n]

pour un certain entier naturel k définit une relation d’équivalence. On établit

ainsi une partition de {0,1,2,...,n — 1} en des classes d’équivalence appelées
classes cyclotomiques de q modulo n.

c(i) = {i,iq,i¢*, ...,i¢*" "}
oll s est le plus petit entier tel que ¢ = ig5.

Exemple 1.1. Supposons ¢ = 2 et n = 15. Les classes cyclotomiques de 2
modulo 15 sont alors

c(0) = {0}

d(l) = {1,2,4,8}
cd(3) = {3,6,12,9}
cd(5) = {5,10}
d(7) = {7,14,13,11}

Définition 1.11. (Ensemble de définition)

Soit n =¢™ — 1ot qg=p' (p €PN

Soit v un élément primitif de Fym.

Soit C un code cyclique de longueur n sur [y, et de polynome générateur
9(@).

On appelle ensemble de définition de C ’ensemble défini par

Q=1{ie{1,2,....,q™ -2}/ g(a’) = 0}.

Exemple 1.2. Construction d'un code cyclique (7,4), c’est-a-dire de lon-
gueur 7 et de dimension 4. Considérons la décomposition de X7 — 1 dans
o[ X]. Les classes cyclotomiques et les polynémes irréductibles associés sont

11



alors :

xpouri=0:clp={0}. Dottgg=X —a’ =X — 1.

xpouri=1:cly ={1,2,4}. D'ou g1 = (X — a')(X — a?)(X — o?)

xpour i =3 : cly = {3,6,5}. Dol g3 = (X — a3)(X — a®)(X — af)

En fait, on montre que F3[X] n’admet que deux polynémes irréductibles de
degré 3 : 1+ X + X3 et 1 + X2 4+ X3. Ces deux polynémes sont donc g;
et g3. Le polynome g(X) = 1+ X2 + X3 est donc le polynéme générateur
d’un code cyclique de longueur 7 et de dimension 4 (car g est de degré 3).
La matrice génératrice de ce code est :

1011000
c_|0to1100
“loo10 110

0001011

Plus généralement, la factorisation de X7 — 1 permet d’exhiber 6 diviseurs
non triviaux de X7 — 1 qui définissent chacun un code cyclique :

eg; = X — 1 :code cyclique (7,6)

o9 = X3 + X + 1 :code cyclique (7,4)

093 = X3 + X2 + 1 :code cyclique (7,4)

0g; = (X — 1)(X3 4+ X + 1) :code cyclique (7,3)

05 = (X — 1)(X3 + X2 + 1) :code cyclique (7,3)

096 = (X3 + X +1)(X3 + X2 +1) :code cyclique (7,1)

1.3 Polynoéme localisateur d’erreur et syndromes

Un code cyclique C de longueur n, de dimension &, et de distance minimale
d sur [, est défini par :

C = {c(z)/c(a’) = 0,Vi € Q}, (1.7)

ol v est un élément primitif de Fym (o est une racine primitive nme de
l'unité), avec m est l'ordre de ¢ modulo n (cf. définition 1.2), et Q est
I'ensemble de définition de C(Q C I,, = {0,1,...,n—1}). Soit ¢(x) un mot de
code a transmettre a travers un canal bruité, on obtient le mot de code regu
r(x) de la forme r(z) = ¢(z) + e(z), ou e(z) est 'erreur. On peut calculer
les syndromes s; par :

s; =r(a’) = c(a’) +e(a’) = e(a) (1.8)

pour ¢ € Q. Ces syndromes s; peuvent aussi étre exprimés de la fagon
suivante :

$i=V1Zi +YoZi+ -+ Y, 7! i€ Q,5 € Fym (1.9)

12



ot v est le nombre d’erreurs, Y; € F, — {0} pour j = 1,2,...,v sont les
valeurs de l'erreur, et

Zj=2a"l, pour j=1,...,v (1.10)
ou les r; sont des entiers € I,, qu’on appelle indices de localisation des erreurs.

Définition 1.12. Polyn6mes syndromes
Soient s;, pour ¢ € Q, des syndromes qui sont déja connus, ’ensemble des
polyndémes syndromes F' est définie par :

fi= NWZi+YaZi+  + Y, Z! —s;,i € Q, (1.11)
hj= Z'—letl;=Y/"'-11<j<w (1.12)

On peut remplacer I'ensemble Q dans (1.11) par ’ensemble des représen-
tants des classes cyclotomiques (on note par R cet ensemble)(voir [I1] ou

[51)-

Théoreme 1.5. Les syndromes s;, © € Q, sont uniques pour chaque erreur
de poids v <t avect = [(d—1)/2].

Théoréeme 1.6. Soitt le plus grand entier tel que 2t+1 < d. On suppose que
les erreurs ont toujours un poids < t. Alors, d chaque vecteur recu y € (Fy)",
on peut associer un seul mot de code x € C tel que |y — x| < t.

Démonstration. Si on avait 2’ € C tel que |y — 2'| < t, on aurait

lz—2'| < |y—z|+|y— 2| (Inégalité triangulaire)
< 2t
< d
alors z = 2/ d’aprés la définition de d. ]

Les racines des polynémes définis dans (1.11) et (1.12) satisfont le poly-
noéme localisateur d’erreur L(z).

Définition 1.13. (cf. [5]) Le polynéome localisateur d’erreur est défini par :
v .
L(z) = H(z —Zi)=z2"+ Z 02", (1.13)
: ot

ou les Z;, pour i = 1,...,v, sont définies dans ’équation (1.9 ) et

oi = (—1) > ZjZjy - Zj, 1<i<w (1.14)
1<j1<ja<-<ji<v

sont les fonctions élémentaires symétriques de Z;.

13



1.4 Identité de Newton

Les syndromes s; et les coefficients o de L(z) sont reliés par le théoréme
important suivant (voir [I1]) :

Théoréme 1.7. "Les identités de Newton" Les fonctions somme
v .
w=Y17,
j=1

et
Ui:(—l)i Z Z]ZJZ]Z,lglgv
1<j1<ge < <gi<w

satisfont les identités suivantes :
v
si—l—ZUjs,-_j =0, v<i<n. (1.15)
j=1
Démonstration. Dans I’équation (1.13), nous avons

v v
H(z —-Zy) = 2+ Zajz“*j
: ot
= 24+ 012" T4 092" 2+ + 0y,

En changeant z par Z;, on obtient

2P+ ZV 00 Zl P oy, =0 (1.16)
En multipliant les 2 membres de cette derniere équation par Y;Z;, on a

Y, Z'M 0o YiZY 4 4 0,YiZ; = 0.
Ensuite, en faisant la sommation des équations suivantes :

VNWZiT o ZY 4+ o2 =
Yo2ZiT 4 0 YVoZl -+ 0YaZy = 0

Y, 20 4 Yo Zl 4 oY Zy = 0

on a

v
Sy4+1 + Z Ojspr1—5 = 0.
j=1
D’une fagon analogue mais on multiplie ’équation (1.16) par Y;Z2, on obtient
v
Sy+2 + Z 0jSv4+2—j = 0.
j=1

Raisonnement analogue pour avoir tous les résultats. O

14



Remarque 1.3. Dans le cas 2v < n (cf. [12]), on peut déterminer directe-
ment le polynéme localisateur d’erreur a partir de ’ensemble des équations
dans (1.15).

On verra 'application de cette remarque dans le chapitre 3.
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Chapitre 2

Notions sur les bases de
Groebner

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on suppose que K soit un corps arbitraire. Du fait de
leur nature géométrique, les idéaux des anneaux de polyndmes a plusieurs
variables sur K sont des objets particulierement intéressants. Parmi les
problémes que 1’on rencontre, ceux qui suivent sont de premiere importance :
-Générateurs d’un idéal : Est-ce que tout idéal I C Kz, ..., z,] admet
un nombre fini de générateurs ? Et si oui comment peut-on les trouver a partir
de la donnée de I 7 Existe-t-il un systéme de générateurs plus intéressant
que les autres?

-Probléme d’appartenance & un idéal : Etant donné f € K [1,.ees Tp]
et I =(f1,..., fs) C K[z1, ..., x|, déterminer (efficacement) si f € I?
-Zéros d’un systéme d’équations polyndémiales : Soient fi, ..., fs une
famille de polynomes de K[z, ...,2,]. Comment trouver effectivement les
solutions d’un systéme d’équations

f1($1, ,ZL’n) =0

fs(x1, ,wn) =0

-Présentation implicite et présentation paramétrée : Supposons que
lon ait un paramétrage t; = f;(x1, ..., T,) décrivant un sous ensemble de K™,
pour i € {1,...,n} et f; € K|z1,...,z]. Comment trouver des polynémes
g1,y 9s de Klt1,...,t,], tel que cet ensemble de points soit solution du
systéme

91(751, ...,tn) =0

gs(tla -"7tn) =0
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2.2 Ordre sur les monémes de K|z, ...,z,]

Dans ce qui suit, n est un entier naturel non nul. Nous appellerons multi-
indice (et 'l n’y a pas d’ambiguité, tout simplement indice) un n-uplet de
N™. Siv = (v1,...,v,) est un tel multi-indice, nous désignerons par z” le
monome z7'...z¥" de K[z1,...,z,] (Voir 'annexe A). Ainsi 'ensemble des
monomes de K[z, ..., x,] s'identifie & N".(il est implicite que I'on utilise la
convention z{ = 1). De ce fait, se donner un ordre(i.e une relation d’ordre)
sur N équivaudra a se donner un ordre sur les monémes de K{z1,...,zy].
Néanmoins, seuls les ordres "compatibles" avec la structure algébrique des
polyndémes seront intéressants de notre point de vue. Commencons par définir
ce type d’ordre :

Définition 2.1. (cf [7] ou [9]) On appelle ordre monémial sur K[z1, ..., zy]
toute relation d’ordre totale > sur N”, telle que N” soit bien ordonné et
satisfaisant a la propriété suivante : si «, 8, et v € N avec a = 8 alors o +

v =B+

Remarque 2.1. On rappelle qu’un ensemble ordonné E est dit bien ordonné
si toute partie non vide de E posséde un plus petit élément (pour 1'ordre
considéré). Le probléme est de savoir quand un ordre est un "bon ordre".

Lemme 2.1. 'Critere de bon ordre" (cf [7] ou [9])
Une relation d’ordre = sur N™ est un bon ordre si et seulement si toute suite
strictement décroissante de N™ est stationnaire.

Démonstration. Il suffit de prouver que > n’est pas un bon ordre ssi il existe
une suite infinie strictement décroissante dans N".

Si > n’est pas un bon ordre, alors il existe un sous-ensemble non vide S C N"
qui n’admet pas de plus petit élément,

soit a(1) € S, a(1) n’est pas un plus petit élément, donc on peut trouver
a(2) € S tel que a(l) > a(2). @(2) n’est pas aussi un plus petit élément, de
méme maniére, il existe a(3) € S tel que «(2) > «(3). En continuant cette
démarche, on obtient une suite infinie strictement décroissante

a(l) = a(2) = a(3) = -

Réciproquement, en donnant une telle suite infinie, alors {a(1), a(2), «(3),...}
est un sous ensemble non vide de N qui n’admet pas de plus petit élément,
donc > n’est pas un bon ordre. O

Voici quelques exemples fondamentaux d’ordres monoémiaux.

Définition 2.2. (L’ordre lexicographique, cf. [4], [7], [9])

Soient a = (aq,...,ap) et 8= (F1,...,0n) € N". On dit que a =, ( si la
premiére composante non nulle du vecteur (o — 3) en partant de la gauche
est positive.
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Exemple 2.1.
(1,2,0) =ieq (0,3,4) 5 (3,2,4) =peq (3,2,1)
Les variables z1, ..., x, sont ordonnées de la maniére usuelle
(1,0,...,0) >7ex (0,1,0,...,0) ez =+ >pex (0,...,0,1)
soit
T1 7 lex T2 ¥ lex " * " lex Tn

Une variante de l'ordre lex est l'ordre lexicographique gradué(grlex) qui
tient compte des degrés totaux (voir ’annexe A) des monémes. Dans ce qui
suit, |.| désigne le degré total d’'un mondme.

Définition 2.3. (L’ordre lexicographique gradué) (cf. [4], [7], [9])
Soient @ = (avy, ..., ay) et 5= (B1,..., n) deux n-uplet de N. On dira que
Q > griex B si |a| > |5| ou |a| = |B| et a =jep .

Exemple 2.2.
(17273) > grlex (37270) ; (17274) >grlex (17 175)

Nous avons aussi 1 = griex T2 =griex *** =griex Tn-
Il y a de nombreuses possibilités de construire des ordres mondémiaux. Un
autre ordre qui peut s’avérer utile en certaine occasion est 'ordre
lexicographique gradué retourné.

Définition 2.4. ( L’ordre lexicographique gradué retourné) (cf. [4], [7], [9])
Soient av = (arq,..., ) et B = (B1,...,8,) € N*. On dira que o > grepiea 3
si |a] > |B| ou |a| = || et la premiére composante non nulle du vecteur
(o — B) en partant de la droite est négative.

Exemple 2.3.
(4,7,1) =greviex (4,3,2) 5 (1,5,2) =greviea (4,1,3)
Il est facile de voir que 1 > grevier T2 > grevies - - - = grevies Tn-
Proposition 2.2. Les ordres =jcz, =griex, €t >greviex SONt Monomiauz.
Démonstration. Voir [7] pour la preuve. O

Pour faciliter la manipulation des polyndmes & plusieurs variables, nous
allons introduire un peu de terminologie.

Définition 2.5. Soit P = )" cyn o™ un polynéme de Klz1,...,xy] et
soit > un ordre mondémial.

1. Le multidegré de P est multideg(P) = maz{a € N",a, # 0} ou le
maximum est pris relativement avec ’ordre > ;
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2. Le coef ficient de plus haut degré (leading coef ficient) de P est
LC(P) = Qmultideg(P) 5

3. le monome de plus haut degré(leading mondémial) de P est LM (P) =
pmultideg(P) .

4. Le terme de plus haut degré(leading term) de P
est LT(P) = LO(P).LM(P).

On peut vérifier les résultats suivants qui généralisent les propriétés
classiques.

Lemme 2.3. (cf [9]) Soient f,g € K[z1,...,z,] des polynomes non nuls.
Alors

i) nous avons multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g).

it) si f + g # 0, alors multideg(f + g) = max(multideg(f), multideg(g)).
L’égalité étant réalisée si les multidegrés sont distincts.

2.3 Algorithme de division dans K|zy,...,z,)]

En général, le but est de diviser un polynéme f € Klzy,...,x,| par
fiyoooy fs € K[x1,...,x,]). Comme nous verrons, cela veut dire exprimer f
sous la forme

f=afi+-+asfs+r

ou les quotients ay,...,as et le reste r appartiennent a K|x1,...,xy).

Exemple 2.4. On divisera f = 2y +1par fy =zy+1let fo=y+1,en
utilisant l'ordre lexicographique avec x >, y. Nous voulons employer le
plan comme pour la division de polynéme a une variable, mais la différence
est que, ici il existe plusieurs diviseurs et quotients.

On écrit verticalement les diviseurs f1, fo et les quotients a1, as comme suit :

aj
as :
zy+1 |xy?+1
y+1
Les termes de plus haut degré (leading term) LT'(f1) = xy et LT(f2) =y
divisent le terme de plus haut degré de f, car LT(f) = xy?. Puis, on inscrit
f1 en premier et on l'utilisera. Donc, pour éliminer zy?, on multiplie 2y par
y et on fait la différence entre f et y.f1

on a
a : Yy
ag
xy +1 | zy? +1
y+1 zy® +y

—y+1
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Maintenant, on répete le méme processus pour —y + 1, et on utilise fo car
LT(f1) = xzy ne divise pas LT (—y + 1) = —y. On obtient

aj : Yy

as . -1

zy+1  Jay?+1

y+1 zy® +y
—y+1
—y—1

2

On voit que ni LT'(f1), ni LT(f2) ne divise 2, le reste est alors r = 2.
Donc on peut écrire

fo= o+t
= yley+ 1)+ (-1(y+1)+2
= yfi+(=Dfa+r

Théoréme 2.4. Fizons un ordre monomial sur N". Soit F' = (f1,...,fs) €
Klxy,...,z,]°. Alors tout polynome f de K[x1,...,x,] peut s’écrire sous la
forme

f=afi+ - +asfs+r

ot a;,r € K[xy,...,2,] et, soit v =0, ou alors r est une combinaison linéaire
des monomes dont aucun n’est divisible par LT(f1),...,LT(fs).

r est le reste (remainder) de la division de f par F.

Si de plus a;f; # 0, alors multideg(f) = multideg(a; f;).

Démonstration. Voir [7] page 62-63. La base de la preuve est I'algorithme
de division ci-dessous. O

Le reste r que 'on trouve dépend de nombreux facteurs, bien évidemment
I’ordre monoémial, mais aussi I’ordonnancement des variables une fois le type
d’ordre mondmial choisi. Plus encore, si on se fixe un algorithme pour calculer
r et les a;, ces derniers peuvent changer si 'on modifie 'ordre des f;, voir
les choix que l'on fait dans les réductions. De ce fait si 7 = 0, on a bien
f€(fi,...,fs). Mais ce n’est pas une condition nécessaire, comme le montre
I’exemple suivant :

Soit fi = xy + 1, fo =y? — 1 des polynomes de K|[z,y] avec l'ordre lex. On
pose F = (f1, f2) et f = 2y? — x. On obtient

zy? —z =yley+1)+0@y* —1) —z —y.
Mais on a aussi

zy? —x =0y +1) +z(y® —1) +0.
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On verra plus loin qu'’il s’agit de l’algorithme suivant appliqué a F' = (f1, f2).

Algorithme de division ( Voir [7] ou [9])

Parametres d’entrée : f, f1,..., fs.
Sortie : ai,...,as,7.
a1 :=0;...5a5:=0;7:=0;
p:=1r;
TANT QUE p <> 0
FAIRE
SI LT(f;) divise LT (p) pour un certain ¢ de {1,...,s}
ALORS

{
ai == a; + LT(p)/LT(fi);
f =p— (LT(p)/LT(f:)) * fi;
SINON
{r=r+LT({p);
p:=p—LT(p);
}
FIN SI

FIN FAIRE

2.4 Idéaux monomiaux et Lemme de Dickson.

Définition 2.6. Soit I un idéal de K|z1,...,x,] (cf annexe A.3). On dit
que I est monomial s’il existe une partie A de N (A peut étre infinie) tel
que I soit constitué de tous les polynoémes s’exprimant comme des sommes
finies de la forme ) c4 haz®, ol hy € K|x1,...,2,]. Dans ce cas, on écrit
I =(2%qecA.

Exemple 2.5.
I = (a'y*,2°y",2°y%) C Kz, y].

Lemme 2.5. Soit I = (%) qeca un idéal monémial. Alors un monéme
appartient o I ssi P est divisible par ® pour quelques o € A.

Démonstration. Si z° est multiple de z® pour certain a € A, alors 2 € T
par définition d’un idéal.

Réciproquement, si 2 € I alors 2 = 35| hya®® | avec h; € K[z1,. ..,y
et a(i) € A. Si on développe chaque h; comme une combinaison linéaire
des monomes, on voit que chaque terme de la c6té droite de ’équation est
divisible par certain 2%, D’ott 2 doit avoir la méme propriété. O
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Lemme 2.6. Soit I un idéal monomial, et soit f € K[x1,...,x,]. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

i) fel;

i) tous termes de f appartiennent da I ;

iit) f est une combinaison K -linéaire des monémes de I.

Démonstration. Les implications #4)=-7i)=-i) sont triviaux. La preuve de
i)=1ii) est similaire au preuve du lemme précédent. O

Corollaire 2.7. Deux idéaur monomiauzr sont égaux ssi ils contiennent les
mémes monomes.

Le résultat crucial suivant est connu sous le nom de "Lemme de Dickson".

Théoréme 2.8. (Lemme de Dickson, voir [1] ou [9]) Soit I = (x%)pea C
Klz1,... 2] Alors I peut s’ecrire sous la forme I = (z®M) . 2°0)) quec
a(l),...,a(s) € A. En particulier, I admet une base finie.

Démonstration. Voir [7] page 69.
O

2.5 Théoréme de la base de Hilbert et Bases de
Groebner

Définition 2.7. Soit I un idéal non nul de Klz1,...,z,].

i) On note par LT(I) I’ensemble des termes de plus haut degré
(leading terms) des éléments de I. Donc,

LT(I) = {ca®:3 f €1 tel que LT(f) = ca®}.

ii) On note par (LT'(I)) 'idéal engendré par les éléments de
LT(I).

On a déja vu que le "leading term" joue un réle important dans 1’algo-
rithme de division. Cela ameéne un point subtil mais important a propos de
(LT(I)). A savoir, si on a un ensemble de générateur fini pour I, on écrit
I=(f1,...,fs), et les idéaux (LT(f1),...,LT(fs)) et (LT(I)) peuvent &tre
différents. Par définition, on a LT'(f;) € LT'(I) C (LT (I)), cela implique
(LT(f1),...,LT(fs)) C (LT(I)). Cependant, (LT'(I)) peut strictement plus
grand que (LT(f1),...,LT(fs)).Pour voir cela, considérons 'exemple sui-
vant :

Exemple 2.6. Soit I = (f1, fo), ou f1 = 23 — 2zy et fo = 2%y — 2y? + x, et
on utilise 'ordre monémial griex dans K|z, y].
On a,

r.(?y — 20° + 2) — y(a® — 22y) = 2,
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Donc 22 € [ et 2? = LT (2?) € (LT(I)).
Or 2 n’est pas divisible par LT(f1) = 23 ou LT(f2) = 2%y donc
22 ¢ (LT(f1),LT(f2)) d’aprés lemme 2.5

Proposition 2.9. Soit I C K|x1,...,zy,] un idéal. Alors

i) (LT(I)) est un idéal monomial.
it) Il existe g1, ...,q; € I tel que (LT(I)y = (LT (g1),...,LT(gt))-

Démonstration. i) Le leading monomial (mondme de plus haut degré) LM (g)
d’un élément g € I — {0} engendre I'idéal monoémial (LM (g) : g € I —{0}).
Puisque LM (g) et LT(g) se different par une constante non nulle, cet idéal
est (LT(g) : g € I —{0}) = (LT(I)). Donc (LT(I)) est un idéal mondmial.

ii) Puisque (LT'(I)) est engendré par les monomes LM (g) pour g € I — {0},
le lemme de Dickson nous dit que (LT(I)) = (LM (¢1),...,LM(g:)) pour
certain gi,...,g: € I (avec t fini). Puisque LM (g;) et LT (g;) se different par

une constante non nulle, donc (LT'(I)) = (LT (¢g1), ..., LT (gt))- O
Théoréme 2.10. (Théoréme de la base de Hilbert) (cf. [7])

Tout idéal I de K|[x1,...,x,] admet un nombre fini de générateur. En d’autre
terme I = (g1,...,g¢) pour certains gi,...,g: de K[x1,...,xy].

Démonstration. Si I = {0}, on prend {0} comme ensemble de générateur,
qui est certainement fini. Si I contient quelques polyndémes non nuls, alors
un ensemble générateur g1, ..., g; pour I peut construire comme la suivante.
D’apres la proposition précédente, il existe g1,...,¢g¢ € I tel que (LT(I)) =
(LT(g1),...,LT(gt)). On veut montrer que I = (g1,...,0t)-

Il est clair que {(g1,...,9:) C I puisque chaque g; € I.

Réciproquement, soit f € I un polynoéme. Si on applique ’algorithme de
division pour diviser f par (gi,...,g:), alors on a l’expression suivante

f=a1g1+ - +ag+r

ou dans l'expression de r il n’existe pas de terme divisible par LT(g1), ..., LT (g¢)-
On voulait alors montrer que r = 0. Pour voir cela, noter que

r=f—ag1—--—ags €1.

Sir #0,alors LT(r) € (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(gt)), et d’apres lemme
2.5 , il suit que LT(r) peut étre divisible par un certain LT(g;). Par
conséquence, cette contradiction montre que r peut étre égale a 0. Donc,

f=ag+ - +ag+0€ (g1,...,9),

qui montre que I C {(g1,...,q:), cela compléte la preuve. O
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Définition 2.8. Fixons un ordre mondémial. On dit qu’'un sous ensemble fini
G ={g1,...,9:} d'un idéal I est une base de Groebner (ou base standard) si

(LT(g1),-- -, LT(gr)) = (LT(I)).

Autrement dit, un ensemble {gi,...,g:} C I est une base de Groebner de
I si les leading term de chaque éléments de I est divisible par un certain
LT (g:)-

Corollaire 2.11. Fizons un ordre monomial. Tout idéal I de Klx1,...,xy)]
différent de {0} admet une base de Groebner. En outre, une base de Groebner
d’un idéal I est une base de I.

Démonstration. Etant donné un idéal non nul, 'ensemble G = {g1,...,9:}
construit dans le preuve du théoréme 2.10 est une base de Groebner par
construction. Pour la deuxiéme assertion, noter que si (LT(g1),..., LT (g¢)) =
(LT(I)), alors 'argument donné dans le théoréeme 2.10 montre que I =
(91,---,9t), pour que G soit une base de I. O

Pour terminer cette section, on donne deux applications du théoréme de
la base de Hilbert. La premiere est une conséquence algébrique a propos des
idéals dans K[x1,...,x,].

Théoréme 2.12. (Condition des Chaines Ascendantes) (ACC) Soit
IlCIQCI3C"’

une suite croissante d’idéaux dans Klzx1,...,x,]. Alors il existe N > 1 tel
que
In=INy1=INy3=""".

Démonstration. Soit une suite croissante d’idéaux Iy C Iy C I3 C ---,
considérons l'ensemble I = |J;2; I;. On commence par montrer que I est
aussi un idéal de K[z1,...,z,]. D’abord, 0 € I puisque 0 € I; pour tout
i. Ensuite, si f,g € I, alors par définition, f € I; et g € I; pour certain 4
et j (possible différent). En plus, puisque les idéaux I; forment une suite
croissante, si on suppose que i < j, alors f,g € I;. Puisque I; est un idéal,
il suit que f + g € I;, et alors f + g € I. De méme facon, si f € I et
r € Klzy,...,xy,), alors f € I; pour un certain i, et r.f € I; C I. D’ou I est
un idéal.

D’aprés le théoreme de la base de Hilbert, I'idéal I admet un ensemble
de générateur fini, c’est-a-dire I = (f1,..., fs). Or chaque élément de ce
générateur est contenu dans un idéal I;, c’est-a-dire f; € I;, pour certain
Jiy (avec i =1,...,s). On choisit N = max{j;}. Alors f; € Iy pour tout i.
Finalement, nous avons I = (f1,..., fs) C Iy C Iyy1 C -+ C I. d
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La deuxieme conséquence du théoréme da la base de Hilbert serait géo-
métrique. On sait que :

V(fi,-.., fs) ={(a1,...,a,) € K" : fi(a1,...,a,) = 0 pour tout i}.
(Voir annexe A)

Définition 2.9. Soit I un idéal de Klz1,...,z,]. On note par V(I) l'en-
semble

V() =A{(a1,...,an) € K" : f(a1,...,a,) =0 pour toutf € I}.

Proposition 2.13. V(I) est une variété affine. En particulier, si

I={f1,...,fs), alors V(I) =V (f1,..., fs)-

Démonstration. D’apres le théoréme de la base de Hilbert, il existe fi, ..., fs
Klzyi,...,zy] tel que I = (f1,..., fs). Le but est de montrer que V(I)
V(f1,...,fs). Premiérement, puisque les f; € I, et par définition
flai,...,a,) = 0 pour tout f € I, alors fi(a1,...,a,) = 0, et V(I) C
v(fla B fs)

D’autre part, soit (a1,...,a,) € V(f1,...,fs) et soit f € I. Puisque I =
(fi,...,fs), on peut écrire

€

f=> hifi
=1

pour certain h; € K[x1,...,zy]. Alors
S
flar,...,an) = Zhi(al,...,an)fi(al,...,an)
i=1

= Zhi(al,...,an).o
i=1
= 0

Donc V(f1,...,fs) C V(). O

2.6 Propriétés des bases de Groebner

On a déja montrer que tout idéal non nul I C K|z, ...,z,] admet une
base de Groebner. Dans cette section, nous étudierons les propriétés des
bases de Groebner et apprenons comment détecter quand une base donnée
est une base de Groebner.

Proposition 2.14. "Unicité du reste"

Soit G = {g1,...,gt} une base de Groebner d’un idéal I de K[x1,...,xy] et
soit f € Klxy,...,xy,). Alors il existe un unique r € K[z1,...,x,]| ayant les
propriétés suivantes :
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i) Aucun terme de r n’est divisible par l'un des LT (g1), ..., LT (g¢),
it) Il existe g € I tel que f=g+r.

Le polynome r est le reste de la division de f par G et ce indépendamment
de lordre des éléments de G et de 'ordre mondémial choisi.

Démonstration. L’algorithme de division donne f = a1g1+- - -+ag:+7, avec
r satisfait 7). On peut aussi en satisfaire i¢) en mettant g = a1g1+- - -+ag; € 1.
Cela montre 'existence de r.

Pour prouver 'unicité, supposons que f = g+1r = ¢’ + 1/ satisfaisant i) et ii).
Alors r —r' = ¢’ — g € I, alors que si r # 1/, alors LT (r — ') € (LT(I)) =
(LT(q1),...,LT(gt)). D’aprés Lemme2.5, il suit que LT (r —r’) est divisible
par quelque LT(g;). C’est impossible car il n’y a pas de terme de r ou de 7’
divisible par 'un des LT(g1), ..., LT (g¢). Donc r — 7’ doit étre zéro, et on a
prouvé 'unicité.

La derniére partie de la proposition découle de I'unicité de r. O

Le reste r est appelé quelquefois la forme normale de f. Comme consé-
quence nous obtenons un moyen de savoir si un polynéme appartient ou non
a un idéal.

Proposition 2.15. Soit G = {g1,...,q:} une base de Groebner d’un idéal
I de K[x1,...,x,] et soit f € K[xy1,...,xz,]. Alors f € I si et seulement si
le reste de la division de [ par G est zéro.

Démonstration. Si le reste est zéro, alors on a déja observé que f € I.
Inversement, soit f € I, alors f = f 4 0 satisfait le deux propriétés du
proposition2.14. 11 suit que 0 est le reste de la division de f par G. ]

Définition 2.10. On écrit ?F le reste de la division de f par le s-uplet
ordonné F' = (f1,...,fs). Si F est une base de Groebner de (fi,..., fs),

alors on peut considérer F' comme un ensemble d’apres la proposition.2.14

Par exemple, soit F' = (2%y —y?, 2%y? —4?) C K|z, 9], en utilisant I'ordre
lex, nous avons
5.7 3
Yy =u1xy

en effet, 'algorithme de division donne
2%y = (2° + ay)(2®y — y?) + 0.(z"y* — o) + 2y,

Définition 2.11. Soient f,g € K|[z1,...,x,] des polynémes non nuls.
i) Si multideg(f) = a et multideg(g) = 3, alors soit v = (y1,...,7n), OU
~vi = max(ay, 5;) pour chaque i. On dit que 7 est le plus petit commun
multiple (least common multiple) de LM (f) et LM (g), et on écrit

27 = PPCM(LM(f), LM(g)).
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ii) On définit le S-polynéme de f et g, noté S(f,g), comme étant
x7 x7

=’ T I

Par exemple, soient f = 23y — 2%y% + 2 et g = 32ty + y? dans R[z, ]
avec l'ordre griex. Alors v = (4,2) et

S(f9)

ay? ay?
S(f,9) = :UTyQ'f_?,x‘ly'g
= =.f—(1/3)y.yg

= -3+ 2% — (1/3)y°.

Lemme 2.16. Considérons la somme Y ;_; ¢;fi, ouc; € K et multideg(f;) =
d € N" pour tout i. Si multideg(} ;_; cifi) < 0, alors Y ;_; cifi est une com-
binaison linéaire, d coefficient dans K, des S-polynomes S(f;, fr) pour
1 < j,k <s. De plus, chaque S(f;, fr) admet de multidegré < 6.

Démonstration. Soit d; = LC(f;), alors que le leading coefficient de c¢; f;
est ¢;d;. Puisque multideg(c;f;) = ¢ et le multidegré de leur somme est
strictement plus petit, alors Y ;_; ¢;d; = 0.

Définissons p; = fi/d;, et notons que le leading coefficient de p; est 1.
Considérons la somme

s

S
Y cifi =) cidipi = cxdi(p1 — p2) + (crdy + cada)(p2 — p3) + -+ +
i=1 i=1
(Cldl + -+ Csfldsfl)(psfl - ps) + (Cldl +---+ Csds)ps' (2-1)
Par hypothése, LT(f;) = diz°, qui implique que le plus petit commun
multiple (LCM) de LM (f;) et LM (fy) est 2. Donc

0 z°

(i) T T

En utilisant cette équation et I'égalité >°7 ; ¢;d; = 0, la somme (2.1) au
dessus dévient

)

.’135 X
S(fj, fx) = fo= 50— dkwéfk’:pj_pk' (2.2)
J

s

Y ocifi = adiS(fi, f2) + (crdy + cad2)S(fo, f3)

i=1
+- (Cldl +---+ Csfldsfl)s(fsfla fs)

Puisque p; et p; admettent de multidegré 0 et de leading coefficient 1, alors
la différence p; — py, admet de multidegré < 6. En observant ’équation (2.2),
I’égalité est vrai pour S(fj, fx) , et on a prouvé le lemme. O

Théoréme 2.17. Soit I un idéal polynomial. Alors une base G = {g1,...,gt}
de I est une base de Groebner de I si et seulement si pour toute paire i # j,
le reste de la division de S(gi,gj) par G est zéro.

27



Démonstration. (=) : Si G est une base de Groebner, alors S(g;,9;) € I,
donc le reste de la division de S(g;, g;) par G est zéro d’apres la proposition
2.15.

(<) : Soit f € I un polynoéme non nul. Nous devons montrer que si les
restes de la division de tout S-polynéme par G sont des 0, alors LT(f) €
(LT(g1),...,LT(g¢)). Avant de donner les détails, on va résumer la stratégie
de la preuve.

Soit f €I ={g1,...,9), il existe des polyndmes h; € K[z1,...,x,| tel que

¢
f=> hig:. (2.3)
i=1
D’apres lemme 2.3, on a
multideg(f) < max(multideg(h;g;)). (2.4)

Si on n’a pas I’égalité, alors quelque annulation doit se produire parmi les
leading terms de (2.3). Le lemme 2.16 nous permettra de réécrire ceci dans
le terme de S-polynéme. Alors I'hypothese : les restes des S-polyndéme sont
des zéros nous permettra de remplacer les S-polynémes par des expressions
qui entrainent moins d’annulation. Donc, on obtiendra une expression de f
qui a moins d’annulation de leading terms . En continuant cette méthode,
nous obtiendrons en fin une expression de f tel que on a I’égalité dans (2.4).
Alors multideg(f) = multideg(h;g;) pour certain ¢, et on aura que LT'(f)
soit divisible par LT(g;). Cela montrera que LT(f) € (LT(¢1),...,LT(gt)),
ce que nous voulons prouver.

Maintenant, on donne le détails de la preuve. En donnant Iexpression (2.3)
pour f, soit m(7) = multideg(h;g;), et on pose § = max(m(1),...,m(t).
Alors l'inégalité (2.4) devient

multideg(f) < 9.

Considérons toutes les fagons possibles pour que f puisse s’écrire sous la
forme (2.3). Pour chaque expression, on peut avoir différents 0. Puisque
I’ordre mondémial est un bon ordre, on peut choisir une expression de f tel
que ¢ soit minimal.

Nous montrerons qu’une fois cette valeur minimale de § est choisie, on a
multideg(f) = §. Alors on a égalité dans (2.4), et comme nous avons observé,
il suit que LT'(f) € (LT(g1),...,LT(g¢)). Cela prouve le théoréme.

Il reste & montrer que multideg(f) = §. On prouvera cela par contradiction.
Supposons que multideg(f) < §. Pour isoler les termes de multidegré d, on
va écrire f sous la forme :

fo=Y hgi+ > higi

m(z)=4 m(i)=<6
= > LT(hi)gi+ > (hi—LT(h:))gi+ Y higi. (2.5)
m(i)=4 m(i)=6 m(i)<6
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Les mondémes apparaissent dans le deuxieéme et troisiéeme sommes de la
deuxiéme ligne sont de multidegré < . Donc, 'hypothese multideg(f) < &
veut dire que la premiére somme admet aussi de multidegré < 4.

Soit LT(h;) = ¢;z*®). Alors la premiére somme

Yom(iy=s LT (hi)gi = >mii)=s c;iz*®g; admet exactement la forme décrite
dans lemme 2.16 avec f; = 2% g;. Donc le lemme 2.16 implique que cette
somme est une combinaison linéaire des S-polynoémes S (x"‘(j) gj,xa(k) Jk)-
Cependant,

20 1

(22 g k) e ) P A )
(@95, 2" 00 = ST YT LT

= 2°7%S(g;, gr),

ott 2798 = LCM(LM/(g;), LM(gx)). Donc il existe des constantes c;, € K
tel que

Z LT(hi)gi = Z Cjkl‘é_’yka(gj,gk). (2.6)
m(i)=6 3.k

L’étape suivante utilise I'hypothese : le reste de la division de S(g;, gx) par
gi,--.,g¢ est nul. En utilisant l'algorithme de division, cela veut dire que
chaque S-polyndme peut s’écrire sous la forme

gjagk Zaljkgza (2'7)
ol ajji € K[x1,...,xy,). L'algorithme de division entraine aussi
multideg(aijng) < multideg(S(g;, gx)) (2.8)

pour tout 4, j, k (voir théoréme 2.4). Intuitivement, cela dit que quand le
reste est zéro, on peut chercher une expression de S(gj, gr) dans les termes
de G ou les leading terms ne sont pas tous annuler. Pour exploiter ceci,
multiplions I'expression de S(g;, gx) par 29~%*% pour obtenir

6 ’YJkS g] gk szgkgu

ou by = x‘S*'ijaijk. Alors (2.8) et lemme 2.16 implique
multideg(bijrgi) < multideg(x®~3%S(g;, gi.)) < 0. (2.9)

Si on remplace I'expression de z°~7%S(g;, gx) dans I’équation (2.6), on obtient
une équation

> LT(hi)gi =Y cipa® %S (g5, g1) chk: mekgz Zﬁigi

m(i)=4 i,k
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tel que , d’apres (2.9), pour tout i, on a la propriété

multideg(h;g;) < 6.

Comme derniére étape de la preuve, remplagons Zm(i):(; LT (hi)g; =
> hig; dans 'équation (2.5) pour obtenir une expression de f comme un
polynéme combinaison des g; ou tous les termes qui admettent de multidegré
< §. Cela contredit le minimalité de ¢ et complete la démonstration du
théoreme. O

2.7 Algorithme de Buchberger

D’apres Corollaire.2.9, on sait que tout idéal non nul dans K|x1, ..., z;,]
admet une base de Groebner. Malheureusement, la preuve donnée était non
constructive dans le sens qu’il n’a pas dit comment produire une base de
Groebner. Donc maintenant, si on a un idéal I C K|z1,...,x,], le but est
de répondre a la question : "Comment construire une base de Groebner pour
17"

Le premier algorithme de calcul de base de Groebner a été donné par
Buchberger dans sa these. L’un des principaux outils de cet algorithme est
la notion de S-polyndme (voir définition 2.11).

Exemple 2.7. Considérons I’anneau de polynéme K|z, y] avec I'ordre grlex,
et soit I = (f1, fo) = (2® — 22y, 2%y — 2y% + ). Rappelons que {f1, fo} n’est
pas une base de Groebner pour I, en effet

LT(S(f1, f2)) = —a* & (LT(f1), LT(f2)).

Pour produire une base de Groebner, une idée naturelle est d’essayer en

premier d’étendre I’ensemble générateur original a une base de Groebner en
ajoutant plus de polynémes dans I.
Quels nouveaux générateurs devrions nous ajouter ? Pour cela, on a introduit
le S-polynome. Nous avons S(f1, f2) = —x2 € I, et son reste dans la division
par F' = (f1, f2) est —z2, qui est différent de 0. D’otl, nous devrions inclure
ce reste dans l’ensemble de générateur, on pose f3 = —z22. Si on pose
F = (f1, f2, f3), On peut utiliser le théoréme 2.17 pour tester si cet ensemble
est une base de Groebner de I. On calcule

S(f1, f2) = fs,
donc S(fl,fz)F =0,

S(f1, f3) = (2° = 2zy) — (—x)(—2?) = —2ay,
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e F
ona S(fi,f3) =—2zxy #0.
D’otu, on doit ajouter fy = —2xy dans I’ensemble de générateur. Si on pose

F= (f17f27f37f4)7 alors

S(Unfa) = S fs) =0,
S(fi, fa) = y(@® —2ay) — (—1/2)2*(—22y) = —2xy = yfs, donc

———F
S(fla f4) = 07
S(fa. f3) = (@y—2¢" +2) = (—y)(—2?) = =2y +z,
e F
S(far f3) = =202 +a#0.
Donc, on doit aussi introduire f5 = —2y? + = dans ’ensemble de générateur.

Fixons F' = {f1, fa, f3, f4, f5}, on peut calculer que
S(TJJ')FZOpourtoutlgigjga

D’apres théoréme 2.17 | il suit qu'une base de Groebner de I, avec 'ordre
grlex, est donné par

{fb f2> f3a f47 f5} = {xS - 213'3/, ny - 2y2 +z, _$2> —215% _2y2 =+ ZL‘}

Théoréme 2.18. (cf [7]) Soit I = (f1,..., fs) # {0} un idéal polynomial.
Alors on peut construire une base de Groebner de I dans un nombre fini de
"pas" par l'algorithme suivant :

Entrée : F = (f1,..., [s)

Sortie : une base de Groebner G = (g1,...,q¢) de I, avec F C G

G :=F
REPETER
G’ =G

POUR chaque paire {p,q},p # q dans G’

/

FAIRE S := S(p,q)
SIS +#0 ALORS G :=GU{S}

JUSQU’A G :=G"

Démonstration. Avant de commencer la preuve, on a besoin de définir les
notations fréquemment utilisées suivantes. Si G = {¢1, ..., g}, on note

(G) =(91,---,9¢)
(LT(G)) =(LT(g1),...,LT(gt))-

Nous montrons en premier que G C I a chaque étape de I’algorithme. Ceci
est vrai a l'initiale, et a chaque fois qu’on agrandisse GG, en ajoutant le reste

G .
S:=85(p,q) pour pet g€ G. Donc, si G C I, alors p,q, et S(p,q) € I, et
puisque nous divisons par G’ C I , on obtient G(J{S} C I. Notons aussi que
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F C G avec F est une base de I, donc G est aussi une base de I. ,
L’algorithme se termine quand G = G’, qui veut dire que S := S(p, q)G =0
pour tout p,q € G. D’ou G est une base de Groebner de (G) = I d’apres le
théoreme 2.17. Il reste & montrer que 1’algorithme est terminé. On a besoin de
considérer ce qui se passe apres chaque passage a travers la boucle principale.
L’ensemble G est constitué par G’ (c’est ancien G) avec les restes non nul
de la division des S-polyndémes de tout élément de G’ par G’. Alors

(LT(G")) € (LT(G)) (2.10)

puisque G’ C G. En plus, si G’ # G nous réclamons que (LT (G’)) est stricte-
ment plus petit que (LT(G)). Pour voir cela, supposons qu'un reste non nul
r d’un s-polynéme a été ajouté a GG. Puisque r est un reste de la division par
G, LT (r) n’est pas divisible par les leading terms des éléments de G’, donc
LT(r) ¢ (LT(G")). Cependant LT (r) € (LT(G")), cela prouve notre récla-
mation. D’apres (2.10), les idéaux (LT(G")) a partir d’itérations successives
de la boucle forment une suite croissante d’idéaux dans K[z, ..., x,]|. Donc,
PA.C.C(cf. théoréme 2.12) implique qu’aprés un nombre fini d’itérations,
la suite sera constante, donc on obtient (LT(G’)) = (LT(G)). Finalement,
d’aprées la section précédente, on a G = G’, et que I’algorithme soit terminé
apres un nombre fini de pas. O

Lemme 2.19. Soit G une base de Groebner d’un idéal polynéomial I. Soit
p € G un polynome tel que LT (p) € (LT(G — {p})). Alors G — {p} est aussi
une base de Groebner de I.

Démonstration. On sait que (LT(G)) = (LT(I)). Si LT (p) € (LT(G —{p})),
alors (LT(G —{p})) = (LT(G)). Par définition, il suit que G — {p} est aussi
une base de Groebner de I. O

Définition 2.12. Une base de Groebner minimale d’un idéal polynémial
I est une base de Groebner G de [ tels que :

i) LC(p) = 1 pour tout p € G.

ii) Pour tout p € G, LT (p) ¢ (LT(G — {p})).

On peut construire une base de Groebner minimale d’un idéal non nul
donné en appliquant ’algorithme du théoreme 2.18 et en utilisant le lemme
2.19 pour éliminer les générateurs inutiles.

Définition 2.13. Une base de Groebner réduite d’'un idéal polyndmial
I est une base de Groebner G de I tels que :

i) LC(p) = 1 pour tout p € G.

ii) Pour tout p € G, aucun mondéme de p n’appartient a (LT(G — {p})).

Proposition 2.20. Soit I # {0} un idéal polynomial. Alors, pour un ordre
monomial donné, I admet une unique base de Groebner réduite.

Démonstration. voir [7] page 90. O
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Chapitre 3

Décodage des codes cycliques
généraux

Ce chapitre est consacré au décodage des codes cycliques généraux, jusqu’a
et au deld de la capacité de correction ¢t = [(d — 1)/2], en utilisant la théorie
de I’élimination et les bases de Groebner.

Le probleme est, a partir des syndromes de I’erreur, de trouver ’erreur, ou
plus précisément le polyndéme localisateur d’erreur.

3.1 Introduction

Soient IF, le corps a ¢ éléments et n un entier premier avec ¢g. Dans le cas de

certains énoncés généraux, on notera I le corps de base, non nécessairement
fini. Les énoncés les plus significatifs en terme de codage seront obtenus sur
Fo.
Un code cyclique C de longueur n sur F, est un idéal de F,[X]/(X™ — 1)
(cf. théoreme 1.2). L’anneau F,[X]/(X™ — 1) étant principal, donc tout code
cyclique C admet un polynéme générateur g(X), qui divise X" — 1. En se
donnant une racine primitive n-ieme de l'unité « sur Fg, avec a € Fgm = K,
on définit I'ensemble de définition @ du code C par :

Q={iel,={01,...,n—1};g(a%) = 0} (3.1)
On a alors
ceCec(a)=0,VieQ. (3.2)

Soit ¢(x) = a(x)g(x) un mot de code a transmettre a travers un canal bruité,
on obtient le mot de code regu de la forme r(z) = c¢(x) + e(z) ou ¢ étant
le mot de code émis et e I'erreur commise. Alors en calculant r(a'), on
obtient

r(a’) = c(a’) + e(a’) = e(a’) pour i € Q (3.3)



Ainsi, le décodeur connait les e(a?) pour i € Q que I'on appelle syndromes
de lerreur. On les note s;,7 € Q. On peut aussi exprimer ces syndromes s;
comme suit :

s =20+ YoZi+ - +Y, 2! icQ, s, €K (3.4)

ol v est le nombre d’erreurs, Y; € F, — {0} pour j = 1,2,...,v sont les
valeurs de l'erreur, et

Zj=a", pour j=1,2,...,0, (3.5)

ou les entiers r; € I, soient les indices de localisation des erreurs.

Le but du processus de décodage est de trouver les v emplacements de ’erreur
inconnus et les v valeurs de I’erreur correspondantes & partir des syndromes
connus s; pour i € Q.

3.2 Décodage des codes cycliques avec l’identité
de Newton

Soit C un code cyclique de polynéme générateur g et soient c le message
émis et r le message regu. Supposons qu’au plus t erreurs se produisent, et
on note v le nombre exacte d’erreurs, v < t ou v est sous la condition 2v < n
(cf. remarque 1.3, voir [12]). Le polynéme d’erreur qu’on veut chercher est de
la forme e(x) = >_;_; e;x", ou les r; sont tous différentes dans 0,1,...,n—1,
et e; sont les valeurs d’erreurs. Pour déterminer ce polynéme d’erreur, on a
toujours besoin de calculer le polynéme localisateur d’erreur L(z) (cf. chapitre
1). On utilise les identités de Newton pour déterminer les coefficients o; du
polynoéme localisateur d’erreur pour 1 < j < wv. Il y a 4 étapes a suivre pour
cette méthode :
1¢7¢ étape : Déterminer les syndromes s; en calculant r(a?).
2¢me étape : Trouver les coefficients oj du polynome localisateur d’erreur
en utilisant l'identité de Newton.
3°me gtape : Chercher les racines de L(z) en testant les différentes puissances
de o pour déterminer les localisateurs d’erreur o.
4¢me gtape : Remplacer les a par leurs valeurs dans I’expression de sj pour
déterminer les valeurs des erreurs e; (cas non binaire seulement). On obtient
ainsi le polyndme erreur e(z) et on peut décoder par ¢ =r — e.

3.3 Exemple de décodage des codes cycliques en
utilisant I’identité de Newton
Exemple 3.1. Soit a un élément primitif de Fig, racine du polynéme

2t + 2+ 1 sur Fo (ot 2* + = + 1 est irréductible sur Fy ), c’est-a-dire
a’ 4+ a+1 = 0. Tous les puissances de « sont :
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ad=al®=1 a® = a+ a? ol =1+ a+a?
ol =« ab=a’+a? all'=a+a?+a?
a? a"=14+a+a® a?=14+a+a’+a?
o3 B =1+a2 aB=1+a2+a3
at=1+4a a? =a+a? a*=1+a3

Soit C un code cyclique de longueur 15 sur Fs de polyndéme générateur
g(x) = (@t +z+ ) (@t +22 + 22+ 2 +1) = 28+ 27 + 28+ 21 +1 et d’ensemble
de définition Q = {1,2,3,4,6,8,9,12}. C est alors de dimension k = 7 et de
distance minimale d = 5. On peut corriger ¢ = [%] = 2 erreurs maximum.
Soit, par exemple, le mot regu » = (100111000000000) ou bien r(x) =
1+ 23 + 2% + 2% et on suppose qu’il y a exactement 2 erreurs (ie v =2).
D’apres le Chapitre 1, le polynéme localisateur d’erreur L(z) est définie
par : L(2) = (2 — Z1)(2 — Zs) = 2% + 012 + 02 et la clé du décodage est de
trouver les coefficients o7 et 02. On a

si=r(at) =ab
sy =r(a?) = al?
s3=r(a®) =a®
sy =r(at) =a

D’apres 'identité de Newton, on obtient le systéme d’ équations (d’inconnus
o1 et o9) suivant :
{ s34+ 0152 + 0251 =0
sS4+ 0183+ 02520 =0
ou encore

a1201 + oz602 =a8
a801 + a1202 =a’

en résolvant ce systéme, on obtient o1 = af et o9 = a”,

donc L(2) = 22+ a%2 + " = (2 — Z1)(2 — Zo).

En testant les différentes puissances de a, on trouve Z; = o’ = af et
Zy = a™ = o'%. Le polynéme d’erreur est alors e(r) = 28 + x4, Donc le
mot transmis était ¢(x) = r(x) —e(x) = 1+ 2% + 2 + 25 + 2% 4+ 2™ ou bien
¢ = (100111001000001).

On décode ce mot par la division de ce polynéme par le polynéme générateur
g(z). On obtient le polynéme 1 + 23 + 2° + 2 et le reste est nul. Alors le
message initial était a(z) = c(x)/g(z) = 1+ 2% + 2° + 2% ou a = (1001011).

Exemple 3.2. Soit o une racine du polynéme z? + x + 2 irréductible sur
Fs3. On dit que « est un élément primitif de Fg2 = Fg et les puissances de «
sont :

al=a, > =142, ® =2+ 2a, o* =2,

a5:2, a6:2+a, a7:1+a, a®=1.
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En outre, on sait que les classes cyclotomiques de 3 modulo 8 sont :

1) = {0}
(1) = {1,3)
12) = {2.6)
@ = 4
I65) = {5,7)

On considere le code cyclique de longueur 8 sur Fs de polyndéme généra-
teur g(7) = (r—a)(r—a?)(r—a3)(x—a?)(z—ab) = (22 +1) (2% +2+2)(z+1)

divisible par le polynéme minimal de « et posséde comme racines o, a2, o, a

et ab. (i.e @ ={1,2,3,4,6})
Supposons que le mot regu est r = (02100112) (ou bien r(z) = 2z + 2% +
x® 4+ 2% + 2x7) et on suppose que deux erreurs ont été commises.
on a

Ensuite,

S1
52
53
S4

S6

avec Y7,

ou r1 et ro sont des indices de localisations des erreurs.
On sait que le polynéme localisateur d’erreur soit de la forme

YiZi+YsZo =r(a) =2a+?+a°+a’+2a" =2 =0a
=2a2 +at +a? 4+ a* +2a° = o3

ViZ] +YaZ5 = r(
ViZ7 +YaZs =1
ViZ) +YaZy =1
V127 + Y225 = r(

4

Yo € Fg — {0} sont les valeurs des erreurs et Z; = ! et Zy = o™

L(z)

(2 = Z1)(z — Z2)
2’2 — (Zl + ZQ)Z + Z1729

22 + 012 + 09

En utilisant 'identité de Newton, on obtient le systéeme d’équations suivant

s34+ 0182+ 0251 =0
S84+ 0183 + 0259 =0

ou les inconnus sont o et oy. En suite, on a

(v

o1+ Oé4O'Q = —a4

atoy + ooy =0

alors 01 = a* =2 et 09 = a. Donc L(z) = 22 + 2z + a.

En testant les différentes puissances de a, on trouve L(a?)
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c’est-a-dire Z; = a3 et Zy = ab. Pour trouver les valeurs d’erreurs Y] etYs,
il suffit de résoudre le systeme d’équations suivant :

?Y] 4+ abY, = ot
abY; + oYy = o

Alors
Y1 = 054 =2
Yo=a*=2

Ces valeurs de Y7 et Y5 sont aussi solutions pour les trois autres égalités.
Le polynéme d’erreur est donc e(r) = 223 + 22% et le mot envoyé était
c(xr) = r(x) —e(z) = 22+ 2% + 23 + 2% + 205 4+ 227. (ou bien ¢ = (02110122)).
La division de ¢(z) par g(x) donne bien le mot décodé m(x) = 222 + x, qui
correspond a m = (012).

3.4 Décodage des codes cycliques en utilisant la
base de Groebner

Le premier plan du décodage est basé sur une méthode de recherche des
zéros communs de I’ensemble des polynémes syndromes F' définis par :

fi=VZi + YaZi+ -+ Y Z, — s, i € Q, (3.6)
hj=20 -1, etlj=Y"'~1,1<j<w. (3.7)

On peut remplacer 'ensemble Q dans (3.6) par 'ensemble R des représentants
des classes cyclotomiques.
Soit V(F') I'ensemble des zéros communs de F C K[Z,...,Z,,Y1,...,Y,]
dans la cloture algébrique K de K.

D’apres la proposition 2.13, si on note [(F') 'idéal engendré par F, alors
V(I(F)) =V(F).
Soient 27, 25, ...,z les localisations des erreurs et yi,v5,...,y, les valeurs
des erreurs correspondantes. Alors il est clair que
Z = (2,2, ... 25y, .., ys) € V(F) et 0 < |V(F)| < co. En effet, par
définition de s;, on a s; = YlZ{ + )@Zé + -+ YvZf, donc on peut vérifier
facilement que Z est racine de toutes les f;. Ensuite, d’aprés une propriété
d'un corps fini, on voit que Z annule aussi les h; et [;.
D’apres le théoréme.1.4, pour le cas v < t = [%], il suit que V(F') est
constitué seulement de Z et de tous les points qu’on obtient par application
d’une permutation arbitraire des v premieres composantes de Z et la méme
permutation pour les v derniéres composantes. Les zéros des polynomes (3.6)
et (3.7) satisfont le polynéme localisateur d’erreur L(z) qu’on a déja défini
dans le chapitre 1.
La clé du processus de décodage des codes cycliques est de chercher le
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polynéme localisateur d’erreur L(z). Dans ce mémoire, je présente deux
théoréemes pour déterminer L(z). Voir [I], [6]

Considérons ’ensemble des polynémes syndromes F' C K|[Zy,...,Z,,Y1,...,
Y,] défini dans (3.6) et (3.7). Notons que pour un j donné (1 < j < v),
I(F) N K[Zj] est un idéal de K[Z;]. C’est aussi un idéal principal puisque
tout idéal de K[Z;] est principal.

Pour chercher les localisations possibles des erreurs, on a besoin de définir
Ej pour j =1,...,v qui est 'ensemble de toutes les j-¢éme composantes des
zéros de F. Soit Z = (21, 23,..., 25,41, Y3,---,yy) un zéro de F, ou 2} € K
et y; € F, — {0} sont, respectivement, les localisations des erreurs et les
valeurs des erreurs pour j = 1,...,v. Alors

By ={2/(z1, 25, 2, Y05 2, -+ ) € VI(F)} (3.8)
pour 1 <5 < w.

Théoréme 3.1. Soit g;(Z;) € K[Zj] le polynéme unitaire générateur de
Vidéal I1(F) N K[Z;] pour j =1,2,...,v. Alors

91(2) = g2(2) = -+ = gu(2) = L(2), (3.9)
ot L(z) est le polynome localisateur d’erreur.

Démonstration. Considérons ’ensemble
Ej={z/(21,23,..., 25,491,953, ..., ¥y) € V(F)}. Remarquons que
Ey =FE = =E = F = {,B/(ZT,Z;,...,B7...,Z:,yik,y;,...,y;;)},
c’est-a-dire ’ensemble E est constitué par les v premiéres composantes
de Z pour tout Z € V(F). En effet, les éléments de V(F) sont Z =
(27,25, ..., 25, UT, y5, ..., ys) et tous les points obtenus par application d'une
permutation arbitraire des v-premiéres composantes de Z et la méme permu-
tation pour les v-dernieres composantes.
Par définition,

v

L(z) = H(z — Zi) (3.10)

i=1
donc les racines de L(z) sont les Z; qui sont des composantes de Z.
Soit B € E, il existe Z € V(F) tel que (3 soit 'une de ses composantes, donc
il existe j tel que g;(3) = 0.
Or, par hypotheése g;(Zj) est le polynéme unitaire générateur de l'idéal
principal I(F) N K[Z;].
Soit L(Z;) = [1pep(Zi — B). Alors, on peut exprimer g;(Z;) sous la forme

9i(Z;) = a(Z;)L(Z;)

En plus, puisque Z}' — 1 € I(F) N K[Z;], il suit qu'’il existe un polynéme
b(Z;) tel que

Z7 —1=10(Z;)g;(Z;) = b(Zj)a(Z;) L(Z;).
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Puisque n, le longueur du code cyclique, satisfait n|¢"™ — 1, donc
PGCD(a(Z;),L(Z))) = 1,

en effet Z' — 1 = H?z_ol(Zj —at).

Ensuite, puisque Z7' — l\qum_l — 1 (car n|¢™ — 1) pour 1 < j < v, toutes
les composantes des éléments de V(F) sont dans K C K. Or, d’apres
proposition 2.13 V(F) = V(I(F)), donc tout zéro de I(F) dans K peut
aussi élément de K.

Par définition de E, toutes les composantes des éléments de V(F') sont
dans E. Donc, tout zéro de I(F) dans K satisfait £(Z;). Alors, d’aprés le
théoreme d’Hilbert Nullstellenzatz (voir 'annexe A), il existe [ > 0 tel
que L£1(Z;) € I(F). D’od, il existe un polyndme ¢(Z;) tel que

LNZ;) = c(Z;)g5(Z;) = o(Z;)a(Z;)L(Z;).

En outre, puisque
PGCD(a(Z;), £(Z;)) = 1

et g;(Z;) est un polynéme unitaire, on a a(Z;) =1,

donc
9i(Zj) = L(Z;)
Or,
L£(z;) = 11z - 8) =112 - ;) = L(Z)).
BeE i=1
Finalement, on a
91(2) = g2(2) = - -+ = gu(2) = L(z)

O]

Ce théoreme peut étre utilisé pour chercher directement le polynéme
localisateur d’erreur & partir des équations syndromes (3.6) et (3.7), en
utilisant ’algorithme de Buchberger pour calculer une base de Groebner de
F.

Voici deux exemples concrets, comme application de ce théoreme.

Exemple 3.3. Reprenons I'exemple 3.1

Soit o un élément primitif de Fyg racine du polynéme x* +x + 1 sur Fy. Tous
les puissances de o sont déja définies dans I’exemple 3.1.

Soit C un code cyclique de longueur 15, de dimension 7, de distance minimale
d = 5 sur Fy, et de polynéme générateur g(x) = 28 + 27 + 2% + 2° + 1.
L’ensemble de définition de C est @ = {1,2,3,4,6,8,9,12} et on peut corriger
t = [951] = 2 erreurs maximum.
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Supposons que le mot recu est r(z) = 1 + 23 + 2* + 2% et il y a 2 erreurs.
Les syndromes sont :

si=r(at) =ab
s3=r(a®) =a®
Les polynémes syndromes sont :
fi = Zi+Za—s1=21+Za+a°
f3 = 23473 —s3=23+75+a°
hy = ZP-1=2P5+1
hy = Z3¥ -1=2¥+1

On utilise 'algorithme de Buchberger pour calculer une base de Groebner
de F' = {fi1, f3, h1, ha}. Pour faciliter les calcules, on pose F' = { f1, f2, f3, fa}
avec fi = Z14+ Zo+a® fo=Z3 +Z3+ a8, fs=Z{+1,et f1 =2 +1et
on utilise I’ordre lexicographique avec Zy >jep Z1.

Posons G = F = {f1, fa, f3, fa}

Z3 Z3
S(fife) = ZHZa+ Zita®)+ 5(2 + 25 + o)
2

= 3+ 2172345224+ 23+ 73+
= 217240522+ 73 + a8

ensuite, on a
— G
S(fl, f2) = a6212 + a12Z1 + a13.

En effet, S(f1, fo) = (Z122 + aGZQ + Z% + a12)f1 + a6212 + a12Z1 + al3.
Posons f5 = S(f1, fg)G =a%Z% + a'2Z; + o'? et G devient

. ———G
G= {fla f2a f37f47f5}' Malntenanta on a S(flafZ) =0

S(fi, f3) = 21125222(22 + 71+ o) + ZZ? (Z1° +1)
= Z{°+a°Z{° + 2,
on a aussi
S(F )" =0
En effet, S(f1, f3) = f1 + (Z1 + a®) f3.
S(f1, f5) = ZZQ (Zy+ Z1 + o) + fg jlg (®Z? + o222 + ™)

= 21 Zs+a"Zy + 73 + a5 27
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et on a

S5 =0

En effet, S(f1, f5) = (a°Z1 + ") fr + °Zy f.
De méme maniere, on a

72273 72273
S(fafs) = "G Z3+ 20+ a®) + S50 (007 + a2y 0
2 1

= a2, 75+ 47723 + Z) + o872

On voit

-G
S(f27f5) =0

En effet, S(fo, f5) = (a%Z1 + ") fo + (0 Z3 + o) fs.

On peut vérifier facilement que pour tout i,5 € {1,...,5} avec i # j,
—G

done, d’apres le théoréme 2.16, G = {f1, f2, f3, f4, f5} est une base de
Groebner de F.L'ensemble Gy = {Z1 + Zo+ a5, Z3 + Z3 + a8, Z15 +1, 235 +
1,7% +a57; + a"} est aussi une base de Groebner de F.

Donc, d’apres le théoreme 3.1, le polyndéme localisateur d’erreur est

L(z) =22+ a2+ a"

Exemple 3.4. (voir [5] et [11]) Soit o un élément primitif de Fys = Fao
racine du polynéme x® + 22 + 1 sur Fy. Tous les éléments de F3y sont

0

=1

o

o2

a3

at

a®=1+a?

ab =a+a?
a7:a2+a4

B =1+a2+0a?
a9:a+a3—|—a4
0610:1—|—Oé4
al =14 a+ a?

2= a+a?a?

o
a3 =a?+ad+at
a*=1+a’+a®+at
P =1+a+a®+ao+at
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at=1+a+a®+at
a"=14+a+at

a®=1+a

a = a+a?
20 = o2 + o3
o =+ ot

a??=1+a?+at

aB=14+a+a®+a?

ot =a+a?+ad+at

a® =1+a%+at

o =1+a+a®+a

¥ =1+a+a?

a® =a+a+at

a®=14a3

a3 = o + ot

Considérons le code cyclique binaire d’ensemble de définition Q = {1, 2,4,
5,7,8,9,10,14,16, 18,19, 20, 25, 28} et I’ensemble des représentants de classes
cyclotomiques est R = {1,5,7}. Le polynéme générateur de ce code est alors
défini par

9(w) = (r—a)(@—a2)(@—a") (@ —a®)(x —al%) (r— %) (r—al®)(z — ) (z —
a”)(z - a'®)(z - a)(z — a')(z — ®)(z — ®)(z — a?)

C’est un code cyclique du type (31, 16, 7)2, donc on peut détecter au maximum
3 erreurs (t = [I51] = 3).

Supposons que le mot recu est r(x) = 2% + 2° et il y a exactement 2 erreurs.
Les syndromes sont s; = r(a') = a8, s5 = r(a®) = a'?, sy = r(a”) = a3, et
I’ensemble des polynémes syndromes est

F={Zy+Z1+ 0% Z5 + Z0 + o', Z3 + Z] + &*, Z{? + 21, Z5* + Z,}.

Pour calculer une base de Groebner de F', on utilise 'ordre lexicographique
avec Zo g Z1. Posons fi = Zo + Z1 + a8, fo = Zg’ + Zi:’ +al?, f3 =
Z5+ 2]+, fa =22+ 21, f5 = Z5° + Za, et G = F = { f1, fo, f3, fa, f5}-
On a

Z3 Z3
S(f1, fa) = 72(Zg+21+a8)+7§(25’+21”+a19)
2

= 2173+ 875 + Z7 + o?
alors
mG = oagZil + a1 + als,
En effet S(f1, f2) = (Z175 + o873 + Z27Z3 + o173 + Z3 79 + o®Z3 75 +

OélGZlZQ + 042422 + Zil + Oé)fl + OZSZi1 +aZy + al3,
On pose fg = a7} + aZ; + o' et on ajoute fg & G donc G dévient
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76; .
G:{f17f27f37f47f57f6} et S(flva) =0. EHSUIte7
Z3 5 5 19 Z3 7 7 3
S(f2, f3) = 75(22+Z1 +a )+?g(22+21 +a?)
= 372+ a7+ 77 +o?

et
—G
S(fg, fg) = 0413Z12 + a21Z1 + a21.

En effet S(fQ, fg) = (Z{’ZQ + a1922 =+ Zf + OKSZir’ + 0419Z1 + a27)f1 + a8Z1f6 +
aBZ2 + o' 7y + o?t

On ajoute f7 = a'3Z2+a?' Z;+a?! 4 G et on obtient G = {f1, f2, f3, f1, f5, f6
, fr}

Des calculs analogues au précédent montrent que pour tout 7,5 € {1,2,...,7}
avec i # j, on a S(f;, fj)G = 0 donc G est une base de Groebner de F'. En
outre, I’ensemble

Gy ={Zo+Z1+ % 25+ Z} + o', Z5 + Z7 + o3, Z3% + 74,
Z3 4 70, 71 + 0*Z1 + o0, Z2 + o Z) + of)

est aussi une base de Groebner de F' et d’aprées le théoréme 3.1, le polynéme
localisateur d’erreur est

L(z) = 2 + a2 + a®

Or L(z) = (# — a™)(z — &) et en testant les différentes puissances de a, on
voit r; = 3 et 72 = 5. Donc lerreur est e(z) = 23 + 2° et le mot transmis
était c(x) =r(x) —e(z) =0.

Supposons maintenant qu’il y a 3 erreurs et le mot recu est 7(x) = 1+2° 420,
Les syndromes sont s; = r(al) = al6, s5 = r(a®) = a2, sy =r(a’) = '’ et
I’ensemble des polynoémes syndromes est

F={Z5+ 2+ 71 + ', 23 + Z5 + Z} + o,
Z3+ 23+ 77 + o', 73 + 7, 73 + 7, 73 + Z3}.

En utilisant I'algorithme de Buchberger pour trouver une base de Groebner de
F, avec lordre lex ou Z3 > Z2 >1ex Z1, ON Obtient le polynome localisateur
d’erreur L(z) = 22 + a'%22 + a8z + o2,

Dans la suite, on développera un autre processus de décodage. On définit
lensemble Z,, — Q = {i/i ¢ Q} et soit R = {ri,ro,...,7} C I, — Q
I’ensemble des représentants des classes cyclotomiques de Z,, — Q. On a
besoin de définir aussi un autre ensemble des polyndomes syndromes F’ du
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code comme ’ensemble des polynémes suivants :

v
f{:sﬁ-Zajsi,j, v<1i<n, (3.11)
7=1
W, =af —aj, 1<j<uw, (3.12)
b, = st — s, 1<j<l, (3.13)

ou o; et Sy, sont des variables dans K pour 1 < j < wvetl < j <1
,respectivement, et les s; dans (3.11) pour ¢ € Z,, — Q sont représentés par
les s, pour r € R'.
Considérons I’ensemble des polynémes syndrome F' C Klo1,09,...,0y, Sr,
Spg,---,5p,) avec v < t soit le nombre d’erreurs. Alors 0 < |V(F')| < oo.
Pour trouver les localisations des erreurs, on a besoin de définir ¥; pour
7 =1,2,...,v qui est 'ensemble de toutes les j-éme composantes des zéros
de F'. Soit Z = (0%,0%,...,05,57,,85,,---,55,) € V(F'). Alors pour chaque
7 <w,ona

S5 =A{0}/(01,05,...,00, 55,55, 58) € V(F)}, (3.14)
c’est-a-dire, X; contient toutes les j-éme composantes de Z pour tout Z €
V(F"). Notons que X; dépend de l'entier j pour 1 < j < wv.

Théoréme 3.2. Soit g;(0;) € Kloj] le polynome unitaire générateur de
Uidéal principal I(F') N K[oj]. Siv <t, alors

gj(aj) :0']‘—0;< (315)

ot L(z) = 2" + 3774 aj*z”_j est le polynome localisateur d’erreur.

Démonstration. Pour prouver ce théoreme, on va montrer premiérement que

gi(aj) = 1] (o5 = 9), (3.16)

BEZ;

ol I'ensemble ¥; est défini dans (x) pour j =1,2,...,v. Puisque g;(o;) est
le polynéme unitaire générateur de I'idéal principal I(F") N K|[o,], il suit que
gj(B) = 0 pour tout € ¥;.En suite, soit L;(o;) = Hﬁezj(ffj — f3). Alors
on peut exprimer g;(o;) sous la forme g;(o;) = a;j(0;)L;j(0;) pour quelque
polynéme a;(c;).

En plus, puisque agm —oj € I(F')NK]|oj], donc g, (Uj)|0‘?m —oj. Or, d’apres
la, propriété du corps finis Fym, toute racine de J;Zm — 0, est de multiplicité
1 (car o; € Fygm), donc PGCD(a;(cj),L;(0;)) = 1. En outre, tout élément
de V(F’) admet toutes ses composantes dans K C K. Par définition de X,
les j — éme composantes de tout élément de V(F”) appartiennent a ¥;. En
plus, tout zéro de I(F’) dans K satisfait L;(c;) = 0. D’aprés le théoréme

44



d’Hilbert Nullstelensatz, il existe un entier h > 0 tel que L;-‘(aj) e I(F").
Donc il existe un polynéme c;(o;) tel que

LY (o)) = ¢;(05)g5(05) = c;(04)a;(o5)L;(0;)

Puisque PGCD(a;(cj),L;(oj)) = 1 et gj(o;) est un polynéme unitaire,
nécessairement a;j(o;) = 1. Donc g;(0;) = Lj(0;).

Finalement, les théorémes 1.5, et 1.7 montrent que les zéros dans V (F”)
sont uniques. Donc X; = {07}, Lj(0;) = 0j—07, et gj(0;) = Lj(0;) = 0j—0;
pour j=1,2,...,0v ]
Exemple 3.5. Reprenons ’exemple 3.2.

Soit a une racine du polynoéme 22 + x + 2 irréductible sur F3, donc « est un
élément primitif de Fg. Les puissances de « sont déja définies dans I’exemple
3.2.

Considérons le code cyclique de longueur 8 sur F3, de polynéme générateur
g(z) = 25 + 22* + 23 + 22 + 2, et d’ensemble de définition Q = {1,2,3,4,6},
donc Is — Q = {5,7} et R' = {5}

On voit que d = 5 et alors on peur corriger 2 erreurs au maximum. On
suppose que le mot regu est r(z) = 2z + 22 + 25 + 25 + 227 avec 2 erreurs
(v=2).

On a déja calculé tous les syndromes s; pour i € Q (Voir exemple 3.2).

Les éléments de ’ensemble des polyndémes syndromes F’ sont :

f4 = s3+ o152 + 0251 = a* + o’y + atoy,

4 = 84+ 0183 + 0252 = ator + a302,

5 = S5+ 0154 + 0283 = S5 + oz402,

6 = S6 + 0185 + 0284 = o + 0185,

fh=s7+ 0186 + 0285 = s3 + oy + 0985,

(en effet, s; = s35 = r(a3?) = r(a®)3 = s3)

hy = o) — o1,

by = 0§ — o9,

L=s) — s5.

Pour calculer la base de Groebner réduite de F’, on utilise I'ordre lex et
on pose 01 < 02 < §5. Quand on fait le calcul avec MAPLE, on voit les
polynomes o1 — a* et o3 — o dans la base de Groebner réduite de F'.
Donc, d’apres le théoréme 3.2, le polynéme localisateur d’erreur est L(z) =
2Zratzta=224+22+a

Voir 'exemple 3.2 pour la suite du processus de décodage.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a montré que les bases de Groebner forment un

outil essentiel pour le décodage des codes cycliques. On a présenté dans ce
mémoire des méthodes de décodage algébrique des codes cycliques a I’aide
de calcul de base de Groebner.
D’abord, on peut dire que le premier travail a faire est de calculer les syn-
dromes connus (qui sont les s; tel que i € Q ) et plus précisément de formuler
I’ensemble de polynémes syndromes. Remarquons qu’il y a deux ensembles
des polynémes syndromes différents (F' et F’), mais Uobjectif est de trouver
le polynome localisateur d’erreur L(z).

D’apres les théoréme 3.1 et théoréme 3.2, on peut déterminer L(z)
en cherchant le générateur unitaire de I'idéal I(F) N K[Z;] ou de l'idéal
I(F") N K[o;]. On a montré que le générateur unitaire d’un idéal polyndmial
dans K[Z;] ou K|o;] peut étre déterminé a partir des algorithmes pour le
calcul des bases de Groebner.

Enfin, on peut conclure que I'algorithme de décodage des codes cycliques est

basé sur les théoréme 3.1 et théoréme 3.2, et 'utilisation de la base de
Groebner.
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Annexe A : Rappels sur les
polynomes, Idéaux, et
Variétés affines

A.1.Polynéme et espace affine

Je pense que le lecteur soit certainement familier avec les polynémes a
une ou a deux variables, mais nous aurons besoin d’étre familier avec les
polyndémes a n variables x1,...,x, a coefficient dans un corps arbitraire K.
On commence par la définition de mondme.

Définition A 1. (cf [7]) Un mondme a plusieurs variables z1,...,x, est un

produit de la forme
Qn

a1 Qa2
T Ty Ty,

ou les exposants oy, ..., a, sont des entiers non négatifs. De plus, la somme
ay + -+ -+ ay est appelée degré total.

On peut simplifier la notation d’'un mon6éme comme suit : soit o =
(a1,...,a,) un n — uplet de N, on pose

a a1 02
x* =atay? .z
et |a] = a1 + -+ + a, le degré total du mondme.

Définition A 2. (cf. [7]) Un polynéme f & n variables xi,...,z, et a
coefficient dans K est une combinaison linéaire finie des mondémes. On notera
un polynéme f sous la forme

f= Zaaxa, aq € K,
(0%

ou la somme se fait sous un nombre fini des n — uplets o = (aq,...,ap) .
L’ensemble de tout polyndémes a n variables x1,...,x, et a coeflicient dans
K est noté K[xy,...,x,)].

On utilise la terminologie suivante quand on parle de polynome :
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Définition A 3. soit f =", apz® un polynéme dans K[zy,...,z,].

i)a, est appelé coefficient du monéme z.

ii)Si aq # 0, alors anz® est un terme de f.

iii)Le degré total de f, noté deg(f), est le maximum |a] tel que le coefficient

aq # 0.

Définition A 4. Etant donné un corps K et un entier positif n, on définit
I'espace affine a n — dimension sur K par ’ensemble

K" ={(a1,...,an) 1 a1,...,a, € K}

A.2.Variétés affines

Définition A 5. Soient K un corps et fi,...,fs des polynémes dans
K[xy,...,zy]. On pose

V(fis---s fs) ={(a1,...,an) € K" : fi(a1,...,an) = 0pour tout 1 <i < s},
V(f1,--.,fs) est appelée variété affine définie par f1,..., fs.

Autrement dit, une variété affine V(f1,..., fs) C K™ est 'ensemble de
toutes les solutions du systeme d’équations

fl(l'l, ,l’n) =0

fs(xq, ,:cn) =0

Exemple 3.6. On prend K = R et n = 2. La variété V(22 + y? — 1) est le
cercle de rayon 1 centré a 1’origine.

A.3.1déal

Définition A 6. Un sous ensemble I C K[xj,...,z,] est un idéal s’il
satisfait les conditions :

(1) 0 eI,

(i) Si f,ge I, alors f+g €,

(i) Si fe I et h € K[xy,...,z,], alors hf € I.

Définition A 7. Soient fi,..., fs des polynémes dans Klzq,...,z,], on
pose

<f17---,f5>:{Zhifi2h1,...,h5EK[SL‘l,...,ﬂjn]}.

i=1

Lemme A 1. Si fi,...,fs € K[z1,...,xy,], alors (f1,...,fs) est un idéal
de K[z1,...,xy] qu’on appelle idéal engendré par fi,..., fs.
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Démonstration. 1l vérifie la condition (i), eneffet 0 = >, 0f; € (f1,..., fs)-
Ensuite, supposons que f =Y ;pifi et g=> i1 ¢fi, et soit h €
Klzy,...,zy,], alors les équations

f+9=>_(i+a)f

i=1

hf =7 (hpi)f;
i=1

complétent la démonstration pour que (fi,..., fs) soit un idéal. O

Proposition A 1. Si f1,..., fs et g1,...,g: sont des bases d’un méme idéal
de K[z, ...,xzy] (c’est-a-dire (f1,..., fs) = (g91,---,9t) ), alors

V(fi,ooos fs) =V(g1,--,0t)

Démonstration. voir [7] O

Définition A 8. Soit V' C K™ une variété affine, on définit I’ensemble
I(V)={f€Klzi,...,zy] : f(ar,...,an) =0 pour tout (ai,...,a,) € V}.

Lemme A 2. SiV C K" est une variété affine, alors I(V) C K[z1, ..., zy)
est un idéal qu’on appelle idéal de V.

Démonstration. 1l est clair que 0 € I(V), en effet le polynéme nul s’annule en
tout point de K™, et en particulier sur V. Ensuite, supposons que f,g € I(V)
et h € Klz1,...,zp]. Soit (a1,...,an) € V (un point arbitraire). Alors
flay,...;an) + glar,...,a,) =040 = 0 et h(ay,...,an)f(a1,...,a,) =
h(ay,...,a,)*0=0. O

Remarque A 1. Quand on parle de polynoéme, idéal, et variété, on obtient
le diagramme suivant :

Polyndémes Variété Idéal

fla--'afs—)v(flw"afs) —>I(V(fla’fs))

Lemme A 3. Si f1,...,fs € K[z1,...,2y], alors

<f17-~7fs> C I(V(fla'--afs))'

Démonstration. Soit f € (fi,..., fs), cest-a-dire f = >"7_; h;f; pour

quelques polyndmes hy, ..., hs € K[z1,...,xy,]. Puisque f1,..., fs s’annulent
sur V(f1,..., fs), alors >5_; hifi =0 sur V(f1,..., fs). Donc f s’annule sur
V(fi,---,fs), qui montre que f € I(V(f1,...,[fs))- O
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Proposition A 2. Soient V et W des variétés affines dans K™. alors :
(1) VW ssi I(V) D I(W),
(i) V=W ssil (V) = I(W).

Démonstration. (1) Supposons que V' C W, alors tout polynéme qui s’annule
sur W s’annule aussi sur V, donc I(W) C I(V). En suite, on suppose que
I(W) C I(V). On sait que W est la variété définie par quelques polynémes
91yt € Klx1,...,zp]. alors g1,...,g: € IW) C I(V), et les g;(1 < i <)
s’annulent sur V. Puisque W est constitué par tous les zéros commun des g;,
donc VC W.

(7i) est une conséquence directe de (i). O

A.4.Hilbert Nullstellensatz

Nous avons déja vu le diagramme :

Variété af fine Idéal
Vo —  I(V).
Réciproquement, étant donné un idéal I C K[x1,...,z,], on peut définir
I'ensemble

V(I)={z € K" : f(x) =0 pour tout f € I}.

Le théoreme de la base de Hilbert assure que V' (I) soit une variété affine, en
effet ce théoreme dit qu’il existe un ensemble fini des polynémes fi,..., fs € I
tel que I = (f1,..., fs), et on a prouvé dans la proposition 2.13 que V(1)
est I’ensemble des zéros commun de ces polynémes. Donc, on a aussi le
diagramme

Idéal Variété af fine

1 — V(I).
Ces deux diagrammes nous donnent une correspondance entre idéaux et
variétés.

Théoréme A 1. (the weak Nullstellensatz) Soit K un corps algébrique-
ment clos et soit I C Klx1,...,2z,| un idéal satisfaisant V(I) = (). Alors
I =Klzy,...,2,)].

Démonstration. Voir [7] page 168-169 O
Théoréme A 2. (Théoréme d’Hilbert Nullstellensatz)
Soit K un corps algébriquement clos. Si fi,...,fs € K[z1,...,x,] tel que
felV(fi,...,fs)), alors il existe un entier m > 1 tel que

fm € <f17"'afs>

(et réciproqguement)
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Démonstration. (cf [7]) Etant donné un polynoéme f qui s’annule pour tout
zéro commun des polynoémes fi,..., fs, il suffit de montrer qu’il existe un
entier m > 1 et des polynémes Aq,..., As tel que

=" Aifi.
i=1

Considérons 'idéal I = (fry-- s fs,1=yf) C Klz1,...,xn,y], 00 f, f1,..., fs
sont comme au dessus. On va montrer que V() = 0.

Soit (at,...,an,ant1) € K" alors deux cas sont possibles :

1°" cas : (ay,...,a,) est un zéro commun de fi,..., fs.

2°Me cas : (aq,...,a,) n'est pas un zéro commun de fi,..., fs.

Pour le premier cas, on a f(aj,...,a,) = 0 puisque f s’annule en tout
zéro commun de fi,..., fs. Donc le polynéme 1 — yf prend la valeur 1 —
an—1f(ay,...,ap) =1 # 0 au point (aiy...,Gn, ans1). En particulier,

(@1, .. ,an,any1) ¢ V(I).

Dans le deuxiéme cas, pour un i quelconque (1 < i < s), on peut avoir
filai,...,ay) # 0. Supposons que f; est une fonction & n + 1 variables qui
ne dépend pas de la derniére variable, on a alors f;(ai,...,an,an+1) # 0. En
particulier, on peut conclure que (aq,...,an, ap+1) ¢ V(f ). Ensuite, puisque
(a1,...,an, ans1) € K™t est arbitraire, alors V (I) = 0.

Maintenant, en utilisant le théoréme précédent (the weak Nullstellensatz),
onalel. Cest-a-dire

1=3 pi(z1,. ., 9) fi+q@r,. .z, y)(1—yf) (A1)
=1

pour certains polynoémes p;,q € K[z1,...,Zn,y].
Ensuite, posons y = 1/f(z1,...,y), alors la relation (A.1) devient
5 1
1 :Zpi(.%'l,...,ltn,?)fi (A2)
i=1

Multiplions les deux membres de cette équation par une fonction puissance
f™ ou m est choisi suffisamment grand pour effacer tous les dénominateurs.
Cela donne

=" Aifi,
i=1

pour quelques polynémes A; € K|x1,...,zy]. O
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Annexe B : Quelques
exemples des codes cycliques

B.1.Code BCH (Bose-Chaudhuri-Hocqgenghem)

Ces codes ont été définis en 1959/60. IIs sont a 'origine de la définition
générale des codes cycliques. Les codes BCH sont les codes cycliques de plus
grande dimension pour une capacité de correction donnée; cette capacité
est assurée par une borne sur leur distance minimale, qu’on appelle la borne
BCH. Celle-ci assure que la distance minimale d’un code BCH est minorée
par une valeur appelée distance construite (ou distance désignée) du code.
Soient p un nombre premier, et ¢ = p® (e € N*), soit n € N* tel que (n,q) = 1.
Soient m = O4[n] (voir définition 1.2), et I € N* tel que n.l = ¢"™ — 1.

Soit v un générateur de Fm, on a donc 74" =1 = 1. Soit w = 4!, on a wW" = 1.
w est une racine primitive n — i¢me de I'unité dans Fym.

Définition B 1. (cf. [I5]) Soient s e Net § € N* tel que s +0 —2 <n — 1.
Un code BCH de longueur n et de distance désignée ¢ sur F, est un code
cyclique de longueur n sur F, dont le polynéme générateur g(x) est le p.p.c.m
des polynémes minimaux de w®,wst!, ... wst0-2,

Sin=q¢™—1, le code BCH est dit primitif.

Remarque B 1. on a :

Cpog ={c(x)=cy+cx+---+ cn_lwnfl/ci € Fq,c(wi) =0,
Vie{s,s+1,...,s+0—2}}
={c=(co,c1,...,n-1) € (F,)"/H.c" =0}

ou H est une matrice de controle du code.

Propriété B 1. (cf. [15]) Soit C un code BCH de distance désignée ¢ et de
distance minimale d. Alors, on a § < d.

Exemple B 1. Prenons p = ¢ = 2, n =22 -1 =7 (m = 3), on a
XT—1=(X-1D)(X3+ X +1)(X3+ X%+ 1).
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Considérons f(X) = X3+ X +1 et soit w une racine de f(X) dans Fg. Alors

6
Fy = (w) etX —1= H(X—wj).
=0

Prenons s = 1, § = 3, le code BCH de longueur 7 sur Fy et de distance
désignée § = 3 a pour polyndéme générateur g(X) qui est le ppcm des

polynémes minimaux de w!,w?.

Comme f(X) = X34+ X +1= (X —w)(X —w?)(X —w?), alors g(z) = f(X).

Remarque B 2. Un code BCH de distance désignée de la forme § =
2t +1 (t € N) est t—correcteur car § = 2t +1 < d.

B.2.Code Reed-Solomon (RS)

Définition B 2. (voir [I5]) Soient ¢ = p¢ (p € P, e € N*); n = ¢ — 1. Les
codes BCH correspondant a ce cas spécial s’appellent codes Reed-Solomon.
Soit § la distance désignée et prenons s = n— (d —1). Les racines consécutives

n—0+1 , n—§+2 n—1
s g

sont alors w w ) ou w est un élément générateur de Fp.

Le code RS est :

Crs = {c(X)=co+aX +- 41 X" e, €Fy, c(w!) =0
Vie{n—6+1n—6+2,...,n—1}}

Remarque B 3. Le polynéme générateur du code RS prend la forme

n—1

gX)= [ x-u9
i=n—0+1
Propriété B 2. Soit C un code linéaire du type (n, k,d)q, alors k+d < n+1.
Cette rélation est appelée borne de Singleton.

Définition B 3. Un code linéaire du type (n, k, d), tel que k+d=n+1 est
appelé code MDS (Maximum Distance Séparable).

Proposition B 1. (c¢f. [15]) Un code RS est un code MDS.

Démonstration. D’apres la borne BCH, on a § < d.

Par ailleurs, on a k = dim(C) =n —deg(g) =n—3d+ 1. Doud=n—k+1.
D’apres la borne de Singleton, ona k+d <n+1,doncd <n—k+ 1.
Ainsiionan—k+1<d<n-—-k+1.
Alorsd=n—k+1ouencored+k=n+1 O
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