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Résumé
Le comportement plastique des alliages métalliques est très souvent influencé par

les interactions entre les précipités d’une seconde phase et les dislocations, dont la dy-
namique peut être étudiée par des méthodes de type champ de phase. En effet, ces
méthodes présentent comme principal avantage leur caractère variationnel qui rend na-
turel le couplage avec la dynamique d’autres défauts (solutés, lacunes, précipités de
seconde phase...). Ces travaux de thèse s’inscrivent dans ce contexte en proposant de
nouveaux modèles champ de phase permettant d’étudier le comportement des disloca-
tions, leurs interactions avec des précipités de seconde phase ainsi que les mécanismes
de montée par absorption/émission de lacunes. Nous proposons tout d’abord un mo-
dèle d’élasticité non-linéaire, tenant compte du glissement des dislocations ainsi que
de leur nucléation et du glissement dévié. L’utilisation de ce modèle permet de confir-
mer les mécanismes de perte de cohérence des précipités par la nucléation de boucles
prismatiques envisagés dans des études antérieures. Nous proposons ensuite un cou-
plage de cette approche avec un modèle tenant compte de l’évolution microstructurale
de précipités Al3Sc dans une matrice d’aluminium. Nous montrons notamment que les
dislocations peuvent modifier significativement la morphologie de l’interface des préci-
pités, ce qui peut affecter la réponse mécanique du matériau. Enfin, nous développons
un modèle champ de phase pour la montée des dislocations tenant compte de la diffu-
sion des lacunes. Nous nous attachons en particulier à étudier le caractère limitant du
mécanisme d’absorption/émission de lacunes au niveau du cœur des dislocations.

Mots clés : dislocation, élasticité, plasticité, champ de phase, perte de cohérence,
montée

Abstract
The plastic behavior of metallic alloys is often influenced by the interactions between

second phase precipitates and dislocations. The dynamics of these linear defects can be
investigated by phase-field methods whose main advantage is their variational nature,
which enables a natural coupling with the dynamics of other defects (solute atoms, va-
cancies, second phase precipitates...). The purpose of this thesis is to develop phase field
models able to study dislocations behavior, their interactions with second phase precipi-
tates and climb mechanisms by vacancy absorption/emission. We first propose an elas-
tically non-linear phase-field model that naturally accounts for dislocations glide, nu-
cleation and cross-slip. Using this model, we confirm that coherency loss of precipitates
can occur by prismatic punching mechanisms, as proposed in previous studies. Then,
we propose a coupling between this approach and a phase field model for microstructu-
ral evolutions and apply it to the analysis of Al3Sc precipitates in an aluminum matrix.
We show that dislocations can modify significantly the precipitate interface morphology,
which in turn can influence the mechanical response of the alloy. Finally, we propose a
phase-field model for dislocation climb by vacancy diffusion and absorption/emission.
We specially investigate the limiting character of the absorption/emission mechanisms
at the dislocation core.

Keywords : dislocation, elasticity, plasticity, phase-field, coherency loss, climb
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Introduction

Contexte
Ces travaux de thèse ont été menés au sein du Laboratoire d’Étude des Microstruc-

tures (LEM), unité mixte Onera/CNRS. Ils s’inscrivent dans l’une de ses thématiques de
recherche : l’étude des microstructures des alliages métalliques et leur influence sur les
propriétés mécaniques.

Un moyen d’améliorer les propriétés mécaniques d’un alliage métallique est de faire
précipiter une seconde phase sous la forme de précipités dispersés. En effet, ces pré-
cipités servent d’obstacles au mouvement des dislocations, vecteur de la déformation
plastique. L’amélioration des propriétés mécaniques de ces matériaux passe donc par
une compréhension fine des interactions entre dislocations et précipités. Ces interac-
tions étant complexes et multiples, nous avons choisi d’en illustrer quelques unes dans
deux types d’alliages couramment utilisés dans l’industrie aéronautique.

Les alliages d’aluminium sont utilisés comme matériaux de structure des avions
du fait de leur faible masse volumique. Afin d’améliorer les propriétés mécaniques de
l’aluminium, on y ajoute des éléments d’addition tels que le cuivre, le magnésium et le
scandium. La présence d’éléments d’addition conduit à l’apparition de précipités dis-
persés dans la matrice dont la taille peut être contrôlée par des traitements thermiques.
Ces précipités agissent comme des obstacles au glissement des dislocations, et sont res-
ponsables d’une amélioration des propriétés mécaniques de l’alliage, en particulier sa
limite d’élasticité. Ces précipités possèdent une composition et une structure cristalline
différentes de la matrice, conduisant à l’existence d’un désaccord paramétrique entre
les deux phases. L’énergie élastique générée par ce désaccord paramétrique peut être
relaxée par l’apparition de dislocations à l’interface précipité/matrice. L’apparition de
telles dislocations est qualifiée de "perte de cohérence", du fait de l’introduction d’une
discontinuité entre les réseaux cristallins. Dans le cas des alliages Al-Sc, la perte de co-
hérence des précipités Al3Sc conduit à une chute des propriétés mécaniques de l’alliage
et modifie la cinétique de mûrissement des précipités.

Les superalliages nickel-aluminium constituent un autre exemple de matériaux mi-
crostructurés. Ces alliages sont constitués d’une matrice notée γ et d’une forte fraction
volumique de précipités Ni3Al notés γ′. Ces alliages présentent d’excellentes propriétés
mécaniques à haute température (fluage), c’est pourquoi ils sont utilisés dans les tur-
bines de turbo-réacteur. À haute température, les interactions entre microstructures en
évolution et plasticité de la matrice sont en partie responsables de la transition morpho-
logique des précipités qui coalescent suivant une direction privilégiée. Dans ces alliages,
la présence de dislocations d’interface modifie également la morphologie des interfaces
et conduit à l’apparition de dentelures.

Aux températures élevées où la microstructure évolue, la diffusion des lacunes est
également activée. L’absorption et l’émission de lacunes par les dislocations conduit
à un changement de leur plan de glissement. Ce mouvement hors-plan est désigné
sous le terme de montée. Lorsque la montée des dislocations est activée, les interactions
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2 Introduction

entre dislocations et précipités sont différentes de celles qui prédominent à plus basse
température.

Etudes précédentes
Pour prédire ces interactions complexes, il faut disposer d’outils de simulation ca-

pables de décrire à la fois le mouvement des dislocations par glissement et par montée
ainsi que l’évolution des précipités.

On pourrait penser de prime abord que les techniques à l’échelle atomique de type
ab initio ou dynamique moléculaire sont les plus adaptées car elles prennent en compte
l’ensemble des détails des configurations atomiques. Ainsi, les dislocations apparaissent
naturellement comme des arrangements atomiques particuliers. Par exemple Tsuru et.
al. (Tsuru 07) ont utilisé la dynamique moléculaire pour caractériser la nucléation de dis-
locations autour d’une inclusion d’alumine dans une matrice d’aluminium. Cependant,
si ces simulations permettent de dévoiler et de comprendre les mécanismes complexes
intervenant à l’échelle atomique, la simulation de systèmes représentatifs d’une micro-
structure nécessite souvent un temps de calcul prohibitif. De plus, ces simulations ne
permettent pas d’atteindre les échelles de temps caractéristiques de la diffusion donc de
l’évolution microstructurale.

La Dynamique des Dislocations permet quant à elle d’explorer des échelles d’espace
plus importantes. Cette méthode consiste à discrétiser les lignes de dislocation et à faire
évoluer chaque brin en fonction de la contrainte locale. Cette technique, développée au
sein du laboratoire, est un outil de choix pour étudier le comportement collectif des
dislocations en interactions avec une microstructure figée. C’est le cas des travaux de
thèse d’Aurélien Vattré (Vattré 09b) qui ont porté sur le comportement des dislocations
dans les superalliages à base nickel. Néanmoins, les interactions entre dislocations re-
posent sur des règles locales qui ne dérivent pas d’un cadre thermodynamique. De fait,
il est difficile de développer cette technique afin de prendre en compte l’évolution des
précipités.

Les approches champ de phase sont des méthodes puissantes permettant d’étu-
dier des problèmes variés tels que les transformations liquide-solide, la rupture, et
les transformations de phase à l’état solide. Ces méthodes, basées sur des équations
continues dérivées dans un cadre thermodynamique cohérent, ont été largement déve-
loppées au laboratoire dans le cadre de plusieurs travaux de thèses : Guillaume Bous-
sinot (Boussinot 07) a développé un modèle champ de phase pour les alliages Ni-Al
afin d’étudier la cinétique de croissance des précipités γ′ et leur transition morpho-
logique. Anaïs Gaubert (Gaubert 09) et Maeva Cottura (Cottura 13) ont poursuivi ces
travaux de recherche en couplant le modèle champ de phase à différents modèles de
plasticité continue afin de caractériser les interactions entre plasticité et microstruc-
ture et d’étudier le comportement mécanique de ces alliages en fluage. Umut Sal-
man (Salman 09) a développé un formalisme champ de phase dérivant d’un Lagran-
gien pour étudier les transformations de phase martensitiques. L’application du for-
malisme champ de phase au glissement des dislocations a été initié lors du séjour
post-doctoral de David Rodney au laboratoire (Rodney 01, Rodney 03). Cette technique
a ensuite connu un certain essor (Wang 01, Shen 03) et a été appliquée à de nom-
breux problèmes mettant en jeu des interactions entre dislocations et microstructure
(Wang 03, Zhou 07, Vorontsov 10, Wang 10, Zhou 11). Néanmoins, ces approches pré-
sentent des difficultés à prédire la nucléation et le glissement dévié des dislocations. Par
ailleurs, il leur est également impossible de prendre en compte la montée des disloca-
tions, un mécanisme important à haute température.
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Objectif et démarche
Cette étude consiste à poser les bases de modèles variationnels capables de prendre

en compte les mécanismes de glissement dévié et de montée des dislocations. Cette
étude sert l’objectif plus ambitieux de construire un modèle thermodynamique cohérent
capable de modéliser les interactions complexes entre dislocations et microstructures en
évolution en tenant compte de manière réaliste du glissement dévié ainsi que de la
montée des dislocations.

Ce travail se décompose en quatre chapitres qui constituent quatre étapes de ces
travaux de thèse.

Dans le chapitre 1, nous proposons un modèle d’élasticité périodique permettant de
simuler le comportement des dislocations. Après avoir décrit les précédents modèles de
champ de phase des dislocations, nous présentons ce modèle ainsi que les avantages
qu’il présente comparé aux approches précédentes. Ce chapitre présente également des
éléments de validation qui montrent que le modèle proposé reproduit bien les caracté-
ristiques principales des dislocations.

Dans le chapitre 2, nous appliquons ce modèle à l’étude de la perte de cohérence
de précipités. Ces mécanismes, qui interviennent dans de nombreuses situations où les
écarts paramétriques entre précipités et matrice sont importants ont été peu étudiés
jusqu’ici. De plus, ces processus font intervenir la nucléation de dislocations ainsi que
le glissement dévié, deux mécanismes qui sont naturellement pris en compte dans le
modèle proposé dans le chapitre 1.

Dans le chapitre 3, nous proposons un couplage entre ce modèle et une méthode de
champ de phase tenant compte de l’évolution microstructurale. Nous pouvons ainsi
modéliser les interactions entre dislocations et évolutions microstructurales dans un
contexte thermodynamique cohérent. Le système modèle étudié dans ce chapitre est
l’alliage Al-Sc.

Dans le chapitre 4, nous proposons un modèle champ de phase pour l’étude de
la montée des dislocations par absorption/émission de lacunes. Une attention particu-
lière est apportée à l’influence de la cinétique du processus d’absorption/émission et
des interactions élastiques entre lacunes et dislocations, dont les effets sont en général
négligés.





1Modèle d’élasticité

non-linéaire pour la

dynamique des dislocations

Dans ce chapitre, nous proposons un modèle d’élasticité non-linéaire permettant
d’étudier la dynamique des dislocations. Il se distingue des approches champ de phase
habituelles par sa capacité à prendre en compte naturellement la nucléation et le glis-
sement dévié des dislocations vis ainsi que par le fait qu’il ne repose sur aucun champ
supplémentaire.

Dans un premier temps, nous présentons dans la partie 1.1 les modèles de type
Frenkel-Kontorova et Peierls-Nabarro ainsi que les techniques champ de phase pour
les dislocations, des modèles qui sont proches de l’approche que nous proposons ici.
Ensuite, la partie 1.2 expose le modèle d’élasticité non-linéaire. Enfin la partie 1.3 pré-
sente différents éléments de validation qui assurent que le modèle reproduit bien les
propriétés essentielles des dislocations. En particulier, nous verrons que la structure de
cœur des dislocations est proche de la solution de Peierls-Nabarro et que les champs de
contraintes à longue distance sont correctement reproduits. Enfin, nous verrons que le
modèle reproduit bien la dynamique visqueuse des dislocations.

1.1 Modélisation continue des dislocations
Par opposition à la dislocation de Voltera qui est définie comme un défaut dans

un matériau continu et parfaitement élastique (Hirth 68), les approches présentées dans
cette section s’attachent à prendre en compte l’influence de la périodicité du réseau
sur les propriétés des dislocations, en particulier sur la structure de cœur de celles-
ci. Ces différents modèles ont pour point commun de reposer sur un équilibre entre
une contribution élastique linéaire et un potentiel périodique représentatif du réseau
cristallin.

1.1.1 Le modèle de Frenkel-Kontorova (MFK)

Frenkel et Kontorova (Frenkel 39) proposent un modèle unidimensionnel contenant
l’essentiel de la physique de la dislocation, c’est-à-dire l’élasticité du milieu et la pé-
riodicité du réseau cristallin. Ce modèle est présenté dans de nombreux ouvrages de
référence, en particulier (Hirth 68) duquel nous reprenons les principales étapes. Le mo-
dèle de Frenkel-Kontorova (MFK) s’attache à étudier le comportement d’une chaine de
masses reliées entre elles par des ressorts évoluant dans un paysage énergétique pério-
dique (voir Fig. 1.1). Dans ce modèle simple, une dislocation coin peut être vue comme
un défaut le long de la ligne élastique où deux masses successives sont positionnées dans

5
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Figure 1.1 – Une dislocation coin dans le MFK.

le même puits du potentiel périodique. Les masses représentent les atomes du plan su-
périeur au plan de glissement et le potentiel périodique l’interaction non-linéaire entre
les plans cristallins.

L’énergie du modèle s’écrit comme la somme d’une contribution périodique et d’une
contribution élastique, fonctions des déplacements ui vis-à-vis d’un réseau de référence
correspondant aux minima du potentiel périodique :

E =
N

∑
i=1

A
(

1− cos
(

2πui

b

))
+

B
2b2 (ui+1 − ui)

2 (1.1)

où b désigne le vecteur de Burgers. L’équilibre de la chaîne s’écrit en annulant les dé-
rivées de l’énergie en fonction des degrés de liberté du système. On obtient donc le
système d’équations :

2πA
b

sin
(

2πui

b

)
− B

b2 (−2ui + ui−1 + ui+1) = 0 (1.2)

Afin de déterminer analytiquement la structure de cœur d’une dislocation décrite par
le MFK, on passe à la limite continue en supposant que les déplacements varient faible-
ment d’une masse à l’autre (||ui − ui−1|| � b). En notant u(x) une fonction qui décrit
les déplacements du système continu, et en effectuant un développement de Taylor à
l’ordre 2 de ui+1 et de ui−1 autour de ui, le système d’équations se réduit à la version
stationnaire de l’équation de sine-Gordon 1 :

2πA
b

sin
(

2πu
b

)
− B

d2u
dx2 = 0 (1.3)

Les préfacteurs A et B peuvent être déterminés en fonctions des géométries du pro-
blème et des constantes élastiques du matériau. On suppose que l’on est en déforma-
tions planes (ε22 = 0) et que le problème est invariant suivant x3 donc σ33 = 0. Pour un
matériau isotrope de module d’Young E, de coefficient de poisson ν et de module de
cisaillement µ, on a

du
dx

= ε11 =
σ11 − νσ22

E
= σ11

(1− ν2)

E
= σ11

(1− ν)

2µ
(1.4)

Le préfacteur B s’exprime donc en fonction des constantes élastiques du matériau :
B = 2µ/(1 − ν). Le préfacteur du potentiel périodique est choisi pour retrouver la
contribution de cisaillement de l’élasticité linéaire. En notant h la distance inter-plans
(suivant x2), on a A = µb2/4π2h2. On obtient finalement l’équation

ξ2 d2u(x)
dx2 =

b
2π

sin
(

2πu(x)
b

)
avec ξ =

h√
1− ν

(1.5)

1. On peut faire remarquer que le développement de Taylor aux ordre supérieurs fait apparaître des
termes pouvant être interprétés comme une réminiscence de la nature discrète du modèle initial.
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Les conditions aux limites correspondant à une dislocation coin en x = 0 sont u(−∞) =

0, u(+∞) = −b, du
dx

∣∣∣
−∞

= du
dx

∣∣∣
+∞

= 0 . La fonction u(x) solution de l’équation 1.5 avec

ces conditions aux limites et correspondant à une dislocation en 0 s’écrit :

u(x) =
2b
π

arctan
(

e−x/ξ
)
− b (1.6)

Cette fonction est caractéristique d’un profil localisé en x = 0 avec une échelle de lon-
gueur ξ. Une application numérique pour ν = 1/3 et b = h donne ξ ' 1.22b. La figure
1.3 montre la solution u(x) pour ces mêmes paramètres et la compare avec la solution
du modèle de Peierls-Nabarro dérivée dans le paragraphe suivant.

Afin de mieux appréhender les limitations du MFK, on peut calculer les contraintes
de cisaillement dans le plan de glissement :

σ12(x) =
µb

2πh
sin
(

2πu(x)
b

)
=

µb
hπ

tanh(x/ξ)

cosh(x/ξ)
(1.7)

À longue distance, les contraintes décroissent en e−x/ξ , ce qui est en contradiction avec
le comportement en 1/x caractéristique des champs de contraintes autour d’une dislo-
cation parfaite (Hirth 68). Ceci est dû au fait que le MKF est uni-dimensionnel et est
davantage représentatif d’une chaîne atomique en surface. En d’autres termes, le MFK
ne prend pas en compte la réponse élastique d’un matériau tridimensionnel infini. De
plus, les déplacements suivant l’axe x2 sont négligés.

Des extensions du MFK ont été proposées par la suite. On peut noter les travaux de
Landau et al. (Landau 93, Landau 94) qui proposent une extension à deux dimensions
du MFK original tout en conservant une seule composante du champ de déplacements.
Elle est utilisée pour étudier l’équilibre et la dynamique de dipôles de dislocations.
Carpio et Bonilla reprennent (Carpio 03a) et étendent ce modèle à trois dimensions en
prenant en compte trois composantes du déplacement (Carpio 05). Les auteurs pro-
posent également une méthode pour généraliser le MFK à une symétrie quelconque en
utilisant un repère non orthonormé conforme au réseau cristallin. Les cas particuliers
d’une symétrie cubique faces centrées et cubique centrée sont étudiés. Cependant, cette
approche ne permet pas de prendre en compte les 12 systèmes de glissement de ces
structures cristallines.

1.1.2 Le modèle de Peierls-Nabarro (MPN)

L’approche de Peierls (Peierls 40) reprise et corrigée par Nabarro (Nabarro 47) repose
sur les mêmes ingrédients que le MFK mais pallie certaines limitations de ce dernier en
proposant une solution analytique simple qui prend en compte la réponse élastique du
matériau autour de la dislocation.

Le cœur des dislocations dans le MPN

Le MPN est amplement détaillé dans de nombreux ouvrages de référence (Hirth 68,
Hull 84, Lu 05). Nous suivrons l’approche proposée par Joós et al. (Joós 97) qui se dis-
tingue des raisonnements habituels en définissant les déplacements à partir d’une ré-
férence plus claire. Bien évidemment, les différentes approches conduisent aux mêmes
résultats.

On considère deux demi-volumes qui se comportent de manière élastique et qui
interagissent via un potentiel non-linéaire périodique (figure 1.2). Le comportement
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élastique des demi-volumes est supposé isotrope avec µ la constante élastique de ci-
saillement et ν le coefficient de Poisson. On note b la norme du vecteur de Burgers et
h la distance entre deux plans atomiques dans la direction x2. Les déplacements sont
définis à partir de la configuration de référence d’un cristal parfait constitué de mailles
cubiques de côté h. Une dislocation est introduite en (x1 = 0, x2 = 0) en effectuant un
déplacement u1(x1 > 0, x2 > 0) = −b sur la moitié du demi-volume supérieur (figure
1.2). En notant x la coordonnée suivant l’axe x1, on définit f (x) = u+

1 (x) − u−1 (x) la
différence de déplacement entre le volume supérieur et le volume inférieur au plan de
glissement.

demi-volumes
élastiques

interaction
non-linéaire

x1

x2

x3

-b

h

Figure 1.2 – Schéma de principe du MPN.

L’énergie du système est la somme de l’énergie élastique des deux demi-volumes
et d’une énergie de faute d’empilement notée γ( f (x)) qui est fonction de la différence
de déplacement f (x). On peut dériver une contrainte de cisaillement dans le plan de
glissement de la dislocation due à cette faute d’empilement :

F( f (x)) =
∂γ( f (x))

∂ f (x)
(1.8)

Le gradient de f (x) correspond à une distribution de dislocations de caractère coin de
vecteur de Burgers db(x) réparties le long du plan de glissement telle que :

db(x) = −d f (x)
dx

dx (1.9)

La réponse élastique d’un milieu continu isotrope à une dislocation située en x′ de
vecteur de Burgers infinitésimal db(x′) est donnée par la solution analytique d’une dislo-
cation coin (Hirth 68). Ainsi, dans le plan de glissement, la contrainte de cisaillement en
x issue d’une dislocation placée en x′ est dσxy(x) = µ

2πae

db(x′)
x−x′ , avec ae = (1− ν). Lorsque

le système est à l’équilibre, cette contrainte s’équilibre avec la contrainte dérivée de
l’énergie de faute d’empilement. Cette égalité est appelée équation de Peierls-Nabarro :

µ

2πae

∫ +∞

−∞

d f (x′)
dx′

dx′

x− x′
= F( f (x)) (1.10)

Pour reproduire la périodicité du réseau cristallin, γ( f (x)) présente nécessairement
une périodicité de b. On suppose qu’elle prend la forme simple suivante :

γ( f (x)) =
µb2

4π2h

(
1− cos

(
2π f (x)

b

))
donc F( f (x)) =

µb
2πh

sin
(

2π f (x)
b

)
(1.11)
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Le préfacteur est choisi afin de retrouver l’élasticité linéaire pour les petites déforma-
tions : F( f ) ' µ f /h = 2µε12. Avec les conditions aux limites f (x = −∞) = 0 et
f (x = +∞) = −b, l’équation 1.10 admet pour unique solution la fonction suivante :

f (x) = − b
π

arctan
(

x
ξ

)
− b

2
avec ξ =

h
2ae

=
h

2(1− ν)
(1.12)

La solution 1.12 permet de déduire la distribution complète des contraintes autour de
la dislocation (Hirth 68). En particulier, les contraintes de cisaillement dans le plan de
glissement peuvent être déterminées en injectant la solution 1.12 dans la seconde partie
de l’équation 1.11. Après calculs, on trouve :

σxy(x, y = 0) =
µb

2π(1− ν)

x
x2 + ξ2 (1.13)

Ainsi, lorsque x � ξ, on retrouve bien le comportement en 1/x de la solution analytique
d’une dislocation de Volterra.

La solution f (x) pour b = h et ν = 1/3 est représentée sur la figure 1.3 où elle est
comparée à la solution u(x) du MFK pour les mêmes paramètres. Ces deux grandeurs
sont comparables car elles représentent la différence de déplacement entre les plans
atomiques situés au dessus et en dessous du plan de glissement. Ainsi, on note que les
solutions des modèles MPN et MFK sont qualitativement comparables et font émerger
un cœur de dislocation caractérisé par une échelle de longueur. Bien que proches, ces
échelles de longueur sont différentes tout comme l’allure générale des cœurs. De plus,
comme mis en évidence précédemment, les comportements à longue distance sont très
différents.

Figure 1.3 – solutions u(x) pour le MFK et f (x) pour le MPN avec les paramètres b = h et ν = 1/3

L’analyse de Peierls-Nabarro présentée ci-dessus est directement transposable au cas
d’une dislocation vis en remplaçant le facteur ae = (1− ν) par as = 1. Ainsi, le cœur de
la dislocation vis est plus étroit que celui de la dislocation coin.

La contrainte de Peierls

Jusqu’à présent, le MPN est exprimé dans un continuum. La discrétisation du mo-
dèle sur un réseau dont le pas est égal à la distance inter-atomique fait apparaître une
friction de réseau, et une contrainte seuil qu’il faut dépasser pour mettre en mouvement
la dislocation. Cette contrainte est appelée contrainte de Peierls.
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On déplace la dislocation d’une quantité αb par rapport à sa position initiale. On
suppose que la contribution de l’énergie élastique reste constante lors de ce déplacement
(l’essentiel de cette contribution étant portée par le comportement à longues distances
du champ de déformation, peu sensible à la position de la dislocation vis à vis de
la discrétisation du réseau) et que seule l’énergie de faute d’empilement est modifiée.
Cette énergie est évaluée comme une somme discrète tenant compte de la périodicité
du réseau cristallin. Dans les approches originales de Peierls (Peierls 40) et Nabarro
(Nabarro 47), les auteurs considèrent que le cœur de la dislocation est large et que les
rangées atomiques supérieures sont arrangées en quiconque par rapport aux rangées
atomiques inférieures au plan de glissement. La somme discrète porte sur les "atomes"
des plans cristallins supérieurs et inférieurs au plan de glissement. L’énergie doit être
divisée par 2 pour tenir compte du fait que c’est une énergie d’interaction :

E1(α) =
b
2

+∞

∑
n=−∞

[
γ( f (nb− αb)) + γ( f (nb + b/2− αb))

]
(1.14)

Le choix de la forme générale de cette somme est discutable car elle est valable unique-
ment dans le cœur et non à longue distance. On peut également noter qu’on néglige les
déplacements de la configuration relaxée et on suppose que la distance séparant deux
plans cristallins consécutifs dans la direction x1 est b. Après quelques manipulations, on
réécrit cette énergie sous la forme :

E1(α) =
µb2ξ2

4π2h

n=+∞

∑
n=−∞

1
ξ2/b2 + (n/2− α)2 (1.15)

On peut calculer cette somme en utilisant la formule de sommation de Poisson 2. Par
simplicité, on ne calcule que les termes de plus bas ordre (n = −1, 0, 1). Les termes
d’ordres supérieurs conduisent à des contributions négligeables. Après calcul, on obtient
l’énergie de la dislocation en fonction de sa position, appelée énergie de Peierls :

E1(α) '
µb2ξ

2πh
(1 + 2 cos(4πα) e−4πξ/b) (1.16)

On en déduit la contrainte de Peierls comme la contrainte maximale dérivée de cette
énergie :

σp,1 = max
α

[
1
b2

∂E1(α)

∂α

]
=

2µ

ae
e−4πξ/b (1.17)

Dans ce développement, l’énergie de Peierls de la dislocation (équation 1.16) possède
une période de 1/2. Ainsi, la dislocation retrouve un minimum d’énergie si on la déplace
d’une distance b/2, ce qui paraît erroné étant donné que la périodicité du cristal est b.

Plusieurs auteurs (Hirth 68, Christian 70, Joós 97) soulignent le manque de justifica-
tion physique de l’équation 1.16 et proposent une sommation de l’équation 1.14 non plus
sur l’ensemble des "atomes" mais sur les "liaisons" entre les atomes du plan supérieur
et ceux du plan inférieur :

E2(α) =
n=+∞

∑
n=−∞

γ( f (nb− αb)) (1.18)

2. Formule de sommation de Poisson :

+∞

∑
n=−∞

f (n + α) =
+∞

∑
k=−∞

(∫ +∞

−∞
f (t)e−2iπktdt

)
e2iπkαdt
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En suivant les étapes précédentes, on obtient une énergie de période 1 en α :

E2(α) '
µb2ξ

2πh
(1 + 2 cos(2πα) e−2πξ/b) (1.19)

La contrainte de Peierls déduite de cette deuxième approche devient :

σp,2 =
µ

ae
e−2πξ/b (1.20)

On remarque que l’exposant diffère d’un facteur 2 avec celui de l’équation 1.17. La
contrainte de Peierls est donc très sensible à la méthode de sommation employée. Dans
les deux cas, on note également la grande sensibilité à la largeur du cœur de la dis-
location. Ainsi, la contrainte de Peierls d’une dislocation vis est significativement plus
importante que celle d’une dislocation coin car ξvis < ξcoin.

D’autres travaux présentent des extensions du modèle original de Peierls-Nabarro.
On peut ainsi mentionner le modèle de Huntington (Huntington 55) qui prend en
compte le déplacement suivant x1 lors de la sommation de l’équation 1.14. Wang
(Wang 96a, Wang 96b) montre que la double sommation permet de retrouver la bonne
périodicité de l’énergie de Peierls si les déplacements atomiques sont mesurés à par-
tir d’une référence différente. La contrainte de Peierls est dérivée ici en supposant un
empilement cubique simple. Lu et al. (Lu 00) montrent l’importance de la nature de
l’empilement en dérivant la contrainte de Peierls dans le cas où l’empilement atomique
est quelconque.

Une vue d’ensemble de la littérature met en évidence un manque de consensus sur la
technique de sommation de l’énergie (simple ou double sommation) et sur la contrainte
de Peierls qui en résulte. Le débat provient de la façon arbitraire (donc nécessairement
discutable) dont le caractère discret du réseau cristallin est introduit dans le modèle
continu.

En conclusion, le MPN constitue une approche intéressante pour obtenir des infor-
mations qualitatives sur la structure de cœur des dislocations et sur les dépendances de
la contrainte de Peierls. Cependant, sa simplicité ne permet pas d’en tirer des résultats
quantitatifs comme en témoigne le relatif succès des comparaisons avec les résultats ex-
périmentaux (Wang 96b, Nabarro 97, Ohsawa 97). Sa principale limitation réside dans le
choix du potentiel non linéaire (équation 1.11) et de son caractère unidimensionnel. En
effet, la plupart des matériaux sont caractérisés par des énergies de faute d’empilement
(ou γ-surfaces) beaucoup plus complexes (Vitek 68). On peut noter que de nombreuses
approches numériques (Joós 94, Bulatov 97, Denoual 04, Xiang 08) s’attachent à généra-
liser le MPN afin d’obtenir une structure de cœur et une contrainte de Peierls réalistes
dans le cas d’une γ-surface quelconque.

1.1.3 Modèles de champ de phase pour les dislocations

Les approches de type champ de phase reposent sur la définition de champs conti-
nus qui caractérisent la présence de phases auxquelles sont attribuées des propriétés
spécifiques (constantes élastiques, déformations libres, diffusivité, etc.). La dynamique
de ces champs et donc des phases associées est donnée par des équations d’évolution
locales dérivant d’une fonctionnelle thermodynamique (énergie libre ou lagrangien).

Une boucle de dislocation peut être vue comme une phase en forme de plaquette
où le matériau a subi une déformation plastique (voir figure 1.4). Une fois cette équi-
valence - suggérée par Nabarro (Nabarro 51) - établie, on peut écrire une fonctionnelle
thermodynamique pertinente respectant un certain nombre de propriétés propres aux
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Figure 1.4 – Une boucle de dislocation vue comme une plaquette de seconde phase caractérisée par une
déformation libre de cisaillement

dislocations pour déduire l’évolution des dislocations traitée au moyen d’équations dy-
namiques locales.

Le modèle champ de phase pour les dislocations (MCPD) a été introduit par Rodney
et al. (Rodney 01) puis repris par Wang et al. (Wang 01). On considère n champs de
phase notés φα représentant n systèmes de glissement et qui sont définis comme des
fonctions de présence des phases associées aux différents systèmes de glissement. À
chaque système de glissement est associé un vecteur de Burgers bα, une normale au
plan de glissement nα et une déformation libre dont les composantes sont données par
(Mura 87) :

ε0,α
ij =

1
2hα

(
bα

i nα
j + bα

j nα
i

)
(1.21)

où hα désigne la distance entre deux plans de glissement. La déformation libre totale
en un point r du système est simplement la somme des contributions des différents
systèmes de glissement :

ε0
ij(r) =

n

∑
α=1

ε0,α
ij φα(r) (1.22)

Dans les approches champ de phase des dislocations, l’énergie libre du système
est décomposée en trois termes, une énergie élastique, une énergie de gradient et une
énergie cristalline rendant compte de la périodicité du réseau :

F = Eel({φα}, {ε}) + Egrad({φα}) + Ecryst({φα}) (1.23)

L’énergie élastique est formulée dans le cadre de l’élasticité linéaire qui est supposée
être valable même au cœur de la dislocation :

Eel({φα}, {ε}) =
∫

dr3
{1

2
Cijkl

(
ε ij − ε0

ij(φα)
)(

εkl − ε0
kl(φα)

)
− σa

ijε ij

}
(1.24)

où Cijkl désignent les composantes du tenseur de rigidité, ε ij les composantes du ten-
seur des déformations et σa

ij les composantes de la contrainte extérieure appliquée au
système.

Le terme de gradient permet la régularisation des champs φi. L’énergie de gradient
est évidemment prise nulle dans la direction normale au plan de glissement et non nulle
dans les autres directions (Wang 01) et peut s’exprimer comme la somme suivante :

Egrad =
∫ B

2
dr3
{ n

∑
α=1

(∇φα ∧ nα)
2
}

(1.25)

L’énergie cristalline se présente sous la forme d’un potentiel périodique et permet de
stabiliser les champs φα à des valeurs entières cohérentes avec la périodicité du réseau.
Par simplicité, elle est souvent exprimée comme la somme suivante :
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Ecryst =
∫

dr
{ n

∑
α=1

Aα

2π2

(
1− cos(2πφα)

)}
(1.26)

Dans la plupart des approches, chaque préfacteur Aα est pris égal à la constante élas-
tique de cisaillement dans le repère associé au plan de glissement α. Ce choix permet
en effet de retrouver la valeur attendue de l’énergie pour une petite déformation homo-
gène de cisaillement. La compétition entre ces trois contributions énergétiques (équa-
tions 1.24,1.25 et 1.26) fait naturellement apparaître une structure de cœur (c’est-à-dire
un profil de φ) caractérisée par une taille et une énergie.

On décrit la dynamique des champs φα comme une dynamique dissipative non
conservée pour laquelle la variation temporelle de φα est proportionnelle à la force ther-
modynamique, i.e. à la dérivée fonctionnelle de F par rapport au champ considéré
(équation d’Allen-Cahn) :

∂φα

∂t
= −L

δF
δφα

(1.27)

où L est un coefficient relié à la mobilité des dislocations. Cette dynamique assure
que la vitesse des dislocations est proportionnelle à la force de Peach-Koehler réso-
lue, c’est-à-dire à la contrainte locale de cisaillement dans le plan de glissement, ce qui
est effectivement le cas pour un large domaine de contraintes (Kubin 13). Dans un tel
régime, la vitesse de la dislocation est faible comparée à la vitesse du son dans le ma-
tériau. On peut donc supposer que les champs de déplacement atteignent l’équilibre
instantanément comparé au mouvement de la dislocation. Pour assurer cette sépara-
tion d’échelles de temps, l’équilibre élastique est résolu dans le cadre des petites dé-
formations à chaque pas de temps de l’équation 1.27 grâce aux fonctions de Green de
l’élasticité (Khachaturyan 83).

Des extensions du MCPD ont été proposées pour traiter la propagation de disloca-
tions dans un polycristal (Jin 01) et en présence de surfaces libres (Wang 03).

Shen et al. (Shen 03, Shen 04) ont montré qu’on peut relier l’énergie cristalline à une
γ-surface issue de calculs atomiques et ainsi obtenir des structures de cœur réalistes.
Le MCPD peut alors être vu comme une extension du MPN (Shen 04, Wang 10), fai-
sant intervenir le même équilibre entre une énergie élastique et un potentiel périodique
représentatif de la structure cristalline. On peut noter que la résolution du cœur des
dislocations nécessite l’utilisation d’un pas de discrétisation comparable à la distance
interatomique, ce qui peut rendre ces calculs coûteux. On peut également remarquer
que le terme de gradient régularise la structure de cœur en pénalisant les variations
spatiales du champ de phase (Shen 04, Wang 10). Cette formulation du MCPD a été
utilisée pour étudier les structures de cœur aux nœuds d’un réseau bidimensionnel de
dislocations (Shen 04).

Une des limitations du MCPD dans sa formulation originale réside dans le choix du
pas de discrétisation. Pour reproduire une structure de cœur et une tension de ligne réa-
listes, le pas de discrétisation doit en effet être de l’ordre de grandeur de la distance in-
teratomique. Ceci conduit à une limitation importante des dimensions des simulations.
Pour contourner cette limitation, Zhou et al. (Zhou 11) incorporent un terme correctif
afin de reproduire une tension de ligne correcte pour un pas de grille de l’ordre du
nanomètre.

L’avantage du modèle de champ de phase réside dans le fait qu’il peut être cou-
plé facilement avec une microstructure environnante (par exemple des précipités de
seconde phase) caractérisée par une distribution de déformations libres. Cet avantage a
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été particulièrement utilisé pour l’étude des interactions entre dislocations et microstruc-
ture dans le cas des superalliages à base nickel. Ces alliages présentent des précipités
γ′ ordonnés de structure L12 distribués dans une phase γ désordonnée. Zhou et al.
(Zhou 07) couplent le MCPD avec un modèle champ de phase tenant compte de l’évo-
lution microstructurale afin de modéliser l’impact de la plasticité sur la transformation
morphologique des précipités γ′ à haute température (mise en radeaux). Vorontsov et
al. (Vorontsov 10) utilisent le MCPD pour étudier le cisaillement des précipités γ′ par
des super-dislocations de type a[112].

Malgré leur capacité à décrire le comportement des dislocations dans des situations
variées et complexes, la formulation du MCPD et les études qui en découlent nécessitent
l’utilisation des termes de gradient pour assurer la régularisation spatiale des champs
de phase. Ces termes de gradient sont hérités d’une formulation traditionnelle des mé-
thodes de champ de phase, où l’énergie libre est écrite sous la forme d’un double-puits
et d’un terme de gradient. Une justification formelle de ces termes nécessiterait une ana-
lyse précise du passage à la limite continue d’un modèle initialement discret. Dans ce
type d’analyse, les termes inhomogènes, initialement écrits sous la forme de différences
finies, ne peuvent être approchés par une simple dérivée première que si les variations
spatiales des champs correspondants sont petites vis à vis du pas de discrétisation. Ce
n’est bien sûr pas le cas des dislocation, où la longueur du cœur est comparable à la dis-
tance interatomique. Dans les approches MCPD, la morphologie des cœurs n’est donc
que très approximativement reproduite. Cela n’a pas d’influence sur les champs élas-
tiques à longue distance, mais peut par contre fortement modifier les mécanismes qui
opèrent à l’échelle du cœur. C’est en particulier le cas du glissement dévié des disloca-
tions vis, problème qui n’a pas été jusqu’alors étudié par cette méthode. Il est cependant
fort probable que ces termes de gradient conduiraient à l’apparition d’artefacts impor-
tants. Dans le MCPD, le glissement dévié devrait être décrit au moyen de deux champs
de phases différents (un pour chaque plan de glissement). À l’endroit où la disloca-
tion amorce le glissement dévié, des énergies de gradient résiduelles persisteraient, ce
qui perturberait probablement ces mécanismes. De même, les termes de gradient sont
susceptibles de jouer un rôle au cours de la nucléation des dislocations et peuvent éga-
lement modifier de tels évènements.

Rodney et al. (Rodney 03) ont proposé une extension du MCPD permettant l’utili-
sation d’un pas de grille plus large tout en conservant une structure de cœur réaliste.
Contrairement à la formulation initiale du MCPD, les termes énergétiques de gradient
et d’énergie cristalline n’apparaissent pas dans cette formulation. Le champ de phase
représentant la déformation plastique est composé d’une superposition de boucles élé-
mentaires appelées loopons. Les équations sont discrétisées avec un pas de grille indé-
pendant du vecteur de Burgers et une méthode d’intégration dans l’espace de Fourier
permet de retrouver des cœurs réalistes et leur interactions à courte distance. La dy-
namique utilisée diffère également des approches précédentes. Malgré les potentialités
intéressantes de ce modèle pour traiter le comportement des dislocations à plus grande
échelle, il a été peu utilisé par la suite.

Koslowski et al. (Koslowski 02) proposent également un modèle champ de phase
permettant d’accéder à des échelles d’espace plus grandes. Les auteurs se restreignent
à l’étude d’un seul système de glissement. Le modèle repose sur l’introduction d’un
champ qui ne prend que des valeurs entières et qui représente la déformation plastique
normalisée, ou de manière équivalente, le nombre de dislocations passées en chaque
point. Tout comme dans (Rodney 03), les auteurs ne prennent pas en compte les termes
de gradient. Les seules contributions sont l’énergie élastique et une énergie cristalline
quadratique par morceaux. Cette forme particulière du potentiel cristallin permet la
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résolution analytique des champs élastiques et plastiques dans l’espace de Fourier en
utilisant les fonctions de Green de l’élasticité. Les auteurs vérifient la cohérence de leur
formulation avec les solutions analytiques pour l’énergie d’une dislocation vis et coin.
L’évolution du système composé d’une microstructure de dislocations est obtenue par
une méthode de minimisation incrémentale de l’énergie, qui peut s’apparenter à une
dynamique dissipative. L’introduction d’obstacles dans le plan de glissement permet
d’étudier le durcissement structural (Koslowski 02, Koslowski 04, Koslowski 07).

1.1.4 Modèles d’élasticité périodique pour des dislocations

Pour l’étude des transformations de phase martensitiques, certaines approches
(Ahluwalia 01, Salman 09, Shchyglo 12) reposent sur une énergie élastique non linéaire
et évitent l’introduction de champs supplémentaires nécessaires dans les approches
champ de phase précédentes. L’énergie élastique est paramétrée afin de retrouver des
minima pour des états de déformation correspondant aux différents variants de la mar-
tensite. Cette technique présente l’avantage de prendre en compte facilement le rôle de
l’inertie et des grandes déformations, deux éléments qui influencent beaucoup la dyna-
mique de la transformation de phase et la microstructure finale (Salman 09).

Comme précédemment, le mouvement d’une dislocation peut être vu comme une
transformation de phase displacive entre une phase non cisaillée et une phase cisaillée.
Ainsi, les modèles proposés pour les transformations martensitiques peuvent être trans-
posés à la dynamique des dislocations. Étant donné que l’on doit retrouver un mini-
mum d’énergie après le passage d’un nombre quelconque de dislocations sur un plan
de glissement, le paysage énergétique est nécessairement périodique en fonction des
déformations de cisaillement.

Cette approche a été suivie par Onuki et Minami (Onuki 03, Minami 04, Minami 05,
Minami 07) avec différents modèles d’élasticité périodique destinés à l’étude des dislo-
cations. Dans ces modèles, aucun terme de gradient n’est introduit dans la fonctionnelle
d’énergie libre et les dislocations émergent naturellement. Dans (Onuki 03), l’énergie
élastique est écrite comme la somme d’une contribution harmonique et d’une contri-
bution périodique portant sur les déformations de cisaillement. Le potentiel périodique
présente une invariance par rotation de π/3 afin de modéliser les systèmes de glisse-
ment d’un réseau triangulaire. Les différents champs sont discrétisés sur une grille de
différences finies cubique où les déplacements et le tenseur des contraintes sont définis
sur des grilles décalées. Cependant, comme souligné par l’auteur (Onuki 03), l’utilisa-
tion d’une grille à symétrie cubique empêche l’apparition des systèmes de glissement
du réseau triangulaire car ils ne coïncident pas avec la grille de discrétisation.

Dans (Minami 04), les auteurs proposent un modèle similaire permettant de mo-
déliser des systèmes de glissement orientés à ±π/4 les uns par rapport aux autres,
conformes à la grille de discrétisation cubique. Le modèle d’élasticité périodique pro-
posé est couplé à un modèle de Cahn-Hilliard (Cahn 58) afin d’étudier les interactions
entre dislocations et microstructures. Les auteurs étudient la nucléation de dislocations
à l’interface entre précipité et microstructure et le comportement plastique qui en ré-
sulte. Ce modèle d’élasticité périodique est généralisé à 3 dimensions dans (Minami 05)
et appliqué à l’étude du comportement plastique d’un alliage binaire.

Des améliorations du modèle initial sont également proposées pour tenir compte de
l’évolution d’une population de lacunes (Onuki 03) et pour étudier le rôle des disloca-
tions dans les phénomènes de précipitation et de décomposition spinodale (Minami 07).

Les travaux de Onuki et Minami décrits ci-dessus abordent une grande variété de
problèmes complexes portant sur les interactions entre dislocations et évolution mi-
crostructurale. Cependant, les sujets abordés sont souvent survolés et les auteurs ne
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cherchent en général qu’à montrer les possibilités du modèle sans détailler avec atten-
tion les différents mécanismes.

Salman et al. (Salman 11) proposent une version simplifiée de ce type de modèle
où une seule composante des déplacements est prise en compte et un seul système
de glissement est actif. Les auteurs utilisent cette approche pour étudier le caractère
intermittent de l’activité plastique en 2D.

Il est important de noter qu’une fois discrétisés sur une grille de différences fi-
nies qui rend compte de l’aspect discret du réseau, ces modèles d’élasticité non
linéaire sont très similaires aux approches de type Frenkel-Kontorova généralisées
(Landau 93, Landau 94, Carpio 03a, Carpio 05) décrites dans le paragraphe 1.1.1.

1.2 Ecriture d’un modèle d’élasticité périodique
Nous proposons un modèle très similaire aux approches présentées dans (Onuki 03,

Minami 04, Minami 05, Minami 07). Ce modèle repose sur l’introduction de potentiels
périodiques directement dans l’écriture de l’énergie élastique. Ainsi, aucun champ sup-
plémentaire n’est nécessaire pour décrire l’évolution du système. Les équations dyna-
miques sont choisies pour reproduire la dynamique visqueuse des dislocations.

1.2.1 Introduction du modèle d’élasticité périodique dans un cas simple

Contrairement aux approches champ de phase qui reposent sur la notion de dé-
formation libre, l’approche proposée ici consiste à modifier l’énergie élastique de telle
sorte que lorsque le matériau subit une déformation ε ij = k

2h (binj + bjni) (k ∈ Z), le
système retrouve un minimum d’énergie. En d’autres termes, la périodicité du cristal
est directement prise en compte dans l’écriture de l’énergie.

En particulier, considérons un matériau bidimensionnel élastique isotrope possédant
un système de glissement qui a pour vecteur de Burgers b = [1, 0] et pour normale
n = [0, 1]. On peut écrire l’énergie élastique du système comme :

Eel =
∫

dr3
{λ + 2µ

2
(ε2

11 + ε2
22) + λε11ε22 + p(ε12)

}
(1.28)

où λ et µ sont les coefficients de Lamé. En choisissant p(ε12) = 2µε2
12, on retrouve l’éner-

gie d’un matériau isotrope en élasticité linéaire. En notant ε̂ = b/2h la déformation
caractéristique de la périodicité du cristal, on modifie l’énergie élastique afin de retrou-
ver un minium d’énergie lorsque ε12 = ε̂. Pour tenir compte du passage de plusieurs
dislocations, on veut également retrouver un minimum d’énergie pour toutes les valeurs
de ε12 = kε̂, où k est un entier. Un choix naturel pour p(ε12) est une fonction périodique
de période ε̂. Pour s’assurer de retrouver le comportement élastique linéaire pour les
petites déformations, on choisi la fonction p telle que p′(0) = 0 et p′′(0) = 4µ. Une
forme simple de p qui remplit ces conditions est :

p(ε12) =
µε̂2

π2 [1− cos (2πε12/ε̂)] (1.29)

En se placant dans le cadre des petites déformations, les composantes du tenseur de
déformation sont définies à partir des déplacements u de la manière suivante dans un
repère cartésien :

ε ij =
1
2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
(1.30)
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Figure 1.5 – (a) Schéma de principe du modèle d’élasticité non linéaire en 2D. (b) Une dislocation coin
dans le modèle d’élasticité non linéaire.

Ces équations peuvent être discrétisées sur une grille de différences finies cubique
dont le pas de discrétisation est égal au vecteur de Burgers b. Les déplacements peuvent
être alors vus comme ceux d’atomes d’un cristal de symétrie cubique. La figure 1.5.a
représente un schéma du modèle pour une telle discrétisation et la figure 1.5.b présente
une dislocation coin. Dans cette représentation, la dislocation peut être vue comme une
frontière entre deux parties du cristal dont les composantes de cisaillement sont dans 2

puits adjacents du potentiel périodique.
On peut remarquer que le choix d’inclure la déformation ε12 dans le potentiel pério-

dique conduit à l’apparition du système de glissement orthogonal b = [0, 1], n = [1, 0].
Ceci est dû à la symétrisation du tenseur de déformation.

1.2.2 Généralisation au cas 3D non isotrope

Cette démarche peut être généralisée au cas 3D non isotrope de manière directe.

Ecriture de l’énergie

On se place dans le cas d’un comportement élastique orthotrope (c’est-à-dire avec
trois plans de symétrie orthogonaux deux à deux). Pour une telle symétrie, chaque com-
posante de cisaillement est indépendante des autres composantes de déformation. On
peut alors généraliser la démarche vue au paragraphe 1.2.1 et écrire l’énergie élastique
du système comme :

Eel =

∫
dr3

[
3

∑
i,j=1

Ciijj

2
(ε ii − ε0

ii)(ε jj − ε0
jj) + ∑

i<j
pij
(
ε ij − ε0

ij
)]

(1.31)

où ε0
ij désigne les éventuelles déformations libres issus d’une microstructure environ-

nante (solution solide, précipités de seconde phase, etc.). On choisit les fonctions pij
périodiques de période ε̂. Nous considèrerons un potentiel périodique de la forme sui-
vante :

Pour i < j, pij(ε ij) =
Cijij ε̂

2

π2

[(α

2
+ 1
) (

1− cos
(
2πε ij/ε̂

))
− α

8
(
1− cos

(
4πε ij/ε̂

))]
(1.32)

où α est un paramètre sans dimension qui contrôle la forme générale du potentiel pé-
riodique comme illustré sur la figure 1.6. La paramétrisation du potentiel périodique
est choisie de telle sorte que l’on retrouve l’élasticité linéaire lorsque ε ' kε̂ (k ∈ Z),
quel que soit le choix de α et ε̂. Nous verrons que le paramètre α permet de modifier les
propriétés des dislocations telles que la structure de cœur et la contrainte de Peierls.
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Figure 1.6 – Influence du paramètre α sur du potentiel périodique.

Il faut souligner que les fonctions périodiques sont ici construites de manière phé-
noménologique. Une autre démarche consisterait à construire ces fonctions à partir de
γ-surfaces issues de calculs ab initio.

Comme nous l’avons déjà dit pour le cas simple 2D, l’écriture de l’énergie condi-
tionne les systèmes de glissement que l’on peut modéliser. En particulier, la séparation
des différentes composantes de cisaillement qui a été choisie dans l’équation 1.31 per-
met le modéliser les 6 systèmes de glissement de type (100)[001] correspondant aux
systèmes de glissement d’une symétrie cubique simple.

Dynamique lagrangienne et choix du potentiel de dissipation

La seconde étape consiste à définir les équations dynamiques qui régissent l’évolu-
tion du système. Dans la mesure où parmi les degrés de liberté figurent les déplace-
ments, il est naturel d’écrire une dynamique lagrangienne, en particulier pour prendre
en compte les effets de l’inertie. On définit ainsi le lagrangien du système comme
L = T − Eel où T est l’énergie cinétique du système exprimée comme :

T =
∫

dr3 ρ

2 ∑
i

u̇2
i (1.33)

où ρ désigne la masse volumique du matériau que l’on suppose homogène. Lorsqu’un
solide cristallin subit une déformation élastique ou plastique, l’énergie interne est dis-
sipée sous forme de chaleur. Cette dissipation est introduite dans le formalisme de
Lagrange par un potentiel de Rayleigh. Comme expliqué dans (Landau 67), un choix
pertinent pour le potentiel de dissipation est de l’écrire sur les déformations. Il s’agit
d’une dissipation interne : aucune énergie n’est dissipée si le solide subit une transla-
tion ou une rotation dans l’espace. En notant le coefficient de dissipation η, le potentiel
de dissipation s’écrit comme :

R =
∫

dr3 η

2 ∑
i,j

ε̇2
ij (1.34)

La dynamique de Lagrange-Rayleigh du système s’écrit finalement comme

d
dt

(
δL

δu̇i(r)

)
=

δL
δui(r)

− δR
δu̇i(r)

(1.35)

Le calcul du premier terme du membre de droite donne :
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δL
δui(r)

=
∂σij(r)

∂xj
(1.36)

où les contraintes sont définies de manière usuelle σij(r) = δEel/δε ij(r). D’autre part,

δR
δu̇i(r)

= −η
∂ε ij(r)

∂xj
(1.37)

On en déduit finalement les équations d’évolution locale :

ρüi =
∂

∂xj

(
σij + ηε̇ ij

)
(1.38)

Par combinaisons linéaires, on peut en déduire les équations d’évolution sur les défor-
mations :

ρε̈ ij −
η

2

[
∂2 ε̇ ik

∂xj∂xk
+

∂2 ε̇ jk

∂xi∂xk

]
=

1
2

[
∂2σik

∂xj∂xk
+

∂2σjk

∂xi∂xk

]
(1.39)

On peut également considérer un potentiel de dissipation sur les déplacements :

R =
∫

dr3 η

2 ∑
i

u̇2
i (1.40)

Cette dissipation est qualifiée d’extrinsèque car la dynamique du système se comporte
comme si chaque élément de volume "frottait" sur un substrat auquel il communique
l’énergie dissipée. On en déduit les équations suivantes sur les déformations ε ij :

ρε̈ ij + ηε̇ ij =
1
2

[
∂2σik

∂xj∂xk
+

∂2σjk

∂xi∂xk

]
(1.41)

Les équations qui en résultent sont plus aisées à résoudre numériquement. Pour des
raisons de simplicité, on fera donc le choix de la dissipation extrinsèque.

On peut noter que les équations dynamiques 1.39 et 1.41 garantissent les conditions
de compatibilité de Saint-Venant sur les déformations tout au long de l’évolution du
système car elles sont directement déduites des équations dynamiques sur les déplace-
ments (Salman 09).

Sur une large plage de contraintes, la dynamique des dislocations est fortement
amortie du fait du mécanisme de traînée de phonons (Kubin 13). Une simplification
de l’équation 1.41 consiste à négliger les termes inertiels, numériquement coûteux à
prendre en compte. On verra qu’une simple dynamique dissipative permet de retrouver
la dynamique amortie des dislocations. Une autre modification apportée à la dynamique
d’Euler-Lagrange consiste à introduire un bruit de Langevin qui remplace qualitative-
ment les fluctuations thermiques. Afin de conserver la compatibilité de Saint-Venant,
cette contribution est écrite comme des déplacements aléatoires ξ. On obtient finale-
ment les équations dynamiques suivantes :

ηε̇ ij =
1
2

[
∂2σik

∂xj∂xk
+

∂2σjk

∂xi∂xk

]
+

1
2

[
∂ξ j

∂xi
+

∂ξi

∂xj

]
(1.42)

où les ξi sont des bruits blancs gaussiens tels que 〈ξi(x, t)ξi(x′, t′)〉 = Γδ(x− x′)δ(t− t′)
avec Γ un coefficient proportionnel à la température.

Cette approche présente deux avantages par rapport aux modèles de champ de phase
des dislocations décrits dans la section 1.1.3 :
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Figure 1.7 – Dislocation isolée dans un milieu infini.

• L’influence de l’inertie peut être facilement prise en compte dans les équations
dynamiques. Ainsi, ce modèle peut être utilisé afin d’étudier les mécanismes de
traînée de phonons comme l’ont effectué Carpio et al. (Carpio 03a, Carpio 03b) ou
le comportement des dislocations à des vitesses élevées.
• On a choisi ici le cadre des petites déformations. Ce choix est discutable, notam-

ment au niveau du cœur des dislocations où les déformations sont importantes.
Afin de prendre en compte l’effet des grandes déformations sur la structure de
cœur, le modèle peut être écrit en grandes déformations en suivant les travaux de
Salman (Salman 09).

Au vu des objectifs de ces travaux de thèse (couplage avec des processus diffusifs), les
effets de l’inertie ne sont pas pris en compte. On considère également que les grandes
déformations ont peu d’influence sur les résultats obtenus et on conserve le formalisme
des petites déformations par simplicité.

Analyse des équations dynamiques

Une analyse simple permet de montrer que les équations 1.42 en l’absence de bruit
permettent de retrouver une dynamique dissipative sur les dislocations du type vB =
bσa où σa désigne la contrainte appliquée de cisaillement et B est un coefficient constant.
Considérons pour cela une dislocation coin isolée dans un milieu infini et analysons la
dynamique du champ ε12 dans son plan de glissement (figure 1.7).

Lorsque la dislocation est immobile (sans contrainte externe), l’équation 1.42 pour le
champ ε12 se réduit à

∂2σs
11

∂x1∂x2
+

∂2σs
12

∂x2
1

+
∂2σs

12

∂x2
2

+
∂2σs

22
∂x1∂x2

= 0 (1.43)

où l’exposant "s" indique le caractère stationnaire des champs de contrainte autour de
la dislocation.

On applique maintenant une contrainte extérieure σa
12 ≥ 0 de telle sorte que la dislo-

cation se déplace selon les x1 croissants à une vitesse v. On choisit cette contrainte suffi-
samment petite par rapport aux contraintes dans le cœur de la dislocation pour qu’elle
n’induise qu’une petite perturbation εa

12 ' σa
12/2 du champ de déformation. Les champs

de contrainte σ11 et σ22 ne sont pas influencés par cette déformation et conservent leur
profil stationnaire. En ré-exprimant l’équation 1.42 dans le repère mobile lié à la dislo-
cation (x̄1, x̄2) = (x1 − vt, x2) on obtient :
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− vη
∂ε12

∂x̄1
=

1
2

[
∂2σ12

∂x̄2
1

+
∂2σ12

∂x̄2
2

]
(1.44)

Les contraintes de cisaillement sont écrites en fonction du potentiel périodique et un
simple développement de Taylor permet d’obtenir :

σ12(ε12) = p(εs
12 + εa

12) ' σs
12 + εa

12 p′(εs
12) (1.45)

où p′ désigne la dérivée de p par rapport à ε12. L’utilisation de la relation 1.43 entre les
composantes du champ de contrainte à l’équilibre permet d’obtenir l’équation suivante :

− vη
∂ε12

∂x̄1
=

εa
12
2

[
∂p′(εs

12)

∂x̄2
1

+
∂p′(εs

12)

∂x̄2
2

]
(1.46)

Afin d’obtenir une expression de la vitesse, cette équation peut être intégrée sur un
domaine {−∞, ∞} × {0, d}. Il est aisé de montrer que l’intégrale de ∂ε12/∂x̄1 vaut −b/2
et celle du premier terme du membre de droite est nulle. On en déduit l’expression
suivante en utilisant la relation σa

12 = 2µεa
12 :

vηb =
σa

12
2µ

∫ d

0

∫ +∞

−∞

∂p′(εs
12)

∂x̄2
2

dx̄1dx̄2 (1.47)

On retrouve bien une relation linéaire entre la vitesse et la contrainte appliquée. On
peut noter que le coefficient de proportionnalité dépend de la structure du cœur via
l’intégrande ∂p′(εs

12)/∂x̄2
2.

Un raisonnement similaire permet d’obtenir un résultat identique dans le cas d’une
dislocation vis.

1.2.3 Implémentation numérique

En choisissant dc = b comme longueur caractéristique, Ec = C1212b3 comme énergie
caractéristique et tc = ηb2/C1212 comme temps caractéristique, les équations 1.31 et 1.42

sont tout d’abord normalisées.
Afin d’intégrer les équations d’évolution adimentionnées, les champs de déplace-

ment et de déformations sont discrétisés sur une grille de différences finies cubique.
Un choix naturel pour le pas de discrétisation noté d est la distance interatomique, c’est
à dire la norme du vecteur de Burgers dans le cas d’un réseau cubique simple. Les
champs de déplacement peuvent alors être vus comme le déplacement des atomes du
réseau cubique simple (figure 1.8.a). Cependant, le pas de discrétisation peut être choisi
indépendamment de la distance interatomique. En particulier, on peut discrétiser le mo-
dèle à une échelle plus large que l’échelle atomique. Le schéma de la figure 1.8 montre la
même configuration atomique d’un cisaillement localisé sur un plan interatomique pour
deux pas de discrétisation différents d = b et d = 10 b. Il est clair que pour une discré-
tisation d = 10b, les potentiels périodiques doivent présenter une fréquence 10 fois plus
importante que pour une discrétisation d = b afin de retrouver un minimum d’énergie
dans la configuration représentée sur la figure 1.8.b. Ainsi, le paramètre ε̂ dépend du pas
de discrétisation, soit ε̂ = b/2d. Dans la section 1.3, on verra que ce paramètre influence
les propriétés des dislocations.

Les équations 1.42 sont discrétisées sur 4 grilles décalées (Saenger 00, Carcione 02)
représentées sur la figure 1.9. Les composantes diagonales des tenseurs de déformations
et de contraintes sont définies sur la grille principale (losange vert) et chaque compo-
sante non diagonale est définie sur une grille complémentaire (carrés bleus). Les com-
posantes du champ de déplacement qui interviennent indirectement dans les équations
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Figure 1.8 – Une même configuration atomique d’un cisaillement localisé sur le plan médian horizontal
pour un pas de discrétisation d = b (a) et d = 10b (b).

dynamiques 1.42 sont définies sur 3 grilles (1 grille par composante) représentés par des
cercles rouges sur la figure 1.9.
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Figure 1.9 – 6 grilles décalées utilisées pour discrétiser en espace les équations différentielles du modèle.

Deux types de différences finies sont spécifiés sur les différentes grilles. Première-
ment, les différences notées "+" définies par D+

1 ϕ = [ϕ(i + 1, j, k) − ϕ(i, j, k)]/d où ϕ
représente un champ quelconque et (i, j, k) sont les indices de numérotation des points
de la grille dans les 3 directions de l’espace. L’indice 1 associé à l’opérateur D indique
la direction suivant laquelle est effectuée la différence. De même, on définit les diffé-
rences notées "−" par D−1 ϕ = [ϕ(i, j, k) − ϕ(i − 1, j, k)]/d. On peut noter que de telles
différences finies ne font intervenir que les premiers voisins.

Les composantes du tenseur des contraintes sont définies à partir des composantes
du tenseur de déformation définies sur la même grille, c’est-à-dire σii = ∑3

j=1 Ciijjε jj sur
la grille principale (losange vert) et σij = p′(ε ij)/2 pour i 6= j sur les grilles auxiliaires
(carrés bleus). Les composantes de la divergence du champ des contraintes apparaissant
dans l’équation 1.42 sont exprimées sur 3 grilles différentes représentées par des points
rouges où sont également définies les composantes ui du champ de déplacement ainsi
que les champs ξi. Ainsi, les différents termes de l’équation 1.42 sont définis sur la même
grille, ce qui assure la cohérence du schéma numérique. Afin de simplifier la mise en
œuvre numérique, on écrit les tenseurs d’ordre deux symétriques ε et σ sous la forme
de vecteurs de 6 composantes. L’opérateur différences finies associé à la divergence peut
s’écrire sous la forme de la matrice d’opérateurs :
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D′ =

 D−1 0 0 0 D+
3 D+

2
0 D−2 0 D+

3 0 D+
1

0 0 D−3 D+
2 D+

1 0

 (1.48)

Enfin, la relation entre les composantes de déformation et les déplacements est donné
par ε = D · u avec D défini comme :

D =



D+
1 0 0

0 D+
2 0

0 0 D+
3

D−2 /2 D−1 /2 0
D−3 /2 0 D−1 /2

0 D−3 /2 D−2 /2

 (1.49)

Ainsi, après discrétisation, les équations (1.42) prennent la forme :

ε̇ = D ·D′ ·σ(ε) + D · ξ (1.50)

La discrétisation en temps est effectuée avec un simple schéma d’Euler explicite :

εt+dt = εt + dt
(

D ·D′ ·σ(εt) + D · ξt ) (1.51)

où dt désigne le pas de temps. Nous montrons dans l’annexe A.2 que l’utilisation d’un
tel schéma numérique permet de reproduire sans artefacts les champs de contrainte
autour des dislocations, contrairement aux grilles différences finies "classiques" où tous
les champs sont définis sur la même grille.

Un fois discrétisées, les équations sont implémentées dans un code différences finies
utilisant la bibliothèque parallèle MPI. Ce choix est discuté dans l’annexe A.3 où les
performances d’un code MPI sont comparées à une résolution numérique dans l’espace
de Fourier, communément utilisée dans les approches champ de phase (Chen 98).

1.3 Validation du modèle
Cette section présente les éléments de validation qui assurent que ce modèle re-

produit bien les propriétés essentielles des dislocations. On présentera tout d’abord les
caractéristiques statiques des dislocations, en particulier leur structure de cœur et les
champs de contraintes à longue distance. On verra ensuite le comportement dynamique
du modèle mettant en évidence l’existence d’une contrainte de Peierls et d’un régime
dynamique visqueux en accord avec la littérature (Kubin 13).

1.3.1 Structure de cœur

Le potentiel non linéaire fait apparaître un cœur de dislocation et évite la divergence
des champs de contrainte de la dislocation de Volterra (Hirth 68). La figure 1.10 repré-
sente la structure de cœur d’une dislocation coin pour différentes valeurs du paramètre
α. Pour α = 0 (carrés rouges), la solution numérique peut être comparée à la solution
analytique du MPN donnée par l’équation 1.12 (en pointillés). Le léger écart entre les
deux solutions peut être attribué aux différences suivantes entre les deux approches :
• Le modèle de Peierls-Nabarro prend deux fois en compte l’énergie élastique de

cisaillement. Cette contribution intervient en effet dans la réponse élastique du
matériau et dans le potentiel non linéaire.
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• Le MPN fait intervenir le potentiel non linéaire dans une plaquette d’épaisseur
finie alors qu’il entre en jeu en volume dans tous les plans de glissement dans
notre modèle. Ainsi, la structure de cœur peut "s’étaler" sur les plans adjacents au
plan de glissement, ce qui n’est pas le cas pour le MPN.
• La résolution numérique de notre modèle s’effectue sur une grille discrète alors

que la solution du MPN est continue.

Figure 1.10 – Déformation 2ε12 le long du plan de glissement d’une dislocation coin représentant la
structure de cœur de la dislocation pour différentes formes du potentiel périodique (figure 1.6) : α = −1
(points bleus), α = 0 (carrés rouges) et α = 1 (losanges verts). Pour comparaison, la solution du MPN
(équation 1.12) est présentée en pointillés.

Une comparaison plus quantitative entre le MPN et les solutions numériques
consiste à comparer les largeurs caractéristiques des cœurs de dislocation. Pour ce faire,
on applique la fonction tangente à la solution numérique puis on réalise une régression
linéaire aux moindres carrés sur la courbe obtenue afin d’obtenir la largeur du cœur. Les
résultats résumés dans le tableau 1.1 montrent que la structure de cœur de la disloca-
tion est très proche de celle prédite par le MPN, et ce malgré les différences mentionnées
plus haut.

2ξ/b Ce modèle Modèle PN
coin 1.58 1.50

vis 1.02 1.00

Table 1.1 – largeur caractéristique du cœur normalisée par b pour h = b et ν = 1/3 dans le cas de
dislocations coin et vis. Comparaison avec la solution analytique du modèle de Peierls-Nabarro.

Un des avantages de notre modèle réside dans la possibilité de modifier à volonté
le potentiel non-linéaire. En particulier, le paramètre α permet de modifier l’allure du
potentiel non linéaire et ainsi la structure de cœur de la dislocation. Les solutions nu-
mériques obtenues pour α = −1 et α = 1 montre que la structure de cœur est plus large
pour α < 0 et plus étroite pour α > 0. On verra dans la partie 1.3.3 que cette modifi-
cation de la structure de cœur influence considérablement la contrainte de Peierls de la
dislocation.

1.3.2 Champs de contrainte à longue distance

Les champs de contrainte à longue distance représentent un élément de validation es-
sentiel car ils assurent que les interactions élastiques entre les dislocations sont correctes.
La figure 1.11 représente les champs de contrainte σ12 et σ11 générés par une dislocation
coin. La solution analytique d’une dislocation de Volterra (Hirth 68) est représentée en
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pointillés noirs. Pour un pas de grille d = b (rouge), les champs de contraintes sont très
proches de ceux donnés par la solution analytique et reproduisent une décroissance en
1/r. Alors que la solution de Volterra est caractérisée par une divergence des contraintes
au cœur de la dislocation, le potentiel non linéaire permet d’éviter cette divergence ir-
réaliste et de donner une structure de cœur comme discuté dans le paragraphe précé-
dent. On peut noter qu’une comparaison avec les solutions analytiques des contraintes
du modèle de Peierls-Nabarro données dans (Hirth 68) donne un meilleur accord, en
particulier au niveau du cœur de la dislocation.

(a) (b)
Figure 1.11 – Composantes σ12 (a) et σ11 (b) du tenseur des contraintes autour d’une dislocation coin
avec d = b (rouge) et d = 10 b (bleu). La solution analytique d’une dislocation de Volterra (Hirth 68) est
représentée en pointillés.

Le choix du pas de grille influence les champs de contrainte proches du cœur de
la dislocation. En effet, la figure 1.11 montre pour un pas de grille d = 10 b que les
champs de contraintes au cœur de la dislocation sont réduits d’un facteur 10. On verra
dans le paragraphe 1.3.3 que ceci a une influence sur la tension de ligne et donc sur
la dynamique d’une dislocation courbée. Cependant, les contraintes à longue distance
variant en 1/r sont retrouvées après quelques pas de grille. Les mêmes résultats sont
obtenus pour une dislocation vis.

On peut noter que le paramètre α modifie légèrement les champs de contraintes au
niveau du cœur de la dislocation mais n’influence pas les champs à longue distance.

1.3.3 Contrainte de Peierls

Du fait de la discrétisation du modèle, les dislocations sont "épinglées" par le réseau.
La contrainte de Peierls est définie comme la contrainte minimale à appliquer pour
mettre en mouvement une dislocation isolée. Pour la calculer, on crée un dipôle de dis-
locations séparées d’une distance 128 b dans un système périodique de côté 256 b× 128 b.
Cette configuration correspond à un réseau de dislocations équidistantes de signes op-
posés, où la contrainte de cisaillement agissant sur une dislocation et issue de l’ensemble
du réseau est nulle. On résout numériquement l’équilibre élastique pour une contrainte
appliquée 3 que l’on augmente de manière quasistatique. La contrainte à partir de la-
quelle les dislocations du système se mettent en mouvement est la contrainte de Peierls.

3. Appliquer une contrainte de cisaillement extérieure revient à trouver la déformation moyenne ε̄12 qui
est solution de l’équation :

f (ε̄12) =
1
N

N

∑
i=1

p′(ε12 + ε̄12)− σa
12 = 0
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Pour α = 0, la contrainte de Peierls ainsi déterminée peut être comparée à celle obte-
nue analytiquement avec le modèle de Peierls-Nabarro (voir tableau 1.2). Les contraintes
de Peierls déterminées numériquement sont du même ordre de grandeur que l’appli-
cation numérique de l’équation 1.20. Notre modèle est en effet proche du calcul où la
somme porte sur les "liaisons" entre les plans supérieurs et inférieurs au plan de glis-
sement (paragraphe 1.1.2). On constate cependant que les résultats numériques sont 3
fois plus faibles que les contraintes de Peierls de l’approche analytique. Ces désaccords
peuvent être attribués aux différences mentionnées plus haut entre l’approche numé-
rique et le MPN.

MPN Eq. 1.17 MPN Eq. 1.20 Numérique
σcoin

p (10−3µ) 0.242 13.5 4.73
σvis

p (10−3µ) 3.73 43.2 15.9

Table 1.2 – Contraintes de Peierls obtenues analytiquement par différentes méthodes de sommation (équa-
tions 1.17 et 1.20) pour h = b et ν = 1/3 et comparaison avec les résultats numériques issus du modèle.

La figure 1.12 montre l’évolution de la contrainte de Peierls en fonction du para-
mètre α intervenant dans l’expression du potentiel non-linéaire (équation 1.32) pour des
dislocations coin (points rouges) et vis (carrés bleus). Pour α > 0, la contrainte de Peierls
croît de manière monotone avec α. On peut noter que quel que soit le caractère de la
dislocation, la contrainte de Peierls tend vers une dépendance linéaire en α. Ce résultat
peut être retrouvé dans la limite α� 1 en utilisant un développement analytique valable
dans la limite des cœurs de dislocation étroits (Joós 97). Les pentes différentes pour les
dislocations coins et vis proviennent de l’influence du caractère de la dislocation sur la
structure de cœur.

Figure 1.12 – Contrainte de Peierls pour une dislocation coin (points rouges) et vis (carrés bleus) en
fonction du coefficient α. L’encart représente un zoom pour α < 0.

Pour α < 0, la contrainte de Peierls présente un caractère oscillant en fonction de
α. Ceci peut être expliqué par des arguments proposés pour expliquer la contrainte de

où N est le nombre de points de la grille différences finies et p′(x) la dérivée du potentiel non-linéaire. On
peut montrer que la suite

ε̄k+1
12 = ε̄k

12 −
f (ε̄k

12)

f ′(ε̄k
12)

converge vers la solution désirée. Cette méthode de point fixe peut être généralisée pour une contrainte
appliquée complexe impliquant différentes composantes de contraintes.
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Peierls très faible des dislocations dissociées (Benoit 87). Supposons que la structure de
cœur reste rigide et que la distance séparant les deux dislocations partielles est fixe. Si
cette distance est un multiple de b, les deux partielles sont au fond de leur vallée de
Peierls et montent les vallées de Peierls ensemble. La contrainte de Peierls est alors celle
des dislocations partielles prises indépendamment. En revanche, si la distance s’écrit
sous la forme nb+ b/2, lorsqu’une partielle est au fond d’une vallée de Peierls, l’autre est
au sommet de la colline et la contrainte de Peierls résultante est nulle. Bien évidemment,
la distance séparant les partielles varie légèrement lorsque la dislocation se déplace sur
le réseau mais ces arguments permettent de comprendre le caractère oscillant observé
sur la figure 1.12 pour α < 0. On peut noter que le paramètre α peut être choisi pour
reproduire une contrainte de Peierls sur plus de trois ordres de grandeurs.

Il faut souligner que le pas de grille a une influence notable sur la contrainte de
Peierls. En effet, étant donné que les contraintes maximales autour de la dislocation
sont divisées par un facteur d/b, la contrainte de Peierls est également réduite de ce
coefficient de proportionnalité.

Comportement dynamique

Le comportement dynamique des dislocations est un élément de validation essentiel
afin de confirmer le choix des équations dynamiques 1.42. La figure 1.13 représente
la vitesse de la dislocation en unités réduites en fonction de la contrainte appliquée.
Au-delà de la contrainte de Peierls, la vitesse de la dislocation passe par un régime
transitoire et atteint rapidement un régime linéaire qui s’étend sur une large plage de
contraintes comme attendu par l’analyse du modèle présentée dans la section 1.2.2.
Une simple régression linéaire permet de déterminer le coefficient de proportionnalité
qui vaut 3.3 (unités réduites) quel que soit le caractère de la dislocation. De plus, ce
coefficient n’est pas modifié par le choix du pas de discrétisation.

On peut noter que le coefficient η dont la valeur détermine la seule échelle de temps
du modèle peut être choisi pour reproduire un coefficient de traînée de phonons et des
vitesses de dislocations réalistes.

Figure 1.13 – Vitesse d’une dislocation (unités réduites) en fonction de la contrainte appliquée suivant
son caractère coin (points rouges) ou vis (carrés bleus). Les droites obtenues par régression linéaire sont
également représentées (pointillés noirs).
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Annihilation de boucles de cisaillement

Le dernier test que nous avons réalisé pour valider notre modèle consiste à étudier
la dynamique d’une boucle de dislocation s’annihilant sous l’effet de la tension de ligne.

Dans le cadre de l’élasticité linéaire, l’énergie d’une boucle de dislocation parfaite
est finie seulement si on exclue une zone autour de la ligne de dislocation définie par
un rayon de coupure r0. Lorsque le rayon R de la boucle supposée circulaire satisfait
R� r0, l’énergie de la boucle s’écrit comme (Hirth 68) :
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Lorsque l’on change le rayon de la boucle d’une quantité dR, l’énergie augmente d’une
quantité dW = −σb2πRdR où σ est la contrainte locale de cisaillement subie par un
brin de la dislocation et provenant du reste de la boucle. On considère que la taille de la
boucle est suffisamment petite pour considérer que la contrainte subie par chaque brin
est supérieure à la contrainte de Peierls. On peut donc écrire que la vitesse de chaque
brin est reliée à la contrainte σ par une loi de vitesse du type Ṙ = v = (σ− σp) b/B, où
σp est la contrainte de Peierls considérée comme identique quel que soit le caractère de
la dislocation. En réorganisant les différents termes, on en déduit BṠ = − dW

dR − 2πσpR,
où S = πR2 est l’aire de la boucle. Finalement on obtient une loi d’évolution sur l’aire
de la boucle donnée par :
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Il suffit donc d’intégrer numériquement cette équation pour obtenir l’évolution de l’aire
de la boucle en fonction du temps.

Afin de vérifier que notre modèle reproduit bien une telle dynamique, une boucle
de rayon R = 64 b est introduite dans un système de dimensions 256 × 256 × 256 b3.
La simulation est effectuée avec un pas de grille d = b. L’évolution de la surface de la
boucle au cours du temps est représentée sur la figure 1.14. Le meilleur accord entre
les solutions numérique (rouge) et analytique (noir) est obtenu en choisissant un rayon
de coupure r0 = 0.93 b et une contrainte de Peierls effective σp = 1.25 · 10−3µ pour la
solution analytique. On peut tout d’abord noter que le rayon de coupure est très proche
de la largeur du cœur de la dislocation (tableau 1.1), ce qui est bien cohérent. D’autre
part, la contrainte de Peierls effective est plus faible que les contraintes de Peierls de
dislocations rectilignes (tableau 1.2). Ceci peut être expliqué par le fait que la courbure
de la dislocation peut avoir une influence sur la contrainte de Peierls.

Les légères différences entre les solutions numérique et analytique peuvent être ex-
pliquées par le fait que la boucle ne conserve pas sa forme circulaire au cours de la
simulation (encart de la figure 1.14). Ceci est dû au fait que la tension de ligne est dif-
férente suivant le caractère de la ligne et est plus importante pour les dislocations vis
dont l’énergie est plus élevée (Hirth 68).

Une simulation similaire a été effectuée pour un pas de discrétisation d = 10 b.
L’accord entre simulation et résultat analytique reste identique, seuls les paramètres r0
et σp pour lesquels l’accord est optimal deviennent r0 = 9.3 b et σp = 1.25 · 10−4µ. Ainsi,
le changement du pas de discrétisation revient à élargir le cœur de la dislocation et à
réduire la contrainte de Peierls effective, ce qui a été caractérisé précédemment.
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Figure 1.14 – Dynamique d’annihilation d’une boucle de cisaillement au cours du temps. La solution
numérique (rouge) est comparée à la solution de l’équation 1.53 pour r0 = 0.93 b et σp = 1.25 · 10−3µ
(pointillés noirs). L’encart représente une iso-surface de l’énergie au niveau de la moitié de l’énergie maxi-
male permettant de visualiser la boucle de dislocation à différents instants t∗ = 0, 800, 1600, 2400.

1.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté un modèle d’élasticité non linéaire prenant

en compte la dynamique des dislocations. Il repose sur l’introduction d’un potentiel pé-
riodique directement dans l’écriture de l’énergie élastique et se distingue des approches
champ de phase couramment utilisées (Rodney 01, Wang 01, Wang 10) par l’absence de
champs supplémentaires et de termes de gradient. Ces termes de gradient présentent
en effet une limitation de ces approches car ils ne permettent pas de représenter des
cœurs de dislocation réalistes. Les mécanismes sensibles au comportement des cœurs
sont donc fortement perturbés, en particulier le glissement dévié et la nucléation des
dislocations.

Nous avons montré que ce modèle incorpore naturellement la description d’un
cœur de dislocation caractérisé par une échelle de longueur. De même, les champs de
contraintes à longue distance sont reproduits lorsque l’on s’éloigne du cœur de la dislo-
cation. Les aspects dynamiques des dislocations sont également reproduits. La discréti-
sation du modèle sur une grille de différences finies permet d’introduire une contrainte
de Peierls dont la valeur peut être aisément modifiée sur plusieurs ordres de grandeur
au moyen du paramètre α introduit dans le potentiel périodique. Les équations dy-
namiques du modèle ont été choisies afin de reproduire une dynamique dissipative,
observée expérimentalement sur une large plage de contraintes. Enfin, nous avons mon-
tré que le modèle reproduit fidèlement la dynamique d’annihilation d’une boucle de
cisaillement. Lors de ces tests de validation, nous avons examiné avec attention l’in-
fluence du pas de la grille de discrétisation. On a montré que le choix de ce paramètre
a peu d’influence sur les caractéristiques essentielles des dislocations, c’est-à-dire les
champs de contraintes à longue distance et la dynamique dissipative. En revanche, il
modifie la taille du cœur ainsi que la contrainte de Peierls.

La principale limitation du modèle dans son développement actuel est que seule la
structure cubique simple est prise en compte. En effet, les systèmes de glissement d’un
système cubique simple sont éloignés de ceux des métaux qui présentent des structures
de type cubique centrée, cubique à faces centrées ou hexagonale compacte. Cependant,
cette limitation n’est pas intrinsèque au modèle. La prise en compte de ces géométries
nécessiterait un effort supplémentaire - mais pas insurmontable - de réflexion et de
développement (une piste est présentée dans l’annexe A.1).
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Les deux chapitres suivants présentent deux exemples d’application de ce modèle.
Dans le chapitre 2, nous étudions les mécanismes de perte de cohérence des précipités
dans les alliages microstructurés. Ensuite, nous examinons dans le chapitre 3 l’influence
des dislocations sur les interfaces des précipités.



2Perte de cohérence par

nucléation de dislocations

A l’état solide, la coexistence de plusieurs phases fait apparaître des contraintes in-
ternes qui influencent les propriétés mécaniques et physiques des matériaux. La source
de ces contraintes est attribuée aux différentes propriétés physiques des phases en
présence (paramètres de maille, constantes élastiques, structure et orientation cristal-
lines, . . .).

Ces contraintes peuvent être modifiées par l’apparition de dislocations, c’est-à-dire
par la relaxation plastique de la matrice ou du précipité. Cette relaxation plastique est
désignée par le terme de perte de cohérence car les dislocations brisent la cohérence
du réseau cristallin entre le précipité et la matrice. La perte de cohérence des précipi-
tés a une influence capitale sur les caractéristiques physique du matériau, provoquant
souvent une chute des propriétés mécaniques (Tanaka 72). De plus, elle influence éga-
lement l’évolution microstructurale en modifiant la vitesse de croissance des précipi-
tés (Sankaran 74, Iwamura 04). Il est donc primordial de comprendre les mécanismes
conduisant à l’apparition de cette relaxation plastique pour permettre de mieux com-
prendre les éléments mis en jeu.

Ces mécanismes de perte de cohérence font intervenir la nucléation de dislocations
ainsi que le glissement dévié de segments vis. De plus, la prise en compte des contraintes
générées par le précipité est fondamentale pour étudier ce problème. Ainsi le modèle
proposé dans le chapitre précédent qui prend en compte naturellement ces trois aspects
apparaît comme un outil de choix pour l’étude de ces phénomènes.

Après une introduction des mécanismes de perte de cohérence et des différentes
études qui y ont été consacrées, nous appliquerons le modèle présenté dans le chapitre
précédent à l’étude de ces phénomènes.

2.1 Introduction
2.1.1 Observations expérimentales

L’apparition de dislocations à l’interface entre précipités de seconde phase et matrice
est un phénomène courant qui a été observé dans de nombreux systèmes. Plusieurs
mécanismes ont été proposés pour expliquer l’apparition de ces dislocations :

1. L’attraction de dislocations préexistantes dans la matrice (Weatherly 68b). Cette
attraction se fait naturellement du fait des champs de contraintes provenant du
désaccord paramétrique entre les phases. Elle prévaut dans les cas où la densité
de dislocations est relativement élevée.

2. La nucléation et la croissance de dislocations par condensation de défauts ponc-
tuels à l’intérieur du précipité (Baker 59, Weatherly 68b, Brown 70).
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3. La nucléation de dislocations à l’interface précipité/matrice et l’émission éven-
tuelle de boucles prismatiques (Ashby 69, Weatherly 68a, Brown 70). Ce méca-
nisme devient prédominant lorsque la densité de dislocations dans la matrice est
faible et lorsque la cinétique de précipitation est suffisamment rapide pour inhiber
le mécanisme précédent. Un désaccord paramétrique relativement important est
par ailleurs nécessaire afin d’atteindre les contraintes auxquelles la nucléation est
possible.

Dans la suite, on s’intéressera particulièrement aux systèmes où le mécanisme 3 est
actif.

Eikum et al. (Eikum 64) ont étudié la nucleation de boucles de dislocations autour de
précipités β de composition Mg2Al3 dans les alliages Al-Mg. Les auteurs montrent que
l’apparition de précipités β s’accompagne de la nucléation de boucles prismatiques et
d’hélices. Ils observent également l’apparition de dislocations via des sources de montée
lorsque la concentration en lacunes est suffisamment élevée.

Le phénomène de perte de cohérence est également observé dans les alliages
Al-Sc. Ainsi, au cours de la croissance des précipités d’Al3Sc, leur perte de co-
hérence est généralement observée lorsque leur rayon atteint une valeur critique
(Drits 84, Tsivoulas 06, Jones 03, Iwamura 04, Royset 05c). A titre d’illustration, la fi-
gure 2.1.a montre une observation au microscope électronique à transmission (MET)
(Iwamura 04) d’un précipité d’Al3Sc d’environ 200 nm de diamètre dont l’interface est
décorée de boucles de dislocations qui relaxent les contraintes dues au désaccord para-
métrique entre les phases. Les rayons critiques de perte de cohérence sont compris entre
15 nm et 40 nm. Royset et al. (Royset 05c) montrent que les différents rayons critiques
mesurés dépendent fortement de la température du fait de l’influence de celle-ci sur le
désaccord paramétrique entre les phases. Concernant le mécanisme à l’œuvre, la faible
densité de dislocations dans la matrice permet d’écarter le processus 1. D’autre part,
même si aucune boucle prismatique n’a été observée dans les diverses études expéri-
mentales, le mécanisme 3 ne peut pas être écarté car les boucles prismatiques peuvent
disparaître par absorption/émission de lacunes après leur création (Barnes 63). Aux
températures élevées où sont étudiés ces alliages, le mécanisme 2 d’origine diffusive est
également envisageable.

La situation est plus claire pour les précipités d’hydrure dans le niobium. Dans
ce matériau de structure cubique centrée, les atomes d’hydrogène forment des
précipités d’hydrure de composition NbH en plaquettes de structure orthorhom-
bique alignés suivant les directions [100] de la matrice (Rauch 65). La structure de
ces précipités est souvent considérée comme cubique centrée légèrement déformée
(Balasubramaniam 93). Comme la précipitation d’hydrures se fait à des températures
modérées (Balasubramaniam 93), il est peu probable que le mécanisme 2 soit actif. Par
ailleurs, la précipitation de cette phase s’accompagnant d’un changement de volume
de 12%, les contraintes permettent d’atteindre des niveaux suffisants pour nucléer des
dislocations aux interfaces. La figure 2.1 montre une micrographie MET (Makenas 80)
d’un hydrure d’environ 500 nm de diamètre, dans le voisinage direct duquel on ob-
serve un enchevêtrement complexe de dislocations. Plus loin de l’interface, des boucles
prismatiques circulaires apparaissent très nettement et confirment la prédominance du
mécanisme 3.

On peut également citer le cas des hydrures dans le zirconium qui apparaissent
sous la forme d’aiguilles allongées. Pour ce système, les observations expérimentales
indiquent que la nucléation de boucles de cisaillement contribue aux différentes étapes
de formation de cette phase (Carpenter 73, Carpenter 78a). Nous discuterons plus en
détail de ce système à la fin du chapitre 3.
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(a) (b)

Figure 2.1 – Perte de cohérence par apparition de dislocations (a) à l’interface d’un précipité Al3Sc
(Iwamura 04), (b) par émission de boucle prismatiques autour d’un précipité d’hydrure dans du niobium
(Makenas 80).

On peut noter que l’émission de boucles prismatiques est également observée
pour d’autres types de situations telles qu’autour d’oxydes dans des semi-conducteurs
(Tan 76) ou dans le voisinage des renforts dans les composites à matrice métalliques
(Dunand 91a, Dunand 91b). Pour ces deux systèmes, la différence de coefficients de di-
latation thermique entre la matrice et l’inclusion conduit à de fortes contraintes d’inter-
face après un traitement en température. Dans le cas des semi-conducteurs, ces boucles
prismatiques peuvent dégrader les performances optique et électronique du matériau.
Pour les composites à matrice métallique, ces boucles prismatiques ont un impact signi-
ficatif sur la densité de dislocations et peuvent conduire à un durcissement du matériau
(Arsenault 86).

2.1.2 Etudes théoriques

Les premiers modèles proposés pour étudier la perte de cohérence par nucléation de
boucles de dislocations sont basés sur des solutions analytiques reposant sur des confi-
gurations de dislocations simples (Weatherly 68a, Brown 68, Ashby 69). Ces approches
s’attachent principalement à définir un critère de perte de cohérence dépendant de la
taille et du désaccord paramétrique du précipité.

On peut distinguer les approches basées sur des critères énergétiques de celles re-
posant sur des critères en contrainte. Les premières reposent sur une comparaison de
l’énergie entre une configuration cohérente et une configuration où une boucle de dis-
location a été formée (Brown 68, Brown 70). Les critères en contrainte (Weatherly 68a)
supposent que la perte de cohérence n’a lieu que lorsque la contrainte à l’interface pré-
cipité/matrice est suffisamment élevée pour conduire à la nucléation d’une dislocation.
Conformément à la solution d’Eshelby (Eshelby 57), ces critères sont indépendants de
la taille du précipité. Néanmoins, les observations expérimentales (Ashby 69, Brown 70)
montrent que la perte de cohérence dépend de la taille du précipité mais que les cri-
tères énergétiques sous-estiment souvent le rayon critique à partir duquel la perte de
cohérence apparaît.

Afin d’expliquer l’observation de boucles prismatiques émises lors du processus de
perte de cohérence, Ashby et Johnson (Ashby 68) proposent un mécanisme de formation
de ces boucles. Ce processus est représenté sur la figure 2.2. Premièrement, une boucle
de cisaillement est nucléée à l’interface entre le précipité et la matrice (2.2.a), s’étend
dans son plan de glissement jusqu’à une taille critique où les brins vis changent de plan



34 Chapitre 2. Perte de cohérence par nucléation de dislocations

de glissement (2.2.b) et glissent vers le bas du précipité (2.2.c). Enfin, les brins vis de la
boucle se rejoignent pour former une boucle prismatique complète (2.2.d). Pour assurer
la clarté du schéma, la boucle prismatique restant à l’interface précipité/matrice n’est
pas représentée. La boucle prismatique complémentaire est repoussée par le champs
de contrainte du précipité. Ce mécanisme permet d’expliquer la formation de boucles
prismatiques mais repose sur une séquence d’évènements qui est davantage supposée
que démontrée.

b

(a) (b) (c) (d)

Figure 2.2 – Processus de perte de cohérence proposé par Ashby et Jonshon (Ashby 69). Explications dans
le texte.

Ce processus est étendu au cas de précipités en forme d’aiguilles par Carpenter et
al. (Carpenter 73) pour expliquer les structures de dislocations observées autour de pré-
cipités d’hydrure dans des alliages de zirconium. Les auteurs notent que le glissement
dévié des brins vis peut être inhibé par la dissociation des dislocations, ce qui rend plus
difficile la formation de boucles prismatiques.

Plus récemment, ces mécanismes ont été abordés par Tsuru et al. (Tsuru 07) qui uti-
lisent la statique moléculaire pour étudier la nucléation de dislocations autour d’une
inclusion indéformable dans une matrice d’aluminium soumise à une pression externe.
Les auteurs montrent qu’au delà d’une pression critique, la perte de cohérence s’effectue
par émission de boucles prismatiques autour de l’inclusion. En revanche, le processus
d’Ashby et Johnson n’est pas directement obtenu et les boucles prismatiques sont for-
mées à partir de 4 boucles de cisaillement possédant le même vecteur de Burgers et
glissant sur des plans différents de type [111].

La Dynamique des Dislocations est une technique permettant d’étudier l’évolution
des dislocations à des échelles d’espace et de temps mésoscopiques. Shin et al. (Shin 01)
étudient l’équilibre d’une boucle de cisaillement autour d’un précipité cubique ainsi que
l’équilibre d’un empilement de boucles prismatiques autour d’une inclusion. Cepen-
dant, ces travaux ne s’attachent pas aux mécanismes de nucléation. On peut toutefois
noter que les processus de nucléation peuvent être pris en compte en incorporant un
critère de nucléation (Dayeh 13, Grydlik 12).

Jesser (Jesser 69) propose un critère de perte de cohérence au moyen d’une ap-
proche plus mésoscopique. L’énergie d’un précipité se compose d’un terme élastique
(Eshelby 57) et d’un terme de surface. Lors de la perte de cohérence, cette énergie sur-
facique s’écrit comme la somme d’une énergie chimique et de l’énergie d’un réseau de
dislocations apparaissant à l’interface. L’énergie du réseau de dislocations est estimée
grâce à un simple modèle 1D. L’auteur montre que le critère de perte de cohérence
obtenu par la comparaison de ces contributions énergétiques est en bon accord avec
les observations expérimentales. Cette approche a été utilisée pour expliquer le rôle
de la perte de cohérence sur la cinétique de mûrissement d’Ostwald d’une population
de précipités Al3Sc (Iwamura 04). L’apparition d’un réseau de dislocations augmente
l’énergie d’interface effective, ce qui a tendance à accélérer la cinétique de mûrissement.
Les auteurs de (Iwamura 04) notent un bon accord entre les résultats expérimentaux et
l’approche théorique.

Dans (Johnson 83), les auteurs notent que les dislocations émises sur différents plans
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de glissement interagissent et peuvent donner naissance à des enchevêtrements à une
faible distance du précipité. Les auteurs proposent un modèle analytique qui prend
en compte la formation de tels enchevêtrements et leur influence sur la nucléation de
boucles prismatiques additionnelles. Cette approche permet de déduire la taille de la
zone plastique autour des précipités en fonction du rayon du précipité et de son désac-
cord paramétrique. Cette approche constitue un lien entre une description de la relaxa-
tion plastique autour des précipités par un ensemble de dislocations interagissant entre
elles et des approches plus macroscopiques de plasticité continue. Une telle approche
est proposée dans (Lee 80) où les auteurs traitent analytiquement le cas d’une inclusion
sphérique dans une matrice elasto-plastique. Le comportement plastique de la matrice
est supposé parfait (pas de durcissement) et est contrôlé par un critère de plasticité sur
la contrainte de Von Mises. Les auteurs soulignent que le critère de plasticité doit être
choisi en fonction de la taille du précipité. En effet, pour une inclusion dont la taille
est de l’ordre du micron, on peut supposer que la densité de dislocations dans le voi-
sinage du précipité est suffisante pour que le critère de plasticité se rapproche de celui
du comportement macroscopique du matériau. Ceci correspond au cas où les précipi-
tés attirent des dislocations de la matrice à leur interface. Au contraire, pour des petits
précipités nanométriques, il est raisonnable de considérer qu’aucune dislocation n’est
présente proche du précipité et la plastification de la matrice se fait par nucléation de
boucles de dislocations à l’interface. Dans ce cas, un critère de plastification plus élevé
tenant compte de la nucléation de dislocations doit être considéré. Cette approche a été
généralisée pour un modèle de plasticité tenant compte de l’écrouissage (Earmme 81).

Une autre voie a été proposée par Appolaire et al. (Appolaire 10) qui développent
une approche mésoscopique reposant sur des champs continus décrivant la perte de
cohérence des interfaces. Un nouveau champ défini à l’interface précipité/matrice re-
présente le degré de perte de cohérence du précipité. L’apparition de ce champ permet
de relaxer les contraintes de cisaillement tangentielles à la surface du précipité. Toute-
fois, la relaxation des efforts tangentiels est très éloignée des mécanismes observés de
nucléation de boucles prismatiques ou d’enchevêtrement de dislocations.

On peut également citer les travaux de Shi et al. (Shi 12) qui décrivent l’interface
d’un précipité incohérent grâce à une structure de dislocations et de marches. Cette ap-
proche consiste à déterminer l’état de cohérence d’un précipité en minimisant l’énergie
du système vis-à-vis de la structure de défauts d’interface. Bien que ce formalisme ait
montré son efficacité à décrire les morphologies des précipités, il ne s’attache pas à la
description des mécanismes qui génèrent dynamiquement la perte de cohérence.

Une approche similaire à celle proposée dans le chapitre 1 a été appliquée à l’étude
des interactions entre dislocations et précipités (Minami 05, Minami 07). Bien qu’il soit
fait mention de la nucléation de dislocations à l’interface entre précipité et matrice, les
mécanismes de perte de cohérence ne sont pas analysés en détail.

Finalement, il apparaît que la perte de cohérence par nucleation de dislocations a
été peu abordée dans la littérature. Les approches de type statique moléculaire ont per-
mis de mettre en perspective le processus d’Ashby et Johnson mais leur application
reste limitée car les échelles d’espace accessibles avec ce type de méthode sont néces-
sairement restreintes. Les techniques de type dynamique des dislocations permettent
d’explorer des échelles plus importantes mais aucune étude ne s’attache à étudier les
mécanismes de perte de cohérence par nucléation de dislocations. Enfin, les approches
mésoscopiques proposées jusqu’ici ne permettent pas d’étudier les mécanismes tels que
le processus d’Ashby et Johnson.
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2.2 Formation de boucles prismatique - Processus d’Ashby et John-
son

Le modèle d’élasticité non-linéaire proposé dans le chapitre 1 paraît particulièrement
adapté à l’étude des mécanismes de perte de cohérence. En effet, il prend naturellement
en compte la nucléation des dislocations. De plus, le glissement dévié qui est un élément
important de ces mécanismes est décrit de manière naturelle contrairement aux modèles
de champ de phase de dislocations "classiques" qui rendent difficile une reproduction
réaliste de ce mécanisme. Enfin, cette approche permet d’explorer des échelles d’espace
plus importantes que les simulations atomiques.

Dans le chapitre précédent, nous avons vu qu’un choix naturel pour le pas de dis-
crétisation était le vecteur de Burgers b. Même si le choix d’un pas de grille plus grand
ne permet pas d’obtenir les bonnes contraintes à proximité du cœur, les champs de
contrainte à longue distance ainsi que la dynamique des dislocations restent corrects.
L’étude des mécanismes de perte de cohérence ne nécessite pas de prendre en compte
tous les détails du cœur de la dislocations. Afin d’explorer facilement des échelles d’es-
pace caractéristiques d’une microstructure réaliste, nous avons fait le choix d’un pas
de discrétisation d = 10 b. Pour ce choix, la contrainte de nucléation est de l’ordre de
10−2µ, une valeur réaliste lorsque le processus de nucléation est thermiquement activé.
On peut toutefois noter que des simulations effectuées avec un pas de discrétisation
d = b conduisent aux mêmes mécanismes.

Un précipité de rayon R = 200b caractérisé par une déformation libre de dilata-
tion volumique ε0 = 1.75% est considéré dans un système de 1280× 1280× 1280 b3. Le
précipité et la matrice sont considérés comme isotropes avec un coefficient de Poisson
ν = 1/3 et possèdent les mêmes constantes élastiques.

Afin d’éviter la nucléation spontanée sur les positions symétriques, la déformation
libre est choisie juste en dessous de la valeur critique où la nucléation apparaît. De plus,
pour éviter un impact trop important de la grille de discrétisation sur la nucléation des
dislocations, on introduit une interface précipité/matrice diffuse sur une distance 40 b.
On peut noter que des simulations effectuées avec une interface abrupte conduisent aux
mêmes mécanismes. Un faible bruit de Langevin introduit dans les équations dyna-
miques permet de désynchroniser la nucléation symétrique de dislocations en différents
points de l’interface. Dès la nucléation d’une boucle, le bruit de Langevin est coupé de
telle sorte que son influence sur la suite de la dynamique soit réduite à un minimum.

La figure 2.3 représente quatre clichés de la simulation à des temps différents. La
surface du précipité est représentée en orange. Afin de visualiser les dislocations, on
calcule d’abord la différence entre l’énergie élastique locale de la configuration courante
et d’une configuration où aucune dislocation n’a été nuclée. Une iso-surface de cette
différence permet d’obtenir une représentation des boucles de dislocations.

(a) (b) (c) (d)

Figure 2.3 – Processus de perte de cohérence issu de la simulation numérique (instants t∗ = 20, 60, 140
et 800 après nucléation)

Malgré la différence entre les systèmes de glissement simulés de type (100)[001] et
les systèmes de glissement d’une symétrie CFC (111)[110] considérés dans le processus
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d’Ashby et Johnson, le mécanisme obtenu numériquement est très comparable aux dif-
férentes étapes du schéma de la figure 2.2. La nucléation de la boucle de cisaillement a
lieu dans la région où les contraintes de cisaillement sont les plus importantes. La boucle
s’étend jusqu’à une taille critique où ses brins vis entament le glissement dévié. Finale-
ment, une boucle prismatique d’interstitiels est formée et est repoussée par le champ de
contrainte issu du précipité. La boucle prismatique complémentaire reste à l’interface
entre précipité et matrice et relaxe les contraintes générées par la dilatation volumique
de l’inclusion.

Néanmoins, outre les différents systèmes de glissement, le processus obtenu nu-
mériquement présente plusieurs différences avec le schéma d’Ashby et Johnson. Ces
différences sont mises en évidence sur la figure 2.4 qui représente une vue de face de
la boucle prismatique émise (projetée dans le plan (x, y)). On note les différences sui-
vantes :
• À cause de l’aspect diffus de l’interface, les champs de contraintes et de déforma-

tions diffèrent de ceux prédits par la solution d’Eshelby (Eshelby 57), utilisée dans
l’approche d’Ashby et Johnson. La région où les contraintes de cisaillement sont
maximales est située en avant de l’interface, à une altitude y = 0.825 R, légèrement
supérieure à l’altitude y = R/

√
2 prédite par la solution d’Eshelby.

• La boucle prismatique présente des coins arrondis, contrairement aux boucles pa-
rallélépipédiques prévues par le processus d’Ashby et Johnson (figure 2.2). Le dé-
but du glissement dévié des segments vis s’effectue par des évènements successifs
de glissement dans des directions perpendiculaires alternées. Cette alternance est
due à la complexité du champ de contrainte subi par la boucle de dislocation qui
incorpore le champ de contrainte issu du précipité et de l’ensemble de la boucle.
Ce glissement dévié "en escalier", lissé par la méthode de représentation explique
la forme arrondie de la boucle de dislocation émise. On peut remarquer que cela
s’approche des boucles observées expérimentalement (voir figure 2.1) bien qu’il
soit possible que celles-ci aient évolué par montée après leur émission.
• La boucle prismatique n’est pas centrée par rapport au précipité sphérique. Ceci

est dû encore une fois à la prise en compte du champ de contrainte produit par le
reste de la boucle de dislocation lors du deuxième évènement de glissement dévié
(en bas du précipité) qui a lieu dans un plan d’altitude y = −0.575R.

Figure 2.4 – Vue de la boucle émise projetée dans le plan (x, y). Les lignes noires indiquent les plans de
glissement principaux de la boucle prismatique.
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2.3 Processus plus complexes
L’avantage de notre modèle est qu’il permet l’investigation de mécanismes plus com-

plexes. En particulier, pour un précipité plus grand de rayon R = 320 b, le mécanisme
obtenu est différent.

Lorsqu’on augmente la taille du précipité en conservant la même largeur d’interface,
l’influence de la diffusivité de l’interface se fait moins sentir et les champs de contraintes
à l’interface précipité/matrice sont plus importants. Ainsi, le misfit critique pour lequel
on observe la perte de cohérence spontanée est réduit. Pour R = 320 b, la déformation
libre volumique critique est de 1.56%. Comme précédemment, on choisit une valeur de
ε0 = 1.55% juste en dessous à la valeur critique afin de déclencher la perte de cohérence
par le bruit de Langevin. Pour réduire les effets de bords, la taille du système est 2560×
2560× 2560 b3.

La figure 2.5 montre les différentes étapes de la simulation. Tout comme pour le
processus d’Ahsby-Johnson, la perte de cohérence est amorcée par la nucléation d’une
boucle de cisaillement. Le mécanisme de glissement dévié de cette boucle de cisaillement
est cependant plus complexe. Les parties vis de la boucle de dislocation s’enroulent sur
elles-mêmes (Fig. 2.5.b) pour former des petite boucles de cisaillement supplémentaires
(Fig. 2.5.c). Ces boucles s’étendent sous l’effet de la contrainte et fusionnent pour former
une boucle de cisaillement secondaire (Fig. 2.5.d). Cette boucle secondaire se recombine
avec la boucle primaire à la surface du précipité (Fig. 2.5.e). Lorsque les parties vis de
la boucle secondaire entament leur glissement dévié, la boucle primaire a déjà atteint
la partie inférieure du précipité et ses brins vis se rejoignent de manière plus complexe
que pour le processus de Ashby et Johnson (Fig. 2.5.e). En effet, le glissement dévié de
la boucle primaire conduit à une protubérance qui remonte à la rencontre de la boucle
secondaire (Fig. 2.5.e et Fig. 2.5.f). Lorsque la boucle secondaire rencontre cette partie
protubérante, chacune des boucles (primaire et secondaire) se sépare en une boucle
émise et une boucle complémentaire qui reste à l’interface précipité/matrice (Fig. 2.5.g).
On peut remarquer que les plans de glissement des différentes boucles de dislocations
ne sont pas identiques et que les boucles complémentaires annotées 1 et 3 sur la figure
2.5.h sont plus grandes que les boucles 2 et 4.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Figure 2.5 – Processus d’émission de deux boucles prismatiques pour un précipité R = 320 b avec
ε0 = 1.55%. Clichés aux instants t∗ = 16, 40, 64, 104, 136, 160, 176, 200 après nucléation.
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Une autre morphologie également observée lors de nos simulations est la formation
d’hélices. Cette situation est rencontrée lorsque la déformation libre est suffisamment
importante pour conduire à l’émission de plusieurs boucles prismatiques dans chaque
direction. On considère par exemple un précipité de rayon R = 320 b dans un système
2560× 2560× 2560 b3 possédant une déformation libre volumique ε0 = 2.5%. La figure
2.6.a montre une représentation de la simulation avec une courte hélice composée de
deux boucles prismatiques liées entre elles (les autres boucles prismatiques émises ont
été retirées de la représentation). Cette configuration est très proche de ce qui est observé
expérimentalement autour d’hydrures dans le niobium comme on peut le voir sur la mi-
crographie de la figure 2.6b issue de (Makenas 80). Le détail des simulations montre que
de telles configurations sont dues à une asymétrie au cours du processus de nucléation
qui a pour origine le bruit de Langevin ou l’asymétrie de la grille de discrétisation. On
montre ainsi que dans ce cas, la formation d’hélices n’est pas postérieure à la nucléation
de la boucle contrairement aux situations où les hélices sont issues de l’interaction entre
des boucles prismatiques et une dislocation vis.

(a) (b)

Figure 2.6 – (a) Deux boucles prismatiques liées entre elles formant une courte hélice (R = 360 b
and ε0 = 2.5%) ; (b) Micrographie MET d’un hydrure de niobium après nucléation de dislocations
(Makenas 80).

2.4 Génération de trains de boucles prismatiques
Lorsque la déformation libre est supérieure à une valeur critique, il y a nucléation

de boucles de cisaillement de manière symétrique sur les différents sites de nucléation
disponibles. Ces boucles de cisaillement s’étendent dans leur plan de glissement jusqu’à
une taille critique où elles se rejoignent. Les boucles fusionnent et forment des boucles
prismatiques complètes qui sont émises du précipité. Ce mécanisme est très comparable
à ce qui est observé dans des simulations atomiques (Tsuru 07).

Si le champ de contrainte n’est pas suffisamment relaxé par la nucléation d’une
première série de boucles prismatiques, d’autres boucles sont formées successivement.
La figure 2.7.a montre une simulation effectuée pour un précipité de rayon R = 200 b et
de déformation libre ε0 = 2.5% où l’on constate la nucléation de deux séries de boucles
prismatiques. On peut noter que les boucles prismatiques ne sont pas de la même taille.
En effet, après la première nucléation, les dislocations d’interface relaxent les contraintes
de misfit, ce qui inhibe des nucléations successives dans le même plan de glissement.
Par exemple, sur la figure 2.7.a, les boucles nuclées en premier sont plus grandes que les
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boucles secondaires. Ceci dépend fortement de la configuration et on ne peut pas tirer
de règle générale sur la taille des boucles en fonction de leur position dans la séquence
de nucléation.

(a) (b)
Figure 2.7 – (a) Exemple de nucléations successives de boucles prismatiques (R = 200 b, ε0 = 2.5%).
(b) Nombre de dislocations émises en fonction de la déformation libre pour un précité de rayon R = 200 b
(rouge) et estimation issue de l’équation 2.1 (pointillés noirs).

Le nombre N de boucles prismatiques émises peut être estimé en supposant que
les dislocations laissées à l’interface précipité/matrice relaxent entièrement la déforma-
tion libre dans les directions d’émission (Dunand 91b). Pour un précipité sphérique de
rayon R, de déformation libre de dilatation ε0 et conduisant à l’émission de boucles
prismatiques dans trois directions orthogonales, on a :

N = 3× 2R ε0

b
(2.1)

Même si cette estimation grossière ne tient pas compte des interactions élastiques et
néglige l’effet de seuil pour la nucléation, elle est souvent utilisée pour obtenir une
estimation du nombre de boucles émises et de la taille de la zone plastique (par exemple
(Dunand 91c, Xin 97)).

Afin de vérifier l’augmentation linéaire de N avec ε0, nous avons effectué une série
de simulations avec un précipité de rayon R = 200 b en faisant varier la déformation
libre. La taille de la simulation est prise très large 2560× 2560× 2560 b3 de telle sorte
que les interactions avec les images périodiques sont réduites au miminum.

La figure 2.7.b indique que N croît linéairement avec la déformation libre ε0 avec une
pente en accord avec l’estimation 2.1. La différence entre les deux droites est due à la nu-
cléation : en dessous d’un seuil ε0 = 1.5%, les contraintes à l’interface précipité/matrice
ne sont pas assez importantes pour provoquer la nucléation de dislocations. Au delà de
36 boucles (ε0 = 4.5%), les contraintes issues des images périodiques deviennent im-
portantes et inhibent la nucléation de dislocations supplémentaires. En conséquence, N
dévie de son comportement linéaire.

On peut noter que, dans nos simulations, le nombre de boucles prismatiques varie
également en fonction du rayon du précipité, comme attendu par l’équation 2.1. Toute-
fois, cette dépendance est plus difficile à examiner du fait des dimensions réduites des
systèmes accessibles.
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2.5 Conclusion
La perte de cohérence par nucléation de dislocations a été étudiée avec le modèle

d’élasticité périodique présenté dans le chapitre 1. On a pu montrer que le mécanisme
proposé par Ashby et Johnson (Ashby 69) constitue un processus réaliste. Les simula-
tions numériques montrent également des processus de perte de cohérence plus com-
plexes tels que l’apparition de deux boucles prismatiques issues d’une seule boucle
de cisaillement ainsi que la nucléation d’hélices. Nous avons également montré que le
nombre de boucles prismatiques répond à certaines tendances en fonction de la défor-
mation libre du précipité.

On peut cependant noter que le modèle proposé ici manque de réalisme à bien
des égards. Tout d’abord, les systèmes de glissement des simulations numériques sont
de type (100)[001], éloignés des systèmes de glissement des structures cubiques faces
centrées (CFC), cubiques centrées (CC) ou hexagonales compactes (HCP). Ainsi, il serait
abusif d’attribuer les mécanismes mis en évidence dans ce chapitre à d’autre symétries
cristallines. D’autre part, le glissement dévié des dislocations vis est très éloigné de ce
qui se passe dans d’autres structures cristallines. Par exemple pour une structure CFC,
les dislocations vis se dissocient suivant la réaction

a
2
[11̄0]→ a

6
[21̄1̄] + ISF +

a
6
[12̄1] (2.2)

où ISF 1 désigne une faute d’empilement. Les deux partielles possèdent alors une
composante coin qui empêche un mécanisme de glissement dévié indépendant. Le
glissement dévié est possible lorsque les partielles se rejoignent puis se recombinent
(Caillard 03). Ces processus thermiquement activés ne sont pas pris en compte dans le
modèle proposé dans lequel les dislocations vis glissent dans la direction de plus forte
contrainte. Ce glissement dévié "facile" reste donc éloigné des mécanismes rencontrés
dans les autres structures cristallines.

Toutefois, nous pensons qu’il est possible de généraliser le modèle à une structure
cristalline quelconque. On peut adopter une approche bottom-up qui consiste à prendre
comme fonction périodiques des γ-surfaces calculées par des méthodes ab initio. Ceci
permettrait d’obtenir une structure de cœur et une dissociation réalistes pour rendre
compte des mécanismes de glissement dévié de manière naturelle.

Un des avantages du modèle d’élasticité périodique consiste en sa formulation va-
riationnelle. On peut ainsi inclure des termes additionnels dans l’énergie dépendant
d’autres degrés de liberté, ce qui permet de modéliser de manière cohérente le couplage
entre plusieurs mécanismes d’origines différentes. Par exemple, en se basant sur les
travaux de thèse d’Umut Salman (Salman 09), on peut coupler la dynamique des dis-
locations avec la dynamique d’une transformation de phase martensitique. Une autre
possibilité consiste à incorporer dans ce modèle les changements de phase diffusifs et
ainsi modéliser les interactions entre dislocations et évolutions microstructurales. En
particulier, lors de la perte de cohérence, les boucles de dislocations restant à l’interface
précipité/matrice peuvent avoir une influence sur la morphologie du précipité ainsi que
sur la croissance de celui-ci comme c’est le cas pour les précipités Al3Sc dans les alliages
d’aluminium (Iwamura 04). Ces aspects font l’objet du chapitre suivant.

1. ISF : Intrinsic Stacking Fault
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tions/microstructure en

évolution dans l’alliage

Al-Sc

Dans le chapitre précédent, nous avons utilisé le modèle proposé dans le chapitre
1 pour étudier les mécanismes de perte de cohérence. Les dislocations nucléées à l’in-
terface du précipité relaxent une partie des contraintes issues du désaccord paramé-
trique entre le précipité et la matrice. Les champs de contraintes issus de ces disloca-
tions peuvent à leur tour affecter la morphologie du précipité. Par exemple, dans le
cas des superalliages à base nickel, la présence de dislocations d’interface conduit à
une modification de la morphologie de l’interface entre précipités et matrice sous la
forme de dentelures (Vorontsov 12), voire de sillons lors de la croissance des précipités
(Link 11). Dans le cas des alliages Al-Sc, Iwamura et al. (Iwamura 04) montrent que la
perte de cohérence des précipités d’Al3Sc modifie leur cinétique de mûrissement. Ces
deux exemples mettent en évidence que les dislocations d’interface peuvent impacter
l’évolution des précipités à la fois d’un point de vue morphologique et cinétique.

Comme indiqué dans le chapitre 1, le modèle d’élasticité non linéaire développé
dans cette thèse peut être couplé de manière cohérente avec un modèle de champ de
phase tenant compte de l’évolution microstructurale. Ce couplage permet d’étudier les
interactions complexes entre dynamique des dislocations et évolution microstructurale,
au cœur des phénomènes évoqués précédemment. Dans ce chapitre, nous nous propo-
sons d’étudier les interactions entre dislocations et interfaces diffuses. Le système mo-
dèle choisi pour cette étude est l’aluminium-scandium dans lequel des précipités Al3Sc
jouent un rôle de durcissement structural.

Nous commençons par présenter dans la section 3.1 une courte revue bibliogra-
phique mettant en évidence que ces problématiques ont été jusqu’ici peu étudiées
d’un point de vue théorique. Dans la section 3.2, nous décrivons les alliages Al-Sc et
justifions leur choix dans le cadre de cette étude. Dans la section 3.3, nous proposons un
modèle champ de phase pour l’alliage Al-Sc et le couplage avec le modèle d’élasticité
non linéaire présenté dans le chapitre 1. Les sections suivantes présentent les résultats
obtenus avec ce modèle. On s’attachera dans un premier temps à étudier l’influence
des dislocations sur la morphologie d’une interface plane. On s’intéressera ensuite à
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l’influence de ces dislocations sur la cinétique d’avancée de l’interface.

3.1 Études théoriques de l’influence des dislocations sur l’évolution
microstructurale

Les interactions entre dislocations et microstructure en évolution sont à la frontière
de deux domaines de la métallurgie physique, à savoir l’analyse des transformations
de phase et l’étude des dislocations. Malgré quelques exceptions dans des cas simples
(Cahn 57, Ham 59), ces problèmes sont difficiles à traiter analytiquement. L’introduction
au cours des dernières décennies de nouvelles méthodes capables de traiter numérique-
ment les interactions complexes entre dislocations et microstructure a généré un regain
d’intérêt pour ces problèmes.

La nucléation inhomogène de précipités de seconde phase le long de dislocations
est un phénomène bien connu. Les contraintes générées par les dislocations piègent les
atomes de soluté et facilitent considérablement la nucléation de précipités. Ce phéno-
mène a été largement utilisé pour l’observation des microstructures de dislocations en
microscopie optique (Dash 56, Dash 58, Dollins 70) avant la généralisation des obser-
vations MET. Les méthodes de type champ de phase semblent un outil de choix pour
l’étude de ce type de problème. Hu et al. (Hu 01) étudient la nucléation et l’évolution
morphologique de précipités de seconde phase autour d’une dislocation. Cette approche
a été généralisée au cas tridimensionnel (Luo 07). Néanmoins, dans ces approches, les
dislocations sont fixes et leur évolution n’est pas prise en compte.

La décomposition spinodale est une autre phénoménologie où les dislocations
peuvent jouer un rôle important qu’elles soient immobiles (Léonard 98, Li 09) ou mo-
biles (Haataja 04, Haataja 05). Ainsi, dans ce dernier cas, le couplage entre un modèle
de décomposition spinodale et un modèle à base de densité de dislocations a permis
de montrer que les dislocations mobiles peuvent impacter de manière significative la
cinétique de décomposition. Rodney et al. (Rodney 01) ont également effectué des simu-
lations de décomposition spinodale provoquée par le glissement d’une dislocation.

De nombreux autres travaux se concentrent sur l’évolution de dislocations dans une
microstruture figée. La dynamique des dislocations est un outil particulièrement adapté
à ce type de situation comme en témoigne la riche littérature sur ce sujet (par exemple
(Vattré 09a, Vattré 10, Monnet 11)). Les auteurs de (Minami 04, Minami 05, Minami 07)
utilisent un modèle très proche de celui décrit dans le chapitre 1 couplé à un modèle
champ de phase tenant compte de l’évolution microstructurale. Cependant, ils ne s’at-
tachent pas à étudier en détail l’influence des dislocations sur l’évolution microstructu-
rale.

Afin d’étudier le comportement en fluage des alliages Ni-Al, des techniques de
champ de phase ont été utilisées pour simuler simultanément le glissement des dis-
locations et les phénomènes diffusifs. Dans (Zhou 11), les auteurs couplent le modèle
champ de phase pour les dislocations à une dynamique diffusive tenant compte de la
réorganisation atomique des précipités cisaillés par une dislocation. Ces mêmes auteurs
(Zhou 10) étudient l’influence du glissement des dislocations sur l’évolution morpho-
logique des précipités γ′ et montrent que la déformation plastique générée par les dis-
locations accélère la mise en radeau des précipités. Cependant, les auteurs s’attachent
davantage à étudier le comportement en fluage des alliages Ni-Al qu’à comprendre les
mécanismes d’interaction entre dislocations et microstructure en évolution. Les interac-
tions entre évolution microstructurale et déformation plastique a également été étudié
par l’intermédiaire d’un couplage entre des approches champ de phase et des modèles
de plasticité continue (Zhou 10, Gaubert 10, Cottura 12). Par exemple, Cottura et al.
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(Cottura 12) utilisent un modèle viscoplastique à longueur interne qui rend compte des
effets de corrélation à courte distance entre les dislocations. Dans le cas des superalliages
à base nickel, les auteurs montrent que ces effets de corrélation ont un impact mineur
sur la morphologie des précipités mais jouent un rôle important sur le comportement
mécanique macroscopique.

On peut également noter les travaux de Lee et al. (Lee 96, Lee 98) qui développent
une méthode Monte-Carlo à l’échelle atomique tenant compte des effets élastiques. En
particulier, dans (Lee 98), les auteurs s’attachent à étudier le rôle des dislocations sur
l’évolution microstructurale des précipités. Malgré l’intérêt qualitatif de ces résultats, il
est difficile d’utiliser ce type de technique de manière quantitative. En effet, les gran-
deurs caractéristiques d’un système biphasé telles que les concentrations à l’équilibre
des phases ainsi que l’énergie d’interface sont difficilement contrôlables avec ce type de
modèle discret.

Ainsi, des modèles de différentes natures ont été développés afin d’étudier les inter-
actions entre dislocations et évolution microstructurale. Cependant, aucun travail n’est
consacré à l’influence des dislocations sur la morphologie de l’interface ni au devenir de
ces dislocations dans le cas du déplacement de l’interface, malgré l’importance de ces
phénomènes.

3.2 Description des alliages aluminium-scandium
Nous nous proposons d’étudier les interactions entre dislocations et microstructure

en évolution dans un alliage aluminium-scandium. Notre choix s’est porté sur ce sys-
tème du fait de sa relative simplicité (phases élastiquement quasi-isotropes, précipités
isolés et sphériques, dislocations peu dissociées). Même s’ils sont peu utilisés dans l’in-
dustrie et peuvent paraître relativement exotiques, ces alliages ont fait l’objet de plu-
sieurs études expérimentales et théoriques et sont aujourd’hui bien connus. Dans cette
section, on décrira en premier lieu la phase Al3Sc apparaissant dans cet alliage, puis son
influence sur les propriétés mécaniques de l’alliage.

3.2.1 Desctiption de la phase Al3Sc

L’ajout de scandium dans l’aluminium conduit à la formation de précipités stœchio-
métriques Al3Sc qui précipitent de manière cohérente avec la matrice. Ces précipités
possèdent une structure L12 qui est énergétiquement la plus stable parmi les autres
structures possibles (Clouet 04, Mao 11). Cette structure L12 est une structure ordon-
née sur la maille CFC où les atomes d’aluminium sont situés sur les faces de la maille
élémentaire et les atomes de scandium sur les sommets (figure 3.1.b). On peut noter
qu’il existe quatre variants cristallographiques pour la structure L12 correspondant aux
quatre choix possibles pour les sites occupés par le scandium. A température nulle, des
calculs ab initio (Mao 11) montrent que la phase Al3Sc possède un paramètre de maille
aAl3Sc = 4.1 Å, supérieur à celui de l’aluminium pur aAl = 4.03 Å. On définit le désac-
cord paramétrique (ou misfit) entre les deux phases comme :

ε00 = 2
aAl3Sc − aAl

aAl3Sc + aAl
(3.1)

Du fait des différents coefficients de dilatation thermique des deux phases, le désac-
cord paramétrique varie de manière importante avec la température. Royset et al.
(Royset 05c) ont ainsi caractérisé cette dépendance en prenant également en compte
les effets élastiques des lacunes et du scandium en solution solide dans la matrice.
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Al Sc

(a)

(b)

(c)

Figure 3.1 – (a) Diagramme de phase de l’alliage binaire Al-Sc (Royset 05b). (b) Microstructure d’un
alliage Al-0.28%Sc recuit 5h à 673 K (Watanabe 04). (c) Structure cristallographique L12 de la phase
Al3Sc.

La figure 3.1.a présente une partie du diagramme de phase de l’alliage binaire Al-Sc
(Royset 05b). On peut remarquer que la limite de solubilité du scandium dans l’alu-
minium est très faible, ce qui conduit à l’apparition de précipités Al3Sc même pour
des concentrations en Sc marginales. Les précipités d’Al3Sc apparaissent généralement
comme sphériques (figure 3.1.b) (Hyland 92, Novotny 01, Marquis 01, Watanabe 04,
Royset 05b). Des images MET haute résolution (Marquis 01, Royset 05b) montrent ce-
pendant une morphologie facettée attribuée à une légère anisotropie de l’énergie d’in-
terface. Lors de l’étape de croissance, des morphologies en "étoile" ou en "choux-fleur"
sont également observées (Marquis 01, Novotny 01, Tsivoulas 06). Cette morphologie est
probablement due a une instabilité de croissance selon certaines directions cristallogra-
phiques comme l’indiquent les simulations champ de phase de Boisse (Boisse 08). Une
morphologie légèrement cuboïdale est également observée lorsque la taille des précipi-
tés atteint plusieurs dizaines de nanomètres (Marquis 01, Novotny 01, Watanabe 04).
Cette morphologie est attribuée à des effets élastiques. La cinétique de nucléation,
croissance et mûrissement de ces précipités a été largement étudiée dans la littérature
(Hyland 92, Novotny 01, Marquis 01, Clouet 04, Clouet 05, Boisse 08). La faible fraction
volumique de précipités et l’absence de phases intermédiaires métastables permettent
une bonne comparaison avec l’approche théorique de Lifshitz, Slyozov et Wagner (LSW).

L’énergie d’interface entre l’aluminium CFC et la phase Al3Sc a fait l’objet de plu-
sieurs études expérimentales (Hyland 92, Jo 93, Robson 03, Watanabe 04, Iwamura 04,
Royset 05a) et théoriques (Hyland 98, Asta 98). Ces différentes études sont résumées
dans un article de revue (Royset 05b). On note la grande dispersion des résultats qui
varient entre 10 mJ/m2 et 300 mJ/m2. Une étude expérimentale en fonction de la tem-
pérature (Royset 05a) indique que l’énergie d’interface dépend considérablement de la
température, ce qui permet d’expliquer les écarts importants entre les différentes valeurs
présentes dans la littérature.

Au cours de la croissance des précipités d’Al3Sc, leur perte de cohérence est géné-
ralement observée lorsque le rayon du précipité atteint une valeur critique (Drits 84,
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Tsivoulas 06, Jones 03, Iwamura 04, Royset 05c). Cette perte de cohérence est caracté-
risée par l’apparition de dislocations à l’interface précipité/matrice qui relaxent les
contraintes de misfit. Les rayons critiques de perte de cohérence sont compris entre
15 nm et 40 nm. Royset et al. (Royset 05c) montrent que les différents rayons critiques
mesurés dépendent fortement de la température du fait de la dépendance du désaccord
paramétrique en fonction de la celle-ci. L’impact de l’apparition de dislocations d’in-
terface sur la cinétique de mûrissement a également été caractérisée (Iwamura 04). Les
auteurs montrent que la perte de cohérence des précipités accélère la cinétique de mû-
rissement car le réseau de dislocations augmente l’énergie d’interface effective. On peut
également noter qu’après la perte de cohérence, les précipités conservent une forme
sphérique (Iwamura 04).

3.2.2 Influence des précipités Al3Sc sur les propriétés mécaniques

Comme tous les métaux CFC, l’aluminium possède 12 systèmes de glissement de
type a

2 (111)[11̄0] (où a désigne le paramètre de maille de l’aluminium). Les dislocations
se dissocient généralement en deux partielles de Shokley séparées par une faute d’em-
pilement intrinsèque (ISF 1) suivant la réaction :

a
2
[11̄0]→ a

6
[21̄1̄] + ISF +

a
6
[12̄1] (3.2)

Dans le cas de l’aluminium, l’énergie de l’ISF est de l’ordre de 125 mJ/m2 (Kibey 07,
Woodward 08), valeur relativement élevée comparée à celles des autres métaux CFC.
Ceci conduit à une distance de dissociation faible comprise entre 5 et 10 Å selon la
méthode employée et le caractère de la dislocation (Woodward 08). Ces dislocations in-
teragissent avec les précipités Al3Sc, ce qui conduit à un effet de durcissement structural
et à une hausse de la limite d’élasticité (Royset 05b, Seidman 02, Marquis 03). Ce dur-
cissement structural est fonction de plusieurs ingrédients qui régissent les interactions
entre dislocations et précipités.

Lorsqu’une dislocation a
2 [11̄0] pénètre dans un précipité Al3Sc, l’ordre de la phase

L12 est modifié sur la zone balayée par la dislocation : la dislocation laisse derrière
elle une paroi d’antiphase (APB 2). George et al. (George 90) déduisent une valeur de
l’énergie d’APB de 313 mJ/m2 à partir d’observations MET de paires de dislocations
a
2 [11̄0]. Une étude ab initio réalisée par Fu (Fu 90) conclut à une valeur plus élevée de
670 mJ/m2. Cette énergie d’APB prévient le cisaillement des précipités Al3Sc par les
dislocations de la matrice, ce qui provoque un effet de durcissement structural impor-
tant. Le désaccord paramétrique ainsi que la différence des constantes élastiques entre
les phases contribuent en moindre mesure à l’effet de durcissement structural. Selon la
taille et la densité des précipités, deux mécanismes de déformation sont observés :
• Pour les densités élevées de petits précipités, ces derniers sont cisaillés par les

dislocations qui parcourent la distribution de précipités par paires (Seidman 02)
(le passage de deux dislocations a

2 [11̄0] cisaillant un précipité Al3Sc dans le même
plan de glissement permet de retrouver l’ordre initial de la phase).
• Pour les faibles densités de gros précipités, les dislocations contournent les pré-

cipités par un mécanisme d’Orowan. Ce mécanisme est mis en évidence par des
observations MET de boucles circulaires autour des précipités (Seidman 02).

Le pic de durcissement, c’est-à-dire le durcissement optimal pour une concentration
donnée en scandium, est obtenu pour une taille de précipité critique à la limite entre ces
deux mécanismes.

1. Intrinsic Stacking Fault
2. Anti-Phase Boundary
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Enfin, un autre effet connu des précipités Al3Sc est leur capacité à stabiliser la struc-
ture de grains/sous-grains par un effet d’épinglage de Zener (Royset 05b, Jones 03,
Min 05). Les précipités Al3Sc apportent donc un effet anti-recristallisant bénéfique.

3.3 Développement d’un modèle de champ de phase pour l’alliage
Al-Sc

L’évolution microstructurale des alliages Al-Sc a été peu étudiée en champ de phase.
Boisse (Boisse 08) propose un modèle de champ de phase en paramètre d’ordre pour
étudier la croissance et la coalescence des précipités Al3Sc. Ce modèle communément
utilisé pour l’étude des transformations de phase de type L12 (Boussinot 07, Boisse 08,
Gaubert 09, Cottura 13) repose sur des paramètres d’ordre à longue distance qui carac-
térisent les différents variants de la structure L12. L’avantage de ce formalisme est qu’il
permet de prendre en compte les parois d’antiphase apparaissant lors de la coalescence
des précipités tout en conservant une échelle mésoscopique.

Dans cette étude, nous n’avons pas besoin de mettre en place un tel formalisme car
nous nous intéressons aux interactions entre des dislocations et un précipité unique.
Ainsi, nous n’avons besoin que d’un seul champ, la concentration en scandium, pour
caractériser l’évolution microstructurale. On s’intéresse au comportement de l’alliage à
une température de 800 K où les concentrations atomiques à l’équilibre dans la matrice
et le précipité sont respectivement cm = 0.09% et cp ' 25% (figure 3.1.a).

3.3.1 Energie libre du système

On note c la concentration atomique en scandium. La fonctionnelle d’énergie du
système est définie comme l’intégrale sur le volume d’une contribution élastique fel ,
d’une contribution chimique fch ainsi que d’un terme de gradient fgrad qui pénalise les
variations spatiales du champs c et permet d’introduire une interface diffuse entre les
phases.

F =
∫

dr3{ fel(c, ε) + fgrad(c) + fch(c)} (3.3)

L’énergie chimique du système est choisie comme la somme d’un polynôme d’ordre 5

et d’un terme logarithmique qui permet de reproduire correctement le comportement
entropique de la limite diluée (ce qui est important ici car la phase désordonnée est
précisément stabilisée dans ce domaine) :

fch(c) = a0 + a1c + a2c2 + a3c3 + a4c4 + a5c5 +
kT
Ω

(c ln(c) + (1− c) ln(1− c)) (3.4)

où les ai sont des coefficients constants, kT désigne l’énergie thermique et Ω est le
volume atomique de l’aluminium. Le potentiel chimique dérivant de cette énergie libre
diverge pour c → 0 et c → 1, ce qui permet d’assurer que la concentration demeure
entre 0 et 1, y compris proche du cœur des dislocations où les interactions élastiques
entre les dislocations et le champ de concentration sont importantes.

Nous avons vu que l’énergie d’interface Al3Sc/Al est légèrement anisotrope, ce qui
conduit à l’apparition de précipités facettés (Marquis 01). Néanmoins, pour des raisons
de simplicité, on néglige cette anisotropie et on introduit une énergie de gradient iso-
trope :

fgrad(c) =
G
2
||∇c||2 (3.5)
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Nous verrons dans le paragraphe suivant comment choisir les coefficients ai et G afin
de reproduire les concentrations des phases à l’équilibre ainsi que l’énergie et la largeur
d’interface désirées.

La dernière contribution énergétique est l’énergie élastique fel . Afin de prendre en
compte la dynamique des dislocations, on considère l’énergie élastique périodique du
modèle décrit dans le chapitre 1 (Eq. 1.31) :

fel(ε, c) =
3

∑
i,j=1

Ciijj

2
(ε ii − ε0

ii(c))(ε jj − ε0
jj(c)) + ∑

i<j
pij
(
c, ε ij

)
(3.6)

Les fonctions périodiques pij dépendent de la concentration c afin de tenir compte de
l’inhomogénéité des constantes élastiques des phases Al et Al3Sc et de l’énergie de
paroi d’antiphase. Le paragraphe 3.3.3 détaille le choix des constantes élastiques et des
fonctions pij.

3.3.2 Paramétrage des fonctions fch et fgrad

Les coefficients ai du polynôme et le coefficient G du terme de gradient doivent être
paramétrés afin de reproduire les concentrations à l’équilibre, l’énergie et l’épaisseur de
l’interface.

Afin de reproduire deux phases stables ainsi qu’une interface entre ces deux phases,
l’allure du potentiel fch doit être celle d’un double-puits avec deux minima en cm et cp.
Pour nous aider à paramétrer le système, on s’intéresse tout d’abord au cas simple d’un
potentiel double-puits symétrique prenant la forme d’un polynome d’ordre quatre pour
lequel l’examen analytique est bien connu (Cahn 58, Bray 02, Bronchart 06). L’énergie
libre de ce système simplifié s’écrit en 1D :

Fs =
∫

dx

{
16∆F

(cp − cm)4 (c− cm)
2(c− cp)

2 +
G
2

(
∂c
∂x

)2
}

(3.7)

où ∆F désigne la hauteur du double puits (voir figure 3.2.a). L’équilibre du système est
obtenu en annulant la dérivée fonctionnelle δF

δc = 0. La solution analytique du profil à
l’équilibre de c entre une phase où c = cm (x < 0) et une phase où c = cp (x > 0) prend
la forme d’une tangente hyperbolique :

c(x) =
cp − cm

2

(
tanh

(
2x
w

)
+ 1
)
+ cm (3.8)

où w = (cp− cm)
√

G/2∆F est l’épaisseur de l’interface. L’énergie de l’interface peut être
calculée analytiquement et vaut Eint =

2
3 (cp − cm)

√
2G∆F. Ainsi, si on désire reproduire

une épaisseur w et une énergie d’interface Eint données, on peut choisir les coefficients
G et ∆F comme : {

G = 3Eintw/
(
2(cp − cm)2)

∆F = 3Eint/4w (3.9)

On utilise maintenant ces éléments pour paramétrer notre système. Afin de déterminer
les coefficients ai du potentiel chimique, on impose certaines conditions. Par simplicité,
on considère que les énergies libres des deux phases sont nulles aux concentrations
d’équilibre, fch(cp) = fch(cm) = 0. Les dérivées en cp et cm doivent également être
nulles afin de retrouver deux minima locaux. On désire contrôler la hauteur du potentiel
séparant les deux phases de manière indépendante. Pour cela, on impose fch((cm +
cp)/2) = ∆F et f ′ch((cm + cp)/2) = 0. L’ensemble de ces contraintes peut s’écrire sous la
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forme d’un système linéaire d’ordre 6. La résolution de ce système permet d’obtenir les
coefficients ai en fonction des grandeurs cp, cm, ∆F.

La figure 3.2.a représente l’allure de la fonction fch paramétrée pour ∆F =
0.4 eV/nm3. On remarque que pour c ∈ [cm, cp], l’allure de la densité d’énergie libre est
proche du potentiel double-puits de l’équation 3.7. Cela justifie l’utilisation de l’équa-
tion 3.9 pour estimer les coefficients G et ∆F à partir des données expérimentales de
l’énergie et de l’épaisseur des interfaces précipité/matrice.

(a) (b)

Figure 3.2 – (a) Densité d’énergie libre chimique fch(c) pour le cas de la fonction simplifiée de l’équation
3.7 (pointillés noirs) et pour la fonction de l’équation 3.4 paramétrée ; (b) variation de l’énergie d’interface
en fonction de ∆F (en rouge) en conservant une épaisseur d’interface de l’ordre de 1.14 nm (en noir).
L’épaisseur de l’interface est calculée par la méthode de la tangente (voir encart)

En particulier, dans la suite du chapitre, on fera varier l’énergie d’interface en gar-
dant une épaisseur d’interface w = 1.14 nm. La figure 3.2.b montre l’évolution en fonc-
tion du paramètre ∆F de l’énergie d’interface obtenue par intégration numérique de
l’énergie le long du profil d’équilibre. Sur la même figure, la courbe noire représente
l’évolution de l’épaisseur numérique. On voit que quel que soit le choix de ∆F, l’uti-
lisation de l’équation 3.9 permet de conserver une épaisseur d’interface autour de la
valeur désirée de 1.14 nm (en pointillés). L’encart de la figure représente l’évolution de
c à travers l’interface entre les deux phases. On constate premièrement que l’interface
est légèrement asymétrique du fait de l’asymétrie de l’énergie libre. L’épaisseur de l’in-
terface est calculée en prolongeant la tangente à l’origine et en identifiant les points
d’intersection avec les valeurs des concentrations des deux phases (encart de la figure
3.2). Il faut souligner que pour ∆F < 0.2 eV/nm3, la technique de détermination des co-
efficients ai conduit à l’apparition de minima locaux supplémentaires pour c ∈ [cm, cp]
dans le profil de l’énergie libre, ce qui n’est évidemment pas désiré.

Nous avons vu dans la section 3.2.1 qu’il existe une dispersion importante entre les
différentes mesures de l’énergie d’interface dans la littérature. Les travaux de Royset et
al. (Royset 05a) montrent que l’énergie de l’interface Al/Al3Sc varie avec la température
et leur étude indique qu’à 800 K, le choix de Eint = 100 mJ/m2 (0.63 eV/nm2) semble
raisonnable. Cette valeur est obtenue pour ∆F = 0.4. Dans la suite, on s’autorisera à faire
varier l’énergie d’interface entre 57 mJ/m2 (0.36 eV/nm2) et 253 mJ/m2 (1.58 eV/nm2)
afin de tester son influence.

3.3.3 Paramétrage de l’énergie élastique

Les constantes élastiques de la phase Al3Sc ont été déterminées expérimentalement
(Hyland 91). Des études ab initio portant sur ce système trouvent des valeurs très proches
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(Woodward 01, Mao 11). Les constantes élastiques de l’aluminium et de la phase Al3Sc
sont reportées dans le tableau 3.1. Afin de caractériser l’anisotropie du matériau, on
calcule le coefficient d’anisotropie A = 2C44/(C11 − C12) (A = 1 pour un matériau
parfaitement isotrope). Dans le cas de l’aluminium pur et de la phase Al3Sc, les coeffi-
cients d’anisotropie sont proches de l’unité. L’anisotropie dans ces matériaux peut donc
être considérée comme faible. Par simplicité, on se placera dans un cadre parfaitement
isotrope. Les coefficients de Lamé λ et µ utilisés par la suite sont obtenus à partir de
l’approximation isotrope de Voigt (Hirth 68) :

µ = (C11 − C12 + 3C44)/5
λ = (C11 + 4C12 − 2C44)/5

(3.10)

C11 C12 C44 A λ µ ν

Al 107 61 28 1.22 59 26 0.35
Al3Sc 183 46 68 0.99 46 68 0.2

Table 3.1 – Constantes élastiques (Ashcroft 76, Hyland 91), coefficients d’anisotropies et approximations
isotrope de Voigt (Hirth 68) pour l’aluminium pur et la phase Al3Sc.

Afin de paramétrer les fonctions pij, une première approche qualifiée de bottom-up
consiste à utiliser des méthodes ab initio pour calculer une γ-surface pour les phases
Al et Al3Sc. Les calculs à l’échelle atomique permettent en effet d’obtenir l’énergie du
système en fonction du déplacement relatif de deux plans atomiques successifs. On peut
alors projeter la fonction obtenue sur une base finie de fonctions périodiques et déter-
miner les coefficients devant chacun des termes. Une interpolation de ces coefficients en
fonction de la concentration permet d’obtenir les fonctions pij pour une concentration
quelconque. Bien que très pertinente, cette approche présente certains inconvénients.
Premièrement, elle repose sur des calculs ab initio qui sont effectués à température nulle
alors que le paramètre de maille et l’énergie d’APB dépendent de la température. De
plus, la taille de la base des fonctions périodiques doit être suffisamment grande pour
reproduire fidèlement les γ-surfaces. Plus la base des fonctions périodiques est grande,
plus le nombre de termes à évaluer lors de la résolution de l’équilibre mécanique est
important, ce qui peut introduire des coûts de calcul importants. D’un point de vue
plus pratique, la détermination des γ-surfaces nécessite la prise en main d’un logiciel
de calcul ab initio et peut s’avérer longue et fastidieuse.

Pour ces raisons, nous préférons adopter une approche top-down en considérant un
potentiel périodique simplifié paramétré afin de reproduire les principales grandeurs
caractéristiques du problème, c’est-à-dire la bonne périodicité, l’énergie d’APB et les
constantes élastiques.

Comme mentionné dans le paragraphe 3.2.2, la longueur de dissociation des dis-
locations a

2 [110] est faible. On se permettra donc de négliger les effets issus de cette
dissociation et on choisira arbitrairement la largeur du cœur. Néanmoins, on conserve
le paramètre α introduit dans le chapitre 1 permettant de modifier la structure de cœur
des dislocations et la contrainte de Peierls. On considère donc un potentiel périodique
de la forme suivante :

p(c, ε) = k1(c)
[
1− cos

(πε

ε̂

)]
+ k2(c)

[
1− cos

(
2πε

ε̂

)]
+ k3(c)

[
1− cos

(
4πε

ε̂

)]
(3.11)

où ε̂ = b/2d est la déformation caractéristique du passage d’une dislocation a
2 [110] et

les coefficients k1, k2 et k3 sont paramétrés avec α, EAPB et µ afin de retrouver l’élas-
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ticité linéaire dans les deux phases pour les petites déformations quel que soient α et
EAPB. En désignant la matrice d’aluminium et la phase Al3Sc par les exposants m et p
respectivement, on a :

km
1 = 0

km
2 =

(
αm

2
+ 1
)

µm ε̂2

π2

km
3 = −αm

8
µm ε̂2

π2 (3.12)

kp
1 =

EAPB

2

kp
2 =

(
αp

2
+ 1
)(

µp ε̂2

π2 −
EAPB

8

)
kp

3 = −αp

8

(
µp ε̂2

π2 −
EAPB

8

)
La figure 3.3.a représente la fonction périodique p23 avec ce jeu de paramètres. Pour
une concentration quelconque en scandium, les coefficients k1, k2, k3 sont interpolés au
moyen d’un polynôme d’ordre 3 noté h(c) représenté sur la figure 3.3.b :

ki(c) = kp
i h(c) + km

i (1− h(c)) avec h(c) =
(c− cm)2

(cp − cm)3

(
3cp − cm − 2c

)
(3.13)

(a) (b)

Figure 3.3 – (a) Fonctions périodiques pour la matrice (c = cm) en bleu et la phase Al3Sc (c = cp) en
rouge pour αm = αp = 0. (b) Fonction d’interpolation h(c).

Dans la suite, on prendra pour l’énergie de paroi d’antiphase une moyenne des valeurs
disponibles dans la littérature (George 90, Fu 90), soit EAPB = 500 mJ/m2.

3.3.4 Equations dynamiques

Séparation des échelles de temps

Avant de construire les équations dynamiques qui régissent l’évolution du système,
on doit d’abord distinguer deux mécanismes qui ont lieu à des échelles de temps très
distinctes. Les phénomènes displacifs, tels que la mise à l’équilibre élastique et le dé-
placement des dislocations, sont en général beaucoup plus rapides que les évolutions
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microstructurales contrôlées par la diffusion. Pour s’en convaincre, on peut comparer
les temps caractéristiques des deux phénomènes.

L’échelle de temps du déplacement des dislocations est obtenue à partir du coeffi-
cient de traînée de phonons B qui régit la dynamique des dislocations via l’équation
v = σab/B. Il est bien connu que ce coefficient dépend de la température (Kubin 13) et
des simulations de dynamique moléculaire (Kuksin 08) montrent que pour l’aluminium,
B(T) = B(300 K) · T/300 avec B(300 K) = 1.4 · 10−5 Pa · s. Ce résultat est en bon accord
avec les valeurs expérimentales présentes dans la littérature (Gorman 69, Hikata 70).
Ainsi, le temps caractéristique associé au déplacement des dislocations à 800 K est
τm = B/σa = 3.73 · 10−13 s en considérant que la contrainte subie par la dislocation
est σa = 100 MPa.

D’autre part, les mécanismes diffusifs mis en jeu lors de l’évolution microstructurale
sont beaucoup plus lents. Le coefficient de diffusion du scandium dans l’aluminium
s’exprime comme DSc = D0

Sc exp(−Em/kT), avec D0
Sc = 5.31 · 10−4 m2/s et Em = 1.79 eV

(Madelung 90). On s’intéresse à la diffusion du soluté à l’échelle de la dislocation,
l’échelle de longueur associée est donc de l’ordre de b. Le temps caractéristique associé
à la diffusion du scandium à 800 K sur cette distance est τd = b2/DSc = 2.9 · 10−5 s.

Ainsi, 8 ordres de grandeur séparent les temps caractéristiques de la diffusion et du
déplacement des dislocations. L’utilisation d’un pas de temps commun pour les deux
équations n’est pas envisageable étant donnée la trop grande différence entre les échelles
de temps des deux mécanismes. Afin d’assurer cette séparation d’échelles de temps, on
résout l’équilibre mécanique avant chaque pas de temps de l’équation de diffusion.

Dynamique du champ de concentration

On va maintenant détailler les équations dynamiques qui régissent l’évolution du
champ de concentration et la résolution de l’équilibre mécanique. Le champ de concen-
tration est conservé et suit une dynamique diffusive de type Cahn-Hilliard :

ċ = ∇ ·M(c)∇µ({c}, {ε}) (3.14)

où µ({c}, {ε}) désigne le potentiel chimique et M(c) la mobilité de l’espèce. Par défini-
tion, le potentiel chimique est égal à la variation d’énergie libre associée à une variation
marginale de concentration. Dans le cas présent, on suppose que les degrés de liberté
mécaniques, c’est-à-dire les champs de déplacements {ui}, sont instantanément relaxés.
Ces champs deviennent donc des fonctionnelles du champ de concentration. L’énergie
libre totale devient alors une fonctionnelle du seul champ de concentration :

F eq({c}) = F ({c}, {ueq
i }) (3.15)

où {ueq
i } est le champ de déplacement associé à l’équilibre mécanique. Le potentiel

chimique est donc donné par :

µ({c}) = δF eq({c})
δc

=
δF ({c}, {ueq

i })
δc

+
∫

dr′
δF

δui(r′)

∣∣∣∣
ui=ueq

i

δueq
i (r′)

δc(r)
(3.16)

Puisque l’équilibre mécanique est supposé atteint, le second terme est nul et on obtient :

µ({c}) = ∂ fch

∂c
+

∂ fel

∂c
− G∇2c (3.17)

On choisit de considérer une mobilité dépendante de la concentration afin de repro-
duire la diffusion du scandium dans l’aluminium dans la limite diluée où c → 0. Dans
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cette limite, le terme logarithmique du potentiel chimique diverge et est prédominant
face aux termes du polynôme et aux autres contributions. Ainsi, le potentiel chimique
devient

µc→0 '
kT
Ω

ln(c) (3.18)

Le choix d’une mobilité linéaire du type M(c) = DScΩc/kT permet de retrouver la loi
de Fick qui régit la diffusion du soluté dans la limite diluée :

ċ = DSc∆c (3.19)

De plus, le choix d’une telle mobilité pour les faibles concentrations permet d’éviter
des problèmes numériques liés à la divergence du potentiel chimique dans cette limite.
Une mobilité linéaire en c sur l’ensemble des concentrations n’est cependant pas très
réaliste. En effet, il n’y a aucune raison que la mobilité dans la phase Al3Sc où c ' 0.25
soit déduite d’une extrapolation valable pour les faibles concentrations en scandium.
De plus, une forte valeur de la mobilité dans la phase Al3Sc obligerait à choisir un pas
de temps réduit, ce qui limite les potentialités du modèle. Pour palier ces difficultés, on
choisit finalement une mobilité de la forme 3

M(c) =
cthΩDSc

kT

(
1− ec/cth

)
(3.20)

avec cth une concentration seuil qui définit la limite entre un régime dilué où la mobilité
est linéaire en c et un régime où la mobilité est constante. On fixe arbitrairement cth =
0.01.

Résolution de l’équilibre élastique

L’équilibre mécanique est résolu avant chaque pas de temps de la diffusion. Une
manière simple d’obtenir l’équilibre mécanique consiste à effectuer une dynamique dis-
sipative semblable à celle présentée dans le chapitre 1. Une telle dynamique peut être
vue comme une méthode de minimisation dont les itérations successives convergent
vers l’état d’équilibre :

εn+1
ij = εn

ij +
Γ
2

[
∂2σn

ik
∂xj∂xk

+
∂2σn

jk

∂xi∂xk

]
(3.21)

où Γ est un coefficient de relaxation choisi le plus grand possible afin d’assurer une
convergence rapide vers le minimum, mais suffisamment petit pour éviter les instabi-
lités numériques. On doit également définir un critère pour arrêter cette dynamique
dissipative lorsqu’on est suffisamment proche de l’équilibre. Ce critère est fixé sur les
variations des champs de déformation entre deux itérations successives. Le processus
de minimisation est stoppé lorsque :

max
i,j,r

∣∣∣∣∣∣εn+1
ij (r)− εn

ij(r)
∣∣∣∣∣∣ < Γεth (3.22)

où εth est une déformation seuil très petite : εth = 10−6 b/d. Nous avons vérifié que
cette valeur est suffisamment petite pour ne pas avoir d’influence sur la dynamique du
système et sur les résultats présentés dans ce chapitre.

Contrairement aux chapitres 1 et 2, nous ne nous intéressons pas particulièrement
à la dynamique des dislocations à proprement dite, c’est à dire aux états mécaniques

3. D’autres formes sont possibles, pourvu qu’elles vérifient les mêmes propriétés, c’est-à-dire une mo-
bilité linéaire en c dans la limite diluée et à peu près constante dans la phase ordonnée.
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intermédiaires du système avant que celui-ci atteigne l’équilibre élastique ; seul l’état
d’équilibre mécanique nous intéresse. L’équation de minimisation 3.21 présente l’avan-
tage d’être simple à implémenter et très facile à paralléliser (voir annexe A.3). Pour ces
raisons, nous conservons cette dynamique pour déterminer l’état d’équilibre du sys-
tème. Toutefois, on peut noter qu’il existe des techniques de minimisation bien plus
efficaces pour la résolution de ce type de problème telles que la méthode de Newton-
Raphson ou la méthode du gradient conjugué. Mais l’implémentation de telles tech-
niques ainsi que leur parallélisation aurait nécessité un effort supplémentaire que nous
n’avons pas réalisé.

3.3.5 Adimensionnement et résolution numérique du modèle

Les équations sont normalisées par les grandeurs suivantes. La longueur caractéris-
tique est la norme du vecteur de Burgers b. On choisit l’énergie mécanique µmb3 comme
énergie caractéristique. Le temps caractéristique b2/DSc est celui de la diffusion sur une
distance b.

Une fois adimensionnées, les équations sont discrétisées sur une grille différences
finies décalée décrite dans le chapitre 1. On a vu dans le chapitre 1 que le choix du pas
de grille était important afin de reproduire les champs de contraintes près du cœur de
la dislocation. Ces contraintes sont fondamentales pour reproduire quantitativement les
interactions entre dislocations et microstructures en évolution que nous voulons étudier
dans ce chapitre. Pour cette raison, on choisit un pas de grille de l’ordre de la distance
inter-atomique d = b.

3.4 Influence des dislocations sur la morphologie d’une interface
plane

On a vu que la perte de cohérence des précipités conduisait à l’apparition de dis-
locations à l’interface précipité/matrice. D’autre part, la déformation plastique des ma-
tériaux s’effectue par glissement de dislocations qui interagissent avec les précipités et
peuvent par exemple laisser des boucles d’Orowan autour de ceux-ci. Les contraintes
générées par les dislocations présentes à l’interface peuvent conduire à une modifica-
tion de la morphologie de l’interface qui adapte sa structure aux champs de contraintes
des dislocations. Dans cette section, on cherche à caractériser l’influence des dislocations
sur la morphologie d’une interface plane.

3.4.1 Observations expérimentales

Etant donnée la petite taille des précipités d’Al3Sc, la structure des dislocations d’in-
terface ainsi que leur influence sur la mictrostructure est difficile à observer et à analy-
ser. On peut toutefois noter que les observations de la perte de cohérence des précipités
d’Al3Sc ne s’accompagnent pas d’une modification importante de leur morphologie qui
reste sphérique (Iwamura 04).

Les interactions entre dislocations d’interface et microstructures en évolution ont été
davantage étudiées dans le cadre des alliages nickel-aluminium qui sont relativement
proche du système Al-Sc. En effet, les alliages Ni-Al sont composés d’une matrice CFC
notée γ et de précipités cuboïdaux de structure ordonnée L12 notés γ′. Ces alliages pré-
sentent de larges précipités γ′ (par exemple 450 nm pour l’alliage AM1 (Gaubert 09))
avec de grandes fractions volumiques (80% pour l’alliage AM1 (Gaubert 09)). Les larges
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interfaces planes présentes dans ce système rendent plus facile l’observation de disloca-
tions d’interface et leur interaction avec les précipités en évolution.

Vorontsov et al. (Vorontsov 12) étudient le comportement des dislocations d’interface
dans un alliage base nickel, le CMSX-4 déformé sous 750 MPa à 750 ◦C. Sous l’effet de
la contrainte, des dislocations a

2 [110] peuplent les interfaces de normale [100]. Grâce aux
observations TEM reportées sur les figures 3.4.a et 3.4.b, les auteurs mettent en évidence
que ces dislocations modifient localement la morphologie de l’interface qui adopte une
forme crénelée permettant de relaxer les champs de contrainte des dislocations. Lors du
fluage de ces alliages, la montée des dislocations est activée et celles-ci contournent les
précipités γ′ par un mécanisme de montée et de glissement le long de l’interface. Les
auteurs notent que ces mécanismes de contournement peuvent être significativement
freinés par la modification de la morphologie qui induit un couplage entre la dislocation
et l’interface.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.4 – (a,b) Observations MET de l’influence de dislocations a
2 [110] sur la morphologie de l’in-

terface des précipités γ′ dans un alliage Ni-Al CMSX-4 (Vorontsov 12). (c) Observations MET de sillons
(indiqués par des flèches) dans la phase γ′ créée par des dislocations (Link 11) après croissance de la
phase γ′. (d) : L’existence de tels sillons permet l’observation des structures de dislocations au MEB
(Epishin 07, Link 11).

D’autres études (Epishin 07, Link 11) s’intéressent également à l’influence des dis-
locations sur la structure de l’interface dans les alliages Ni-Al. Après un traitement
thermique de 300 h à 1100 ◦C, Link et al. (Link 11) observent l’apparition de sillons à
l’interface γ/γ′ dus aux dislocations d’interface (voir figure 3.4.c). Les auteurs montrent
que ces sillons sont dus à une légère croissance des précipités γ′ lors du refroidissement.
Les dislocations ne suivent pas l’interface car elles subissent une force de montée pro-
venant d’une sursaturation en lacunes. Au fur et à mesure de la croissance du précipité,
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les dislocations creusent des sillons à partir de l’interface. La formation de tels sillons
rend possible l’observation des structures de dislocations en microscopie électronique à
balayage (MEB) (Epishin 07) (voir figure 3.4.d).

3.4.2 Approche analytique

On propose tout d’abord une approche analytique afin de caractériser l’influence
des dislocations sur la morphologie de l’interface. On se place dans le cas simple d’un
matériau biphasé dont les deux phases sont isotropes et possèdent les mêmes constantes
élastiques. On s’intéresse à une interface plane entre les deux phases et à une distribu-
tion régulière de dislocations d’interface séparées d’une distance L (voir figure 3.5). On
suppose que la seconde phase (en gris) est caractérisée par une déformation libre de di-
latation ε00. Dans le cas général, le vecteur de Burgers de la dislocation peut s’exprimer
comme la somme d’une composante coin et d’une composante vis b = bs + be. On note
θ l’angle entre le vecteur de Burgers de la composante coin et l’axe x de l’interface. Le
problème est invariant suivant z. Lorsque le champ de concentration atteint son équi-
libre, l’interface s’adapte au champ de contrainte de la dislocation comme représenté
sur la figure 3.5.

x

y

L

Figure 3.5 – Distribution périodique de dislocations le long d’une interface plane

La morphologie de l’interface peut être caractérisée grâce à une analyse du modèle
champ de phase. On se place dans le cadre simplifié introduit dans la section 3.3.2 où la
densité d’énergie libre chimique s’écrit sous la forme d’un simple polynôme d’ordre 4 :

fch(c) =
16∆F

(cp − cm)4 (c− cp)
2(c− cm)2 (3.23)

La densité d’énergie libre du système s’écrit comme la somme de cette énergie chi-
mique, de l’énergie de gradient et de l’énergie élastique. On s’intéresse à la distribution
du champs c à l’équilibre. La condition d’équilibre s’écrit en annulant la dérivée fonc-
tionnelle de l’énergie libre totale par rapport à c 4 :

∂ fch

∂c
− G

(
∂2c
∂x2 +

∂2c
∂y2

)
+

∂ fel

∂c
= 0 (3.24)

Le dernier terme issu de l’énergie élastique peut être développé :

∂ fel

∂c
= −

σijε
00
ij

cp
(3.25)

4. Plus précisément, l’équilibre est défini par l’invariance spatiale du potentiel chimique µ(c). La situa-
tion considérée ici correspond à un précipité isolé dans une matrice infinie. Les champs de déformation
élastique tendent donc vers 0 à l’infini. Le potentiel à l’infini se réduit donc à sa composante purement
chimique, c’est-à-dire héritée de fch(c). Ce potentiel ayant une tangente commune horizontale, le potentiel
chimique d’équilibre est identiquement nul.
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Le champ de contrainte peut se décomposer en une contribution issue des dislocations
σd

ij et une contribution provenant du précipité de seconde phase σ
p
ij . On considère alors

que les contraintes générées par le précipité sont négligeables comparées aux contraintes
issues de la dislocation. Cette approximation est valable si ε00 � be/r où r désigne la
distance à la dislocation. On peut ainsi définir un rayon critique de l’ordre de rc = be/ε00

à l’intérieur duquel cette approximation est valable. On suppose que dans notre cas rc �
L, où L est la distance inter-dislocations. On suppose également que les déformations
libres du précipité sont isotropes et diagonales (ε00

ij = ε00δij), ce qui est le cas pour
les alliages Ni-Al et Al-Sc. Les contraintes interviennent dans la force motrice sous la
forme d’une pression isostatique définie comme pd = − 1

3 (σ
d
11 + σd

22 + σd
33). On obtient

finalement :

∂ fel

∂c
=

3ε00

cp
pd (3.26)

On suppose également que l’influence des dislocations sur la morphologie de l’interface
conduit à de petites perturbations. Dans le cadre de cette hypothèse, on peut considérer
que le champ de concentration c(x, y) solution de l’équation 3.24 garde la forme de la
solution exacte du problème sans dislocations ni couplage élastique, notée c0(y), simple-
ment translaté d’une quantité f (x). La fonction f (x) définit la perturbation de l’interface
en x. Cette dernière hypothèse a le bon goût de simplifier l’équation 3.24 qui se réduit
à 5

G
∂2c0(y− f (x))

∂x2 =
3ε00

cp
pd (3.27)

Afin de faire apparaître une équation différentielle sur f (x), on développe le terme de
gauche et on intègre suivant la coordonnée y. Ces manipulations aboutissent à l’équation

G
∫ +∞

−∞
dy

{(
f ′(x)

)2 ∂2c0

∂y2
∂c0

∂y
− f ′′(x)

(
∂c0

∂y

)2
}

=
∫ +∞

−∞
dy
{

3ε00

cp
pd(x, y)

∂c0

∂y

}
(3.28)

Le premier terme du membre de gauche est nul du fait du caractère pair de ∂c0
∂y et impair

de ∂2c0
∂y2 . De plus, l’intégrale de G

(
∂c0
∂y

)2
suivant y est simplement l’énergie d’interface.

Enfin, le terme ∂c0
∂y est localisé au niveau de l’interface et tend rapidement vers 0 dès

qu’on s’en éloigne. Il est donc légitime de négliger la dépendance en y du champ de
pression pd de telle sorte que l’intégration du membre de droite devient élémentaire.
L’équation 3.28 se résume finalement à :

Eint f ′′(x) =
3ε00

cp
(cp − cm)pd(x) (3.29)

La pression isostatique générée par un mur infini de dislocations le long de l’axe
du mur (c’est-à-dire le long de x) peut être calculé à partir de la pression issue d’une
dislocation isolée le long de cet axe qui s’écrit comme 6 (Hirth 68) :

5. En l’absence d’interactions élastiques et de dislocations, le problème est invariant suivant x et la
fonction c0(y) est solution de ∂ fch

∂c = G ∂2c
∂y2 (équation 3.24 pour une interface plane en l’absence d’élasticité).

6. Le champ de pression issue d’une dislocation vis est nulle. Ainsi, seul le caractère coin de la disloca-
tion joue un rôle.
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pd
0(x) =

µbe

3π

1 + ν

1− ν

sin θ

x
=

κ

x
(3.30)

La pression issue du mur à une abscisse x s’écrit comme

pd(x) =
κ

x
+

+∞

∑
n=1

{
κ

x− nL
+

κ

x + nL

}
(3.31)

que l’on peut réécrire comme 7 :

pd(x) =
κπ

L tan(πx/L)
(3.32)

Finalement l’équation 3.29 prend la forme :

∂2 f
∂x2 =

Aπ

L tan(πx/L)
avec A =

ε00

Eint

µbe

π

1 + ν

1− ν
sin θ

(
1− cm

cp

)
(3.33)

Le coefficient A est un nombre sans dimension qui fait émerger une compétition
entre une énergie par unité de surface de nature mécanique ε00µbe et l’énergie d’interface
Eint. Ce rapport pilote l’amplitude de la perturbation f (x).
• si ε00µbe � Eint, A� 1 et la perturbation de l’interface est importante
• à l’inverse, si Eint � ε00µbe, la perturbation est faible.

On peut également remarquer la dépendance de A en sin θ. Ainsi, si le vecteur de Bur-
gers de la composante coin be est perpendiculaire à la normale à la surface (θ = 0), la
dislocation relaxe les déformations dues au désaccord paramétrique et aucune modifi-
cation de la morphologie n’apparaît. Au contraire, si θ = π

2 , le champ de contrainte de
la dislocation ne relaxe pas les contraintes de misfit et le système minimise son énergie
en modifiant la morphologie de l’interface.

On cherche maintenant à déterminer la fonction f (x) solution de l’équation 3.33. La
première intégration donne :

∂ f
∂x

= A ln
∣∣∣sin

(πx
L

)∣∣∣+ C1 (3.34)

La seconde intégration peut être déterminée analytiquement mais conduit à une expres-
sion difficile à interpréter faisant intervenir la fonction dilogarithme. Pour obtenir une
expression approchée de f (x), on considère que dans l’intervalle d’intérêt [−L/2, L/2],
sin
(

πx
L

)
= πx

L −
π3x3

6L3 +O(x5). En effectuant un développement limité du logarithme, on
obtient finalement :

∂ f
∂x

= A ln
∣∣∣πx

L

∣∣∣− Aπ2x2

6L2 + C1 (3.35)

On peut alors aisément réaliser l’intégration. Afin de déterminer les conditions aux li-
mites, on remarque tout d’abord que la forme de l’équation 3.34 indique que la solution
f (x) est antisymétrique. On suppose également que la position moyenne de l’interface
est nulle (

∫
f (x)dx = 0). Enfin, on considère que la solution doit respecter la périodicité

imposée par le mur de dislocations, c’est-à-dire f (L/2) = f (−L/2). Ces contraintes sur
la solution f (x) se traduisent par les conditions aux limites f (0) = f (L/2) = f (−L/2) =
0. Après intégration de l’équation simplifiée et détermination des constantes d’intégra-
tion, on obtient :

7. en utilisant la relation ∑+∞
n=1

a
a2−n2 = − 1

2a +
π

2 tan(πa)
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f (x) = Ax ln
∣∣∣∣2x

L

∣∣∣∣+ Aπ2x
72

(
1− 4x2

L2

)
(3.36)

On peut alors aisément déterminer l’amplitude de la perturbation notée ∆ (figure 3.5)
en déterminant numériquement les maximas de cette fonction.

3.4.3 Comparaison avec les observations expérimentales de l’alliage CMSX-4

On peut directement comparer la solution obtenue dans le paragraphe précédent
avec les observations expérimentales réalisées sur l’alliage à base nickel CMSX-4 (figure
3.4.b). La distance moyenne entre dislocations est de l’ordre de L ' 13 nm et l’amplitude
moyenne des perturbations est ∆exp = 3.5 nm.

La normale à l’image est la directions [11̄0]. Les dislocations d’interface sont de type
a
2 [011] et ont un caractère mixte avec be = 0.22 nm et bs = 0.125 nm. L’angle entre le
plan de glissement et la direction de l’interface est θ = arccos(1/

√
3) ' 55◦.

a (Völkl 98) µ (Siebörger 01) ν (Siebörger 01) Eint (Sonderegger 09) ε00 (Völkl 98)
0.36 nm 115 GPa 0.4 10− 50 mJ/m2 −2 · 10−3

Table 3.2 – Données de l’alliage à base nickel CMSX-4 à 750 K

Les grandeurs physiques caractéristiques de l’alliage CMSX-4 sont répertoriées dans
le tableau 3.2. L’énergie d’interface présente une grande dispersion (voir par exemple
(Sonderegger 09)), variant d’un facteur 5 d’une référence à l’autre. On déduit de ces
grandeurs une perturbation de l’interface dont l’amplitude varie entre 1, 76 nm et
5, 06 nm, valeurs qui encadrent très bien celle déterminée à partir de l’observation.
Ainsi, malgré les simplifications sur lesquelles repose la solution 3.36, celle-ci donne
le bon ordre de grandeur pour ces perturbations.

3.4.4 Simulations champ de phase

Le modèle proposé dans la section 3.3 permet d’étudier la modification de la mor-
phologie due à la présence de dislocations. Pour se placer dans des conditions proches
de celles utilisées dans la solution analytique, on suppose les constantes élastiques des
deux phases identiques.

Cas θ = 90◦

On s’intéresse tout d’abord au cas où l’interface et le plan de glissement des
dislocations sont orthogonaux. On considère un système périodique de dimensions
36, 48× 36, 48 nm2. Un précipité lamellaire et un dipôle de dislocations sont introduits
au centre de la simulation. Même si les dislocations peuvent sembler très proches l’une
de l’autre, la contrainte effective agissant sur chaque dislocation est nulle étant donnée
la périodicité du système. Au cours de la simulation, on impose une contrainte moyenne
nulle. On peut noter tout d’abord que l’élasticité modifie légèrement les concentrations
à l’équilibre des deux phases (Boussinot 07), ce qui dans notre cas, a peu d’influence.

L’allure de l’interface à l’équilibre est représentée sur la figure 3.6.a. On remarque
que l’on trouve un bon accord entre le modèle champ de phase et la solution analytique
malgré les approximations sur lesquelles repose cette dernière. La figure 3.6.b repré-
sente l’amplitude de la perturbation en fonction de l’énergie d’interface. On peut noter
que la solution analytique surestime systématiquement l’amplitude de la perturbation.
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(a) (b)

Figure 3.6 – (a) Morphologie de l’interface obtenue par simulation champ de phase (rouge) et comparaison
avec la solution analytique de l’équation 3.36 (pointillés noirs) pour Eint = 0, 65 eV/nm2. L’encart
montre une visualisation de la simulation champ de phase. (b) Amplitude de la perturbation ∆ en fonction
de l’énergie d’interface prédit par la solution analytique (pointillés noirs) et par les simulations champ de
phase (rouge).

Contrairement aux simulations champ de phase, la solution analytique suppose que le
champ de concentration s’écrit comme une fonction c0 translatée (où c0 est la structure
de l’interface sans dislocation ni couplage élastique). Néanmoins, pour les fortes pertur-
bations, c’est-à-dire pour les Eint faibles, on s’éloigne de cette hypothèse, en particulier
proche du cœur de la dislocation. De plus, afin d’intégrer le membre de droite de l’équa-
tion 3.28, on a négligé la dépendance du champ de pression de la dislocation suivant y,
ce qui revient à surestimer cette intégrale et donc le facteur A qui pilote l’amplitude de
la perturbation.

La modification de l’interface introduit un couplage entre la dislocation et la micro-
structure. Ce couplage épingle la dislocation au niveau de l’interface et une contrainte
seuil σth est nécessaire pour séparer la dislocation de l’interface. Afin de limiter autant
que possible la contribution de la contrainte de Peierls à l’épinglage, on choisit le para-
mètre α = −0.3 pour lequel la contrainte issue de la friction de réseau est inférieure à
1 MPa. Des simulations à contrainte imposée fixe permettent dès lors de déduire cette
contrainte seuil. Comme attendu, cette contrainte décroît lorsque l’énergie d’interface
augmente, et varie de 164 MPa pour une énergie d’interface de 0.51 eV/nm2 à 63 MPa
pour une énergie d’interface de 1.43 eV/nm2. Ainsi, même dans le cas d’une faible mo-
dification de la morphologie d’interface, cette contrainte est du même ordre de grandeur
que la contrainte de Peierls (35− 256 MPa suivant le caractère de la dislocation (Lu 01)).

Cas θ = 55◦

On a vu que, lors de leur croissance, les précipités Al3Sc adoptent une morphologie
légèrement cuboïdale pour laquelle les faces sont orientées dans les directions cristallo-
graphiques de type [100]. On peut s’intéresser à une boucle de cisaillement entourant le
précipité cuboïdal (voir figure 3.7). Sur la face de normale [001], la dislocation possède
un caractère vis et a donc peu d’influence sur la morphologie de l’interface. Toutefois,
sur les surfaces de normales [100] et [010] qui sont équivalentes, la dislocation possède
un caractère mixte dont la composante coin peut avoir une influence significative sur
la morphologie. On s’intéresse particulièrement à la surface de normale [100] pour la-
quelle la direction de la ligne de dislocation est ξ = 1√

2
[011] et le vecteur de Burgers
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Figure 3.7 – (a) Précipité cuboïdal entouré d’une boucle d’Orowan (en rouge). (b) Simulation champ de
phase 2D représentative d’une telle configuration.

Afin de simuler une telle configuration, on se place dans le repère dont les direc-
tions y et z sont orientées respectivement suivant la normale au plan de glissement et
la direction de la ligne ξ. Les dimensions de la simulation sont choisies afin de conser-
ver la bonne orientation entre l’interface et la normale au plan de glissement et d’être
compatible avec les conditions aux limites périodiques. La longueur de l’interface est
maintenue à 36, 48 nm comme dans le paragraphe précédent. La figure 3.7 représente le
résultat d’une simulation champ de phase effectuée avec cette géométrie.

(a) (b)

Figure 3.8 – (a) Morphologie de l’interface obtenue par simulation champ de phase (rouge) et comparaison
avec la solution analytique de l’équation 3.36 (pointillés noirs) pour Eint = 0, 65 eV/nm2. (b) Amplitude
de la perturbation ∆ en fonction de l’énergie d’interface prédite par la solution analytique (pointillés noirs)
et par les simulations champ de phase (rouge).

Comme précédemment, on compare la morphologie à l’équilibre des simulations
champ de phase à la solution analytique proposée dans la section 3.4.2. La figure 3.8.a
présente la morphologie obtenue par les deux approches. On remarque que la pertur-
bation prévue par la solution numérique est significativement plus faible que celle de la
solution analytique. Comme dans le paragraphe précédent, ceci peut être attribué aux
approximations sur lesquelles repose l’approche analytique. De plus, dans ce cas, les
dimensions de la simulation champ de phase sont relativement réduites et le système
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contient un dipôle de dislocations. En conséquence, l’influence de la dislocation "de
gauche" sur l’interface "de droite" est loin d’être négligeable. Du fait du signe opposé
des dislocations, la contrainte subie par chaque interface est réduite comparée à la so-
lution analytique où on considère une interface isolée. Cet artefact est réduit lorsqu’on
augmente les dimensions de la simulation.

3.5 Interaction entre une boucle d’Orowan et un précipité sphérique
Au cours de leur croissance, les précipités Al3Sc présentent une morphologie

sphérique lorsqu’ils sont suffisamment petits (Seidman 02, Watanabe 04). Dans cette
section, on s’intéresse aux interactions entre une boucle d’Orowan et un précipité
sphérique de rayon 9.12 nm placé au centre d’un système périodique de dimensions
36.48× 36.48× 36.48 nm3. On se place dans le cadre de l’élasticité inhomogène où les
constantes élastiques du précipité sont plus importantes que celle de la matrice. On peut
noter que l’élasticité ainsi que la courbure de l’interface sphérique modifie les concen-
tration à l’équilibre du précipité et de la matrice (Boussinot 07).

On suppose que, lors d’une déformation antérieure, une dislocation a contourné le
précipité par un mécanisme d’Orowan, laissant une boucle de dislocation sur l’équateur
du précipité (voir figure 3.9.a). La simulation est orientée de telle sorte que le vecteur de
Burgers et la normale au plan de glissement de la boucle soient respectivement orientés
suivant les directions x et z.

Des tests préliminaires ont montré que le coût de calcul d’une telle simulation 3D
est prohibitif si on conserve le critère d’arrêt de l’équilibre élastique à εth = 10−6 b/d.
On augmente donc le critère d’arrêt à εth = 10−5 b/d. Nous avons vérifier que ce choix
ne modifie pas significativement les résultats obtenus aux premiers instants de la simu-
lation.

La configuration d’équilibre est fonction d’une compétition entre deux forces d’ori-
gine différentes, une force chimique qui tend à minimiser l’énergie d’interface du pré-
cipité et une force mécanique qui tend à contracter la boucle d’Orowan. La figure 3.9.a
représente l’état d’équilibre du système. On peut tout d’abord noter que la boucle d’Oro-
wan influence la morphologie d’équilibre du précipité qui s’éloigne significativement de
sa forme sphérique. Cette évolution morphologique est davantage mise en évidence sur
les coupes représentées sur les figures 3.9.c et 3.9.d. Sur la coupe effectuée dans le plan
x = 0 (figure 3.9.c), les dislocations ont un caractère vis et leur champ de contrainte
n’influence pas significativement la morphologie du précipité, qui est caractérisé par
une déformation libre de compression. On peut toutefois remarquer que, du fait de la
tension de ligne de la boucle, celle-ci "creuse" l’interface du précipité. La coupe de la fi-
gure 3.9.d effectuée dans le plan y = 0 montre que les composantes coin de la boucle de
dislocation influencent davantage la morphologie du précipité qui s’adapte au champ
de contrainte de la dislocation.

Outre l’influence de la dislocation sur la morphologie du précipité, on peut égale-
ment s’intéresser à la modification de la boucle d’Orowan au long de la simulation. Au
cours de la simulation, l’évolution microstructurale conduit à une modification du pré-
cipité permettant la contraction de la boucle d’Orowan et la réduction de l’énergie qui y
est associée. La figure 3.9.b montre également que la boucle se contracte davantage au
niveau des parties coin que des parties vis.

On peut s’interroger sur l’existence et la possible observation de telles modifications
morphologiques des précipité Al3Sc. Aux températures où l’évolution microstructurale
est activée, la montée des dislocations est également active. Ainsi, il est probable que les
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.9 – (a) Morphologie d’équilibre d’un précipité initialement sphérique entouré d’une boucle
d’Orowan (précipité en rouge transparent et boucle de dislocation en bleu clair). (b) Evolution de la
boucle d’Orowan entre la condition initiale (bleu) et la configuration d’équilibre (rouge). (c,d) Coupes
représentant le champ de concentration dans les plans x = 0 (c) et y = 0 (d)

parties coin de la boucle d’Orowan montent le long du précipité et s’annihilent avant
d’induire une modification morphologique observable.

3.6 Influence d’une dislocation sur la mobilité d’une interface
Dans cette section, on s’attache à étudier l’influence des dislocations sur la cinétique

d’avancée d’une interface en présence d’une sursaturation. Par simplicité on considère
le cas d’une interface initialement plane et d’une dislocation coin dont le vecteur de
Burgers est orienté suivant la normale à l’interface (cas θ = 90◦ vu dans la section
3.4.4). Par simplicité, on considère les constantes élastiques homogènes égales à celle de
l’aluminium. La sursaturation est fixée à 2 fois la concentration d’équilibre de la matrice,
soit 0.18 %. Ceci correspond à la situation physique d’une trempe d’une température
T = 930 K à T = 800 K.

On considère tout d’abord le cas d’une interface plane sans dislocation. Soit un sys-
tème périodique allongé de dimensions 145.92× 18.24 nm2 où on introduit un précipité
lamellaire suivant la direction y (voir encart de la figure 3.10). Pour se rapprocher du cas
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limite d’une matrice infinie, la concentration en x = Lx est maintenue à 0.18 % au cours
de la simulation. Sous l’effet de la sursaturation, l’interface avance progressivement vers
les x > 0 en diminuant sa vitesse (courbe bleue sur la figure 3.10).

Le comportement de la position de l’interface en fonction du temps peut être re-
trouvé analytiquement en considérant que la concentration du précipité reste constante
égale à cp et que la concentration en soluté suit la loi de Fick unidimensionnelle dans la
matrice :

∂c
∂t

= D
∂2c
∂x2 (3.37)

En posant le changement de variable ξ = x/2
√

Dt et en notant f = ∂c/∂ξ, on obtient
l’équation différentielle :

∂ f
∂ξ

= −2ξ f (ξ) (3.38)

qui admet des solutions du type :

f (ξ) = α exp
(
−ξ2) (3.39)

On trouve alors c(ξ) par simple intégration :

c(ξ) = c(ξ = +∞) + α
∫ ξ

+∞
exp

(
−ξ2) dξ (3.40)

= c(ξ = +∞)− α
√

π

2
erfc(ξ) (3.41)

où erfc est la fonction erreur complémentaire. On considère alors que quel que soit
le temps considéré, la concentration en x = +∞ est maintenue à c∞ (sursaturation),
c’est-à-dire c(ξ = +∞) = c∞. De plus, on peut considérer que l’avancée de l’interface
est négligeable comparée à la longueur de diffusion. Cette hypothèse est légitime dans
le cas des faibles sursaturations comme considérées ici 8. On suppose également que
l’interface reste localement à l’équilibre, on a donc à tout instant c(x = 0+) = cm. Cette
condition permet de déterminer le coefficient α et d’obtenir :

c(ξ) = c∞ − (c∞ − cm)erfc
(

x
2
√

Dt

)
(3.42)

La vitesse de l’interface est obtenue à partir du flux de soluté arrivant en x = 0 :

v =
D

cp − cm

∂c
∂x

∣∣∣∣
x=0

=

√
D
πt

c∞ − cm

cp − cm
(3.43)

En intégrant, on trouve la position de l’interface au cours du temps :

x(t) = 2

√
Dt
π

c∞ − cm

cp − cm
(3.44)

8. On peut se passer de cette hypothèse et mener le calcul à bien grâce à la détermination numérique
du zéro d’une fonction (Sekerka 75). Dans le cas d’une très faible sursaturation, la solution exacte est
très proche de l’approche analytique simple proposée ici (on trouve une différence inférieure à 1% sur la
position de l’interface pour nos paramètres)
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Cette solution analytique est tracée en pointillés noirs sur la figure 3.10. Bien que la solu-
tion analytique prédit le bon comportement et le bon ordre de grandeur pour l’avancée
de l’interface au cours du temps, la différence avec la courbe déterminée numérique-
ment est de l’ordre de 15%. Cette différence provient du fait que la solution analytique
est obtenue en supposant que le champ de concentration suit la loi de Fick. Or, le modèle
décrit dans la section 3.3 est paramétré de telle sorte que la loi de Fick soit retrouvée uni-
quement dans le cas d’une concentration en solutés très faible pour laquelle les termes
polynomiaux de l’énergie libre (équation 3.4) deviennent négligeables comparés à la
contribution logarithmique. Dans le cas considéré ici, la concentration dans la matrice
est comprise entre cm et 2cm, un domaine dans lequel les termes polynomiaux sont loin
d’être négligeables et où la concentration en soluté ne suit donc pas exactement la loi de
Fick.

x

Figure 3.10 – Position de l’interface en fonction du temps. Solution analytique de l’équation 3.44 (poin-
tillés noirs), solution numérique sans dislocation (bleu), en présence d’une dislocation d’interface (rouge)
et en présence d’une contrainte appliquée σa = −200 MPa (jaune).

Afin de mesurer l’influence d’une dislocation à l’interface sur la vitesse d’avancée
de celle-ci, une simulation identique est réalisée en introduisant une dislocation. Avant
d’appliquer la sursaturation, on laisse relaxer le système de telle sorte que la morpho-
logie de l’interface soit modifiée par la présence de la dislocation (voir encart de la
figure 3.10). On peut faire remarquer que, au cours de l’avancée de l’interface, l’énergie
de paroi d’antiphase empêche la dislocation de pénétrer dans le précipité. La position
moyenne de l’interface au cours du temps est représentée en rouge sur la figure 3.10. On
peut noter que la présence d’une dislocation d’interface freine légèrement l’avancée de
celle-ci dont la vitesse est diminuée d’environ 5%. L’apparition d’une courbure de l’in-
terface modifie localement les concentrations d’équilibre des deux phases, ce qui conduit
à une modification du champ de concentration dans la matrice. La modification de la
morphologie de l’interface induit donc une perturbation du champ de concentration, ce
qui peut provoquer un ralentissement de la cinétique d’avancée de l’interface.

Afin de se rapprocher d’une situation de fluage, une autre simulation a été effec-
tuée en appliquant une contrainte de cisaillement de σa = −200 MPa au système. La
cinétique de l’interface au cours du temps est représentée sur la courbe jaune sur la
figure 3.10. On remarque que la présence d’une contrainte de cisaillement diminue la
vitesse d’avancée de l’interface. Toutefois, ce ralentissement reste relativement faible (en-
viron 5%) dans le cas présent. Une fois encore, ce ralentissement peut être attribué à la



3.7. Perspective d’application : hydrures dans le zirconium 67

complexité du champ de diffusion à proximité de l’interface dont la morphologie a été
modifiée par la contrainte appliquée.

Les simulations numériques présentées dans cette section montrent que la présence
d’une dislocation et d’une éventuelle contrainte appliquée modifie légèrement la ciné-
tique d’avancée d’une interface. Ces résultats peuvent sembler en contradiction avec
les observations expérimentales d’Iwamura et al. qui indiquent que la perte de co-
hérence des précipités d’Al3Sc a tendance à accélérer leur cinétique de mûrissement
(Iwamura 04). Ce type de cinétique est cependant éloigné du cas de l’avancée d’une in-
terface plane dans une matrice sursaturée. Comme indiqué dans (Iwamura 04), la perte
de cohérence des précipités peut s’interpréter comme une augmentation de leur éner-
gie d’interface. Cet effet conduit à une accélération du mûrissement d’Ostwald dont la
cinétique est proportionnelle à l’énergie d’interface (Lifshitz 61).

Un lien peut être établi entre cette étude et la question de l’héritage de la déforma-
tion plastique soulevée dans la thèse de Maeva Cottura (Cottura 13) où la plasticité est
traitée par des modèles continus. Dans le cas où la plasticité est couplée à un modèle
de champ de phase tenant compte de l’évolution microstructurale, l’interface du pré-
cipité peut avancer dans une matrice préalablement déformée plastiquement. On peut
alors s’interroger sur l’héritage de cette déformation plastique par la nouvelle phase. La
situation considérée dans ce paragraphe constitue un cas particulier où la déformation
plastique de la matrice a été provoquée par une dislocation qui vient décorer l’interface.
Dans nos simulations, la dislocation et l’interface avancent ensemble, ce qui correspond
au cas où la seconde phase n’hérite pas de déformation plastique. Dans le cas de l’alliage
Al-Sc, l’énergie de paroi d’antiphase empêche la dislocation de pénétrer dans l’interface
et une contrainte colossale de l’ordre de 1.7 GPa doit être appliquée à la dislocation pour
la voir pénétrer dans le précipité. Ainsi, dans le cas de l’alliage Al-Sc, on peut affirmer
que les dislocations restent à l’interface précipité/matrice lors de la croissance du pré-
cipité. Ce résultat peut être généralisé aux alliages Ni-Al qui présentent également une
énergie de paroi d’antiphase élevée.

3.7 Perspective d’application : hydrures dans le zirconium
L’utilisation des alliages de zirconium dans l’industrie nucléaire provoque leur ex-

position à des conditions de température et d’oxydation sévères. Ces conditions d’uti-
lisation conduisent à la précipitation d’hydrures, à l’origine d’une fragilisation de ces
alliages.

Le diagramme de phase du système ZrH fait apparaître de nombreux types d’hy-
drures possédant des composition en hydrogène différentes (Gibbs 67). Les phases ap-
paraissant lors des premiers stades de précipitation sont les suivantes :
• Une phase tétragonale de composition Zr2H, baptisée phase ζ, a été mise en évi-

dence récemment (Zhao 08a, Zhao 08b). Elle apparaît sous la forme de précipités
aciculaires, cohérents avec la matrice, alignés suivant les directions [11̄20] et pou-
vant atteindre 500 nm de long. La force motrice expliquant un tel alignement est
d’origine élastique et provient de l’inhomogénéité des constantes élastiques entre
l’hydrure et la matrice (Thuinet 12b).
• Pour les plus grands précipités, une phase dénonmmée γ de composition ZrH

possédant une structure tétragonale face centrée a été observée expérimentalement
(Bailey 63, Carpenter 78b). Tout comme la phase ζ, elle adopte une morphologie
en aiguille suivant les directions denses du plan basal. Bien qu’elle possède une
structure différente de celle de la matrice hexagonale compacte, les plans denses
des hydrures [111] sont alignés avec ceux de la matrice [0001]. Cette phase s’ac-
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compagne de l’apparition d’un réseau régulier de dislocations (voir figure 3.11.a)
(Bailey 63, Carpenter 78b, Carpenter 73). Pour des précipités plus larges, le réseau
de dislocations devient enchevêtré et on peut observer l’émission de boucles pris-
matiques (Bailey 63, Carpenter 78a).

Carpenter (Carpenter 78b) avait supputé l’existence d’une phase métastable, cohé-
rente avec la matrice, jouant le rôle de précurseur aux précipités γ. Thuinet et al.
(Thuinet 12a) ont montré que la phase ζ constituait un candidat idéal pour ce rôle
de précurseur. Le mécanisme proposé par Carpenter (Carpenter 78b) peut alors s’ap-
pliquer à la transition ζ → γ. Il suppose que les contraintes générées autour du pré-
curseur sont suffisamment importantes pour nucléer des dislocations de cisaillement
dans le plan basal. La transition d’un empilement de type ABABAB (phase ζ) vers un
empilement de type ABCABC (phase γ) se fait par le passage d’une partielle de type
a
3 [101̄0] dans des plans basaux alternés (voir figure 3.11). Les partielles restent à l’in-
terface précipité/matrice et relaxent les champs de contrainte du précipité. Carpenter
(Carpenter 78b) a vérifié que la structure des dislocations observée autour des précipi-
tés est bien cohérente avec ce mécanisme (Carpenter 78b).

(a) (b)

Figure 3.11 – (a) Réseau de dislocations autour d’un hydrure dans le zirconium (Carpenter 78a). (b)
Mécanisme de la transformation ζ → γ au moyen du passage de partielles de type a

3 [101̄0].

Même si le mécanisme proposé par Carpenter permet d’expliquer la transition struc-
turale, il ne tient pas compte de l’évolution de la composition en hydrogène dans le
précipité qui passe d’une composition Zr2H à ZrH. On peut ainsi se demander si c’est
la modification de la concentration en H qui provoque le changement structural ou l’in-
verse, c’est-à-dire la nucléation de dislocations et le changement de structure qui initie
le changement de composition.

Le modèle proposé dans le chapitre 1 couplé avec un modèle de champ de phase
tenant compte de l’évolution microstructurale, comme proposé dans ce chapitre, appa-
raît comme un outil de choix pour l’étude de la transition de phase ζ → γ. En effet,
ce modèle tient compte naturellement de la nucléation des dislocations. De plus, son
caractère variationnel permet un couplage direct avec un modèle de champ de phase te-
nant compte du changement de concentration et de la diffusion des atomes d’hydrogène
au cours de la transition. En plus des grandeurs caractéristiques des différentes phases
(constantes élastiques, paramètres de maille, énergie libre de formation) qui ont déjà été
déterminées par des techniques ab initio (Thuinet 12a), la détermination de γ-surfaces
serait nécessaire pour mener à bien de tels calculs.

3.8 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons développé un couplage entre le modèle d’élasticité pé-

riodique proposé dans le chapitre 1 et l’évolution microstructurale des précipités Al3Sc
dans l’alliage Al-Sc. Un tel modèle permet de simuler les interactions complexes entre
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microstructure en évolution et dislocations d’interface. Dans un premier temps, nous
nous sommes intéressés à l’influence des dislocations sur la morphologie d’une inter-
face plane. Nous avons proposé un modèle analytique simple permettant de quantifier
l’ordre de grandeur de la perturbation de l’interface induite par le champ de contrainte
des dislocations. Les simulations champ de phase conduisent à des résultats compa-
rables.

Nous avons ensuite étudié l’influence d’une boucle d’Orowan sur la morphologie
d’un précipité initialement sphérique. Le système minimise son énergie en modifiant la
morphologie du précipité pour s’adapter aux champs de contraintes de la dislocation.

Nous nous sommes enfin penchés sur l’influence des dislocations sur la cinétique
d’avancée d’une interface dans le cas d’une sursaturation en soluté dans la matrice.
Nous avons montré que la présence d’une dislocation et d’une éventuelle contrainte
appliquée influence légèrement la cinétique de croissance.

Une amélioration du modèle proposée dans ce chapitre consiste à perfectionner la
résolution de l’équilibre mécanique. En effet, la dynamique dissipative utilisée ici est
loin d’être une méthode numérique efficace pour résoudre l’équilibre élastique, ce qui
rend la réalisation de simulations 3D longue et gourmande en ressources. Des tech-
niques de minimisation de type descente du gradient ou méthode de Newton-Raphson,
beaucoup plus efficaces, permettraient de réduire significativement les temps de calcul
et de réaliser des simulations 3D en des temps raisonnables.

Une des perspectives d’application de ce type de modèle pourrait être l’étude de la
précipitation des hydrures de Zirconium. En effet, au cours de cette précipitation, une
transition entre deux phases s’effectue grâce à la nucléation de dislocations d’interface
ainsi que la diffusion d’atomes d’hydrogène. Le modèle proposé ici tenant compte de
la diffusion d’atomes de soluté ainsi que de la nucléation de dislocations d’interface,
il apparaît comme un outil de choix pour l’étude de ce type de transition de phase
complexe.

La précipitation d’hydrures s’effectue sur des échelles de temps très courtes même
à des températures faibles étant donné le coefficient de diffusion élevé de l’hydrogène
dans la matrice de zirconium. Ainsi, la montée des dislocations n’est pas activée, ce qui
facilite l’étude des mécanismes intervenant lors de cette transition de phase. Toutefois,
cette situation constitue davantage une exception qu’une règle générale car la diffusion
des solutés s’effectue souvent par des mécanismes lacunaires. C’est le cas des alliages
Al-Sc dans lesquel la diffusion des lacunes est également active aux températures où
la microstructure est en évolution. Ainsi, la montée des dislocations peut jouer un rôle
fondamental dans les interactions entre dislocations et précipités de seconde phase.





4Modèle champ de phase
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Dans le chapitre 3, nous avons vu que les dislocations peuvent modifier la structure
de l’interface précipité/matrice ainsi que la cinétique de croissance des précipités. Sur
les échelles de temps et aux températures où les précipités évoluent, les mécanismes
de montée des dislocations par émission/absorption de lacunes sont également activés.
Dans les alliages microstructurés tels que les alliages d’aluminium ou les superalliages
base nickel, le franchissement des obstacles par les dislocations est facilité par ces pro-
cessus de montée. Ainsi, la montée des dislocations est un ingrédient important du
comportement plastique de ce type d’alliage.

Dans un premier temps, nous présentons dans la section 4.1 les différentes ap-
proches - analytiques et numériques - de l’étude de la montée des dislocations, leurs
avantages ainsi que leurs faiblesses. Dans la section 4.2, nous proposons un modèle
champ de phase permettant d’étudier la montée des dislocations. Cette technique est
particulièrement adaptée à ce problème car elle permet de prendre naturellement en
compte la diffusion des lacunes, leur dynamique hors-équilibre ainsi que les interactions
élastiques entre défauts ponctuels et dislocations. Nous présentons ensuite les résultats
numériques issus de nos simulations. Nous étudions le cas simple d’une dislocation
isolée (section 4.3), puis nous nous attachons à étudier l’influence des interactions
élastiques entre lacunes et dislocations (section 4.3). Enfin, des configurations plus
complexes impliquant plusieurs dislocations sont étudiées (section 4.5).

4.1 Les différentes approches de la montée des dislocations
Du fait de son importance pour l’étude de la déformation plastique des métaux

à haute température, la montée des dislocations est un sujet largement discuté dans la
littérature. Sous certaines hypothèses, la vitesse de montée peut être facilement calculée.
Les sections 4.1.1 et 4.1.2 présentent les approches analytiques permettant d’obtenir
la vitesse de montée dans les cas où la ligne de dislocation se comporte comme un
puits/une source parfaite de lacunes et dans le cas où les lacunes sont absorbées/émises
au niveau de crans répartis le long de la ligne. Nous verrons ensuite dans la section 4.1.3
le succès relatif de ces modèles simples à reproduire les résultats expérimentaux. Enfin,
nous verrons dans la partie 4.1.4 que les moyens de calculs actuels ouvrent la possibilité
à des études plus complètes de la montée des dislocations.
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4.1.1 Calcul de la vitesse de montée dans un cas simple

La montée des dislocations s’effectue par l’absorption/émission de lacunes et d’in-
terstitiels. A l’équilibre thermodynamique, la concentration de ces défauts ponctuels est
donnée par :

c0 = exp(−G f /kT) (4.1)

où G f est l’énergie de Gibbs de formation du défaut. Pour les défauts ponctuels, on
néglige souvent les contributions entropiques de cette énergie de Gibbs et on associe
souvent G f à l’énergie interne E f . L’énergie de formation des auto-interstitiels est envi-
ron deux fois plus grande que celle des lacunes, ce qui conduit à une concentration en
auto-interstitiels très faible à l’équilibre thermodynamique. Pour des raisons de simpli-
cité, nous négligerons par la suite le rôle des auto-interstitiels. On peut noter cependant
que leur influence devient importante dans certaines situations où le système est loin de
l’équilibre thermodynamique tels que les matériaux sous irradiation.

Un calcul élémentaire de la vitesse de montée décrit dans les ouvrages de référence
(Friedel 64, Hirth 68) consiste à résoudre l’équation de Fick pour la diffusion moyennant
certaines approximations. On considère une dislocation de caractère coin rectiligne et
isolée qui joue le rôle d’une source ou d’un puits de lacunes. On suppose la dislocation
infinie suivant la direction z, ce qui nous permet de considérer le problème invariant
suivant cette direction. Le calcul du flux de lacunes arrivant sur la dislocation permet
de déduire la vitesse de montée de celle-ci. La concentration en lacunes obéit à l’équation
de diffusion :

ċ = ∇M(c)∇µ (4.2)

où µ est le potentiel chimique des lacunes et M(c) leur mobilité. Dans la limite diluée,
ce qui est le cas de notre situation, la mobilité est reliée au coefficient de diffusion Dv
par M(c) = ΩDvc

kT où Ω est le volume atomique. Pour simplifier l’équation 4.2, difficile à
résoudre dans le cas général, on considère les hypothèses suivantes :
• Les interactions élastiques entre les lacunes et la dislocation sont négligeables et

on peut écrire µ(c) = kT ln(c/c0), où c0 désigne la concentration d’équilibre.
• On considère que la dislocation se déplace très lentement par rapport à la mise

à l’équilibre du champ de lacunes. On néglige donc l’effet du déplacement de la
dislocation sur le profil de diffusion des lacunes. On considère alors que le champ
de concentration suit une dynamique quasi-statique par rapport au déplacement
de la dislocation et on s’intéresse à la vitesse de montée dans le régime stationnaire
où ċ = 0.

Avec ces hypothèses, l’équation 4.2 se simplifie en une équation de Laplace :

∆c(r) = 0 (4.3)

L’équation en symétrie cylindrique n’admet pas de solution en milieu infini, ce qui
oblige à considérer une frontière extérieure située à une distance finie que l’on note
R∞. On introduit également un rayon interne rd pour éviter la singularité en r = 0
(figure 4.1). On suppose que la concentration en R∞ est maintenue à une valeur c∞. La
concentration au niveau de la dislocation notée cd est fonction de la contrainte agissant
sur la dislocation. Dans le cas général, cette dernière est soumise à une contrainte σ de
laquelle on déduit la force de Peach et Kohler dans la direction de montée :

Fpk = ((σb) ∧ l) · n (4.4)
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Figure 4.1 – Schéma de la montée d’une dislocation coin par la diffusion de lacunes dans un cylindre
creux de rayons rd et R∞.

où ∧ indique le produit vectoriel et l et n sont respectivement la direction de la ligne et la
direction de montée de la dislocation. La concentration au niveau de la dislocation cd est
obtenue en supposant que la production et la destruction de lacunes sont instantanées
tout le long de la dislocation et qu’il y a donc un équilibre local entre la dislocation et la
population de lacunes environnantes. Cette supposition mentionnée par la suite comme
"hypothèse de l’équilibre local" vient s’ajouter à celles listées plus haut. La concentration
au niveau de la dislocation est choisie de telle sorte que le travail issu de la force de
Peach et Koehler est égal au changement d’énergie libre associé à la destruction ou la
création de lacunes au niveau de la dislocation (Lothe 67, Hirth 68). On en déduit la
concentration au niveau de la dislocation :

kT ln(cd/c0) = FpkΩ/b donc cd = c0 exp
(

FpkΩ
kTb

)
(4.5)

En intégrant l’équation 4.3 avec ces conditions aux limites, on obtient le champ de
concentration :

c(r) = c∞ + (c∞ − cd)
ln(r/R∞)

ln(R∞/rd)
(4.6)

La vitesse de montée est obtenue en intégrant le flux de lacunes j = −M∇µ arrivant sur
la dislocation en rd. On obtient finalement :

v =
2πc0Dv

b ln(R∞/rd)

(
c∞

c0
− eFpkΩ/kTb

)
(4.7)

Ainsi, on constate que la montée des dislocations est entraînée par deux forces motrices
d’origines différentes :
• Une force d’origine chimique traduite par le terme c∞/c0. Si la concentration en

lacunes est différente de c0 (provenant par exemple d’une sous/sursaturation due
à un traitement thermique), la dislocation agit comme un puits ou une source de
lacunes et absorbe/émet des lacunes afin de rétablir la concentration à l’équilibre.
• Une force d’origine mécanique traduite par le terme eFpkΩ/kTb. Si une contrainte

(extérieure ou provenant de la microstructure environnante) est appliquée à la
dislocation, le système minimise son énergie par le travail de la force de Peach et
Koehler, ce qui conduit à la montée de la dislocation.

Quelle que soit la nature de la force motrice (chimique ou mécanique), le processus
limitant est la diffusion vers/depuis le cœur de la dislocation. L’énergie d’activation
du processus de montée intégré dans le préfacteur c0Dv est l’énergie d’auto-diffusion
Em + E f (où E f et Em désignent respectivement l’énergie de formation et de migration
des lacunes)
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Figure 4.2 – Profil de diffusion de lacunes le long du cœur d’une dislocation faiblement crantée.

On peut également noter que les facteurs géométriques rd et R∞ apparaissent à l’in-
térieur d’un logarithme dans l’équation 4.7. Ainsi, à partir du moment où R∞ � rd, le
choix spécifique des valeurs de rd et R∞ influe peu sur la vitesse de montée.

4.1.2 Calcul de la vitesse de montée dans le cas d’une concentration faible en crans

L’hypothèse de l’équilibre local des lacunes avec la dislocation est souvent remise
en question dans la littérature. En effet, les dislocations absorbent/émettent des lacunes
au niveau de crans, des marches élémentaires le long de la ligne de la dislocation. Une
faible concentration en crans ne permet pas de maintenir la concentration en lacunes à
l’équilibre local tout le long de la ligne de dislocation.

Lothe (Lothe 60) propose un critère pour déterminer la validité de l’hypothèse de
l’équilibre local. Considérons une dislocation coin qui possède une distance moyenne
entre crans notée lj (figure 4.2). On applique une contrainte σa suivant la direction du
vecteur de Burgers. En conséquence, la force de Peach et Khoeler ne possède qu’une
composante de montée. On suppose que σa est suffisamment faible pour considérer la
vitesse des crans comme très lente comparée au temps caractéristique de la diffusion
des lacunes. On considère également que la population de lacunes autour des crans est
à l’équilibre avec celui-ci. Ainsi, l’hypothèse de l’équilibre local est portée au niveau de
chaque cran. La création de lacunes dans le cœur de la dislocation est plus facile que
dans le matériau massif. On y associe une différence d’énergie de formation ∆E f =
E f − Ec

f où E f et Ec
f sont respectivement l’énergie de formation des lacunes dans le

volume et dans le cœur de la dislocation. La concentration au niveau de chaque cran est
donc cj = c0 exp(∆E f + σΩ/kT). La diffusion de lacunes dans le cœur de la dislocation
est également plus facile que dans le volume. On y associe une différence d’énergie de
migration ∆Em = Em − Ec

m.
Le temps de vie moyen d’une lacune dans le cœur de la dislocation est de l’ordre de

τ = 1
ν exp

(
(∆Em + ∆E f )/kT

)
où ν est une fréquence d’attaque, typiquement de l’ordre

de la fréquence de Debye. Pendant ce temps, la lacune effectue une marche aléatoire le
long du cœur de la dislocation et s’éloigne du cran d’une distance moyenne

∆x =
√

a2ντ = a exp
(

∆Em + ∆E f

2kT

)
(4.8)

où a désigne une distance de l’ordre de la distance inter-atomique. ∆x est également
la longueur caractéristique du profil de diffusion des lacunes autour de chaque cran
(voir figure 4.2). On suppose alors que l’ensemble de la dislocation est à l’équilibre si
∆x > lj. Si on considère une ligne de dislocation sur laquelle la population en crans est
à l’équilibre thermique, on a lj = a exp(Ej/kT) où Ej est l’énergie de création d’un cran.
On obtient finalement l’inégalité suivante entre les différentes énergies :

∆Em + ∆E f

2
> Ej (4.9)
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On peut noter que le cas de la montée par absorption de lacunes (σ < 0) est symé-
trique et conduit à la même inégalité. Le tableau 4.1 présente les énergies des crans pour
4 matériaux cubiques faces centrées ainsi qu’une évaluation de (∆Em + ∆E f )/2 à partir
de l’énergie d’auto diffusion (Friedel 64, Hirth 68). On constate que l’inégalité 4.9 n’est
jamais vérifiée. On peut également noter que pour les matériaux où les dislocations sont
fortement dissociées, l’énergie de création de crans est élevée et on est d’autant plus loin
de l’hypothèse de l’équilibre local.

Ej (eV) (Clouet 13) (∆Em + ∆E f )/2 ' Esd/4 (Madelung 90)
Cu 2.5 0.5
Ni 2.5 0.73

Au 1.5 0.45

Al 0.7 0.33

Table 4.1 – Énergies de formation de crans (Clouet 13) et une évaluation de (∆Em + ∆E f )/2 par le
quart de l’énergie d’auto-diffusion (Madelung 90). On peut en effet considérer que ∆Em ' Em/2 et
∆E f ' E f /2 (Friedel 64, Hirth 68).

Des modèles ont été proposés pour évaluer la vitesse de montée dans ces cas en
résolvant l’équation de Fick autour de chaque cran (Lothe 60, Balluffi 69, Caillard 03).
Dans le cas où les crans sont suffisamment éloignés les uns des autres pour considérer
qu’ils n’interagissent pas, la vitesse obtenue prend la forme :

v =
4πc0Dv

b ln(∆x/b)
∆x
lj

(
c∞

c0
− eFpkΩ/kTb

)
(4.10)

L’énergie d’activation associée à cette nouvelle vitesse de montée est Em + E f − (∆Em +
∆E f )/2 + Ej qui, d’après les valeurs numériques du tableau 4.1, est supérieure à l’éner-
gie d’auto-diffusion, énergie d’activation de la montée si on considère l’hypothèse de
l’équilibre local tout le long de la dislocation (équation 4.7).

Toutefois, on peut noter que la population en crans le long d’une dislocation peut
s’éloigner de sa concentration à l’équilibre. Lorsque la dislocation présente une courbure
dans la direction de montée, les crans sont géométriquement nécessaires (Friedel 64). De
plus, le croisement de dislocations coins glissant dans des plans différents conduit à la
création d’un cran sur chacune des dislocations. Ainsi dans certaines configurations,
la population en crans peut présenter une concentration supérieure à sa concentration
d’équilibre.

D’autre part, lorsque la contrainte appliquée devient suffisamment importante, les
crans de signes opposés s’annihilent rapidement et la concentration en crans chute en
dessous de l’équilibre malgré les deux effets précédemment cités. La nucléation de nou-
veaux crans est nécessaire pour poursuivre le processus de montée. Dans ce régime, le
taux de nucléation de crans le long de la ligne de dislocation pilote la vitesse de montée.
Caillard et Martin (Caillard 03) présentent un modèle analytique pour évaluer la vitesse
de montée dans ce régime.

4.1.3 Mesures expérimentales de la vitesse de montée

Afin de mieux comprendre les mécanismes de montée d’un point de vue expéri-
mental, des observations ont été réalisées sur divers métaux. Une partie de ces études
s’attachent à comparer les mesures expérimentales aux approches analytiques présen-
tées plus haut afin de discuter les hypothèses sur lesquelles ces approches reposent.

Seidman et al. (Seidman 65, Seidman 66b) étudient la montée des dislocations dans
l’or dans les cas d’une sursaturation et d’une sous-saturation en lacunes. Les auteurs
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s’attachent particulièrement à mesurer l’efficacité des dislocations comme source des
lacunes. La variation de la concentration en lacunes reliée à la vitesse de montée des
dislocations est obtenue par des mesures de résistivité. Dans le cas des trempes (sur-
saturation en lacunes), les mesures expérimentales sont en bon accord avec le modèle
analytique obtenu en considérant que les dislocations agissent comme des puits parfaits
de lacunes. En revanche, dans le cas d’une chauffe rapide du matériau (sous-saturation
en lacunes), la vitesse de montée mesurée est un ordre de grandeur inférieur à celle pré-
dite par l’équation 4.7. Ces mesures semblent indiquer que, dans certaines conditions,
les dislocations ne se comportent pas comme des sources parfaites de lacunes.

Une manière simple de mesurer une vitesse de montée est d’observer la cinétique
des boucles prismatiques. Sous l’effet de la tension de ligne et d’une éventuelle sursa-
turation en lacunes, de telles boucles rétrécissent/croissent par émission/absorption de
lacunes et leur cinétique est facilement mesurable au microscope électronique à trans-
mission. Silcox et Whelan (Silcox 60) sont les premiers à observer la cinétique de telles
boucles dans l’aluminium. Ils montrent que l’énergie d’activation liée à ce processus est
très proche de l’énergie d’auto-diffusion. Des études plus fines (Tartour 68, Powell 75)
montrent que la cinétique de rétrécissement des boucles est contrôlée par la diffu-
sion et est en bon accord avec les formules théoriques dérivées dans l’hypothèse de
l’équilibre local (Seidman 66a, Tartour 68). Les observations en microscopie électro-
nique (Silcox 60, Tartour 68) montrent que la majorité des boucles observées conservent
une forme arrondie au cours de leur cinétique. Cette morphologie indique la pré-
sence d’une forte concentration en crans au niveau de certaines régions de la boucle
(Silcox 60, Caillard 03). Cette forte densité en crans explique le bon accord entre la ci-
nétique mesurée et les expressions analytiques trouvées sous l’hypothèse de l’équilibre
local. Il est fait mention (Caillard 03) que les boucles dont la taille augmente au cours
du temps présentent souvent des formes anguleuses (hexagones), ce qui laisse supposer
que la concentration en crans est faible et que la vitesse de montée peut être limitée par
la nucléation de crans. Malheureusement, la cinétique de telles boucles n’est pas étudiée
quantitativement.

La plupart des études de fluage des monocristaux ne permettent pas de déduire des
éléments quantitatifs sur la vitesse de montée des dislocations. En effet, même si le rôle
de la montée est fondamental dans de telles expériences, le glissement des dislocations
est à l’origine de la majeure partie de la déformation plastique mesurée. Cependant, les
cristaux de structure hexagonale sollicités suivant l’axe c ne se déforment que par la
montée de dislocations prismatiques (Edelin 73a). Le Hazif et al. (Le Hazif 68) ont tiré
parti de cette situation pour étudier la montée dans le béryllium. L’énergie d’activation
du processus est proche de celle de l’auto-diffusion et la loi de fluage est donnée par
ε̇ ∼ σ3.5. Caillard et Martin (Caillard 03) proposent une interprétation convaincante de
cet exposant dans le cadre d’une cinétique de montée limitée par la nucléation de crans.
Edelin et Poirier (Edelin 73a, Edelin 73b) présentent des études similaires effectuées sur
le magnésium. L’énergie d’activation du processus de montée (1.8 eV) est significati-
vement plus grande que l’énergie d’auto-diffusion (1.43 eV). Les auteurs montrent que
les modèles basés sur l’hypothèse de l’équilibre local ou sur une population de crans
à l’équilibre ne permettent pas de rendre compte simultanément des valeurs observées
de l’énergie d’activation, de l’exposant de la contrainte et de l’ordre de grandeur de
la vitesse de montée. Caillard et Martin (Caillard 03) interprètent les résultats d’Edelin
et Poirier dans le cadre d’une vitesse de montée limitée par la nucléation des crans.
Leur modèle permet de rendre compte de l’énergie d’activation élevée et des ordres de
grandeur des vitesses de montée. En revanche, l’exposant de la contrainte est significa-
tivement plus faible que celui trouvé expérimentalement.
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En résumé, les différentes études expérimentales permettent de conclure que lorsque
la densité en crans est élevée le long de la ligne (boucles prismatiques), les vitesses de
montée obtenues sont en bon accord avec les modèles basés sur l’hypothèse de l’équi-
libre local. En revanche, dans certaines situations, les résultats expérimentaux semblent
indiquer que la vitesse de montée peut être contrôlée par l’absorption/émission de la-
cunes le long de la ligne, ce processus étant ralenti par une faible concentration en crans
le long de la ligne et par la nucléation de crans.

4.1.4 Les techniques de simulation pour l’étude de la montée

La montée des dislocations est un sujet qui a connu un regain d’intérêt au cours de
ces dernières années, les moyens de simulation actuels ouvrant de nouvelles possibilités
pour une étude plus précise de ce processus.

Les simulations atomiques apparaissent comme des techniques adaptées à ce type
de problèmes car elles reposent sur un minium d’hypothèses et rendent compte des
défauts (dislocations, lacunes, crans) de manière précise. Kabir et al. (Kabir 10) ont étu-
dié la montée d’un dipôle de dislocations dans le fer au moyen de simulations de type
Monte-Carlo. Cependant, les tailles de systèmes accessibles restent limitées. De plus,
les concentrations en lacunes ainsi que la densité de dislocations sont très importantes
dans ces simulations. La comparaison des résultats issus de ces simulations avec l’ap-
proche analytique présentée dans le paragraphe 4.1.1 (équation 4.7) montre une bonne
correspondance (Clouet 11).

La montée des dislocations a également été abordée au moyen du Champ de Phase
Cristallin (PFC 1) (Berry 06). Cette approche repose sur l’évolution d’un champ qui
représente la probabilité de présence d’un atome dans l’espace. L’avantage de cette
méthode est qu’elle permet d’étudier qualitativement des mécanismes diffusifs à une
échelle atomique. Cependant, les équations continues sont intégrées au moyen d’une
grille sub-atomique, ce qui limite son application pour des systèmes de taille plus im-
portante. De plus, le nombre réduit de paramètres du modèle ne permet pas de réaliser
des études quantitatives sur la vitesse de montée.

La Dynamique des Dislocations (DD) est un outil de choix pour étudier l’évo-
lution des dislocations à des échelles mésoscopiques. Des études utilisant la DD
(Bakó 06, Lim 12, Lim 09) ou une technique équivalente de type level-set (Chen 10,
Xiang 03, Quek 11) traitent la montée des dislocations comme un phénomène conser-
vatif en introduisant une mobilité de montée, en général du même ordre de grandeur
que la mobilité de glissement. En réalité, la montée des dislocations est contrôlée par
la diffusion des lacunes et Bakó et al. (Bakó 11) montrent que 10 ordres de grandeur
séparent les vitesses de montée et de glissement à une température Tf /3. Afin d’étudier
l’influence de la montée sur le comportement plastique de couches minces, Ayas et al.
(Ayas 12) proposent un modèle de DD 2D dans lequel les mobilités de montée et de
glissement sont séparées de 4 ordres de grandeur, ce qu’ils jugent suffisant pour assurer
la séparation des échelles de temps entre les deux mécanismes. Cependant, dans cette
étude, la montée des dislocations est toujours considérée comme un processus conser-
vatif.

Raabe (Raabe 98) suggère d’utiliser la formule 4.7 dans la dynamique des disloca-
tions afin de rendre compte de la diffusion des lacunes. Mordehai et al. (Mordehai 08)
utilisent cette technique pour étudier le mûrissement d’une population de boucles pris-
matiques. Afin de prendre en compte la cinétique de montée dans le cas d’une faible
concentration en crans, les auteurs suggèrent d’utiliser la vitesse de montée de l’équa-

1. Phase-Field Crystal
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tion 4.10 dans leur approche. Le couplage avec le glissement des dislocations (Bakó 11)
a permis d’étudier les mécanismes d’interaction entre boucles prismatiques. Gao et al.
(Gao 11) proposent une approche différente en couplant la DD avec un modèle de dif-
fusion de cœur. Dans ce modèle, la diffusion des lacunes dans le volume est supposée
instantanée bien qu’elle soit le processus limitant dans de nombreux cas.

Dans (Keralavarma 12), les auteurs proposent un modèle de DD 2D afin d’étudier le
comportement de l’aluminium en fluage. Dans ces simulations, la vitesse de montée est
obtenue via l’équation 4.7 en prenant comme paramètre c∞ la concentration locale en
lacunes qui est obtenue en résolvant l’équation de Fick. La résolution de l’équation de
Fick est effectuée à une échelle macroscopique (supérieure à la distance moyenne entre
dislocations) ce qui permet de rendre compte des hétérogénéités de concentration en
lacunes dans l’ensemble du matériau. Ces simulations 2D permettent d’étudier le com-
portement en fluage de l’aluminium et de retrouver un exposant de contrainte proche
de celui déterminé expérimentalement.

On peut également mentionner les travaux et Geers et al. (Geers 13) qui reposent sur
des équations continues régissant des champs de densité de dislocation. Ces équations
sont inspirées de celles que l’on obtiendrait par un changement d’échelle à partir des
interactions entre dislocations individuelles (Groma 97).

La dynamique des dislocations est une technique puissante pour étudier la montée
des dislocations à une échelle pertinente. Pourtant les modèles proposées jusqu’à pré-
sent ne prennent pas en compte les inhomogénéités de concentration en lacunes entre
les dislocations. En toute rigueur, cette technique n’est valable que lorsque les disloca-
tions sont suffisamment éloignées les unes des autres pour considérer que les champs
de diffusion sont indépendants. Néanmoins, au cours de la déformation plastique, les
dislocations ont tendance à se rapprocher les unes des autres et à former des murs,
jonctions et empilements, configurations pour lesquelles l’utilisation de l’équation 4.7
constitue une lourde approximation. De plus, les interactions élastiques entre lacunes et
dislocations sont négligées alors qu’elles peuvent avoir une influence significative dans
certains cas.

4.2 Modèle champ de phase pour la montée des dislocations
Les méthodes champ de phase apparaissent particulièrement adaptées à l’étude de

la montée des dislocations car elles prennent en compte les phénomènes diffusifs, la
dynamique hors-équilibre et les interactions élastiques. Li et al. (Li 12) proposent un
modèle champ de phase pour étudier la cinétique de croissance de boucles d’intersti-
tiels dans le fer sous irradiation, ce qui peut s’apparenter à la montée des dislocations.
Cependant, leur formulation ne respecte pas le caractère conservatif des interstitiels à
l’origine de la montée. En effet, l’observation attentive des équations du modèle met
en évidence que la boucle de dislocation peut évoluer sans absorption ou émission de
défauts ponctuels. De plus, la définition de l’énergie libre des défauts ponctuels à l’in-
térieur de la boucle est différente de celle du reste du matériau massif, ce qui est erroné
étant donné la nature identique de ces deux milieux.

Dans cette partie, nous présentons un modèle de champ de phase pour la montée
des dislocations. Outre le fait qu’il respecte le caractère conservatif des défauts et repro-
duit correctement leur thermodynamique, un des avantages de cette formulation réside
dans l’introduction d’un paramètre dynamique noté L qui contrôle la cinétique d’ab-
sorption et d’émission des lacunes au niveau des dislocations, ce qui permet d’étudier
les mécanismes de montée limités par l’absorption/émission de lacunes.
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4.2.1 Présentation du modèle

Nous proposons un modèle de montée des dislocations en champ de phase basé
sur une distinction entre les lacunes contenues dans les boucles de dislocations et celles
en solution dans le matériau massif. Les équations sont écrites de telle sorte que le
nombre total de lacunes est conservé. On se restreint au cas des matériaux non irradiés
où le rôle des auto-interstitiels est négligeable. Une formulation du modèle avec des
interstitiels est toutefois évidente, puisque basée sur les mêmes principes. Avant de
présenter l’énergie libre et les équations dynamiques du modèle, on définit les champs
suivants qui décrivent l’état du système :
• La concentration atomique en lacunes notée c(r).
• Un ensemble de champs de phase φi(r) représentant les boucles de dislocations

présentes dans différents plans cristallographiques : φi(r) = 1 si r est à l’intérieur
de la boucle d’indice i et 0 en dehors. Pour des raisons de simplicité, on présentera
le modèle pour le cas d’une seule boucle prismatique de caractère coin de normale
n et de vecteur de Burgers b (b ∧ n = 0).

• Un champ noté ψ(r) = c(r) + ∑i φi(r) qui représente la population totale de la-
cunes dans le système et qui est conservé au cours du temps.

L’énergie du système

La densité d’énergie libre du système peut se décomposer en trois termes, l’énergie
chimique des lacunes fch(c), l’énergie de cœur de la dislocation fcore(φ) et l’énergie
élastique fel(ε, φ, c).

Dans la limite des systèmes dilués, la densité d’énergie libre chimique d’une popu-
lation de lacunes s’écrit :

fch(c) =
E f

Ω
c +

kT
Ω

[c ln(c) + (1− c) ln(1− c)] (4.11)

où E f désigne l’énergie de formation des lacunes et Ω le volume atomique. Lorsque
c � 1 (ce qui est le cas lorsqu’on est proche de l’équilibre), le terme (1 − c) ln(1 −
c) devient négligeable et le potentiel chimique µ = ∂ fel

∂c prend la forme usuelle µ =
kT
Ω ln(c/c0) où c0 = exp(−E f /kT) est la concentration à l’équilibre.

L’énergie de cœur de la dislocation dépend uniquement du champ de phase φ et
s’exprime comme la somme d’un potentiel double-puits symétrique et d’une énergie de
gradient qui pénalise les variations spatiales de φ :

fcore(φ) = Aφ2(1− φ)2 +
B
2
|n ∧∇φ|2 (4.12)

Les paramètres A et B permettent de contrôler l’épaisseur du cœur w ainsi que son
énergie. Le gradient de φ est projeté dans le plan de la boucle afin de faire apparaître
une contribution d’énergie de cœur uniquement dans le plan de la boucle. Dans certains
cas, la boucle de lacunes est associée à une faute d’empilement. On peut ajouter un terme
C
2 |n ·∇φ|2 afin de tenir compte de cette contribution énergétique supplémentaire. Pour
des raisons de simplicité, cette contribution n’est pas considérée par la suite. On peut
remarquer que le potentiel double-puits ne permet pas de simuler des configurations
où plusieurs boucles sont imbriquées les unes dans les autres (par exemple des boucles
circulaires concentriques). Pour ce faire, on peut remplacer le terme de double-puits par
un terme périodique en φ pour lequel on retrouve un minimum d’énergie libre pour les
valeurs entières de φ. Pour des raisons de simplicité, on conservera le potentiel double-
puits pour lequel l’approche analytique est simple (voir paragraphe 3.3.2).
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Enfin, l’énergie élastique est considérée dans le cadre de l’élasticité linéaire en petites
déformations :

fel(ε, c, φ) =
1
2

Cijkl
[
ε ij − ε0

ij(c, φ)
][

εkl − ε0
kl(c, φ)

]
− σa

ijε ij (4.13)

où σa
ij désigne les composantes de la contrainte extérieure appliquée au système. Les

constantes élastiques Cijkl sont supposées indépendantes de l’espace (élasticité homo-
gène), ce qui revient à négliger l’influence de la concentration en lacunes sur les
constantes élastiques. Des calculs atomiques (Clouet 06) montrent que cette contribution
peut être négligée lorsque l’on s’éloigne du cœur de la dislocation. Toutefois, on peut
noter que la prise en compte de l’inhomogénéité des contantes élastiques ne constitue
pas un obstacle majeur. Seule la résolution de l’équilibre élastique nécessite des mé-
thodes numériques un peu plus sophistiquées (Moulinec 98, Boussinot 07). Pour des
raisons de simplicité, on restera dans le cadre de l’élasticité homogène. La déformation
libre notée ε0(c, φ) peut être décomposée en deux contributions provenant des lacunes
et des boucles de dislocation. On suppose que la déformation libre associée à une po-
pulation de lacunes est isotrope, purement volumique et qu’elle varie linéairement avec
la concentration :

ε0,v
ij (c) =

V∗c
3Ω

δij (4.14)

où V∗ désigne le volume de relaxation d’une lacune isolée. On peut noter que la géné-
ralisation à des déformations libres plus complexes faisant par exemple intervenir des
composantes de cisaillement est évidente. La déformation libre associée à une boucle de
dislocation de vecteur de Burgers b et de normale n s’écrit :

ε0,d
ij (φ) =

1
2
(binj + bjni)h(φ)δ(ξ) (4.15)

où δ(ξ) désigne la fonction de Dirac et ξ la distance au plan de la boucle de dislocation.
La fonction h(φ) est une fonction d’interpolation telle que h(0) = 0, h(1) = 1 et h′(0) =
h′(1) = 0. Les dérivées nulles en 0 et en 1 permettent d’assurer que la contribution
élastique ne modifie pas les minima d’énergie en φ = 0 et φ = 1 (Appolaire 13).

Finalement, l’énergie libre totale du système s’écrit simplement comme l’intégrale
suivante :

F ({c}, {φ}, {ε}) =
∫

V

{
fch(c) + fcore(φ) + fel(ε, c, φ)

}
dV (4.16)

Les équations dynamiques

Les champs {φ} et {c} ne sont pas conservés. Cependant, la boucle de dislocation
croît/rétrécit en absorbant/émettant des lacunes de telle sorte que la somme ψ = c + φ
est conservée. Pour assurer cette conservation, on suppose que le champ {ψ} suit une
dynamique conservée de type Cahn-Hilliard :

ψ̇ = ∇ ·M∇δF ∗
δψ

(4.17)

où la force motrice dépend de l’énergie libre F ∗({ψ}, {φ}), fonctionnelle des champs
{ψ} et {φ}. La signification de la mobilité M sera discutée plus bas. Pour compléter les
équations dynamiques, on écrit une dynamique non-conservée de type Allen-Cahn sur
le champ {φ} :



4.2. Modèle champ de phase pour la montée des dislocations 81

φ̇ = −L
δF ∗
δφ

(4.18)

où L est un paramètre dynamique qui contrôle la cinétique du champ de phase {φ}.
Afin d’exprimer la dynamique en fonction des grandeurs plus naturelles que sont les
champs {c} et {φ}, on effectue le changement de variable c = ψ− φ. Par substitution,
on obtient les équations dynamiques suivantes :

ċ = ∇ ·M∇δF
δc

+ L
(

δF
δφ
− δF

δc

)
(4.19)

φ̇ = −L
(

δF
δφ
− δF

δc

)
(4.20)

où la fonctionnelle F ({c}, {φ}) est celle écrite plus haut, exprimée en fonction des
champs {c} et {φ}. L’écriture de l’équation 4.19 indique que la mobilité M désigne
bien la mobilité des lacunes. Afin de compenser les divergences logarithmiques et de
retrouver l’équation de Fick pour c→ 0, la mobilité est exprimée comme :

M(c) =
ΩDvc(1− c)

kT
(4.21)

où Dv = D0 exp(−Em/kT) désigne le coefficient de diffusion des lacunes (Em est l’éner-
gie de migration des lacunes).

Le coefficient cinétique L est quant à lui plus délicat à déterminer. Il doit en effet
rendre compte de la cinétique d’absorption/émission, qui fait intervenir de manière
complexe la densité de crans le long de la dislocation, leur nucléation et le processus
élémentaire d’attachement/détachement d’une lacune au niveau d’un cran. On peut
néanmoins estimer ce coefficient au moyen d’un raisonnement sur une population de
crans équidistants. Une autre technique plus coûteuse mais plus précise consiste à réa-
liser un grand nombre simulations à l’échelle atomique et d’en déduire un coefficient
L. Dans notre cas, on considérera que L est un paramètre variable et on étudiera son
influence sur la cinétique de montée.

On peut distinguer deux temps caractéristiques associés respectivement à la diffu-
sion des lacunes (td) et à la cinétique d’absorption/émission au cœur de la dislocation
(ta). Le choix de L et donc du rapport entre ces temps caractéristiques permet de rendre
compte des deux régimes de montée discutés dans la littérature :
• Si L → +∞ et td � ta, les échanges entre les lacunes contenues dans la boucle

et celles en solution sont instantanés comparés au temps de diffusion des lacunes
vers le cœur. Ceci correspond à la situation où la population de crans le long
de la ligne est suffisamment élevée pour maintenir l’équilibre local des lacunes
autour de la dislocation. Le processus de montée est alors limité par la diffusion
des lacunes vers la dislocation.
• Si L → 0 et td � ta, les mécanismes d’attachement/détachement au niveau de la

ligne de dislocation sont lents comparés à la diffusion des lacunes et la montée
est limitée par les processus d’absorption/émission. Ceci correspond au cas où la
population en crans le long de la ligne est faible.

Comme dans l’approche proposée dans le chapitre 3, on suppose que les temps ca-
ractéristiques des processus diffusifs ta et td sont beaucoup plus grands que le temps
caractéristique de mise à l’équilibre mécanique. Ainsi, à l’échelle des processus diffu-
sifs qui nous intéresse, les degrés de liberté mécaniques satisfont toujours l’équilibre
mécanique qui s’écrit en fonction des contraintes :
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∂σij

∂xj
= 0 avec σij(r) = Cijkl(εkl(r)− ε0

kl(r)) (4.22)

La résolution de cet équilibre élastique est effectuée avant chaque pas d’intégration des
équations de diffusion. On utilise pour cela le formalisme des fonctions de Green de
l’élasticité (Khachaturyan 83, Mura 87) (voir annexe A.4). Etant donné que les degrés
de liberté mécaniques que sont les déplacements ui sont instantanément relaxés, ces
champs deviennent des fonctionnelles des champs de phase {φ} et de concentration
{c} et l’énergie libre devient une fonctionnelle de ces seuls champs notée F eq({c}, {φ}).
Ainsi, le potentiel chimique du champ de concentration s’écrit :

µ({c}) = δF eq({c}, {φ})
δc

=
δF ({c}, {φ}, {ueq

i })
δc

+
∫

dr′
δF

δui(r′)

∣∣∣∣
ui=ueq

i

δueq
i (r′)

δc(r)
(4.23)

Etant donné que les champs de déplacement ui satisfont l’équilibre mécanique, la pre-
mière dérivé fonctionnelle de l’intégrande est nulle et le potentiel chimique se calcule
simplement. Le même raisonnement est valable pour la force motrice agissant sur le
champ φ.

Adimensionnement des équations

Les équations 4.19 et 4.20 sont normalisées par les grandeurs suivantes :
• la longueur caractéristique est prise égale à la norme du vecteur de Burgers lc = b
• le temps caractéristique est celui de la diffusion sur cette distance tc = b2/Dv
• l’énergie caractéristique est Ec = kT b3/Ωc0(1− c0).
Afin d’intégrer les équations 4.19 et 4.20 numériquement, on discrétise les champs

sur une grille de différences finies décalée. Pour faciliter la résolution de l’équilibre
mécanique, les différents champs sont transposés dans l’espace de Fourier. L’annexe A.4
présente les méthodes employées pour l’intégration de 4.19 et 4.20 et pour la résolution
de l’équilibre élastique.

4.2.2 Analyse du modèle

Afin de mieux comprendre le comportement du modèle, on propose dans ce para-
graphe un traitement analytique permettant d’obtenir la vitesse de montée quel que soit
la valeur de L. On néglige les interactions élastiques entre la dislocation et les lacunes
(V∗ = 0) et on considère une dislocation coin rectiligne infinie. Le problème est donc
bi-dimensionnel.

On considère une dislocation créée à partir d’une plaquette d’épaisseur b (figure
4.3.a) suffisamment longue pour considérer que la dislocation est isolée. Les champs
{φ} et {c} ont des longueurs caractéristiques très différentes : d’une part, on considère
que les paramètres du potentiel double-puits et du terme de gradient (équation 4.12)
sont choisis de telle sorte que le modèle génère un cœur de dislocation localisé avec une
largeur finie w de l’ordre de quelques b le long de x. D’autre part, au voisinage de la dis-
location, le champ de concentration varie sur une distance imposée par la condition aux
limites loin de la dislocation. Celle-ci est évidemment toujours beaucoup plus grande
que la taille du cœur (elle peut typiquement correspondre à la distance moyenne entre
dislocations). On peut donc supposer que la concentration est constante c = cd sur un
intervalle D qui contient le cœur de la dislocation (figure 4.3.b) et dont les dimensions
le long de x et y sont respectivement de l’ordre de b et w.
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Figure 4.3 – (a) Configuration considérée présentant une dislocation isolée. Une plaquette d’épaisseur b
où φ = 1 est introduite le long de l’axe x. On considère que la diffusion des lacunes a lieu dans un cylindre
creux de rayons rd et R∞ où les conditions aux limites sont données par cd et c∞. (b) Profil du champ de
phase φ(x) et de concentrations en lacunes c(x) le long de l’axe de la plaquette.

On considère tout d’abord qu’il n’y a pas de force motrice conduisant à la montée
de la dislocation : la contrainte appliquée est nulle et il n’y a pas de sursaturation. On
cherche la solution du champ φ(x) à l’équilibre, c’est-à-dire φ̇ = 0 dans l’équation 4.20.
Le calcul des différents termes conduit à l’équation suivante :

2Aφ(1− φ)(1− 2φ)− B
∂2φ

∂x2 + bσ22(x, {φ})h′(φ) = 0 (4.24)

Cette équation est complexe à résoudre analytiquement car σ22 dépend de la distribution
du champ φ. On note φ0 la solution de cette équation.

On considère maintenant que la dislocation se déplace sous l’action d’une force
motrice. On se place dans le cas général d’une sur/sous-saturation c∞ 6= c0 et d’une
contrainte appliquée dont on suppose que seule la composante σa

22 est non nulle et sera
notée σa par la suite. On suppose par ailleurs que le champ φ conserve sa forme station-
naire φ0, quel que soit la vitesse de la dislocation, en se translatant le long de l’axe x.
Ainsi, on peut se placer dans le repère mobile lié à l’interface où φ(x, t) = φ0(x− x0(t)),
x0(t) désignant la position de la dislocation au cours du temps. La grandeur v1 = ẋ0
désigne la vitesse de la dislocation. Dans le domaine D = w× b où la concentration est
constante, l’équation 4.20 devient :

− v1
∂φ0

∂x
= −L

[
2Aφ0(1− φ0)(1− 2φ0)− B

∂2φ0

∂x2 + bσ22(x, {φ0})h′(φ0)− µ(cd)

]
(4.25)

La contrainte σ22 peut se décomposer en deux contributions : la contrainte générée par
la dislocation elle-même et la contrainte appliquée : σ22(x) = σd

22(x|{φ0}) + σa. Étant
donné que φ0 est solution de l’équation 4.24, les deux premiers termes de droite se
simplifient avec bσd

22(x|{φ0})h′(φ0). Nous allons maintenant à nouveau tirer profit de
la séparation des échelles de longueur évoquée plus haut. Les variations du profil du
champ φ0(x) sont localisées sur les distances w (le long de x) et b (le long de y) beaucoup
plus petites que la distance caractéristique du profil de concentration c(x). On multiplie
donc l’équation 4.25 par ∂φ0

∂x et on intègre sur le domaine D introduit plus haut.

− v
∫
D

(
∂φ0

∂x

)2

dxdy = −Lσab
∫
D

h′(φ0)
∂φ0

∂x
dxdy + L

∫
D

µ(cd)
∂φ0

∂x
dxdy (4.26)
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En notant k =
∫
D (∂φ0/∂x)2 et en calculant les autres intégrales 2, on obtient :

v1 =
L
k
(µ(cd)− σa) (4.27)

On peut considérer que l’influence de l’élasticité sur la structure de l’interface est
faible (ce qui est le cas pour le choix des paramètres considérés plus tard). Dans ces
conditions, le terme bσd

22(x|{φ0})h′(φ0) de l’équation 4.24 peut être négligé et le champ
φ en régime stationnaire adopte la solution bien connue de la forme :

φ0(x) =
1
2

(
1− tanh

(
2x
w

))
(4.28)

avec w = 2
√

2B/A. Le terme k peut être calculé en fonction de l’épaisseur de l’interface
k = 2/3w.

Pour déterminer la concentration cd qui dépend du profil de diffusion des lacunes,
on considère que l’échelle de temps liée à la vitesse de la dislocation est très grande com-
parée à l’échelle de temps de la diffusion des lacunes. En d’autres termes, le mouvement
de la dislocation n’a pas d’impact sur le profil de concentration en lacunes. En dehors
du domaine D, il n’y a ni puits ni source de lacunes. En approximant le potentiel chi-
mique des lacunes par son expression usuelle en concentration diluée µ(c) = kT

Ω ln
(

c
c0

)
,

l’équation stationnaire pour la concentration 4.19 se réduit à :

∆c = 0 (4.29)

De manière identique à celle présentée dans le paragraphe 4.1, on résout cette équation
dans un cylindre creux de rayon intérieur rd et de rayon extérieur R∞ (figure 4.3.a). On
détermine le champ de concentration c(r) et on en déduit la vitesse de montée :

v2 =
2πDvc0

b ln(R∞/rd)

(
c∞

c0
− cd

c0

)
(4.30)

qui dépend également de cd.
Les deux expressions 4.27 et 4.30 de la vitesse de montée doivent être égales et

permettent de fixer cd. La solution complète pour cd en fonction des autres grandeurs
fait intervenir la fonction W de Lambert 3 et s’écrit :

cd

c0
=

L̄
Γ

W

(
Γ
L̄

exp
(

Γ
L̄

c∞

c0
+

σaΩ
kT

))
(4.31)

où Γ est un paramètre sans dimension fonction des facteurs géométriques du problème
Γ = 4πb/3w ln(R∞/rd) et L̄ = Lb2kT/ΩDvc0 est un adimensionnement du paramètre
L. Une fois cette concentration injectée dans la solution de l’équation 4.30, on obtient la
vitesse de montée :

v =
2πDvc0

b ln(R∞/rd)

[
c∞

c0
− L̄

Γ
W

(
Γ
L̄

exp
(

Γ
L̄

c∞

c0
+

σaΩ
kT

))]
(4.32)

On peut remarquer que cette expression fait intervenir un rapport entre le coefficient
cinétique adimensionné L̄ et le paramètre géométrique Γ. En toute rigueur, le régime de

2. On considère que les bornes d’intégration suivant la coordonnée x peuvent être portées à ±∞ afin de
simplifier le calcul des intégrales. Par exemple

∫
w

∂φ
∂x dx '

∫ +∞
−∞

∂φ
∂x dx = −1

3. définie comme la fonction réciproque de f (x) = xex, c’est-à-dire W(xex) = x
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montée (limité par la diffusion ou l’absorption de lacunes) ne dépend pas seulement
de la valeur absolue du paramètre L mais également des données géométriques du
problème. Toutefois, pour les paramètres considérés dans la suite, le paramètre Γ est
de l’ordre de grandeur de l’unité. L’expression 4.32, difficile à appréhender dans le cas
général, peut être simplifiée pour certaines valeurs limites de L̄.

Cas limite L� Γ

Le développement limité de la fonction de Lambert autour de zero 4 donne

vL̄�Γ =
2πDvc0

b ln(R∞/rd)

[
c∞

c0
− e

σaΩ
kT + Γ

L̄
c∞
c0

(
1 +

Γ
L̄

( c∞

c0
− e

σaΩ
kT + Γ

L̄
c∞
c0

))]
(4.33)

Pour L̄ → +∞, on retrouve la vitesse de montée dérivée sous l’hypothèse de l’équilibre
local (équation 4.7), ce qui est bien cohérent.

Cas limite L� Γ

En utilisant le développement limité de la fonction de Lambert en l’infini 5 et en
négligeant les termes de second ordre, on obtient :

vL̄�Γ =
3w
2

L
(

kT
Ω

ln
c∞

c0
− σa

)
(4.34)

où les expressions de Γ et de L̄ ont été utilisées pour simplifier l’expression. Dans cette
limite, la diffusion des lacunes dans le domaine est très rapide comparée au mécanisme
d’absorption/émission. Ainsi, le profil de concentration autour de la dislocation est
constant, égal à c∞ et on retrouve l’expression 4.27 avec cd = c∞. Dans ce régime, la vi-
tesse de montée ne dépend plus des dimensions géométriques rd et R∞ ni du coefficient
de diffusion des lacunes.

4.3 Montée de dislocations isolées et influence du paramètre L
On fait le choix de prendre les paramètres de l’aluminium étant donné le nombre

d’études théoriques et expérimentales de la montée qui portent sur ce métal. De plus,
la plupart des paramètres utilisés dans ce modèle sont biens connus et peuvent être
aisément trouvés dans la littérature.

Les paramètres utilisés dans les simulations présentées dans ce chapitre sont tirés
de (Ashcroft 76, Madelung 90) et sont résumés dans le tableau 4.2. En considérant que
l’anisotropie des constantes élastiques de l’aluminium est faible, on considère l’approxi-
mation isotrope. Les coefficients de Lamé sont calculés à partir de la moyenne de Voigt
(Hirth 68). Pour des raisons numériques, la largeur du cœur de la dislocation est sures-
timée par rapport à une valeur réaliste (de l’ordre de b). En effet, si l’épaisseur de l’inter-
face est trop étroite comparée au pas de grille employé, la dislocation subit une friction
de réseau, ce qui altère les résultats. On notera que cette surestimation n’a pas d’effet
pourvu que cette longueur reste faible par rapport aux longueurs caractéristiques du
champ de diffusion et que le rayon de courbure le long de la dislocation soit beaucoup
plus grand que la largeur de l’interface. C’est évidemment le cas pour les configurations
2D abordées dans ce chapitre.

4. développement limité en 0 : W(x) = x− x2 + O(x3)
5. développement limité en +∞ : W(x) = ln x− ln(ln x) + O(ln(ln x))
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vecteur de Burgers b 2.85 Å
pas de grille d 2.85 Å

coefficient de Lamé λ 59 GPa
coefficient de Lamé µ 26 GPa

énergie de formation d’une lacune E f 0.67 eV
énergie de migration des lacunes Em 0.61 eV

facteur pré-exponentiel D0 1.51 · 10−5 m2/s
volume atomique Ω 16.4 Å

3

énergie de cœur de la dislocation Ecore 1.0 eVÅ
−1

largeur du cœur de la dislocation w 17.1 Å

Table 4.2 – Paramètres utilisés dans les simulations (Hirth 68, Madelung 90).

Dans cette section, on se concentre sur la montée de dislocations isolées afin de
tester l’influence du paramètre L̄ sur le processus de montée et comparer les résultats
numériques au traitement analytique du paragraphe 4.2.2. Pour le moment, on ne prend
pas en compte les interactions élastiques entre la dislocation et les lacunes en imposant
le volume de relaxation V∗ = 0. Nous nous interesserons tout d’abord au cas d’une
force motrice d’origine mécanique (contrainte appliquée) puis nous verrons le cas d’une
force motrice d’origine chimique (sur/sous-saturation).

4.3.1 Montée sous l’effet d’une contrainte appliquée

On introduit une plaquette φ = 1 au centre de la simulation afin d’obtenir un dipole
de dislocations coins (voir figure 4.4.a). Une contrainte de cisaillement σa est appliquée
au système. Afin de se rapprocher de la situation considérée dans l’approche analytique,
la concentration est maintenue à l’équilibre aux frontières de la simulation ainsi que
sur une ligne horizontale au centre de la boite. On utilise des conditions aux limites
périodiques pour la résolution de l’équilibre élastique. Comme condition initiale, on
impose la concentration d’équilibre dans l’ensemble du système.

b
v

σ
a

-σa

Lx

Lx

c0

2Lx

(a) (b)
Figure 4.4 – (a) Schéma de la configuration étudiée sous contrainte. (b) Détermination de la vitesse
stationnaire.

Notre technique de simulation permet d’obtenir l’ensemble de la dynamique du
système, y compris le régime transitoire durant lequel le champ de lacunes atteint pro-
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gressivement un état stationnaire. La figure 4.4.b montre que la vitesse de la dislocation
décroît au cours d’un régime transitoire avant d’atteindre un régime stationnaire. Ce
régime stationnaire ne peut cependant se maintenir du fait des interactions élastiques
entre les images périodiques des dislocations et la vitesse augmente par la suite légère-
ment au cours du temps. Une estimation de la vitesse stationnaire est obtenue comme
le minimum de la courbe de vitesse (indiqué en pointillés sur la figure 4.4.b).

De la même manière, on calcule les vitesses stationnaires pour différentes contraintes
appliquées et pour différentes valeurs du paramètre L. Les résultats obtenus numéri-
quement sont représentés sur la figure 4.5 (points). On remarque tout d’abord que l’on
retrouve les bons comportements limites.
• Pour L̄ � 1, on retrouve une forme exponentielle très proche de la solution de

l’équilibre local (représentée en pointillés sur la figure 4.5).
• Pour L̄ � 1, on retrouve un comportement linéaire qui est bien cohérent avec le

développement limité de la solution analytique 4.34.

Figure 4.5 – Vitesse de montée à T = 812 K en fonction de la contrainte appliquée pour différentes valeurs
du paramètre L̄. Résultats issus des simulation (points) et de la solution analytique de l’équation 4.32
(lignes continues). La solution obtenue avec l’hypothèse de l’équilibre local (équation 4.7) est représentée
en pointillés noirs.

T = 696 K T = 812 K T = 928 K
η 2.35 2.28 2.30

R2 0.996 0.996 0.997

Table 4.3 – Résultats des régressions effectuées à différentes températures : le paramètre η et le coefficient
de détermination R2

Pour effectuer une comparaison plus quantitative entre les résultats issus de nos si-
mulations et le traitement analytique du paragraphe 4.2.2, on effectue une régression
non linéaire de nos résultats avec la solution de l’équation 4.32. Le seul paramètre de
la régression est le facteur géométrique η = 2π ln(R∞/rd). En effet, ce paramètre est
censé être différent entre les approches analytique et numérique étant données les géo-
métries différentes des conditions aux limites. On effectue cette régression sur 3 jeux de
données obtenus à des températures différentes. Les résultats résumés dans le tableau
4.3 montrent que la régression est robuste vis-à-vis de la température et que le coeffi-
cient η ne varie pas significativement avec la température, ce qui est bien cohérent. Les
coefficients η déterminés sont proches de ηcyl = 2.05 calculé à partir des choix naturels
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R∞ = Lx/2 et rd = w/2, w étant l’épaisseur de l’interface. Les solutions analytiques
obtenues après régression sont tracées en lignes continues sur la figure 4.5.

4.3.2 Montée pilotée par une sursaturation

Pour étudier le cas de la montée pilotée par une force motrice d’origine chimique,
on impose une concentration c∞ 6= c0 sur les frontières de la simulation (voir schéma
4.6.a). Dans ce cas, la vitesse de montée dans le régime stationnaire est plus délicate
à déterminer. La vitesse est nulle au début de la simulation car les lacunes doivent
d’abord diffuser de la frontière extérieure vers le cœur de la dislocation avant que la
dislocation ne commence à monter. Par la suite, la vitesse augmente progressivement
au cours du régime transitoire et devrait atteindre asymptotiquement un régime sta-
tionnaire où la vitesse se stabilise. Dans nos simulations, un tel régime n’est pas atteint
car les interactions avec les images périodiques influencent la vitesse de la dislocation.
Pour obtenir une estimation de la vitesse stationnaire, on suit l’évolution de l’accélé-
ration de la dislocation au cours du temps (pointillés sur la figure 4.6). Son évolution
présente un minimum au delà duquel les interactions élastiques avec les images pério-
diques deviennent prédominantes. On considère que la vitesse stationnaire est donnée
par la vitesse à cet instant. Toutefois, l’examen de la figure 4.7 montre que cette méthode
est très approximative.

c∞

b
v

2Lx

Lx

Lx

(a) (b)
Figure 4.6 – (a) Schéma de la configuration dans le cas d’une sursaturation en lacunes c∞ = 1.5 c0. (b)
Détermination de la vitesse stationnaire (voir texte) à partir de l’évolution de la vitesse de la dislocation
(en rouge) et de son accélération (en pointillés bleus).

La figure 4.7 présente les vitesses de montée ainsi déterminées (points) en fonction
de la sursaturation en lacunes et de la valeur du paramètre L̄. Les comportements limites
attendus sont retrouvés. Pour L̄� 1, on trouve bien un comportement linéaire en c∞/c0
comme prévu par la solution de l’équilibre local. Pour L̄ � 1, les résultats numériques
s’approchent d’une allure logarithmique comme prévu par l’équation 4.34.

Comme précédemment, on effectue une régression non linéaire aux moindres car-
rées avec comme seul paramètre ajustable le facteur géométrique η. La solution ainsi
déterminée est tracée en lignes continues sur la figure 4.7. Les écarts entre les résultats
analytique et numériques sont plus importants que dans le cas d’une contrainte appli-
quée car l’incertitude portant sur la détermination de la vitesse de montée stationnaire
est plus grande. La comparaison reste cependant très satisfaisante.

Le tableau 4.4 présente les résultats de la régression pour 3 températures différentes.
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Figure 4.7 – Vitesses de montée à T = 800 K en fonction de la concentration en lacunes imposées
à la frontière pour différentes valeurs du paramètre L̄ issues des simulations (points) et de la solution
analytique de l’équation 4.32 (lignes continues). La solution obtenue avec l’hypothèse de l’équilibre local
(équation 4.7) est représentée en pointillés noirs.

Le coefficient géométrique η est encore une fois proche de ηcyl = 2.05 calculé en géomé-
trie cylindrique à partir des choix naturels R∞ = Lx/2 et rd = w/2.

T = 700 K T = 800 K T = 900 K
η 2.43 2.31 2.40

R2 0.995 0.995 0.996

Table 4.4 – Résultats des régressions effectuées à différentes températures : le paramètre η et le coefficient
de détermination R2.

Finalement, le modèle reproduit bien les comportements prévus par le développe-
ment analytique quelle que soit la force motrice (contrainte appliquée ou sursaturation)
et quel que soit le régime cinétique considéré, contrôlé par la diffusion (L̄ � 1) ou
par l’absorption/émission des lacunes(L̄ � 1). En particulier, pour L̄ � 1, les résul-
tats numériques se rapprochent de la solution analytique dérivée dans l’hypothèse de
l’équilibre local, ce qui était attendu puisque ce modèle est cohérent avec les approches
précédentes.

4.4 Influence des interactions élastiques entre lacunes et dislocations
Un des avantages de l’approche champ de phase réside dans sa capacité à prendre

en compte naturellement les interactions élastiques dans un cadre thermodynamique
cohérent. Cette section s’attache à étudier l’influence des interactions élastiques entre
lacunes et dislocation (c’est-à-dire l’influence du paramètre V∗) sur la vitesse de montée
d’une dislocation isolée.

Ces interactions entre les défauts ponctuels et les dislocations est un sujet largement
abordé dans la littérature. En effet, les contraintes générées dans le voisinage d’une
dislocation sont à l’origine d’une concentration importante de défauts ponctuels qui
impacte la mobilité de la dislocation (effet Portevin-Le-Chatelier (Friedel 64)) et facilite
la nucléation de précipités (Cahn 57, Ham 59).

Dans un article de revue, Bullough et al. (Bullough 70) énumèrent les interactions
de différentes natures entre défauts ponctuels et dislocations. En plus de l’effet de taille
du premier ordre, les auteurs notent l’interaction de taille du second ordre (élasticité
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non linéaire), l’influence des effets d’inhomogénéité (modification locale des constantes
élastiques), ainsi que les interactions d’origine électrique et chimique. Dans notre étude,
on négligera toutes les interactions de second ordre face à l’effet de taille. Les simu-
lations atomiques (Clouet 06) portant sur les métaux CFC (Al, Cu, Au, Ni) montrent
que cette approximation est valable hormis dans le cœur de la dislocation où les effets
d’inhomogénéité et d’interaction chimique avec la faute d’empilement peuvent devenir
importants.

On note Vv le volume de la lacune une fois relaxé et V∗ l’écart par rapport au volume
atomique V∗ = Vv −Ω. Dans l’aluminium, la présence de lacunes conduit à une relaxa-
tion élastique relativement importante. Ainsi, le volume V∗ obtenu par des calculs ab
initio est compris entre 30% et 40% du volume atomique (Carling 00, Nazarov 12). Des
mesures expérimentales conduisent à la même fourchette de valeurs (Emrick 69). Dans
notre étude, on utilisera la borne supérieure de 40%, soit V∗ = −6, 6 Å

3
.

4.4.1 Concentration à l’équilibre

Le champ de concentration en lacunes à l’équilibre autour d’une dislocation peut
être déterminé facilement. Le travail de l’énergie élastique associée à une contraction
volumique cV∗ (due à une concentration c en lacunes) s’exprime simplement en fonction
de la pression isostatique W = cV∗p. La concentration des lacunes à l’équilibre dans un
champ de pression est obtenue en annulant la dérivée de l’énergie totale par rapport à
c :

E f − kT ln(c) + pV∗ = 0 d’où ceq(r, θ) = c0 exp
(
− p(r, θ)V∗

kT

)
(4.35)

où c0 = exp(−E f /kT) est la concentration à l’équilibre en l’absence de pression. Dans
le cas d’une dislocation coin isolée dans un volume élastiquement isotrope, le champ de
pression est bien connu et s’écrit en coordonnées cylindriques comme :

p(r, θ) =
µb
3π

1 + ν

1− ν

sin θ

r
(4.36)

Afin de vérifier que notre modèle reproduit bien le profil de concentration en lacunes,
on réalise une simulation à T = 800 K sans contrainte appliquée. La figure 4.8.a repré-
sente le champ de lacunes autour de la dislocation une fois l’équilibre atteint. La figure
4.8.b représente le profil de concentration le long l’axe y et la solution analytique de
l’équation 4.35. Les divergences en contrainte et en concentration au niveau du cœur
sont évitées grâce au caractère diffus du champ de phase. En dehors du cœur de la
dislocation, le modèle reproduit très bien le champ de concentration à l’équilibre autour
de la dislocation.

Proche du cœur de la dislocation, la solution analytique diverge, ce qui n’est pas réa-
liste. On peut comparer les énergies d’interaction lacunes/dislocations avec des calculs
atomiques (Clouet 06). Dans le cas de l’aluminium, Clouet montre que l’énergie d’inter-
action est minimale dans le premier plan atomique au-dessus de la dislocation et vaut
−0.181 eV. Dans le premier plan inférieur ainsi que dans le deuxième plan supérieur,
les énergies d’interaction sont de l’ordre de 0.08 eV et −0.08 eV respectivement. Dans
nos simulations, on trouve des énergies d’interaction maximales de ±0.11 eV dans le
voisinage de la dislocation. Ainsi, en tenant compte uniquement de l’effet de taille des
lacunes et malgré le caractère diffus de l’interface et l’absence de dissociation des dislo-
cations, on reproduit bien des énergies d’interaction du bon ordre de grandeur proche
du cœur de la dislocation.
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(a) (b)

Figure 4.8 – (a) Concentration en lacunes normalisée cv/c0 autour d’une dislocation coin. (b) Coupe
selon l’axe y montrant la solution analytique (bleu), la solution numérique pour la concentration (rouge)
et le champ de phase φ (pointillés noirs).

4.4.2 Influence sur la vitesse de montée - approche analytique

L’influence des interactions élastiques sur la vitesse de montée peut être traitée ana-
lytiquement dans le cas d’une dislocation isolée. L’approche, similaire à celle présentée
dans la section 4.1.1, consiste à calculer la distribution de lacunes en régime stationnaire
et à intégrer le flux de lacunes arrivant au cœur de la dislocation. Cette solution analy-
tique issue de (Margvelashvili 74) consiste en une variante du calcul de Ham (Ham 59)
traitant de manière plus élégante les conditions aux limites.

On considère une dislocation isolée située au centre d’un cylindre creux de rayons rd
et R∞. En présence d’interactions élastiques, l’équation de diffusion en régime station-
naire s’écrit :

∇
(

c∇
[

kT
Ω

ln
(

c
c0

)
+

pV∗

Ω

])
= 0 (4.37)

où le terme entre crochets désigne le potentiel chimique des lacunes en présence d’élas-
ticité. On introduit une longueur caractéristique R0, souvent désignée sous le terme de
"rayon de capture".

R0 =
µbV∗

3πkT
1 + ν

1− ν
(4.38)

En notant que le potentiel d’interaction élastique est harmonique (c’est-à-dire ∆ sin θ
r = 0),

on peut finalement écrire :

∆c +∇c ·∇R0 sin θ

r
= 0 (4.39)

Afin de définir des conditions aux limites sur la frontière extérieure, on suppose
que les interactions élastiques sont négligeables en r = R∞ et on impose c(R∞, θ) = c0.
En r = rd, on suppose qu’il y a équilibre local entre la population de lacunes et la
dislocation. Dans le cas d’une contrainte appliquée qui conduit à une force de Peach et
Koehler Fpk dans la direction de montée, on a :

FpkΩ
b

= kT ln
(

cd

c0

)
+

kTR0 sin θ

rd
soit cd = c0 exp

(
FpkΩ
kTb

− R0 sin θ

rd

)
(4.40)
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La résolution de l’équation 4.37 soumise à ces conditions aux limites, ainsi que la
dérivation du flux de lacunes et de la vitesse de montée, sont détaillées dans l’annexe
A.5. On obtient finalement une vitesse de montée qui s’exprime au moyen des fonctions
de Bessel modifiées I0 et K0 :

v =
2πDvc0

b

(
c∞

c0
− e

FpkΩ

kTb

) I0

(
|R0|
2rd

)
K0

(
|R0|
2R∞

)
I0

(
|R0|
2rd

)
− I0

(
|R0|
2R∞

)
K0

(
|R0|
2rd

) (4.41)

La forme obtenue est proche de celle de l’équation 4.7 obtenue en l’absence d’inter-
actions élastique. On peut d’ailleurs montrer que cette expression tend vers l’équation
4.7 pour R0 → 0. En effet, les développements limités au premier ordre de I0(x) 6 et de
K0(x) 7 permettent de montrer que le rapport de fonctions de Bessel dans l’équation 4.41

tend bien vers 1/ ln(R∞/rd) lorsque R0 → 0. Au lieu de manipuler la valeur absolue de
la vitesse, on travaillera avec le rapport noté κ entre la vitesse de l’équation 4.41 et la
vitesse obtenue en négligeant les effets élastiques (équation 4.7) :

κ =
ln
(

R∞
rd

)
I0

(
|R0|
2rd

)
K0

(
|R0|
2R∞

)
I0

(
|R0|
2rd

)
− I0

(
|R0|
2R∞

)
K0

(
|R0|
2rd

) (4.42)

Il est possible de montrer que quel que soit R0 et R∞ > rd, κ > 1. Ainsi, la prise en
compte de l’élasticité des lacunes conduit à une accélération de la vitesse de montée.
On peut également noter que le rapport κ est très dépendant des rapports entre les lon-
gueurs R∞, R0 et rd. Ainsi, l’ampleur de l’influence de l’élasticité dépend des dimensions
du problème.

Si on suppose que l’on a trois échelles de longueurs bien distinctes R∞ � R0 �
rd, les développements limités en +∞ de I0(x) 8 et K0(x) 9 permettent de simplifier le
rapport des fonctions de Bessel pour obtenir une approximation plus simple à manipuler
(Mordehai 11) :

κ =
ln(R∞/rd)

ln(2R∞/|R0|)
(4.43)

Toutefois, notons que pour les paramètres utilisés ici, R0 est du même ordre de grandeur
que rd et cette simplification n’est pas valable. Dans la suite de cette section, on ne
considérera donc que la forme complète de l’équation 4.42.

4.4.3 Simulations champ de phase et résultats contradictoires

Nous avons effectué des simulations champ de phase afin de caractériser l’influence
de l’élasticité sur la vitesse de montée et de comparer les résultats obtenus à l’approche
analytique du paragraphe précédent. Pour réduire les temps de calcul et pour exacerber
les effets dus à l’élasticité, on effectue des simulations de dimensions 18.24× 36.48 nm2,
plus petites que précédemment .

On a vu dans la section 4.2.2 que l’élasticité a une légère influence sur la structure
de l’interface du champ φ, c’est-à-dire sur la structure de cœur de la dislocation. L’ajout
de la contribution des lacunes sur l’élasticité conduit à une modification de la structure

6. Développement limité en 0 :I0(x) = 1 + O(x2)
7. Développement limité en 0 : K0(x) = ln(2/x)− γe + O(x2) (γe désigne la constante γ d’Euler)
8. Développement limité en +∞ : I0(x) = ex√

2πx
+ O

(
ex

x3/2

)
9. Développement limité en +∞ : K0(x) = e−x

√
π
2x + O

(
e−x

x3/2

)



4.4. Influence des interactions élastiques entre lacunes et dislocations 93

d’interface du fait des fortes concentrations en lacunes autour de la dislocation. Pour
s’affranchir de cet artefact dû à la description de la dislocation au moyen d’un champ
diffus, on choisit d’augmenter artificiellement l’énergie d’interface. Ainsi, la structure de
l’interface conserve son profil en tangente hyperbolique en l’absence comme en présence
d’interactions élastiques lacunes/dislocations. De plus, il faut souligner qu’une telle
modification n’a aucune influence sur la vitesse de montée de dislocations non courbées
considérées ici.

A l’état initial, on suppose que les lacunes sont à l’équilibre avec le champ de
contrainte de la dislocation. Après une première résolution de l’équilibre mécanique,
on impose la concentration c(r) = c0 exp[−p(r)V∗/kT] où p(r) désigne la pression iso-
statique. Comme précédemment, la concentration est maintenue à l’équilibre sur les
frontières du système ainsi que sur une ligne horizontale séparant les dislocations.

On impose des contraintes de cisaillement de 100 MPa au système. Pour différentes
températures et différents coefficients L, on effectue deux simulations, l’une avec V∗ = 0
et la seconde avec V∗ = −6.6 Å

3
. On calcule ensuite le ratio κ entre les vitesses station-

naires. La figure 4.9.a représente le rapport κ en fonction de la température et du coef-
ficient sans dimension L̄. Premièrement, on constate qu’en accord avec ce que prédit la
solution analytique, l’influence du volume V∗ sur la vitesse de montée est relativement
faible (de l’ordre de 10-15%) et décroît lorsque la température augmente. On retrouve
également le fait que le rapport κ ne dépend pas du signe de V∗ (voir figure 4.9.b). En
revanche, il n’aura pas échappé au lecteur attentif que nos simulations prédisent une
tendance inverse de celle de la solution analytique. Quel que soit la valeur de L̄, nos
simulations indiquent que les interactions élastiques conduisent à un ralentissement
de la vitesse de montée. On peut noter que cet effet devient plus important lorsque L̄
augmente, c’est-à-dire lorsqu’on s’approche du cas limite ou l’absorption/l’émission de
lacunes au niveau du cœur est instantanée.

(a) (b)

Figure 4.9 – (a) Rapport κ entre la vitesse avec (V∗ = −6.6 Å3) et sans (V∗ = 0) interactions élastiques
pour différentes températures. Solution analytique (équation 4.42) en noir, et résultats des simulations
pour différentes valeurs de L̄. (b) Rapport κ en fonction de V∗ pour T = 800 K et L̄ = 10.

Afin d’expliquer cette tendance, de nombreux tests ont été effectués. On a ainsi pu
écarter tout effet d’origine numérique car la modification du pas de discrétisation, du
pas d’intégration et des dimensions des simulations n’ont pas montré d’influence sur
cette tendance. Nous avons alors cherché une explication physique de ces résultats. En
effet, notre modèle est plus riche que la solution analytique présentée précédemment.
En particulier, cette dernière néglige l’influence des contraintes produites par les la-
cunes sur la dislocation ainsi que les interactions lacunes/lacunes. De plus, le champ
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de lacunes peut générer un effet de traînée de Cottrell sur la dislocation et freiner la
montée. Alors que ces effets sont naturellement pris en compte dans notre modèle, ils
sont absents de l’approche analytique. Enfin, l’allure de la figure 4.9.b montre que la
dépendance du rapport κ en fonction de V∗ est différente de celle prédite par la solu-
tion analytique, ce qui semble indiquer la présence d’un effet supplémentaire dont la
solution analytique ne tient pas compte.

Nous allons tester un à un ces effets sur la vitesse de montée afin de montrer si l’un
d’eux peut compenser l’accélération prédite par l’approche analytique et expliquer les
résultats obtenus.

4.4.4 Influence de l’élasticité des lacunes sur la dislocation

Dans l’approche analytique, l’influence de l’élasticité des lacunes sur la dislocation
n’est pas prise en compte. Toutefois, la population de lacunes génère des contraintes
sur la dislocation. En particulier, dans nos simulations, en l’absence de force motrice, la
dislocation monte sous l’effet d’une contrainte non nulle provenant de la population de
lacunes. Dans le cas d’un système ouvert, ce mouvement est maintenu par l’arrivée de
nouvelles lacunes.

On peut estimer cette vitesse à partir de la contrainte agissant sur la dislocation.
On considère une dislocation isolée au centre d’un cylindre creux de rayon interne rd
et de rayon externe R∞ (figure 4.10). On se place dans le repère cylindrique (r, θ, z) et
on suppose la population de lacunes à l’équilibre avec le champ de contrainte de la
dislocation, c’est-à-dire :

c(r, θ, z) = c0 exp
(
−R0 sin θ

r

)
(4.44)

où R0 a été défini précédemment. Afin de déterminer la contrainte agissant sur la dis-
location provenant des lacunes contenues dans un volume élémentaire δV, on utilise
la solution d’Eshelby pour le champ lointain d’une inclusion de forme quelconque
(Eshelby 57). La composante δσ11 au centre du repère cylindrique provenant de δV s’ex-
prime en coordonnées cylindriques comme :

δσ11 =
µ

2π

1 + ν

1− ν

ε0

(r2 + z2)3/2

(
1− 3r2 cos2 θ

r2 + z2

)
δV (4.45)

La déformation libre en un point du système s’écrit en fonction de la concentration en
lacunes ε0(r, θ, z) = c(r, θ, z)V∗/3Ω. On considère alors que la population de lacunes est
à l’équilibre avec le champ de contrainte de la dislocation (équation 4.44). On obtient
donc :

δσ11 = α
e−

R0 sin θ
r

(r2 + z2)3/2

(
1− 3r2 cos2 θ

r2 + z2

)
δV avec α =

µ

2π

1 + ν

1− ν

V∗c0

3Ω
(4.46)

L’intégration sur l’ensemble du cylindre creux donne :

σ11 =
∫∫∫

δσ11 =
4πα

R0

(
rd I1

(
R0

rd

)
− R∞ I1

(
R0

R∞

))
(4.47)

Pour des températures comprises entre 500 K et 900 K, l’application numérique donne
des contraintes très faibles variant de 5 · 10−4 MPa à 0.14 MPa, négligeables comparées
à la contrainte appliquée de 100 MPa utilisée dans la section 4.4.3.
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Cette contrainte provoque une montée de la dislocation qui peut être obtenue par
l’équation 4.7 que l’on peut comparer avec les vitesses obtenues dans nos simulations
champ de phase en l’absence de force motrice. La figure 4.10.b représente la vitesse de
montée calculée à partir de nos simulations (rouge) et prédite par la solution analytique
(noir). On peut déjà remarquer que la vitesse de montée décroit très rapidement avec
la température et que les deux solutions (numérique et analytique) prédisent la même
tendance de décroissance. Cependant, une décade de différence sépare les deux vitesses
de montée sur l’ensemble de la gamme de température. Une telle différence peut s’ex-
pliquer par le fait que la solution analytique est très sensible au rayon interne rd. En
effet, étant donné la décroissance en 1/r3 de la contrainte issue d’une inclusion (équa-
tion 4.46), seules les lacunes présentes dans le voisinage de la dislocation jouent un rôle
significatif. Or, si on réduit rd d’une quantité δrd, la concentration en lacunes dans ce
voisinage augmente exponentiellement avec δrd.

rd

r
d

R∞

r

z

θ

δV

x
1

x
2

x
3

(a) (b)

Figure 4.10 – (a) Repère cylindrique pour l’intégration. (b) Vitesse de montée en échelle logarithmique
issue de nos simulations (rouge) et prédite par le calcul analytique (noir) avec Rinf = Lx/2 et rd = w/2.

Dans le cas où une contrainte extérieure est appliquée au système, le profil de la-
cunes s’éloigne de l’équilibre, ce qui modifie également les contraintes provenant du
nuage de lacunes et agissant sur la dislocation. Les simulations numériques montrent
que ces contraintes sont du même ordre de grandeur que celle induite par une concen-
tration de lacunes à l’équilibre, c’est-à-dire inférieures de plusieurs ordres de gran-
deur à la contrainte appliquée de 100 MPa utilisée précédemment. Ainsi, l’influence
des contraintes provenant du champ de lacunes ne permet pas d’expliquer les résultats
mentionnés dans le paragraphe 4.4.3.

On peut noter que dans d’autres situations, ces contraintes peuvent avoir une in-
fluence non négligeable. En particulier, les interstitiels dans les matériaux irradiés et les
atomes de soluté possèdent un effet de taille conséquent et une concentration beaucoup
plus importante que les lacunes considérées ici. Ces contraintes peuvent alors devenir
non négligeables et contribuer de manière significative au processus de montée.

4.4.5 Interactions élastiques lacunes-lacunes

Même si on a vu que les lacunes produisent un champ de contrainte négligeable sur
la dislocation, les interactions lacunes-lacunes peuvent altérer leur cinétique de diffusion
et ralentir la vitesse de montée.

Dans le cadre de l’élasticité linéaire utilisée ici, le champ de pression isostatique en
tout point de l’espace peut être décomposé en une contribution issue de la dislocation
pd(r) et une contribution issue du champ des lacunes pv(r). Sous l’hypothèse où le
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champ de concentration des lacunes varie lentement dans l’espace (ce qui est vrai loin
du cœur de la dislocation), on peut considérer que seule la concentration locale influence
la pression locale et on peut écrire :

pv(r) =
KV∗c(r)

Ω
(4.48)

où K désigne le module de compression isostatique ("bulk modulus"). L’ajout de ce
terme supplémentaire dans l’équation de diffusion conduit à une expression du type :

ċ = Dv∇ ·
(
∇c + cR0∇

(
sin θ

r

)
+ αc∇c

)
= −Dv∇ · Js (4.49)

où α = KV∗2/kTΩ et Js désigne le flux sortant de lacunes. Contrairement aux autres
termes de l’équation, αc∇c est d’ordre 2 en c. Comme la concentration en lacunes est
très faible, cette contribution peut être considérée comme négligeable comparée aux
autres termes de l’équation.

c(i,j)

dθ

dr

c(i+1,j)
c(i-1,j)

c(i,j+1)

c(i,j-1)

(a) (b)

Figure 4.11 – (a) Discrétisation de l’espace en volumes finis. (b) Rapport κ déterminé analytiquement
(noir), issu des simulations en volumes finis pour α = 0 (bleu) et pour α = KV∗2/kTΩ.

On désire néanmoins quantifier l’effet de ce terme et vérifier son caractère négli-
geable dans notre cas. Comme la voie analytique semble assez ardue, on choisit d’inté-
grer l’équation 4.49 par des moyens numériques et d’en déduire la vitesse de montée.
On choisit d’utiliser une discrétisation en volumes finis avec un maillage cylindrique. En
effet, cette méthode est simple à mettre en place et permet d’assurer la conservation du
flux, même lorsque le maillage est à géométrie cylindrique. On considère une géomé-
trie en cylindre creux de rayon interne rd et de rayon externe R∞. On discrétise l’espace
en volumes élémentaires avec un pas angulaire ∆θ et un pas radial ∆r (figure 4.11.a).
Dans chaque élément, on suppose que la concentration ci,j est uniforme. L’intégration
de l’équation 4.49 sur chaque élément de volume Vi,j et l’utilisation du théorème de la
divergence permet d’obtenir :

Vi,j ċi,j =
∫

Vi,j

−∇ · Js dV =
∫

Si,j

−Js · n dS = − ∑
faces

JsSi,j (4.50)

où Si,j désigne les aires des faces délimitant le volume Vi,j et n les normales sortantes.
Les différents termes du flux sont ensuite déterminés simplement par différences finies
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entre la concentration en (i, j) et les premiers voisins. Une fois la valeur du flux sor-
tant connue pour chaque face, l’évolution de la concentration est obtenue à partir d’un
schéma d’Euler explicite en temps :

ct+1
i,j = ct

i,j −
dt
Vi,j

∑
faces

JsSi,j (4.51)

En r = rd, on suppose que la population en lacune est à l’équilibre avec la dislocation,
c’est-à-dire :

c(rd, θ) = c0e
R0 sin θ

rd
+ σaΩ

kT (4.52)

En R = R∞, la concentration est maintenue à l’équilibre :

c(R∞, θ) = c0e
R0 sin θ

R∞ (4.53)

On choisit les dimensions R∞ = 18.24 nm et rd = 0.855 nm. On discrétise l’espace
en 10 000 éléments d’un maillage régulier (∆θ = 2π/100 et ∆r = (R∞ − rd)/100). La
détermination de la vitesse de montée se fait une fois le régime stationnaire atteint,
c’est-à-dire lorsque la concentration c n’évolue plus significativement. La figure 4.11

représente le rapport κ calculé pour α = 0 et α 6= 0. On remarque premièrement que
pour α = 0, le rapport κ est légèrement supérieur à celui déterminé analytiquement.
Ceci vient des conditions aux limites en R∞ qui sont légèrement différentes que celles
utilisées pour dériver la solution analytique de l’équation 4.42. Malgré ce léger décalage,
les deux solutions sont très proches l’une de l’autre. Comme attendu, l’influence du
paramètre α est très faible et ne modifie que très légèrement la vitesse de montée. Son
influence commence à se faire sentir aux températures élevées où ce terme d’ordre 2 en
c0 n’est pas complètement négligeable.

Toutefois, dans des situations où la concentration en défauts est significative, comme
c’est le cas pour les interstitiels dans les matériaux irradiés ou pour une espèce en solu-
tion solide, l’influence de ces effets élastiques peut devenir non négligeable et affecter la
diffusion des défauts autour de la dislocation de manière significative.

4.4.6 Effet de traînée de Cottrell

Lorsqu’une dislocation se déplace, le nuage de lacunes qui entoure la dislocation
se déplace à la même vitesse. Cette interaction est à l’origine d’une force de trainée
sur la dislocation. Cet effet est bien connu dans le cas du glissement des dislocations
en présence de solutés (Cottrell 49, Hirth 68, Wang 00) mais n’a pas été étudié dans le
cas de la montée des dislocations. Bien évidemment, cette contribution n’est pas prise en
compte dans l’approche analytique du paragraphe 4.4.2 où la dislocation reste immobile.

Pour estimer l’ordre de grandeur de cet effet, on suit le développement de Cottrell
(Cottrell 49) également détaillé dans (Hirth 68). On considère une dislocation coin de
vecteur de Burgers b orienté dans la direction x et qui monte dans la direction y >
0 à une vitesse vc constante. On suppose que la population de lacunes autour de la
dislocation est proche de l’équilibre. Moyennant certaines approximations, la contrainte
de montée effective agissant sur la dislocation et provenant de l’effet de trainée du nuage
de lacunes peut s’écrire comme :

σcott
11 = vc

πc0kTR2
0

2DvV∗2b
ln
(

xmax

xmin

)
(4.54)
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Du fait de la contribution en 1/r du potentiel d’interaction dislocation/lacunes, l’inté-
gration ne peut pas être effectuée sur l’ensemble de l’espace et on introduit les bornes
d’intégration xmin et xmax dans la direction x. Un choix naturel pour ces bornes d’inté-
gration est rd et R∞. Dans le cas où la vitesse de montée est explicitée en fonction de la
contrainte appliquée au système, ces termes géométriques disparaissent et on obtient :

σcott
11 =

(
πc0

R0V∗

)2 kT
b

(
1− eσaΩ/kT

)
(4.55)

On remarque que cette contribution dépend du carré de c0, et on s’attend donc à des
valeurs très faibles. Une application numérique donne σcott

11 = 9 · 10−8 − 2.4 · 10−2 MPa
pour des températures T = 500− 900 K et σa = −100 MPa. L’influence de cette contri-
bution sur la vitesse de montée peut donc être considérée comme négligeable.

Le caractère non significatif de cet effet a été vérifié dans nos simulations en coupant
l’équation dynamique sur le champ de phase φ. Ainsi, la dislocation continue à se com-
porter comme un puits ou une source de lacunes mais ne se déplace pas au cours du
temps. Les résultats obtenus pour la vitesse de montée sont identiques aux simulations
précédentes. Les effets reliés à l’influence du mouvement des dislocations sur la vitesse
de montée apparaissent bien comme négligeables.

Les trois hypothèses avancées pour expliquer les résultats contradictoires présentées
dans le paragraphe 4.4.3 s’avèrent infructueuses. En effet, les contributions dues aux
contraintes générées par les lacunes sur la dislocation, aux interactions lacunes-lacunes
et à un effet de traînée de Cottrell sont négligeables comparées aux différences obtenues
entre les simulations champ de phase et l’approche analytique.

4.5 Montée de dislocations non isolées
Contrairement aux approches de Dynamique des Dislocations (DD) (Mordehai 08,

Bakó 11, Keralavarma 12), l’approche champ de phase peut prendre en compte le profil
de diffusion des lacunes dans une microstructure de dislocations complexe.

Dans cette section, nous nous attacherons à étudier des configurations plus com-
plexes qu’une dislocation isolée et à comparer les résultats obtenus avec des solutions
analytiques sur lesquelles est basée la DD. Dans la suite, les simulations sont effectuées
à une température de 800 K. Étant donné que l’on souhaite comparer les résultats aux
calculs DD où l’absorption/émission des lacunes au niveau de la dislocation est considé-
rée comme instantanée, on se place dans la limite L̄� 1. Pour des raisons pratiques, on
choisit L̄ = 5 pour lequel les résultats obtenus sont très proches des solutions dérivées
sous l’hypothèse de l’équilibre local (voir par exemple figure 4.5).

4.5.1 Influence de la distribution des dislocations

Dans un premier temps, on étudie le comportement en montée d’un couple de dis-
locations de même signe. On se place dans une configuration simple où les dislocations
sont alignées sur un même plan de glissement et où chaque dislocation ne subit aucune
contrainte de montée provenant de sa voisine (figure 4.12.a). Les dimensions du système
sont 72.96× 145.92 nm2. La concentration est maintenue à l’équilibre aux frontières du
système ainsi que sur une ligne horizontale située au centre du système (voir figure
4.12.a). On applique une contrainte de cisaillement σa = −100 MPa et on s’intéresse à la
vitesse de montée des dislocations en régime stationnaire.

La figure 4.12.b montre la vitesse de montée en fonction de la distance séparant les
dislocations, notée l. On peut remarquer que la vitesse de montée est très sensible au
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paramètre l, et ce malgré le fait que les facteurs géométriques interviennent à l’intérieur
d’un log dans l’équation 4.7. Une borne inférieure peut être obtenue en utilisant la for-
mule 4.7 pour une dislocation de vecteur de Burgers 2b placée au centre d’un cylindre
creux de rayon externe R∞ = Lx/2. Une borne supérieure peut être estimée en considé-
rant deux dislocations indépendantes, chacune placée dans un cylindre creux de rayon
Lx/4. On peut noter que ces deux valeurs (tracées en pointillés noirs sur la figure 4.12)
donnent une estimation des bornes de la vitesse de montée en fonction de l obtenue
numériquement.

l

L x

L x

σ
a

-σ
a

(a) (b)

Figure 4.12 – (a) Configuration considérée. (b) Vitesse de montée en fonction de la distance l entre
dislocations ; bornes supérieure et inférieure (pointillés noirs) et vitesse de montée obtenues avec les ap-
proximations de la DD (en bleu).

En DD, chaque dislocation est supposée être au centre d’un cylindre creux de rayon
R∞ = 1/2

√
ρ où ρ est la densité de dislocations. L’utilisation de l’équation 4.7 aboutit

à une estimation de la vitesse de montée de vdd = 0.97 · 105 nm/s tracée en bleu sur la
figure 4.12.b. On peut remarquer que cette valeur surestime d’un facteur supérieur à 2
la vitesse de montée obtenue pour l ' 0. Cette surestimation est encore accrue lorsque
l’on considère plus de deux dislocations regroupées.

4.5.2 Vers le fluage

On a vu dans le paragraphe 4.5.1 que la distribution des dislocations dans un sys-
tème avait une influence importante sur la vitesse de montée. Les approches de type
Dynamique des Dislocations qui ne prennent pas en compte la complexité du champ
de lacunes ont tendance à surestimer ou sous-estimer la vitesse de montée suivant la
distribution des dislocations (figure 4.12). On peut cependant avancer l’hypothèse que
ces effets se compensent lorsqu’on considère le comportement en montée d’un grand
ensemble de dislocations, comme c’est le cas lors du fluage.

Pour se rapprocher le plus possible d’une situation de fluage réaliste, on considère
le cas de deux populations de dislocations se déplaçant dans deux systèmes de montée
orthogonaux. Pour cela, on introduit deux champs de phase {φ1} et {φ2} qui décrivent
les boucles de lacunes dans les deux systèmes de montée. Les équations dynamiques
sur les champs {φ1} {φ2} et {c} sont déduites de la même manière que dans la section
4.2 en posant ψ = cv + φ1 + φ2 qui représente la population totale de lacunes dans le
système.

On considère un système périodique de taille 72.96× 72.96 nm2 dans lequel on place
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aléatoirement 8 dislocations sur chaque système de montée. Ceci correspond à une den-
sité de dislocation très élevée de l’ordre de 3 · 1015 m−2. Outre ce point, on peut noter que
la situation est assez éloignée d’un matériau en fluage pour les raisons suivantes. On ne
prend pas en compte ici le glissement des dislocations qui joue pourtant un rôle capital
en fluage (Caillard 03, Keralavarma 12). De plus la distribution aléatoire de dislocations
choisie ici est très éloignée d’un cas réaliste où les dislocations sont très corrélées et ont
tendance à former des structures telles que des murs et des empilements.

Le système est sollicité avec une contrainte extérieure de cisaillement imposée de
σ11 = −σ22 = 100 MPa. On peut noter que contrairement aux autres simulations présen-
tées dans ce chapitre, la concentration sur la frontière du système n’est pas maintenue à
l’équilibre et le nombre total de lacunes (dans les boucles de dislocations et en volume)
reste constant au cours du temps. Sous l’effet de la contrainte extérieure, les disloca-
tions du premier système montent en émettant des lacunes alors que les dislocations du
second système absorbent des lacunes. La figure 4.13.a représente le champ de lacunes
au cours d’une telle simulation. On peut noter que les interactions entre dislocations
jouent un rôle important qui s’ajoute au rôle de la contrainte appliquée. Etant donné la
taille réduite du système, le comportement en fluage présente une dispersion très im-
portante selon la configuration de dislocations considérée. Afin de s’affranchir de cette
dispersion, on effectue 20 simulations présentant différentes distributions de disloca-
tions et on effectue la moyenne de la déformation sur l’ensemble de ces simulations. La
déformation ainsi obtenue est représentée en rouge sur la figure 4.13.b. On peut noter
que les vitesses de déformation sont de l’ordre 102 s−1, ce qui peut paraître colossal.
Ces vitesses de déformation proviennent du choix de la densité de dislocation et de la
température (T = 800 K) élevées considérées dans ces simulations. Toutefois, les résul-
tats mis en évidence dans ce paragraphe sont transposables à des températures et des
densités de dislocations plus raisonnables.

(a) (b)

Figure 4.13 – (a) Champ de lacunes autour d’une population de dislocations sollicitée en cisaillement
(σ11 = −σ22 = 100 MPa). La ligne noire représente une courbe d’iso-concentration où c = c0. (b) Dé-
formations dans les deux directions de sollicitation en fonction du temps prédites par les simulations
numériques (rouge) et par la solution analytique de l’équation 4.56 (noir).

Le comportement en fluage par montée peut être estimé très simplement en négli-
geant les interactions entre dislocations et en considérant que la concentration en lacunes
est maintenue à l’équilibre à une distance 1/2

√
ρ de chaque dislocation, où ρ désigne

la densité de dislocations. On considère alors que toutes les dislocations montent avec
une vitesse obtenue par la formule 4.7. Finalement, la vitesse de déformation s’exprime
simplement en fonction de la densité de dislocations et on obtient :
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ε̇ =
ρπDvc0

ln
(

1
2rd
√

ρ

) (e
σaΩ
kT − 1

)
(4.56)

Cette estimation est tracée en noir sur la figure 4.13.b. Notons tout d’abord que cette
solution qui repose sur des hypothèses relativement grossières donne le même ordre
de grandeur de la vitesse de déformation que les simulations. On peut remarquer que
la courbe obtenue à partir des simulations prend en compte l’influence d’un régime
transitoire lors des premiers instants de la simulation. Toutefois, l’étendue de ce régime
transitoire est relativement réduite et la vitesse de déformation converge rapidement
vers une constante reportée dans le tableau 4.5. On peut noter que la solution analytique
surestime la vitesse de déformation, ce qui peut être attribué aux simplifications effec-
tuées pour l’obtenir, en particulier la simplification apportée au champ de diffusion des
lacunes. D’autre part, on remarque que les résultats issus des simulations numériques
indiquent que ε̇11 ' −ε̇22, ce qui n’est pas le cas de la solution analytique, conformément
à la contribution exponentielle de la vitesse de montée en fonction de la contrainte. Or,
pour que le comportement en fluage soit maintenu dans un régime stationnaire, les la-
cunes émises par les dislocations du premier système de montée doivent être absorbées
par la seconde population de dislocations, ce qui implique nécessairement ε̇11 ' −ε̇22.

ε̇stat
11 (s−1) ε̇stat

22 (s−1)
numérique 49.7 −51.5
analytique 83.3 −71.8

Table 4.5 – Vitesses de fluage dans le régime stationnaire obtenues par les simulations numériques et la
solution analytique de l’équation 4.56.

Les simulations présentées dans ce paragraphe ont permis de montrer que, lorsque
la position des dislocations est tirée aléatoirement, les approches mésoscopiques qui ne
prennent pas en compte le champ de diffusion des lacunes ont tendance à surestimer
la vitesse de montée et donc la vitesse de fluage. Cependant, lors de la déformation
d’un matériau en fluage, la position des dislocations n’est généralement pas aléatoire
du fait des corrélations spatiales très fortes. En effet, les dislocations ont tendance à for-
mer des empilements et des murs éloignés les uns des autres, dans lesquels la distance
entre dislocations est souvent très faible. L’utilisation de la solution analytique naïve de
l’équation 4.7 surestime davantage la vitesse de fluage dans une telle situation.

Afin de rendre les simulations DD plus quantitatives tout en s’abstenant de résoudre
l’équation de Fick (ce qui peut être numériquement coûteux), on peut envisager d’amé-
liorer l’équation 4.7 en tenant compte de la distribution locale de dislocations. On peut
par exemple imaginer que le facteur géométrique 2π/ ln(R∞/rd) considéré générale-
ment comme constant peut être choisi en fonction des dislocations avoisinantes et de
leur distance à la dislocation d’intérêt.

4.5.3 Annihilation d’un dipôle et influence de l’élasticité

On s’intéresse dans ce paragraphe à l’annihilation d’un dipôle de dislocations de
type "boucle de lacunes" (voir encart de la figure 4.14). On considère pour cela un
dipôle de longueur initiale d0 = 9.12 nm placé au centre d’une boite carrée de côté
Lx = 72.96 nm. La concentration sur les frontières de la simulation est maintenue à
l’équilibre tout au long de la simulation. Afin de tester l’influence de l’élasticité dans
cette configuration, on effectue une simulation sans interactions élastiques (V∗ = 0) et
une simulation en présence d’élasticité (V∗ = −6.6 Å

3
). L’évolution de la distance sépa-
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rant les deux dislocations au cours du temps est représentée en rouge sur la figure 4.14,
en traits plein pour V∗ = 0 et en pointillés pour V∗ = −6.6 Å

3
.

On remarque que la prise en compte des interactions élastiques a tendance à ra-
lentir la cinétique d’annihilation. En plus du ralentissement mis en évidence pour une
dislocation isolée (section 4.4), un autre effet apparaît dans ce cas. Du fait de la na-
ture du dipôle, la pression locale dans le voisinage de chaque dislocation est négative,
donc la concentration locale en lacunes est inférieure à la concentration à l’équilibre
(c = c0 exp(−pV∗/kT)), ce qui freine la vitesse de montée.

Une solution analytique permet d’estimer la cinétique d’annihilation du dipôle en
négligeant ces effets élastiques. En notant d la longueur du dipôle, chaque dislocation
subit une contrainte :

σ11(d) =
µb

2π(1− ν)

1
d

(4.57)

On suppose alors que la montée s’effectue par la diffusion de lacunes dans un cy-
lindre creux et que la vitesse de montée est obtenue par l’équation 4.7. En notant
ξ = µbΩ/2π(1 − ν)kT la longueur caractéristique du problème, la distance d(t) est
solution de l’équation :

ḋ =
4πDvc0

b ln(R∞/rd)

(
1− eξ/d

)
(4.58)

L’intégration numérique de cette équation avec un schéma d’intégration explicite per-
met d’obtenir la cinétique d’annihilation représentée en traits pleins noirs sur la figure
4.14. La simulation diffère de la solution analytique par deux aspects. Tout d’abord,
la simulation prend en compte le régime transitoire au cours duquel le champ de la-
cunes s’éloigne de sa configuration d’équilibre et adopte une configuration pseudo-
stationnaire. Ce régime transitoire se traduit par une vitesse de montée légèrement
plus importante que celle prédite par la solution analytique au début de la simulation.
Deuxièmement, l’utilisation de l’équation 4.7 pour évaluer la vitesse de montée revient
à négliger la forme complexe du champ de diffusion et à supposer que les champs de
diffusion autour de chaque dislocation sont indépendants. Les résultats du paragraphe
4.5.1 montrent que cette hypothèse conduit à surestimer la vitesse d’annihilation, ce qui
explique que la décroissance de la solution analytique soit plus rapide que pour les
résultats numériques.

On peut modifier l’équation 4.58 afin de tenir compte des effets de l’élasticité sur la
vitesse d’annihilation. On peut supposer que la pression locale subie par la dislocation
est homogène dans un cylindre creux de rayon interne rd et de rayon externe R∞. Dans
ce domaine, la concentration en lacunes à l’équilibre devient donc c0 exp (−pV∗/kT).
De façon identique à celle présentée dans la section 4.1.1, la résolution de l’équation de
diffusion permet de déduire une vitesse de montée de la forme :

vc =
2πDvc0e−pV∗/kT

b ln(R∞/rd)

(
1− e

FpkΩ

kTb

)
(4.59)

La cinétique d’annihilation obtenue à partir de cette nouvelle écriture de la vitesse
de montée est tracée en pointillés noirs sur la figure 4.14. On constate que le processus
d’annihilation est influencé significativement par ces effets élastiques. La différence entre
les temps d’annihilation obtenus sont du même ordre de grandeur que ceux issus des
simulations numériques. Des simulations numériques ont également été réalisées pour
une configuration de type boucle d’interstitiels. Dans ce cas, la pression locale dans le
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d

L x

L x

Figure 4.14 – Annihilation d’un dipôle de type ”boucle de lacunes”. Solutions analytique (noir) et ré-
sultats issus des simulations (rouge) en négligeant (traits pleins) et en tenant compte des interactions
élastiques lacunes/dislocations (pointillés).

voisinage de chaque dislocation est positive et la vitesse des dislocations est plus élevée
en présence d’élasticité.

Bien que l’impact de cet effet peut sembler faible dans une microstructure de dis-
locations éloignées les unes des autres, il devient important dans le cas où la pression
présente des hétérogénéités importantes. C’est par exemple le cas pour une population
de boucles prismatiques pour lesquelles la pression varie significativement d’une boucle
d’interstitiels à une boucle de lacunes. C’est également le cas pour un mur fini de dislo-
cations, car la pression peut varier de manière substentielle entre les extrémités du mur.
Une hétérogénéité du champ de pression peut également provenir d’une microstructure
formée par des précipités de seconde phase.

Sous l’hypothèse que le champ de pression varie peu dans l’espace, l’effet de la pres-
sion locale sur la vitesse de montée peut être facilement pris en compte dans les calculs
de DD en utilisant la relation 4.59. La pression agissant sur chaque brin de dislocation
peut être estimée simplement en sommant les contributions provenant de la sollicita-
tion extérieure, de précipités de seconde phase et des autres brins de dislocations. On
peut alors considérer que la pression est constante à l’intérieur d’un cylindre creux en-
tourant chaque dislocation et utiliser la relation 4.59. Une estimation plus fine pourrait
également considérer les différences de pression entre la frontière extérieure du cylindre
creux et le cœur de la dislocation.

4.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons développé un modèle champ de phase pour la montée

des dislocations par émission/absorption de lacunes. Les méthodes de type champ de
phase sont particulièrement adaptées à l’étude des processus de montée car elles re-
posent sur une formulation variationnelle prenant naturellement en compte la diffusion
des lacunes dans un environnement complexe, la dynamique hors-équilibre et les inter-
actions élastiques. Un des avantages de cette formulation réside dans la prise en compte
de l’aspect limitant des mécanismes d’absorption et d’émission dans le cœur des dislo-
cations. Un coefficient dynamique L qui émerge naturellement de nos équations permet
de contrôler cette cinétique d’absorption/émission au niveau du cœur de la dislocation.
L’analyse du modèle présentée dans la section 4.2.2 permet de prédire la vitesse de
montée d’une dislocation isolée quelle que soit la valeur de L. Nous avons vérifié que
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les simulations champ de phase reproduisent bien la vitesse de montée obtenue avec
cette estimation analytique.

Dans un second temps, nous avons étudié l’influence des interactions élastiques entre
lacunes et dislocations sur la vitesse de montée d’une dislocation isolée. Bien que l’am-
plitude de l’influence de ces interactions élastiques sur la vitesse de montée concorde
avec la solution analytique, les prédictions du modèle champ de phase indiquent une
décélération de la montée provoquée par ces interactions alors que la solution analy-
tique prévoit une accélération. Certaines hypothèses ont été avancées mais aucune ne
permet d’expliquer ces différences.

Ce modèle permet de discuter certaines hypothèses sur lesquelles reposent la DD,
de quantifier les erreurs induites par ces hypothèses et de proposer certaines pistes
d’amélioration de ces techniques. Ainsi, trois pistes peuvent être envisagées afin de
rendre plus quantitatives les approches basées sur la DD :
• Dans le cas d’une faible concentration en crans, l’hypothèse de l’équilibre local

n’est pas valable car l’absorption/émission de lacunes au niveau du cœur de la
dislocation devient limitant. Le paramètre L peut être déterminé à partir de simu-
lations à l’échelle atomique à une certaine température. Si la détermination de ce
paramètre est possible, on peut alors directement utiliser l’équation 4.32 afin de
déterminer la vitesse de montée de chaque brin de dislocation.
• Dans les approches de type DD, les champs de diffusion des lacunes autour de

chaque dislocation sont considérés indépendants les uns des autres. Ceci conduit
a des erreurs importantes dans le cas où la microstructure est composées d’amas
resserrés de dislocations. De tels amas sont très fréquents dans les matériaux dé-
formés car les dislocations ont tendance à former des murs et des empilements
de dislocations au voisinage des obstacles. Une piste d’amélioration possible de la
DD serait de tenir compte de la distribution locale de dislocations et de modifier
le préfacteur géométrique de l’équation 4.7 en fonction de cette distribution.
• Les approches basées sur la DD négligent également les interactions élastiques

entre lacunes et dislocations. Bien que ces contributions conduisent à de faibles
modifications de la vitesse de montée dans le cas de dislocations isolées, elles
peuvent devenir importantes lorsque les dislocations sont soumises à une pres-
sion locale qui modifie la concentration en lacunes dans leur voisinage. Ces effets
élastiques peuvent conduire à des différences significatives pour la cinétique d’an-
nihilation de boucles prismatiques. Nous proposons de prendre en compte ces
interactions élastiques en modifiant légèrement l’équation 4.7 (voir paragraphe
4.5.3).

Un des objectifs qui reste à accomplir reste bien évidemment la compréhension de
l’influence sur la vitesse de montée des interactions élastiques générées par le volume
de relaxation des lacunes V∗. En effet, les hypothèses proposées dans la section 4.4.2 ne
permettent pas d’expliquer les résultats des simulations champ de phases. Même si cet
effet reste relativement marginal dans le cas des lacunes, il devient important lorsque
l’on considère la montée par absorption d’auto-interstitiels dans les matériaux irradiés
(Mordehai 11) ou la diffusion d’atomes de soluté dans le champ de contraintes de la
dislocation.

Une version différente de ce modèle champ de phase permet également de simuler
le comportement de montée à l’échelle des crans de la dislocation. On peut en effet faire
apparaître des crans en modifiant les termes de gradient dans différentes directions
de l’espace. On peut alors simuler les interactions entre crans en prenant en compte
la forme complexe du champ de diffusion autour de la dislocation et les interactions
élastiques entre crans. Ces différentes idées sont développées dans l’annexe A.6.
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Dans ce chapitre, nous avons fait le choix de considérer l’équation de diffusion des
lacunes dans sa forme non-stationnaire (équation 4.19). Ceci nous permet de prendre en
compte le régime transitoire de la montée des dislocations et d’étudier son influence.
Toutefois, l’intégration temporelle de l’équation de diffusion des lacunes peut s’avérer
coûteuse en temps de calcul. De plus, la vitesse des dislocations est toujours beaucoup
plus faible que la vitesse de mise à l’équilibre du champ de lacunes. On peut considé-
rer que celui-ci s’adapte à la configuration du champ {φ} de manière instantanée. On
peut alors se passer de l’intégration temporelle de l’équation de diffusion en résolvant
l’équation 4.19 directement en régime stationnaire (ċ = 0) à l’aide d’une méthode nu-
mérique plus rapide que le suivi de l’équation de diffusion (méthode de point fixe par
exemple). On peut ainsi faire disparaître l’échelle de temps de la diffusion et le temps
caractéristique du modèle devient celui de la montée des dislocations.
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Ces travaux de thèse constituent une contribution à la modélisation des disloca-
tions en champ de phase. Dans le chapitre 1, nous avons proposé un modèle champ
de phase pour le glissement des dislocations. Un des avantages de ce modèle comparé
aux approches champ de phase précédentes est qu’il ne repose pas sur des champs
supplémentaires décrivant la présence des boucles de dislocations. L’énergie élastique
est directement modifiée en remplaçant des contributions harmoniques par des termes
périodiques en déformation. Bien que les systèmes de glissement considérés corres-
pondent à une symétrie cubique simple, ce modèle présente l’avantage de prendre en
compte naturellement le glissement dévié des dislocations ainsi que leur nucléation.

Ce modèle a été appliqué à l’étude des mécanismes de perte de cohérence par nucléa-
tion de dislocations. Les simulations ont permis de retrouver le mécanisme de nucléa-
tion de boucles prismatiques proposé par Ashby et Johnson (Ashby 69) mais également
d’étudier des processus de nucléation plus complexes.

Un des avantages de modéliser le comportement des dislocations au moyen d’ap-
proches champ de phase réside dans le caractère variationnel de ces dernières. Ceci
permet le couplage avec un modèle champ de phase tenant compte de l’évolution mi-
crostructurale. Dans le chapitre 3, nous avons proposé un tel modèle pour l’évolution
microstructurale des précipités Al3Sc dans les alliages Al-Sc. On a ainsi pu montrer que
les dislocations peuvent influencer la morphologie des précipités ainsi que leur cinétique
de croissance.

Aux échelles de temps et de températures où la microstructure d’un alliage évo-
lue via des processus diffusifs, la montée des dislocations est activée par la diffusion
de lacunes. Dans le chapitre 4, nous proposons un modèle champ de phase pour la
montée des dislocations. L’avantage de ce modèle comparé aux approches précédentes
consiste en l’introduction d’un paramètre dynamique contrôlant la cinétique d’absorp-
tion/d’émission de lacunes au niveau des dislocations. Une analyse du modèle a permis
d’obtenir une expression analytique de la vitesse de montée quelque soit la valeur de
ce paramètre et la force motrice de montée. L’influence des interactions élastiques entre
dislocations et lacunes a également été étudiée, malgré le fait qu’aucune explication
convaincante n’ait été apportée pour expliquer les résultats obtenus, en contradiction
avec la solution analytique proposée dans (Margvelashvili 74). La montée de disloca-
tions non isolées a également été étudiée afin de quantifier l’influence de certaines
hypothèses sur lesquelles reposent les approches mésoscopiques de dynamique des
dislocations.

Ces travaux de thèse ouvrent la possibilité à plusieurs perspectives dans l’étude
des interactions entre plasticité et évolutions microstructurales. Le modèle d’élasticité
non-linéaire peut permettre d’aborder des situations où les propriétés des interfaces
matrice/précipité sont contrôlées par la présence et l’évolution de dislocations. Il peut
s’agir de dislocations qui accommodent les contraintes élastiques et génèrent la perte
de cohérence (comme étudiées dans les chapitres 2 et 3), mais aussi de dislocations qui
rendent compte de la différence de nature cristallographique entre matrice et précipités
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dans les transformations displacives. Il peut également s’agir de dislocations qui accom-
pagnent la propagation de macles de déformation. Le modèle d’élasticité non-linéaire
présenté dans cette thèse apparaît comme un outil de choix pour étudier ce type de
situation.

Une autre perspective de ce travail consiste en l’incorporation du glissement et de
la montée des dislocations dans un même formalisme. Un couplage direct entre les
deux modèles proposés dans ces travaux de thèse n’est pas envisageable à cause du
caractère diffus du cœur de la dislocation qui empêche la compatibilité des mécanismes
de montée et de glissement. On peut se passer de la diffusivité des interfaces grâce à
l’introduction de boucles élémentaires de dislocations (loopons) comme proposé dans
(Rodney 03). Le couplage entre des loopons de glissement (déformation de cisaillement)
et des loopons de montée (déformation de compression) est en principe possible dans
un cadre thermodynamique cohérent (voir annexe A.7).

Un tel modèle permettrait d’étudier les mécanismes de contournement de précipités
à haute température dont la montée des dislocations est un ingrédient essentiel. De plus,
on pourrait également tenir compte de l’évolution microstructurale du précipité dont la
morphologie peut s’adapter au champ de contrainte des dislocations et freiner la mo-
bilité de celles-ci. Une telle étude permettrait d’obtenir des temps de contournement
quantitatif pouvant servir de données d’entrée à des modèles de plasticité mésosco-
piques.
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A.1 Piste pour la construction d’une énergie périodique pour des sys-
tèmes de glissement quelconques

Comme vu dans le chapitre 1, l’utilisation des composantes de cisaillement du ten-
seur de déformation comme paramètre d’ordre conduit à l’apparition de systèmes de
glissement orthogonaux. Or dans la plupart des symétries cristallines (CC, CFC, HC),
les plans de glissement ne sont pas orthogonaux les uns aux autres.

Une autre approche consiste à écrire l’énergie élastique au moyen des gradients de
déformation β dont les composantes sont définies comme βij = ∂ui/∂xj. Considérons le
cas général où on a un nombre quelconque de systèmes de glissements, chacun carac-
térisé par une normale nα et un vecteur de Burgers bα. On note hα la distance entre les
plans successifs dans la direction orthogonale au plan de glissement.

Pour chaque système de glissement, on définit un tenseur de gradient de déforma-
tion noté βα dont les composantes sont :

βα
ij =

bα
i nα

j

hα
(A.1)

Le potentiel d’énergie élastique doit être construit afin de reproduire les conditions
suivantes :
• On doit retrouver une énergie nulle lorsque qu’une dislocation traverse un élément

de volume, c’est-à-dire lorsque celui-ci subit une déformation nβα. Pour cela, on
peut utiliser le produit scalaire entre un gradient de déformation quelconque β et
le tenseur βα définit dans l’espace vectoriel des gradients de déformation :

γα = ∑
ij

βijβ
α
ij (A.2)

et encapsuler ce terme dans un potentiel périodique.
• D’autre part, les préfacteurs devant les termes périodiques et ceux qui conservent

leur caractère harmonique doivent être choisis afin de retrouver l’énergie élastique
du matériau dans la limite des faibles déformations.

Suite à quelques tentatives, nous pouvons affirmer que le point délicat de cette ap-
proche consiste à construire un potentiel périodique cohérent qui reproduit la périodi-
cité des différents systèmes de glissement.

A.2 Comparaison entre les grilles différences finies décalées et stan-
dards

Dans cette thèse, nous utilisons un schéma numérique de type différences finies
décrit dans le chapitre 1 ainsi que dans l’annexe A.4. Dans cette annexe, nous compa-
rons ses capacités à reproduire les champs de contrainte autour d’une dislocation avec
d’autres schémas numériques utilisés dans la littérature :

1. Le premier schéma considéré est couramment utilisé par les approches champ de
phase (Chen 98, Bronchart 06, Gaubert 09, Cottura 13). Il consiste à définir tous les
champs (contraintes, déformations, déplacements) sur une même grille (voir figure
A.1.a). Le calcul d’une dérivée est alors approximé par des différences finies cen-
trées. Par exemple, la déformation ε11(i, j, k) est obtenue à partir des déplacements
par l’opération :

ε11(i, j, k) =
u1(i + 1, j, k)− u1(i− 1, j, k)

2d
(A.3)
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Figure A.1 – Schémas numériques 1 (a), 2 (b) et 3 (c) décrits dans le texte. Résolution du champ de
contrainte autour d’une dislocation : solution numérique en rouge et solution analytique de Peierls-
Nabarro (Hirth 68) en pointillés noirs. L’encart montre un zoom du champ de contrainte à longue distance.

où d désigne le pas de la grille.

2. Le deuxième schéma numérique est celui utilisé par Onuki et al. pour l’im-
plémentation numérique du modèle d’élasticité périodique qu’ils développent
(Onuki 03, Minami 07). Les déformations et contraintes sont calculées sur une
grille différente des déplacements (voir figure A.1.b). Le calcul d’une dérivée est
approximée par une différence finie moyennée entre points voisins. Par exemple :

ε11(i, j, k) =
u1(i + 1, j + 1, k) + u1(i + 1, j, k)− u1(i, j + 1, k)− u1(i, j, k)

2d
(A.4)

3. Enfin, le troisième schéma numérique considéré est le schéma différences finies
décalées utilisées dans cette thèse. En 2D, ce schéma comporte 4 grilles décalées
les unes par rapport aux autres, une pour chaque composante des déplacements,
une pour les composantes diagonales du tenseur des déformations et une pour la
composante de cisaillement (voir figure A.1.c). Ces grilles sont agencées de telle
sorte que les calculs des dérivées sont approximées par des différentes finies entre
premiers voisins. Par exemple :

ε11(i, j, k) =
u1(i + 1, j, k)− u1(i, j, k)

d
(A.5)

On peut noter que ce type de schéma différences finies est utilisé dans d’autres
domaines tels que la simulation de la propagation d’ondes sonores dans des ma-
tériaux solides (Saenger 00, Zeng 01).
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Afin de comparer les capacités respectives de ces différents schémas à résoudre nu-
mériquement les équations du modèle d’élasticité périodique proposé dans le chapitre
1, on introduit un dipole de dislocations et on laisse relaxer le système en utilisant les
équations dynamiques 1.42. Les champs de contrainte σ12 obtenus après relaxation sont
représentés sur la figure A.1. L’encart de chaque figure montre un zoom du champ
de contrainte à longue distance. On peut noter que les différents schémas représentent
le comportement du champ de contrainte de manière satisfaisante. Toutefois, pour les
schémas 1 et 2, les contraintes près du cœur de la dislocation sont irrégulières et asymé-
triques. De plus, même loin du cœur, les contraintes présentent une forme en dents de
scie persistante. Ceci est également le cas pour les champs de déformation et de déplace-
ment. Au contraire, les champs obtenus à partir du schéma numérique 3 sont réguliers
et symétriques, proche et loin du cœur de la dislocation. Bien que nous n’ayons pas
étudié de manière quantitative l’influence de ces champs en dent de scie sur l’évolution
d’une population de dislocations, il est clair que l’utilisation du schéma 3 est préférable
afin d’éviter tout artefact d’origine numérique.

A.3 Calcul parallèle : comparaison entre MPI et FFTW
Le calcul parallèle est devenu un élément incontournable de la programmation scien-

tifique. On peut distinguer deux stratégies différentes pour effectuer la parallélisation
d’un code de calcul. Une première consiste à paralléliser certaines étapes de calcul alors
qu’une autre consiste à gérer les échanges entre plusieurs instances indépendantes d’un
même programme. On propose ici de comparer ces deux approches dans le cas d’un
exemple simple. On souhaite intégrer au cours du temps l’équation

φ̇ = f (φ) +∇2φ (A.6)

où φ désigne un champ de phase et f (φ) est une fonction non linéaire prise égale à
f (φ) = −2φ(1− φ)(1− 2φ). Dans les deux approches, le champ φ est discrétisé sur une
grille différences finies régulière.

A.3.1 Méthode 1 : Intégration semi-implicite et parallélisation en mémoire partagée

Une approche communément utilisée en champ de phases consiste à intégrer
l’équation A.6 au moyen d’une intégration semi-implicite dans l’espace de Fourier
(Chen 98, Bronchart 06, Gaubert 09, Cottura 13). Dans l’espace réciproque, le terme ∇2φ
est simple à calculer car la dérivation se traduit par la multiplication par un nombre
complexe iq (voir annexe A.4). De plus, la linéarité du terme de gradient permet l’uti-
lisation d’un algorithme semi-implicite et d’un pas de temps plus large que pour une
intégration explicite. Cette technique se décompose en différentes étapes :

1. Calcul du terme non-linéaire à l’instant t : f̃ t = f (φt)

2. Calcul de sa transformée de Fourier : f̃ t = F( f t)

3. Dans l’espace réciproque, la discrétisation temporelle de l’équation A.6 peut
s’écrire comme :

φ̃t+1 − φ̃t

dt
= f̃ t − q2φt+1 (A.7)

On obtient finalement le champ φ à l’instant t + 1 par :

φ̃t+1 =
φ̃t + f̃ tdt
1 + q2dt

(A.8)
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4. Le champ φt+1 est obtenu par transformée de Fourier inverse.

Cet algorithme nécessite le calcul de deux transformées de Fourier par pas de temps,
et ces deux étapes représentent environ 90% du temps de calcul total lorsque le pro-
gramme est exécuté sur un seul processeur. Une parallélisation facile à implémenter
consiste à utiliser les fonctions optimisées et pré-compilées FFTW 1 multi-threads effec-
tuant des transformées de Fourier sur plusieurs processeurs ayant accès au même espace
mémoire. Finalement, les étapes 2 et 4 sont effectuées en parallèles alors que les étapes
1 et 3 sont traitées séquentiellement, ce qui peut être représenté par le diagramme de la
figure A.2.

#1
#2

#1

#4

#1

#3

Etape 1 Etape 2 Etape 3

#2

#1

#4

#3

Etape 4

Figure A.2 – Diagramme représentant l’exécution d’un programme où certaines étapes de calcul (les
transformées de Fourier) ont été parallélisées sur 4 processeurs.

A.3.2 Méthode 2 : parallélisation en mémoire distribuée

Une autre stratégie de parallélisation consiste à diviser le volume simulé en sous-
domaines et d’attribuer chaque sous-domaine à un processeur (voir figure A.3.a). Les
différents processus sont indépendants mis à part les échanges de données effectués
aux endroits indiqués dans le programme. En particulier, les différents processus n’ont
pas besoin d’accéder à un même espace mémoire, c’est pourquoi on parle de mémoire
distribuée.

#2

#1

#4

#3

(a) (b)

Figure A.3 – (a) Division en sous-domaines effectuée pour l’implémentation MPI ; chaque sous-domaine
est pris en charge par un processeur (b) Diagramme représentant les échanges entre processus lors de
l’exécution du programme parallélisé avec MPI

Le calcul de la transformée de Fourier d’un champ nécessite de connaître le champ
sur tout le volume considéré. Ainsi l’utilisation de la stratégie d’intégration dans l’es-
pace de Fourier nécessiterai l’échange de l’ensemble du champ φ entre les différents
processus, ce qui serait très coûteux en temps comparé au gain que procure l’intégration
semi-implicite. On réalise donc une intégration de l’équation A.6 dans l’espace direct. Le
terme de gradient est calculé en différences finies entre le point d’intérêt et ses premiers
voisins, ce qui nécessite d’accéder aux points des autres sous-domaines au niveau des

1. Fastest Fourier Transform in the West
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interfaces. Ainsi, à chaque pas de temps, les interfaces de chaque sous-domaine sont
échangées entre les processus. Ceci est réalisé au moyen de la librairie MPI (Message
Passing Interface) qui permet de synchroniser les échanges entre les différents proces-
sus. La figure A.3.b représente un diagramme de l’exécution d’un programme ainsi
parallélisé. L’intégration en temps est réalisée avec un schéma d’Euler explicite, ce qui
nécessite l’utilisation d’un pas de temps réduit comparé à l’intégration semi-implicite.

A.3.3 Comparaison entre les deux stratégies

Afin de comparer ces deux approches, on effectue des simulations sur un système
de dimensions 256× 256× 256dx3. Les codes sont exécutés sur des nœuds Intel X5650

constitués de deux processeurs de 6 cœurs de calcul chacun. Chaque processeur possède
un banc-mémoire commun à tous les cœurs qui le constitue.

Étant donné que les pas de temps utilisés dans les deux approches diffèrent d’un
facteur 5, on choisit de comparer les ressources nécessaires pour atteindre un même
temps physique t̃ = 9500. Le temps d’exécution normalisé est représenté sur la figure
A.4.

Figure A.4 – Temps d’excécution en fonction du nombre de cœurs alloué à chaque calcul : utilisation de
l’intégration dans l’espace de Fourier faisant appel aux fonctions FFTW multi-threads (points rouges) et
de l’intégration dans l’espace direct en divisant l’espace en sous-domaines (carrés bleus).

On remarque tout d’abord que, dans le cas où les codes sont exécutés sur un seul
processeur, l’intégration dans l’espace de Fourrier (méthode 1) est environ 25% plus
rapide que la technique utilisant MPI (méthode 2). Lorsque davantage de processeurs
sont alloués à l’exécution du programme, la méthode 2 rattrape rapidement son retard
et devient plus rapide que la méthode 1 pour un nombre de processeur N ≥ 4. On peut
remarquer que pour N > 6, le temps de calcul de la méthode 1 croît avec le nombre
de processeurs. Ceci est directement relié à l’architecture des nœuds de calcul. Lorsque
N > 6, le calcul est effectué par les deux processeurs du nœud, ce qui oblige un transfert
de données d’un processeur à l’autre, ce qui ralenti l’exécution du programme.

En revanche, la méthode 2 ne souffre pas d’un tel inconvénient car les différentes
instances sont indépendantes les unes des autres et n’accèdent pas au même espace mé-
moire. Ainsi, le temps de calcul décroit toujours avec N (pourvu que N soit supérieur
au nombre de points d’intégration du maillage). On peut remarquer que la décrois-
sance du temps de calcul en fonction du nombre de processeur n’est pas en 1/N. En
d’autres termes, on ne divise pas le temps de calcul par 2 en prenant deux fois plus de
processeurs. En effet, l’augmentation du nombre de processus conduit à une augmen-
tation des échanges entre ces derniers, ce qui constitue une portion non négligeable du
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temps d’exécution. Une simple régression linéaire montre que le temps de calcul évolue
comme 1/N0.8.

On peut souligner que le choix de la stratégie de parallélisation dépend de l’étude
que l’on souhaite réaliser. Par exemple, si l’on souhaite lancer un grand nombre de fois
un même programme qui s’exécute rapidement, la méthode 1 semble la plus adaptée
car elle est plus rapide sur un processeur. En revanche, si on souhaite lancer quelques si-
mulations de dimensions très larges, l’utilisation de la méthode 2 avec un grand nombre
de processeurs permet d’aboutir à des résultats beaucoup plus rapidement.

A.4 Implémentation numérique du modèle de montée
A.4.1 Intégration des équations dynamiques dans l’espace de Fourier

On réécrit les différents termes des équations 4.19 et 4.20 pour obtenir :{
ċ = D + L

(
µφ − µc

)
φ̇ = −L

(
µφ − µc

) (A.9)

avec µc = δF/δc, µφ = δF/δφ et D = ∇ ·M(c)∇µc.
Les différents champs qui décrivent l’état du système c, φ, ε ij, σij sont discrétisées en

espace sur une grille décalée présentée sur la figure A.5. Les champs de concentration
c et le champ de phase φ sont discrétisés sur la grille principale (losanges verts sur
la figure A.5). Les composantes du flux de concentration dans les trois directions de
l’espace ji sont calculées sur des grilles décalées représentées en rouge.
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Figure A.5 – Schéma numérique à grilles décalées pour la diffusion

On distingue deux types de différences finies de type premier voisins : Les diffé-
rences notées avec un indice ”+” définies par D+

1 ϕ = [ϕ(i + 1, j, k)− ϕ(i, j, k)]/d où ϕ
représente un champ quelconque, (i, j, k) sont les indices de numérotation des points
de la grille dans les 3 directions de l’espace et l’indice 1 indique la direction suivant
laquelle est effectuée la différence. De même, on définit les différences notées ”−” par
D−1 ϕ = [ϕ(i, j, k)− ϕ(i− 1, j, k)]/d.

On note ϕ̃ = F(ϕ) la transformée de Fourier discrète d’un champ ϕ discretisé dans
l’espace réel
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ϕ̃(k1, k2, k3) =
1

N1N2N3

N1

∑
n1

N2

∑
n2

N3

∑
n3

ϕ(n1, n2, n3) exp
(
−2iπ

(
k1n1

N1
+

k2n2

N2
+

k3n3

N3

))
(A.10)

où les indices (n1, n2, n3) courent dans l’espace réel et les indices (k1, k2, k3) dans l’espace
réciproque. La transformée de Fourier inverse notée ϕ = F−1(ϕ̃) est définie par :

ϕ(n1, n2, n3) =
N1

∑
k1

N2

∑
k2

N3

∑
k3

ϕ̃(k1, k2, k3) exp
(

2iπ
(

k1n1

N1
+

k2n2

N2
+

k3n3

N3

))
(A.11)

Dans l’espace de Fourier, une différence finie s’écrit simplement comme un produit
par un nombre complexe. En effet, en utilisant la définition de l’équation A.10, on a :

D+
1 (ϕ̃) =

e2iπk1/N1 − 1
d

ϕ̃ = q+1 ϕ̃ et D−1 (ϕ̃) =
1− e2iπk1/N1

d
ϕ̃ = q−1 ϕ̃ (A.12)

Les opérateurs q+2 , q−2 , q+3 et q−3 sont définis de la même manière. Ainsi la dérivée se-
conde ∂2φ/∂x2

i qui intervient dans l’expression de µφ peut être calculée simplement
dans l’espace de Fourrier par le produit q+i q−i φ̃.

Le calcul du terme D = ∇ ·M(c)∇µc nécessite plusieurs étapes de calcul. En effet,
la mobilité dépend de la concentration en lacunes et le terme n’est donc pas linéaire.
• On calcule la transposée de Fourier µ̃c = F(µc) du potentiel chimique µc = δF/δc.
• Dans l’espace de Fourier, on calcule les différentes composantes du terme de gra-

dient g̃ = ∇µ̃c en utilisant les opérateurs différences finies définis plus haut :
g̃i = q+i µ̃c.

• On effectue la transposée de Fourier inverse de chaque composante du gradient :
gi = F(g̃i). Étant donnée la différence finie qui a été appliquée à l’étape précé-
dente, ces grandeurs ne se trouvent pas sur la grille principale où est définie la
concentration mais chaque composante se trouve sur une grille décalée (ronds
rouges sur la figure A.5).
• On évalue la mobilité M(c) sur chaque grille décalée en interpolant entre les diffé-

rents point de la grille principale. On distingue ainsi les trois valeurs de la mobilité
Mi(c) évaluée sur les trois grilles décalées.

• Les différentes composantes du flux de lacunes sont calculées indépendamment
sur chaque grille : ji(r) = Mi(c(r))gi(r).
• On effectue la transformée de Fourier pour chaque composante du flux des lacunes

j̃i = F(ji).
• Enfin, l’opérateur de la divergence est appliquée sur chaque composante du flux

pour obtenir ∇̃ji = q−i j̃i. Du fait de la nature des différences finies utilisées dans
le calcul de la divergence, le terme ∇ji existe sur la grille principale où est défini
c, ce qui est bien cohérent.

On pourrait penser que l’attention particulière qui est portée à l’existence des diffé-
rents champs sur telle ou telle grille n’est pas absolument nécessaire à l’implémentation
numérique du modèle. On peut montrer que ces différentes étapes sont nécessaires pour
obtenir des résultats cohérents. Par exemple, si on choisit de ne pas interpoler la mobilité
sur les grilles décalées, le champs de lacunes correspondant à une condition initiale sy-
métrique (par exemple une gaussienne) subit une dérive progressive dans une direction
et perd rapidement sa symétrie.
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Une fois les différents termes exprimés dans l’espace de Fourrier, on discrétise en
temps avec un simple schéma d’Euler explicite avec un pas de temps noté dt : c̃t+1 = c̃t + dt

(
D̃t + L

(
µ̃t

φ − µ̃t
c

))
φ̃t+1 = φ̃t − dtL

(
µ̃t

φ − µ̃t
c

) (A.13)

A.4.2 Résolution de l’équilibre élastique

La deuxième étape de l’implémentation numérique du modèle consiste à résoudre
l’équilibre élastique à chaque pas de temps. L’équilibre élastique s’écrit

∂σij

∂xj
= 0 avec σij(r) = Cijkl(εkl(r)− ε0

kl(r)) (A.14)

Par simplicité, on écrit les tenseurs sont forme vectorielle τ = [τ11, τ22, τ33, τ23, τ13, τ12].
La relation entre les déformations et les déplacements s’écrit au moyen d’un opérateur
noté D dans l’espace direct et Q dans l’espace de Fourier défini de manière cohérente
avec la grille de la figure A.5 :

ε = Du ou dans l’espace de Fourier ε̃ = Qũ (A.15)

avec

D =



D+
1 0 0

0 D+
2 0

0 0 D+
3

0 D−3 /2 D−2 /2
D−3 /2 0 D−1 /2
D−2 /2 D−1 /2 0

 et Q =



q+1 0 0
0 q+2 0
0 0 q+3
0 q−3 /2 q−2 /2

q−3 /2 0 q−1 /2
q−2 /2 q−1 /2 0

 (A.16)

Les contraintes sont calculées à partir des déformation :

σij = Cijkl(εkl − ε0
kl) (A.17)

Dans le cas général où toutes les composantes Cijkl sont non nulles, les déformations
doivent être interpolées sur les différentes grilles afin que tous les termes d’une même
relation soient bien définis au même point de grille. Dans le cas simple d’un matériau
isotrope (comme considéré dans le chapitre 4), cette étape d’interpolation est évitée.

La divergence des contraintes (voir équation A.14) s’écrit au moyen d’un opérateur
D′ (ou Q′ dans l’espace réciproque) choisi de telle sorte que les différences sur les
déplacements u sont centrées.

D′ =

 D−1 0 0 0 D+
3 D+

2
0 D−2 0 D+

3 0 D+
1

0 0 D−3 D+
2 D+

1 0

 et Q′ =

 q−1 0 0 0 q+3 q+2
0 q−2 0 q+3 0 q+1
0 0 q−3 q+2 q+1 0


(A.18)

Ainsi, l’équation A.14 s’écrit dans l’espace de Fourier :

Q′Cε̃ = Q′Cε̃0 (A.19)

En utilisant la définition des déplacements, et après inversion de Q′CQ, on obtient :

ũ = (Q′CQ)−1Q′Cε̃0 (A.20)
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Enfin, les déformations sont déduites des déplacements grâce à la relation A.15. Finale-
ment, les déformations dans l’espace réel s’écrivent :

ε = F−1
(

Q(Q′CQ)−1Q′Cε̃0
)

(A.21)

Ces déformations sont ensuite utilisées pour le calcul des grandeurs µc et µφ utilisées
dans l’intégration des équations dynamiques.

A.4.3 Comparaison avec les différences finies classiques

Cette méthode basée sur des grilles décalées permet de résoudre l’équilibre méca-
nique pour des distributions de déformation libres très irrégulières, en particulier pour
des plaquettes de déformation libre utilisées pour représenter les dislocations. Les mé-
thodes de différences finies standards largement employées dans les méthodes de champ
de phase définissent tous les champs sur la même grille et définissent 3 opérateurs dif-
férences finies centrées de type

D1(ϕ) =
ϕ(i + 1, j, k)− ϕ(i− 1, j, k)

2d
(A.22)

Les opérateurs D2 et D3 sont définis de la même manière. L’équilibre élastique est
résolu à partir de ces opérateurs de manière équivalente à celle présentée plus haut. La
figure A.6 présente le champ de contrainte σ11 autour d’une dislocation coin issu d’une
plaquette de compression d’épaisseur d (le pas de grille) placée le long de la direction y.
Les résultats présentés sur la figure A.6.a et A.6.b sont obtenus à partir des deux types
de résolution (classique et grilles décalées). On remarque que la résolution effectuée
à partir des différences finies classiques présente des variations très fortes en dent de
scie suivant la direction x. Ceci est directement lié à la configuration des déformations
libres le long de cette direction. Au contraire, le schéma numérique basé sur la grille
décalé permet de reproduire le champ de contrainte autour de la dislocation sans faire
apparaître de tels artefacts.

(a) (b)
Figure A.6 – Champs de contrainte σ11 obtenus à partir de la résolution de l’équilibre élastique avec des
différences finies classiques (a) et avec la grille décalée (b)
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A.5 Calcul analytique de la vitesse de montée en présence d’interac-
tions élastiques entre la dislocation et les lacunes

Dans cette annexe, on détaille le calcul analytique de la vitesse de montée lorsque
les interactions élastiques dislocation/lacunes sont prises en compte. Ce calcul est basé
sur la solution proposée dans (Margvelashvili 74).

L’équation de Fick stationnaire en présence d’interactions élastiques entre les lacunes
et la dislocation s’écrit :

∆c +∇c ·∇R0 sin θ

r
= 0 avec R0 =

µbV∗

3πkT
1 + ν

1− ν
(A.23)

Afin de déduire la vitesse de montée, on souhaite résoudre cette équation dans un
cylindre creux de rayon interne rd et de rayon externe R∞ avec les conditions aux limites :

c(R∞, θ) = c∞ (A.24)

cd = c0 exp
(

FpkΩ
kTb

− R0 sin θ

rd

)
(A.25)

où Fpk est la force de Peach et Koehler dans la direction de montée. L’équation A.25

rend compte de l’hypothèse de l’équilibre local le long de la dislocation. On cherche le
champ c(r, θ) solution de l’équation A.23 qui satisfait ces conditions aux limites. Pour
cela, on effectue le changement de variables suivant :

c(r, θ) =
[
c0e−

R0 sin θ
r + Z(r, θ)e−

R0 sin θ
2r

]
e

FpkΩ

kTb (A.26)

En exprimant l’équation A.23 en coordonnées cylindriques et en y injectant la forme
A.26, ce changement de variables permet d’aboutir à une équation aux dérivées par-
tielles à variables séparées :

r2 ∂2Z
∂r2 + r

∂Z
∂r
− R2

0
4r2 Z +

∂2Z
∂θ2 = 0 (A.27)

On cherche donc les solutions pour lesquelles on a séparation des variables Z(r, θ) =
f (r)g(θ). En injectant cette forme et en réorganisant les termes, on obtient :

r2

f
∂2 f
∂r2 +

r
f

∂ f
∂r
− R2

0
4r2 = −1

g
∂2g
∂θ2 (A.28)

Le terme de gauche ne dépend que de la variable r alors que le terme de droite ne
dépend que de θ, ils sont donc égaux à une même constante notée k. On obtient donc
deux équations aux dérivée partielles séparées :

∂2g
∂θ2 = −kg (A.29)

r2 ∂2 f
∂r2 + r

∂ f
∂r
− R2

0
4r2 f = k f (A.30)

L’équation A.29 admet plusieurs types de solutions suivant la valeur de k. Toutefois,
nous nous intéressons uniquement aux solutions physiques 2π-périodiques en θ qui
apparaissent pour k = n2 (n ∈N) et qui sont de la forme :

gn(θ) = αn sin(nθ) + βn cos(nθ) (A.31)
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En effectuant le changement de variables x = |R0|/2r, l’équation A.30 s’écrit sous la
forme d’une équation de Bessel modifiée

x2 ∂2 f
∂x2 + x

∂ f
∂x
− (x2 + n2) f = 0 (A.32)

Cette équation admet deux types de solutions, les fonctions de Bessel modifiées de
première espèce notées In et de deuxième espèce notées Kn. Finalement, les solutions
recherchées pour Z(r, θ) prennent la forme :

Z(r, θ) =
+∞

∑
n=0

[
an In

(
|R0|
2r

)
+ bnKn

(
|R0|
2r

)]
sin(nθ)+

[
cn In

(
|R0|
2r

)
+ dnKn

(
|R0|
2r

)]
cos(nθ)

(A.33)
Un autre avantage d’avoir considéré le changement de variable relativement com-

pliqué A.26 permet de simplifier les conditions aux limites. Ainsi, la condition aux
limites en r = rd s’écrit simplement Z(rd, θ) = 0. En R = R∞, les contributions en
exp(|R0| sin θ/r) sont négligeables, ce qui conduit à Z(R∞, θ) = c∞ exp(−Ωσa/kT)− c0.
Une solution "simple" qui satisfait ces conditions aux limites est 2 :

Z(r, θ) =
(

c∞e−
σaΩ
kT − c0

) K0

(
|R0|
2r

)
I0

(
|R0|
2rd

)
− I0

(
|R0|
2r

)
K0

(
|R0|
2rd

)
K0

(
|R0|
2R∞

)
I0

(
|R0|
2rd

)
− I0

(
|R0|
2R∞

)
K0

(
|R0|
2rd

) (A.34)

L’étape suivante consiste à calculer le flux obtenu en dérivant le potentiel chimique
suivant r :

Jr(r, θ) = Dv
∂

∂r

(
ln
(

c
c0

)
+
|R0| sin θ

r

)
(A.35)

L’utilisation de la relation K1(x)I0(x) + I1(x)K0(x) = x permet de simplifier le calcul du
flux et d’aboutir à :

Jr(r, θ) =
Dv(c∞ − c0e

FpkΩ

kTb )

rd

e−
|R0 | sin θ

2rd

K0

(
|R0|
2R∞

)
I0

(
|R0|
2rd

)
− I0

(
|R0|
2R∞

)
K0

(
|R0|
2r

) (A.36)

On en déduit finalement la vitesse de montée comme l’intégrale du flux radial en rd
3 :

v =
2πDvc0

b

(
c∞

c0
− e

FpkΩ

kTb

) I0

(
|R0|
2rd

)
K0

(
|R0|
2R∞

)
I0

(
|R0|
2rd

)
− I0

(
|R0|
2R∞

)
K0

(
|R0|
2rd

) (A.37)

A.6 Modélisation de crans en champ de phase
La montée des dislocations s’effectue par l’émission/l’absorption de lacunes au ni-

veau de crans, des marches élémentaires le long de la ligne de dislocation. Dans le
Chapitre 4, l’effet de ces crans est pris en compte via le paramètre L qui permet de

2. On peut démontrer que c’est la seule solution physique du problème en montrant que les coefficients
an, bn, cn, dn sont nuls pour n ≥ 1. Pour cela, on isole chaque terme en multipliant par cos(mθ) ou sin(mθ)
et en intégrant entre 0 et 2π

3. On utilise la relation
∫ 2π

0 e
−|R0 | sin θ

2rd = 2π I0

(
|R0|
2rd

)
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considérer le caractère limitant du processus d’attachement dans le cas où la popula-
tion en crans est trop faible pour maintenir l’équilibre local entre la dislocation est la
population de lacunes environnantes.

Le modèle de montée présenté dans le chapitre 4 peut être modifié afin de faire
apparaître des crans le long d’une ligne de dislocation rectiligne. Cette modification
ouvre la possibilité d’étudier les interactions entre crans, leur nucléation ainsi que leur
rôle dans le processus de montée.

On considère une boucle de lacunes dans le plan (x, y) dont le vecteur de Burgers
est orienté suivant l’axe z. La direction principale de la ligne de dislocation est orientée
suivant l’axe y et les crans se présentent sous la forme de marches élémentaire dans la
direction x (voir figure A.7.a). Afin de faire apparaître des crans dans les simulations,
on modifie la forme de l’énergie de cœur en faisant intervenir un terme de gradient
anisotrope, i.e. dont le préfacteur dépend de la direction :

fcore = Aφ2(1− φ)2 +
B1

2

(
∂φ

∂x

)2

+
B2

2

(
∂φ

∂y

)2

(A.38)

Les paramètres A et B1 sont déterminés afin de reproduire une énergie de cœur de
2 eV/nm ainsi qu’une largeur de cœur de l’ordre b dans la direction x. Lorsque le modèle
est discrétisé sur une grille différences finies de pas b, le cœur de dislocation est localisé
sur des valeurs entières du pas de grille. Ceci correpond bien à la réalité atomique de
la dislocation dont le cœur est localisée sur son plan de glissement. De plus, la taille
réduite de la largeur de l’interface (comparable au pas de la grille) induit un frottement
de l’interface sur le réseau, ce qui empêche l’absorption de lacunes en dehors du cran. Le
paramètre B2 est choisit pour obtenir des crans dans la direction y caractérisés par une
longueur caractéristique de 1.37 nm. L’énergie d’une paire de crans ainsi obtenue est de
l’ordre de quelques eV, ce qui correspond au bon ordre de grandeur (Clouet 13). Les
autres termes de l’énergie du système ainsi que les équations dynamiques du système
sont conservées identiques à celles présentée dans la section 4.2. Dans le cas des métaux
CFC, l’évènement élémentaire d’attachement d’une lacune au niveau d’un cran de la
dislocation peut être considéré comme instantané comparé à la diffusion des lacunes
dans le reste du matériau. Pour s’approcher de cette séparation des échelles de temps,
on choisit L̄ = 5.

A titre d’exemple, on étudie la cinétique d’annihilation d’une paire de crans. Un
dipole de dislocation est introduit dans un système de taille 36.48× 36.48× 18.24 nm3

et on introduit une paire de crans sur chaque dislocation (voir encart de la figure A.7.a).
Sous l’effet d’une contrainte σa

33 = 500 MPa, les crans se déplacent en émettent des
lacunes et finissent par s’annihiler. La température est prise égale à 900 K.

La distance séparant les crans au cours du temps est représentée en rouge sur la
figure A.6. On peut comparer cette cinétique d’annihilation à une solution analytique
simple. On considère que les crans n’interagissent pas entre eux et que le profil de
concentration autour de chaque cran est à symétrie sphérique. L’équation de Fick en
stationnaire ∆c = 0 permet de déduire le champ de concentration autour d’un cran qui
prend la forme :

c(r) =
rj

r
(cj − c∞) + c∞ (A.39)

où rj est un rayon de coupure de l’ordre de l’épaisseur du cran, cj la concentration
en rj et c∞ la concentration loin du cran. La concentration au cran cj est déduite en
considérant que la population de lacunes autour du cran (i.e. en rj) est à l’équilibre avec
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(a) (b)
Figure A.7 – (a) Cinétique d’annihilation d’une paire de crans soumis à une contrainte de 500 MPa issue
de la simulation champ de phases (rouge) et de deux approches numériques ; la première néglige l’énergie
d’interaction entre crans (poitillés noirs) alors que la seconde tient compte de cette contribution (courbe
noire continue). (b) Iso-surfaces de concentration mettant en évidence l’éloignement du profil de diffusion
d’une géométrie à symétrie sphérique du fait des interactions entre champs de diffusion.

la force mécanique appliquée au système. On en déduit cj = c0 exp
(

σaΩ
kT

)
. La vitesse

des crans est obtenue en intégrant le flux de lacunes arrivant en rj (Caillard 03) :

vj = ±
4πDvrjc0

hb

(
e

σaΩ
kT − c∞

c0

)
(A.40)

où h désigne la hauteur du cran et où le signe dépend du caractère du cran. Finalement,
l’équation cinétique vérifiée par la distance d au cours du temps s’écrit :

ḋ = −
8πDvc0rj

hb

(
e

σaΩ
kT − c∞

c0

)
d’où d(t) = d0 −

8πDvc0rj

hb

(
e

σaΩ
kT − c∞

c0

)
× t (A.41)

Cette solution analytique est présenté en pointillés noirs sur la figure A.7.a avec rj
choisi comme la moitié de la largeur de l’interface du champ de phase dans la direction
y. On verra plus bas que l’enthousiasme que peut procurer l’excellent accord de cette
solution analytique simple avec la simulation doit être modéré.

Cette approche est en effet incomplète car elle ne prend pas en compte l’énergie
élastique d’interactions entre les crans. Cette énergie d’interaction est fonction de la
distance séparant les crans et s’écrit simplement comme (Hirth 68) :

Wint(d) = −
µb2h2

8πd(1− ν)
(A.42)

L’équilibre au niveau de chaque cran est modifié, ce qui change la concentration cj
au niveau du cran. De la même manière que précédemment, on obtient la distance entre
crans en fonction du temps :

d(t) = d0 −
8πDvc0rj

hb

∫ t

0

[
exp

(
σaΩ
kT

+
Wint(d(t))

2kT

)
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c0

]
dt (A.43)

Cette équation est intégrée pas à pas avec un schéma d’Euler explicite et la solution
est représentée en pointillés noirs sur la figure A.7.a. On note que la prise en compte
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de l’énergie d’interaction entre crans accélère légèrement la cinétique d’annihilation.
Cette contribution peut toutefois avoir une influence bien plus importante dans le cas
de contraintes appliquées plus raisonnables inférieures à 100 MPa.

Les différences qui subsistent entre la solution analytique et la cinétique de la si-
mulation champ de phase peuvent s’expliquer en observant le champ de concentration
autour des crans représentés sur la figure A.7.b. Du fait du rapprochement des crans,
les champs de diffusion des lacunes interagissent et perdent leur symétrie sphérique.
Tout comme l’effet étudié dans la section 4.5, ceci a tendance à ralentir la diffusion des
lacunes et la vitesse des crans. Finalement, l’excellent accord entre la simulation champ
de phase et la solution analytique de l’équation A.41 provient de deux effets qui ne
sont pas pris en compte dans la solution analytique et qui se compensent dans cette
situation : d’une part l’influence de l’énergie d’interaction qui a tendance à accélérer la
cinétique et d’autre part les interactions entre champs de diffusion qui ont tendance à
ralentir la diffusion des lacunes.

Pour le moment, cette approche est loin d’être quantitative car elle n’inclue pas la
diffusion de cœur. Cet effet peut être pris en compte en considérant que le coefficient de
diffusion dépend de l’espace et plus précisément du gradient du champ φ qui permet de
localiser le cœur de la dislocation. L’incorporation de la diffusion de cœur permettrait
d’étudier de manière réaliste le comportement de montée d’une ligne de dislocation lé-
gèrement tiltée par rapport à son plan de glissement et qui présente une distribution
régulière de crans. Pour une ligne alignée suivant une direction cristallographique, la
montée s’effectue via une succession d’évènements d’annihilation et de nucléation de
nouveaux crans. La nucléation peut en principe être également prise en compte dans
cette approche en rajoutant un terme de fluctuation thermique qui déclencherait la nu-
cléation de crans le long de la ligne. On obtiendrait finalement un modèle capable de
décrire le comportement de montée d’une dislocation de manière plus réaliste que les
modèles analytiques présentés dans (Caillard 03).

A.7 Piste pour coupler le glissement et la montée des dislocations en
champ de phase

Une des perspectives de ces travaux de thèse consiste à développer un modèle champ
de phase tenant compte de la montée et du glissement des dislocations dans un forma-
lisme thermodynamique cohérent. Le modèle de montée proposé dans le chapitre 4

repose sur une description des dislocations au moyen d’une interface diffuse apparais-
sant grâce à un terme de gradient dans la direction de montée. Ainsi, si on imagine une
dislocation effectuant une combinaison de mouvements de montée et de glissement, ces
termes de gradient seraient à l’origine d’une énergie résiduelle après chaque change-
ment de comportement.

On peut se passer des termes de gradients grâce à l’introduction de loopons
(Rodney 03), i.e. des boucles élémentaires de dislocations. Pour décrire le mouvement
d’une dislocation en trois dimensions, on doit distinguer les loopons de glissement dont
la normale n est orthogonale au vecteur de Burgers b (représentés en blanc la figure A.8)
et des loopons de montée pour lesquels n · b = 0 (en rouge sur la figure A.8).

La dynamique d’un tel système peut être inspirée de la dynamique proposée dans
(Rodney 03) qui repose sur une combinaison d’équations continues et de règles locales.
Il faut cependant respecter la séparation des échelles de temps entre les mécanismes
de glissement et de montée, le premier étant instantané par rapport à l’autre. De plus,
la gestion des transitions entre la formation de loopons de montée et de glissement
nécessite également des efforts de développement.



A.7. Piste pour coupler le glissement et la montée des dislocations en champ de phase 125

b

Figure A.8 – Mécanisme de contournement d’un précipité (en bleu) par une combinaison de mouvements
de glissement et de montée décrit à l’aide de loopons de montée (rouge) et de glissement (blanc).

Ce type de modèle permettrait de coupler le glissement et la montée des disloca-
tions dans un même formalisme champ de phase. Une application intéressante serait
l’étude des mécanismes de contournement des précipités en présence de montée des
dislocations. Une telle étude serait plus complète que l’utilisation de modèles de type
dynamique des dislocations car elle permettrait de prendre en compte naturellement le
champ de diffusion des lacunes ainsi que l’évolution du précipité dont la morphologie
peut être modifiée par le champ de contrainte de la dislocation (voir chapitre 3).
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