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INTRODUCTION GENERALE

La science n'a cessé de nous procurer des idédesetoncepts novateurs qui ont
révolutionné I'histoire de 'humanité aussi biermr giplan technique qu’industriel. Sur ce, le
sort de différents domaines tel que la technologienédecine et beaucoup d’autres n’est
autre que le reflet d’un raisonnement scientifitpien précis et ordonné, de plus bien taillé
suivant les modeles a concevoir. Notons a lisse gules sciences et technologies de
I'électronique et de I'informatique sont actuellath@ leur apogée, d’ailleurs nous nous en
profitons actuellement de cela, c’est parce qual yine bonne maitrise du concept de base du
raisonnement mathématique que la logique.

Mais a I'heure actuelle et ce depuis quelque teropsa constaté que la société fait
semblant d’ignorer que toutes ces réalisationsnguis émerveillent ne sont autre que le
résultat d'une suite récurrente de raisonnemenhénadtique bien appliquée méme a des
choses que nous jugeons inutile. Ceci incite masmgs étudiants de Lycée a juger la
mathématique comme discipline de la science trggfraibe. D’autres vont méme a établir un
souhait qui sa réalisation leur permet de passemac sans avoir a faire avec cette matiére et
toutes les idées qui y sont afférentes. A cet eftet jeunes Lycéens laissent au dépend des
séries littéraires, les séries scientifiques @pénsent que la mathématique demeurera l'une
des principales contraintes qui pourra a l'issledes examens anéantir leurs efforts.

Ainsi, étant le plus concerné par ce probleme et tpe futur professeur de
mathématique des établissements aussi bien pubdjgeeprivé, nous essayons d’apporter
une contribution dans la facilitation de la commmion du raisonnement pour que la
Mathématique soit un vecteur de réussite des étigdiamlans leurs examens et de
développement aussi bien économique que socialetde pays.

Cest la raison de notre choix de théme: « Logigee raisonnement en
Mathématiques ».

Ce mémoire est donc divisé en cing chapitres :
Dans le premier chapitre, nous allons voir la casion d’'une théorie mathématique

et quelques définitions sur les connecteurs.

Ensuite, le second chapitre nous informera sur degdge de la logique
propositionnelle diverses propositions logiquemémaivalentes ou nous allons déduire des

tautologies remarquables.

Apres cela, les formes propositionnelles et leqtifieateurs seraient explicités dans
le troisieme chapitre.



Dans le quatrieme chapitre, nous allons analyseesoles méthodes appliquées au

raisonnement mathématique.

Enfin, le dernier chapitre donnera des suggestigmur I'amélioration de

'enseignement de la mathématique.



chapirel .  LES CONCEPTS DE BASES

« Ce que j'ai appris de la logique, c'est cettesdisiation entre vérité et prouvabilité ».
Alain Cones in triangle de pensée,
Ed. Odile Jacob, (2000).

l. LES PROPOSITIONS
1.1. Introduction

Le mot logique vient du mot grec « Logike », dérotké « Logos » Aéyo¢) , terme
utilisé pour la premiére fois par Xénocrate. 'Libgos" signifie " parole, discoufs et par

extension' rationalité . La logique est donc une science de la raisors plécisément, c’est
la science qui étudie les régles formelles qué dmEpecter toute argumentation correcte,
toute liaison causale. En outre, elle sert & djs#n un raisonnement valide d'un
raisonnement qui ne l'est pas.

Certains mathématiciens et philosophes ont corérébliétude de la logique. Citons
par exemple : Xénocrate, Zénon d’Elée, Aristote,niamuel Kant, Georg Boole, Gottlob
Frege ; Bertrand Russel, Godel, Heyting, Lofti Zgd8aul Aaron Kripke....Parmi les listes
précédentes, c’est a Zénon, auteur de la fecstofidens, que I'on attribue communément, la
dénomination de la logique.

Il existe quelques types de logiques : la logigivalente qui se généralise en logiques
polyvalentes ; la logique intuitionniste, la logeglinéaire, la logique floue ; la logique modale
et la logique classique. Parmi ces différents typess allons étudier la logique classique.

1.2Les termes primitifs en mathématiques

En mathématique, les termes primitifs (ou notiorenperes) sont posées a priori. A
partir de ces termes primitifs on considere degmbtages pour obtenir des expressions
mathématiques. Les assemblages sont dits alors igpesin la nouvelle expression
mathématique obtenue a un sens. Dans le cas centimsont dits non permis.

Une remarque importante concernant les termes tifamest qu'ils ne sauraient pas
rattachés a aucune notion antérieure, puisqu’is s premieres. Certains d’entre eux sont
formés par abstraction a partir des notions intei

Par exemple, en théorie axiomatique des ensemlggsspbjets de bases sont les
ensemblesDonc la notion d’ensembles et d’appartenance desttermes primitifs. En fait
intuitivement, un ensemble est une collection dtbj Donc on écrit &y pour dire
'ensemble x est un élément de I'ensemble y. Rmuttensemble x, X n’appartient pas a x.

Dans I'habitude les éléments sont représentésgmtettres : X, y,...et les ensembles
par des majuscules : X, Y, ... et la relation d’apgraance par le symbae



Pour plus d’information sur la théorie des ensesib&electeur pourra consulter le
livre de Jean Louis Krivine, Logique et théoriécamatique des ensembles, Edition PUF,
1970.

1.3Les propositions
1.3.1 Définition:

En logique classique, on appelle « proposition» ©assertion » ou « expression
logique » ou parfois « expression bien formée g pinrase qui a un sens pour laquelle, on
peut affirmer gu’elle soit vraie ou qu’elle soiufsse.

1.3.2 Exemples

« Les cog et la poule sont des oiseaux » : C'estawoposition vraie.

« La rose est une fleur » : c’est une proposhniaie.

« L'eau est un liquide » : ce n’est pas toujoues.v

« L'eau a 20° C est un liquide » : c’est vrai.

« S'il pleut alors le sol est mouillé » : c’est vra

« Le nombre 8 est premier » : c’est faux

« Siun nombre est divisible par 2 et par 5 alagst divisible par 10 » : c’est vrai
1.3.3 Remarques

(1) Une phrase optative (qui exprime un souhait, paengle « ainsi-soit-il ! »),
impérative (« Viens ! », « tais-toi !») ou interedtye n’est pas une proposition.

« Ainsi-soit-il ! » ne pouvant étre ni vraie ni &ae, elle exprime uniquement un souhait de
locuteur.

(2) « Je mens » n’est pas une proposition ;

En effet, si quelqu’un dit « je mens » alors ditlla vérité alors il ment et si il ment il dit la
vérité : c’'est le paradoxe du menteur.

1.4La théorie mathématique
1.4.1 Les axiomes

Les axiomes sont des propositions qui sont pas@emri, et qu’on accepte comme vrai
(sans démonstration) : ils sont les points desrtiepaine théorie mathématique. Les axiomes
ne doivent pas se contredire, dans une théorieuragiome ne peut étre remis en cause dans
la théorie, sans quoi on dira que cette théorigneshsistante ou contradictoire.

Exemples :



(1) Dans le monde du christianisme, I'existence d’enl s« Dieu » ou « Créateur » est
considéré comme « axiome ».

(2) L'ensembleN des entiers naturels peut étre construite a pagsraxiomes suivants dits
axiomes de Péano.

A; : Il existe un ensemble d’éléments appelés entiggrels auquel zéro appartient.

A, : A tout entier naturel n correspond un autre ezntiaturel, unique, appelé suivant ou
successeur de n.

A : Deux entiers distincts ont deux suivants diséinc
A, : Zéro est le suivant d’aucun entier naturel.

Ac : Axiome de récurrence : si A est une partieNdayant pour éléments d’'une part zéro, et
d’autre part, le suivant de tout naturel lui appaaint alors la partie A est égalé. a

Remargue: Dans la théorie axiomatique des ensembles de ZetRraknkel, ces axiomes
sont en fait des conséquences d’autres axiomegldreers ne sont donc plus des axiomes.

1.4.2 Les théoremes

Contrairement aux axiomes, les théoremes sont dgmgtions qu'on démontre qu'ils
sont vrais. La véracité d'un théoreme nécessitecdde démonstration. En outre, les
théoremes sont démontrés a partir des axiomes partét d’autres théoremes eux méme
démontré par des axiomes. En plus de la notionhéeréme nous avons les notions
suivantes : lemme et corollaire, qui en sont desntes.

1.4.1.1Le lemme

Comme un théoreme, un lemme est une propositioongdémontre que c’est vrai. Un
lemme sert en général a la démonstration d’'un @méerplus important. Dans ce sens, les
lemmes sont souvent des raccourcis a la démorostrdtin théoreme principal.

1.4.1.2Le corollaire

Un corollaire est par définition une conséquencendéaiate d’'un théoréeme démontré.
Dans la pratique, le corollaire est souvent plile gue le théoreme principal.

1.4.1.3Exemple : théoréme-lemme-Corollaire

En analyse, on a le théoreme suivant dite de Botx#aierstrass « Toute suite bornée de
nombres réels admet une sous-suite convergente ».

Pour démontrer ce théoréme, on peut utiliser lerlersuivant « Toute suite de nombres réels
contient une sous-suite croissante ou une sous-d@droissante ».

Enfin, on a le corollaire suivant: «toute partiginie et bornée deR admet un point
d’accumulation ».



1.4.3 La théorie mathématique

Une théorie mathématique est un ensemble forméepadéfinitions, les axiomes, les
théoremes, les démonstrations,...qui traite d’'untggeiculier.

Remarques

(1) En logique théorique, il n'y pas de différence entte théoreme, le lemme et le
corollaire. Dans la pratique, on utilise les nenaitées dans le paragraphe
précédent.

(2) Une conjecture est une proposition que I'on suppoae mais sans avoir déemontre.
Elle n'est pas forcement vraie mais sa veéracitérest probable. Quand on arrive a
démontrer une conjecture, cette derniére deviethéoréeme.

Une conjecture n’est pas donc a priori un théoreme

Exemples de conjecture :

Conjecture de Fermat : I'équation™ + y™ = z" n’a pas des solutions entieres
non nuls dés que > 2. Des mathématiciens s’intéressent a la démorwtrate
cette conjecture pendant plus de 360 ans. Citonseyample Ernst Kummer,
mathématicien allemand, qui en 1850 réussit a déerwte théoreme pour les
entiers inferieures a 100 sauf 37 ,59 ,67 et 74998, un prix de 100 000 marks
est méme offert par 'université de Goéttingen podsompenser la personne qui
trouvera la démonstration (et non un contre exempaleant 2007 ; partiellement
démontrer par ordinateur pour des exposants atteigh25 000. Enfin, le 19
septembre 1994, grace au mathématicien britann&pudrew Wiles, cette
conjecture devient un théoréme appelé le grandréhg® de Fermat. La
démonstration d’Andrew Wiles prend environ millage et fait appelle a des
concepts mathématiques que Fermat ne pouvait pasiitie a son époque.
Conjecture de Goldbach : la conjecture de Goldinées$t pas encore démontrer
intégralement. En 1732 le mathématicien Russe,s@dmi Goldbach énonce sans
démonstration que : tout entier pair est la somméealx nombre premier. Ainsi,
4=2+4+26=3+3,8=3+510=5+5,20=3+17,100=3+97. Pour

le moment, cette hypothese n’a pas été démontree.

Goldbach affirme également que tout nombre esbianse des trois nombres premiers.
Bien que cette conjecture n’ait pas été démontages de cas général, le mathématicien
Soviétique Ivan Vinogradov prouve en 1937 qu'ele eraie dans le cas d’entier impairs
autres que 3 et5

LES CONNECTEURS

2.1 Définition

Un connecteur est un symbole ou un mot qui liexgeopositions, et qui permet

d’obtenir une nouvelle proposition dont la valeugpgnd des valeurs des deux anciennes
propositions.



Nous avons vu qu’'une proposition est soit vraidét, fsausse mais pas autre chose. Il existe
donc une application de I'ensemble de toute lepgsibions dans I'ensemble {vrai ; faux}
dont les éléments sont appelés valeurs de Vvérité.

A chaque proposition P on associe donc soitlewvarraie noté 1, soit la valeur fausse
noté O. 0

F
On a I'arbre de choix : P< ou P< 1

\Y,

On a aussi la table de vérité (ou table de valeur)

Tableau n°01Table de vérité
Remargue:

(1) Pour deux proposition P et Q, on2¢:= 4 possibilités
e P faux et Q faux
P fauxetQ vrai
e Pvraiet Q faux
e PvraietQ vrai.

lllustrer par I'arbre de choix ci-dessous.

=
o~

Tableau n°02 :Arbre de choix de valeur de vérité pour deux pramrs quelconques



D’ou la table de vérité :

Pl Q
00
01
110
111

Tableau n°03 :Table de vérité pour deux propositions

(2) Les « connecteurs » ou « operateurs » sont desna@g@r déterminer une nouvelle
proposition noté6Q (6 étant un connecteur) a partir des proportiona dépnues P
et Q. Les connecteurs servent donc a former ungopition plus complexe ou plus
élaborée a partir des propositions simples.

(3) Puisque pour le couple (P ; Q), il existe quatre passibles, que nous écrivons dans
I'ordre indiqué dans la remarque (1) ci-dessusuifit de fixer la suite des quatre
valeurs correspondantes @Q (colonne 3), pour fixer exactement le sens logidue
connecteur correspondant

Cette suite s’appelle I'évaluation &8Q
Toute évaluation détermine donc un connecteur.

Or une évaluation étant une suite formée de gehiffres dont chaque terme peut prendre la
valeur O et 1.

Le nombre d’évaluation possible est donc égal amnbme d’applications possibles d’'un
ensemble a quatre éléments vers un ensemble aéltaments c'est-a-dire il y &% = 16
applications possibles d’ou I'existence de 16 cotmas possibles apparents.

P Q | POQ
0 0
0 1
1 0
1 1

!

Evaluation exemple : 0001

Tableau n°04 :Evaluation



2.2Les différents types des connecteurs.
2.2.1 Le connecteur monadique de la négation : « No.

Le connecteur de la négation se note pat se définit comme suit : si P est une propasitio
alors la négation de P nof& (se lit : non P) est aussi une proposition tel gu® est vrai
alors1P est faux et si P est faux alorB est vrai.

P |1P
0|1
1|0

Tableau n°05 :Négation

La valeur de vérité déP se déduit facilement de P d’ou la liaison entsedeux propositions.

Exemples :

(1) La négation de « il est malade », est « il n’estipalade ».

(2) La négation de «le Toyota est une automobile p,«de Toyota n’est pas une
automobile »

(3) La notion de la négation d’'une proposition est ingnate en probabilité. En effet, le
calcul direct de la probabilité d’'un événement atfois difficile. Par exemple la
négation de « obtenir au moins une boule noird = ebtenir aucune boule noire ».

(4) I en est de méme pour le raisonnement par l'ates(ofd Chap. IV, 8.2). Par exemple,
pour montrer que « si tu obtiens la mention trémnbalors I'Etat te donnerait une
bourse extérieure » est fausse, on peut montrersgunégation « tu obtiens la
mention tres bien et I'Etat ne te donnera pas wuede extérieure » est vraie.

Nous allons construire maintenant la table de &é&le P eflP considérés comme deux
propositions quelconques.

Pl 1P

Vel

A

Tableau n°06 :Tiers-exclu et non contradiction




Le rejet de la premiere ligne signifie qu’il n’et@gpas de proposition dont elle et sa négation
sont simultanément fausses : c’est le principaata-exclu.

De méme le rejet de la quatrieme ligne, signifigil aqp’existe pas de proposition dont elle et
sa négation sont simultanément vraie®®st principe de non-contradiction.

2.2.2 Le connecteur de la disjonction inclusive : @u inclusif »
Considérons les deux phrases suivantes :

(1) Pendant la féte organisée par I'Ecole Normale Sewpes, les étudiants (de I'E.N.S)
ou les anciens éleves de 'E.N.S peuvent entreuijeatent.

(2) Auparavant, les étudiants qui ont perdu sa roarson pére, bénéficient un tarif plein
pour les bouses d’études.

Pour la premiére phrase, une personne ne peuttpgse@ méme temps ancien éléve et
étudiant actuel de 'E.N.S.

Pour cette raison le « ou » utilise dans la preenghrase s’appelle « ou exclusifue nous
verrons plus tard.

Par contre, dans la deuxieme phrase, il est pesgil# la personne considérée, ait perdu a la
fois sa mére et son pére. C’est pourquoi nous psude« ou inclusifx».

Définition : La « disjonction » ou « somme logique » est le eotgurou noté «v » qui, a
tout couple de propositions (P, Q) associe la psifion (P ou Q) noté (Pv Q), vraie si
'une au moins des propositions P et Q est vraias$e si P et Q leont.

Pl Q| PvQ
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

L’évaluation de la disjonction est 0111.

Tableau n°07 :Disjonction

2.2.3 Le connecteur de la conjonction

La phrase : « il pleut et le terrain est glissaesbvrai si « il pleut » est vrai en méme temps
gue « le terrain est glissant ».

Définition : La « conjonction » ou « produit logique » esttnecteuret notéA , qui a tout
couple de proposition (P, Q) associe la propositigret Q) noté (PAQ) vrai si P et Q le
sont.

10



Pl Q|PAQ
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

L’évaluation de la conjonction est 0001

Tableau n°08 :Conjonction

2.2.4 Le connecteur de I'implitan : « Si... alors » (conditionnel matérig)
Considérons la promesse du pére a son fils suivante
« Si tu obtiens ton dipléme, je t'achete une bietel ».

Si I'enfant n’a pas eu son dipléme et son perepalis acheté une bicyclette : la promesse de
son pére a été tenue.

Si par suite d’'un événement (maladie ou autre)ele @ quand méme acheté la bicyclette
méme si I'enfant n'a pas son dipldme, il a quamiitea promesse car il n’a pas affirmé que
sans diplome il n’y aura pas de bicyclette.

Parmi tous le cas, un seul correspond a une prenmess tenue : celui ou I'enfant a son
dipléme et n’a toujours pas de bicyclette.

Nous écrivons la promesse sous la forme : « Twasdipléme » = « Je t'achéte une
bicyclette ».

Définition : L’ « implication » est le connecteur logiqueiegnous notons pal = " , qui a
tout couple de proposition (P ; Q) associe la prsigion (P implication Q) ou (Pimplique
Q), noté (P= Q), fausse dans le cas ou P est vrai et Q fausse dems les autres cas.

Q| P=0Q

R |, O|O| T

0 1
1 1
0 0
1 1

L’évaluation de la conjonction est donc 1101

Tableau n°09 :Implication
Remarque 1:

(1) En général le calcul des propositions ne se prgecpas du contenu des propositions,
mais seulement de leurs relations.
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(2) Dans la définition que nous donnons précédemmenty ia pas d’idée de cause a
effet entre P et Q dans Q. Nous distinguons non plus le sens de « I'impilica»
et « implique ». Pourtant, certains livres ont haiglifférence entre « implication » et
« implique » en notant respectivemént> " et” = " (voir : Algébre terminale C-E,
collection DELAGRAVE Edition 1971). Dans ce cagriplication indique que les
deux propositions reliées sont quelconques tanggsI'gmplique indique gu'il existe
une relation entre les deux propositions.

Exemple 1:

« 5 estimpair »= « 7 est pair » est une proposition fausse
«24+2=4»=>« 5x5=25» estune proposition vraie

« Il pleut » = «le sol est mouillé » est une proposition vraie

« Ceci est un cobra = « ceci est un serpent » est une proposition vraie

Les deux connecteuts et = semblent différents au point de vue nature. Cegatnit sont
identiques au point de vue valeur de vérité. Dangetla suite, nous utiliserons le symbole
« = » pour indiquer ces deux connecteurs.

Remarque 2 :

(1) Dans la pratique pour montrer que l'implication =) » est vraie il suffit de
supposer que P est vrai et de montrer ensuite gest @aie. En effet, I'implication
« P= Q » est toujours vraie si P est fausse.
(2) De I'implication « P= Q », nous avons deux nouvelles implications :
0] L’implication réciproque : « G> P »
(i) L’implication contraposée : 4Q = 1P »

Nous ne devons pas confondre ces deux implications.
Exemple 2 :

Considérons « B Q » dans le cas ou :

P : « Rakoto habite a Andrainjato »

Q : « Rakoto habite a Fianarantsoa »

L'implication directe « P> Q » s’énonce : « Si Rakoto habite a AndrainjatrsaRakoto
habite a Fianarantsoa ».

L’implication réciproque : « Q= P » s’énonce : « Si Rakoto habite a Fianaranédoes
Rakoto habite & Andrainjato ».

L’implication contraposée : dQ = 1P » s’énonce : « Si Rakoto n’habite pas a Fianapants
alors Rakoto n’habite pas a Andrainjato »

12



Nous pouvons dire que l'implication directe et lanttaposée sont vraies tandis que la
réciprogue est fausse (Rakoto peut habiter a Tieindma).

Remarque 3 :

Les deux premieres lignes de notre tableau sofipalifficiles a comprendre. Il dit en effet
gu’a partir d’'une proposition fausse on peut déairmporte quelle proposition. Pour mieux
comprendre cette définition, prenons I'exemple aoiy

Un étudiant de Russel lui posa la question suivari¢@rétendez vous que si 2+2=5, |l
s’ensuit que vous étes le pape ? ».

« Oui, dit Russel ».

« Et pourriez vous le prouver ? », demanda I'étudia

« Certainement », réplique Russel, qui proposdestinamp la démonstration suivante :
Supposons que 2+2=5.

Soustrayons 2 de chaque membre de I'égalité, noemons 2=3.Par symétrie 3=2.

Soustrayant 1 de chaque coté, il vient 2=1.Maintef@pape et moi sommes deux. Puisque
2=1, le pape et moi sommes un. Par suite, je sypape.

Finalement I'implication est essentielle en mathégoes, car elle est 'un des fondements de
toute démonstration, preuve ou déduction.

2.2.5 Le connecteur d’équivalence ' < " (bi-conditionnel)

Définition : La bi-implication est le connecteur noté : "...esiseulement si ..." ou encore
" & ", qui a tout couple de proposition (P ; Q), asgola proposition (Pbi-implication Q)
ou (Psi et seulement ) ou (Pest équivalent @) ou (P< Q), vrai si P et Q ont la méme
valeur de vérité

P=Q

P L, OO | T

Q
0
1
0
1

R O|O|Fr

L’évaluation de I'équivalence est 1001

Tableau n°10 :Equivalence
2.2.6 Quelques autres connecteurs
Avant de récapituler tous les 16 connecteurs l@saious allons voir quelgues connecteurs
gui ne sont pas ou qui sont peu utilisés en Mathigmes, mais plutét en informatique et en
électronique.
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* Ladisjonction exclusive

La « disjonction exclusive » est le connecteur maté@ui a tout couple de propositions
(P;Q) associe la proposition (Bu exclusifQ), vrai si P et Q ont des valeurs de vérité disti
fausse dans les cas contraires.

L’exemple 1 dans le paragraphe 2.2.2 illustre cdégnition. On parle donc de «ou
exclusive » lorsque I'un des énoncé soit P, soésQconsidéré. On voit aussi que@ est
équivaut a la négation de® Q

P Q PwQ
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

L’évaluation de la disjonction exclusive est 0110.

Tableau n°11 :Disjonction exclusive

e La barre de Scheffer

La barre de Scheffer est le connecteur ntéui a tout couple de propositions (P;Q)
associe la proposition ), fausse si P et Q sont vraies et vraie dansué#®sa cas.

P1Q se lit « Ffleche Q » et appelé incompatibilite.

P Q RQ
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

L'évaluation de la barre de Scheffer est 1110.
Tableau n°12 :Barre de Scheffer
* Le connecteur de tautologie

Le connecteur de tautologie natéa pour évaluation 1111.Cela signifie que le résudist
indépendant de P et Q.

P Q PrQ
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Tableau n°13 :Connecteur de la tautologie

Quelgue soit la valeur de vérité de P et Q la psijpm composéed®) est toujours vraie.
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Le connecteur d’antilogie

Le connecteur d’antilogie notéa pour évaluation 0000.La valeur de vérité dertgpsition
composée est donc indépendante des propositidizasniP et Q.

P Q Pa Q
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 0

P a Q est toujours fausse, quelque soit la valeur de®.

Tableau n°14 :Connecteur de I'antilogie

2.3 Tableau récapitulatif des 16 connecteurs appase

Nous allons récapituler les 16 connecteurs danwb&au suivant en indiquant dans ce
tableau les noms en Francais et en Anglais, deueheannecteur ou opérateur. Il y a aussi la
table de vérité abrégé noté T de V (évaluatiot@setommentaires.

L’indication donnée par la table de vérité abrégdiel’ordre indiqué au paragraphe 2.1.

N° | Frangais Anglais Tde\V] Commentaires

0 | Antilogie Contradiction 0000 Fausse quelque stit variable
d’entrée

1 | Et Conjunction 0001 Vraie si les deux variablesnts
vraies a la fois

2 | Non implication Non implication 0010

3 |A A 0011

4 | Non implication Converse non 0100

contraire implication

5 | B B 0101

6 | Ou exclusif Exclusive disjunction 0110 Vraie dgisune seule variable e
vraie (une seule)

7 Ou inclusif Disjunction 0111 Vraie des qu'unesdeariables es
vraie (méme les deux)

8 | Nonou Joint denial 1000 Vraie si A et B sontsises

9 | Equivalence Biconditionnal 1001 Vraie si les deuariables son
identiques

10 | Non B Negation of B 1010

11 | Implication Converse implication 1011

contraire

12 | Non A Negation of A 1100

13 | Implication Implication 1101 Fausse si A vraidBdausse

14 | Non Et Alternative denial 1110 Vraie si A ou & Gausse

15 | Identité Tautologie | Tautologie 1111 Toujoursera

Tableau n°15 :Récapitulation des 16 connecteurs apparents
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chapire Il - LES PROPOSITIONS COMPLEXES

I. Langage de la logique propositionnelle

1.1 Langage formel et langage naturel
Le langage naturel est le langage que nous utdistans la vie de tous les jours.
L'utilisation du langage naturel en Mathématiquestpentrainer deux grands problémes : la
premiere est celui de la complexité des phrasespguit rendre a des choses plus
compliquées. Il faut parfois plusieurs lignes et whrase complétement incompréhensible
pour dire quelque chose qui peut se résumer pasiarEe équation.

La deuxieme est ce que : les ambiguités du langageant peuvent conduire a des
erreurs, et surtout une preuve se doit indiscutglale définition, ce qui est impossible
lorsqu’il y a ambiguiité.

Par suite nous avons intérét a utiliser le landagael.

1.2. Définition d’un langage formel
Pour définir un langage formel, on doit définir ganoses : I'alphabet et la syntaxe.

Un alphabet se définit comme dans le cas de langaturel c'est-a-dire un ensemble des
symboles a utiliser pour former des mots ou formule

Une syntaxe est un ensemble de regles a suivredgdinir les mots du langage formel.

Un mot ou chaine de caractére est une suite oréomes symboles, ces symboles appartenant
a un alphabet. Un langage formel est donc un ensedebmots de longueur finie défini par
un alphabet et une syntaxe.

Pour éclaircir ces définitions , nous allons pirerun exemple quelconque.

- 'alphabet du langage est I'ensemble contenanéléments suivants : X, Y, Z,=, et +
-la syntaxe sera composée des régles suivantes :

1Aucun mot ne peut pas commencer ou terminer par =

2 Aucun mot ne peut pas commencer ou terminer par +

3 De chaque mot on a un et un seul symbole « = »

4 Si on choisit deux symboles consécutifs dans af) han des deux est une des lettres X, Y
et Z et pas l'autre.

Par exemple X+Y+Z=X+Z est un mot possible, par toriX+YZ ne I'est pas.

1.3. Les formules
Les propositions simples sont aussi appelées ablas propositionnelles » ou « formules
atomiques » ou « propositions atomiques ». A paes formules atomiques et a l'aide de
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connecteurs nous pouvons construire des propcsifus complexes que nous appelions :
formule ou proposition. Ainsi «il pleut » et « 8l est mouillé » sont deux propositions
atomiques. A l'aide de connecteur de Il'implicatos », nous avons la formule ou

proposition « il pleutsle sol est mouillé ».

1.4. Langage de la logique propositionnelle
Nous pouvons définir maintenant le langage dedaylee propositionnelle. L'alphabet
de la logique propositionnelle est constitué :

1-d’'un ensemble des formules atomiques
2-des connecteur3,V,A, = , &
3-des séparateurs (parenthéses) : « ( » et «) »

Les parenthéses sont utiles dans les formules Uegiqar il faut se rendre compte par
exemple que la formuld P A Q est différente de la formule(P A Q).

Cependant certain livre utilise la notation polseaidans ce cas l'utilisation de la parenthese
est parfois inutile.

La syntaxe se définit comme suit :

Syntaxe : I'ensemble des formules logiques eslus jpetit ensemble tel que :
Si P est une formule atomique alors P est une flarmu

Si P est une formule aloi® est une formule

Si P et Q sont des formules alorg@Pest une formule

Si P et Q sont des formules alors@Pest une formule

Si P et Q sont des formules alors® est une formule

Si P et Q sont des formules alorss) est une formule
. Relation entre les connecteurs

Dans ce paragraphe nous allons étudier quelquesigtés des connecteurs c'est-a-dire
les relations entres eux. Nous avons intérét a fatte étude parce que la connaissance des
propriétés des connecteurs peut faciliter la dénatisn.

2.1. Quelques définitions
(i) Rappelons que deux propositions atomiques ® sbnt dits logiguement équivalentes si
elles ont la méme valeur de vérité. Attention, @ngintéresse pas ici au contenu de la
proposition mais de sa valeur de vérité. On défild@tla méme maniere les propositions
composeées logiqguement équivalentes: deux propositioomplexes sont logiquement
eéquivalentes, si elles ont la méme évaluation gseajue soient les valeurs des propositions
atomiques a partir desquelles elles sont consstuite
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(i) On appelle «tautologie » ou «expression deabk ou«loi de la logique
propositionnelle », toute formule composée quitegfours vraie, quelle que soit la valeur de
Vérité des propositions atomiques qui la compose.

Exemple :

P= P est une tautologie : que P soit vraie ou faustie ormule est toujours vraie. On peut
démontrer une tautologie a I'aide d’une table dit&é

P P P> P
0 0 1
1 1 1

Tableau n°16 :Explication de BP

Le principe du tiers-exclu,W1P est aussi une tautologie.

P P Pv P
0 1 1
1 0 1

Tableau n°17 :Explication du tiers-exclu
Remarque :

Si P et Q sont deux propositions équivalentes alBesQ est une tautologie et
réciproguement.

(iii) On appelle « antilogie » ou « contradictiortoute formule composée, qui est toujours
fausse quelque soit la valeur de vérité des forsnglé la compose. On dit également que
cette formule est « insatisfaisable ».

P A 1 P est une contradiction.

P 1P PA1P
0 1 0
1 0 0

Tableau n°18 :Explication d’'une contradiction
Remargue: Dans une théorie mathématique on n’admet passtexce d’une contradiction.

(iv) On appelle « expression contingente », uneresgion qui est parfois vraie, parfois
fausse. Si une expression contingente prend ansmwoie fois la valeur vraie, alors on dit
gu’elle est « satisfaisable ».

(v) Deux propositions P et Q sont dits « synonymeds>ant la méme valeur de vérité au
sens verbal. On écrit alors=P.

Exemple :
P . « Toky n’est pas malade »

Q : « Toky est en bonne santé ».
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Nous avons dans ce cas®.

2.2 Propriétés des connecteurs
Avant de voir quelques propriétés concernant temecteurs, nous allons définir d’abord ce
gu’on appelle « formules duales ».

Définition : Soit P une proposition complexe, exprimée a I'aléela conjonction A et la
disjonctionv .

On appelle « formule duale » de P, la propositiditenue en remplagant dangaParv, v
parA, vraie par fausse et fausse par wai

Dans toute la suite de ce paragraphe P, Q, R d&sigs trois propositions quelconques.
a) Propriété de la négation
11(0P)=P

En effet, le ¥ et la derniére colonne de la table de vérité amé&me évaluation.

P P 1(1P)
0 1 0
1 0 1

Tableau n°19 :Equivalence entre PE(1P)

2- PA TP = F ou F désigne une proposition fausse : c’estiteipe de non contradiction.
3- PVIP =V ou V désigne une proposition vraie : c’est lmgpe du tiers-exclu.
b) Propriété de la conjonction et de la disjonctionriclusive.

Résumons ces propriétés dans un tableau.

Propriétés Formules Formules duales

ldempotent PK\QPi g AP PP=P
Commutativité (PAQ) AR _ PA (QAR) PQ=QVP
Associativité Y _ p (Q)VR= PV(QVR)

Neutralité ~ PE= P

Distributivité PA(QVR) = (PAQ) V(PAR) PV(QAR) = (PVQ)A(PVR)

Tableau n°20 :Formules duales entre conjonction et disjonction

Autres propriétes :
PAF = F, F est absorbant poar
PVV =V, V est absorbant pow
Lois d’absorption :

PA(PVQ)= P
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Pv(PAQ)=P

En effet, la premiére, la quatrieme et la sixiero®mrne de la table de vérité ont la méme
évaluation.

P Q PVQ PA(PVQ) PAQ PV(PAQ)
0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
1 0 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1
Tableau n°21 :Lois d’absorption
c) Relations entr@,A, v
Lois de Morgan :
La négation de (P et Q) est [(non P) ou (non Q)].
1 (PAQ)=(1PV 1Q).
La négation de (P ou Q) est [(non P) et (non Q)].
1 (PvQ) = (TIPA Q).
Ces deux lois expriment les lois de Morgan.
P| Q| PAQ 1(PAQ) | 1P| 1Q | TPV IQ PVQ | T(PvQ) | TPATQ
00 0 1 1)1 1 0 1 1
0|1 0 1 1] 0 1 1 0 0
1|0 0 1 0| 1 1 1 0 0
1|1 1 0 0| O 0 1 0 0
Tablen°22 :Lois de Morgan
Propriété de I'implication :
1-Toute proposition implicative est équivalenteaa&entraposée.
P= Q=(Q= 1P)
P Q P=0Q 1Q 1P 1Q= 1P
0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1
Tableau n°23 :Equivalence entre implication et sa contraposéee
2-(P = Q)= (1PvQ)
P Q 1P 1PVQ P=0Q
0 0 1 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 1 0 1 1

Tableau n°24 :Equivalence entre B> Q et1PvQ
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Cette équivalence peut étre utilisée dans le laamgagel.
Exemples :

* Pas de fumée sans feu, c'est-a-dire non fuméeuasidgnifie bien fumée implique feu.
» Sije ne me trompe pas, je vous ai déja rencofiiRe> Q), se traduit aussi par : ou je
me trompe, ou je vous ai déja vuy(@ c’est a direT (1P) vQ)].

3-(P=> Q)= 1(PA1Q)
En effet, (B> Q)= 1 PvQ (derniére propriété
= 1[1 (1PvQ)] (Equivalence entre P&(1P))
= 1[1 (IP)A (1Q)] (Lois de Morgan)
= 1[PA (1Q)] (Equivalence entre PE(1P))
Propriétés de I'équivalence

1- P Q)= [P =>QA(Q= P)]

P Q P= Q P> Q Q> P (P= QA(Q=>P)
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1

Tableau n°25 :Equivalence entre ¢ Q)et (P = QA (Q= P)
2- (P Q)= (1P 1Q)

En effet, (P= Q)= (P> Q)A(Q = P) (derniere propriéete)
= (1Q= TP)A(TIP = 1Q) (Implications contraposées)
= (IP= 1Q)A(1Q = 1TP) (Commutativité da)
= (1P < 1Q) (derniére propriété)
3-L’équivalence est réflexive, c’est a dire quB<«f P) est une tautologie.
Elle est symétrique, c’est a dire que <fRQ) = (Q< P) est une tautologie.

Elle est également transitive, c’est a dire qué®: ¢ Q) A(Q &R)]=> (P=R) est une
tautologie.

d) Propriétés de la disjonction exclusive
Commutativité : RvQ= QwP

Associativité : Bv (QwR)= (PwWQ)wR
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(PwP)=F
PwQ)=1(P= Q)
= (P 1Q)

La disjonction exclusive est logiquement équivaderdt la négation de I'équivalence
matérielle.

[ll.  Les tautologies

Une tautologie est une proposition toujours vraielque soit la valeur des formules
atomiques qui la compose. Les tautologies peuvaribig étre utiles dans la simplification
des certaines expressions. Si P et Q sont deuxgitmms logiguement équivalentes alors

P < Q est une tautologie et réciproquement.
Voici quelques tautologies remarquables dédaiteartir des relations précédentes.

P, Q et R sont des propositions

PROPRIETES FORMULES
ldentité PP
Double négation P 11P
Idempotence P (PVP)
P< (PAP)
o (PvQ)e (QVP)
Commutativitée (PA Q)< (QAP)

[(P v Q) VR] =[P v (QVR)]

Associativité [(PAQ) AR]<[PA(QAR)]

[PV(QAR) < [(P v Q)A (PVR)]

Distributivité [PAQ VR)] = [(PAQ)V ( PAR)]

[P V(PA Q)] &P

Lois d’absorption [P A(PVQ)] =P

T(PVvQ)e(IPATQ)

Lois de Morgan 1(PAQ)=(1PV 1 Q)

) iy (P=Q)<=(1PVQ)
Conditionnel matériel (P= Q)= [1(PATQ)]
Contraposition (P=Q)= (1Q=1P)
, o (P=Q)=[P=Q)A(Q=P)]
Equivalence matériel P Q)o[(PAQ) A(TPAT Q)]
Exportation-Importation [(PAQ) =2R] <[P = (Q=R)]

Tableau n°26 :Quelques tautologies remarquables

Ces tautologies sont souvent utiles dans les dénatinss, comme nous le verrons dans le
chapitre 4.
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chapitre Il : CALCUL DES PREDICATS

Nous avons intérét a faire le calcul de prédicaivé@s en effet le raisonnement suivant :
-Tous les malgaches mangent du riz

-Rabe est un malgache

-Donc Rabe mange du riz

Un tel raisonnement peut étre difficile en utilisaaulement le simple calcul des propositions

l. Forme propositionnelle

La notion de forme propositionnelle est trés imaote en théorie des ensembles. Comme
on va voir plus bas, elle permet par exemple dimidéés ensembles surtout si on ne peut
pas énumérer ses éléments c’est-a-dire si I'engepdsdsede une infinité d’élément.

Cette notion compléte aussi la logique propositidien
Considérons I'expression définie supar :
p(x) : « x est divisible par 5 »

- Siondonne ax la valeur 7, on obtient la propmsitausse : « 7 est divisible par 5 ».
- Siondonne a x la valeur 80 on obtient la propasitraie : « 80 est divisible par 5 » .

Par suite la véracité de p(x) dépend de la valeux.dDonc cette expression n’est pas une
proposition, car comme on a vu : une propositisihume phrase dont on peut affirmer sans
ambiguité qu’elle soit vraie ou fausse.

On dit que c’est une forme propositionnelle

1.1 Définition de la forme propositionnelle
On appelle forme propositionnelle a une variablonte expression contenant la variable
X et dévient une proposition pour toute valeuilaitre a x

Les formes propositionnelles a une variable x swites en général par: p(x), q(x),
f(x),...

Autre exemple de forme propositionnelle :
T(X) : « x est un travail »

Si on remplace x par dormir, nous avons la projmositausse T (dormir) : « dormir est
un travail »

Si on remplace x par labourer le champ, nous ale@msoposition vraie T (labourer le
champ) : «labourer le champ est un travail »
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Remarque :

Si p(x) est une forme propositionnelle définie sur ensemble E, E est encore appelé
référentielle et si on choisit un élément a de(&) pst une proposition.

1.2 Introduction a la théorie des ensembles
Un ensemble E peut étre défini comme collectiorbgbpossédant la méme propriété P.
Ainsi, les objets d'un ensemble sont appelés él&nebes éléments sont notés
habituellement par des petites lettres x, v, z,...

On dit qu’'un élément a appartient a un ensembks & possede la propriété P et on écrit
alors :a € E qui se lit « a appartient a E ou a est un élérderi ». Dans le cas contraire
c’est-a-dire si a ne possede pas la propriété PdiDque « a n’appartient pas a E ou a
n'est pas un élément de E » et on éari E .

L’ensemble E que nous venons de définir est daractérisé par la propriété P. Ainsi :

- Sia €E, lapropriété P est vraie pour a et on écri}.P(a
- Sia €E ,lapropriété P est fausse pour a et on 8.

1P(a) est la négation de P(a) qui se lit: « nae R ».
P(x) est plus précisément la forme propositionngliiecaractérise les éléments de E.

Un ensemble est dit défini en extension si on @ranous les éléments de E. Par contre, il
est dit défini en compréhension s’il est détern@i@ide d’'une forme propositionnelle.

Exemple :
(1) Soit E I'ensemble des cing premiers nombres entiatsrels.
E est défini en extension pBr= {0; 1; 2; 3; 4}
E peut étre défini en compréhension fat {x € N / x < 5}
(2) Soit F 'ensemble des dix premiers nombres premiers
F est défini en extension pafF:= {2;3;5;7;11;13; 17; 19; 23; 29}
F peut étre définie en compréhensionpat {n € N / n premier etn < 30}
Remargue 1: La définition qu’on vient de donner est en faitléfinition naive dde a Cantor.

Dans la théorie axiomatique des ensembles de Zesfraknkel (Cf. Jean Louis Krivine,
Logique et théorie axiomatique des ensembles, ddRUF, 1970) la notion d’ensemble est
un terme primitif qu’on ne définit pas. En effet définition naive de Cantor améne a la
contradiction suivante (paradoxe de Bertrand Rjyssel

Soita = {x; x € x},alorsx € a & x € x, en particuliera € a < a ¢ a.
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Remarque 2:

(1) Dans certain manuel, une forme propositionnellersbre appelée prédicat.
(2) Il existe des formes propositionnelles a deux qluaieurs variables. Dans ce cas la
forme propositionnelle ne dépend pas seulememiedariable.

Une forme propositionnelle a deux variables estieappelée relation binaire.
Le nombre de variable d’'une forme propositionngléopelle arité.
Exemple :

« X et y ont la méme parité » est une forme prdjposielle & deux variables, qui dévient une
proposition fausse si x = 2 et y = 5, est dévierd proposition vraie si x = 8 et y = 20.

I. Les quantificateurs

Les quantificateurs sont utilisés pour transformee forme propositionnelle définie sur un
ensemble E, en une proposition.

2.1 Le quantificateur universel
Soit la forme propositionnelle, définie sur le réf@ielN, par p(x) : « x est positif »

Pour chaque € N, la proposition p(a) est vraie. On dit alors quePour toute x élément
deN, p(x) » ou « Quelque soit x élémentMep(x) » et on écrit : ¥ x € N ) (p(x)).

Le symboley s’appelle quantificateur universel. Il transforf@forme propositionnelle p(x)
en une proposition.

Si  on change le référentiel, par exeniple, on obtient la proposition :¥x € Z)
(p(x)).Cette derniere proposition est fausse paroe si on prend par exemple x = -2, on
obtient la proposition p (-2) qui est fausse (-2sb’pas positif)

Remarque :

(1) Si  p(x) est une forme propositionnelle définie sn ensemble E, alor&/(x € E)
(p(x)) est une proposition.
(2) Soit maintenanE = {2; 4; 6;8; 16} et les formes propositionnelles

p(x) : « x est pair »,
g(x) : « x est une puissance de 2 ».
* (Vx €E)(p(x)) est une proposition vraie (car tous le&sm@nts de E sont pairs)

La proposition  x € E) (p(x)) est donc équivalente a la conjonction
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P(2)A p(4) Ap(6) Ap(8) A p(16). Ainsi, sile référentiel possede une inérd’éléments, on
peut dire que le quantificateuy apparait comme généralisation de la conjonctionce
référentiel.

* (Vx €E)(g(x) est une proposition fausse.

En effet, 6 n'est une puissance de 2. Pour leesawaleurs les propositions associées sont
vraies 2 = 21,4 = 22,8 = 23,16 = 2*.

2.2 Le quantificateur existentiel
Soit la forme propositionnelle définie SRr par :

p(x) : « X est un nombre strictement négatif ».

Si pour au moins un a, élément d& , la proposition p(a) est vraie, on dit alors quelil
existe au moins un élément x Retel que p(x) ». Dans ce cas, on écrit aloisx(€ R )
(p(x)), qui est une proposition vraie dans notre cas, peigg(-5) I'est.

Si on change le référentiel prpar exemple, on a3 € N ) (x est strictement négatif)
(3 x € N) (p(x)) est une proposition fausse, car tougléments d& sont positifs.

Le symbol& s’appelle quantificateur existentiel. Il trangfwe la forme propositionnelle
p(x) a une proposition.

Remargue:

(1) Si p(x) est une forme propositionnelle définie sarensemble E, alors3 & € E )
(p(x)) est une proposition.

(2) Soit E = {1;4;8;17; 25; 38} et la forme propositionnelle q(x) : « x est un moen
premier »

La proposition § x € E) (q(x)) est vraie si 'un au moins des élémentsEdevérifie la
propriété g c'est-a-dire s’il y a au moins un élémae E tel que la proposition g(a) soit
vraie. La propositionI x € E) (q(x)) est donc équivalente & la disjonction o(131(4) Vv q(8)

v q(17)Vv q(25)Vv q(38) . Ici q(17) est vraie ;(les autres propositi sont fausses) donc notre
proposition 8 x € E) (q(x)) est vraie. Ainsi, si le référentiel E peds une infinité d’élément,
on peut dire que le quantificateur existentiel apftacomme une généralisation de la
disjonction sur ce référentiel.

2.3 Propriétés des quantificateurs
a) Négation d’'une proposition contenant des guantificeurs

Soit p(x) une forme propositionnelle définie suramsemble E.

» Lanégation déV x € E)(p(x)) est @ x € E) (1p(X)).
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En effet,(V x € E)(p(x)) est vraie dans le cas ou tous les éléments deifientla propriété
p. Si nous trouvons donc un élément a de E telapeoposition p(a) est fausse (C’est-a-dire
Tp(a) est vraie) alors la proposition précédentéagsse.

Donc la négation dé&v x € E)(p(x)) est @ x € E) (1p(x))
e Lanégationdedx € E) (q(x)) est(V x € E) (19(x))
Exemples :

(1) Lanégation dé&’ x € R) (x| —x = 0) est(Bx € R) (|x| —x <0)
(2) Un nombre entier naturel est premier s’il admetcexaent deux diviseurs positifs.

Donc un entier naturel n’est pas premier s'il ggtl@1 ou s’il admet au moins trois diviseurs
positifs.

Remargue:

La négation s’obtient en remplacantpar 3 et3 parV et les formes propositionnelles par
leur négation tout en respectant I'ordre.

Exemples :

(1) La négation de (Vx €E) @3y€ F) (xRy) est(3x €E) (Vy€ F) (xX1Ry).
(Vx €E) 3y € F) (xRy) signifie & chaque fois qu’on prend un élémeneddon
peut trouver un €lément b de F tel que la proposiiRy) est vraie.

Pour nier cette proposition, il suffit de trouver @lément a de E tel que pour tout élément b
de F, la propositiomRb n’est pas vraie. Cela signifie qu’il existe unmént a tel que pour
tout b on aalRb c'est-a-dire(3a €E) (Vb € F)alRb .

(2) Lanégationde(3 x €E) (Vy € F) (xRy) est(Vx € E) (3y € F) (xTRy).

(3x €E) (Vy € F) (xRy) Signifie gu'’il existe au moins un a de E tel quoaur tout b de F
aRb est vraie.

Pour nier cette proposition, il faut que pour télément a de E, il existe un élément b de F tel
gue la propositiomRb n'est pas vraie c’est —a-diedRb est vraie. Ceci se traduit alors par :

(Vx €E) @y €F) (xTRy).
Exemple :

Une applicationf: E — F est injective siVx €E) (Vx €E) (x # x = f(x) # f(x))
c'est-a-dire que(Vvx €E) (Vx €E) (x = x'ou f(x) # f(x)).

Elle donc non injective siC3x € E) (3 x €E) (x # x'et f(x) = f(x)).

Dans les deux derniers sous-titres suivants, p@x) etxRy sont des formes
propositionnelles.
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b) Quelgues égquivalences

(1) (v0)[p(x) A q(x)] équivaut a [(Vx) (p(x)) A (Vx)(g(x))]
(2) @0)[p(x) v q(x)léquivauta [ (@ x) (p(x)) v 3@ x) ()]
(3) (vx) (Vy) (xRy) equivaut a(vy) (vx) (xRy)]

(4) 3x) Fy) (xRy) équivaut a [Iy) (3x) (xRy)]

Les deux derniéres équivalences montrent que deamtificateurs de méme nature peuvent
intervertir.

c) Quelgues implications

i) [(Vx) (p(x)) V (Vx) (g(x))] = (VX)[p(x) V q(x)]
ii) AP Ag] = @x) (p()) A@Ex) ((x))
i) (3x) (vy) (xRy) = (Vy) 3x) (xRy)

Les réciproques de ces implications sont faussgereéral

Exemples :

* Soit les formes promotionnelles définies Busuivantes :
r(x) : « x est rationnel »
i(X) : « x est irrationnel »

Or un nombre réel est soit rationnel, soit irratielh Donc(V x € R) [r(x) Vi(x)] est une
proposition vraie que nous notons A.

D’autre part la proposition(V x € R)(r(x))v(‘v’x € R)(i(x)) que nous notons B est
fausse car c’est une disjonction de deux propostiausses. En effet le premier membre de

cette disjonction indique que tout nombre réeraonnel. Ceci est fausse 842 est réel non
rationnel. Le second membre indique que tout nomdekest irrationnel. Ceci est fausse car
2 est un nombre réel non irrationnel.

Par suite I'implicationA = Best fausse car A vraie et B fausse. On a montr& gire la
réciproque de (i) est fausse.

* Soit p(x) et q(x) les formes propositionnelles difs sulN* par :
p(X) : « X est premier »
g(x) : « x est un multiple de 4»
(3 x) (p(x))est une proposition vraie ( 2 est un nombre premier par exemple)

(3 x) (q(x)) est une proposition vraie (8 est un multiple de 4 par exemple)

Dot la proposition (3 x) (p(x)) A (3 x) (q(x)) est vraie comme conjonction de 2
propositions vraies. Notons X cette conjonction.
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Maintenant, notons-Y la propositichx)[p(x) A q(x)]. Y indique gu’il existe un nombre
entier naturel qui est a la fois premier et muitide 4. Or un nombre multiple de 4 est de la
forme 4k (ke N*). En outre 2 est un diviseur de 4k (car 4k= 2.Hgr suite 4k admettent au
moins 3 diviseurs a savoir 1, 2 et 4. Donc un rpldtide 4 ne peut pas étre un nombre
premier. Nous avons montré donc que Y est fausse.

Par conséquent, X Y est fausse car X vraie et Y fausse. Nous aveoosvg ainsi que la
réciproque de (ii) est fausse.

* Nous allons prouver maintenant que la réciproqug@iiflest fausse.

N est cofinale aR c'est-a-dire que{x € R)(3n € N) (x<n) (1). Cette proposition est
vraie, prendre par exemple nix[] + 1 ou [x] la partie entiére de x.

Enoutre §n € N)(Vx € R) (x<n) (2) est fausse car il n’existe pas d’entieurgtqui
est plus grand que tous les nombres réels.

Parsuite «x € R)(In € N)(x<n)= (3n € N)(Vx € R) (X< n) » est fausse.
Car (1) est vraie et (2) fausse.

Remarque :

(3x) (Vy) (xRy) signifie qu’il existe au moins un x tel que paout y, x est en relation avec
y. C'est-a-dire que x est unique pour toute valieuy.

Par contre(Vy) (3x) (xRy) signifie que : pour chaque valeur de y on peutivter un X tel
gue x est en relation avec y. x dépend donc deéegt-@-dire : x varie en fonction de y. On
peut avoir plusieurs valeurs de x.

2.4 Autres quantificateurs
Certains auteurs utilisent les quantificateurs sty :

1° (3! x) qui se lit : « il existe un et un seul x ».
2° ('x) qui se lit « pour au plus un x ».
Exemples :

Soit E et F deux ensembles non vides.

- Une fonction f de E a valeur dans F est définie menoute correspondance qui a tout
elément x de E associe au plus un élément f(x). @2dst-a-dire que f est une fonction
de E dans F si et seulemen{six € E) (!'ye F) (y=f(x)).

- Une application g de E dans F est dite bijectiveosir tout y élément de F, il existe un

unigue x €lément de E tel que y=f(x). C'est-a-diwe(V y € F) (3! x € E) (y=f(x)).
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Remarque :

» Certaines expressions dans le langage courant estant certain rapport avec les
guantificateurs.
Exemple pour le quantificateur existentiel
Certains éleves ont obtenu la moyenne (certains)
Quelgues malgaches habitent en France (quelques)...

Exemple pour le quantificateur universel :

Chaque éléves du lycée portent une blouse beige(eh

Tous les malgaches mangent du riz (tous).

N’importe quelle personne peut assister a la prapdg (n'importe quelle)....
* Au lieu d'écrire :

-(Vx€ E) (VyE€E E) on écrit souventv x, y € E).

-(3x € E) @y € E) on écrit souvent(x, y € E).
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chapire v METHODES DE RAISONNEMENT

l. LE RAISONNEMENT DIRECT
1.1 Introduction
1.1.1 Bref historique

Le mot raisonnement est un nom dérivé du mot raikarraison vient du latin ratio,
gui désigne en premier lieu « mesure », « calc«l faculté de compter ou de raisonner »,
« Explication », puis « catégorie, espere d’animauRans certain dictionnaire il désigne les
relations commerciales.

En mathématiques, on utilise le terme « ratio» gnifier le « rapport entre deux
nombres » (nombre rationnel). Il s’agit donc d'uens primordial de « mesure », de
« comparaison ».

L’homme doté de la raison, de rationalité de I'@moglassique est donc celui qui
posséde l'art de comparaison mesurée avec précigianmoyen de lintellect, mais
davantage encore au moyen d’instruments de mdseiigysteme meétrique (du grec mesurer)
est la production la plus significative de la ratbté.

Le «logos » signifie « parole », « discussion saigon », et se rapporte plutét a la
partie effective de l'intellect, celle qui précddevolonté pour y aboutir (la raison du cceur qui
produit I'intention) ; le mot latin ratio a plut@t la partie stratégique de l'intellect, celle qui
part d’'une volonté pour tenter de I'accomplir.

En francais, le mot raison finit pour regroupersptw moins les deux nuances logos/ ratio.
1.1.2 Principe du raisonnement

Il existe essentiellement quatre principes de raiement : le principe d’identité ; le principe
de non-contradiction ; le principe de tiers-exdlleeprincipe de causalité.

* Le principe d’identité énonce que : ce qui est,sestméme. Et selon Aristote, c’est
'exigence fondamentale du discours rationnel. 8ine lI'admet pas, le sens des
concepts peut changer a tout instant, ce qui regi€lire qu’on ne peut rien qui ne soit
pas contradictoire. Une chose ce qu’'elle est (A=A).

* Le principe de non-contradiction dit que : on eeifppas, attribuer a deux états a une
affirmation, un état et son contraire (ou I'absed@dat). Il n’existe pas de troisieme
état intermédiaire. Exemple : soit il pleut, sbité pleut pas. Et s'il pleut un peu, alors
il pleut.

* Le principe de causalité énonce que : tout effaina cause et dans les méme
conditions la méme cause produit les mémes effets.

1.2. Quelques définitions préliminaires
On appelle inférence, une opération mentale ounpege qui consiste a tirer une
conclusion a partir de propositions reconnues pwoaies (les prémisses). Ces conclusions
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sont tirées a partir de regles de base. Il exisgerdiellement deux types d’inférence: la
déduction et I'induction.

La déduction est un raisonnement qui consiste &lean d’'une ou de plusieurs
prémisses (ou propositions données) a une proposgpecifique qui est la conséquence
nécessaire. La déduction logique se fonde donadssraxiomes et des définitions, et ne
produit que des résultats tautologique .C'est-a-dléja inscrit dans la prémisse, des
conséquences de la loi. La valeur de ces résaelatisien entendu fonction de la rigueur avec
laquelle ils ont été obtenus.

L’induction est un processus de pensée qui congiatier du particulier au général, a
linverse de la déduction. L’induction présupposeegsi une affirmation est vraie dans
certains nombre de cas observés, elle sera augs gans des cas similaires mais non
observés. Elle génére donc du sens en passardities fa loi, du particulier au général.

En ce sens, la déduction logique ne produit aucwoeelle connaissance, au sens ou
les propositions déduites sont virtuellement camsewmlans leurs axiomes, elle est par
conséquent analytique, au contraire, I'inductioriait la conscience de nouveaux faits : elle
est alors synthétique.

Une démonstration est en mathématiqus® argumentation prouvant qu’une
assertion est vraie. Situé au cceur des travauxsdestifigues et objet de réflexion de
I'épistémologique. Une démonstration est univeesdlin ce sens elle doit étre reproductible
par quiconque maitrise la langue scientifigue amppée. Les méthodes permettent de
conduire correctement une démonstration est trééem elles ont été parfois discutées et
peuvent méme évoluer.

Par exemple si on suppose que tout étre humaime #étm et deux bras et que Tojo est un étre
humain. On peut déduire que Tojo a une téte et deas

1.3.Quelques regles en logique classique
Les regles suivantes sont des tautologies utiles dartaines démonstrations mathématiques.

1.3.1 La régle de « modus ponens » ou régle du détament.
Dans une théorie si une proposition P est vraie en méme temps gywdposition P>Q
alors la proposition Q est vraie dansgEn effet I'implication [PA (P=Q) ] =Q est une
tautologie.

P Q|P=Q| PA(P=Q) | [PA(P=Q)]=0Q
0 0 1 0 1
0 1 1 0 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1

Tableau n°27 :Modus ponens
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Ce raisonnement peut s’expliquer aussi de la fagorante :

PA (P=Q) =PA(IPVQ) (car P= Q =1PVQ)

= (PATP)V(P AQ) (Distributivité deA par rapport &)

=F v (P AQ) (Puisque RA 1P est une contradiction donc elle est équivalente a
unmeposition fausse)

= P AQ (Neutralité de F pour)

Ainsi, PA (P = Q) est supposée vraie et d'aprés ce que nous vermodérdontrer, elle est
logiqguement équivalente a\R. Par suite la conjonctior\® est vraie. Or RQ ne peut pas
étre vraie que P et Q le sont (Cf. Chap. I. 8.2.D3u Q est vrai.

Exemple d’application :

Soit P et Q les propositions définies par :

P : «il pleut », peut étre vraie ou fausse.

Q : «le sol est mouillé »

P=Q : «s'il pleut alors le sol est mouillé », toujswraie.

Dans ce cas « s'il pleut vraiment et puisque $&upalors le sol est mouillé », nous pouvons
déduire que: «le sol est mouillé » vraiment ekedire Q est vraie. Et nous disons en
fait : « il pleut donc le sol est mouillé ».

Remarque :

Dans I'implication [PA (P=Q) ] =Q, P s’appelle « la prémisse mineure » eb(®) « la
prémisse majeure ».

1.3.2. Laregle du « modus tollens »
Dans une théorie si les deux propositionsQ et 1P =Q sont vraies alors P est vraie dans

cette théorie. En effet I'implication1Q) A (1P =Q)] =P est une tautologie.

P Q P 1Q | 1P=Q | 1A (IP= Q) QA (IP=>Q)] =P
0 0 1 1 0 0 1
0 1 1 0 1 0 1
1 0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 0 1

Tableau n°28 :Modus tollens

En fait si1Q et 1P =Q sont vrais alor3P ne peut pas étre vrai carli$l est vraie, pour que
limplication 1P =Q soit vraie, il faut que Q soit vrai. Dans ce a®t1Q sont vraies. Or
ceci est contradictoire. Par suifé? est fausse d’ou P est vraie.
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Exemple d’application :

Lors d'une interrogation écrite, le professeur dattdmatiques a promis de donner une
somme de 5000 ariary, a I'éleve qui obtiendraitdée maximale.

Rado et Hasina ont eu la méme note maximale. Maisdmesse du professeur s’adresse a un
seul éléve. Pour cela, le professeur propose deltatest suivant : il prend deux billes rouges
et une bille blanche, en placant une bille sur abaéte de ces deux éleves. Chaque éléve ne
sait pas la couleur de la bille posée sur sa té&tis thvoit la bille placé sur la téte de son
adversaire. Les éléves connaissent que les bilkeg¢s sur leurs tétes sont parmi les trois
billes proposées au départ. Celui qui a trouvéggremier lieu la couleur de la bille sur sa téte
gagne la somme promise. Hasina qui voit une balege sur la téte de Rado dit qu’il a une
bille rouge. Hasina a gagné la somme.

On peut expliquer le raisonnement de Hasina pardie du « modus tollens ».
Soient P et Q les propositions suivantes.

P : « Hasina a une bille rouge »

Q : «Rado affirme gu’il a une bille rouge »

On voit que : « si Hasina n’a pas de bille rougad®peut affirmer qu’il a une bille rouge ».

C’est a dire que 4P =Q ». Or Rado ne dit rien c'est-a-dil@ .On a alors «1Q et TP =Q »
d’ou P est vraie c’est a dire que Hasina a une billige.

1.3.3 La regle de la contraposition.
Dans une théorie les deux implications « B Q » et «1Q= TP » sont logiguement
équivalentes. Ce résultat est une conséquence di@ lde tautologie de contraposition
(P=Q) < (1Q= 1P). Dans la pratique, il y a des démonstrationScdés si on les fait
directement mais qui sont faciles si on passecar#raposée.

Exemple d’application :

DansR , pour montrer que : « sifd et y£1 alors x+y-xy1 », il est plus facile de passer a la
contraposée. En effet nous n'avons pas de regleecoant le signe % ». Dans ce cas la
démonstration directe est difficile.

Nous avons ainsi : X+y-xy=2x+y-xy-1=0
=X-1+y (1-x)=0
=(x-1)(1-y)=0
=x-1=0 ou y-1=0
=>x=1ou y=1

Nous pouvons affirmer maintenant que : «#lL et y£1 alors x+y-x y£1 »
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1.3.4 La regle de disjonction des cas
Dans une théorie si les propositions (BQ) et (IP=Q) sont vraies alors Q est vraie
danst. En effet I'implication  [(P>Q)A(TP =Q)] =Q est une tautologie.

P Q P P=Q | TP=0Q (P=Q)A(IP=Q) [(P=Q)A(TP=Q)] =Q
0 0 1 1 0 0 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 1
1 1 0 1 1 1 1

Tableau n°29 :Disjonction des cas

Cette regle peut étre utile dans certaines dénaditsts mathématiques qui ont des cas
possibles finis. Elle peut s’expliquer aussi déalgon suivante :

[(P=Q) A(IP=Q)] =(1Pv Q) A [1(TP) vQ] car P=0Q= 1P vQ
=(1Pv Q)A (P vQ) cafl(lP) =P
=(Q VP ) A (Q VP) carv est commutative
= Q VvV (TP AP) carv est distributive par rapport/a
= Q V F car1P AP est une contradiction.
= @ car F est neutre pour

Par suite, [(P>Q)A(TP =Q)] est supposée vraie et logiquement équivaler@e Bonc Q est
vrai.

Exemple d’application:

. +1 .
Montrons que pour tout entier natunglle nombre"(nz—) est encore un entier naturel

Un entier naturel est soit pair, soit impair.
Désignons alors par P et Q les propositions suigant

P : «n est pair »

+1 .
<D oot un entier naturel »

Q:
Nous allons montrer que : <P Q et 1P = Q”
- Sin est pair alors il existk entier naturel tel que = 2k.

n(n+1) _ 2k(2k+1)
2 2

Dans ce cas

= k(2k + 1)
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Or k est un entier naturel donc il en est de méme pbyRk + 1) (somme et produit des
deux entiers naturels). On a ainsi Q.

- Sin est impair alors il existe k entier naturel tekqu= 2k + 1

nn+1)  Qk+1)[(2k+1)+1]
2

Dans

(2k+1)(2k+2)
2

2(k+1) (2k+1)
2

ftk+1)(2k+ 1)
Or k est un entier naturel donc il en est de méme p@u# 1)(2k + 1)
D’'ou QO
Remargue :on peut généraliser le raisonnement par disjonctemcas de la fagon suivante :
Soient PP, P, ...,P, des propositions.
Sivie{1;2;..;n},P; = P etP; VP,V ..V B, sont vrais alors P est vrai.

Exemple Pour montrer que la proposition P (r3 — n) est divisible par 3, pour tout entier
n », on peut considérer les propositions suivantes :

Q: « Un entier est de la forn3a »
R : « Un entier est de la forma + 1 »
S : «Un entier est de la formda + 2 »
OrQVRVS,Q = P,R = P etS = P sont vraies donc P est vraie.
En effet, le premier poir@ v R Vv S est clair.
Si un entiem est de la form8k , alorsn® — n = 3(9k3 — k) divisible par 3 d’'olQ = P.

Si un entien est de la form8k + 1, alorsn® —n = 3[k(3k + 1)(3k + 2)] divisible par 3
d'oUR = P.

Si un entien est de la form8k , alorsn® —n = 3[(k + 1)(3k + 1)(3k + 2)] divisible par
3douS = P.o
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1.4. Raisonnement naturel.
Le but du calcul booléen ou logique booléenne ocoen logique classique est de

modéliser le raisonnement naturel ou tout au miadinsdes aspects de celui-ci.
1.4.1. Condition nécessaire — condition suffisante

Considérons les deux propositions suivantes

(p) : ABC est un triangle.

(q) : les points A, B et C ne sont pas alignés.

Si (p) est vérifiée alors (q) est vérifié c’estigedp) = (q). Pour que (q) soit vérifié, il suffit
gue (p) soit vérifié. On dit que (p) est une capditsuffisante pour que (q) soit vérifiée.

Si (q) n'est pas vérifie, alors (p) ne peut pas &trifiee[puisque (p) = (q)], il faut donc
gue (q) le soit ; on dit que (q) est une conditi@cessaire pour que (p) soit vérifie.

Remarque :

(1) si (p) = (q) et(q) = (p) . on dit que (p) et (q) sont équivalentes ou e¢t
vérifié si et seulement si (q) est vérifié. On natiers(p) < (q).

Lorsque deux conditions sont équivalentes, chadieke est une condition nécessaire et
suffisante pour que l'autre soit vérifié.

(2) Pour montrer une équivalenge) < (q), on peut montrer les deux implications (Cf.
Chap. Il. 8.2.2.2c) (p) = (q) et(q) = (p).

1.4.2 Inférence, coupure et déduction.

Dans une théorie si I'’énoncé C (conclusion) se déduit a partir'dadncé H ('hypothese),
on écritH + C qui se lit : H infére a C (sous-entendu dgns

Le fait que H est vraie danss’écritt - H ou - H si aucune confusion n’est a craindre. On
dit aussi que H est valide. Le fait que I'implicatiH = C est vraie se note+ H = C.

Définition : Soient F, G et H des propositions

On dit que la proposition H est déduite par couparpartir de F et G si G est la formule
F=H

Par exempleF = AV B etG = (AV B) = A . Alors A se déduit par coupure a partir de F et
G. cette définition coincide alors a la regle dedosoponens (ou déduction) que nous avons
vu au§ 1.3.1. Dans une théorie siles deux propositions F Bt= H sont vraies alors H est
vraie dang. On dit aussi que H est déduite a partir de F &b H.
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Remarque

Démontrer I'implicationF = H est parfois difficile. Pour enlever cette diffitgjl on peut
utiliser la transitivité de l'implication et le leme d’interpolation suivant que nous
admettons :

F = H est équivaut a il existe K tel que F = K et K= H.

En fait, dans le raisonnement direct, on utilises@urs interpolations.

x+y

Pour démontrer par exemple quex,y €]—1;1] alors| |<1, on peut montrer

1+xy

d’'abords quédxy| < 1et que 1 + xy > 0.

Développer ensuitél —x)(1 —y) et (1 + x)(1 + ).
Démontrer finalement q4%| <1

1.4.3 .Le raisonnement formel
a) Définitions
Soient F et G deux formules propositionnelles.

On dit que G est une instance ou substitution dglfexiste une formul&; telle que G est
obtenue en remplacait par G; pour chaque i (F est une fonction Xig

Exemple :
F estlaformuldA = B) = A (X, = 4; X, = B)
G est la formul¢(C = D) = E] = (C = D).

Alors G est une instance de F cé&r est remplacé pafi;, = C = D et X, est remplacé
parG, = E.

Nous admettons les régles suivantes qui sont desldgies.

Regle pour I'implication

Ri: X1 = (X; = X1); Ry [X1 = (X, = X3)] = [(X = Xp) = (X1 = X3)]

Regle pour la négation

Rg: X1 = -|-|X1 R4_: -|-|X1 = X1 Rs: (Xl = Xz) . (-IXZ = -|X1)

Régle pour la conjonction

R6: X1 = [Xz . (Xl /\Xz)] 5 R7: (Xl /\Xz) - Xll R8: (Xl /\Xz) = Xz .

Regle pour la disjonction

38



Rg:Xl . (Xl VXZ); RlO:XZ . (Xl VXz) R111-|X1 . [(Xl VXz) - Xz]
b) Démonstration formelle

Soitt un ensemble de formules propositionnelles et & formule propositionnelle. On dit
gue F est une conséquence, syntaxique, ou consggtemelle de, notét + F s'il existe
une démonstration formelle (ou preuve formelle}d& partir det , c’est-a-dire s'il existe
une suite finigF,, F,, ..., F; } de formules propositionnelles, telles que :

- F,=F
- Pour chaqueé < k , 'une des trois conditions suivantes est remplie
* SoitF; est une formule de
* SoOitF; est un axiome.
* SoitF; a été déduit par coupure de deux formules et F,, = (F; = F;)
avecm,l <i.

En fait F est vraie dans s’il existe une démonstration formelle de F aipae .

Remarque:

- {F}+F
- Sitycr,ett; -Aalorst, FA

c) Exemples de démonstration formelle

Exemple 1 :

Pour toute formule F, on &+ (F = F)

En effet :

Fi[F=(F=F)=F)|=[(F=F=F)= (F=F)
ngtance d®,: X, = F = F X, = X3 =F)

F,:[(F = ((F = F) = F)]||instance de R, (X, = F; X, = (F = F))]

F5:[F = (F = F)] = (F = F) (coupure a partir de F; etF,)

F,:F = (F = F)(instancede R, : X; =X, =F)

Fs:F = F (coupure apartirde F5 et F,) .0

Exemple 2 :

Démontrons que l'implication est transitive. C'astlre que si F; G et H sont trois
propositions tels qQUE = G et G = H alors F = H.

On a:
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F,:G = H(par hypothese)
F,: (G = H) = [F = (G = H)](instancede Ry: X, =G = H ,X, = F)
F;:F = (G = H)( coupure a partir de F; etF,)
F,:[F = (G = H)] = [(F = G) = (F = H)](intance de R,)
Fs: (F = G) = (F = H)(coupure a partir de F; et F,)
Fg: F = G (par hypothése)
F;: F = H (coupure a partir de Fs et Fg)
1.4.4 Quelques théorémes et lemmes importants

Nous admettons le théoréeme suivant :

a) Théoreme de la déduction
Soit T une théorie, F et G deux formules propositionselle

Alors: T+ F = G équivaut & U {F} I G. C'es-a-dire quéf = G est vraie dans si est
seulement si G est vraie dang {F}.

b) Lemmes
Soitt une théorie, F et G deux propositions. Alors :

0] Les relationg U {F} + G ett U {1G} + TF sont équivalentes
(i) Sionaalafois - F Bt - 1F alorst - G, pour toute formule G
(i) SionaalafoisU{F}+GBtU({1F}+ G alorst + G.

Démonstrations
0] Supposons U {F} + G
Montronst U {1G} + 1F
TU{F} + Gdonct - F = G d'apresle théoréme de la déduction or
(F= G) = (1G = 17F) est une instance de la re@e
F = ( étant vraie dansdonc on a1G = F par coupure.
Par suitez - 1G = 1F et doncr U {1G} + 1F d’apres le théoreme de la déduction.
Réciproguement, supposons qgue {1G} + 1F et montrons que U {F} + G.

tU{1G} - 1F donct U {11F} + 171G d’'aprés la démonstration précédente c’est-a-die q
116G est vraie dans U {11F} or 11G = G est une instance de la ré@ge . Ainsi, G est vrai
par coupure dansu {1MF}ie. TU{T1F} + G .
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En outreF = T1F est une instance de la rédle et puisquae U {1MF} + G ,7 + TIF = G.
Par suiteF = T11F et 1TF = G d'ou F = G par transitivité. Ainst - F = G d'out U
{F} + G.o

(i) Supposons maintenant que + Fett - 1F
Montrons quer + G pour toute formule de G
1F et F sont tous vraies dans
Or1F = (1F V G) est une substitution de la redlg,
De 1TF et1F = (1F V G) on obtienflF. Or1F V G n’est autre qué = G
De F etF = G on obtient G donc + G.o

L’essentiel dans cette démonstration est de comdpgeque : Dans une théories’il existe
une proposition qui est a la fois vraie et faudeesaon peut montrer que toutes les formules
det sont a la fois vraies et fausses.

(i)  Supposons queU {F} + GettU{1F} G
Montrons que + G
En appliquant (i) on az U {1G} + TF ett U {1G} + 11F.

Par suitélF et 1TF sont vraies dansu {1G}. T U {1G} prouve alors toute formule d’aprés
(ii). En particulier tu {1G} -1G d'ou par déductiom - 1G = G .D’autre part
{1G;1G = G} + G (coupure). D’ou en appliquant {)G;1G} + 116G = G)

i.e.{1G} - 1(06 = 6).
En appliqguant de nouveau (i), on@l¢ = G} + 11G .

On a alors(16 =G6G)=11G et 16= G dout+ T1G. Or 11G= G est une
substitution de la reghy,.

Par suite]l1G = G et11G donc G est vraieg, + G O
APPLICATIONS

Nous avons vu quelques régles de démonstration du38 Nous avons démontré
formellement certain d’entre eux dans le paragrgpieédent. Nous allons utiliser ces

régles pour faire des raisonnements
1%"® application :

Le raisonnement par disjonction de cas est unacapipin du lemme 1.4.4 b) iii). En effet
s'il existe une proposition F tel qué= Get 1F = G sont vraies dang alors G est
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vrai danst.ll correspond aussi a la regle de la disjoncties das, vue au paragraphe
1.3.4.

Exemple :
Soit A, B, C des ensembles.
Montrer que :{(AU B) = (4u o) = (Bc ()
(AnB) c (AN B)
Solution:Bc C < (Vx) (x e B=x € ()
Soitx € B
- Six ¢ A, puisquex € Balorsx e AUB doncx € AUC (carAUB c AU ()
Doux € Aoux€eCorx & Adoncx € C . Ainsi :
x¢A = xeC (1)
- Six€eA,alorsxeAetxeBdoncxeAnBdouxeANnC (carANBcANC)
Doux € Aet x € C . Par suitec € C c’est-a-dire :
XxX€EA =x€C(2)
(1) et (2) nous donne{

Par conséquentx € C " est vraie. Nous avons ainsi montré gue C .o

x¢&A =>x€eC

xEA =>x€C

Deuxiéme application :

Le raisonnement par contraposée est une applicatioemme 1.4.4 b) i) précédent. En effet,
F = G et1G = 1F sont équivalente dans une théari€’est-a-dire montreF = Grevient
a montreflG = 1F .Il correspond a la regle de la contrapositioé ait paragraphe 1.3.3.

Exemple :

Soient E, F, G trois ensembles non vides.

Soitf:E — F et g: F — G des applications.

Montrons que : sgof est surjective alors g est surjective
Rappelons d’abord les définitions suivantes :

- f estsurjective si pour toyte F,il existe au moins unx € E telley = f(x)
- L’image directe d'une partie A de E parest définie paf(4) = {f(x),x € A}
- La composégof est définie pargof(x) = g[f(x)], pour toutx € E.

Montrons ensuite quegof (E) = g[f(E)]
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Soitz € gof(E) , il existex € E/ z = gof(x) = g[f(x)] par définition. Orx € E donc
f(x) € f(E) , il existe alors ury = f(x) € f(E) tel queg(y) = z .z est donc I'image d'un
certain élément dg(E) parg d'ouz € g[f(E)]. Ainsi, gof(E) c g[f(E)] (1)

Soit maintenantz € g(f(E)) .

Il existe alorsy € f(E) telz = g(y). Ory € f(E) signifie qu'il existex € E tel que
y = f(x). Par suite, il existe € E telz = g[f(x)] = gof (x) par définition.

D'ou z € gof (E). Ainsi, g[f(E)] c gof(E) (2)

Les inclusions (1) et (2) prouvent quef (E) = g[f(E)].O

Montrons finalement que : gof est surjective alorg est surjective.

Raisonnons par contrapose.

Supposons qug est non surjective et montrons gqgyef non surjective.

g surjective si et seulement g(F) = G donc g est non surjective si est seulement si
g(F) #aG.

Il en est de méme poyof.
Nous allons montrer donc quegiF) # G alorsgof(E) # G.

g(F) # G signifie qu'il existez € G tel que pour touy € F , g(y) # z.Or pour toutx € E ,
f(x) € F carf application de E dans F. C'est —a-dfi&) c F.

D'ou en particulier, il existez € Gtel que pour toutx € E g(f(x)) #z cest-a-
direg(f(E)) # G. Orglf (E)] = gof (E) d'ol gof (E)#G.o

Il. LE RAISONNEMENT PAR L’ABSURDE

Le raisonnement par I'absurde se fonde sur le daitine proposition vraie ne peut pas
entrainer une proposition fausse.

2.1 Théories du raisonnement par I'absurde
2.1.1 Introduction

Le mot « raisonnement par I'absurde » vient du latot « reductio ad absurbum ». Ce mot se
traduit aussi par apagogie, qui vient du grec aneigagogé. Ce dernier mot signifie, une
forme de raisonnement scientifique qui consist@&mahtrer soit la vérité d’une proposition
en prouvant I'absurdité de la proposition contraiest-a-dire sa négation, soit fausseté d’'une
autre proposition en déduisant logiquement desémprences absurdes.

2.1.2 Quelques définitions

Soit 7 une théorie et F une formule.
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On dit que :

- F est démontrable danss'il existe une démonstration formelle de F a pateé 7.

- F est réfutable siF est démontrable.

- F est indécidable, si F se trouve au statut indertgest-a-dire ni démontrable ni
réfutable.

On dit que ;T est inconsistant ou contradictoire s’il existeeuormule G de tel que nous
avons a lafois - G et T - 1G . Dans le cas contraire, on dit qmeconsistant.

2.1.3 Lemme

(i) Sit estun ensemble consistant des formules proposéltes et si F est une formule alors
'un au moins des ensembles {F} ett U {1F} est consistant.

(i) Un ensemble des formules propositionnelles est consistantgiesnent si tous ses sous
ensembles sont consistants.

Démonstrations

(1) Sit est inconsistant alorsprouve toute formule G.
Raisonnons par contraposée
Supposons que U {F} ett U {1F} sont inconsistants
Montrons que :t est contradictoire.
Soit H une formule.

Puisquet U {F} ettU{1F} sont inconsistants alors ontaw {F} - Hett U {1F} - H.
D’ou 7 - H (d’aprés la regle de la disjonction des cas)

De mémetU{F}+1Het tU{1F}-1H . On a alors -Hett+1H , donc t est
contradictoiren.

Ce lemme est une conséquence du lemme 1.4.4bLéi)principe du raisonnement par
I'absurde se fonde sur ce dernier.

(i) Raisonnons par contraposée pour la conditiomssuntie
Supposons quer:est inconsistant.

Il existe donc une formule H et une prede, ..., F, de H a partir der et une
preuveGy,..., G, deTH a partir der .

Soitt, un sous-ensemble deconstituant par les formules deapparaissant parmj , ..., F,
,G1,...,Gq. Alors 7, est fini et par construction les preuvgs, ..., F, etGy,..., G, sont des
preuves respectifs de H8l a partir der,. Donct, est inconsistant.
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Par suite, tout ensemble non consistant possédeusiensemble fini non consistant.

Réciproguement, il est clair que tout sous-enseititsieou infini) d’'un ensemble consistant
est consistant.

2.2 Applications
2.2.1 Principe de raisonnement par I'absurde

Soitt un théorie mathématique et P une proposition.

Pour démontrer par I'absurde gue est vraie dans: On ajoute & la proposition P supposée
vraie. On cherche alors une contradiction daagP}. Arrivée a trouver une contradiction,
on peut dire que la supposition est fausse. C'ebteaque P est faux d'olP est vraie.

En fait une théorie mathématique doit étre consistat d’apres le lemme 2.1.3 (i), 'un au
moins des ensemblesU {P} ett U {1P} est consistant. Donc siU {P} est contradictoire
alors t U {1P} est consistant1P est donc vraie dans d’apres le théoreme de la déduction.

Remargue :

Le principe du raisonnement par I'absurde corredpita régle du modus tollens (8.1.3.2).
En effet {1Q,1P = Q}+ Q .Pour démontrer P on suppose par 'absurdel@uesst vraie.
Or1P = Q donc Q est vraie (regle de modus ponens).

Par suite1Q et Q sont vraies. Ceci est contradictoire d’ou la sijmn est fausse c’est-a-
dire que P est vraie

2.2.2 Exemples des raisonnements par I'absurde

Exemple 1 : Un absurde simple
Montrons que +/2 est un nombre irrationnel.

Supposons quev2 est un nombre rationnel. 1l existe alors un copley) d’entiers naturels
tels que /2 =§ avec p et g premiers entre eux c'est-a-dire latifya % est irréductible.

2 AY
Dans ce cas on &= = 2 d'olp? = 2q>.
q

p? = 2q? signifie que, les chiffres des unités dans I'écetde ces nombres sont égaux.
Etudions alors les chiffres des unitéspdest 2¢2.

Chiffre des unités

p|l ol 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8
p 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1
Tableau n°30 :Chiffres des unités deet p?

(]

N

45



Chiffre des unités
q 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
q> 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1
2q* 0 2 8 8 2 0 2 8 8 2

Tableau n°31 :Chiffres des unités dg g2 et 2q*

Doncp? = 2g®ne peut étre vraie que dans les deux cas suivantes :

- p se terminer par 0 et g se termine 0.
- p setermine par O et q se termine par 5.

Dans ces deux cas p et g sont divisibles par 5. coetredit I'hypothese car la fractioﬁl est

irréductible. Par suite la supposition est faussed'2 est irrationnelo
Exemple 2 : Généralisation de 'exemple 1
Montrons que : si est premier alorga est irrationnel.

Supposons queva est rationnel.

Il existe alors deux entiers p et g premiers el tels queva = g c’est-a-dire g
irreductible.
On a alorp? = aq?.
Il est clair queg # 0 etp > 1
Montrons d’abords que si a et ¢ sont premiers entrealors :
Vb € Zpgcd(a; bc) = pgcd(a;b).
SoitD(a, b) 'ensemble des diviseurs communs de a et b.
SiD(a,bc) = D(a, b) alorspgcd(a; bc) = pgcd(a; b).
Soitd € D(a,bc),onad /, et d /p,
d/s=3k €Z/a=kd etd /. = 3k’ €Z/c =dk'
pgcd(a;c) = 1doncil existeuet v e Z /au+ cv =1 (d'apres Bézout)
Multipliant par b cette égalité, on @au + bcv = b
bkdu + bk'dv = b
d(bku + bk'v) = b avec(bku + bk'v) € Z alorsd /,,
d/, etd/,= de€ D(a,b)

Par suiteD(a, bc) € D(a,b) (1)
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Soit maintenantl € D(a, b) alorsd /, etd /,
d/y=3ky €Z /b =kyd .Dans ce cabc = kycd avec koc € Z donc d /.
Ainsid /, et d /p.= d € D(a,bc) (2)

(1) et(2) montrent queD(a, b) = D(a, bc) on a donc ce qu’'on veut :
pgcd(a; bc) = pgcd(a; b).
Revenons a notre probléme.

(1) p et g premiers entre eux ipgcd(p; q) = 1, donc en appliquant ce que nous venons
de démontrerYc € Z pgcd(qc;p) = pgcd(p;c)

Prenong = q,on apged(q®;p) = pgcd(p; q) = 1

Appliquons de nouveau :

Ve € Z pgcd(q®;pc) = pged(q?;c)

Prenons = p pgcd(q?; p?) = pgcd(q?;p) = 1,q%et p> sont donc premiers entre eux.

p* = aq® doncp® /,,.2. Or pgcd(q?;p?) = 1 donc d’aprés Gaugg /, . Il existe donc
k €Z/a = kp* a premier ep > 1, donckp? admet au moins trois diviseurs positifs a
savoir 1 ; p ep? . Ce qui est contradictoire. Donc I'hypothésefassse.

Par suite, sit est premier alorga est irrationnelo
Exemple 3 : Un absurde et disjonction de cas

Soit E un ensemble

Montrons gu’il n’existe pas de surjection de E g(E)

- SIiE =@ ,lerésultat est trivial.
- E+0.

Soit f une application de E veg®E) ,f: E — (E)
=X

Considérons alorg = {y/y ¢ f(y)} X )

Montrons que Y a € E, f(a) # Y c’est-a-dire que Y n’a pas d’antécédent par f.

Raisonnons par I'absurde en faisant une disjona®ias : Supposons qu’il existes E tel
quef(a) =Y

1°" cas: sia €Y alorsa € f(a) (carf(a) = Y) et par conséquent ¢ Y (par définition

deY). Ce qui contredit notre hypothese
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2°cas: a ¢ VY alorsa ¢ f(a) (carf(a) =Y) et par conséquent € Y (par définition de Y).
Ce qui contredit notre hypothése. Ainsi I'élément n’appartient pas ni a Y, n¥
(complémentaire dE). Ce qui impossible. Par suite notre suppositish fausse. D’ou
Va€eE , f(a)#Y ce qui montre que Y n'a pas dantécédent par fcdbm’est pas
surjectivea

Exemple 4 : Un absurde superposé

Pour choisir un ministre parmi trois candidats AeBC, un roi oriental les soumis a une
épreuve : sur la téte de chacun d’eux, on placebauge qu’il ne voit pas, mais il voit la
boule située sur la téte de chacun des deux aliesscandidats savent que les boules sont
choisies parmi les cing boules, trois noires etxddanches, le premier qui dira la couleur de
la boule situé sur sa téte sera ministre ; s’irempe il aura la téte tranchée. L'un d’eux, A,
qui voit une boule noire sur la téte de chacunddes autres, affirme avec slreté, voyant que
les autres ne disent rien : « j'ai une boule neifd’apres conte oriental).

Expliciter son raisonnement.
Solution
Voici le raisonnement de A :

« Supposons que j'ai une boule blanche .Le cand@dabit donc une boule blanche et une
boule noire. Le candidat B suppose ensuite queuj@ boule blanche. Le candidat C voit
donc deux boules blanches et peut affirmer quiina boule noire .Or le candidat C ne dit
rien donc B peut affirmer qu’il a une boule noi@r B ne dit rien, donc mon hypothese est
faux c'est-a-dire j'ai une boule noire »

Il .LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

3.1 Larécurrence simple
3.1.1 Introduction

Prenons une chaine de dominos .Sous quelles comglitpeut —on faire tomber la chaine de
dominos ?
Pour faire tomber la chaine, méme si celle —cidsstaille infinie, il faut deux conditions :

1. Faire tomber les premiers dominos de la chaine.
2. La chaine ne doit pas étre brisée. Chaque domimotoenbant doit pouvoir faire
tomber le domino suivant.

La preuve par récurrence fonctionne sur roeipe.

3.1.2 Quelques définitions et rappels
Soit E un ensemble non vide & une relation d'ordre sur E .On dit gue est une
relation de bon ordre sur E si toute partien mole de E admet un plus petit élément. La
relation< est par exemple une relation de bon orsiueN. En effet, toute partie non
vide deN admet un plus petit élément.
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Tout entier naturel correspond a un autre enadurel, unique, appelé suivant ou successeur
de n. Zéro n'est le successeur d'aucun entierelalOn a aussi I'axiome dite de récurrence :
Si A est une partie dé tel que :

— Zéro estun élémentde A
- Sinestun élément de A, alors le successeur deumestement dé alors la
partieA estégale &N. (Cf. axiomes de Péano Chap. |, 8.1.4.1, exenjple 2

Grace a cet axiome de récurrence, on peut transfarertaine forme proportionnefig€n) ou

n est une variable astreinte a une pdrtideN, en une proposition vraie pour toute valeur
delattribué an. Cette forme de raisonnement s’appelle alorssoriement par récurrence ».

Le raisonnement par récurrence établit donc unprigte importante due a la structureNle

celle d’étre construit a partir de 0 en itérast phassage au successeur .Certaines formes de
raisonnement se généralisent d’'ailleurs natureliéndetous les bons ordres infinies (pas
seulement celui sur les entiers naturels), on @ddes de récurrence transfinie, de récurrence
ordinal.

3.1.3 Initialisation ; Propriété héréditaire
Soit g une propriété définie siy.

S'’il existe un entien, tel que fo(n,) est vraie, alors on dit que la proprigiéest initialisée
au rangn,.
On dit que la propriétg est héréditaire a partir du rang, si pour toun > n,

[p(n) = p(n + 1)]

3.1.4 Principe du raisonnement par récurrence
Soit g une propriété définie si¥ et n, € N.
Pour montrer par récurrence que(n) est vraie, pour toutn > n,, il suffit,

— d'initialiser la propriété au rang, c'est-a-dire veérifié quegp(n,) est vraie.
— de montrer que la propriége est héréditaire a partir du rang c'est-a-dire :
(vn=n,) [pn) = p(n+ 1)], o(n) est appelé hypothese de récurrence.

3.1.5 Exemple 1 : premiere application
On considere la suiti, définie parU, =0et(vn €N),U,.q =3U, +2

a) Calculeru,,U,,Us, et U,
b) Montrer queU, = 3™ — 1, pour toutneN

Solution
a) CalculonsUy, U,, Uset U,
U1=3U0+2=2 U3=3U2+2=26

U2=3U1+2=8 U4=3U3+2=80

49



b) Montrons que U, = 3™ — 1, pour toutneN.
Vérifions d’abord que la propriété est vraie pquelques premiers termes :
U, =0 =3%—1, la propriété est vraie pour n=0

| U; = 2 = 3! — 1, la propriété est vraie pour n=1
. U, = 8 =32 -1, la propriété est vraie pour n=2
La propriété est initialisée aux rangs : 0, 1 et 2.
Up+1 = 3U,, + 2, par définition
= 3(3" — 1) + 2, par hypotheése de récurrence
—3n+l _q
Par suite: (U, = 3" — 1) = (Upyq =31 - 1)

Ainsi (vn € N)ona: U, =3"—-1

3.2. Le principe du raisonnement par récurrence
3.2.1. Démonstration du principe

Soitg une propriété définie st et/ = {n € N tel que go(n)}. Si,

- (3In, € N) tel quegp(n,) (initialisation)
- (Vn €N), [pp(n) = p(n + 1)] (hérédité)

Alors :
l'intervalle[ny,+o[ de N est inclu dans I i. e. o est vraie Vn = n;)
Démonstration :

| est évidement non vide.

Considérons maintenant I'ensemifle= {n € I N [ny; +oo[ tel que non o (n)}

Raisonnons par I'absurde :

Supposons queE est non vide.

E est donc une partie non vide deComme < est une relation de bon ordre $ualorsk
admet un plus petit élément. Notonsce plus petit élément .Il est clair que> n,.

Ce plus élémenin est un élément dé. On a donc nogp(m)

« Sim=n,, alors norgp(n,), ce qui contredit I'nypothese d’initialisation.
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e Sim>n,, alors on go(m — 1). Par conséquent org&am — 1) et nongo(m) ce qui
contredit 'hypothése d’héréditén — 1 = n,).

DoncEest vide, autrement dit pour taut n, , % (n).o
3.2.2 Quelques exemples pratiques

Exemples 1:

Montrer que (Vvn € N*) [Xp-1p.p!' =+ 1! —1]

Avec Yy p.p!=111422!+ -+ (m—-1Dn—D!+nn!, etpl=p.(p—1)..2x1le
factorielp.

0'=1,1'=12!'=2%x1,3=3%x2X1=6, ...
e Pourn=1,%ip.p!=11=1et(1+ 1) —1=1,lapropriété est vraie pour= 1

Pourn=2 Yip.p!=11!1422!=5 et(2+1)!—1=5, la propriété est vraie
pourn = 2.

* Supposons que la propriété est vraie au nang

n
Zp.p! =n+1D!I-1
p=1

Montrons que la propriété est vraie au rang 1 c'est-a-dire
n+1

Zp.plz(n+2)!—1

p=1
Par hypothese de récurrence on a:
n
Zp.p! =n+1D!I-1
p=1
Donc,

Zp.p!+(n+1)(n+1)!=(n+1)!—1+(n+1)(n+1)!

p=1
n+1
Zp.p! =n+D![n+1)+1]-1
p=1
Zp.p! =n+D!n+2)-1
p=1

iippl=m+2)! -1 (Car(n+ 1! (n+2) = (n+2)!)

51



D’ou la propriété est vraie au rafwg + 1).
Par suite:(vn € N*) [X7_ip.p!=m+ 1! —-1].0
Exemple 2

Montrons que la somme des premiers termes demr&ntiaturels impairs est un carré parfait.
C'est-a-dire ¥7_,(2k — 1) = n?

e Pourn=1,0na:Y;_,2k—1)=21-1=1=12, d’ol la propriété est vraie au
rang 1

Poum =2, on aYi_,(2k—1) =(2.1-1)+ (2.2 - 1) = 4 = 22, d’'ou la propriété
est vraie au rang 2.

« Supposons que la propriété est vraie au rangst-&'dire que&i_,(2k — 1) = n?
Montrons gu’elle est vraie au rang ¢ 1). C'est-a-dire queX;ii(2k — 1) = (n + 1)
Nous avons

"_,(2k — 1) = n?, par hypothese de récurrence.
Donc

Z(Zk —D)+@n+1) =n?+@n+1)
k=1

Ytk —1) = (n+ 1)?
D’ou la propriété est vraie au rafg+ 1)
Par suite on vn € N*) ¥7_,(2k — 1) = n?.0

3.3 Remarques importantes
Pour qu’un raisonnement par récurrence soit valitlejoit bien veérifier les deux
conditions : I'initialisation et I'nérédité. En fet, prenons les deux exemples suivants :

Exemple 1

P (n):"32n+4 — 2" est un multiple de 7" ;
La propriétép est héréditaire.

En effet :pp(n) = pp(n + 1)

32n+4 _ 2" est un multiple de 7 signifie qu’il existe un entdel que32™** — 2" = 7k
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Or

32(n+1)+4 _ 2n+1 — 32n+2+4 _ 2n 2
=32,32n+4 _ 32 pn 4 32 on_on )
= 32(32n+4 _ on) 4 9 2n — 2 n
=9(7k) + 7.2"
= 7(9k + 2™)

=7. K,avec K =9k + 2"

g est par suite héréditaire, cependant € N*)(g(n)) n'est pas vraie), car elle n'est
jamais initialisable.

Par exemple st = 0,3* — 2° = 80 n’est pas un multiple de 7.

Finalement en utilisant la congruence modulo 7p@ut montrer qud?"** — 2™ n’est pas un
multiple de 7.

Exemple 2

n¢-n

+1 . . hY
o on peut observer que cette suite est croissante a

Prenons par exemple la suite=
partir du rang 2.

n?-n-1

En effet,U,,1 — U, =

T (n+1)2n2

Si on cherche a prouver qug = 1, pour toutr > 1 , l'initialisation est facile cab/; = 1.
L’hérédité aussi car la suite est croissanié, sk 1 alorsU,,,; = 1 (Upyq = Uy ).

Pourtant, I'inégalitéU,, > 1, est vraie seulement pour= 1. L’hérédité n’a en réalité prouvé
gue poum plus grand ou égal a 2 et non supérieur ou éfal a

Finalement, I'hérédité doit étre démontrée pout ntier n plus grand ou égal a au dernier
n, pour lequel la propriété a été démontrée direateiteitialisation)

3.4 Autres formes du raisonnement par récurrene
3 .4.1 Récurrence forte ou récurrence cumulative

Soit g une propriété définie si¥ etn, € N.

Pour montrer a l'aide d’'une récurrence forte qUen = n,)(g(ny)) on procéde comme
suit :

» Vérifier que la propositiogp(n,) est vraie (initialisation)
» Supposeg(n) : « pour tout entiem vérifiantn, < m < n, p(m) »
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» Montrer ensuite qugo(n) = p(n+ 1)"
» Enfin conclure quévn = n,) (g (n)).

Cette procédure de démonstration s’appelle récceréorte.

Remarque

1. La récurrence simple est un cas particulier derrénge forte. En fait, la récurrence
simple est une récurrence d’ordre 1.

2. Siona (ence sef®net p(n+ 1) = gp(n+ 2)], nous avons le méme résultat et
on parle alors de récurrence d’ordre 2.

En itérant, cette procédygg(n)et p(n + 1) et p(n + 3)] = f(n + 4)..., on obtient le
méme résultat et on parle de récurrence d’orddéoBgre 4, ...

Tous ca sont des cas particuliers du principe dérrénce forte.
Exemplel

Considérons la suité, définie par :
UO - 1
U1 = 2
Upt2 = SUn41 —6Uy

Montrons que : pour tout € N, U,, = 2™.

Considérons la propriége définie sulN par :

pn):"vm € N,m <n,U,, =2™"

CommeU, =1 et U; =2 ,0nagp(0)et o(1).

Montrons que : pour tout > 1, o(n) = p(n+ 1)

Sin > 1, supposong(n) : pour tout entierm < n, U,,, = 2™.
On aalors:

Up+1 = 5Up — 6Up—q
=52"—-6.2""1
=10.2""1—-6.2""1
=421
=2""1 Dotgp(n+1)

En fait on agp(1) et [pour toutn € N, go(n) = g (n + 1)] donc (pour tout € N) (g (n)).
Ainsi (vmeN) ,U,, = 2™ .o
Exemple 2

Démontrons que tout entier naturel supérieur oli@&gapossede un diviseur premier.

Soitg(n) : « n admet un diviseur de premier »
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- (2) estvraie car 2 lui-méme est premier.
— Soit nun entier naturel supérieur ou égal a 2

Supposons que(n): (vm € N )(m < n)(g(m)), montrons qug(n) = @ (n + 1).
Sin + 1 est premier, il posséde, un diviseur premier gullg-méme. C’est adireona:

pn) = pn+1)

Sin+ 1 n'est pas premien, + 1 posséde un diviseur d vérifiec d < n. Or d admet un
diviseur premier par hypothese.

Par suite n+ 1 admet un diviseur premier (car tout diviseur deedt aussi un diviseur
den + 1).0n a alorgo(n) = &(n+ 1). Ainsi dans tous les cggn) = g(n + 1), donc
nous pouvons conclure que :

(Vn = 2)(n admet un diviseur premier).o
3.4.2 Principe de récurrences alternatives

Le principe de récurrence alternative que nousalimir n’est pas trés classique, mais il est
essentiel de le connaitre.

Soit g (n) une propriété définie sif
Siona:

i. o@2™) vraie pour chaque valeur m € N
i. pourneN,pn+1)= pn)

Alors g(n) est vraie pour touh € N .

Remargues

1. Dans i), on peut remplac2f* pars™ ous est un entier naturel plus grand ou égal a 2.
On peut remplacer de méra@ par une suite strictement croissante d’entiergifgs

2. Ce principe de récurrence s'adapte bien au cas laupropriété se démontre
facilement pour les puissances de 2 ou d’'un entieR2. L'originalité de ce principe
repose sur un principe de récurrence a rebours.
On ne prouve plus une propriétérdean + 1 mais den + 1 an en y adjoignant que
si une propriété estraie d’'un entier alors elle est vraie pour unangitrictement plus
grand.

V. INTUITION ET CONTRE-EXEMPLE EN MATHEMATIQUES

4.1. Introduction
L’intuition est une faculté d’exprimer une connaisse claire, directe et immédiate de la
Vérité sans l'aide du raisonnement. Elle peut &trduite aussi par pressentiment, faculté de
prévoir, de deviner : avoir l'intuition de I'avenidne intuition n’est pas forcément vraie.
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La recherche d'un contre-exemple est une méthodiséet pour prouver que certaines
affirmations, prétendant a un certain caractergéteralité sont fausses. Quand un énoncé
commence par « pour tout », il suffit pour prougaetil est faux, de trouver un élément (« il
existe... »), qui réalise les conditions imposéessddnypothése sans que ne soit vérifiée la
conclusion.

4.2. Role du contre-exemple
Le contre-exemple est utilisé trés tot dans laiguat mathématique soit pour dévaloriser une
conjecture, soit pour prouver qu'une propriété njess réalisée. La découverte d’'un contre-
exemple permet d'arréter la recherche d'une dématist ou d’affiner les hypotheses
nécessaires a la réalisation de la conclusion.

Exemple : Fermat conjectura que tous les nomfyres22” + 1 est premier, otn entier
naturel car il avait constaté que les nomigg, ,F, , F5,F, I'étaient.

Euler prouva que cette conjecture était fausse xibant le contre-exemple suivant : il
calcula tout simplemer&; qui vaut 4294967297 et qui est divisible par 641.

4.3. Intuition et contre-exemple
Un contre-exemple est parfois utilisé pour nier imtition. En effet 'exemple dans le
paragraphe précédent montre que : le contre-exed'iplder nie la conjecture de Fermat. Or
la conjecture vient de l'intuition. Donc on peutedgue le contre-exemple d’Euler contredit
l'intuition de Fermat.

Une intuition entraine la recherche d'un contreregke : c’est lintuition de dire qu’une
conjecture n’est pas vraie.

4.4. Importance de l'intuition et du contre-exemple
La méthode d’enseigner en faisant intervenir dastians suscite les attentions des éleves a
bien réfléchir et raisonner de maniere a ce qe@isprennent a bon escient ladite méthode
mise en question. En corollaire, ¢a contribue sulapression, voire abolition de la méthode
tres anti-pédagogique qu’'est-le «faire par coeDe.plus certains exercices demandent
guelques intuitions.

On se propose par exemple de factoriser I'expressiovante en classe de seconde :
fx)=x*+1

Si on pose = x2, le probléme est ramené au nombre complexe. @oiebre complexe
n’est pas au programme pour la classe de secomdes. &ons donc intérét de faire I'intuition
suivante f(x) = x* + 1

= x* + 2x% + 1 — 2x?(ajouter puis retrancher 2x?)
= (x* + 1) = (V2x)?

Le probléeme est donc ramené a l'identité remaraquabt- b = (a — b)(a + b).

56



Un autre exemple est de résoudre le systeme suivant
( x+y+z=29
{ x*+y*+2z* =289

xy =72

.

La résolution de ce systeme peut étre difficilersle traite par substitution uniqguement.
Nous avons donc intérét a faire I'intuition suivaen posanp = xy et s = x + y puis en
remarquant que? + y2 = (x + y)? — 2xy. Dans ce cas la résolution de ce systéme est plus
facile.

Le fait de donner des exercices faisant intervees contre-exemples, est un bon processus

pour la bonne compréhension de ce que la legconereuénir. ;Sl. xest pair

Prenons comme exemple I'applicatiprN +— N définie par f(x) =< 41 _ )
- Six est impair

En faisant quelques exemples, on constate questigsttive. Nous avons intérét a distinguer
intuitivement deux cas. En effet,

y = 2k est l'image de x = 4k et y = 4k + lest l'image de x = 4k + 2. D’ou f est
surjective.

f nest pas injectif. Il suffit de prendre le cagdexemple suivantl:# 2 et f(1) = f(2)

Pour conclure lintuition et le contre-exemple rattit beaucoup plus I'attention des éléves a
avoir un esprit créatif. Donc l'intuition et le doe-exemple mettent déja les éléves dans un
cadre de recherche qui peut étre poussé ultérieumtem
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Chapitre V . SUGGESTIONS POUR
L’AMELIORATION DE L'ENSEIGNEMENT DE
MATHEMATIQUES AU LYCEE.

« Choisis le meilleure. Bient6t I'habitude le readrgréable et facile »
Pythagore, philosophe et mathématicien grec,

VI¢ siécle avant J.C

|. Probléme fondamental
Le probleme fondamental et principal qui abaissdaux d’éleve scientifique est la non
acquisition des raisonnements mathématiques. @etteacquisition est due a I'absence de
'étude de la logique dans le programme scolairetteCabsence entraine l'insuffisance de
faculté de raisonner. De plus I'habitude de rédéerguestions ou les positions des problémes
aux examens donne un apercu profond de la question.

ll. Origine de ce probleme :

L’'incompétence de certains professeurs posgraimd probleme. Une des explications de
ce vice est occasionnée par l'insuffisance desepsafurs spécialisés en mathématiques. Par
conséquent, des enseignants ayant suivi d’autiesei comme la physique, les Sciences de
la vie et de la terre prennent leurs places. lbyssi la carence dans la formation universitaire
faute de bachotage ou pour une autre raison, &'éate que la logique de la démonstration
n'est pas bien approfondie par les professeursunivirsité et que les étudiants sont
accoutumeés a rechercher des formules toutes tagppliquer (recette de cuisine). En effet, il
y a certains points gqu’ils ne maitrisent pas eteléait, ils ne les font pas. Et, s’ils procédent a
les enseigner, le cours ne sera pas tres claimégepas de la méme facon que les professeurs
gui sont compétents en la matiere qu’ils les emszant.

La non acquisition de la démonstration dursaccasionne des impacts négatifs a savoir
'absence de la faculté de raisonner. En outrejolame horaire d’enseignement n’est pas
suffisant pour que les enseignants fassent de heigngx. Par conséquent, les exercices qu’on
donne aux éléves ne suffisent pas a bien appraftednatiere. C’est le cas dans beaucoup
des Lycée a Madagascar.

Les éleves réussissent a leurs examens grées sujets typiques. En d’autre terme, ils
s’entrainent, révisent et font méme par coeur tomiplement leurs lecons suivies des
exercices typiques. Et ce qui est trés néfaste eemut concerne la compréhension des
mathématiques. La paresse frappe la quasi-totlgéléves. Les enseignants sur tout au sein
d’'un établissement confessionnel ne font que lewgens afin que leurs éleves réussissent
sans penser a l'avenir futur de ces derniers awd,yd’'ou arrivées au Lycée, les éléves
n'arrivent plus a suivre les logiques dans les @rattiques et ne parviennent pas a raisonner
d’ou la tendance de faire par cceur subsiste tosjdigs enseignants pensent seulement a
I'effectif des éleves qui vont obtenir leurs bresvpar exemples.
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Il . Quelques conseils pour les éleves

Il faut que les éleves cherchent des moyes®Horcent a aimer leur propre professeur et
trouver des méthodes pour mieux comprendre, avoapercu sur la matiere. En plus, dans la
vie estudiantine des éleves, I'ambition figure pides facteurs de réussite. Cela signifie que
I'éleve doit avoir un certain objectif pour pouvaiieux avancer, en sachant que sa vie méme
est mise en jeu. C’est I'étude qu'il fait qui prépaon propre avenir. De l'autre coteé il faut
savoir aussi cotoyer des bons amis et aussi faureles exercices que les professeurs donnent
dés l'arrivée a la maison. L'étude requiert un eftte raisonner. En outre face aux examens,
lire attentivement les questions avant de répondre.

IV. Suggestion pour I'amélioration de I'enseignemeindes

mathématiques au niveau secondaire.
Trois grands cadres constituent le point d’améiiorad’acquisition des mathématiques :
cadre sociale, cadre pédagogique et cadre politigest en vue d’atténuer les vices dans ces
cadres que nous comptons donner des suggestions.

4.1 Suggestion dans le cadre sociale

La société apporte une contribution énorme a lastrassion de connaissance de

mathématiques. Néanmoins la réalité a Madagasemt pas conforme a ca, en effet les
parents ne peuvent pas discerner & bon esciemditance de la mathématique. En outre,
leurs utilités leur sont inconnues. Les conséquetes plus immédiates seraient que leurs
progénitures ne seraient assidues dans cette agarauleurs parents ne leur motiveront pas
assez. La tendance c’est le « littéralisme » darest destiné a former les hommes d’Etat qui
sont trés respectés. Mais heureusement des renmedsent. De plus, des mises en

connaissances de ces matieres scientifiques patiiersimplement ce probleme, les exposés,
les émissions télévisées. Mais pour ceux qui séjit mhitiés mais manquent de motivation,

les rallyes mathématiques, les olympiades leutiesgraienfaitrices.

4.2 Suggestion dans le cadre pédagogique
- I ne doit pas y avoir un grand écart entre le gsséur et I'éleve. Pour que
'enseignement soit compris, il faut se compormmme pere ou mére a I'égard des enfants,
entretenir des relations plus proches.
- Savoir créer 'ambiance aide également les élevasnar la matiere et étre assidu
pour assister au cours. lls ont plus de couragessprofesseurs se collaborent avec leurs
éleves et les incitent a travailler.
- Dans certains cas, la récompense est tres pragiguemmode pour encourager les
eléves a bien se concentrer et se focaliser @anadthématiques. A titre d’exemple, prenons
par exemple la bonification pour ceux qui arrivamépondre des questions difficiles.
- Vue l'intelligence de certains éléves, il y a ceux ne sont pas doués. Il faut que les
professeurs les aident en insistant sur quelquesspet en donnant des tas d’exercices.
- Les professeurs ne doivent pas se précipiter asxitags finaux de I'examen. Les
moyens mis en ceuvres doivent étre décortiquésga fa ce que les éleves inculquent dans
leurs tétes les explications acquises et les élargi
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- Les professeurs ont l'obligation de faire un tesé-gequis pour savoir les
connaissances antérieures des éleves et pour aanédiors niveaux.

- Les rappels sont nécessaires pour la mémorisdiience fait, avant d’entamer un
programme, il faut que les professeurs font depeigpet donnent une vue d’ensemble sur les
programmes de mathématiques qui suivent. De phgspiofesseurs doivent étre conscients
gue l'avenir de ses éléves est entre leurs mairne ejui exige la sécurité de sa part et
conscientiser aussi les éléves que leurs viesnsizets en jeux.

- Il est toujours recommandable que les professenmigeent de moins facile
jusqu”au plus difficile. Tout ¢a en vue d’assimmiles lecons et continuer une autre lecon.

- Un bon enseignement doit se faire du concret sstfalt. C’'est-a-dire prendre des
exemples concrets jusqu’a la déduction des prisogpeles théoremes ; dégager la réalité car
c’est plus compréhensible.

- A la fin de I'année, les professeurs doivent dordes exercices sur 'ensemble de
chapitres enseignés et si possible en résumardgstdes notions essentielles a retenir, les
corriger un par un mais en faisant participer leses.

Enfin, les professeurs doivent étre fiersleles fonctions. Ills doivent se bien conduire
devant ses éleves et étre les modéles aussi bieweau de la maniére de s’exprimer que sur
le plan matériel (effets vestimentaires). Un modgledoit étre imité par ses propres éléves.

4.3 Suggestion dans le cadre politique

Pour étre efficace dans le but de transmdt#s connaissances aux apprentis, ces
transmetteurs devront avoir une certaine compéten@st la principale fonction de I'Etat.
L’Etat institue des centres de formation en vue deectifs précités. Des exemples sont
nombreux Ecole Normale Supérieure, Ecole Normaleedil Il. Les gens qui ont acheveés
leur formation sont donc les mieux qualifiés eteapa faire cette tache. Mais encore un
probleme sérieux, les recrutements ne sont pasadsarpour ne pas dire que 'essentiel. Ces
diplomés n’obtiennent pas de travail mais chomemtdpnt certains temps. De plus, pour
ceux qui sont embauchés leurs qualifications n¢ gas suffisantes car ils sont choisis pour
leur peu de rémunérations. Un autre pavé dans teepra rapport entre professeur éleve est
tres disproportionnel. Pour en finir avec ce proi#ele concours de I'Etat est plus que
nécessaire. Un effort a grande échelle doit éfiecefé en vue de recrutement des dipldmés
jugés aptes a transmettre les connaissances. Emnld&iat doit favoriser les réunions inter-
professeur en vue de partage d’expérience.

Un fait nous le fait bien comprendre : avanaml I'étude de la logique figure dans le
programme de seconde le taux d'éleves scientifigast bien supérieure a celui
d’aujourd’hui. La raison en est que la logique teehatiere fondamentale n’est pas incluse
dans le programme. Par conséquent les apprengistificues ont une compréhension vague
de cette discipline : ils tendent plutét a mémarles facons de répondre plutdét que de bien
saisir le fond du probléme. Il n’est donc pas @eaque beaucoup d’apprentis se perdent. La
solution qui s’offre a tout ceci ce que I'Etat pan omniprésence édicte a la lettre I'inclusion
de I'étude de la logique et méthodes de raisonnemiams le programme scolaire.
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CONCLUSION GENERALE

Ainsi, on a pu connaitre le long de ce mémoireskese du «raisonnement
mathématique ». Sur ce, on a parlé du raisonnemattiématique et ces concepts de base
tout en déduisant des suggestions pour 'amélarate I'enseignement de cette discipline au
niveau Lycee. Par suite, I'exposé permet par leshda son contenu d’élucider les pensées
non seulement les étudiants mais aussi les persmumeernées. Ainsi nos études sont axées
sur « les raisonnements classiques » que les apypseauront besoin pour bien comprendre le
fondement de mathématique. Car il est vrai queda compréhension et le manque de
maitrise de ces notions d’autre part font I'objetla négligence et conduit a la fuite de la série
scientifique qui est laissée au dépend de la b&érire.

D’ailleurs, plusieurs raisons peuvent expliquemn@@que mais on a retenu celles qui
sont liées au milieu ou I'étudiant vit c’est-a-dieecadre social, il y a celles qui sont d’ordre
pédagogique et enfin d’ordre politique.

En conclusion, il est important de sensibiliser pegents sur l'importance de la
mathématique méme si cela n'est pas de leurs cemgex afin qu’ils puissent inciter leurs
enfants. Cela peut se faire en diffusant des éomsdgélévisées, en organisant des olympiades
ou des rallyes mathématiques. Du point de vue mgdage, le maitre en tant que reflet des
bonnes idées, devra étre le meilleur modéle enpot de vue. Concernant I'enseignement,
il devra aussi étre la source d’inspiration posgré&ves vu que la mathématique fait parti des
disciplines difficiles a comprendre. Ainsi I'envitoement doit étre axé sur les éleves afin
gu'’ils aient de I'empressement dans I'apprentissigéa matiére. Du point de vue politique,
la revalorisation et la reconsidération des cadiedormations des maitres aussi bien des
classes primaires que secondaire du premier ehdanales a I'image de 'ENS ainsi que la
mise en place d’un bon concept et fondamental dieésye éducatif est vivement souhaité.

Dans cet ouvrage, on a parlé du raisonnement legigupliqué en mathématique .En
effet, il y a encore des domaines ou on peut apetide raisonnement logiqgue, comme en
électricité, en informatique (intelligence artiBt). Nous encourageons ceux qui désireront
approfondir leurs recherches dans ces domaines.
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A nos lecteurs :

Il est difficile d’achever un ceuvre parfait. Towr#ique, toute suggestion en vue de
'amélioration de cet ouvrage est le bienvenu.
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