
THÈSE
En vue de l’obtention du

DOCTORAT DE L’UNIVERSITÉ DE TOULOUSE
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Arnaud Chéritat Directeur de Recherche Université de Bordeaux
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Merci aussi à Laurent Bartholdi, François Berteloot, Arnaud Chéritat et Pascale
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Introduction

Motivations.
On note S := P1(C) la sphère de Riemann. D’après le Théorème d’Uniformi-

sation, toute surface compacte de genre 0 munie d’une structure projective est
isomorphe à S. Pour d ≥ 1, notons Ratd l’ensemble des fractions rationnelles
f : S → S de degré d. En particulier, Aut(S) := Rat1 est l’ensemble des transfor-
mations de Moebius. Il agit sur Ratd par conjugaison :

Aut(S)× Ratd ∋ (φ, f) 7→ φ ◦ f ◦ φ−1 ∈ Ratd.

Le quotient ratd de Ratd par cette action de Aut(S) est l’un des objets d’étude
principal du chercheur en dynamique holomorphe. Il est non compact et il serait
intéressant de trouver une “bonne” compactification, c’est à dire une compactifi-
cation qui rende compte des propriétés dynamiques des éléments au voisinage des
points rajoutés.

Considérons une suite de classes de conjugaison de fractions rationnelles diver-
gentes dans ratd. Les valeurs d’adhérence des suites de représentants (fn)n sont des
applications constantes ou de degré strictement inférieur à d. Mais même lorsque
toutes les valeurs d’adhérence sont des constantes, il arrive que l’on trouve un
certain k ≥ 1 pour lequel (fkn)n converge vers une fonction g non-constante et
donc dynamiquement intéressante. On dit que g est une limite renormalisée.
On voudrait proposer une compactification qui rende compte de ce phénomène.

Supposons que l’on ait une telle suite (fn)n et un tel k ainsi qu’une telle limite g.
Comme g est non constante, elle a des points périodiques et pour n assez grand, les
applications fn ont des points périodiques proches. Pour que notre compactification
détecte ces points périodiques, une façon naturelle de faire est de travailler avec
des suites de fractions rationnelles dynamiquement marquées.

Soit X un ensemble fini de plus de trois éléments.

Définition (Sphère marquée). Une sphère marquée (par X) est une injection
x : X → S.

Un portrait F de degré d ≥ 2 est une paire (F, deg) où
– F : Y → Z est une application entre des ensembles finis Y et Z et
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– deg : Y → N− {0} est une fonction vérifiant

∑

a∈Y

(
deg(a)− 1

)
= 2d− 2 et

∑

a∈F−1(b)

deg(a) = d pour tout b ∈ Z.

Typiquement, Z ⊂ S est un ensemble fini, F : Y → Z est la restriction d’une
fraction rationnelle F : S → S à Y := F−1(Z) et deg(a) est le degré local de F
en a. Dans ce cas, la formule de Riemann-Hurwitz et les conditions sur la fonction
deg impliquent que Z contient l’ensemble VF des valeurs critiques de F et donc
que F : S− Y → S− Z est un revêtement.

Définition (Fraction rationnelle marquée). Une fraction rationnelle marquée par
F est un triplet (f, y, z) où

– f ∈ Ratd
– y : Y → S et z : Z → S sont des sphères marquées,
– f ◦ y = z ◦ F sur Y et
– degy(a)f = deg(a) pour a ∈ Y .

Si (f, y, z) est marquée par F, on a le diagramme commutatif suivant :

Y
y //

F
��

S

f
��

Z z
// S

Supposons de plus que X ⊆ Y ∩ Z.

Définition (Fraction rationnelle dynamiquement marquée). Une fraction ration-
nelle dynamiquement marquée par (F, X) est une fraction rationnelle (f, y, z)
marquée par F telle que y|X = z|X .

On notera RatF l’ensemble des fractions rationnelles marquées par F et RatF,X
l’ensemble des fractions rationnelles dynamiquement marquées par (F, X).

Le groupe Aut(S) agit sur RatF par pré-composition et post-composition : une
paire de transformations de Moebius (φ, ψ) ∈ Aut(S) × Aut(S) envoie la fraction
rationnelle marquée (f, y, z) ∈ RatF sur

(φ ◦ f ◦ ψ−1, ψ ◦ y, φ ◦ z) ∈ RatF

comme indiqué sur le diagramme commutatif suivant :

Y
y //

F
��

S

f
��

ψ // S

φ◦f◦ψ−1

��
Z z

// S
φ

// S

On notera ratF le quotient de RatF par l’action de Aut(S)× Aut(S).
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De même, le groupe Aut(S) agit sur RatF,X par conjugaison : une transforma-
tion de Moebius φ ∈ Aut(S) envoie la fraction rationnelle dynamiquement marquée
(f, y, z) ∈ RatF,X sur

(φ ◦ f ◦ φ−1, φ ◦ y, φ ◦ z) ∈ RatF,X .

On notera ratF,X le quotient de RatF,X par l’action de Aut(S).
D’après les travaux d’Adam Epstein et Xavier Buff, ratF et ratF,X sont des

variétés lisses. Si cardX ≥ 3, si (f, y, z) ∈ RatF, alors f est déterminée par la
paire de sphères marquées (y, z). En effet, une fraction rationnelle est entièrement
déterminée par la connaissance des pré-images, avec multiplicités, de n’importe
quel triplet de points. Ainsi [F ] ∈ rat F,X vit naturellement dans le produit des
espaces des modules des sphères à points marqués par Y et par Z. Rappelons la
définition de ces espaces.

Définition (Espace des modules). L’espace des modules ModX est l’espace des
sphères marquées par X modulo post-composition par des transformations de Moe-
bius.

Il existe une compactification naturelle de ModX introduite par Deligne et
Mumford dans [DM].

Ainsi le point de vue de ce manuscrit est de considérer ratF comme un sous es-
pace de ModY ×ModZ , de le compactifier via une compactification correspondante
à celle de Deligne-Mumford. Nous allons voir que les éléments de cette compactifi-
cation peuvent être identifiés à des classes d’isomorphismes de revêtements d’arbres
de sphères possédant une dynamique et que l’existence d’une sphère périodique
correspond à celle d’une limite renormalisée.

Plan. Dans le chapitre 1, nous introduisons la notion de revêtements d’arbres de
sphères. Un arbre de sphères T marqué par X est la donnée de :

– un arbre combinatoire T dont les feuilles sont les points de X, et
– pour chaque sommet interne v de T , une injection iv : Ev → Sv de l’ensemble
Ev des arêtes adjacentes à v dans une sphère topologique Sv.

On note Xv := iv(Ev) et av : X → Sv l’application définie par av(x) := iv(e) si x
et e sont dans la même composante connexe de T − {v}.

Un revêtement F : T Y → T Z entre deux arbres de sphères marqués par Y et
Z est la donnée de

– une application continue F : T Y → TZ qui envoie feuilles sur feuilles, som-
mets internes sur sommets internes, et arêtes sur arêtes,

– pour chaque sommet interne v de T Y et w := F (v) de TZ , un revêtement
ramifié fv : Sv → Sw vérifiant les trois conditions suivantes :
– la restriction fv : Sv − Yv → Sw − Zw est un revêtement,
– fv ◦ iv = iw ◦ F ,
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– si e est une arête reliant v et v′, alors le degré local de fv en iv(e) est égal
au degré local de fv′ en iv′(e).

Nous verrons qu’un revêtement d’arbres de sphères F a un degré, noté deg(F).
Dans le chapitre 2, nous montrons que nous pouvons associer un système dyna-

mique à certains revêtements d’arbres de sphères. Plus précisément, nous dirons
que (F , T X) est un système dynamique d’arbres de sphères si :

– F : T Y → T Z est un revêtement d’arbres de sphères,
– T X est un arbre de sphères compatible avec T Y et T Z , c’est-à-dire :
– X ⊆ Y ∩ Z
– chaque sommet interne v de TX est un sommet interne commun à T Y et
TZ ,

– SXv = SYv = SZv et
– aXv = aYv |X = aZv |X .

Les revêtements de sphères marquées (une sphère marquée est une injection
de X dans S) dynamiques jouent un rôle particulier car nous verrons qu’ils sont
identifiés à des éléments de Ratd.

Soit (F , T X) un système dynamique d’arbres de sphères. Un cycle de sphères de
période p ≥ 1 est une collection de sphères (Svk)k∈Z/pZ où les vk sont des sommets
internes de TX vérifiant F (vk) = vk+1. Son degré est le produit des degrés des
revêtements le long du cycle. On dit que le cycle est critique si son degré est au
moins 2. On dit que le cycle est post-critiquement fini si toutes les orbites des
points critiques des revêtements le long du cycle sont finies (en particulier si le
cycle est de degré 1).

Théorème 1. Si (F , T X) est un système dynamique d’arbres de sphères alors il y
a au plus 2deg(F)−2 cycles de sphères critiques qui ne sont pas post-critiquement
finis.

Les sphères marquées s’identifient naturellement avec des arbres de sphères
marqués n’ayant qu’un seul sommet interne, les fractions rationnelles marquées
avec des revêtements de sphères marquées, et les fractions rationnelles dynami-
quement marquées avec des systèmes dynamiques de sphères marquées.

Dans le chapitre 3, nous considérons des revêtements holomorphes d’arbres de
sphères marqués munis d’une structure projective. Nous introduisons les notions
de convergence :

– d’une suite de sphères marquées vers un arbre de sphères marquées,
– d’une suite de revêtements de sphères marquées vers un revêtement d’arbres
de sphères marqués,

– d’une suite de systèmes dynamiques de sphères marquées vers un système
dynamique d’arbres de sphères marqués.

Nous établirons des propriétés des systèmes dynamiques d’arbres de sphères marqués
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qui sont limites de systèmes dynamiques de sphères marquées ainsi qu’une classi-
fication de ce qui arrive en degré 2.

Théorème 2. Soit (F , T X) un système dynamique d’arbres de sphères de degré 2,
dont le portrait F possède trois feuilles fixes non critiques. Supposons que (F , T X)
soit limite d’une suite de revêtements de sphères marquées dont la classe dans rat2
diverge. Alors

– l’application F a au plus deux cycles critiques de sphères et ils sont de degré
2 ;

– s’il y en a un, le sommet w0 séparant les trois points fixes est fixe et fw0
est

d’ordre fini k0.
Notons v0 le sommet séparant w0 et les deux feuilles critiques, alors

1. soit v0 est oublié par F
k avec k < k0, alors v0 n’est pas périodique et il y a au

plus un seul cycle qui est alors de période k′0 ≥ k0 et son revêtement associé
a un point fixe super-attractif ;

2. soit v0 n’est pas oublié par F k0 ; dans ce cas v0 est périodique de période k0
et

(a) son revêtement associé a un point fixe parabolique ;

(b) s’il y a un second cycle critique alors il est de période k′0 > k0, son
revêtement associé a un point fixe super-attractif et celui associé à v0 a
un point critique qui est une préimage itérée du point fixe parabolique.

Dans le chapitre 4 nous passons au quotient sur les classes d’isomorphismes
d’arbres de sphères et donnons une topologie à cet ensemble compatible avec les
notions de convergences définies précédemment. Nous rappelons alors comment les
éléments de la compactification de Deligne-Mumford des sphères à points marqués
peuvent être interprétés comme des arbres de sphères à points marqués et d’où
provient sa structure de variété projective.

Dans le chapitre 5 nous passons au quotient sur les classes d’isomorphismes
de revêtements d’arbres de sphères (non dynamiques) et donnons une topologie à
cet ensemble compatible avec les notions de convergences définies précédemment.
Nous en déduisons notamment une compactification de ratF.

Dans le chapitre 6 nous faisons de même sur les revêtements dynamiques d’arbres
de sphères et identifions ratF,X avec les systèmes dynamiques de sphères. Nous don-
nons alors une compactification de ratF,X dont les éléments ajoutés s’interprètent
en terme de systèmes dynamiques sur des arbres de sphères :

Théorème 3. Les éléments du compactifié de ratF,X sont naturellement associés
à des systèmes dynamiques d’arbres de sphères.

Nous explorerons alors le lien entre systèmes dynamiques d’arbres de sphères
et limites renormalisées. Nous en concluons par exemple que les théorèmes 1 et 2
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re-démontrent les résultats de J.Kiwi dans [K2] et [K3], ce qui sera explicité dans
le chapitre 7, où nous identifions quelques travaux existants qui ont un fort lien
ou une ré-interprétation avec les travaux de cette thèse.

xii



Chapitre 1

Objets non dynamiques

1.1 Arbres combinatoires

1.1.1 Arbres et sous-arbres

Définition 1.1 (Graphe). Un graphe T est la réunion disjointe

– d’un ensemble fini V appelé ensemble des sommets et
– et d’un ensemble fini E d’éléments de la forme {v, v′} avec v, v′ ∈ V , appelé
ensemble d’arêtes.

On dit que {v, v′} est une arête entre v et v′. Pour tout v ∈ V on note Ev
l’ensemble des arêtes contenant v. On appelle valence de v et note val(v) le cardinal
de Ev.

Dans un graphe T , un chemin est une application injective t : [1, k] → T telle
que pour j ∈ [1, k − 1],

– si t(j) est un sommet, alors t(j + 1) est une arête et t(j + 1) ∈ Et(i) et
– si t(j) est une arête, alors t(j + 1) est un sommet et t(j) ∈ Et(j+1).

On dit que ce chemin relie t(1) à t(k). On confondra souvent par abus le chemin
et son image.

Définition 1.2. Un graphe est dit connexe si toute paire de sommets distincts est
reliée par un chemin.

Dans un graphe T , un cycle est une application injective t : Z/kZ → T telle
que pour j ∈ [1, k − 1],

– si t(j) est un sommet, alors t(j + 1) est une arête et t(j + 1) ∈ Et(j) et
– si t(j) est une arête, alors t(j + 1) est un sommet et t(j) ∈ Et(j+1).

Définition 1.3 (Arbre). On appelle arbre tout graphe connexe et sans cycle.
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Figure 1.1 – Un exemple d’arbre où les sommets sont schématiquement
représentés par des points et les arêtes entre sommets par des segments reliant
les points correspondants.

La non existence de cycle est équivalente à l’unicité des chemins reliant deux
sommets fixés (voir par exemple [Di, Theorem 1.5.1]).

Définition 1.4. Si T est un arbre, on notera [v1, v2] l’unique chemin de T reliant
v1 à v2.

Le chemin t sera souvent noté aussi [t(1), t(3), t(5), . . . , t(k))] si t(1) et t(k) sont
des sommets ou ]t(2), t(4), t(6), . . . , t(k − 1))[ si t(1) et t(k) sont des arêtes.

Notons qu’un sous-graphe connexe d’un arbre est un graphe connexe et sans
cycles. C’est donc un arbre. On parle alors de sous-arbre.

Dans un arbre, on appelle feuille tout sommet de valence 1. On appelle sommets
internes les sommets de valence plus grande. On note IV l’ensemble des sommets
internes (IV pour ”Internal Vertex”).

1.1.2 Topologie

Un graphe T sera muni de la topologie pour laquelle les fermés sont les sous-
graphes de T .

Alors, les parties connexes T ′ de T sont celles telles que deux éléments distincts
de T ′ peuvent toujours être reliés par un chemin dont l’image est contenue dans
T ′

Définition 1.5 (Composante connexe). Si T ′ est une partie d’un graphe T , on
appelle composante connexe de T ′ toute partie connexe de T ′ maximale pour l’in-
clusion.
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v

v'

e

Figure 1.2 – Sur cet exemple, la branche Bv(e) (ou Bv(v
′)) est représentée en

bleu.

Définition 1.6 (Branche). Si v est un sommet d’un arbre T et si ⋆ ∈ T −{v}, on
appelle branche de ⋆ sur v, et on note Bv(⋆), la composante connexe de T − {v}
qui contient ⋆.

Soit v ∈ V . Comme T est un arbre, pour tout élément ⋆ ∈ T−{v}, on trouve un
unique chemin reliant v à ⋆. Ce chemin, par définition, contient une unique arête
e ∈ Ev. Cela montre que toute branche sur v est de la forme Bv(e) avec e ∈ Ev.

Une des principales caractéristiques des branches, c’est qu’elles contiennent au
moins une feuille.

Lemme 1.7. Dans un arbre ayant au moins deux sommets, toute branche contient
au moins une feuille.

Démonstration. Prenons un sommet v et une arête e ∈ Ev d’un arbre ayant au
moins deux sommets. Si Bv(e) ne contenait pas de feuilles, on pourrait créer des
chemins de longueur infinie. En effet, comme e est une arête, il y a nécessairement
au moins un chemin reliant v à un autre sommet v′(par le chemin (e)) et si ce
sommet n’est pas une feuille, il possède une autre arête et on peut recommencer
cette étape à partir du sommet v′. La possibilité d’un chemin infini contredit la
finitude du nombre de sommet d’un arbre. �

Définition 1.8 (Anneau). Si v1 et v2 sont deux sommets internes de T , l’anneau
A :=]]v1, v2[[ est l’intersection des deux branches Bv1(v2) et Bv2(v1). On définit
aussi [[v1, v2]] := A.
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Notons que A = A ∪ {v1, v2}. Plus généralement, on peut donner la définition
suivante.

Définition 1.9. Si V ′ est un ensemble de sommets internes de T , on pose

]]V [[:=
⋂

v,w∈V

v 6=w

Bv(w) et [[V ]] := ]]V [[.

Il se peut que ]]V [[ soit l’ensemble vide.

1.1.3 Caractéristique

Dans ce qui suit, nous introduisons un objet dit caractéristique qui est sem-
blable à la caractéristique d’Euler et nous servira quand nous aurons introduit les
revêtements d’arbres de sphères à énoncer une formule de Riemann-Hurwitz.

Définition 1.10 (Caractéristique d’une partie). La caractéristique d’un sommet
v d’un graphe T est

χT (v) := 2− val(v).

La caractéristique d’une partie T ′ de T est l’entier relatif

χT (T
′) :=

∑

v∈V ∩T ′

χT (v).

On notera simplement χ(T ′) lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité. Voir Figure 1.3
pour un exemple.

Lemme 1.11. Pour tout arbre T , on a χT (T ) = 2.

Démonstration. Observons d’abord que dans un graphe, chaque sommet v est
relié à val(v) arêtes et chaque arête est reliée à 2 sommets. Par conséquent,

∑

v∈V

val(v) = 2card(E).

Par ailleurs, dans un arbre, on a la relation cardV = cardE + 1 (voir par exemple
[Di, Corollaire 1.5.3]). Par conséquent

χT (T ) =
∑

v∈V

(
2− val(v)

)
= 2cardV − 2cardE = 2.

�

Rappelons que l’adhérence d’une partie est le plus petit fermé la contenant (cf
figure 1.3).
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Figure 1.3 – À gauche un ouvert connexe de T ′ en bleu de caractéristique -2 et
à droite T

′
en vert.

Définition 1.12. Si T ′ ⊆ T , on note
– T

′
l’adhérence de T ′ dans T et

– ∂TT
′ := T

′ − T ′ la frontière de T ′ dans T .

Lemme 1.13. Si T ′ est un ouvert connexe de T , alors la frontière ∂TT
′ est l’en-

semble des sommets v ∈ T −T ′ appartenant à une arête de T ′. L’adhérence T
′
est

un sous-arbre de T dont l’ensemble des sommets internes est IV ∩ T ′.

Démonstration. L’adhérence de T ′ est le plus petit sous-graphe de T contenant
T ′. Il doit contenir tous les sommets v ∈ T appartenant à une arête de T ′. Il
n’y a pas besoin de rajouter d’autres sommets ou d’autres arêtes pour obtenir un
graphe. Cela montre que ∂TT

′ est l’ensemble des sommets v ∈ T −T ′ appartenant
à une arête de T ′.

L’adhérence d’un ouvert connexe est un sous-graphe connexe de T . C’est donc
un sous-arbre de T . Les sommets de ∂TT

′ sont des feuilles de T
′
sinon T ′ = T

′−∂TT ′

ne serait pas connexe. Comme T ′ est ouvert, pour tout sommet v de T ′, on a
Ev ⊂ T ′. Par conséquent la valence de v dans T

′
est la même que celle de v dans

T . Cela montre que les sommets internes de T
′
sont les sommets internes de T

contenus dans T ′. �

Lemme 1.14. Si T ′ est une partie non vide, ouverte et connexe de T , alors

χT (T
′) = 2− card∂TT

′.

Démonstration. Dans T
′
, chaque sommet v de T ′ a valence val(v) et chaque

sommet de ∂TT
′ a caractéristique 1. D’après le lemme 1.11, on a

2 = χT (T
′
) =

∑

v∈V ∩T ′

χT (v) +
∑

v∈∂TT ′

χT (v) = χT (T
′) + card∂TT

′.

�
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Lemme 1.15. Soit T’ une partie non vide, ouverte et connexe de T. On a

1. χT (T
′) ≤ 2 ;

2. χT (T
′) = 2 ssi T ′ = T ;

3. χT (T
′) = 1 ssi T ′ est une branche de T .

4. χT (T
′) = 0 ssi T ′ est un anneau de T .

Démonstration. D’après le lemme précedent, χT (T
′) = 2− card∂TT

′.
1) évident.
2) χT (T

′) = 2 ssi ∂TT
′ = ∅ ssi T ′ est à la fois ouverte et fermée ssi T ′ = T .

3) Si T ′ est une branche sur un sommet v, alors ∂TT
′ = {v} et donc χT (T ′) = 1.

Réciproquement, si χT (T
′) = 1, alors ∂TT

′ contient un unique sommet v. On note
e = {v, v′} l’arête de T ′ contenant v et on pose B := Bv(e). Comme T ′ est connexe,
contenue dans T −{v} et contient e, on a T ′ ⊆ B. Etant donné que T ′ ∩B = ∅, la
branche B est la réunion disjointe des deux ouverts T ′ et B−T ′

= B−T ′. Comme
B est connexe, on a B − T ′ = ∅ et donc B = T ′.

4) Si T ′ est un anneau ]]v1, v2[[, alors ∂TT
′ = {v1, v2} et donc χT (T

′) = 0.
Réciproquement, si χT (T

′) = 0, alors ∂TT
′ contient exactement deux sommets v1

et v2. Les deux sommets v1 et v2 étant dans la frontière de T ′, on a forcément
T ′ ⊆ A :=]]v1, v2[[. Comme précédemment, on peut alors écrire A = T ′ ⊔ (A− T ′

)

et en déduire que A− T ′ = A− T ′
= ∅. Par conséquent, A = T ′. �

1.2 Application d’arbres combinatoires

Définition 1.16 (Application d’arbres). Une application F : T → T ′ est une
application d’arbre si

– T et T ′ sont des arbres ;
– l’image d’un sommet est un sommet : F (V ) ⊆ V ′ ;
– l’image d’une arête entre deux sommets est l’arête entre les images de ces
sommets : si {v, w} ∈ E, alors F ({v, w}) = {F (v), F (w)} ∈ E ′.

Dans la suite de cette partie, F : T → T ′ est une application d’arbres.
Observons que si U est un sous-graphe de T , alors F (U) est un sous-graphe de

T ′ et inversement, si U ′ est un sous-graphe de T ′, alors F−1(U ′) est un sous-graphe
de T . En particulier, la préimage des fermés sont des fermés :

Proposition 1.17. Les applications d’arbres sont continues, et l’image d’un sous-
arbre est un sous-arbre.

Démonstration. L’image d’un connexe par une application continue est un
connexe. �
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F

Figure 1.4 – Un exemple d’application d’arbres : l’image d’un sommet est le
sommet qui se trouve sur la même ligne horizontale que celui-ci. Notons qu’il n’y
a pas forcément surjectivité !

1.3 Arbres de sphères

Par la suite, X, Y et Z désigneront des ensembles finis contenant au moins 3
éléments.

Définition 1.18 ( Arbre marqué). Un arbre T marqué par X est un arbre dont
les feuilles sont les éléments de X.

Un arbre marqué par X sera noté TX . Tout objet Obj relié à T ⋆ sera noté Obj⋆.
Par exemple EY est l’ensemble des arêtes de T Y .

Définition 1.19 (Arbre de sphères marqué). Un arbre de sphères T X (marqué
par X) est la donnée de :

– un arbre combinatoire TX et
– pour tout sommet interne v de TX ,
– une sphère topologique Sv et
– une injection iv : Ev → Sv.

Lorsque l’arbre combinatoire ne possède qu’un unique sommet interne, on parle
de sphère marquée (par X).

Pour e ∈ Ev, on dira que iv(e) est le point d’attache de e sur v. Pour simplifier les
notations on notera souvent ev := iv(e) et même parfois iv(v

′) := ev si v
′ ∈ Bv(e).

On définit Xv := iv(Ev) l’ensemble des points d’attache sur la sphère Sv.
Remarque 1.20. Se donner les applications iv : Ev → Sv, c’est la même chose
que de se donner des applications av : X → Sv telles que av(x1) = av(x2) si et
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Figure 1.5 – Un arbre de sphères dont l’arbre combinatoire est le même que celui
de la figure 1.2

seulement x1 et x2 sont dans la même branche sur v, c’est à dire av(x) := iv(e) si
x appartient à Bv(e). On notera parfois T := (T, (av)v∈IV ).

Exemple. [Sphères marquées] Un arbre marqué par X ne possédant qu’un seul
sommet interne est équivalent à la donnée de ce sommet et d’une injection de X
dans ce dernier. On parle alors de sphère marquée.

1.4 Revêtement d’arbres de sphères

1.4.1 Définitions et degré

Un revêtement d’arbre de sphères est l’enrichissement d’une application d’arbre
combinatoire par la donnée en chaque sommet d’un revêtement ramifié dont le lieu
de ramification est contenu dans l’ensemble des points d’attache des arêtes.

Définition 1.21 (Revêtement). Un revêtement d’arbre de sphères F : T Y → T Z
est la donnée de :

– une application d’arbres F : T Y → TZ qui envoie feuilles sur feuilles et
sommets internes sur sommets internes ( F (Y ) ⊆ Z et F (IV Y ) ⊆ IV Z ) et

– pour tous sommets internes v ∈ IV Y et w := F (v) ∈ IV Z, un revêtement
topologique ramifié fv : Sv → Sw tel que

1. la restriction fv : Sv − Yv → Sw − Zw est un revêtement ;

2. fv ◦ iv = iw ◦ F sur Ev ;

3. si e = {v1, v2} ∈ EY est une arête entre deux sommets internes, alors
degev1fv1 = degev2fv2.
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Exemple. [Revêtement de sphères] Un revêtement d’arbre de sphères F : T Y → T Z
tel que T Y et T Z sont des sphères marquées (d’uniques sommets respectifs v et v′)
est équivalent à la donnée d’un revêtement ramifié entre les uniques sommets in-
ternes de T Y et T Z qui tel que les points d’attache d’arêtes sont les pré-images des
points d’attache d’arêtes et qu’ils contiennent les points de ramification. On parle
alors de revêtement de sphères marquées et on confond F et le triplet (fv, a

Y
v , a

Z
v′).

Pour tout sommet interne v ∈ IV Y , on notera pour simplifier deg(v) := deg(fv).
De même pour tout x ∈ Sv on notera deg(x) := degxfv. La condition 3 assure que
l’on peut définir un degré pour toute arête e entre deux sommets internes v1 et v2
de T Y , que l’on notera

deg(e) := degev1fv1 = degev2fv2 .

Toute feuille y ∈ Y est reliée à un unique sommet interne v par une arête e, on
peut donc définir

deg(y) := deg(e) := degevfv.

Ceci définit une application degré pour l’application F : Y → Z.

Définition 1.22. On appelle sommet critique (resp. feuille critique) de F tout
sommet de T Y (resp. toute feuille y ∈ Y ) ayant un degré supérieur à 1. On appelle
alors mult (y) := deg(y) − 1 la multiplicité de y. On note CritF l’ensemble des
feuilles critiques de F .

Pour chaque sommet v de TZ et pour chaque arête e de TZ on peut définir

Dv :=
∑

v′∈F−1(v)

deg(v′) et De :=
∑

e′∈F−1(e)

deg(e′).

Lemme 1.23. Si e ∈ Ev, alors De = Dv.

Démonstration. Si v est une feuille, alors les pré-images v′ de v sont les feuilles
sur lesquelles sont rattachées les pré-images e′ de e. Le résultat est évident puisque
par définition deg(v′) = deg(e′).

Si v est un sommet interne, notons X l’ensemble des points x qui appartiennent
à une sphère Sv′ avec F (v′) = v et fv′(x) = ev. Soit x ∈ X. Etant donné que
ev ∈ Zv et que fv′ : Sv′ − Yv′ → Sv − Zv est un revêtement, on a nécessairement
x ∈ Yv′ . Par conséquent, x est le point d’attache d’une arête e′ de T Y qui s’envoie
nécessairement sur e. Inversement, si F (e′) = e, alors e′ est attachée à une sphère
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Figure 1.6 – Un revêtement d’arbre de sphères de degré 3. La sphère du niveau
le plus haut est envoyée par un revêtement de type z3, les deux sphères reliant c2
à celle-ci sont envoyées avec un revêtement de type z3 sur leurs images, les autres
par un revêtement de type identité.

v′ ∈ F−1(v) en un point x ∈ X. On a donc

De =
∑

e′∈F−1(e)

deg(e′) =
∑

x∈X

deg(x)

=
∑

v′∈F−1(v)

∑

x∈f−1

v′
(ev)

deg(x) =
∑

v′∈F−1(v)

deg(v′) = Dv.

�

Par conséquent, si e est une arête entre deux sommets v et w, alors Dv = De =
Dw. Comme l’arbre TZ est connexe, ce nombre est donc constant. Il ne dépend ni
de e ni de v. On note D ce nombre que l’on appelle le degré de F .
Corollaire 1.24. L’application F : T Y → TZ est surjective.

Démonstration. Pour tout sommet v de TZ , on a Dv 6= 0. �

Le lemme suivant et son corollaire permettent de visualiser la disposition de
l’ensemble des sommets critiques sur un arbre.

Lemme 1.25. Soit F : T Y → T Z un revêtement d’arbres de sphères. Tout sommet
critique appartient à un chemin reliant deux feuilles critiques et dont tous les
sommets sont critiques.
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Démonstration. Soit v un sommet critique de F . Alors fv a au moins deux
points critiques distincts. Il y a donc au moins deux arêtes critiques attachées à v.
Donc v est sur un chemin constitué de sommets critiques.

Soit [v1, v2] un tel chemin composé d’un nombre maximal de sommets. Par
maximalité du chemin, il n’y a qu’une seule arête critique attachée sur v1. Si v1
n’était pas une feuille, alors fv1 n’aurait qu’un seul point critique, ce qui n’est
pas possible. Donc v1 est une feuille. De même, v2 est une feuille, ce qui donne le
résultat annoncé. �

Rappelons que la caractéristique d’un sommet v de TX est χTX (v) := 2−val(v),
c’est-à-dire la caractéristique d’Euler de Sv −Xv.

On a une formule de Riemann Hurwitz naturelle pour les revêtements d’arbres
de sphères où χT fait l’office de caractéristique d’Euler.

Proposition 1.26 (Formule de Rieman-Hurwitz). Soit F : T Y → T Z un revêtement
de degré D. Soit T ′′ un sous-graphe de TZ et T ′ := F−1(T ′′). Alors

χTY (T ′) = D · χTZ (T ′′)−
∑

y∈CritF∩T ′

mult (y).

Démonstration. Si v′′ ∈ IV Z , alors la formule de Riemann-Hurwitz donne
directement

∑

v′∈F−1(v′′)

χTY (v′) =
∑

v′∈F−1(v′′)

deg(v′) · χTZ (v) = D · χTZ (v′′). (1.1)

Par ailleurs, comme la caractéristique d’une feuille est 1, pour toute feuille y de
T Y ,on a

χTY (y) = deg(y)−mult (y).

Par conséquent, pour toute feuille z ∈ Z, on a la relation

∑

y∈F−1(z)

χTY (z) =
∑

y∈F−1(z)

deg(y)−mult (y) = D ·χTZ (z)−
∑

y∈F−1(z)

mult (y). (1.2)

En sommant les égalités (1.1) et (1.2) pour tous les sommets v′′ ∈ IV Z ∩ T ′′ et
toutes les feuilles z ∈ T ′′ ∩ Z, on reconnâıt la formule souhaitée. �

1.4.2 Conséquences de la formule de Riemann-Hurwitz

Corollaire 1.27. Si F : T Y → T Z est un revêtement de degré D, alors l’arbre
T Y a 2D − 2 feuilles critiques comptées avec multiplicités.
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Démonstration. On applique la formule de Riemann-Hurwitz pour T ′ = T Y et
T ′′ = TZ , en utilisant le fait que χTY (T Y ) = χTZ (TZ) = 2 (voir lemme 1.11.) �

Rappel. Un portrait F de degré d ≥ 2 est une paire (F, deg) où

– F : Y → Z est une application entre des ensembles finis Y et Z et
– deg : Y → N− {0} est une fonction vérifiant

∑

a∈Y

(
deg(a)− 1

)
= 2d− 2 et

∑

a∈F−1(b)

deg(a) = d pour tout b ∈ Z.

Le couple (F |Y , degF |Y
) définit donc un portrait.

Corollaire 1.28. Si F : T Y → T Z est un revêtement de degré D, alors

2− card(Y ) = D · (2− card(Z)).

Démonstration. On applique la formule de Riemann-Hurwitz pour T ′ = T Y −Y
et T ′′ = TZ − Z, en utilisant le fait que χTY (T ′) = 2 − cardY et χTZ (T ′′) =
2− card(Z) (voir lemme 1.14). Comme T ′ n’a pas de feuilles de T Y , on a donc le
résultat souhaité. �

Ainsi le degré de F est borné en fonction de card(Y ) et card(Z).

Lemme 1.29. Soit F : T Y → T Z un revêtement d’arbres de sphères. Soit T ′′

ouvert connexe non vide de TZ et T ′ une composante connexe de F−1(T ′′). Alors,

l’application F : T ′ → T ′′
définie par

– F := F : T
′ → T

′′
et

– f v := fv si v ∈ V ′ − Y ′

est un revêtement d’arbres de sphères.

Démonstration. En effet pour tout sommet v ∈ V ′ − Y ′, les arêtes de v dans
T

′
sont les mêmes que celles dans T donc f v vérifie bien les conditions requises.

De plus les feuilles de T
′
sont soit des feuilles de T et donc sont envoyées sur des

feuilles de TZ donc des feuilles de T
′′
, soit ce sont des éléments de T

′−T ′ et donc,
comme des sommets adjacents sont envoyés sur des sommets adjacents et que leurs
images ne sont pas dans T ′′, ils sont envoyés sur des éléments de T

′′− T ′′ qui sont
donc des feuilles de T

′′
. �

On notera deg(F|T ′
Y
) := degF définie ci-dessus et multT ′

Y := deg(F|T ′
Y
)− 1.

On a alors la formule de Riemann-Hurwitz restreinte une composante connexe
de la pré-image.
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Proposition 1.30. Soit F : T Y → T Z un revêtement d’arbres de sphères. Soit
T ′′ un sous arbre de TZ. Soit T ′ une composante connexe de F−1(T ′′). Alors on a

χTY (T ′) = deg(F|T ′) · χTZ (T ′′)−
∑

y∈CritF∩T ′

mult (y).

Démonstration. Étant donné que χTY (T ′) = χT̂ ′(T ′) et χTZ (T ′′) = χT̂ ′′(T ′′),
le résultat suit immédiatement en appliquant la formule de Riemann-Hurwitz au
revêtement F : T ′ → T ′′

. �

Corollaire 1.31. Si T ′′ est une branche et deg(F : T ′ → T ′′) > 1, alors T ′

contient au moins une feuille critique.
Si T ′′ est une branche et deg(F : T ′ → T ′′) = 1, alors T ′ est une branche.

Corollaire 1.32. Si B est une branche de T Y ne contenant pas de feuille critique,
alors son image F (B) est une branche et F : B → F (B) est une bijection.

Démonstration. Soit v ∈ V et e tels que B = Bv(e), T
′′ la branche de F (e)

qui contient F (v) et T ′ la composante de F−1(T ′′) qui contient v. Alors, T ′ est
sous-arbre de B et donc multT ′ = 0 par hypothèse. D’après la formule de Riemann-
Hurwitz,

χTY (T ′) = deg(F : T ′ → T ′′) · χTZ (T ′′)−multT ′ = deg(F : T ′ → T ′′) · χTZ (T ′′).

On en déduit que deg(F : T ′ → T ′′) = 1 et χTY (T ′) = 1. En particulier, T ′ est une
branche et donc B = T ′. De plus, F (B) = T ′′ et le degré de F : B → F (B) est
égal à 1, comme requis. �

On peut déduire de la même manière le cas des anneaux de la formule de
Riemann-Hurwitz.

Corollaire 1.33. Si A est un anneau de T Y ne contenant pas de feuille cri-
tique, alors son image F (A) est un anneau et A est une composante connexe de
F−1(F (A)). On a aussi alors F (A) = F (A). Si de plus A =]]v1, v2[[ ne contient pas
d’élément critique, alors F : A→ F (A) et F : A→ F (A) sont des bijections.

Démonstration. Posons A =]]v1, v2[[. Si A = {{v1, v2}} le résultat découle direc-
tement de la définition des applications d’arbre combinatoires. On suppose donc
que ce n’est pas le cas. Rappelons que A est le sous-arbre de T Y définit en rajoutant
v1 et v2 à l’ensemble des sommets de A.

Notons e1 et e2 les deux arêtes reliant v1 et v2 au reste de A. Soit v un sommet
de A, T ′′ la composante connexe du graphe (V Z , EZ−{F (e1), F (e2)}) qui contient
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F (v) et T ′ la composante de F−1(T ′′) qui contient v. Alors T ′ est un sous-arbre
de A et mult (T ′) = 0. D’après la formule de Riemann-Hurwitz

0 = χTY (A) ≥ χTY (T ′) = deg(F : T ′ → T ′′) · χTZ (T ′′).

Les composantes connexes du graphe (V Z , EZ−{F (e1), F (e2)}) sont de caractéristique
positive ou nulle dans TZ . Par conséquent,

0 = χTY (A′) = χTY (T ′) = χTZ (T ′′).

Cela montre que A = T ′ et F (A) = T ′′.

Supposons maintenant que A ne contienne pas de sommet critique. Alors les
arêtes e1 et e2 sont également de degré 1 et l’application F : T ′ → T ′′

n’a pas de
feuilles critiques. Elle est donc de degré 1, ce qui montre que F : A → F (A) est
une bijection. En particulier F : A→ F (A) est une bijection.

Comme les images de deux sommets adjacents sont des sommets adjacents, on
en déduit les résultats sur les adhérences. �

Corollaire 1.34. Soit B une branche sur v dans T Y contenant au plus une seule
feuille critique c. Alors F (B) est la branche sur F (v) attachée en aF (v)(F (c)).

Démonstration. D’après le lemme 1.33, F ([[v, c]]) = [[F (v), F (c)]] donc en par-
ticulier F (B) = F (]]F (v), F (c)[[) ∪ {F (c)} qui est bien une branche sur F (v). Par
ailleurs l’arête de B sur v est envoyée sur l’arête attachée en aF (v)(F (c)). �

Notons que les corollaires 1.32 et 1.33 peuvent aussi se démontrer grâce au
lemme suivant qui nous sera fort utile.

Lemme 1.35. Si [v1, v2] est un chemin de T Y ne passant que par des sommets
de degré 1, alors F est bijective sur l’ensemble de ces sommets vers l’ensemble de
leurs images. Son image est l’ensemble des sommets du chemin [F (v1), F (v2)].

Démonstration. Notons T ′ le sous-arbre constitué par les sommets de [v1, v2].
D’après le lemme 1.17, F (T ′) est un sous-arbre de T Y . Prenons une de ses feuilles.
Elle est de la forme F (v) avec v ∈ T . Supposons que v 6= v1 et v 6= v2. Alors
les deux arêtes de v dans T ′ s’envoient sur l’unique arête de F (v) ∈ F (T ′) et
comme les points d’attache des arêtes s’envoient sur le points d’attaches des arêtes
images, on a un point de SF (v) qui a deux pré-images, ce qui contredit le fait que
les sommets de T ′ sont de degré 1. Ainsi F (T ′) est un sous-arbre avec au plus deux
feuilles. On en conclut que F (T ′) est constitué des sommets de [v1, v2]. �
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1.4.3 Revêtements holomorphes

Définition 1.36 (Structure projective). Une structure projective sur un arbre de
sphères T marqué par X est la donnée pour tout v ∈ IV d’une structure projective
sur Sv.

D’après le Théorème d’Uniformisation, c’est la même chose de se donner une
structure complexe sur Sv et de se donner une classe d’homéomorphismes σ : Sv →
S où σ est équivalent à σ′ dès lors que σ′ ◦σ−1 est une transformation de Moebius.
Un tel σ sera appelé une carte projective sur Sv. Lorsque la sphère topologique Sv
est muni d’une telle structure projective, on la note Sv.

Définition 1.37 (Revêtements holomorphes). Un revêtement d’arbres de sphères
munies de structures projectives F : T Y → T Z est dit holomorphe si pour tout
sommet interne v, fv : Sv → SF (v) est holomorphe.

Si fv est holomorphe, alors son expression dans les cartes projectives est celle
d’une fraction rationnelle.
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Chapitre 2

Dynamique

Dans cette partie on suppose que l’on a X ⊆ Y ∩ Z.

2.1 Système dynamique et arbres stables

Définition 2.1 (Arbre compatible). Un arbre TX est compatible avec un arbre
T Y si

– X ⊆ Y ;
– IV X ⊆ IV Y ;
– pour tous sommets v, v′ et v′′ de V X , v′ et v′′ sont dans la même branche de
TX sur v si et seulement si v′ et v′′ sont dans la même branche de T Y sur v.

Pour la suite, il sera utile de pouvoir identifier si un sommet est dans TX . Les
deux lemmes qui suivent donne un moyen de faire ceci dans certains cas particu-
liers.

Définition 2.2. Dans un arbre T , nous dirons qu’un sommet v sépare trois som-
mets v1, v2 et v3 si les vi sont dans des composantes distinctes de T − {v}.
Lemme 2.3. Soient v1, v2 et v3 trois sommets distincts de T . Alors,

– soit v1, v2 et v3 sont sur un même chemin,
– soit il existe un unique sommet v qui sépare v1, v2 et v3.

Démonstration. Posons

[v1, v2] = [v1, u1, u2, . . . , uk, v2] et [v1, v3] = [v1, w1, w2, . . . , wk′ , v3].

Si u1 6= w1 alors [v3, wk′ , . . . w1, v1, u1, , . . . , uk, v2] serait un chemin reliant les
vi ce qui est absurde. Ainsi u1 = w1. Soit i maximum tel que ui = wi. Alors
[v2, uk, . . . , ui = wi, . . . , wk′ , v3] est un chemin et v1 ∈ Bv({v, ui−1}), v2 ∈ Bv({v, ui+1})
et v3 ∈ Bv({v, wi+1}). On vient donc de montrer l’existence.
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Par ailleurs, s’il existe deux sommets distincts v et v′ séparant les vi, alors
ils sont sur le chemin [v1, v2]. Supposons par exemple que v1, v, v

′ et v2 soient
alignés dans cet ordre. Comme v1 et v3 ne sont pas dans [v, v2], on en déduit que
[v1, v]∪ [v, v′] et [v3, v]∪ [v, v′] sont des chemins et donc v1 et v3 sont sur une même
branche de v′, ce qui est absurde car v′ sépare les vi. �

Lemme 2.4. Si TX est compatible avec T Y et si un sommet interne v ∈ IV Y

sépare trois sommets v1, v2 et v3 de V X , alors v ∈ TX .
Démonstration. D’après le lemme 2.3, il y a un sommet interne vX de TX qui
sépare v1, v2 et v3 dans T

X . Par compatibilité, ce sommet sépare v1, v2 et v3 dans
T Y . D’après le lemme 2.3, vX = v. �

Notons qu’un sommet interne v ∈ IV Y séparant trois sommets de TX a alors
au moins valence 3. Ainsi dans certains cas nous nous restreindrons aux cas des
arbres dont tous les sommets internes sont de ce type.

Définition 2.5 (Arbre stable). Un arbre T est dit stable si tout sommet interne
a au moins valence 3.

Intéressons-nous maintenant aux arbres de sphères.

Définition 2.6. Un arbre de sphères T X est compatible avec un arbre de sphères
T Y si

– TX est compatible avec T Y ,
– pour tout sommet interne v de TX , on a
– SXv = SYv (SXv = SYv si projectives) et
– aXv = aYv |X .

Nous allons voir que si F : T Y → T Z est un revêtement d’arbres de sphères
et si T X est compatible avec T Y et T Z , on peut parler de système dynamique
d’arbres de sphères.

Définition 2.7 (Système dynamique). On appelle système dynamique d’arbres de
sphères un couple (F , T X) tel que

– F : T Y → T Z est un revêtement d’arbres de sphères ;
– T X est compatible avec T Y et T Z.
La figure 2.1 donne un tel exemple de système dynamique.

Exemple. [système dynamique de sphères] Soit (F : T Y → T Z , T X) soit un
système dynamique tel que F est un revêtement de sphères marquées. Alors TX

doit posséder un seul sommet interne et comme T Y et TZ n’en possèdent qu’un
seuls, le sommet interne de TX est le même que celui v de T Y et de TZ . On
identifiera alors (fv, a

Y
v , a

Z
v ) et le couple (F , T X). On parle de système dynamique

de sphères marqués par F := (F, deg).
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2.2 Dynamique d’arbres combinatoires

Comme V X est un ensemble de sommets commun aux arbres T Y et TZ , on peut
itérer F tant que les images successives des sommets restent dans V X . Définissons
par récurrence pour k ≥ 1

IV (F ) := IV X et IV (F k+1) := {v ∈ IV (F k) | F k(v) ∈ IV X}.

Posons
Prep(F ) :=

⋂

k≥1

IV (F k).

Si v ∈ Prep(F ), alors F k(v) est bien défini et appartient à IV X pour tout k ≥ 0.
Comme Prep(F ) est fini et invariant par F , tout sommet v de Prep(F ) est

(pré)périodique pour F . Il se peut que Prep(F ) soit vide comme dans l’exemple
de la figure 2.1.

Si v ∈ IV Y−Prep(F ), alors il existe un plus petit rang k ∈ N tel que F k(v) /∈
V X . On dira que v est oublié par F k ou tout simplement que v est oublié si k = 0.
Sur la figure 2.1, les sommets internes de T Y en bas du dessin sont oubliés par F 3.

Se limiter à de la dynamique sur les sommets serait ignorer la structure d’arbre.
Le lemme suivant est une expression forte de ce que requiert la compatibilité.

Lemme 2.8. Soit B ⊂ TZ une branche sur v ∈ V X . Si B contient un sommet de
V X alors son point d’attache est dans Xv.

Démonstration. Soit ce sommet est une feuille et dans ce cas c’est trival. Soit
ce n’est pas une feuille et alors B contient une feuille de TX ce qui nous ramène
au cas précédent. �

2.3 Dynamique sur les arbres de sphères

Si F : T Y → T Z est un revêtement d’arbres de sphères, on note
– ΣY la réunion disjointe des sphères Sv avec v ∈ IV Y et
– ΣZ la réunion disjointe des sphères Sw avec w ∈ IV Z .

On définit l’application f : ΣY → ΣZ par

f(z) := fv(z) si z ∈ Sv avec v ∈ IV Y .

Si (F , T X) est un système dynamique d’arbres de sphères, on note
– ΣX ⊆ ΣY ∩ ΣZ la réunion disjointe des sphères Sv avec v ∈ IV X

– pour k ≥ 1, Σk ⊆ ΣX la réunion disjointe des sphères Sv avec v ∈ IV (F k)
– Σ ⊆ ΣX la réunion disjointe des sphères Sv avec v ∈ Prep(F ).
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Figure 2.1 – Sur cet exemple, les sommets internes non identifiés dans T Z et T Y
sont représentés en noir alors que ceux qui sont identifiés le sont avec la même
couleur. Le couple (F , T X) forme un système dynamique. Le sommet interne ad-
jacent à c2 s’envoie sur le sommet bleu par un revêtement de degré 2, qui s’envoie
sur le sommet rouge avec le même revêtement, qui est alors envoyé sur le sommet
noir du haut de T Z par un revêtement de degré 3. Tous les autre revêtements sont
de degré 1. Ainsi tous les sommets internes de T Y sont oubliés par la dynamique.
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Comme F envoie IV (F k+1) dans IV (F k), on a f(Σk+1) ⊆ Σk. De plus, Σ est
l’intersection décroissante des Σk et

f(Σ) ⊆ Σ.

L’orbite d’un point z dans Σ est l’ensemble O(z) := {fk(z), k ≥ 0}. Deux points
de Σ sont dans la même grande orbite si leurs orbites respectives s’intersectent.
On note GO(z) l’ensemble des points de Σ qui sont dans la même grande orbite
que z. On dit que l’orbite d’un point z dans Σ est infinie si le cardinal de O(z)
est infini. On note GOC∞ l’ensemble des grandes orbites qui contiennent un point
critique dont l’orbite est infinie.

Nous pouvons désormais nous intéresser aux dynamiques possibles de notre
objet : un revêtement d’arbre peut-il avoir des sphères périodiques ? de quelle
période ? combien ? peut-on les classifier ? Nous avons le résultat suivant.

Théorème 2.9 (Cycles de sphères). Soit (F , T ) un système dynamique d’arbres
de sphères. Alors, cardGOC∞ ≤ 2deg(F)− 2.

Démonstration. Soit c ∈ Σ un point critique de f tel que GO(c) ∈ GOC∞. Alors
c appartient à une sphère Sv avec v ∈ Prep(F ). Pour k ≥ 0, on note vk := F k(v)
et ck := fk(c). Comme card{ck} =∞, il existe un k0 ≥ 1 tel que

– ck est un point d’attache d’une arête dans T Y pour k < k0 et
– ck0 n’est pas le point d’attache d’une arête de T Y

(en effet, le nombre de points d’attache d’arêtes dans T Y est fini).
Pour k ∈ [0, k0 − 1], on note
– BY

k la branche de T Y sur vk attachée à ck,
– BZ

k+1 la branche de TZ sur vk+1 attachée à ck+1 et

– B̃k = BY
k ∩ F−1(BZ

k+1).

Soit k1 ≥ 1 minimal tel que B̃k = BY
k pour k ∈ [k1, k0 − 1]. On pose

Bc :=

k0−1⋃

k1−1

B̃k.

Etant donné que ck0 n’est pas un point d’attache de T Y , tout sommet de Bc est
oublié par un itéré de F . Autrement dit, Bc ∩ Prep(F ) = ∅.
Lemme. L’ouvert Bc contient une feuille critique.

Démonstration. Soit k1 = 0 et BY
0 = B̃0. La formule de Riemann-Hurwitz

implique que

1 = χTY (B̃0) = deg(F : B̃0 → BZ
1 ) · χTZ (BZ

1 )−mult (B̃0)

≥ deg(F : B̃0 → BZ
1 )−mult (Bc).
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Etant donné que c est un point critique de fv, on a

deg(F : B̃0 → BZ
1 ) ≥ deg(v) ≥ 2.

Donc mult (Bc) ≥ 1 et Bc contient au moins une feuille critique.

Soit k1 ≥ 1 et B̃k1−1 n’est pas une branche. D’après le Lemme 1.15, on a

χTY (B̃k1−1) ≤ 0. La formule de Riemann-Hurwitz implique que

0 ≥ χTY (B̃k1−1) = deg(F : B̃k1−1 → BZ
k1
) · χTZ (BZ

k1
)−mult (B̃k1−1)

≥ 1−mult (Bc).

Donc mult (Bc) ≥ 1 et Bc contient au moins une feuille critique. �

Lemme. Soient c ∈ Σ et c′ ∈ Σ deux points d’attache critiques dont les orbites
sont infinies et disjointes. Alors Bc ∩ Bc′ = ∅.

Démonstration. Si Bc ∩ Bc′ 6= ∅, alors F (Bc) ∩ F (Bc′) 6= ∅ et on peut trouver
deux entiers k et k′ tels que la branche de TZ attachée en ck rencontre la branche
de TZ attachée en c′k′ . Dans ce cas,

– soit vk = v′k′ et ck = c′k′ , ce qui contredit le fait que les orbites de c et c′ sont
disjointes ;

– soit vk est contenu dans la branche de TZ attachée sur v′k′ . Comme Prep(F )∩
V Z ⊂ V X , le fait que Bc′ ∩ Prep(F ) = ∅ contredit le lemme 2.8 ;

– soit v′k′ est contenu dans la branche de TZ attachée sur vk. Comme Prep(F )∩
V Z ⊂ V X , le fait que Bc ∩ Prep(F ) = ∅ contredit le lemme 2.8 .

�

Revenons à la démonstration du théorème. Soient c1, . . . , cN des points cri-
tiques ayant des orbites disjointes de cardinal infini. Les ouverts Bc1 , . . . , BcN sont
disjoints et contiennent chacun une feuille critique de T Y . Il y a 2deg(F)−2 feuilles
critiques. Donc N ≤ 2deg(F)− 2. �

Corollaire 2.10. Il y a au plus 2·deg(F)−2 cycles critiques de sphères périodiques
dont le revêtement associé est non post-critiquement fini.

Démonstration. En effet, si un tel cycle de sphères existe, alors elles portent
l’orbite d’un point critique d’orbite infinie. �
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Chapitre 3

Convergence

Dans ce chapitre, nous introduisons des notions de convergence pour des arbres
de sphères et des revêtements d’arbres de sphères. Les arbres sont tous supposés
munis d’une structure projective et les revêtements holomorphes. Nous verrons
plus tard, lorsque nous étudierons les classes d’isomorphismes d’arbres, que ces
notions passent bien au quotient et sont compatibles avec la dite compactification
de Deligne-Mumford.

3.1 Convergence de sphères marquées

Dans cette partie nous définissons des notions de convergences qui ne sont pas
Haussdorff : il n’y a pas unicité de la limite. Le but de cette partie n’est pas de
définir une topologie. La question d’unicité sera abordée dans la partie 4 (lemme
5.7) et seulement dans le cas des arbres stables où nous verrons que deux limites
d’une même suite sont isomorphes.

Rappelons qu’une sphère marquée par X est une injection a : X → S. Il nous
arrivera de confondre la sphère marquéeA avec l’arbre de sphères marquées n’ayant
qu’un seul sommet interne, la sphère correspondante étant S et le marquage étant
donné par a : X → S.

Définition 3.1. Une suite An de sphères marquées an : X → Sn converge vers un
arbre de sphères T X si pour tout sommet interne v de T X , il existe des isomor-
phismes (projectifs) φn,v : Sn → Sv tels que φn,v ◦ an converge vers av.

(On note Sn et non S car à priori les Sn sont distinctes.) On notera An → T X
ou An −→

φn
T X .

Exemple. Supposons que X := {x1, x2, x3, x4}. Pour n ≥ 1, soit An la sphère
marquée an : X → S définie par :

an(x1) := 0, an(x2) := 1, an(x3) := n et an(x4) :=∞.
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Soit T X l’arbre de sphères projectives marqué par X ayant deux sommets internes
v et v′ de valence 3 avec Sv := Sv′ := S,

av(x1) := 0, av(x2) := 1, av(x3) := av(x4) :=∞,

av′(x1) := av′(x2) := 0, av′(x3) := 1 et av′(x4) :=∞.
En considérant les isomorphismes φn,v : S→ Sv et φn,v′ : S→ Sv′ définis par :

φn,v(z) := z et φn,v′(z) := z/n (cf figure 3.2),

on montre que An −→
φn

TX .

Lemme 3.2. Soient v et v′ deux sommets internes distincts de T X ayant au moins
trois arêtes chacun et une suite de sphères marquées (An)n telle que An −→

φn
T X .

Alors, la suite d’isomorphismes (φn,v′ ◦ φ−1
n,v)n converge localement uniformément

vers la constante iv′(v) en dehors de iv(v
′).
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Démonstration. Comme v et v′ ont trois arêtes chacun et que toute branche
possède au moins une feuille d’après le lemme 1.7, il existe quatre points marqués
x1, x2, x3, x4 ∈ X tels que le sommet v sépare x1, x2 et v′ et le sommet v′ sépare
x3, x4 et v.
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Posons alors, pour j ∈ {1, 2, 3, 4},
ξj := av(xj), ξ′j := av′(xj), ξj,n := φn,v ◦ an(xj) et ξ′j,n := φn,v′ ◦ an(xj).

Par hypothèse, ξj,n → ξj et ξ′j,n → ξ′j quand n → ∞. De plus, ξ3 = ξ4 = iv(v
′)

et ξ′1 = ξ′2 = iv′(v). Quitte à post-composer φn,v et φn,v′ par des automorphismes
de Sv et Sv′ qui convergent vers l’identité quand n → ∞, ce qui ne change pas la
limite de φn,v′ ◦ φ−1

n,v, on peut supposer que pour tout n,

ξ1,n = ξ1, ξ2,n = ξ2, ξ3,n = ξ3, ξ
′
1,n = ξ′1, ξ

′
3,n = ξ′3 et ξ′4,n = ξ′4.

Considérons alors les cartes projectives σ sur Sv et σ
′ sur Sv′ définies par :

– σ(ξ1) = 0, σ(ξ2) = 1 et σ(ξ3) =∞ ;
– σ′(ξ′1) = 0, σ′(ξ′4) = 1 et σ′(ξ′3) =∞.

La transformation de Moebius Mn := σ′ ◦ φn,v′ ◦ φ−1
n,v ◦ σ−1 fixe 0 et ∞ et envoie

σ(ξ4) sur 1. Par conséquent,

Mn(z) =
z

λn
avec σ(ξ4,n) −→

n→∞
∞.

Par conséquent,Mn converge localement uniformément vers l’application constante
nulle en dehors de l’infini. Ainsi, φn,v′ ◦ φ−1

n,v = σ′−1 ◦Mn ◦ σ converge localement
uniformément vers la constante (σ′)−1(0) = iv′(v) en dehors de σ−1(∞) = iv(v

′).
�

3.2 Convergence de revêtement de sphères marquées

3.2.1 Définitions et premières propriétés

À toute fraction rationnelle marquée (f, y, z), on peut associer un revêtement
d’arbres de sphères entre une sphère marquée par Y via l’application y et une
sphère marquée par Z via l’application z.
Rappel. Un portrait F de degré d ≥ 2 est une paire (F, deg) où

– F : Y → Z est une application entre des ensembles finis Y et Z et
– deg : Y → N− {0} est une fonction vérifiant

∑

a∈Y

(
deg(a)− 1

)
= 2d− 2 et

∑

a∈F−1(b)

deg(a) = d pour tout b ∈ Z.

Définition 3.3 (Convergence non dynamique). Soit F : T Y → T Z un revêtement
d’arbres de sphères marquées et F son portrait. Une suite Fn := (fn, a

Y
n , a

Z
n ) de

revêtement de sphères marquées converge vers F si elles ont pour portrait F et si
pour toute paire de sommets internes v et w := F (v), il existe des suites d’isomor-
phismes φYn,v : S

Y
n → Sv et φZn,w : SZn → Sw tels que
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– φYn,v ◦ aYn : Y → Sv converge vers aYv : Y → Sv,
– φZn,w ◦ aZn : Z → Sw converge vers aZw : Z → Sw et
– φZn,w ◦ fn ◦ (φYn,v)−1 : Sv → Sw converge localement uniformément en dehors
de Yv vers fv : Sv → Sw.

On notera alors Fn → F ou Fn −→
(φYn ,φ

Z
n )
F .

Lemme 3.4. Soit F : T Y → T Z un revêtement d’arbres de sphères de portrait
F et de degré D, soit v ∈ IV Y avec deg(v) = D et soit Fn := (fn, a

Y
n , a

Z
n ) une

suite de revêtements de sphères marqués qui vérifie Fn −→
φYn ,φ

Z
n

F . Alors, la suite des

φZn,F (v) ◦ fn ◦ (φYn,v)−1 : Sv → SF (v) converge uniformément vers fv : Sv → SF (v).

Démonstration. On pose w := F (v). On choisit des cartes projectives σv : Sv → S

et σw : Sw → S telles qu’aucun point de Yv ou de Zw ne soit envoyé à l’infini. On
pose

gn := σw ◦ φn,w ◦ fn ◦ φ−1
n,v ◦ σ−1

v et g := σw ◦ fv ◦ σ−1
v .

Par hypothèse, la suite (gn)n converge localement uniformément vers g en dehors
de σv(Yv). Les D pôles de gn (en comptant les multiplicités) convergent donc vers
les D pôles de g. En particulier, si U est un voisinage suffisamment petit de σv(Yv),
alors

– pour n assez grand, gn est holomorphe sans pôles dans U et
– gn − g converge uniformément vers 0 au bord de U .

D’après le principe du module maximum, gn − g converge uniformément vers 0
dans U . Par conséquent, gn converge localement uniformément vers g au voisinage
de tout point de S et comme S est compacte, gn converge uniformément vers g sur
S. �

Définition 3.5 (Convergence dynamique). Soit (F : T Y → T Z , T X) un système
dynamique d’arbres de sphères de portrait F. Une suite (Fn, aYn , aZn )n de systèmes
dynamiques de sphères marquées par (F, X) converge vers (F , T X) si

Fn −→
φYn ,φ

Z
n

F avec φYn,v = φZn,v

pour tout sommet v ∈ IV X . On dit que (F , T X) est dynamiquement approximable
par (Fn)n.

On notera alors φn au lieu de φ⋆n lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible.

Corollaire 3.6 (du lemme 3.4). Soit (F , T X) un système dynamique d’arbres de
sphères de degré D, dynamiquement approximable par Fn := (fn, a

Y
n , a

Z
n ). Sup-

posons que v ∈ IV X est un sommet fixe tel que deg(v) = D. Alors la suite des
[fn] ∈ ratD converge vers la classe de conjugaison [fv] ∈ ratD.

26



Rappelons que f : ΣY → ΣZ est définie par f(z) := fv(z) si z ∈ Sv avec
v ∈ IV Y , que ΣX ⊆ ΣY ∩ ΣZ et que Σk est l’ensemble des points z ∈ ΣY tels que
f j(z) ∈ ΣX pour 1 ≤ j ≤ k−1. Nous noterons Y (fk) l’ensemble des points z ∈ Σk

pour lesquels il existe j ∈ [1, k] tel que f j(z) soit le point d’attache d’une arête
dans T Z :

Y (fk) :=
⋃

v∈IV (Fk)

⋃

1≤j≤k

f−j(ZF j(v)).

Lemme 3.7. Soit (F , T X) dynamiquement approximable par (Fn)n. Si v ∈ IV (F k)
et si w := F k(v), alors (φn,w ◦ fkn ◦ φ−1

n,v)n converge localement uniformément vers
fk en dehors de Y (fk).

Démonstration. En effet, il s’agit de remarquer que

φn,v′ ◦ fkn ◦ φ−1
n,v = φn,v′ ◦ fn ◦ φ−1

n,Fk−1(v)
. . . ◦ φn,F 2(v) ◦ fn ◦ φ−1

n,F (v) ◦ φn,F (v) ◦ fn ◦ φ−1
n,v

et donc il y a convergence uniforme locale tant que le domaine que l’on itère ne
rencontre pas de point d’attache d’arête. �

Lemme 3.8. Soit (F , T X) dynamiquement approximable par (Fn)n. Si v ∈ IV (F k)
et si F k(v) ∈ Bw(e), alors (φn,w ◦ fkn ◦ φ−1

n,v)n converge localement uniformément
vers la constante iw(e) en dehors de Y (fk).

Démonstration. En effet, on a

φn,w ◦ fkn ◦ φ−1
n,v = (φn,w ◦ φ−1

n,Fk(v)
) ◦ (φn,Fk(v) ◦ fkn ◦ φ−1

n,v).

D’après le lemme 3.7, l’application de droite converge localement uniformément
en dehors de Y (fk) vers une application dont l’image évite ZFk(v) et d’après le
lemme 3.2, l’application de gauche converge localement uniformément vers iw(e)
en dehors de iFk(v)(w) ∈ ZFk(v). �

3.2.2 Lemme des branches

Dans cette partie, nous nous intéressons à certaines propriétés des branches
des revêtements d’arbres de sphères limite d’une suite de systèmes dynamiques de
sphères. Nous commençons par le lemme suivant qui lui est général :

Lemme 3.9. Si une branche B sur un sommet v s’envoie sur une branche, et si
on note d le degré du point d’attache de l’arête de B sur v, alors le nombre de
feuilles critiques dans B, en comptant les multiplicités, est d− 1.

Démonstration. On applique la formule de Riemann-Hurwitz à B puis à B et
on obtient directement le résultat. �
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Corollaire 3.10. En particulier, si d = 1, alors il n’y a pas de sommet critique
dans la branche.

Montrons le résultat suivant :

Lemme 3.11 (Branches). Soit F un système dynamique d’arbre de sphères tel
qu’on ait une suite de systèmes dynamiques de sphères marquées qui converge
dynamiquement vers F . Soit v un sommet interne périodique, soit a0 ∈ Sv et B
une branche sur v (dans TX) telle que pour tout k ∈ N, l’image de la branche de
T Y attachée en fk(a0) est incluse dans la branche de TZ attachée en fk+1(a0). Si
B contient un sommet interne périodique alors le cycle de ce sommet est de degré
1 et a0 est périodique.

Démonstration. Notons B⋆
k la branche attachée en fk(a0) dans T

⋆. Soit v′ un
sommet dans BX

0 périodique. On note vk := F k(v) et v′k := F k(v′). Comme les
itérés de v′ sont dans les B⋆

k, l’orbite de a0 par f est périodique.
Supposons donc que a0 est périodique de période k0 et que le sommet v′ est de

période k′ multiple de k0. Comme v0 et v′0 sont dans Z, on trouve z et z′ ∈ Z tels
que le chemin [z, z′]Z passe par v0 et v′0 dans cet ordre. Pour ⋆ ∈ {v0, v′0} ⊂ TZ ,
on se donne des cartes projectives σ⋆ telles que

σ⋆ ◦ a⋆(z) =∞ et σ⋆ ◦ a⋆(z′) = 0.

Prenons φYn et φZn comme dans la définition 3.5. Alors, quitte à post-composer
les isomorphismes φZn,⋆ par des automorphismes de S⋆ qui tendent vers l’identité
quand n→∞, on peut supposer que

φZn,⋆ ◦ an(z) = a⋆(z) et φZn,⋆ ◦ an(z′) = a⋆(z
′).

On définit alors des cartes projectives sur Sn par σn,⋆ := σ⋆ ◦ φZn,⋆.
Les applications de changement de cartes σn,v′ ◦σ−1

n,v fixent 0 et∞. Ce sont donc
des similitudes de centre 0. On définit λn par σn,v′ = λnσn,v. Comme les sommets
v et v′ ont au moins trois arêtes, le lemme 3.2 assure que λn →∞.

Soit D ⊂ Sv un disque contenant av(z
′). Comme f |ΣX est continue on peut

supposer D suffisamment petit pour que ses k′ itérés par f ne contiennent au plus
qu’un unique point d’attache qui est l’itéré de a0.

Notons Dn := (φZn,v)
−1(D). Montrons que dans la carte σn,v, on peut prendre

n assez grand pour que l’application fk
′

n n’ait pas de pôles sur le disque Dn. Pour
tout k > 0, comme F (BY

k−1) ⊆ BZ
k , pour n assez grand le disque Dn,k évite les

points d’attache des arêtes des éléments z ∈ Z −BZ
k . Comme φZn,v(∂Dn,k)→ ∂Dk,

on conclut d’après le principe du maximum que φZn,v(Dn,k)→ Dk. Comme D0 = D

ne contient pas de pôles de fk
′

par définition de D, alors Dn ne contient pas de
pôles de fk

′

n .
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Dans les cartes σn,v et σn,v′ , l’application f
k′

n : Dn → Sn − {an(z)} admet des
développements en séries entières en an(z

′) de la forme

σn,v ◦ fk
′

n =
∑

j∈N

cn,j · σjn,v et σn,v′ ◦ fk
′

n =
∑

j∈N

c′n,j · σjn,v′ .

Comme on a σn,v′ = λnσn,v, il en découle que

c′n,j = λi−jn cn,j.

Considérons maintenant les développements en séries de Laurent de fk
′

: Sv → Sv
au voisinage de a0 = av(z

′) dans la carte σv et celui de f
k′ : Sv′ → Sv′ au voisinage

de av′(z
′) dans la carte σv′ ,

σv ◦ fk
′

=
∑

j∈Z

cj · σjv et σv′ ◦ fk
′

=
∑

j∈Z

c′j · σjv′ .

Si F k(v) = v alors le lemme 3.7 affirme que φn,v ◦ fkn ◦ φ−1
n,v converge localement

uniformément vers σv ◦ fk ◦ σ−1
v sur D − {av(z′)} et donc uniformément sur D

par principe du maximum, étant donné que ces applications n’ont pas de pôles
dans D. En se plaçant dans la carte σv, on a donc la convergence cn,j −→

n→∞
cj. Si

F k(v) 6= v, le lemme 3.8 qui permet de conclure que cn,j −→
n→∞

0 = cj. De même,

on a la convergence c′n,j −→
n→∞

c′j. En particulier, comme c′n,j = 0 pour j < 0, on a

c′j = 0 et cj = 0 (on retrouve le fait que a0 est fixe par fk
′

).
Si F k(v) 6= v, les coefficients cj sont tous nuls, ce qui force les coefficients c′j à

être également tous nuls : contradiction.
Il faut donc que F k(v) = v. Si l’on note d le degré local de fk

′

en a0, alors cj = 0
pour j < d et cd 6= 0. En passant à la limite sur c′n,j = λ1−jn cn,j, comme λn → ∞,
on obtient c′1 = c1 et c′j = 0 si j > 1. Ainsi, si d > 1, les coefficients c′j sont de
nouveau tous nuls : contradiction. Le seul cas possible est donc d = 1. Or d est
le produit des dk, où dk est le degré du point d’attache de l’arête de BY

k . Ainsi, si
d = 1, alors tous les dk sont égaux à 1, et donc les branches BY

k ne contiennent pas
de sommets critiques d’après le corollaire 3.10. Par conséquent, fk

′

est de degré 1,
ce qui implique que l’application fk

′

: Sv′ → Sv′ soit de degré 1 et qui est absurde.
�

3.2.3 Lemmes des anneaux

Dans cette partie nous proposons d’étudier encore les revêtements d’arbres de
sphères (stables) qui sont limites de systèmes dynamiques de sphères marquées.
Nous essaierons d’utiliser les propriétés usuelles sur les anneaux de ces dernières
pour en déduire les deux lemmes suivants.

Pour les deux lemmes, nous faisons les hypothèses suivantes :
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– (F : T Y → T Z , T X) est un système dynamique d’arbre de sphères tel qu’on
ait une suite de systèmes dynamiques de sphères marquées qui converge dy-
namiquement (fn, a

Y
n , a

Z
n ) vers F et T Z est stable ;

– v ∈ IV (F k0) et v′ ∈ IV (F k0) sont des sommets distincts et on pose vk :=
F k(v) et v′k := F k(v′) pour 0 ≤ k ≤ k0 ;

– l’anneau ]]vk, v
′
k[[
Y ne contient pas de feuille critique pour 0 ≤ k ≤ k0 − 1.

D’après le corollaire 1.32,AYk :=]]vk, v
′
k[[
Y est une composante connexe de F−1(AZk+1)

avec AZk+1 := F (AYk ) =]]vk+1, v
′
k+1[[

Z . D’après le lemme 1.29, F : A
Y

k → A
Z

k+1 est
un revêtement d’arbres de sphères dont on note Dk le degré.

Lemme 3.12 (Anneau non critique). Supposons que Dk = 1 pour 0 ≤ k ≤ k0− 1.
Alors,

Si [vk0 , v
′
k0
] ⊆ [v, v′] ou [v, v′] ⊆ [vk0 , v

′
k0
] alors

A) soit vk0 = v et v′k0 = v′ et alors iv(v
′) et iv′(v) sont fixés par f

k0 et le produit
des multiplicateurs associés est 1 ;

B) soit vk0 = v′ et v′k0 = v et alors iv(v
′) et iv′(v) sont échangés par fk0 et le

multiplicateur du cycle associé est 1.

Lemme 3.13 (Anneau critique). Supposons que Dk ≥ 2 avec 0 ≤ k ≤ k0 − 1.
Alors on ne peut pas avoir [vk0 , v

′
k0
] ⊆ [v, v′].

La suite de cette partie est consacrée à la démonstration simultanée de ces deux
résultats.
Choix de cartes. Posons w := vk0 et w′ := v′k0 . Supposons que [w,w

′]Z ⊆ [v, v′]Z

ou que [v, v′]Z ⊆ [w,w′]Z . Dans le cas non critique, il faut montrer que [w,w′]Z = [v, v′]Z

et dans le cas critique, il faut montrer que [w,w′]Z 6⊆ [v, v′]Z .
Soient z, z′ ∈ Z tels que le chemin [z, z′]Z passe par v et v′ dans cet ordre et

par w et w′, non nécessairement dans cet ordre. Pour tout sommet interne ⋆ sur
le chemin [z, z′]Z , on se donne des cartes projectives σ⋆ telles que

σ⋆ ◦ a⋆(z) = 0 et σ⋆ ◦ a⋆(z′) =∞.
Prenons φYn et φZn comme dans la définition 3.5. Alors, quitte à post-composer

les isomorphismes φZn,⋆ par des automorphismes de S⋆ qui tendent vers l’identité
quand n → ∞, on peut supposer que pour tout sommet interne ⋆ sur le chemin
[z, z′],

φZn,⋆ ◦ an(z) = a⋆(z) et φZn,⋆ ◦ an(z′) = a⋆(z
′).

On définit alors des cartes projectives sur Sn par σn,⋆ := σ⋆ ◦ φZn,⋆.
Les applications de changement de cartes fixent 0 et ∞. Ce sont donc des

similitudes de centre 0. On définit λn, µn, ρn et ρ′n par (cf figure 3.3) :

σn,v′ = λnσn,v et σn,w′ = µnσn,w

σn,v = ρnσn,w et σn,v′ = ρ′nσn,w′ .
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Notons que comme les sommets v, w, v′ et w′ ont au moins trois arêtes, le lemme
3.2 donne le comportement de λn, µn, ρn et ρ′n en fonction des positions relatives
de ces sommets.

z
z'0 0

8 8

fn

n,v

n,

n,v'

n,

F
koF

ko
ko

F
ko

(v)
F
ko

(v')

z 0

8

z'0

8

z z'0

8

z 0 z'

8

M n

φ

φ φ

φ

m

n

n

n

v v'

w w'S

S S

S

ρ
n
ρ'

Figure 3.3 – Une représentation simplifiée des notations introduites dans le
démonstration du lemme 3.12.

Anneaux. (cf figure 3.3) Rappelons que Y (fk0) est l’ensemble des points de Σk0

dont l’image par un itéré fk avec k ∈ [1, k0] est le point d’attache d’une arête dans
T Z . C’est un ensemble fini qui contient iv(v

′) et iv′(v).
Soit D ⊂ Sv (respectivement D′ ⊂ Sv′ un disque contenant iv(v

′) (respective-
ment i′v(v)) suffisamment petit pour que son adhérence ne contienne pas d’autre
point de Y (fk0) que iv(v

′) (respectivement iv′(v)) et qu’elle ne contienne pas av(z)
(resp. av′(z

′)). Posons

An := (φYn,v)
−1(D) ∩ (φYn,v′)

−1(D′).

Nous allons montrer les assertions suivantes :

1. pour n suffisamment grand,An est un anneau contenu dans Sn−{an(z), an(z′)} ;
2. fk0n (An) est contenu dans Sn − {an(z), an(z′)} ;
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3. tout compact de D−{iv(v′)} est inclus dans φn,v(An) pour n assez grand et
φn,w◦fk0n ◦φ−1

n,v converge localement uniformément vers fk0 dans D−{iv(v′)} ;
4. φn,v′(An) mange tout compact de D′ − {iv′(v)} et φn,w′ ◦ fk0n ◦ φ−1

n,v′ converge

localement uniformément vers fk0 dans D′ − {iv′(v)}.

Point 1. Notons Mn := φn,v′ ◦ φ−1
n,v. D’après le lemme 3.8, pour n assez grand,

Mn(∂D) est contenu dans un voisinage de iv′(v) évitant ∂D′. Alors, An est un
anneau. Quand n → ∞, φn,v ◦ an(z) converge vers av(z) qui n’est pas, par hy-
pothèse, dans l’adhérence de D. Par conséquent, pour n assez grand, Dn ne
contient pas an(z). De même, pour n assez grand, D′

n ne contient pas an(z
′
n) .

Alors, An ⊂ Sn − {an(z), a′n(z)}.
Point 2. Soient D1 ⊂ Sv1 un disque contenant f(D) mais pas d’autre point d’at-
tache d’arête de T Z que f(iv(v

′)) et D′
1 ⊂ Sv′

1
un disque contenant f(D′) mais pas

d’autre point d’attache d’arête de T Z que f(iv′(v)). Comme dans le point 1, pour
n assez grand,

A1,n := φn,v1(D1) ∩ φ−1
n,v′

1

(D′
1)

est un anneau.

Etant donné que φn,v1 ◦ fn ◦ φ−1
n,v converge uniformément vers f au voisinage de

∂D et que φn,v′
1
◦fn ◦φ−1

n,v′ converge uniformément vers f au voisinage de ∂D′, pour
n assez grand on a fn(∂An) ⊂ A1,n.

Comme dans le point 1, pour n assez grand, An évite an
(
Y−]]v, v′[[

)
et donc,

fn(An) évite an
(
Z−]]v1, v′1[[

)
. De même, pour n assez grand,A1,n évite an

(
Z−]]v1, v′1[[

)
.

En résumé, fn(∂An) ⊂ A1,n et fn(An) évite au moins un point dans chaque
composante du complémentaire de A1,n. Il suit du principe du maximum que
fn(An) ⊂ A1,n.

Pour n assez grand, D−av(v′) (resp. D′−av′(v)) évite av
(
Y (fk0)−]]v, v′[[

)
(resp

av′
(
Y (fk0)−]]v, v′[[

)
), donc D1 − aF (v)(F (v

′)) (resp. D′
1 − aF (v′)(F (v))) évite

aF (v)

(
Y (fk0−1)−]]F (v), F (v′)[[

)
(resp aF (v′)

(
Y (fk0−1)−]]F (v), F (v′)[[

)
). Ainsi on peut

faire la même démarche en remplaçantD etD′ parD1 etD
′
1, les sommets v et v′ par

v1 et v
′
1 et réitérer cela k0−1 fois. Cela montre que fk0n (An) évite an(Z−]]vk0 , v′k0 [[),

en particulier an(z) et an(z
′).

Points 3 et 4. Ces points suivent du lemme 3.7.

Développement en séries de Laurent et convergence.

Dans les cartes σn,v au départ et σn,w à l’arrivée, l’application
fk0n : An → Sn − {an(z), an(z′)} admet un développement en série de Laurent de
la forme

σn,w ◦ fk0n =
∑

j∈Z

cn,j · σjn,v.
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Dans les cartes σn,v′ au départ et σn,w′ , ce développement en série de Laurent
devient

σn,w′ ◦ fk0n =
∑

j∈Z

c′n,j · σjn,v′ .

Comme on a
σn,v′ = λnσn,v et σn,w′ = µnσn,w,

il en découle que

c′n,j =
µn

λjn
cn,j.

Considérons maintenant le développement en série de Laurent de fk0 : Sv → Sw
au voisinage de avz dans les cartes σv au départ et σw à l’arrivée

σw ◦ fk0 =
∑

j∈Z

cj · σjv,

ainsi que celui de fk0 : Sv′ → Sw′ au voisinage de av′(z
′) dans les cartes σv′ au

départ et σw′ à l’arrivée

σw′ ◦ fk0 =
∑

j∈Z

c′j · σjv′ .

Convergence. Ici nous démontrons que l’on a

cn,j −→
n→∞

cj et c
′
n,j −→

n→∞
c′j.

Puisque Fn → F et que pour tout 0 ≤ k < k0, φ
−1
n,vk

(∂Dk,n) évite Zv, on a

σvk+1
◦ (φn,vk+1

◦ fn ◦ φ−1
n,vk

) ◦ σ−1
vk
→ σvk+1

◦ fvk ◦ σ−1
vk

uniformément sur σ−1
vk
(φ−1

n,vk
(∂Dk,n)). Donc par composition, on a

σw ◦ (φn,w ◦ fk0n ◦ φ−1
n,v) ◦ σ−1

v → σw ◦ fk0 ◦ σ−1
v

uniformément sur σ−1
v (∂D).

D’autre part on a

(σw ◦ φn,w) ◦ fk0n ◦ (φ−1
n,v ◦ σ−1

v ) = σn,w ◦ fk0n ◦ σ−1
n,v.

Comme la convergence uniforme des fonctions implique celle des coefficients des
séries de Laurent, on a bien cn,j −→

n→∞
cj. La démonstration est identique pour

c′n,j −→
n→∞

c′j.

Cas A. Supposons que le chemin de z à z′ dans TZ passe par w et w′ dans cet
ordre. D’une part, on a σn,w = ρnσn,v avec ρn ∈ C− {0} et d’après le lemme 3.2 :
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– ρn → 0 si et seulement si le chemin de z à z′ passe par v avant de passer par
w et

– ρn → ∞ si et seulement si le chemin de z à z′ passe par w avant de passer
par v.

De même, on a σn,w′ = ρ′nσn,v′ avec ρ
′
n ∈ C− {0} et

– ρ′n → 0 si et seulement si le chemin de x à x′ passe par v′ avant de passer par
w′ et

– ρ′n → ∞ si et seulement si le chemin de x à x′ passe par w′ avant de passer
par v′.

Notons que
ρnµnσn,v = µnσn,w = σn,w′ = ρ′nσn,v′ = ρ′nλnσn,v

et donc
ρ′n =

µn
λn
ρn.

D’autre part, le développement de fk0 : Sv → Sw au voisinage de z dans les
cartes σv au départ et σw à l’arrivée est celui d’une fonction définie au voisinage de
l’infini et qui envoie l’infini sur l’infini avec degré local d0. Par conséquent, cj = 0
si j ≥ d0+1 et cd0 6= 0. De même, le développement de fk0 : Sv′ → Sw′ au voisinage
de z′ dans les cartes σv′ au départ et σw′ à l’arrivée est celui d’une fonction définie
au voisinage de 0 et qui envoie 0 sur 0 avec degré local d0. Par conséquent, c

′
j = 0

si j ≤ d0 − 1 et c′d0 6= 0.
Sous les hypothèses du lemme 3.12, comme d0 = 1

c′n,1 =
µn
λ1n
cn,1, donc

µn
λn
−→
n→∞

c′1
c1
∈ C− {0}.

On en déduit que ρn → 0 si et seulement si ρ′n → 0. De même, ρn → ∞ si et
seulement si ρ′n →∞. Etant donné que [w,w′]Z ⊆ [v, v′]Z ou [v, v′]Z ⊆ [w,w′]Z , la
seule possibilité est que ρn et ρ

′
n ne tendent ni vers 0 ni vers l’infini, ce qui implique

que v = w et v′ = w′. On peut alors choisir σv = σw et σv′ = σw′ , ce qui implique
λn = µn et donc c1 = c′1. Le multiplicateur de fk0 en z est 1/c1 et le multiplicateur
de fk0 en z′ est c′1. Le produit des multiplicateurs vaut 1 comme requis.

Sous les hypothèses du lemme 3.13, on a d0 > 1 on obtient que

c′n,d0 =
µn

λd0n
cn,d0 donc

ρ′n
ρn
≈ λd0−1

n

(
c′d0
cd0

)
.

Ainsi en supposant que w ∈ [v, v′], c’est à dire ρn → C⋆ ∪ {∞}, on déduit que
ρ′n →∞, c’est à dire que w′ /∈ [v, v′]. Le cas w′ ∈ [v, v′] est symétrique.

Cas B. Supposons que le chemin de z à z′ dans TZ passe par w′ et w dans cet
ordre. D’une part, on a σn,w = ρnσn,v′ avec ρn ∈ C− {0} et d’après le lemme 3.2 :
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– ρn → 0 si et seulement si le chemin de z à z′ passe par v′ avant de passer par
w et

– ρn → ∞ si et seulement si le chemin de z à z′ passe par w avant de passer
par v′.

De même, on a σn,w′ = ρ′nσn,v avec ρ
′
n ∈ C− {0} et

– ρ′n → 0 si et seulement si le chemin de z à z′ passe par v avant de passer par
w′ et

– ρ′n → ∞ si et seulement si le chemin de z à z′ passe par w′ avant de passer
par v.

Notons que
ρ′nσn,v = σn,w′ = µnσn,w = µnρnσn,v′ = µnρnλnσn,v

et donc
ρ′n = µnρnλn.

D’autre part, le développement de fk0 : Sv → Sw au voisinage de z dans les
cartes σv au départ et σw à l’arrivée est celui d’une fonction définie au voisinage
de l’infini et qui envoie l’infini sur 0 avec degré local d0. Par conséquent, cj = 0 si
j ≥ d0−1 et c−d0 6= 0. De même, le développement de fk0 : Sv′ → Sw′ au voisinage
de z′ dans les cartes σv′ au départ et σw′ à l’arrivée est celui d’une fonction définie
au voisinage de 0 et qui envoie 0 sur l’infini avec degré local d0. Par conséquent,
c′j = 0 si j ≤ −(d0 + 1) et c′−d0 6= 0.

Sous les hypothèses du lemme 3.12, comme d0 = 1 on obtient

c′−1 ←−
n→∞

c′n,−1 = µnλ
−1
n cn,−1 −→

n→∞
c−1,

donc

µnλn −→
n→∞

c′−1

c−1

∈ C− {0}.

On en déduit que ρn → 0 si et seulement si ρ′n → 0. De même, ρn → ∞ si et
seulement si ρ′n →∞. Etant donné que [w,w′]Z ⊆ [v, v′]Z ou [v, v′]Z ⊆ [w,w′]Z , la
seule possibilité est que ρn et ρ

′
n ne tendent ni vers 0 ni vers l’infini, ce qui implique

que v = w′ et v′ = w. On peut alors choisir σv = σw′ et σv′ = σw, ce qui implique
λnµn = 1 et donc que le multiplicateur du cycle, c’est-à-dire c′−1/c−1 vaut 1 comme
requis.

Sous les hypothèses du lemme, 3.13, comme d0 > 1 on obtient

µnλn = λd0−1

(
c′n,−d0
c−d0

)
donc

ρ′n
ρn
≈ λd0−1

n

(
c′d0
cd0

)
.

Ainsi en supposant que w ∈ [v, v′], c’est à dire ρn → C⋆∪{∞}, puisque λd0−1
n →

∞ on déduit que ρ′n → ∞, c’est à dire que w′ /∈ [v, v′]. Le cas w′ ∈ [v, v′] est
symétrique.
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Remarque 3.14. Pour la démonstration nous avons simplement utilisé la stabilité
en F k(v) et F k(v′) pour 0 ≤ k ≤ k0.

3.3 Cas du degré 2

On souhaite maintenant étudier les limites renormalisées dans le cas de frac-
tions rationnelles de degré 2. Rappelons qu’une fraction rationnelle de degré 2 a
exactement 3 points fixes comptés avec multiplicités. Nous travaillerons dans le
cadre d’un portrait ayant trois points fixes distincts, en supposant également que
ces points fixes ne sont pas des points critiques du portrait (les points fixes ne sont
pas superattractifs).

Théorème 3.15 (Classification). Soit (F , T X) un système dynamique d’arbres
de sphères de degré 2, dont le portrait F possède trois feuilles fixes non critiques.
Supposons que (F , T X) soit limite dynamique d’une suite de systèmes dynamiques
de sphères marquées (fn, yn, zn)n et que ([fn])n diverge dans rat2. Alors

– l’application F a au plus deux cycles critiques de sphères et ils sont de degré
2 ;

– s’il y en a un, le sommet w0 séparant les trois points fixes est fixe et fw0
est

d’ordre fini k0.
Notons v0 le sommet séparant w0 et les deux feuilles critiques, alors

1. soit v0 est oublié par F
k avec k < k0, alors v0 n’est pas périodique et il y a au

plus un seul cycle qui est alors de période k′0 ≥ k0 et son revêtement associé
a un point fixe super-attractif ;

2. soit v0 n’est pas oublié par F k0 ; dans ce cas v0 est périodique de période k0
et

(a) son revêtement associé a un point fixe parabolique ;

(b) si il y a un second cycle critique alors il est de période k′0 > k0, son
revêtement associé a un point fixe super-attractif et celui associé à v0 a
un point critique qui est une préimage itérée du point fixe parabolique.

Notation. Pour la suite, on note donc c′ cette feuille critique et c l’autre.

Remarque 3.16. Notons que dans le cas 2 le cycle critique de sphères dont il est
question est non post-critiquement finie car tout bassin d’un point fixe parabolique
contient un point critique (voir par exemple [M3]).

Notation. Rappelons tout d’abord que F ayant degré 2, il n’a que deux feuilles
critiques que nous noterons c et c′ et donc tous les sommets qui sont critiques sont
ceux de C2 := [c, c′]. On notera ck := F k(c) et c′k := F k(c′) lorsqu’ils sont définis.
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a1

a2 a3

a4

a5

a6
a7

a8

c1

c2
c3

c4

c5

c6

c7

c8

Figure 3.4 – Un exemple de système dynamique de degré 2 ne satisfaisant pas les
conclusions du théorème 3.15. À gauche est représenté T X , à droite en haut T Y et
en bas T Z . Les feuilles ci représentent le cycle de période 8 du point critique. Les
feuilles ai forment un cycle de même période. Sur T X , le sommet rouge (resp. noir,
bleu) rempli est critique et de période 8 (resp. 4, 2) dont l’orbite est l’ensemble
des sommets rouges (resp. noir, bleu). Le sommet vert rempli est fixe.
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Figure 3.5 – Énumération des configurations possibles (quitte à changer le nom
des points qui marquent) des revêtements d’arbres de sphères marqués par un
portrait correspondant à une fraction rationnelle f de degré 2 ayant points fixes
α, β et γ non super-attractifs et deux points critiques c et c′. On note v := f(c) et
v′ := f(c). L’arbre T Y est représenté à gauche et l’arbre TZ correspondant est à
sa droite. Les feuilles pré-fixes de F ne sont pas nommées.
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Le sommet w0 est fixe (théorème 3.15). On démontre le lemme un peu plus
précis suivant :

Lemme 3.17. Soit (F , T X) dynamiquement approximables par une suite de frac-
tions rationnelles (fn, yn, zn)n marquées par F. Notons w0 le sommet séparant les
trois points fixes. Supposons qu’il y ait un cycle critique de sphères. Alors, w0 est
fixe et

1. soit w0 est de degré 2, il n’y a pas d’autre cycle critique de sphères et ([fn])n
converge dans rat2,

2. soit w0 est de degré 1 et fw0
est conjugué à une rotation d’ordre fini.

Démonstration. On note BY
1 , B

Y
2 et BY

3 les branches de T Y sur w0 contenant
les trois points fixes. On note BZ

1 , B
Z
2 et BZ

3 les branches de TZ sur w0 correspon-
dantes.

Cas 1. Le sommet w0 sépare les points critiques. Dans ce cas, son degré est égal
à 2 et chaque branche sur w0 contient au plus un point critique. Par conséquent,
chaque branche sur w0 contenant un point fixe s’envoie sur la branche sur F (w0)
contenant ce même point fixe (corollaire 1.34).

Cas 1.a (cf figure 3.5, B, Pol, Triv) Les trois branches sur w0 contenant les trois
points fixes ont des images distinctes. Dans ce cas, F (w0) sépare les trois points
fixes et F (w0) = w0. D’après le lemme des branches (3.11), il n’y a pas d’autre
cycle critique de sphères et, d’après le lemme 3.4, ([fn])n converge dans rat2.

Cas 1.b (cf figure 3.5, C1, W) Deux des branches sur w0 contenant des points
fixes, disons BY

1 et BY
2 , ont la même image. Cette branche contient les deux points

fixes précédents. Elle contient donc le chemin entre ces deux points fixes, en par-
ticulier le sommet w0. Maintenant F (BZ

3 ) est une branche contenant le troisième
point fixe et évitant w0 ∈ F (BY

1 ) = F (BZ
2 ). Par conséquent F (B

Z
3 ) ⊂ BZ

3 . D’après
le lemme des branches (3.11), BZ

3 ne rencontre pas de cycle critique de sphères. Or,
le fermé connexe T ′ := T Y−(BY

1 ∪BY
2 ) contient le chemin critique et BZ

3 . Son image
est un fermé connexe contenant F (BZ

3 ) et évitant w0 ∈ F (BY
1 ) = F (BZ

2 ). L’image
du chemin critique est donc entièrement contenue dans BZ

3 . Par conséquent, il ne
peut pas y avoir de cycle critique de sphères.

Cas 2. Le sommet w0 ne sépare pas les points critiques. Dans ce cas, son degré
est égal à 1.

Cas 2.a (cf figure 3.5, Dparb) Les branches BY
1 , B

Y
2 et BY

3 ne contiennent pas de
feuille critique. Dans ce cas leurs images sont des branches distinctes sur F (w0),
contenant chacune un point fixe. Par conséquent, F (w0) sépare les trois points
fixes et F (w0) = w0. On en déduit alors que les points d’attache des branches BY

1 ,
BY

2 et BY
3 sont fixes et donc que fw0

est l’identité.
Cas 2.b Les deux feuilles critiques sont dans une même branche sur w0 contenant

un point fixe, disons BY
1 . Alors F (B

Y
2 ) et F (B

Y
3 ) sont des branches distinctes sur
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F (w0). Si F (w0) 6= w0 (cf figure 3.5, A1), alors une de ces branches, disons BY
2 ,

contient son image et l’autre, disons BY
3 , est contenue dans son image. D’après

le lemme des branches (3.11), BY
2 ne rencontre pas de cycle critique de sphères.

Notons w′
0 la seconde préimage de F (w0) et A l’anneau ]]w0, w

′
0[[ qui contient le

chemin critique. Alors, B := F (A) est une branche sur F (w0) qui évite les trois
points fixes. Elle est donc contenue dans BY

2 . Par conséquent, il ne peut pas y avoir
de cycle critique de sphères. Ainsi on a donc bien F (w0) = w0 et donc les points
d’attache de BY

2 et BY
3 sont fixes et donc que fw0

est conjugué à une rotation (cf
figure 3.5, A2, A3, C2, Stand et Parb).

Reste à prouver que cette rotation est d’ordre fini, ce qui conclut la démonstration.
Comme F possède un cycle de sphères critique, le chemin critique possède un
sommet interne critique et périodique v′ ∈ BY

1 . On peut alors trouver un sommet
v0 ∈ BY

1 tel que [w0, v
′] = [w0, v0] ∪ [v0, v

′] et que les sommets de [v0, v
′] soient

tous les sommets critiques de [w0, v
′]. Alors [w0, v0] s’envoie bijectivement sur son

image dans une branche B̃ sur v0 et [v0, v
′] s’envoie bijectivement sur son image

sur une branche B̃′ sur v0. On a B̃ 6= B̃′ sinon l’arête sur v0 aurait trois pré-
images. On en déduit donc que F ([w0, v

′]) est inclus dans la branche Bw0
(F (v′)).

Si Bw0
(F (v′)) = Bw0

(v′) alors aw0
(v′) est fixe et donc fw0

est l’identité. Sinon
Bw0

(F (v′)) est une branche qui contient un sommet périodique donc on peut itérer
F tant que son image est une branche, ce qui est le cas tant que ses itérés sont
disjoints de Bw0

(v′) puisque c’est la seule branche sur w0 qui contient des sommets
critiques (lemme 1.32). Ainsi tant que fk(aw0

(v′)) 6= aw0
(v′), le sommet F k(v′) est

dans la branche attachée en aw0
(F k(v′)) = fk(aw0

(v′)) donc v′ n’est pas de période
k. On en déduit donc que aw0

(v′) est périodique et donc que fw0
est une rotation

d’ordre fini. �

Remarque 3.18. Comme ([fn])n diverge dans rat2 on en conclut que nous sommes
dans le cas 2. Ainsi w0 est bien d’ordre fini que l’on pose égal à k0.

Supposons que v′ soit un sommet interne critique périodique. Posons BY
0 la

branche sur w0 contenant les deux points critiques (et donc v′) et pour 1 ≤ k ≤ k0,
notons B⋆

k ∈ IV ⋆ la branche attachée en a⋆w0
(F k(v′)). On a F : BY

k → BZ
k+1 est

une bijection.

Le sommet w0 n’étant pas critique, il n’appartient pas à [c, c′].On note v0 ∈ TX
le sommet séparant c, c′ et w0.

Point 2a du théorème 3.15. On suppose ici que v0 n’est pas oubliée par Fk0 .
L’anneau A0 :=]]w0, v0[[ ne contient pas de sommets de degré 2 donc par le corollaire
1.33 on déduit que F est injective sur A0. De plus, comme les éléments de C2 sont
de degré maximum, F est injective sur A0 ∪C2. D’après la remarque 3.18, si pour
1 ≤ k < k0, F est bijective de BY

k vers BZ
k+1. Ainsi, le sommet vk := F k(v0) ∈ BZ

k

et donc vk0 ∈ B0.
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Figure 3.6 – Exemple du cas absurde de la démonstration du point 2 avec k0 = 3

On a alors trois cas : vk0 ∈ [w0, v0], v0 ∈ [w0, vk0 ] ou vk0 ∈ A0− [w0, v0]. Dans les
deux premiers cas, comme pour 1 ≤ k < k0 on a F k(A0 ∪ C2) est inclus dans Bk

qui ne contient que des sommets de degré 1, le lemme Anneau non critique (3.12)
appliqué à F k(A0) assure que vk0 = v0. Le sommet v0 est donc périodique. C’est le
seul sommet de degré deux de son cycle. Comme aw0

(v0) est un point fixe de fk0

de multiplicateur 1, d’après ce même lemme la fraction rationnelle fk0 : Sv0 → Sv0
possède un point fixe parabolique en iv0(w0). Montrons que le troisième cas est
absurde, ce qui conclura la démonstration.

En effet, si on est dans ce cas, vk0 , v0 et w0 ne sont pas sur un même chemin.
Il y a donc un sommet v̂0 ∈ [w0, v0] qui sépare vk0 , v0 et w0. Par ailleurs, tout
cycle critique de sphères doit correspondre à un cycle de sommets qui intersecte
C2 puisque par définition un cycle de sphères critique n’a pas degré 1. Soit v′0 un
sommet dans cette intersection. Les sommets v′0 et v0 sont sur une même branche
de v̂0 disjointe de celle qui contient vk0 . Comme A0 ∪ C2 est en bijection avec son
image ainsi que ses k0 itérés, on en déduit que vk0 et v

′
k0

sont sur une même branche
de v̂0 et donc v̂0 est défini par les sommets w0, v

′
0 et v

′
k0
. Ces quatre sommets étant

tous dans A0 et n’étant pas oubliés par F
k0 , on en déduit par le lemme 2.4 que les

k0 itérés de v̂0 sont définis.

Comme A′
0 :=]]w0, v̂0[[⊂ A0, ses k0 itérés sont envoyés bijectivement sur leurs

images qui sont les ]]w0, v̂k[[ qui ne contiennent tous à l’exception peut-être de
]]w0, v̂k0 [[ que des sommets de degré 1. Or w0, v̂0 et v0 sont alignés dans cet ordre,
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donc pour 0 ≤ k ≤ k0, il en est de même pour w0, v̂k et vk ainsi donc v̂0 et v̂k0
sont tous deux sur le chemin [w0, vk0 ]. Donc on a l’inclusion ]]w0, v̂0[[⊂]]w0, vk0 [[ ou
l’inclusion inverse. Ainsi grâce au lemme Anneau non critique (3.12) on a v̂0 = v̂k0 .
On est donc dans une situation similaire à celle de la figure 3.6.

Comme nous l’avons fait dans les cas précédents pour v0, nous pouvons montrer
que le revêtement associé au cycle contenant v̂0 a un point fixe de multiplicateur
1 grâce au lemme Anneaux non critiques. Comme v̂0 est de degré 1, ce revêtement
dans une carte projective est l’identité ou bien une translation. Si c’est une transla-
tion alors la branche Bv̂0(v

′
k0
) serait d’orbite infinie ce qui contredit l’existence dans

celle-ci de v′k0 qui est périodique. Si c’est l’identité alors F (Bv̂0(v
′
k0
)) ⊂ Bv̂0(v

′
k0
),

ceci contredisant le fait que v′0 est dans l’orbite de v′k0 . On arrive donc encore à
une absurdité.

Notation. Comme sur la figure 3.7, notonsD⋆
i := T ⋆−D⋆

vi
(v0). Notons α := av0(w0)

le point fixe parabolique et x′0 sa pré-image par fk0 . Si il y a une branche dans T Y

attachée en x′0 sur v0, on la note B′
0. Sinon on note B′

0 = ∅.

Remarque 3.19. Comme D⋆
k ⊂ B⋆

k, d’après la remarque 3.18 on a F : DY
k → DZ

k+1

est une bijection pour 1 ≤ k < k0. Puisque α n’est pas critique, B′
0 ne contient que

des éléments de degré 1 donc le corollaire 1.32, on déduit que F (B′
0) est la branche

sur v1 attachée en f(α) c’est à dire F (B′
0) = Bv0(w0). On déduit que B′

0 6= ∅. En
outre, comme F : T Y → TZ est surjective, on en déduit que F (D0 − B′

0) = D1.

Corollaire 3.20. Il existe une feuille critique c0 telle que Bv0(c0) ne contienne
pas de cycle de sphères critique.

Démonstration. Le point fixe parabolique f(α) de fk0 : Sv0 → Sv0 attire l’or-
bite d’un point critique z0 (cf [M3] par exemple). La branche B de T Y sur v0
correspondante à ce point critique contient une feuille critique c0.

Si B contient un sommet périodique, alors ses itérés sont définis tant que ce
sont des branches. Les itérés de av0(c0) évitent α, puisque ce dernier est préfixe
donc les itérés de B sont toutes des branches. En effet, soit elles sont dans D0−B′

0

et on peut appliquer le corollaire 1.34, soit elles sont dans les Di avec i > 0 et alors
on a le corollaire 1.32. On en déduit par le lemme 3.11 que B ne contient pas de
cycle de sphères critique. �

Notation. Pour la suite, on note donc c′ cette feuille critique et c l’autre.

Point 2b du théorème 3.15.
Tout cycle de sphères critique est de degré au moins 2 donc possède un sommet

v′0 dans C2. Nous noterons v
′
k := F k(v′0) et k

′
0 la période de ce cycle.

Notons D′
k := T Y − Bv′

k
(w0). Montrons que F (D′

k) = D′
k+1 et f(av′

k
(w0)) =

av′
k+1

(w0). D’après la remarque 3.19, c’est vrai pour tout k lorsque v′k /∈ B′
0 et
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Figure 3.7 – Représentation simplifiée d’un T X pour un exemple de revêtement
F : T Y → T Z limite de fraction rationnelles de degré 2 qui possède deux cycles
de sphères critiques. L’une de période 3 et l’autre de période 5 avec les notations
introduites dans la démonstration du théorème 3.15.
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l’on a toujours f(av′
k
(w0)) = av′

k+1
(w0). Supposons que v′k ∈ B′

0. Comme on a

D′
k = Bv0(v

′
k)−]]v0, v′k[[ et que F est bijective sur Bv0(v

′
k), on en déduit que

F (D′
k) = Bv1(v

′
k+1)−]]v1, v′k+1[[= D′

k+1.

De plus F est une bijection entre les arêtes de v′k et celles de v′k+1. On en déduit
que f(av′

k
(w0)) = av′

k+1
(w0).

De F (D′
k) = D′

k+1 déduit alors grâce au lemme 3.11 que D′
0 ne contient pas

de sommet interne périodique critique donc quitte à avoir supposé que v′0 soit la
sphère de degré 2 du cycle qui est la plus proche de w0, on en déduit que v′0 est
le seul sommet critique du cycle et donc que le revêtement associé est de degré 1.
Comme f(av′

k
(w0)) = av′

k+1
(w0) et av′

0
(w0) est critique, ce revêtement est conjugué

à un polynôme quadratique.
Montrons que k′0 > k0. Comme fv0 est de degré 2, le point fixe parabolique

ne peut pas avoir comme pré-image un point critique donc v′0 ∈ D0 − B′
0. Ainsi

d’après la remarque 3.19 les v′k sont dans les Dk pour 0 ≤ k ≤ k0 et donc k′0 ≥ k0.
S’il y a égalité on a F (]]v0, v

′
0[[) =]]F k(v0), F

k(v′0)[[=]]v0, F
k(v′0)[[ ce qui contredit le

lemme 3.13.
Supposons que l’un des itérés de v′0 est dansB

′
0. Soit v

′
i le premier itéré de v′0 dans

B′
0. D’après ce qui précède, pour 0 ≤ k < k+ k0 ≤ i on a F k0 :]]v0, v

′
k[[→]]v0, v

′
k+k0

[[
est une bijection. Ainsi

fk0+i ◦ av0(v′0) = fk0 ◦ f i ◦ av0(c0) = fk0 ◦ av0(vi) = fk0(x′0) = α.

Donc fk0v0 a bien un point critique qui est une pré-image du point fixe parabolique.
Montrons en raisonnant par l’absurde qu’un des itérés de v′0 est dans B

′
0, ce qui

conclut la démonstration. Si ce n’est pas le cas, on peut appliquer le lemme 3.11
à la branche B := Bv0(c) puisque les itérés de B sont dans les Di pour i 6= 1 ou
dans D0 − B′

0 d’après la remarque 3.19 et que ces itérés sont disjoints de Bv0(c
′).

Point 1 du théorème 3.15.
Soit v′0 un sommet critique périodique le plus proche de w0 (s’il y en a plusieurs

à égale distance, on fait un choix arbitraire). On note v′k son k-ième itéré. D’après
la remarque 3.18, les k0 itérés de v′0 sont bien définis. Et les k0 − 1 premiers sont
tous non critiques. On a v′k0 ∈ B0. Notons B

′
0 la branche (dans T Y ) attachée en

l’unique point de Sv0 qui a même image que av0(w0). On a plusieurs cas :
– v′k0 ∈ [w0, v0] ;
– v′k0 ∈ B0 − [w0, v0] ∪B′

0 ;
– v′k0 ∈ B′

0.
Dans le premier cas on a alors [[w0, v

′
k0
]] ne contient pas de sommet critiques.

On peut itérer cet anneau k0 fois encore et si v′2k0 ∈ [w0, v
′
k0
], on est dans les

hypothèses du lemme Anneau non critique (3.12) et donc v′k0 = v′2k0 6= v′0 ce qui
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est absurde. Si ce n’est pas le cas, on se retrouve dans le cas de la figure 3.6 et on
conclut comme on l’a fait dans le point 2 à une absurdité.

Dans le second cas, si de plus v′k0 ∈ Bv0(v
′
k0
) alors on vérifie comme dans le

point 2 que Bv′
0
(v′2k0) vérifie les conditions du lemme des branches 3.11. On en

conclut donc que v′0 = v′2k0 et qu’il n’y a pas d’autre cycle périodique passant
par cette branche. Le cycle est donc bien de degré 2 et de plus le point d’attache
av′

0
(v0) est critique et de période k0. Si v

′
k0
/∈ Bv0(v

′
k0
), alors v′k0 /∈ [v0, v

′
0] sinon ce

serait v′k0 le sommet périodique critique le plus proche de w0. Ainsi, le sommet v0
sépare donc w0, v

′
k0

et v′2k0 . Comme [v′k0 , v
′
2k0

] s’envoie bijectivement sur son image
en étant sa seule pré-image, f(v0) sépare F (w0), F (v

′
k0
) et F (v′2k0) donc est dans

TX . On montre de-même que les k0 itérés de v0 sont dans T
X , ce qui contredit les

hypothèses sur v0.
Dans le troisième cas, on itère encore jusqu’à se retrouver dans un des cas

précédents et comme dans le point 2, on prouve que les D′
k := T Y − Bv′

k
(w0)

s’envoient sur les D′
k+1, on en conclut donc de la même façon que précédemment

que le cycle de v′0 est de degré 2 et que le revêtement associé possède un point
critique fixe.

Fin du théorème 3.15.
Montrons qu’il y a au plus deux cycles critiques de sphères. On a C2 = [c′, v0]∪

[v0, v
′
0]∪ [v′0, c]. Or on sait que [c′, v0]−{v0} ne contient pas de sommets périodiques

d’après le corollaire 3.20, que [v0, v
′
0]−{v0, v′0} non plus par définition de v′0 et que

[v′0, c] car [v
′
0, c] ⊂ D′

0 donc C2 ne contient que deux sommets périodiques.
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Chapitre 4

Classes d’isomorphismes d’arbres
de sphères

Dans tout ce qui suit, les arbres sont supposés stables, munis de structures
projectives et les revêtements sont supposés holomorphes.

4.1 Classes d’isomorphismes d’arbres combina-

toires et partitions

Définition 4.1 (Isomorphisme d’arbres marqués). Un isomorphisme d’arbres marqués
par X est une application d’arbre bijective qui est l’identité sur X.

Notons PX
v := {Bv(e) ∩X | e ∈ Ev}. Notons PX l’ensemble des partitions de

X.

Lemme 4.2. Pour tout v ∈ IV X , PX
v est une partition de X.

On rappelle qu’une partition ne contient pas l’élément ∅.
Démonstration. En effet, v est relié à tout élément de X par un chemin car un
arbre est un graphe connexe. Ce chemin est unique car un arbre est sans cycle.
Ces chemins commencent tous par une arête de Ev donc on peut associer à tout
point de X un unique élément de Ev. Le lemme 1.7 assure que toute branche est
non vide donc tous les Bv(e) sont non vides. �

Soit ψ l’application définie de l’ensemble des arbres marqués par X vers l’en-
semble des partitions de PX qui à T associe

ψ(T ) = {PX
v |v ∈ IV X}.
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Le but de cette partie est de caractériser l’image de cette application et de
montrer que celle-ci permet de caractériser les classes d’isomorphismes des arbres
combinatoires marqués par X.

Définition 4.3 (Ensemble admissible de partitions). Un ensemble P de partitions
est dit admissible s’il vérifie les propriétés suivantes :

1. toute partition P ∈ P contient au moins trois éléments distincts,

2. pour toute partition P ∈ P et tout partie B ∈ P , ou bien il existe une
partition P ′ ∈ P contenant X − B, ou bien B = {x} avec x ∈ X,

3. si P1 ∈ P et P2 ∈ P sont deux partitions distinctes, alors P1 ∩ P2 = ∅.

Nous allons démontrer le théorème suivant :

Théorème 4.4. Si T est un arbre combinatoire (stable), alors ψ(T ) est un en-
semble admissible de partitions. Les arbres T et T ′ sont isomorphes si et seule-
ment si ψ(T ) = ψ(T ′). Tout ensemble admissible de partition est l’image d’un arbre
stable.

Corollaire 4.5. L’application ψ induit une bijection entre l’ensemble des classes
d’isomorphisme d’arbres stables et l’ensemble des ensembles admissibles de parti-
tions.

La suite de cette partie se concentre sur la démonstration de ce théorème.
Le lemme ci-dessous est un outil fondamental qui illustre comment on peut se

servir des branches pour utiliser pleinement la propriété de stabilité.

Lemme 4.6. Soit TX un arbre stable. Soit [v, v′, v′′] un chemin de TX . Alors

Bv′(v
′′) ∩X ( Bv(v

′) ∩X.

Démonstration. Posons e := {v, v′}. Si x ∈ Bv′(v
′′) ∩ X alors e /∈ [v′, x] donc

{v, {v, v′}} ∪ [v′, x] est un chemin reliant v à x donc x ∈ Bv(v
′) ∩X. La stabilité

assure qu’il existe une troisième arête {v′, v′′′} sur v′. On a donc de même Bv′(v
′′′)∩

X ⊂ Bv(v
′) ∩ X. Or par définition Bv′(v

′′) ∩ X et Bv′(v
′′′) ∩ X sont disjoints et

d’après le lemme précédent, ce sont des ensembles non vides. On a donc Bv′(v
′′)∩

X ( Bv(v
′) ∩X. �

On en déduit les propriétés suivantes :

Lemme 4.7. Soit TX un arbre stable. Soient v et v′ deux sommets de TX . Soit
e ∈ Ev ∩ [v, v′] et e′ ∈ Ev′ ∩ [v, v′]. Alors, pour toute arête e′′ ∈ Ev′ − {e′}, on a
Bv′(e

′′) ∩X ( Bv(e) ∩X.
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Démonstration. Montrons que si [v0, v1, v2] un chemin de TX , alors

Bv1(v2) ∩X ( Bv0(v1) ∩X.

Posons e := {v0, v1}. Si x ∈ Bv1(v2)∩X alors e /∈ [v1, x] donc {v0, {v0, v1}}∪ [v1, x]
est un chemin reliant v0 à x donc x ∈ Bv0(v1) ∩X. La stabilité assure qu’il existe
une troisième arête {v1, v3} sur v1. On a donc de même Bv1(v3)∩X ⊂ Bv0(v1)∩X.
Or par définition Bv1(v2) ∩ X et Bv1(v3) ∩ X sont disjoints et d’après le lemme
précédent, ce sont des ensembles non vides. On a donc Bv1(v2)∩X ( Bv0(v1)∩X.

On démontre bien le lemme en appliquant un nombre de fois fini ce résultat sur
toutes les portions du chemin [v, v′] qui contiennent trois sommets. �

Lemme 4.8. Si T est stable alors ψ(T ) est un ensemble admissible de partitions.

Démonstration. La propriété 1 est vraie car les arbres sont stables.
Pour la propriété 2, prenons de tels P ∈ ψ(T ) et B ∈ P . Alors B est associé à

une arête e = {v, v′} sur v un sommet interne d’un arbre. Soit v′ est une feuille
x et alors tout élément de X−{x} est relié à x par un chemin contenant l’arête e
donc on est dans le second cas annoncé. Soit v′ est un sommet interne et donc on
est dans le premier cas d’après le cas d’égalité du lemme 4.7.

Pour la propriété 3, d’après le lemme 4.7, si deux sommets sont distincts, alors
on trouve un chemin les reliant. Soit B un élément commun à P1 et P2. Trois
cas se présentent : soit les arêtes associées à B sont dans ce chemin, soit aucune
d’entre elles, soit une seule d’entre elles. Dans le premier cas, on prend un élément
B′ ∈ P1 distinct de B (puisque T est stable) et le lemme 4.7 donne B′ ⊂ B, ce
qui est absurde car P1 est une partition. Dans le second cas, le lemme 4.7 donne
B ( (X−B), absurde. Dans le troisième cas le lemme 4.7 amène une contradiction.
�

Prenons un ensemble admissible de partitions P . Posons VT = P ∪X. Posons
ET l’ensemble des {P1, P2} pour tout P1 ∈ P et P2 ∈ P tels qu’on ait Bi ∈ P1 et
B2 ∈ P2 vérifiant B1 ∪ B2 = X avec B1 ∩ B2 = ∅ et des {P0, x} vérifiant P0 ∈ P
et {x} ∈ P0.

Lemme 4.9. Le graphe T est un arbre et ψ(T ) = P.

Démonstration. Montrons d’abord que T est un arbre.
Affirmation : Soit x ∈ X. Tout sommet v1 ∈ VT−{x} peut être relié au

sommet x de façon unique. De plus si la première arête de ce chemin est {P1, P2},
alors x ∈ P1. (Nous montrerons cette affirmation après cette démonstration, lemme
4.10).

On a donc :
-connexité : pour relier deux sommets distincts v et v′, on prend x ∈ X et des
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chemins [v, v1, . . . , vk, x] et [v′, v′1, . . . , v
′
k′ , x]. On a nécessairement vk = vk′ car

il n’y a qu’une seule arête reliant x à un sommet de T . Considérons le premier
élément que ces chemins ont en commun vi = v′i′ , on a alors le chemin cherché en
considérant [v, v1, . . . , vi−1, vi, v

′
i′ , v

′
i′−1, . . . , v

′
2, v

′].
-absence de cycles : supposons que l’on a un cycle C = [v1, v2, . . . vk] ∪ {{vk, v1}}.
On trouve par l’affirmation un chemin [v1, v

′
2, . . . , v

′
k′ , x] pour un certain x ∈ X

avec x 6= v1. Soit i le plus grand indice tel que C passe par v′i. Posons alors j tel
que v′i = vj. Alors l’existence de [v1, v2, . . . , vj−1, v

′
i, . . . , v

′
k′ , x] et de

[v1, vk, vk−1, . . . , vj−1, v
′
i, . . . , v

′
k′ , x] contredit l’unicité dans l’affirmation.

-stabilité d’après la première propriété et par construction les feuilles de notre
arbre sont les éléments de X.

Montrons maintenant que l’on a ψ(T ) = P . Soit v1 ∈ VT . Notons P = {p1, . . . , pk}
la partition associée aux arêtes {pi, ⋆} de v1. La fin de l’affirmation assure que l’on

a B
{pi,⋆}
v1 ⊆ p1. Or P est une partition donc il y a égalité, ce que l’on voulait

démontrer. �

Montrons l’affirmation.

Lemme 4.10. Soit x ∈ X. Tout sommet v1 ∈ VT−{x} peut être relié au sommet
x de façon unique. De plus si la première arête de ce chemin est {P1, P2}, alors
x ∈ P1.

Démonstration. On cherche un chemin [v1, v2, v3, . . . , vk, x].
Si v1 ∈ X alors la troisième propriété donne l’existence d’un sommet v2 tel

que {v1} appartienne à la partition, ce qui permet de se ramener au cas v1 /∈ X.
Trouvons les vi de façon récursive.

Prenons pour hypothèse de récurrence : on a trouvé v2, . . . , vi tels que [v1, v2, . . . , vi]
soit un chemin et la partie Bi de X de vi contenant x est inclue dans celle de vi−1

contenant x. Supposons-la vraie pour un certain i ∈ N.
Soit Bi cette partie. Si Bi = {x} alors par construction {vi, {x}} ∈ ET et

donc [v1, v2, . . . , vi, {x}] est le chemin cherché. Sinon, on trouve vi+1 contenant
X−Bi ∈ VT . Ainsi {vi, vi+1} ∈ ET . Par ailleurs si Bi+1 est la partie de vi+1

contenant x alors Bi+1 et X−Bi sont deux éléments de la partition vi+1 donc on
a bien Bi+1 ⊂ Bi. On a donc bien la propriété au rang i+ 1.

Notre construction s’arrête car les inclusions de Bi sont strictes. Par ailleurs on
a toujours x ∈ Bi. Si vk est le dernier sommet du chemin construit alors vk = x
car sinon la construction ne se serait pas arrêtée.

On a bien l’unicité de ce chemin car l’hypothèse Bi+1 ⊂ Bi est nécessaire et
induit l’unicité des choix des sommets à chaque étape.

Par construction, on a bien la seconde partie de du lemme. �

Nous venons de montrer que l’application ψ est une surjection vers l’ensemble
des ensembles admissibles de partitions.
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Démonstration. (théorème 4.4) Reste à montrer que cette application passe au
quotient sur les classes d’arbres en une application bijective. Il suffit de montrer que
l’application qui à une arête sur un sommet associe sa branche passe au quotient.

Prenons T et T ′ sont deux arbres dans la même classe, et F la bijection sur
l’ensemble des sommets respectant les arêtes. Soit v ∈ VT , e ∈ Ev et x ∈ X∩Bv(e).
Alors si [v, v1, . . . , vk, x] est un chemin, [F (v), F (v1), . . . , F (vk), F (x) = x] l’est
aussi donc x est dans BF (v)(F (e)).

Par ailleurs, si deux arbres marqués ont même image, le nombre de sommets
internes et leur nombre d’arêtes est le même puisqu’il y a une et une seule partition
associée à chaque sommet interne. Les sommets adjacents aux sommets qui sont des
éléments de X sont déterminés par la troisième propriété. Ceux qui sont adjacents
à ces derniers le sont par la deuxième propriété et ainsi de suite on montre que la
structure reliant les sommets les uns aux autres est rigide et que donc ces deux
arbres sont dans la même classe. �

4.2 Classes d’isomorphismes d’arbres de sphères

et topologie

Définition 4.11 (Isomorphisme d’arbres de sphères). Un isomorphisme d’arbres
de sphères marqués par X est un revêtement d’arbres de sphères marqués de degré
1 qui est l’identité sur X.

Notons qu’alors l’application d’arbres combinatoires associée est un isomor-
phisme d’arbres combinatoires.

On définit sur l’ensemble TX des arbres de sphères marqués par X une relation
d’équivalence donnée par : T ∼ T ′ si et seulement s’il existe un isomorphisme
M : T → T ′ d’arbres de sphères marqués par X. Notons qu’alors pour tout
v ∈ IVT , mv : Sv → SM(v) est un isomorphisme et aM(v) = mv ◦ av. On notera
parfois T ∼M T ′.

On notera TX l’ensemble des arbres de sphères marqués par X. On appelle
l’espace des modules des arbres de sphères marqués par X et note ModX l’en-
semble TX quotienté par cette relation d’équivalence. Remarquons que ModX est
l’ensemble des classes d’isomorphismes de sphères marquées.

Remarque 4.12. La classe d’isomorphisme d’un arbre de sphères possédant un
unique sommet interne v marqué par X est déterminée par l’élément [av] ∈ ModX .
On confondra ModX et ModX .

Rappel. L’espace des modules ModX des sphères à points marqués par X est
l’ensemble des injections deX dans Smodulo post-composition par une application
de Moebius. Il est muni d’une structure de variété quasi-projective. En effet, si
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l’on choisit trois points distincts de X, on peut associer à tout élément de ModX
l’ensemble des birapports de ces derniers avec les éléments de X restants et cela
ne dépend pas des représentants choisis.

Cette méthode fait jouer un rôle particulier aux trois points choisis initialement.
Une manière d’éviter cela est de considérer QuadX l’ensembles des quadruplets
d’éléments distincts de X et de considérer le plongement :

B : Mod(X)→ SQuadX

qui a tout [i] ∈ Mod(X) associe la collection des birapports

[i(x1), i(x2), i(x3), i(x4)](x1,x2,x3,x4)∈QuadX .

C’est cette approche que nous allons suivre pour donner à ModX une structure
de variété projective.

Notons TripX l’ensembles des triplets d’éléments distincts de X. Considérons un
arbre combinatoire T marqué par X. Prenons t := (x0, x1, x∞) ∈ TripX. D’après
le lemme 2.4, les sommets x0, x1 et x∞ sont séparés par un unique sommet v. On
parle de sommet séparant le triplet t ou on dira par abus que le triplet est séparé
par ce sommet.

Par ailleurs, si T est l’arbre combinatoire d’un arbre de sphères T , l’application
av donne des images distinctes aux éléments de t. Il existe alors une unique carte
projective σt : Sv → S vérifiant σt ◦ av(x0) = 0, σt ◦ av(x1) = 1 et σt ◦ av(x∞) =∞.

Définition 4.13 (t-cartes). L’application σt est appellée la t-carte de T . L’appli-
cation

αt := σt ◦ av : X → S

est appelée le marquage de la t-carte de T .

Le lemme suivant justifie que l’on puisse parler de t-carte d’une classe d’iso-
morphisme d’arbre de sphères, que l’on note aussi par abus αt.

Lemme 4.14. Si T ∼ T ′ alors pour tout t ∈ TripX on a αt = α′
t.

Démonstration. Supposons que T ∼M T ′. Soit v ∈ V et v′ ∈ V ′ les sommets
associés au triplet t. Alors M envoie les branches sur v sur des branches de M(v)
(corollaire 1.32 ; or c’est l’identité sur X donc v′ :=M(v) sépare les éléments de t.

Soit σt : Sv → Ĉ vérifiant σt ◦ av(x⋆) = ⋆ et σ′
t : Sv′ → Ĉ l’équivalent pour v′.

Comme σ′
t ◦mv ◦ σ−1

t fixe trois points c’est l’identité. Pour tout x ∈ X, on a alors

σt ◦ av(x) = σ′
t ◦mv ◦ σ−1

t ◦ σt ◦ av(x) = σ′
t ◦ av(x).

�

Rappelons que QuadX est l’ensemble des quadruplets d’éléments distincts de
X.
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Définition 4.15 (Topologie). On définit l’application suivante :

B : ModX → SQuadX

qui a tout [T ] ∈ModX associe la collection des (αt(x))(t,x)∈QuadX.

L’application B définit une topologie sur ModX . Le lemme suivant implique
que cette topologie est séparée.

Lemme 4.16. L’application B est injective.

Démonstration. Soit T un arbre de sphères marqué par X. Pour t ∈ TripX

fixé, la donnée des αt(x) permet de reconstruire l’application av lorsque t définit
le sommet v de T . Comme les arbres sont stables, pour tout sommet v ∈ VX on
a card(Ev) ≥ 3 et on peut donc toujours trouver élément de TripX séparé par v.
Ainsi, le théorème 4.4 assure que la classe de T est déterminée de façon unique. �

Corollaire 4.17. L’application B est un homéomorphisme sur son image qui
munit donc ModX d’une structure de variété quasi-projective lisse qui est la même
que celle de ModX (via l’identification).

Démonstration. En effet ModX et SQuadX sont des espaces lisses et la restriction
de B à ModX est algébrique. �

Commençons par nous assurer que cette topologie est bien compatible avec celle
que nous avons introduite au chapitre 3.

Lemme 4.18. Soient (An) et (A′
n) deux suites de sphères marquées par X et

soient T et T ′ deux arbres de sphères marqués par X.

1. (passage au quotient)
– Si T ∼ T ′, alors An → T ⇐⇒ An → T ′.
– Si An ∼ A′

n
′, alors An → T ⇐⇒ A′

n → T .
2. (unicité de la limite) Si An → T et An → T ′, alors T ∼ T ′.

Démonstration. SiAn →φn T et T ′ ∼M T alorsAn →φ′n T ′ avec φn,v = mv ◦ φ′
n,v.

Par ailleurs siAn ∼M A′
n →φ′n T alorsAn →φ′n◦M T ce qui conclut la démonstration

du point 1.
Pour le point 2, supposons que An →φn T et An →φ′n T ′. Pour tout sommet

interne v de T , on a φ′−1
n,v ◦ φn,v → mv un isomorphisme. En effet, si on prends

un t ∈ TripX séparé par v, alors σ′
t ◦ φ′−1

n,v ◦ φn,v ◦ σ−1
t est une transformation de

moebius qui fixe 0, 1 et ∞ et donc c’est l’identité. Ainsi φ′−1
n,v ◦ φn,v → σ′−1

t ◦ σt qui
est bien un isomorphisme. �
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Lemme 4.19. L’application B définit la même notion de convergence que celle
des arbres de sphères sur ModX , c’est à dire :

An → T si et seulement si B([An])→B([T ]).

Démonstration. Le lemme 4.18 assure que ces deux formulations sont équivalentes.
Supposons que An −→

φn
T . Soit t ∈ TripX. Soit x ∈ X n’apparaissant pas dans t.

Soit σn,t la t-carte de An. Soit φt la t-carte de T . Soit v le sommet de T défini par
t. Alors mn := σt ◦ φ−1

n,v ◦ σn,t (cf diagramme ci-dessous) est une transformation de
Moebius qui fixe 0, 1 et ∞ donc mn est l’identité.

X
an //

av   

Sn
φn,t //

φn,v

��

S

mn

��
Sv φt

// S

On a alors

σn,t ◦ an(x) = mn ◦ σn,t ◦ an(x) = σv ◦ φn,v ◦ an(x)→ σt ◦ av(x).

Ainsi αn,t → αt donc B([An])→ B([T ]).
Si par ailleurs B([An])→ B([T ]), pour tout sommet interne v de T notons tv

un triplet définissant v et σn,tv la tv-carte de An. Posons φn,v := σ−1
n,tv ◦ σtv . On

vérifie alors bien que φn,v ◦ an → av. �

Remarque 4.20 (Convergence d’arbres stables). Soit (Tn)n une suite d’arbres marqués
par X. Pour tout t ∈ TripY on note vn,t le sommet de T Yn séparant t.

Soit T ∈ModX . Par définition de B on déduit que la suite (Tn)n converge vers
T si

∀t ∈ TripX, ∃φX
n,vn,t ∈ Aut(Svn,t , Sv), φ

X
n,vn,t ◦ an,vn,t → av.

Notation. On notera φXn,t := φXn,vn,t
.

4.3 Compacité, variété projective

Dans cette partie nous démontrons le théorème suivant :

Théorème 4.21. L’espace ModX est l’adhérence de ModX (dans SQuadX), c’est
à dire :

B(ModX) = Ad(B(ModX)).

Ce résultat sera montré par double inclusion (lemmes 4.23 et 4.26). On en déduit
le corollaire suivant :
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Corollaire 4.22. L’espace topologique ModX est compact, c’est l’adhérence de
ModX .

Démonstration. En effet, B(ModX) est un fermé dans un compact donc est
compact. �

Cette compactification correspond à celle de Deligne-Mumford (cf [DM]), ceci
peut être vu dans [B] par exemple. Par la suite on fera l’abus de dire qu’il s’agit
de la compactification de Deligne-Mumford. Il est connu que B(ModX) est une
sous-variété projective lisse donc est muni ici d’une structure de variété projective
lisse (ce qui n’est pas utilisé dans la suite).

Lemme 4.23. L’ensemble ModX est dense dans ModX . En particulier on a

B(ModX) ⊆ Ad(B(ModX)).

Pour démontrer ceci, nous utilisons la notion d’enveloppe convexe :

Définition 4.24 (Enveloppe convexe). Pour tout arbre combinatoire T et tout
ensemble de sommet V ′ ⊂ T , l’enveloppe convexe de V ′ est le sous arbre constitué
par les chemins reliant les éléments de V ′.

Notons qu’alors c’est le plus petit sous-arbre de T contenant V ′ (enveloppe
connexe).
Démonstration. Grâce au lemme 4.19, les deux formulations sont bien équivalentes :
il suffit donc de montrer que tout arbre de sphères marqué par X est limite de
sphères marquées par X. Posons X = {x1, x2, . . . , xn0

}. Soit 3 ≤ k ≤ n0. Notons
Xk := {x1, . . . , xk} et Convk l’ensemble des sommets de valence supérieure à 3 de
l’enveloppe convexe de Xk dans T . Montrons par récurrence sur k que l’on peut
trouver une suite de sphères (An)n marquées par Xk et pour tout sommet interne
v ∈ Convk une suite d’isomorphismes φn,v : Sn → Sv tels que φn,v ◦ an → av.

Si k = 3, Convk est constitué d’un unique sommet v. Prenons pour tout n ∈ N

une sphère munie d’une structure complexe Sn et une quelconque injection an :
Xk → Sn. Comme Xk n’a que trois éléments, il existe un unique isomorphisme
φn,v : Sn → Sv tel que φn,v ◦an et av sont égaux sur Xk. On a alors bien φn,v ◦an →
av.

Supposons que la propriété soit vraie pour un certain k avec 3 ≤ k < n0. Notons
(Sn)n et (φn,v)n∈N,v∈Convk les suites données par l’hypothèse de récurrence. Soit v0
le sommet de Convk+1 le plus proche de xk+1 (au sens du nombre de sommets dans
[v0, xk+1]).

Si v0 ∈ Convk alors Convk = Convk+1. Posons

U :=
⋃

n∈N

φn,v0 ◦ an(Xk).
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Comme φn,v ◦ an → av et que Bv0(xk+1) ∩ Xk = ∅, U n’a qu’un nombre fini
d’éléments dans un voisinage suffisamment petit de av0(xk+1). On peut donc trou-
ver une suite (cn)n d’éléments de Sv0−U tels que cn → av0(xk+1). On pose a′n :
Xk+1 → Sn égal à an sur Xk et tel que a′n(xk+1) := cn. Comme cn /∈ U , an est une
injection et on a par ailleurs φn,v ◦ a′n(xk+1)→ av(xk+1). Par ailleurs le lemme 3.2
nous assure que pour tout autre sommet de Convk on a φn,v ◦a′n(xk+1)→ av(xk+1).

Si v0 /∈ Convk, alors v0 se trouve sur un chemin entre deux sphères ou bien il
existe une feuille x ∈ Xk telle que x et v0 soient adjacentes.

Dans le premier cas, prenons ces deux sphères v1 ∈ B1, v2 ∈ B2 de Convk
où B1 et B2 sont deux branches sur v0 (cf Figure 4.1). Posons X i = Bi ∩ Xk.
On sait que v1 est sur un chemin [z1, z

′
1] avec z1, z

′
1 ∈ X1 et que v2 est sur un

chemin [z2, z
′
2]. On définit les triplets t1 := (z1, z

′
1, z2) définissant la sphère v1 et

t2 := (z2, z
′
2, z1) définissant la sphère v2. Rappelons que σt⋆ est la t⋆-carte de T . Si

on poseMn := σt2 ◦φn,v2 ◦φ−1
n,v1
◦σ−1

t1 , par le choix des t⋆ on a ∀z ∈ Ĉ,Mn(z) = λn/z
avec λn →∞.

Posons
U1 :=

⋃

n∈N

σt1 ◦ φn,v1 ◦ an(Xk),

et xn =
√
λn + ε avec ε ∈ C indépendant de n et choisi tel que (xn)n évite U1. On

définit an(xk+1) := φ−1
n,v1
◦σ−1

t1 (xn). (Par définition, on a φn,v1◦an(xk+1)→ av2(xk+1)

et Mn(xn) = λn/(
√
λn + ε)→∞, on a aussi φn,v2 ◦ an(xk+1)→ av2(xk+1).)
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Soit φn,v0 : Sn → Sv0 l’unique isomorphisme tel que

φn,v0(an(z1)) = av0(z1), φn,v0(an(z2)) = av0(z2) et φn,v0(an(x)) = av0(x).

Soit t := (z1, x, z2) et σt la t-carte de T . Posons Nn := σt0 ◦ φn,v0 ◦ φ−1
n,v1
◦ σ−1

t1 . On

remarque que ∀z ∈ Ĉ, Nn(z) = z/(xn). Comme pour tout x ∈ X1, σt1 ◦φn,v1 ◦an(x)
tend vers une limite fini, on a

σt = φn,v0(an(x)) = Nn(σt1 ◦ φn,v1 ◦ an(x))→ 0 = σt ◦ av0(x).

Par un raisonnement similaire sur v2, on montre que pour tout x ∈ X2 on a bien
aussi φn,v0 ◦ an(x)→ av0(x). Alors pour tout v ∈ Convk, d’après le lemme 3.2, on
a bien φn,v ◦ a′n(xk+1)→ av(xk+1).

Dans le cas où il existe une feuille x ∈ Xk telle que x et v0 soient adjacentes,
alors v0 est adjacent à un unique sommet interne v1 de Convk et sépare les sommets
x, v0 et v1. On définit an(xk+1) comme étant une suite telle que φn,v1 ◦ an(xk+1)→
φn,v1(xk) et an|Xk+1

reste injective. On vérifie alors comme précédemment que l’on
a bien ce que l’on cherchait en prenant φn,v0 l’unique isomorphisme qui envoie les
points d’attache des branches contenant x, xk et x′ de Sn sur ceux que Sv. �

Remarque 4.25. Ce lemme peut se démontrer en faisant des recollements de sphères
privées d’un nombre fini de points. Cette méthode est appelée le ”plumbing” (plom-
berie). Nous utilisons ce point de vue par exemple dans la démonstration de la
proposition 5.14.

Lemme 4.26. L’ensemble B(ModX) est un fermé et

Ad(B(ModX)) ⊆ B(ModX).

Démonstration.
Soit (Tn)n une suite quelconque de sphères marquées par X. Pout tout t ∈

TripX,on note σn,t la t-carte de Tn, on a alors σt,n◦an,t converge vers une application
que l’on note at : X → Ĉ.

Chaque at définit une partition Pt de X constituée des classes de la relation
d’équivalence x ∼ x′ si et seulement si at(x) = at(x

′). Montrons que l’ensemble P
des Pt pour t ∈ TripX forme un ensemble admissible de partitions.

-Propriété 1. Les images des éléments de t sont distinctes donc Pt contient au
moins trois éléments.

-Propriété 2. Soit Pt ∈ P et B ∈ Pt. Par définition, pour tout élément x /∈ B,
on a at(x) /∈ at(B) = {⋆}. Soit t0 un triplet de points ayant au moins deux
éléments de X−B. D’après le lemme 3.2, la sphère Pt0 a un ensemble B0 contenant
X −B. Si B0 = X−B on a ce que l’on cherchait. Sinon B0 ∩B 6= ∅. On considère
alors un autre triplet t1 ∈ (X−B)× (B0 ∩B)× B qui contient aussi une arête B1
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contenant X−B mais telle que card(B1) < card(B0). On continue jusqu’à ce que
l’on ait card(Bi) = card(X−B).

-Propriété 3. Notons d’abord que si t est un triplet d’éléments de x dans des
parties distinctes de Pt′ alors on a Pt = Pt′ . Soit t1 et t2 tels qu’on ait B ∈ Pt1 ∩Pt2
est non vide. Supposons par l’absurde que Pt1 6= Pt2 mais B ∈ Pt1 ∩ Pt2 . On peut
alors trouver x1, x2 ∈ B2 ∈ Pt2 tels que x1 et x2 sont dans des éléments distincts
de Pt1 . Comme Pt2 a au moins trois éléments on prendx3 /∈ B2.Soit xB ∈ B.
notons t′2 := (x1, x3, xB) et t′1 = (x1, x2, x3). D’après la remarque qui précède on
a Pt1 = Pt′

1
et Pt2 = Pt′

2
. D’après le lemme 3.2, comme an,t′

2
(x1) et an,t′

2
(x2) ont

même limite, an,t′
1
(x3) et an,t′

1
(x4) aussi. Comme x4 ∈ B on a donc x3 ∈ B ce qui

est absurde.
D’après le corollaire 4.5, l’ensemble P détermine un unique arbre combinatoire

à isomorphisme près et à chacun de ses sommets, la partition associée correspond
à la partition associée à un at. Fixons un arbre combinatoire T dans cette classe
d’isomorphisme et pour chacun de ses sommets interne v un triplet vt telle que la
partition de atv corresponde à la partition de v. Posons φn,v = an,tv et Sv = S pour
tout v ∈ IV . T muni des sphères Sv et des av := atv est un arbre de sphères T et
par construction on a Tn →φn T . �
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Chapitre 5

Classes d’isomorphismes de
revêtements

5.1 Isomorphismes de revêtements d’arbres

Définition 5.1 (Revêtements isomorphes). On appelle isomorphisme entre les
revêtements d’arbres de sphères F1 : T Y1 → T Z1 et F2 : T Y2 → T Z2 une paire
d’isomorphisme d’arbres de sphères (MY ,MZ) tels que :

– T Y1 ∼MY T Y2 et T Z1 ∼MZ T Z2 ;
– pour tous sommets v1 ∈ T Y1 , v2 := MY (v1) ∈ T Y2 , w1 := F 1(v1) ∈ TZ1 et
w2 := F 2(v2) ∈ TZ2 , le diagramme suivant commute :

Sv1

fv1

��

mY
v1 // Sv2

fv2

��
Sw1

mZ
w1 // Sw2

.

On note alors F1 ∼ F2 ou F1 ∼(MY ,MZ) F2. Comme MY et MZ sont inver-
sibles, c’est une relation d’équivalence. Les classes d’équivalence de cette relation
sont appelées classes d’isomorphismes de revêtements d’arbre de sphères.

Notons que deux revêtement d’arbres de sphères isomorphes ont même degré.
Ainsi on appelle degré d’une classe d’isomorphisme de revêtements d’arbres de
sphères le degré d’un de ses représentants. De même, tous les revêtements dans
une même classe ont le même portrait, on peut donc définir le portrait d’une classe
comme étant celui d’un de ses représentants.

Notation. On notera RevF l’ensemble des revêtements d’arbres de sphères F
de portrait F = (F |Y , deg|Y ) et RevF ceux entre deux arbres qui de plus ne
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comportent chacun qu’un seul sommet interne (on parle alors respectivement de
revêtements d’arbres de sphères marqués par F et de revêtements de sphères
marquées par F). On notera revF le quotient deRevF par cette relation d’équivalence
et revF celui de RevF.

5.2 Revêtements marqués, topologie

Rappelons que TX désigne l’ensemble des arbres de sphères marqués par X.
Définissons

I : RevF → TY × TZ

qui à F : T Y → T Z associe (T Y , T Z). Le but de ce qui suit est de démontrer la
proposition suivante par récurrence sur le cardinal de Y .

Proposition 5.2. L’application I : RevF → TY × TZ est injective.

Cette proposition repose sur un lemme bien connu :

Lemme 5.3. Deux applications de la sphère de Riemann dans elle même telles que
les pré-images de trois points distincts cöıncident (avec multiplicité) sont égales.

Montrons le lemme suivant :

Lemme 5.4. Tout arbre stable qui possède un sommet interne en a un qui n’est
relié qu’avec au plus un seul sommet interne.

Démonstration. En effet, prenons une feuille. Prenons un chemin partant de
cette feuille ayant un nombre maximal d’arêtes (le nombre de sommet étant fini,
celui d’arête l’est aussi). Si ce chemin est vide c’est que l’arbre n’est constitué que
d’un sommet, ce qui est exclu. De même le cas où l’arbre n’a que deux sommets
est exclu. Supposons que nous ne sommes pas dans ces cas.

Dans ce cas, le chemin est de la forme

C = [v1, v2, . . . , vk−1, vk].

avec vk−1 6= v1. Notons que vk est nécessairement une feuille car sinon, il posséderait
une arête vers un autre sommet permettant de prolonger le chemin (le sommet
au bout de cette arête n’apparait pas dans le chemin sinon on aurait un cycle).
Si vk−1 ne vérifie pas la propriété voulue alors vk−1 a une arête vers un autre
sommet interne v′k qui n’apparâıt pas dans le chemin (sinon on aurait un cycle).
Celui-ci étant un sommet interne a aussi une autre arête vers un sommet v′k+1

n’apparaissant pas dans le chemin. C ′ = [v1, v2, . . . , vk−1, v
′
k, v

′
k+1]. serait un chemin

plus long que C. Ce qui serait absurde. Ainsi vk−1 vérifie la propriété voulue. �
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Démonstration. (Proposition 5.2) Comme annoncé, faisons un raisonnement
par récurrence sur le cardinal de Y .

Commençons par le cas card(Y ) = 3. Soit F ∈ RevF avec F : T Y → T Z ,
montrons que F est déterminé de façon unique par I(F). Si Y a seulement trois
éléments alors T Y a un seul sommet interne v. Alors TZ n’a aussi qu’un seul
sommet interne v′ qui est l’image de v. L’application d’arbre combinatoire est donc
bien uniquement déterminée. Par ailleurs comme Z a trois éléments et comme l’on
connait toutes leurs pré-images, on connait les pré-images de trois points d’attaches
de trois arêtes sur Sv′ par fv et donc fv est aussi déterminé de façon unique.

Soit Y ′ un ensemble de cardinal n > 3. Supposons que I soit injective pour tout
ensemble Y vérifiant card(Y ) < n. Montrons que c’est aussi le cas pour Y = Y ′.
Soit F : T Y → T Z dans RevF. Supposons que l’on connait (T Y , T Z) et montrons
que F est alors déterminé de façon unique.

Si T Y n’a qu’un seul sommet interne alors on raisonne comme pour l’initiali-
sation. On suppose désormais que ce n’est pas le cas. D’après le lemme 5.4, T Y

possède un sommet interne w0 qui n’est adjacent qu’à un seul sommet interne.
Soient y une feuille adjacente à w (elle existe car T Y est stable). L’image de w0 est
nécessairement adjacente à z := F (y) qui est une feuille, v := F (w0) est déterminée
de façon unique. Comme il y a plusieurs sommets internes, v est aussi adjacent à
un sommet sommet interne v′. Les pré-images de v sont adjacentes à celle des z.
De même celles de v′ sont tous les sommets internes (sinon v′ serait une feuille)
adjacents à v. Ainsi les pré-images de v et v′ sont déterminées de façon unique.

Supposons maintenant que w soit une pré-image quelconque de v. Comme TZ

est stable v est adjacent à un certain z′′ ∈ Z−{z}. Donc on connait les pré-images
de deux de ses points par fw. Posons e := {v, v′}. Comme on connait les pré-images
de v′ et de v, les pré-images par fw du point d’attache de e sur v sont les points
d’attache sur w des arêtes de w reliant w à des sommets internes. Comme on
connait la pré-image de trois points distincts de v par fw, alors fw est déterminé
de façon unique.

Nous avons déterminé la pré-image par F de B := Bv′(e). Posons T
′′ := V Z−B

et T ′ := T Y−F−1(B) = F−1(T ′′). Montrons que F |T ′ est déterminée de façon
unique. Grâce aux lemmes 1.13 et 1.29, on construit un revêtement d’arbres de
sphères F : T ′ → T ′′

. Les feuilles de T
′
qui ne sont pas des feuilles de T Y sont alors

les éléments de F−1(v) et sur les sommets internes de v ∈ T ′
on a F (v) = F (v) et

f v = fv. Or T ′ est un arbre marqué par des éléments de Y et des pré-images de v
donc on connait le portrait de F |T ′ . De plus card(B ∩ Z) ≥ 2 et les éléments de

cet ensemble ne sont pas des feuilles de T
′′
donc T

′′
a au maximum card(Z) − 1

feuilles et T
′
a au maximum n− 1 feuilles. L’hypothèse de récurrence assure donc

que F |T ′ (et donc F |T ′) est déterminée de façon unique.

Ainsi F est déterminé par I(F) de façon unique sur F−1(B) et toutes les
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composantes connexes de son complémentaire. �

L’application I passe naturellement au quotient en une application injective

[I] : revF →ModY ×ModZ .

Notons π1 la projection sur la première coordonnée.

Définition 5.5 (Topologie). On définit l’application

I : revF →ModY en posant I := π1 ◦ [I]

Proposition 5.6. L’application I : revF →ModY est injective.

Démonstration. Prenons F : T Y → T Z un revêtement d’arbre de sphère. Soit v0
un sommet donné par le lemme 5.4. Pose v′0 son image. Soit V0 les feuilles adjacentes
à v0. Le portrait (F, deg) permet alors de déterminer les images des éléments de V0
qui doivent tous être adjacents à v′0. Les autres pré-images de v0 sont adjacentes
aux éléments de F−1 ◦ F(V0). Comme nous l’avons fait dans la démonstration
précédente, les lemmes lemmes 1.13 et 1.29 permettent alors de retrouver les autres
sommets de l’arbre TZ et l’application F à partir de T Y −F−1(v′0) par récurrence
sur le nombre de sommets de T Y .

Ainsi, il est possible de reconstruire à partir de T Y l’arbre combinatoire TZ

ainsi que l’application d’arbre combinatoire. Montrons que les points d’attache
des arêtes de TZ sur les sommets de T Z sont bien définis à post-composition par
automorphisme près. Pour cela il suffit de montrer que pour chaque sommet interne
de TZ , les points d’attache de toutes les arêtes sur ce sommet sont déterminées
par la connaissance de seulement trois quelconques d’entre elles.

Pour chaque sommet interne v de TZ , on suppose que l’on connait les points
d’attaches z0, z1 et z∞ de trois arêtes e0, e1, e∞ distinctes sur v. Pour toute pré-
image w de v, on sait qu’il existe un unique revêtement holomorphe fw : Sw → Sv
qui envoient les pré-images de l’arête e0 (resp. e1, e∞) sur z0 (resp. z1, z∞). Si e est
une arête sur v alors e a une pré-image e′ sur w et donc son point d’attache doit
être fw(e

′
w). �

On définit une topologie sur l’ensemble des classes d’isomorphismes des revêtements
d’arbres de sphères grâce à I. Vérifions que cette topologie est compatible avec ce
qui a été fait dans ce qui précède.

Lemme 5.7. Soient (fn) et (f
′
n) deux suites de sphères marquées par F et soient

F et F ′ deux arbres de sphères marqués par X.

1. (passage au quotient)
– Si F ∼ F ′, alors fn → F ⇐⇒ fn → F ′.
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– Si fn ∼ f ′
n, alors fn → F ⇐⇒ f ′

n → F .
2. (unicité de la limite) Si fn → F et fn → F ′, alors F ∼ F ′.

Démonstration. Si fn −→
(φYn ,φ

Z
n )
F et F ∼(MY ,MZ) F ′ alors

fn −→
(ψY

n ,ψ
Z
n )
F ′ avec ψ⋆n,v :=M⋆

v ◦ φ⋆n,v.

Par ailleurs, supposons que f ′
n ∼(MY

n ,M
Z
n ) fn,

si fn −→
(φYn ,φ

Z
n )
F alors f ′

n −→
(MY ◦φYn ,M

Y ◦φZn )
F .

On peut donc passer cette notion de convergence au quotient.
Pour le point 2, on suppose que fn −→

(φYn ,φ
Z
n )
F et fn −→

(ψY
n ,ψ

Z
n )
F ′ alors

F ∼(MY ,MZ) F ′ avec m⋆
v := lim

n→∞
ψ⋆n,v ◦ (φ⋆n,v)−1.

En effet, a⋆n,v tend vers a⋆v et (ψ
⋆
n,v ◦ (φ⋆n,v)−1)⋆ ◦a⋆n,v tend vers a′⋆v sur Y qui contient

au moins trois points donc mv est bien un isomorphisme. �

Corollaire 5.8. La notion de convergence définie sur RevF implique celle donnée
par la topologie provenant de I :

si fn → F alors I([fn])→I([F ]).

Démonstration. En effet, si (fn : AYn → AZn ) → (F : T Y → T Z), alors par
définition on a AYn → T Y , c’est à dire I(fn)→ I(F) donc par passage au quotient
I([fn])→I([F ]). �

Nous démontrerons la réciproque dans la partie suivante.

5.3 Compacité

Le but de cette partie est de montrer le résultat suivant :

Théorème 5.9. L’espace topologique revF est l’adhérence de revF :

I(revF) = Ad(I(revF)).

Ainsi l’espace revF est un espace compact qui s’injecte dans un produit de P1.
Plus particulièrement nous allons montrer que l’application I est un homéomorphisme
sur son image et que revF est un ouvert dense de revF. Ce résultat sera montré
par double inclusions (propositions 5.14 et 5.13).

Commençons par remarquer un résultat fondamental :
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Lemme 5.10. Soit (fn : S→ S)n suite de fractions rationnelles de même degrés.
Alors, il existe une suite extraite (fnk

)nk
et une suite de transformations de moe-

bius (Mnk
)nk

telle que (Mnk
◦ fnk

)nk
converge vers une fraction rationnelle f non

constante uniformément en dehors d’un nombre fini de points.

Démonstration. Posons x0 =∞. On extrait afin d’avoirXn := f−1
n (fn(x0))→ X

avec multiplicités. Soit y0 ∈ C−X. On extrait afin d’avoir Yn := f−1
n (fn(y0))→ Y

avec multiplicités. Soit z0 ∈ C−X ∩ Y . De nouveau, on extrait afin d’avoir Zn :=
f−1
n (fn(y0))→ Z.
Par construction, pour tout n on peut trouver une transformation de Moebius

vérifiant :
Mn ◦ fn(x0) =∞, Mn ◦ fn(y0) = 0, Mn ◦ fn(z0) = 1.

On a alors

∀w ∈ C,Mn ◦ fn(w) =
∏

x∈Xn
(w − x)∏

y∈Yn
(w − y) .

∏
y∈Yn

(z0 − y)∏
x∈Xn

(z0 − x)
.

Cette suite de fraction converge uniformément vers une fraction non constante
en dehors d’un nombre finis de points qui correspondent aux zéros communs de∏

x∈X(w − x)mx et
∏

y∈Y (w − y)my . �

Proposition 5.11. Soit (Fn)n une suite dans RevF,X . Si (I([Fn]))n converge dans
SQuadY alors (Fn)n converge vers un revêtement d’arbres de sphères F .

Démonstration. Soit (Fn : T Yn → T Zn )n une suite d’élément de RevF telle que
([I](Fn))n converge dans TY. Supposons que T Yn →φYn

T Y .
Posons σZn : SZn → S des isomorphisme quelconques. Pour tout sommet interne

v de T Y , on pose f̃n,v := (σZn )
−1 ◦ fn ◦φYn,v. Par le lemme 5.10, quitte à extraire on

trouve une suite d’isomorphismes (Mn,v : S→ S)n telles que (Mn,v ◦ f̃n,v)n converge
uniformément en dehors d’un nombre fini de points vers un morphisme f̃v : Sv → S

holomorphe non constant. On pose
– σZn,v :=Mn,v ◦ σZn ;
– ãv = lim σZn,v ◦ aZn ;
– Yv = av(Y ) et Z̃v = ãv(Z).

Notons que f̃v(Yv) = ãv(Z).

SYn
fn //

φYn,v

��

f̃n,v

��

SZn

σn,v

��

Y

aYn
??

av   

Z

aZn
__

ãv~~
Sv

f̃v // S
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Lemme. Soit γz le bord d’un petit disque autour de z ∈ Z̃v. Soit y ∈ Yv tel que
f̃v(y) = z. Alors il existe γy entourant y tel que f̃v(γy) = γz et f̃n,v(γy)→ γz.

Démonstration. En effet, si γz est suffisamment petit, f̃−1
v (γz) est aussi un lacet

γy qui est le bord d’un disque contenant y et aucun autre élément de Yv. Comme
sur Sv−Yv, il y a convergence uniforme, on en déduit bien que f̃n,v(γy)→ γz. �

Lemme. Pour tout v ∈ IV Y , on a cardZ̃v ≥ 3.

Démonstration. Prenons des disques autour des Z̃v. Supposons n assez grand
pour que les f̃n,v(Y ) soient dans ces disques. Notons DZ l’ensemble S privé de
ces disques et DY := f−1

v (DZ). La formule de Riemann-Hurwitz donne −3 ≥
χ(DY ) = deg(fv)χ(DZ) car Sv a au moins trois arêtes et DY n’a pas de points
critiques. Comme deg(fn,v) ≥ 1, on a donc χ(DZ) ≤ −1 donc cardZ̃v ≥ 3. �

SYn
f̃n,v

&&
φYn,v

��

fn // SZn
σn,v

��
φZ
n,v′

��

S

σn,v′   
Sv

f̃v
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fn,v //
fv

55 Sv′

Ainsi cardãv(Z) ≥ 3. Soit tv un triplet de points de Z qui ont des images
distinctes deux à deux par ãv. Soit v

′ l’unique sommet de TZ définit par tv. Comme
sur le diagramme ci-dessus on note σn,v′ := φZn,v′ ◦ σ−1

n,v. Par le choix de tv, on sait

que σn,v′ converge vers un isomorphisme σv′ . Ainsi σn,v′ ◦ f̃n,v → σv′ ◦ f̃v := fv
localement uniformément en dehors d’un nombre fini de points et deg(fv) ≥ 1.

On a donc fn,v := φZn,v′ ◦ fn ◦ (φYn,v)−1 → fv localement uniformément en dehors
d’un nombre fini de points et deg(fv) ≥ 1.

Lemme. L’application F : V Y → V Z qui à v défini par t associe le sommet défini
par tv se prolonge en une application d’arbre.

Démonstration. Soient v1 et v2 deux sommets adjacents dans T Y reliés par
une arête e et v′1 et v′2 leurs images respectives. Soit D1 (reps. D2) un disque
topologique de bord C1 (resp. C2) voisinage de ev1 (reps. ev2) ne contenant que ce
point d’attache d’arête. Notons An := (φYn,v1)

−1(D1) ∩ (φYn,v2)
−1(D2) ⊂ Sn, notons

C ′
⋆ := fv⋆(C⋆) et A

′
n := fn(An). On suppose désormais n suffisamment grand pour

que An soit un anneau et ne contienne aucun point d’attache d’arêtes. Ainsi A′
n

ne contient non plus aucun point d’attache d’arêtes. Comme les points critiques
de fn sont des points d’attache d’arêtes, An ne contient pas de points critiques et
A′
n est aussi un anneau.
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Supposons qu’il y ait un sommet v′ entre v′1 et v′2. Comme φZn,v⋆(C
′
⋆) → C ′

⋆,
le lemme 3.2 permet de conclure que φZn,v′(A

′
n) a pour limite Sv′ privé des points

d’attache des branches contenant respectivement v′1 et v′2. Comme A′
n ne contient

pas de points d’attache d’arête, Sv′ n’a que deux points d’attache d’arêtes et donc
ceci contredit la stabilité de TZ . Ainsi F envoie deux sommets adjacents sur deux
sommets adjacents. �

En particulier nous avons vu que l’image du point d’attache de e sur v⋆ est le
point d’attache de F (e) sur v′⋆ qui n’est autre que fv⋆(ev⋆).

Lemme. L’application F : T Y → T Z définie par F et les fv est un revêtement
d’arbre de sphères.

Démonstration. Soit v′1 := F (v1) avec v1 ∈ IV Y . Soit e′ := {v′1, v′2} une arête
de TZ . Soit C ′

1 (resp. C ′
2) un cercle topologique bordant un disque D′

1 (resp. D′
2)

contenant un seul point d’attache sur v′1 (resp. sur v′2) qui est celui de e
′. Notons

A′
n = φZn,v′

1
(D′

1)∩φZn,v′
2
(D′

2) et supposons n assez grand pour que ce soit un anneau.

Soit An une composante connexe de f−1
n (A′

n). Par la formule de Riemann-Hurwitz
on sait que An est un anneau. Notons C1,n et C2,n les pré-images de C ′

1 et C
′
2 bor-

dant An et D1,n le disque bordé par C1,n contenant An. On suppose n assez grand
pour que la partition de an(Y ) (resp. an(Z)) donnée par les deux composantes
connexes de Sn−An (resp. Sn−A′

n) est constante.
Soient z2 ∈ Z ∩ Bv′

1
(F (e)) et z1 ∈ Z ∩ Bv′

2
(F (e)). Alors an(z1) et an(z2) sont

respectivement dans chacune des deux composantes connexes de Sn−A′
n. Quitte

à choisir une carte projective σn telle que σn ◦ an(z1) = 0 et σn ◦ an(z2) = ∞, on
peut supposer que Sn = S et que an(z1) = 0 et an(z2) =∞.

Notons
n0 := card{y ∈ Y ∩D1,n | fn(y) = 0}

et
n∞ := card{y ∈ Y ∩D1,n | fn(y) =∞}.

Le degré local de fv1 en iv1(e) est le même que celui de de fv1 sur C1,n qui est aussi
celui de fn sur (φYn,v1)

−1(C1,n), c’est à dire

degfv1 (e) = n0 − n∞.

Notons que ces deux cardinaux ne dépendent pas du couple z1 et z2 choisit dans
ces composantes connexes de Sn−A′

n. De même ces cardinaux sont les mêmes si
on considère D2 à la place de D1 car An ne contient pas de valeur critiques. En
faisant le même raisonnement sur v2 on a degfv1 (e) = degfv2 (e).

En particulier si on a n0 6= 0 donc φn,v1(D1,n) contient un point d’attache
d’arête ; ainsi toute pré-image d’un point d’attache d’une arête est le point d’at-
tache d’une arête. Comme l’image de tout point d’attache d’arête est une arête,
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fv : Yv → ZF (v) est bien un revêtement. De plus les points critiques de fv sont
les limites des points critiques de φZn,F (v) ◦ fn ◦ (φYn,v)−1 donc ce sont des points
d’attache d’arêtes. �

Ceci conclut la démonstration de la proposition 5.11 car on a bien

Fn −→
(φYn ,φ

Z
n )
F .

�

Corollaire 5.12. La topologie donnée par I est compatible avec la notion de
convergence définie sur RevF :

fn → F si et seulement si I([fn])→I([F ]).

Démonstration. Le sens direct est donné par le corollaire 5.8. Réciproquement si
I([Fn : AYn → AZn ])→I([F : T Y → T Z ]) alors par la proposition 5.11, Fn converge
vers un revêtement d’arbres de sphères F ′ donc I([Fn])→I([F ′]). On en déduit que
I([F ′]) = I([F ]) et donc F = F ′ par la proposition 5.6. �

Proposition 5.13. L’ensemble I(revF) est fermé, en particulier

Ad(I(revF)) ⊆ I(revF).

Démonstration. Ce résultat découle directement de la proposition 5.11 et du
corollaire 5.12.

�

Proposition 5.14. L’ensemble RevF est dense dans RevF. En particulier on a

I(revF) ⊆ Ad(I(revF)).

Démonstration. Soit F : T Y → T Z dansRevF. Dans toute cette démonstration
on fixe des cartes projectives des sphères des sommets de T Y et T Z et on les
confond avec ces derniers. Soit 1 > ε > 0. Fixons e une arête entre deux sommets
v1, v2. Notons v

′
i := F (vi) et e

′ := F (e) l’arête qui est donc entre v′1 et v′2.
Soit A′

1 (resp. A
′
2) un anneau entre les cercles de rayon ε2 et ε centré sur le point

d’attache e′v′
1
(resp. e′v′

2
). Soit φe

′

ε : A′
1 → A′

2 un biholomorphisme qui échange les

bords des deux anneaux (envoie le cercle de rayon ε2 sur A′
1 sur celui de rayon ε

sur A′
2 et inversement).

Soit Ai la pré-image de A′
i sur vi. On suppose ε suffisamment petit pour que les

Ai soient dans un voisinage des evi qui s’envoient avec un degré égal à degfvi (evi)
et que ce voisinage ne contienne qu’un seul point d’attache d’arête. Comme F est
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un revêtement d’arbre de sphères, on a degfv1 (ev1)=degfv2 (ev2) =: de. On choisit
un des de biholomorphismes φeε qui font commuter le diagramme suivant :

A1
φeε //

fv1
��

A2

fv2
��

A′
1

φe
′

ε

// A′
2.

Comme F : EY → EZ est surjective, on obtient en répétant ce procédé des
familles Φ de biholomorphismes associés aux arêtes entre les sommets internes de
T Y et Φ′ associés aux mêmes de TZ . On suppose ε suffisamment petit pour que
tous les anneaux définis ne se coupent pas. Pour tout sommet interne v de T ⋆,
notons S⋆ε,v la sphère S⋆v privé des disques topologiques fermés autour des points
d’attaches d’arêtes reliant à des sommets internes qui sont bordés par les Ai (resp.
A′
i) comme définis précédemment (mais ne contiennent pas les Ai resp. A

′
i). Notons

SYε :=
⊔

Φ

SYε,v et S
Z
ε :=

⊔

Φ′

SZε,v.

Tout élément y de Y est un sommet de T Y qui a une unique arête donc est
adjacent à un unique sommet interne vy de T Y . Notons ey le point d’attache de
cette arête sur vy. On définit une famille d’injections aYε : Y → SYε qui à y associe
vy.

Lemme. Pour ε assez petit, SYε munie de aY est une sphère marquée AYε et lorsque
ε→ 0, on a

AYε → T Y .

Démonstration. L’ensemble formé par les sommets internes de T Y et les arêtes
les reliant est un sous-arbre T ′ de T Y . Il vérifie donc cardV ′ = cardE ′ + 1(voir
par exemple [Di, Corollaire 1.5.3]). Par ailleurs la caractéristique d’Euler de SYε est
égale à la somme de celle des Šεv puisque celle d’un anneau est 0. Or les Šεv sont des
sphères privées d’un disque pour chacune des arête de v ∈ T ′. La caractéristique
d’Euler de SYε est donc

∑
(2− cardE ′

v) = 2cardV ′ − 2cardE ′ = 2(cardV ′ − cardE ′) = 2.

Or comme T Y est connexe donc SYε l’est aussi et ainsi SYε est une sphère topolo-
gique. Comme Φ est une famille d’isomorphismes, SYε est munie d’une structure
complexe. On a donc bien montré que SYε munie de aYε est une sphère marquée par
Y qu’annotera AYε .

Par ailleurs, pour tout v ∈ IV Y , si on pose φε,v un isomorphisme qui est défini
par l’identité sur Šεv, on a bien AYε →φε T Y puisque les Šεv tendent vers les Sv. �
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On construit de la même manière une famille d’injection aZε : Z → SZε puis les
arbres de sphères associés AZε et on a AZε → T Z .

Lemme. Les applications : Fε := (F|SYε : AYε → AZε ) forment une famille de
revêtements de sphères marquées (pour ε suffisamment petit) et [Fε]→ [F ].

Démonstration. Pour ε suffisamment petit, les SYε,v pour v ∈ IV Y forment un
recouvrement de SYε et l’application Fε restreinte à ces dernières est bien holo-
morphe donc fε est bien holomorphe. Par définition (Fε|Y , deg|Y ) = F et donc fε
est bien un revêtement sur les arêtes. Ainsi, pour ε suffisamment petit, Fε est un
revêtement de sphères. Par ailleurs, d’après le lemme précédent on a [T Yε ]→ [T Y ]
donc par définition [Fε]→ [F ]. �

On vient donc de démontrer la proposition 5.14. �
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Chapitre 6

Dynamique

Dans toute cette partie les arbres sont supposés stables, munis d’une structure
projective et les revêtements holomorphes. On suppose que X ⊂ Y ∩ Z.

On a QuadX ⊂ QuadY. Notons πY,X la projection naturelle SQuadY → SQuadX .
Dans ce qui suit allons définir une application ΠY,X de l’ensemble des arbres de
sphères marqués par Y vers ceux marqués par X qui passe au quotient par la
relation d’isomorphisme naturel de chaque côté en une application ΠY,X .

Définition 6.1. On note ΠY,X l’application qui fait commuter le diapramme sui-
vant :

ModY
BY //

ΠY,X

��

QuadY

πY,X

��
ModX

BX // QuadX

Il découlera du lemme 6.3 que cette application est bien définie. Elle est continue
et surjective (lemme 6.4). Dans cette partie nous nous intéressons aux liens entre
cette application et les arbres compatibles d’une part et les systèmes dynamiques
ou approximables par des suites de fractions rationnelles d’autre part.

6.1 Arbres compatibles

Soit T Y un arbre de sphères marqué par Y .
Notons P l’ensemble des partitions de X associées aux sommets de Y qui

séparent trois éléments de X.

Lemme 6.2. L’ensemble P est un ensemble admissible de partitions.

Démonstration. 1. Par définition les sommets dont on regarde les partitions
séparent trois éléments de X.
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2. Soit P une partition correspondante à un sommet v ∈ T Y et B ∈ P . Soit
B = {x}, soit cardB > 1 et dans ce cas, la branche sur V correspondante à B
contient au moins un sommet interne qui sépare deux éléments de X. Soit v′ un des
sommets dans cette branche les plus proche de v (au sens de la longueur de [v, v′]).
Soit e′ l’arête sur v′ reliant v à v′. Alors Bv′(e

′) = (X−B).En effet, supposons que
ce ne soit pas le cas, on trouve un élément x ∈ B ∩Bv′(e

′). Soit alors x1 ∈ B−{x}
et x2 ∈ X−B. Le sommet définit par le triplet (x1, x, x2) est alors entre v et v′

(car x, x2 ∈ Bv′(e
′) et x, x1 ∈ B) ce qui contredit la minimalité de v′.

3. Supposons par l’absurde que l’on ait v1 et v2 deux sommets de T Y dont les
partitions de X associées sont P1 et P2 et telles que P1∩P2 ∋ B( 6= ∅). Soit B1(resp.
B2) la branche de v1 (resp. v2) correspondante à B. Comme B ∈ B1 ∩ B2 on a
v1 ∈ B2 (ou v1 ∈ B2 qui se traite de façon symétrique). Soit e1 l’arête sur v1 le
reliant à v2. Comme v1 sépare trois éléments de X, on trouve x ∈ X−(B∪Bv1(e1))
ce qui est absurde car x /∈ Bv1(e1) donc x ∈ B2 ∈ X = B. �

D’après le corollaire 4.5, l’ensemble P détermine une unique classe d’isomor-
phisme d’arbres combinatoires [TX ]. Pour tout t ∈ TripX, on note vt le sommet
définit par t dans T Y . Notons T X l’arbre de sphères dont l’arbre combinatoire
est le représentant de [TX ] dont chaque sommet interne associés à un triplet t est
vt et l’application associée à chaque sommet interne v défini par un triplet t est
av := avt |X . On note ΠY,X(T Y ) := T X .

Lemme 6.3. L’application ΠY,X est le quotient de l’application ΠY,X par la rela-
tion d’équivalence d’isomorphismes entre arbres de sphères marqués.

Démonstration. En effet, si T Y1 ∼M T Y2 alors on a Π(T Y1 ) ∼M Π(T Y2 ). La
formule découle directement de la définition de ΠY,X et comme πY,X est continue
on en déduit directement que l’application est continue. Par ailleurs, ΠY,X agit sur
les sphères marquées simplement en restreignant l’application de marquage donc
c’est bien l’application définie auparavant. �

Lemme 6.4. L’application ΠY,X est surjective.

Démonstration. D’après le lemme précédent il suffit d’exhiber pour tout arbre
de sphère T X marqué par X un arbre de sphère T Y tel que T X = ΠY,X(T Y ). Le
cas Y = X est trivial. Supposons que x ∈ X soit adjacent à un sommet interne v.
Soit v0 /∈ V X et a0 une application de Y dans une sphère Sv0 telle que la partition
associée soit {{x}, {X − {x}}} ∪ (Y −X), on définit alors l’arbre T Y par

– V Y = Y ∪ V X ∪ {v0} ;
– EY = EZ ∪ {{x, v0}, {v0, v}} ∪ {{v0, y}, y ∈ Y −X} ;
– si w ∈ IV X − {v} et y ∈ Y −X, aw(y) = aw(x) ;
– av0 = a0.
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On vérifie alors aisément que l’on a bien un arbre de sphères stable tel que
T X = ΠY,X(T Y ). �

Rappelons la définition d’arbres de sphères compatibles :

Définition 6.5. Un arbre de sphères T X est compatible avec un arbre de sphères
T Y si

– TX est compatible avec T Y ,
– pour tout sommet interne v de TX , on a
– SXv = SYv (SXv = SYv si projectives) et
– aXv = aYv |X .

Lemme 6.6. T X est compatible avec T Y si et seulement si

T X = ΠX,Y (T Y ).
Démonstration. Supposons que T X est compatible avec T Y . Alors Tout t ∈
TripX définit un unique sommet vt de ΠY,X(T X) et un unique sommet v′t de T X . On
a T X est compatible pour (T Y , T Z) si et seulement si ∀t ∈ TripX , aXv′t = aYv′t

|X = avt
si et seulement si T X = ΠX,Y (T Y ).

Réciproquement, si T X = ΠX,Y (T Y ), les sommets de T X sont bien des sommets
de T Y et par construction on a bien aXv = aYv |X pour tout v ∈ IV X . �

Lemme 6.7. Si ΠY,X([T Y ]) = [T X ] alors, il existe T̃ Y ∈ [T Y ] tel que
ΠY,X(T̃ Y ) = T X .

Démonstration. La classe d’arbre combinatoire de T̃ Y est celle de [T Y ]. Pour
tout t ∈ TripX , notons vY le sommet défini par t dans T Y et vX celui dans T X .
Soit φt : SvY → SvX un isomorphisme quelconque. On pose le sommet défini par t
dans T̃ Y égal à vX et on le munit de φt ◦ avY . Pour tout autre sommet, définit par
un triplet t′ ∈ TripY, on prend le sommet définit par le même triplet dans T Y que
l’on munit du même marquage. On vérifie alors aisément que ΠY,X(T̃ Y ) = T X . �

6.2 Compactification de ratF,X

Définition 6.8 (Systèmes dynamiques conjugués). Deux systèmes dynamiques
d’arbres de sphères (F1, T X1 ) et (F2, T X2 ) sont conjugués si : F1 ∼(MY ,MZ) F2 et

∀v ∈ IV X ,mY
v = mZ

v .

Notation. On notera RevF,X l’ensemble des systèmes dynamiques de sphères
marqués par F et RevF,X l’ensemble des systèmes dynamiques d’arbres de sphères
de portrait F. On notera revF,X et revF,X leurs classes de conjugaisons respectives.
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Remarque 6.9. L’ensemble ratF,X s’identifie naturellement à revF,X .

Proposition 6.10. L’espace revF,X est compact.

Démonstration. En effet, l’espace revF,X est un fermé dans revF puisque l’on a

revF,X = revF ∩Π−1
Y,X(Mod(X)).

�

Lemme 6.11. Si [T X ] est compatible avec [T Y ] et [T Z ], alors on trouve T̃ Y ∈ [T Y ]
et T̃ Y ∈ [T Y ] tels que T X est compatible avec T̃ Y et T̃ Z.

Démonstration. En effet d’après le lemme 6.7, il existe T̃ Y ∈ [T Y ] tel que
ΠY,X(T̃ Y ) = T X et il existe T̃ Z ∈ [T Z ]) tel que ΠY,X(T̃ Z) = T X . �

Plus précisément, on définit :

Définition 6.12 (Converge compatible). On dit que que (T Yn )n converge compa-
tiblement vers (T X , T Y ) si :

– T X = ΠY,X(T Y ) ;
– T Yn →φYn

T Y et ΠY,X(T Yn )→φXn
T X avec

– ∀n ∈ N, ∀v ∈ IV X , φXn,v = φYn,v.
On note alors

T Yn
≺−→
φYn

T X .

Remarque 6.13. En particulier, si T Yn → T Y , on a T Yn
≺−→ ΠY,X(T Y ).

Définition 6.14 (Convergence dynamique). Soit (Fn : T Yn → T Zn )n une suite de
revêtements de sphères. La suite (Fn, T Xn )n converge dynamiquement vers
(F : T Y → T Z , T X) si

– les (Fn, T Xn )n sont des systèmes dynamiques ;

– T Yn
≺−→
φYn

T Z et T Yn
≺−→
φZn

T Z ;
– ∀n ∈ N, ∀t ∈ TripX , φ

Y
n,t = φZn,t ;

– Fn −→
(φYn ,φ

Z
n )
F .

Notons qu’alors (F , T X) est aussi un système dynamique. On notera alors

(Fn, T Xn )
≺−→
φn

(F , T X).

Proposition 6.15. Si (Fn, Tn)n est une suite de systèmes dynamiques qui converge
vers un système dynamique (F , T ), alors elle converge aussi dynamiquement vers
ce dernier.
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Démonstration. Supposons que Si (Fn, T Xn )n est une suite de systèmes dyna-
miques qui converge vers un système dynamique (F , T X) :

Fn −→
(φYn ,φ

Z
n )
F .

Pour tout t ∈ TripX, on pose φ̃Yn,t = φXn,t et φ̃
Z
n,t = φXn,t (voir notations suivant la

remarque 4.20). Ensuite, pour tout triplet t ∈ TripY − TripX, on pose φ̃Yn,t = φYn,t
et pour t ∈ TripZ − TripX, on pose φ̃Zn,t = φZn,t.

Pour tout t ∈ TripX, on pose (φ̃Yn,t)
−1◦φ̃Yn,t tend vers l’identité de St car converge

vers l’identité sur les trois éléments de t. On a donc bien

(Fn, T Xn )
≺−→̃
φn

(F , T X).

�

Corollaire 6.16 (Représentants compatibles). Si ([Fn])n est une suite convergente
dans revF,X , si ([Tn])n est une suite convergente dans ModX et les (Fn, Tn) sont
des systèmes dynamiques, alors on peut trouver (F , T ) ∈ RevF,X ×ModX tels
que (Fn, T Xn )n converge dynamiquement vers (F , T X).

Application 6.17. Toute suite d’éléments de ratF convergente dans revF converge
dans revF,X et même converge dynamiquement.

Proposition 6.18. On a les inclusions suivantes :

Ad(ratF,X) = Ad(revF,X) ( revF,X ( revF.

Démonstration. D’après l’application 6.17, il suffit d’exhiber un élément de
RevF,X ne vérifiant pas les conclusions du lemme 3.12. On a un tel exemple dans
la figure 3.4. �

Remarque 6.19. Si un système dynamique d’arbres de sphères marqués (dans
revF,X) vérifie les deux lemmes des anneaux et le lemme des branches, il est
possible penser qu’il est dans l’adhérence de ratF mais ceci reste une question
ouverte.
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Chapitre 7

Liens et applications

7.1 Limites renormalisées

Lorsqu’un système dynamique (holomorphe) d’arbres de sphères possède un
cycle de sphères critique de période k, on obtient pour tout sommet v du cycle un
revêtement f (k) de la sphère Sv dans elle-même en composant les revêtements le
long du cycle. Si ce revêtement d’arbre de sphères est approximable par une suite
de fractions rationnelles (fn)n dynamiquement marquées (ie limite de systèmes
dynamiques de sphères dynamiquement marquées), d’après le lemme 3.4 on conclut
que f (k) est une limite renormalisée de (fn)n.

Inversement, si l’on a une limite renormalisée pour une suite de fractions ra-
tionnelles (fn)n marquées par un portrait F, alors cette limite possède une infinité
de cycles de points répulsifs donc au moins deux qui évitent les points marqués.
En perturbant cette limite renormalisée on peut suivre ce cycle. Ainsi pour n as-
sez grand les fn ont un tel cycle et on peut le marquer. Quitte à en ignorer les
premiers termes, la suite de fractions rationnelles avec ce cycle dynamiquement
marqué converge vers un système dynamique d’arbre de sphères qui contient un
cycle critique. Le nouveau système dynamique d’arbre de sphères limite fait ainsi
apparaitre la limite renormalisée observée en premier lieu.

Question 7.1. Comment savoir quels points marquer pour faire apparâıtre des
cycles de sphères critiques ?

Notons qu’en général ce n’est pas une question simple. Par exemple nous avons
vu que dans le cas du degré 2, le cycle critique semble pouvoir avoir n’importe
quelle période (ce que les travaux d’Epstein-Petersen développés dans la partie 7.3
confirment et que l’on peut aussi déduire de [D2]) donc on ne peut être sûr de faire
apparâıtre à coup sûr tous les cycles critiques simplement en connaissant le degré
des fractions de notre suite.
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7.2 Exemple à partir de la remarque de Milnor

Dans cette partie nous nous proposons de comprendre sur un exemple comment
effectuer un calcul de limites renormalisées dans le cas du degré 2. Le théorème
3.15 permet de savoir en effet comment les trouver mais ne permet pas de prouver
leur existence.

Dans [M1] J. Milnor remarque que l’on a une relation surprenante : l’ensemble
des fractions rationnelles de degré 2 ayant un cycle de période 2 et de multiplicateur
-3 (noté Per2(−3)) possède toujours un cycle de période 3 et de multiplicateur 1
(noté Per3(1)).

Lors d’une session MRC programme en Juin 2013 organisée à Snowbird, Laura
De Marco et Jan-Li Lin à Snowbird se sont intéressés à cette décomposition et
ont étudié la famille Per2(−3). Pour cette dernière, on a une paramétrisation (non
injective) par :

fa :=
(1 + 3a)(−a+ z)

(1− a)(3az + z2)

dont le cycle de période 2 et de multiplicateur−3 est {0,∞}. Cette paramétrisation
n’est pas injective. Lorsque a→ 1, la famille fa diverge et [fa] diverge dans rat2.

Dans ce cas nous avons trouvé deux limites renormalisées et la connaissance de
la dynamique limite nous donne les re-normalisations à regarder.

Comme on a un cycle persistant de période 2 qui converge lorsque a → 1, on
sait que pour une certaine normalisation le second itéré de fa converge vers une
fraction rationnelle quadratique avec un point fixe parabolique et qui sépare les
points critiques. Comme les points critiques de fa sont −a et 3a qui convergent
donc vers des limites différentes, nous sommes dans cette normalisation. Par calcul
on vérifie que l’on a

f 2
a → f 2

1 := z(3 + z)/(z − 1) quand a→ 1 (cf figure 7.1).

L’infini est bien un point fixe parabolique pour f 2
1 . On peut également vérifier

que la sphère fixe est bien dans la branche accrochée en l’infini (deux des points
fixes de fa convergent vers l’infini). Le troisième point fixe est constant et égal à
1 qui est la seconde pré-image de l’infini pour f 2

1 . Par ailleurs on remarque que
−1 est un point critique de f 2

1 et que f 2
1 (−1) = 1 donc −1 est préfixe (et donc

l’autre point critique 3 est dans le bassin parabolique de l’infini). Il n’y a donc
pas de contradiction à l’existence d’une seconde limite renormalisée. La remarque
de J.Milnor suggère de regarder s’il n’y a pas une limite renormalisée d’ordre 3
marquée par un cycle de période 3. On serait alors dans la situation de la figure
7.2.

On sait qu’une telle sphère serait marquée par le point critique qui tend vers 1
et un élément de cette orbite. On cherche donc un point de période 3 pour fa qui
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Figure 7.1 – La sphère jaune est fixe et le revêtement associé est −Id. Les sphères
vertes ont période 2 et portent un cycle de période 2 (a1 → a2 → a1) de multi-
plicateur −3. Sur la sphère verte de droite la limite renormalisée a un point fixe
parabolique en l’infini.

c0

c1

a1
a2

F(c0)

F^2(c0)

p3

p1

p2

fx1

fx2

fx3

-1

3

8

1

Figure 7.2 – La sphère jaune est fixe et le revêtement associé est −Id. Les sphères
vertes ont période 2 et portent un cycle de période 2 (a1 → a2 → a1) de multi-
plicateur −3. Sur la sphère verte de droite la limite renormalisée a un point fixe
parabolique en l’infini, c1 est dans son bassin direct et c0 est envoyé après deux
itérés sur l’infini. Les sphères rouges forment un cycle de période 3 et portent
un cycle de période 3 et de multiplicateur 1 (p1 → p2 → p3 → p1). La limite
renormalisée associée à la sphère en haut à droite est un polynôme quadratique.
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tend vers −1 et après calcul on se rend compte qu’il y en a bien un (et un seul).
Notons p3a ce point.

On choisit la transformation de Moebius Ma telle que

Ma(3a) =∞,Ma(−a) = 0 et Ma(p3a) = 1,

c’est-à-dire :

Ma(z) =
z + a

z − 3a
· p3a − 3a

p3a + a
.

Ainsi si une telle limite renormalisée existait, la branche contenant un des points
critiques serait à l’infini et fixe et l’autre serait en 0, donc on obtiendrait un
polynôme quadratique de la forme z2 + C avec c ∈ C. Après calcul on trouve :

lim
a→1

Ma ◦ f 3
a ◦M−1

a (z) = z2 + 1/4.

7.3 Exemple d’Epstein-Petersen

Ce qui suit est inspiré d’un travail en cours d’A. Epstein et C.L. Petersen ([EP])
où l’on trouvera toutes les démonstrations manquantes.

Fixons un polynôme quadratique dans le membre p/q avec p < q avec le point
critique c0 périodique. Alors le point critique ”libre” ne s’échappe pas. La dy-
namique du polynôme dans le bassin de l’infini est donc conjuguée à celle de
l’application z → z2 sur disque unité. On peut alors bouger continûment dans
Peri(e

iπp/q) ⊂ Rat2 de façon à changer le multiplicateur ρ du point fixe initia-
lement à l’infini pour lui faire parcourir I := [0, eiπp/q[ et on obtient un chemin
(Pρ)ρ∈I dans Rat2. Lorsque ρ → eiπp/q on a Pρ diverge dans Rat2 et même [Pρ]
diverge dans rat2 d’après [P] (heuristiquement, on aurait sinon une fraction ration-
nelle qui serait l’accouplement de deux polynômes du même membre de l’ensemble
de Mandelbrot, cf [M2] pour un bon résumé sur les accouplements).

Il semble qu’il y ait alors une seconde limite renormalisée qui est un polynôme
quadratique correspondant à celui auquel s’identifie le paramètre si et seulement
si l’on se trouve dans une copie primitive du Mandelbrot( cf figure 7.3).

7.4 Compactification de Milnor

Le point de vue de J. Milnor. Dans [M1], J. Milnor propose la paramétrisation
des fractions rationnelles de degré 2 par les multiplicateurs en deux des points fixes.
Il est donc tout naturel de se demander si notre compactification est différente.
Nous rappelons ici un calcul de ce papier qui est aussi à la base de [E].

Pour cela nous commençons par rappeler la paramétrisation de J. Milnor.
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Figure 7.3 – Après avoir appliqué la méthode de Epstein-Petersen, le paramètre
en vert donne l’arbre T X similaire à celui de la figure 7.1 et celui en rouge à la
figure 7.2.

Toute fraction rationnelle f de degré 2 possédant trois points fixes a, b, c dis-
tincts, quitte à conjuguer par une transformation de Moebius, est de la forme

f(z) = z
z + α

βz + 1
avec αβ 6= 1,

où α, β, γ sont les multiplicateurs respectifs de a = 0, b =∞, c.
Ainsi si une suite de fractions rationnelles (fn)n de degré 2 diverge, on a l’un

des multiplicateurs qui diverge. Supposons par exemple que γn →∞.
La formule des indices assure que

1

1− αn
+

1

1− βn
+

1

1− γn
= 1 et donc αnβn → 1.

Supposons que βn → β∞ ∈ C⋆. Alors fn → (β∞ · Id) localement uniformément en
dehors d’un point qui est la limite des points critiques des fn.

Notre point de vue.
Considérons une fraction rationnelle f de degré 2 ayant 3 points fixes distincts

α, β, γ et non super-attractif. On définitX = {α, β, γ}. Par la formule de Riemann-
Hurwitz on sait que f a exactement deux points critiques que nous noterons c et
c′ et donc deux valeurs critiques v l’image de c et v′ l’image de c′. On pose Z :=
X∪{v, v′} et Y := f−1(Z). On définit F := (f |Y , degf |Y ) le portrait correspondant.
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Considérons l’ensemble des fractions rationnelles de degré 2 ayant 3 points fixes
distincts et non super-attractif. On peut donc définir des injections x, y et z telles
que toutes ces fractions rationnelles sont marquées par (f, y, z) et telles que l’on
ait y|X = z|X . Toutes ces fractions rationnelles ont alors F pour portrait. Ainsi
cet ensemble est ratF et donc inclus dans ratF,X .

On peut maintenant s’intéresser à ce qui peut apparâıtre dans ratF,X . On prend
F ∈ ratF,X . L’ application F est de degré 2. D’après le lemme 1.25, et le corollaire
1.27, F n’a que deux feuilles critiques c et c′ et les sommets critiques sont ceux sur
le chemin les reliant. Sur la figure 3.5 sont représentés les différentes applications
d’arbres combinatoires possibles pour un tel F (quitte à changer le nom des feuilles
fixes, des feuilles critiques ou leurs images). En bleu clair est représenté le sommet
w0 séparant les trois feuilles critiques.

Le sommet w0 est entouré de jaune quand il est critique, c’est-à-dire dans les
configurations B, Pol et Triv. D’après le corollaire 3.6, les revêtements convergent
dans rat2. Dans les cas Pol etTriv, on reconnâıt les limites qui sont respectivement
des classes de polynômes et de fractions rationnelles qui n’ont pas de points fixes
super-attractifs ni de points paraboliques. Dans le cas B, on reconnâıt la classe
des polynômes ayant un point fixe super-attractif, c’est à dire celle de z → z2.

Le sommet w0 est non fixe pour les configurations A1,C1 et W donc il n’y a
pas de limites renormalisées.

Notons v0 le sommet critique le plus proche de w0.

Dans les configurations C2 et Parb, le sommet v0 et son image sont sur le
chemin [w0, α], on est en mesure d’appliquer le lemme anneau non critique et l’on
en conclut que v0 est fixe, ainsi on est dans l’adhérence de rat2. Dans le cas C2
on remarque que le point critique qui est le point d’attache de la branche de c′ sur
v0 est fixe et il est la limite d’un point fixe donc nous sommes dans le cas de la
classe des polynômes et il y a de plus un point fixe double donc ce polynôme est
conjugué à z → z2 + 1/4. Dans le cas Parb il y a aussi un point fixe double et un
troisième point fixe non critique distinct de ce dernier donc on est dans la classe
des fractions rationnelles paraboliques sans point fixe super-attractif.

Dans les cas A2, A3 et DParb, le sommet w0 est fixe et le revêtement associé
est l’identité puisqu’il fixe les points d’attache des branches contenant les points
fixes. S’il y a un cycle critique, alors c’est v0 et d’après le théorème 3.15, il est
de période 1 donc d’après le corollaire 3.6, les revêtements convergent dans rat2.
On voit que si on est dans l’adhérence de rat2 alors la limite est une classe de
revêtements non polynomiaux ayant un point fixe triple dans les cas A2 et DParb
et double dans le cas A3.

Dans la configuration Stand, le revêtement associé à w0 n’est pas l’identité car
le point d’attache de la branche contenant α n’est pas envoyé sur lui-même. On
en déduit alors que le sommet v0 n’est pas fixe.
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Question 7.2. Peut-on montrer qu’effectivement le sommet v0 est bien fixe dans
les cas A2, A3 et DParb ?

Si c’est le cas, notre compactification contient tous les éléments de la com-
pactification de J.Milnor de rat2 ⊂ CP 2 avec en plus un éclatement aux point
correspondant à la fraction rationnelle ayant un point fixe triple.

7.5 Exemples de J. Kiwi

Dans [K3] au chapitre 2, sont énumérés plusieurs exemples de familles pour
lesquelles on a des limites renormalisées.

Polynômes de degré 3.
L’ensemble des polynômes de degré 3 ayant un point critique de période exac-

tement 3 noté Per3(0) peut être paramètre par

Fc(w) := α(c)w3 + β(c)w2 + 1

avec α(c) := c3+2c2+c+1
c(c+1)2

et β(c) := c− α(c) et c 6= 0,∞.
Supposons que l’on marque l’orbite périodique critique et les racines de la

composante hyperbolique de ce cycle (qui forme lui aussi un cycle de période
3). Lorsque l’on fait tendre c vers 0 et l’infini, on voit apparâıtre six différents
revêtements d’arbres de sphères qui sont les centres des six composantes hyperbo-
liques de Per3(0) pour lesquelles l’un des points critiques libres est dans le bassin
de l’infini. Tous ont un cycle de sphères critique de période trois et de degré 2 :
pour trois d’entre eux c’est z → z2 et les trois autres sont les trois polynômes
quadratiques ayant un point critique de période 3. Notons que dans ces compo-
santes hyperboliques de Per3(0), les polynômes sont quadratique-like et que la
dynamique sur leur Julia est quasi-conformément conjuguée à la dynamique sur la
limite renormalisée correspondante.

C’est un cas particulier de ce qui est discuté dans la partie 7.6.2 et en 7.7.1.

Exemple de fractions rationnelles quadratiques.
Pour tout a ∈ C, on se donne les familles

fa,t(z) := t− 1 + t2

z
+

t

z2
− at5, t ∈ C− {0}.

Lorsque t → 0, si l’on marque les trois points fixes, on obtient un revêtement
de sphères qui possède une sphère fixe pour laquelle on a une rotation d’ordre 2.
Si l’on marque alors les points critiques et les valeurs critiques, on obtient alors
un cycle critique de sphères de période 2 conformément au théorème 3.15 qui est
conjuguée à

g(z) :=
z2 + z − 1

z − 1
,
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qui a bien un point fixe parabolique (à l’infini). De plus si l’on marque un cycle
de période 3, on obtient un autre cycle de sphères critique de période 3 qui est
conjuguée à z → z2 + a. On obtient donc une dynamique très similaire à celle de
la figure 7.2.

7.6 Limites renormalisées et espaces de Berko-

vich

7.6.1 Sur les espaces de Berkovich

Historique.
L’utilisation des espaces de Berkovich en dynamique peut être perçu pour la

première fois dans la thèse de J.Rivera-Letelier (voire [R]). Néanmoins il y est
plutôt question de dynamique sur des boules. À peu près en même temps on trouve
les travaux de R.L.Benedeto sur de la dynamique p-adique mais qui n’utilisent
pas vraiment les espaces de Berkovich. On a ensuite les travaux de M.Baker et
R.Rumely ([BR]) d’une part et ceux de J.Rivera-Letelier et Charles Favre ([FR])
d’autre part puis une succession de nombreux autres travaux faisant apparâıtre
une ouverture sur l’arithmétique ou bien sur l’étude de familles analytiques. Sans
trop m’attarder sur les travaux de J. Kiwi que je vais plus développer dans ce qui
suit, je citerai par exemple trois papiers récents de ma connaissance parmi d’autres
qui me paraissent d’un grand intérêt et permettent d’illustrer l’interaction entre
la dynamique holomorphe et les espaces de Berkovich : [BD], [DF] et [FG].

Idée globale.
Tout ce qui va suivre est en grosse partie une re-formulation grossière de [K3]

et est fortement inspiré des nombreux exposés de Charles Favre que j’ai pu suivre
et de discussions avec J. Kiwi. Très peu de preuves seront données car le lecteur
est très fortement incité à jeter un coup d’oeil à cette référence.

Soit (ft)t∈D(0,1)⊂C, une famille holomorphe de fractions rationnelles telles que
– ft ∈ Ratd si t 6= 0
– f0 /∈ Ratd.
L’idée de départ est de considérer que l’on a une seule fraction rationnelle à

coefficients dans C[[t]]. On considère C[[t]] comme un sous-ensemble d’un corps
muni d’une norme non-archimédienne. On considère ensuite que cette fraction ra-
tionnelle induit une dynamique sur l’espace des semi-normes multiplicatives appelé
l’espace de Berkovich. Nous allons définir ceci plus précisément.

Pour d’autres références sur ce thème, le lecteur peut se référer à [J], [K3], [K1]
et [BR] et pour des notions plus globales [FJ].
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Corps non-archimédien.
Le corps que nous considérons ici est L, le complété de C〈〈t〉〉 (la clôture

algébrique du corps des séries de Puiseux formelles). Il est muni d’une norme
qui correspond à l’ordre d’annulation en 0 : si z =

∑
j≥jo

cjt
j/m ∈ L − {0} (avec

cj ∈ C,m ∈ N, j0 ∈ Z), alors on définit la norme de z comme :

|z|L := exp(−min{j/m | cj 6= 0}).

Notons que |z| s’annule ou prend ses valeurs dans eQ.
C’est une norme non-archimédienne (ou ultramétrique) c’est-à-dire :
– |.|L est une norme
– ∀a, b ∈ L, |a+ b|L ≤ max(|a|L, |b|L).
On note P1

L l’espace projectif défini sur le corps L.

Droite projective de Berkovich.
On appelle semi-norme multiplicative sur L[X], une fonction sur |.|x : L[X]→ R+

vérifiant :

1. |0|x = 0 ;

2. |1|x = 1 ;

3. |fg|x = |f |x|g|x et

4. |f + g|x ≤ |f |x + |g|x.
Exemple. Voici deux exemples fondamentaux de semi-normes multiplicatives sur
L[X] :

– pour tout a ∈ L, on pose

P → |P |a := |P (a)|L,

– pour tout z0 ∈ L et tout r ∈ R⋆+ on pose B(z0, r) := {z ∈ L | |z − z0|L ≤ r}
et

P → |P |B(z0,r) = max
z∈B(z0,r)

|P (z)|L.

On définit l’espace analytique au sens de Berkovich A
1,an
L comme l’ensemble

des semi-normes multiplicatives sur L[X] dont la restriction à L est la norme |.|L
que l’on munit de la topologie de la convergence faible. Cet espace est appelé la
droite affine (au sens de Berkovich). Le théorème suivant dû à Berkovich permet
de mieux se représenter cet espace :

Théorème 7.3 ([B]). Toute semi-norme multiplicative |.|B est réalisée comme :

|P |B = lim
i→∞

(
max

z∈B(zi,ri)
|P (z)|L

)
.

pour une suite décroissante de disques : B(z0, r0) ⊇ B(z1, r1) ⊇ B(z2, r2) ⊇ . . . .
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En particulier, si l’intersection des B(zi, ri) n’est pas vide on est dans l’un des
cas décrits dans l’exemple précédent. Si ce n’est pas le cas on parle de point de
type 4 (nous ne nous intéresserons pas ici à ces points là). On notera

B(z0, r) := |.|B(z0,r)

et on identifie par abus B(z0, 0) à z0. La droite projective P1
Berk est obtenue à partir

de A
1,an
L en ajoutant la fonction envoyant tout polynôme de degré non nul sur ∞

etz ∈ L sur |z|L. Cet espace est alors compact.

Espace de boules et structure d’arbre.
On a la propriété bien connue suivante (cf [J] par exemple) :

Proposition 7.4. L’espace P1
Berk a une structure d’arbre réel.

Pour bien comprendre à la main quelle est cette structure nous devons d’abord
étudier l’espace des boules (du type B(z0, r) := {z ∈ L | |z − z0|L ≤ r} avec
z ∈ L et r ∈ R+) dans L. Les normes non-archimédiennes ont quelques propriétés
différentes de celle des normes archimédiennes par exemple les deux propriétés
suivantes :

1. Tout élément d’une boule est le centre de cette boule :

∀z ∈ B(z0, r), B(z, r) = B(z0, r).

2. L’intersection de deux boules est vide ou alors l’une est incluse dans l’autre.

Nous nous intéresserons ici seulement à l’ensemble des boules incluses dans
B(0, 1), ce qui est suffisant pour donner une intuition pour comprendre l’ensemble
de toutes les boules.

L’idée est de penser chacun des chemins comme une concaténation de chemins
appelés rayons de la forme

⋃

r∈I

{B(z, r)}, I ⊂ R+.

Ainsi chaque élément z ∈ B(0, 1) est relié à l’élémentB(0, 1) puisqueB(0, 1) = B(z, 1)
d’après la propriété 1.

Le théorème 7.3 permet d’identifier P1
Berk privé des points de type 4 avec l’espace

des boules dans L, on en déduit une structure d’arbre sur P1
Berk. On peut se

représenter cette structure d’arbre comme vivant dans R+ × P1
L comme sur la

figure 7.4.
Les éléments qui nous intéressent sont les boules de rayon nul dits de type 1 et

les points de branchements dits de type 2. Notons que les points de types 1 et 4
apparaissent alors comme les“bouts” de cet arbres.
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Réduction et limites.
Dans ce qui suit nous identifions l’équivalent du passage à la limite dans le

contexte des espaces de Berkovich.
Dans un corps non-archimédien, trois sous-ensembles apparaissent de façon très

naturelle ; ce sont l’anneau des entiers OL := {z ∈ L | |z|L ≤ 1}, son unique idéal
maximal ML := {z ∈ L | |z|L < 1} et L̃ := OL/ML que l’on appelle le corps
résiduel.

Heuristiquement, pour at ∈ C〈〈t〉〉, on a at ∈ OL si a0 6= ∞ et at ∈ ML si
a0 = 0. Plus généralement, L̃ s’identifie à C via c ∈ C→ c+ML.

On appelle réduction la projection canonique

ρ : OL → C ≈ L̃.

On a alors :

Lemme 7.5. Soit at ∈ O ∩ C〈〈t〉〉. Alors ρ(at) = a0.

Espace tangent en B(0, 1) et réduction.
On définit l’espace tangent TB′ en un point de B′ ∈ P1

Berk de type 2 comme étant
l’ensemble des branches en ce point. Pour tout ct ∈ L, on note TB′ct la branche au
point B′ contenant ct. On note B := B(0, 1).

Lemme 7.6. Deux éléments at et bt de L appartiennent à la même branche du
point B si et seulement si ρ(at) = ρ(bt) 6=∞.
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Démonstration. Idée : il suffit de remarquer que deux points sont dans la même
branche si et seulement si ils sont dans une même boule de diamètre strictement
inférieur à 1. �

Remarque 7.7. De façon plus générale, l’espace tangent en tout point de type 2
s’identifie à P1C.

Dynamique.
Pour tout Pt := Xd + a1(t).X

d−1 + . . . + ad(t) ∈ K[X] avec ∀i, ai(t) ∈ L, on
peut montrer que l’on a

P (B(0, r)) = B(ad(t), max
i∈[1,d]

(|ai(t)|L.rd−i)).

Ainsi tout polynôme définit une dynamique sur P1
Berk. Plus précisément :

– si P est un polynôme et x une semi-norme multiplicative sur L[X] alors P (x)
est la semi-norme envoyant Q sur |Q ◦ P |x

– si x est donné par le sup sur une boule B alors P (x) est le sup sur la boule
P (B).

Pour montrer la même chose pour les fractions rationnelles en général, c’est
un peu plus compliqué. La projection ρ s’étend naturellement en une projection
ρ : L[X] → C[X]. On étend alors la réduction à ρ : L(X) → C(X). Plus par-
ticulièrement, si Ft = Pt/Qt avec Pt, Qt ∈ L[X] et F0 6= 0 et F0 6= ∞, on ob-
tient par réduction deux polynômes ρ(Pt) et ρ(Qt). On note H(Pt) les zéros de
PGCD(Pt, Qt). On a alors la proposition suivantes :

Proposition 7.8 ([K3] Lemma 3.2). Si deg(ρ(Pt)/ρ(Qt)) > 0 et (ft)t∈D(0,1)−{0}

est une famille holomorphe de fractions rationnelles associée à une application
ft : P

1
L → P1

L,

Ft =
Pt
Qt

−→
t→0

ρ(Pt)

ρ(Qt)
= ρ(Ft)

localement uniformément sur tout compact de P1
C−H(Ft).

On voit donc que l’ensemble des branches privé d’un nombre fini de branches
d’un point donné est envoyé par une fraction rationnelle (dont on peut calculer le
degré) sur l’ensemble des branches privé encore d’un nombre fini de branches d’un
unique autre point. Ainsi les fractions rationnelles définissent aussi une dynamique
sur P1

Berk. On a alors la propriété suivante :

Proposition 7.9 ([K3] Proposition 3.3). L’application Ft fixe B si et seulement
si degρ(Ft) > 1. Si c’est le cas, alors elle induit une application tangente DBFt :
TBP

1
Berk → TBP

1
Berk et

DBFt = ρ(Ft).
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Ainsi pour avoir des limites non constantes, l’idée est de chercher des familles
de fonctions qui fixent B. Une famille de fractions rationnelles joue un rôle très
particulier : la famille des transformations de Moebius. On appelle transformation
de Moebius sur L, une fraction rationnelle à coefficient dans L qui est de degré 1.
On a alors le résultat fondamental :

Proposition 7.10. L’ensemble des transformations de Moebius agit de façon tran-
sitive sur l’ensemble des points de type 2.

Grâce à ces trois propositions, on a le corollaire suivant :

Corollaire 7.11. Soit B(z, r) ∈ P1
Berk. Soit Mt et Nt des transformations de

Moebius telles que Mt(B(z, r)) = B et Nt(B) = Ft(B).
Alors N−1

t ◦ Ft ◦Mt converge lorsque t → 0 vers une fraction rationnelle non
constante localement uniformément en dehors d’un nombre fini de points.

Et donc :

Corollaire 7.12. Si Ft fixe un point B(z0, r) alors il existe une transformation
de Moebius Mt telle que M−1

t ◦ Ft ◦Mt converge lorsque t → 0 vers une fraction
rationnelle non constante localement uniformément en dehors d’un nombre fini de
points.

Lien avec la compactification de Deligne-Mumford.
Prenons une famille de fonctions holomorphes (ft)t∈[01] telles que ft ∈ Ratd si

t 6= 0 et f0 /∈ Ratd.
Supposons que pour tout t ∈]0, 1[, ft soit marqué par (f,X). On suppose que

le marquage est lisse c’est à dire que iYt et iZt , les applications de marquage de ft,
vérifient :

∀(y, z) ∈ Y × Z, ∃yt, zt ∈ L, ∀t ∈]0, 1[, iYt (y) = yt, et i
Z
t (z) = zt.

On associe au marquage des ft un arbre de sphères T Y de la façon suivante :
Considérons l’enveloppe convexe des yt dans P1

Berk. On peut en déduire un
unique arbre combinatoire (sans cycles) marqué par les yt dont tous les sommets
internes ont valence 3. En confondant les y et yt, on obtient un arbre stable T Y

marqué par Y .
La remarque 7.7 assure que l’espace tangent en tout sommet interne de T Y

est une sphère topologique. Ainsi, à chaque sommet interne B′ de T Y , on associe
l’application de marquage qui à tout point y associe la branche de TB′ à laquelle
yt appartient. On obtient alors un arbre de sphères T Y . On fait de même avec les
zt pour obtenir un arbre T Z marqué par Z.
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Proposition 7.13. Pour toute suite (tn)n dans ]0, 1[ qui tend vers 0, la suite de
sphères marquées iYtn (resp. iZtn) tend vers T Y (resp. T Z).
Démonstration. D’après la proposition 7.10 on peut choisir pour tout sommet
interne B′ de T Y (par exemple) une transformation de Moebius φt,B′ (sur L) qui
envoie ce sommet sur B. Alors on a

φtn,B′ ◦ iYtn → ρ(iYt ) = iY .

�

Considérons maintenant que ft(X) ∈ L(X). Ainsi ft(X) qui agit sur SBerk en
envoyant pour tout y ∈ Y l’élément yt sur zt = ft(yt). De même nous avons vu
que ft(X) a une action sur les espaces tangents de chacun des sommets internes
de T Y .
Lemme 7.14. Tout sommet interne de T y est envoyé sur un sommet interne de
T Z. Et si pour tout B′ ∈ IV Y on pose fB′ = DB′ft, alors F : T Y → T Z est un
revêtement d’arbre de sphères.

On en déduit le théorème suivant :

Théorème 7.15. Pour toute suite (tn)n dans ]0, 1[ qui tend vers 0, la suite de
revêtements de sphères marquées (ftn)n converge vers le revêtement d’arbres marqué
F : T Y → T Z.
Démonstration. D’après ce qui a été fait pour la démonstration de la propo-
sition 7.13, pour tous sommets internes BY et BZ de T Y et T Z on trouve des
transformations de Moebius (sur L) φYt et φZt tels que φYt (BY ) = B et φZt (BZ) = B
et l’on a alors S⋆n −→

φ⋆tn

T ⋆. On en conclut par le corollaire 7.11 que l’on a

ftn −→
φYtn ,φ

Z
tn

F .

(après avoir vérifié que les convergences sont locales uniformes en dehors des
arêtes). �

On retrouve les résultats de J. Kiwi concernant les limites renormalisées non
post-critiquement finies et la classification des limites renormalisées en degré 2.
Notons toutefois quelques différences :

– pour le premier résultat, J. Kiwi utilise un théorème de Rolle là où ici on
utilise la formule de Riemann-Hurwitz,

– pour le second résultat, J. Kiwi utilise la formule des indices pour trouver
son point fixe (similaire à ce qui est fait dans [M1] et [E]), alors qu’ici une
énumération des divers cas possibles suffit,
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– toujours pour le second résultat , J. Kiwi montre que dans tous les cas on a
k′0 > k0.

Notons que les liens que nous avons établis ici sont bien connus par les géomètre
algébristes (voir par exemple [BPR]). Lorsque l’on marque un ensemble X” ⊃ X
de points, l’application ΠX′,X de la partie 6.1 donne une ”inclusion” des arbres
obtenus. Il semblerait que l’espace de Berkovich ou au moins une partie de celui-ci
puisse apparâıtre comme la limite projective du marquage de points.

Ainsi on peut répondre partiellement à la question 7.1. En effet, l’espace de
Berkovich semble contenir une infinité d’informations (heuristiquement ”tous les
marquages possibles”) et donc l’idée est de chercher quels sont les points que l’on
doit marquer dans ce dernier.

7.6.2 Résolution des singularités et séries de Puiseux dans
Pern(0).

L’ensemble des polynômes de degré 3 unitaires et centrés paramétré par leurs
coefficients en font une variété complexe de dimension 2. Posons Pern(0) le sous-
ensemble des polynômes qui possèdent un point critique de période exactement
n. C’est une courbe algébrique qui touche l’infini en exactement deux points (voir
[BM]). La méthode de Newton (voire [Cu] par exemple) permet de paramétrer des
germes de courbes au voisinage de ces points grâce à des séries de Puiseux. Dans
[BKM], A. Bonifant, J. Kiwi et J. Milnor se servent de ces séries de Puiseux pour
donner un nom à chacune des composantes d’échappement de Pern(0) (lieux où
le point critique libre est dans le bassin de l’infini) et ensuite montrer que Per4(0)
est connexe en obtenant des images locales de cette variété sur ordinateur,.

Ce travail est fortement relié au travail de L. De Marco commencé avec C. T.
McMullen puis continué avec K.Pilgrim faisant intervenir des arbres dynamiques
pour compter les composantes d’échappement et dont les liens avec mon travail
sont rappelés pans la partie 7.7.1.

7.7 Stretching et arbres de sphères

7.7.1 Arbres et polynômes

Dans cette partie nous nous intéressons aux travaux de L. De Marco initiés avec
C. T. Mc Mulen dans [DMc] puis poursuivi avec K. Pilgrim dans [DP1], [DP2],
[DP3] et [DP4] (voir aussi [DS1], [DS2] et [D1]).

Polynômes et fonction de Green.
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Commençons par rappeler quelques généralités sur Polyd. On appelle Julia rem-
pli d’un polynôme P ∈ Polyd l’ensemble :

JP := {z ∈ C | |P n(z)| → ∞}.
C’est un compact et son complémentaire, appelé bassin d’attraction de l’infini, est
connexe que l’on note B∞. Lorsqu’un point critique est dans ce dernier, on dit
qu’il s’échappe. On note Poly⋆d ⊂ Polyd l’ensemble des polynômes ayant au moins
un point critique qui s’échappe. Pour tout élément de P ∈ Poly⋆d, l’ensemble JP
est non connexe. Si de plus tous les points critiques de P s’échappent, alors JP est
un ensemble de Cantor.

On définit la fonction de Green par la proposition suivante :

Proposition 7.16. Pour tout P ∈ Polyd la suite de fonctions (gn)n définies sur
C par gn(z) =

1
dn

log+ |P n(z)| converge uniformément sur tout compact vers une
fonction gP continue appelée fonction de Green qui vérifie gP ◦P = d.gP . De plus
JP = g−1

P (0). Cette fonction se prolonge continûment en une fonction S→ [0,+∞]
en posant gP (∞) = +∞.

Pour tout élément z ∈ BP
∞

– soit un des itérés de z est un point critique et la composante connexe de
g−1
P (gp(z)) contenant z est une courbe possédant un point double, on parle
de courbe de niveau critique,

– soit la composante connexe de g−1
P (gp(z)) contenant z est une courbe simple

fermée lisse.

Rappels sur les arbre de DeMarco-McMullen et DeMarco-Pilgrim.
L’arbre de DeMarco-McMullen TP est défini comme le passage au quotient sur

C qui identifie les éléments qui sont sur la même composante connexe d’une courbe
de niveau de la fonction de Green. Par exemple comme JP = g−1

P (0), deux éléments
de JP qui sont dans la même composante connexe de ce dernier sont alors identifiés.
Notons qu’alors tout polynôme quasi-conformément conjugué à P a le même arbre
de DeMarco-McMullen.

L’arbre TP est connexe car deux d’éléments de C peuvent être reliés par un
chemin et les classes des éléments de ce chemin forment alors chemin dans le
quotient. On peut se représenter cet ensemble comme sur la figure 7.5.

Notons que les points associés aux courbes critiques qui s’échappent sont les
points de branchements car toute courbe critique sépare JP en plusieurs com-
posantes qui ne contiennent pas l’infini. Notons VgP l’ensemble des composantes
connexes des courbes de niveau de gP . On a alors le lemme suivant :

Lemme 7.17. Soit v un point de branchement associé à une courbe critique C.
Deux éléments de VgP −C sont dans une même branche de v si et seulement si ils
sont inclus dans la même composante connexe de C− C.
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Figure 7.5 – À gauche quelques courbes de niveau de la fonction de Green et à
droite une représentationn des points de branchement correspondants dans l’arbre
de DeMarco-McMullen correspondant à ces courbes de niveaux.

On en déduit que TP est sans cycles. Par ailleurs, comme P préserve les niveaux
de la fonction de Green et est continu, il définit une dynamique et un degré sur
TP .
Stretching (cf [BH], [DP1] et [BN]).

Supposons que P ∈ Poly⋆d et notons c le point critique maximisant gP . On
définit alors l’anneau

AP := {z ∈ BP∞ | d.gP (c) ≤ gP (z) ≤ d2.gP (c)}.

Il existe une application holomorphe

φAP
: AP → C−D(0, 1) telle que φAP

(g−1
P (d.gP (c))) = ∂D(0, 1).

Posons ht : z → zt pour tout t ∈ [1,+∞[. On définit sur AP une structure
quasi-conforme en tirant en arrière la structure conforme sur C par ht puis par φAP

.
Comme tout élément de BP

∞ a un élément de son orbite dans AP , on définit ensuite
une structure quasi-conforme sur tout BP

∞ privé de la grande orbite des points
critiques tirant en arrière et poussant en avant (ce qui demande démonstration)
la structure quasi-conforme définie sur AP . On définit donc une structure quasi-
conforme invariante par P sur C privé d’un ensemble de points de mesure nulle en
complétant cette structure pas la structure conforme sur JP .

D’après le théorème de redressement de structure quasi-conforme (Morey-Alfors-
Bers-...), on peut redresser cette structure en une structure conforme et on ob-
tient une famille continue de polynômes (Pt)t∈[1,+∞[ qui est quasi-conformément
conjugués à P sur C et tels que

Mod(APt
) = t.Mod(AP ) pour tout t ∈ [1,+∞[.
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Cette construction donne alors un mouvement holomorphe du bassin de l’infini
m : [1,+∞[×BP∞ → S.

On a le lemme suivant :

Lemme 7.18. Soit I un chemin dans TP ne contenant pas de points de branche-
ment. Notons A l’ensemble des points de S dont la classe appartient à I. Alors A
est un anneau et Mod(mt(A))→ +∞.

Remarque 7.19. Notons que comme ces polynômes sont conjugués, ils ont le même
arbre de DeMarco-McMullen.

Lien avec Deligne-Mumford.
Soit X un sous ensemble fini d’éléments de S contenant ∞. L’ensemble des

classes des éléments de X définissent un sous-ensemble fini [X] d’éléments de T P .
On associe à [X] l’arbre combinatoire TXP marqué par X construit comme suit.

– Les sommets internes de TXP sont
– les points de branchement de l’enveloppe convexe de [X] et
– les éléments de [X].

– Ses feuilles les éléments de X.
– Ses arêtes sont
– entre les couples de sommets internes distincts dont l’enveloppe convexe
ne contient pas de point de branchement ou d’éléments de [X]

– entre chaque feuille x ∈ X et le sommet [x].
Supposons que P soit dynamiquement marqué par (X, Y, Z). On en déduit que

pour tout t ∈ [1,+∞[, Pt est marqué par (X, Y, Z) en posant

∀x ∈ X, iXt (x) = mt(x),

et de même pour Y et Z. On en déduit l’existence d’un système dynamique d’arbres
de sphères stables (P∞ : T Y → T Z , T X) dynamiquement approximable par les
(Ptn)n pour toute suite tn → +∞.

On a alors :

Proposition 7.20. Notons TXP , T YP et TZP les enveloppes connexes stables respec-
tives de X, Y et Z de l’arbre de TP . On a alors les résultats suivants :

– Les arbres T ⋆P sont isomorphes aux T ⋆ pour tout ⋆ ∈ {X, Y, Z}.
– L’application P∞ est isomorphe à l’application induite par P : T YP → TZP .

Démonstration. (Plan) La démonstration du premier point s’appui essentielle-
ment sur le fait suivant : les branches sur les sommets internes stables de TX et
TXP induisent les mêmes partitions et on conclut avec le théorème 4.4. Ceci découle
essentiellement de la remarque suivante.
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Si deux points x 6= x′ ∈ X dans la même branche de TXP sur un sommet interne
v qui sépare trois sommets internes [x], [x1] et [x2], alors par construction, [x] et
[x′] sont aussi dans la même branche de TP sur v. On trouve un intervalle non vide
I d’arête de TP sans point de branchement qui sépare v de [x] et [x′]. Notons A
l’ensemble des points de S dont la classe appartient à I et At := mt(A). D’après
le lemme 7.18, on a alors

Mod(At) −→
t→∞
∞.

La courbe C := v est incluse dans un composante connexe de S − A qui contient
donc aussi x1 et x2. Ainsi mt(x1) et mt(x2) sont dans la même composante connexe
de S−At. On en déduit que sur Sv, av(x) et av(x

′) sont séparés de av(x1) et av(x2)
par un anneau de module infini. Or av(x1) 6= av(x2) par définition du sommet v,
donc on a av(x) = av(x

′) c’est à dire x et x′ sont sur la même branche sur v ∈ TX .
Pour le second point, il suffit de remarquer que P envoie les composantes

connexes de courbe de niveau séparant 2 points du Julia sur des composantes
connexes de courbe de niveau séparant l’image de ces derniers. �

Remarque 7.21. Nous venons d’observer que l’arbre de DeMarco-McMullen TP
est un ”sous-arbre” de l’espace de Berkovich associé à l’ensemble des polynômes
obtenus en faisant du stretching et du wringing à partir de P , ce qui est implicite
dans [K1].

Par ailleurs, dans les travaux de L. De Marco et K. Pilgrim, il est introduit
une version enrichie de ces arbres qui consiste à se rappeler en chaque sommet
de l’allure de la courbe critique correspondante. Ceci permet de compter certaines
classes de conjugaison conforme de composantes d’échappement. Il y a fort à penser
que les applications associées aux sommets internes de T Y permettent de retrouver
cette information.

Exemple.

Considérons P ∈ Perp(0) ∩ Poly⋆3 pour un certain n ≥ 2. Notons c le point
critique de P qui s’échappe et c′ celui de période n. On pose X = {P k(c) | k ∈
N} ∪ {∞}. On retrouve le ”spin” de l’arbre des travaux de L. De Marco et K.
Pilgrim.

Si le deuxième point critique est périodique, on marque en plus son orbite dans
X ainsi que l’orbite (de période n) de la racine de la composante hyperbolique de
JP contenant le point critique. On obtient alors un cycle critique de sphères de
degré 2 qui est un polynôme de degré 2 avec un point critique de période divisant
n.
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7.7.2 Arbres d’anneaux de Hermann

Dans cette partie nous nous intéressons aux travaux de Mitsuhiro Shishikura
sur les configurations d’anneaux de Herman dans [S1] et [S2].

Comme précédemment, il existe une méthode pour faire du stretching sur des
cycles d’anneaux de Hermann pour changer leurs modules et les faire tendre vers
l’infini en se déplaçant dans Ratd. En raisonnant de façon très similaire on peut
montrer que si l’on choisit judicieusement des points à marquer dans le bord des
anneaux du cycle d’anneaux de Herman, on obtient alors un revêtements entre
arbres de sphères dont les arêtes sont les anneaux sur lesquels on a fait cette
chirurgie et les sommets sont identifiables avec les composantes connexes de S

privé de l’ensemble de ces anneaux. L’application d’arbres combinatoires semble
alors être la même application d’arbres que celle donnée par M. Shishikura.

7.8 Arbres de sphères et multicourbe pincée

Une grosse partie des travaux de cette thèse peuvent être ré-interprétés en
termes de multicourbes sur des familles de sphères privées d’un nombre fini de
points qui se pincent lorsque des points ont même limite. Dans ce contexte, les
arbres de sphères apparaissent de façon très naturelle. L’espace de Teichmuller peut
être vu comme le revêtement universel de l’espace des modules. Il y a donc un très
fort lien entre ce travail et celui de Nikita Selinger ([S]) ainsi que ceux de Sarah
Koch et J.A. Hubbard ([Ko] et [HK]) et bien d’autres. De façon plus générale,
les accouplements de polynômes font apparâıtre naturellement des applications
entre arbres de sphères. Par exemple Arnaud Chéritat donne un exemple de telles
applications dans [Ch].
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