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Chapitre 1

Introduction

Le travail de conception des avions utilise de plus en plus la simulation
numérique pour prédire les performances et le comportement d’un avion en
vol [I53]. En aérodynamique, le calcul numérique de 1’écoulement de 1air
autour de ’avion permet de prédire les performances de 'aéronef, et ainsi
guide le dessin des formes externes de I’avion.

L’extraordinaire expansion des moyens informatiques a permis 'utilisation
de modeles de plus en plus précis en calcul aérodynamique. Le champ
d’application des méthodes se fait plus large. La description des avions est
plus fine (accessoires extérieurs, supports de volets, etc). La précision des
résultats est meilleure.

La conception d’un avion se fait habituellement en trois phases. La
premiere phase, dite d’avant-projet, cherche a trouver la configuration de
l’avion répondant le mieux au positionnement de marché visé (rayon d’action,
masse utile et nombre de passagers, longueur de piste nécessaire au décollage
et a Patterrissage, etc.). C’est durant cette phase que la définition initiale
de l'avion est trouvée : nombre de réacteurs et leur placement approximatif,
dimensions et formes générales de I'avion (longueur du fuselage, envergure
de laile et du plan horizontal, surface alaire, fleche, etc), masse, quantité
de carburant. Les outils de conception sont simples afin de pouvoir tester
un grand nombre de configurations potentielles : méthode des doublets
[91] pour l'aérodynamique, modele de poutre pour la structure de l'aile,
modele simple des moteurs pour trouver les performances de I'avion, modeles
semi-empiriques en aéroacoustique, etc.

Vient ensuite la phase de conception préliminaire, durant laquelle les
formes aérodynamiques sont définies conjointement avec une premiere ébauche
de la structure. Les performances de I'avion sont affinées par rapport a la
phase d’avant-projet. Les outils de conception sont précis : des calculs Navier-
Stokes sont menés pour connaitre l'aérodynamique précise de l'avion et
I’améliorer. Durant cette phase, I'optimisation automatique de forme aéro-
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dynamique est utilisée. Elle a pour but d’améliorer un critére (par exemple
la trainée) sous des contraintes aérodynamique (portance minimale requise)
ou de forme (volume de l'aile, envergure, etc.) par modification de variables
dites géométriques décrivant la forme de ’avion. Comme la configuration
initiale n’est pas loin de 'optimum (en d’autres termes, il ne s’agit pas
ici d’exploration de concepts), 'optimisation est réalisée par une méthode
utilisant des gradients. Le calcul des gradients de la fonction cotit par rapport
aux variables géométriques peut se faire par différences finies, mais il est
bien plus efficace de le calculer directement en utilisant les équations de
Navier-Stokes linéarisées, comme par exemple, par une méthode adjointe.
Des premiers calculs aéroacoustiques sont réalisés durant cette phase, pour
que les éventuelles contraintes de niveau de bruit soient prises en compte,
afin d’influer la forme de I’avion ou d’anticiper des besoins de traitements
acoustiques du moteur. Des calculs de propagation de bruit de réacteur sont
effectués afin de prévoir I’empreinte sonore d’un avion a partir de données
fournies par le motoriste sur le réacteur seul. Les équations de I’acoustique
sont celles d’Euler linéarisées, et on peut donc utiliser le solveur Navier-Stokes
linéarisé pour les résoudre.

La derniére phase de conception de I'avion, dite détaillée, vise a terminer
la définition de la structure, des systémes (hydrauliques, électriques, etc),
et a consolider certains résultats aérodynamiques en vue de la certification
de Pappareil. A la fin de cette phase, toutes les picces de 'avion ont été
dessinées, et celui-ci peut étre mis en production. C’est durant cette phase
que des calculs de flottement sont effectués. Le flottement, également connu
en anglais sous le terme flutter, est un couplage catastrophique entre 1’écou-
lement aérodynamique et les modes structuraux de l’avion (principalement
de T’aile et du plan horizontal), qui conduit & un transfert d’énergie vers
la structure sur certains modes. S’ils sont excités, ils se mettent a croitre
jusqu’a ce qu'un phénomene non-linéaire aérodynamique ou structurel arréte
leur augmentation d’amplitude. Cela peut mener a la rupture de la structure
de 'avion. Lorsque les modeéles structuraux et aérodynamiques ont suffisam-
ment convergés, un campagne de calcul aéroélastique est menée. Elle vise a
déterminer la frontiere d’apparition du phénomene de flottement et nécessite
un tres grand nombre de calculs linéarisés — jusqu’a plusieurs dizaines de
milliers — qui doivent étre réalisés en un temps raisonnable.

Ainsi, aéroélasticité, I'optimisation de forme aérodynamique et 1’aéroa-
coustique sont trois applications qui demandent la résolution des équations
de Navier-Stokes linéarisées. La discrétisation de ces équations fournit un
systeme linéaire de tres grande taille (plusieurs dizaines voire centaines
de millions d’inconnues) de la variable complexe (pour l'aéroélasticité et
I’aéroacoustique) ou de la variable réelle (pour 'optimisation de forme aé-
rodynamique). Vu leur taille, ces systémes sont nécessairement résolus en
parallele sur plusieurs processeurs en méme temps. Afin que I’approche li-
néarisée utilisable dans un contexte industriel, la méthode de résolution des
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systemes linéaires correspondant doit étre tres efficace et robuste.

1.1 Applications

Comme on ’a expliqué précédemment, les équations de Navier-Stokes
linéarisées sont utilisées pour trois applications, 'optimisation de forme
aérodynamique, I’aéroélasticité et ’aéroacoustique, qui sont chacune détaillées
dans cette partie

1.1.1 Optimisation de forme aérodynamique

L’optimisation de forme est utilisée lors de la phase de conception pré-
liminaire, pour aider 'ingénieur aérodynamicien & concevoir les formes de
lavion. L’optimisation automatique de forme aérodynamique permet de
minimiser une fonction cofit sous contraintes, en jouant sur des variables
géométriques qui paramétrisent la forme. La fonction cofit est issue des
données aérodynamiques. C’est typiquement la trainée de l'avion, ou un
écart a une répartition de pression objectif. Les contraintes peuvent étre
d’ordre aérodynamique (respecter une portance minimale) ou concernant
la forme (envergure maximale de ’aile, épaisseur ou volume minimal). On
appelle observation le calcul d’'une quantité (comme la portance) sur le champ
aérodynamique, qui entre en compte dans la formulation de la fonction cofit
ou d’une contrainte. Enfin, ’optimisation automatique de forme nécessite une
méthode de déformation de la surface. Dassault Aviation, comme d’autres
[6], a fait le choix de paramétrer la forme aérodynamique.

La minimisation de la fonction cofit se fait a I’aide d’une méthode utilisant
un gradient. Cela demande le calcul des dérivées partielles des observations aé-
rodynamiques par rapport aux variables géométriques. Il faut donc connaitre
les dérivées partielles du champ aérodynamique par rapport aux variables
géométriques. Deux méthodes existent pour calculer ces dérivées. La méthode
directe calcule pour chaque variation de variable géométrique la variation de
toutes les observations. La méthode adjointe, issue de la théorie du contréle
optimal [99] 114, 126] utilise un systéme adjoint associé a une observation
pour obtenir en un seul calcul toutes les variations de variables géomé-
triques. La méthode directe est plus efficace lorsqu’il y plus d’observations
que de variables, et la méthode adjointe est plus intéressante lorsqu’il y plus
de variables que d’observations. Pour plus de détails, on pourra consulter
[, 37, 42].

Le gradient des équations de la mécanique des fluides peut s’obtenir de
deux facons. Soit les équations sont linéarisées analytiquement et résolues a
I'aide de schéma ad hoc, soit le schéma numérique de résolution des équations
non-linéaires est linéarisé par différenciation automatique (la section m
traite spécifiquement cette notion). La premiére méthode, qui est utilisée dans
[86l 126, [147], est appelée gradient continu. La deuxieéme [6] est dénommée
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de ‘
FIGURE 1.1 — Mode symétrique de voilure sur un @ emports.

gradient discret. Ces deux techniques ont chac vantages et leurs

inconvénients. Sans volonté d’exhaustivité, 1 0 u gradient continu

permet une analyse théorique du schéma, mai jon des conditions aux

limites est technique. A contrario, la méthode d nt discret ne demande
ndi

pas de travail théorique important pour 1 s aux limites, mais rend
délicate ’analyse du schéma. Par e ient de la stabilisation du
schéma non-linéaire doit étre incl risé. L’analyse théorique de
ce terme est compliquée (sur so ique, on pourra consulter les
résultats de la section [5.2.3)). En a que 'utilisation du gradient
discret permet toujours de diminu nction cotit sur le maillage choisi,
tandis que la méthode du gradient' eontinu ne garantit cette diminution que
dans la limite d’une discr on infiniment fine.

1.1.2 Aeroélasticité

Le flottement (f7 ais) est un phénomene aéroélastique, c’est-
a~dire de couplage lide et la structure de ’avion. Il correspond a

ement des modes structuraux, ceux-ci deviennent
mplitude augmente, parfois jusqu’a destruction de

l'aéronef. La I’avion influe sur la quantité d’énergie que le fluide
apporte a
Afin ¢ oir coupler les calculs de mécanique des fluides et

orces aérodynamiques générées par chaque mode sont

orts aérodynamiques associés a chaque mode doivent étre calculés
nsemble de dix fréquences et au moins six vitesses de ’avion. Plus de
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400 modes sont évalués ainsi, pour une campagne d’évaluation de flottement
sur un avion. Cela fait un total de 24000 calculs a réaliser.

Cela exclut I'utilisation d’une méthode temporelle, ou 1’on calculerait
I’écoulement aérodynamique autour de I'avion en mouvement a la fréquence
souhaitée, car elle serait trop cotliteuse en temps de calcul. Une méthode
linéarisée fréquentielle, telle que décrite par Lesoine dans [97], permet de
diminuer substantiellement le temps de calcul. L’approche linéarisée fréquen-
tielle est utilisée chez Dassault Aviation [38], mais également par le DLR
[111 [158] & l'aide du code Tau [60].

Un calcul d’ordre de grandeur permet de trouver un temps acceptable
pour une utilisation industrielle de ’approche linéarisée. Si chacun des 24000
calculs demande une minute pour sa résolution, le temps total de calcul
de la campagne d’aéroélasticité est d’'un peu plus de 16 jours, ce qui est
raisonnable et compatible avec une utilisation industrielle.

1.1.3 Aéroacoustique

L’aéroacoustique traite de 'acoustique en présence d’écoulements (propa-
gation et production de bruit), et sert & évaluer 'impact sonore des avions
au décollage, a 'atterrissage ou encore au sol. Plusieurs types de sources
acoustiques génerent le bruit d’un avion. Les sources aérodynamiques, dues
a la turbulence, émettent un bruit sur un large spectre, qui est di aux nom-
breuses échelles spatiales de la turbulence. Les sources issues des machines
tournantes, principalement les réacteurs, ont un spectre resserré sur des
fréquences caractéristiques (et leurs harmoniques) qui sont directement liées
a la vitesse de rotation et au nombre de pales de la machine. La propagation
du bruit de ces sources peut se faire efficacement a ’aide d’une méthode fré-
quentielle, d’autant qu’elles sont généralement connues par leurs composantes
fréquentielles.

Les équations de propagation acoustique s’obtiennent en considérant une
petite perturbation de ’écoulement dans les équations d’Euler. En I’absence
d’écoulement porteur, les équations d’Euler linéarisées se réduisent a une
équation d’Helmholtz, dont la résolution ne demande pas nécessairement une
discrétisation du volume. Une équation de type Helmholtz peut étre trouvée
lorsque ’écoulement porteur est potentiel [I]. Des couches de cisaillement
présentes dans ’écoulement porteur nécessitent d’utiliser les équations d’Euler
linéarisées pour prendre correctement en compte les effets de réfraction
associés.

Dans cette these, on s’est intéressé a la propagation acoustique de bruit de
soufflante de réacteur, dont la source peut étre modélisée par une décomposi-
tion modale sur quelques fréquences. Une approche linéarisée fréquentielle est
bien stir tres adaptée. Pour résoudre ces problémes, certains codes utilisent
cependant une approche temporelle, comme dans [106], [128] ou encore [117].

Une étude de propagation aéroacoustique pour un bruit de machine
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tournante part d’une description de la source, qui est connue fréquence par
fréquence, et décomposée en mode sur chacune de celles-ci. Ensuite, chacune
de ces composantes donne lieu & un calcul de propagation aéroacoustique
depuis le réacteur jusqu’a I'endroit d’intérét en utilisant les équations d’Euler
linéarisées autour d’un écoulement porteur. Enfin, le bruit total est recomposé
par une somme pondérée et décorrélée de toutes ces composantes.

Selon son but, un calcul de propagation aéroacoustique peut chercher a
déterminer le bruit en champ proche ou en champ lointain. Dans le premier
cas, il s’agit d’évaluer le bruit sur une surface proche de la tuyére du réacteur
afin de détecter d’éventuels problemes de fatigue acoustique (des matériaux)
causés par un niveau sonore trop élevé. Le bruit en champ lointain sert a
calculer la signature sonore d’un avion au décollage ou a 'atterrissage, afin
de quantifier la géne acoustique des habitants riverains d’un aéroport.

Dans ces calculs en champ lointain, la propagation acoustique utilisant les
équations d’Euler linéarisées est réalisée jusqu’a une surface d’interpolation
située une certaine distance (typiquement une dizaine de longueur d’onde)
afin d’une part que les termes acoustiques évanescents de champ proche soient
éliminés, et d’autre part d’étre loin des gradients de vitesse de propagation
induits par I’écoulement — en d’autres termes étre dans une zone de champ
porteur uniforme non perturbé par I’avion. La propagation depuis cette
surface d’interpolation, dite de Kirchhoff, jusqu’aux micros virtuels a grande
distance se fait par une méthode intégrale basée sur des fonctions de Green.
Ces dernieres sont faciles a exprimer puisque ’écoulement est uniforme.

L’aéroacoustique posséde une particularité qui la démarque des deux
autres applications précédemment mentionnées. Les calculs de propagation
demandent un maillage différent de celui utilisé pour calculer le champ
porteur. Les maillages Navier-Stokes sont tres structurés pres de la surface
de l'avion, afin de capturer correctement la couche limite. Une discrétisation
adéquate de cette couche limite demande de nombreux points pres de la
surface. Cela conduit a des éléments tres étirés dans cette zone, comme
on présenté sur la figure [[.2) en haut. Un calcul de propagation acoustique
demande un maillage isotrope, afin de respecter une discrétisation suffisante
(qui dépend de la longueur d’onde calculée) dans toutes les directions possibles
de propagation des ondes.

La solution du calcul Navier-Stokes non linéaire est projetée sur le maillage
acoustique. Ce maillage est trop grossier pour discrétiser correctement la
couche limite, comme on le voit sur la figure[I.2] image du milieu, ligne du bas.
De plus, I’épaisseur de la couche limite est en pratique tres petite devant les
longueurs d’ondes calculées, et ainsi son effet sur la propagation acoustique
est minimal et négligé. De surcroit, il serait trop cofiteux de la mailler
convenablement. Il faut donc supprimer la couche limite de I’écoulement
porteur, ce qui est fait par un lissage volumique appliqué aux éléments
proches de la paroi. Cette solution lissée sur le maillage acoustique est en
tout point similaire a la solution du calcul non-linéaire original. Enfin, la
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maillage RANS maillage acoustique

F\.
40 30 20 -0 0 10 20
X

solution RANS solution RANS projetée sur ~ Solution sur le maillage

le maillage acoustique acoustique apres lissage

FIGURE 1.2 — Haut : maillages utilisés pour le calcul Navier-Stokes du champ
porteur par RANS et pour la propagation acoustique. Bas : Effet de la
projection de la solution RANS sur le maillage acoustique, puis effet du
lissage de la couche limite.
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suppression de la couche limite impose d’utiliser une condition de glissement
a la paroi.

1.2 Etat de ’art

Le code AeTher, développé par Dassault Aviation, utilise la méthode des
éléments finis stabilisés par SUPG pour résoudre les équations de Navier-
Stokes compressibles. 11 est décrit plus en détails dans le chapitre [2] Le code
AeTher a été linéarisé par différenciation automatique, en utilisant le logiciel
TAPENADE [76].

Le code AeTher non-linéaire utilise 1'algorithme GMRES [137] pour
résoudre les problemes implicites & chaque pseudo-pas de temps. Ce méme
algorithme a été repris pour les systemes linéaires issus de la discrétisation
des équations de Navier-Stokes linéarisées. Ces systemes linéaires sont plus
délicats a faire converger, et les tolérances de convergence sont beaucoup
plus faibles. Pour ’application au linéarisé, le solveur GMRES a été doté
d’une déflation des vecteurs propres associés aux plus petites valeurs propres
selon la méthode de Morgan [I15] améliorée par des astuces numériques [132].
Tout comme le code non-linéaire, les systémes linéaires sont préconditionnés
par une méthode de Schwarz additif, dont les solveurs locaux sont des
préconditionneurs de type SOR par bloc (BSOR) ou ILU(0).

Le code AeTher est écrit en Fortran 77. L’intégralité des travaux décrits
dans cette these a été implémentée dans ce code. Certains de ces travaux
ont été industrialisés, et sont mis a la disposition de tous les utilisateurs du
code linéarisé. AeTher utilise la bibliotheque MPI pour la parallélisation sur
cluster de calcul haute performance. Toutes les simulations de cette these
ont été réalisées sur les clusters de calcul de Dassault Aviation, en particulier
sur le cluster Bull. Il se compose de lame possédant 2 processeurs Xeons
ITvy Bridge de 12 cceurs chacun. Sur chaque coeur est lancé un processus
MPI, qui s’occupe d’un sous-domaine. Des calculs industriels nécessitant 512
sous-domaines ont été lancés.

Dans le cadre des programmes avions, le code linéarisé est utilisé indus-
triellement pour 'optimisation de formes [I53]. Le temps de résolution des
systémes linéaires est par contre trop long pour envisager une utilisation
industrielle pour une campagne d’aéroélasticité. En aéroacoustique, des pre-
miers calculs avaient été menés avec le code Navier-Stokes linéarisé, mais
avec des conditions limites particulieres. Le plan d’imposition était traité
comme une paroi limite vibrante. L’onde acoustique était générée par une
vitesse non nulle imposée a cette paroi. Ce type de condition limite pose
probleme, car elle est completement réfléchissante.
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1.3 Résumé des travaux

Durant cette these, deux approches ont été suivies pour améliorer la
résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées. La premiere est évi-
demment les méthodes numériques de résolution de systémes linéaires. La
deuxieme a été de travailler sur les schémas de discrétisation qui conduisent
a ces systémes. Ces deux axes ne sont pas opposés, bien au contraire. En
effet, un probleme mal discrétisé peut étre difficile a résoudre car la solution
du systeme linéaire n’est pas physique, et améliorer le solveur au prix de
grands efforts serait un travail perdu.

Apres un chapitre d’introduction sur le code AeTher, la thése est divisée
en deux grandes parties introduites précédemment, divisées chacune en deux
chapitres. Dans les sections suivantes, les apports principaux de la theése sont
détaillés.

1.3.1 Solveur linéaire parallele

Les maillages utilisés par Dassault Aviation pour résoudre les équations de
Navier-Stokes sont tres fins. Ils contiennent de plusieurs millions & quelques
dizaines de millions de nceuds. Ainsi, les problémes ne peuvent étre résolus
sur un seul processeur, mais doivent étre partagés sur plusieurs dizaines voire
centaines de processeur sur un super-calculateur. Les équations de Navier-
Stokes ayant cing inconnues, les systemes linéaires issus de la discrétisation
des équations de Navier-Stokes linéarisées ont plusieurs dizaines & centaines
de millions d’inconnues. La taille de ces problémes, qui conduit & un impératif
de parallélisation, a guidé ce travail vers des solveurs linéaires qui soient tres
efficaces et qui se parallélisent bien.

L’algorithme GMRES est une méthode itérative de résolution de systémes
linéaires non symétriques. Inventé par Saad et Schultz [I37], il se base sur
la minimisation du résidu sur I'espace de Krylov généré par le résidu initial.
Un espace de Krylov est généré par les itérés successifs de la matrice avec
le vecteur initial choisi. L’orthonormalisation des itérés successifs par une
méthode d’Arnoldi fournit une matrice de forme Hessenberg qui représente
I'action de la matrice du systeme linéaire sur la base de Krylov construite.
Afin d’améliorer les redémarrages, une déflation des petites valeurs propres
est effectuée en ajoutant au début de 'espace de Krylov les vecteurs générant
Pespace des vecteurs propres a éliminer, suivant une idée de Morgan [115].

Dans le chapitre [3], une extension de 'algorithme GMRES aux systémes li-
néaires a plusieurs seconds membres a été testée. Une campagne de flottement
nécessite la résolution, a la méme fréquence et autour du méme écoulement
de référence, de nombreux modes structuraux qui chacun fournissent un
second membre. La méthode block-GMRES est en tout point semblable a
I’algorithme GMRES, mais s’applique a des vecteurs blocs, c’est-a-dire ayant
plusieurs colonnes. Quelques modifications concernent I’orthonormalisation
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de la base de Krylov : I’étape de normalisation du vecteur dans la méthode
d’Arnoldi se transforme en une décomposition QR pour la méthode bloc
associée.

L’algorithme block-GMRES peut étre plus rapide pour résoudre s se-
conds membres simultanément que s résolutions successives par ’algorithme
GMRES, pour deux raisons. La premiere est d’ordre informatique : les ac-
ces a la mémoire sont regroupés, ce qui accélére (entre autre) les produits
matrice-vecteurs. De méme, les opérations paralléles (comme les assemblages
de vecteurs, les sommes globales pour terminer un produit scalaire) sont
regroupées. La deuxiéme raison est mathématique. L’espace de Krylov est
plus riche, et la solution de chaque second membre peut utiliser I’espace de
Krylov généré par les autres seconds membres.

Comme cette technique a été identifiée dans le cas standard (non bloc)
comme étant primordiale pour la convergence de I’algorithme GMRES, la
déflation des plus petites valeurs propres a également été implémentée, en
étendant les idées de Morgan [I15] au cas bloc.

Les tests numériques effectués ont montré que la méthode block-GMRES
n’apportait pas les gains espérés. Cet algorithme est plus lent ou moins ro-
buste, selon les cas tests. Pour une méthode de Krylov, augmenter la taille de
I’espace de recherche permet d’étre plus robuste, au prix d’un ralentissement
de la méthode dii au temps d’orthonormalisation accru. Or, augmentation
du nombre de seconds membres résolus simultanément augmente d’autant la
taille de I'espace de Krylov. Ainsi, si la résolution simultanée des seconds
membres ne diminue pas grandement le nombre d’itérations requis pour
atteindre la convergence, la méthode block-GMRES ne sera pas compétitive
face a l'algorithme GMRES utilisant une taille réduite d’espace de Krylov.

Pour accélérer la méthode block-GMRES, la technique dite de déflation
de second membre se propose d’éliminer les seconds membres qui auraient
convergés avant les autres ou seraient une combinaison linéaire des autres.
Cependant, une exploration préliminaire de cette technique ne laisse pas
penser qu’il y ait de forts gains a tirer de cette technique sur les cas tests
étudiés.

L’autre pan de cette partie sur les solveurs linéaires est traité dans le
chapitre [4] et concerne le préconditionnement, qui consiste a transformer
le systéme linéaire en un systeme équivalent numériquement plus facile a
résoudre. Pour ce faire, on peut multiplier & gauche ou a droite le systeme
par une matrice M approchant l'inverse de la matrice A du systéme linéaire.
L’équation M~'Ax = M~!b sera plus facile & résoudre que le systéme
initial. Un équilibre nécessaire existe entre qualité du préconditionnement
et temps d’application. Un préconditionneur si bon qu’il réduit & quelques
dizaines par exemple le nombre d’itérations pour résoudre un systéme est
inutile si son temps de création et d’application est largement supérieur a
la méthode itérative. Il faut donc trouver un préconditionnement efficace
et rapide. Un deuxiéme défi du préconditionnement est sa parallélisation.
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Puisque la matrice A est distribuée sur plusieurs processeurs, il faut trouver
un moyen de calculer une inverse approchée de suffisamment bonne qualité.
Pour cela, le code AeTher utilise une méthode issue de la décomposition de
domaine, appelée méthode de Schwarz additif [44], [156]. Dans sa version la
plus simple, la méthode de Schwarz additif applique I'inverse des matrices
locales A; (i.e. la restriction de la matrice globale A & un sous-domaine %)
a la restriction sur le sous-domaine ¢ du vecteur qui est préconditionné. La
méthode de Schwarz additive s’utilise en préconditionnement en remplagant
I'inverse exacte de la matrice locale par une inverse approchée.

L’avantage de la méthode de Schwarz additif tient dans sa simplicité,
notamment d’implémentation, mais elle découple partiellement les sous-
domaines, ce qui peut conduire a une perte de performance lorsque le décou-
page augmente. Pour rendre plus robuste la méthode de Schwarz au nombre
de sous-domaine, la méthode de Schwarz a deux niveaux a été implémentée
durant cette these. Elle consiste a ajouter un probléme grossier commun
a tous les sous-domaines, qui permet un transfert de l’information entre
tous les sous-domaines. La méthode repose sur un espace grossier, dont
une base est notée Z composé de vecteurs dont on veut enlever I'influence
sur la convergence du solveur de Krylov. La matrice du probléme grossier,
notée E, est définie par E = ZT AZ. Le préconditionneur & deux niveaux
est P =1— AZE'ZT et on résout le systétme PAX = Pb. Enfin, la so-
lution est reconstruite en y rajoutant la contribution de I’espace grossier :
x = ZE"'Z7b + (1- ZE"1ZTA) %.

Une bonne définition de ’espace grossier est cruciale pour l'intérét de
la méthode. Le premier espace testé a été celui de Nicolaides [120], qui est
composé des vecteurs constants par sous-domaines. Ils composent le noyau des
problemes de Neumann dans chaque sous-domaine pour ’opérateur laplacien.
De bonnes performances annoncées pour les équations de Navier-Stokes dans
[0] ainsi que la simplicité de la méthode nous ont poussé a tester cet espace.
Pour deux cas tests, I'un 2D et I'autre 3D, aucune accélération significative de
la convergence n’a été constatée, méme si le cas 2D a montré une amélioration
de D'extensibilité. L’espace GDSW (pour Generalized Dryja-Smith-Widlund),
plus complexe a été également testé. Il se base sur une partition de I'interface
entre les sous-domaine en faces, arétes et coins. Les vecteurs grossiers de
I'espace GDSW sont générés par l’extension harmonique d’une impulsion
sur chacune de ces faces, arétes et coins. L’utilisation de cet espace ajoute
beaucoup de difficultés, tant pour la création des vecteurs que la formation
de la matrice du probleme grossier. En 2D, il n’a pas donné de résultats
suffisamment intéressants pour que son extension délicate & des probléemes
3D industriels soit menée.

Enfin, 'effet d’autres préconditionneurs locaux ainsi que 'impact du
recouvrement dans la méthode de Schwarz additif ont été testés, a l'aide de
la bibliotheque PETSc [12] (13| 14]. Elle propose entre autre des solveurs et
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FIGURE 1.3 — Cas DTP (cas test . A gauche, courbe de convergence de
l’algorithme GMRES pour le préconditionnement BSOR et ILU(1). A droite,
temps de résolution.

des préconditionneurs « clef en main ». Elle a permis de tester, sans autre
effort que celui de l'interfacer avec le code AeTher, le recouvrement des sous-
domaines dans la méthode de Schwarz additif et d’autres préconditionneurs
locaux, tel que 'ILU(k). Ce dernier est une décomposition LU incompléte —
d’out le nom d’ILU — en autorisant un certain niveau de remplissage dénoté
par k. Il s’est avéré que ce préconditionneur local accélere grandement la
résolution des systémes linéaires. Par rapport au préconditionneur SOR par
bloc (BSOR), l'utilisation de 'TLU(k) (également par bloc) a diminué jusqu’a
un facteur dix le nombre d’itérations pour atteindre la convergence et le
temps de résolution. Pour des calculs haute vitesse (c’est-a-dire en vol de
croisiere transsonique), 'ILU(1) est recommandé. La figure présente les
courbes de convergence ainsi que le temps de résolution pour le cas DTP (cas
test [lI) pour le préconditionnement BSOR et ILU(1). Sur ce cas, le nombre
d’itérations est divisé par six et le temps de résolution par quatre. Pour des
applications basse vitesse en configuration hypersustentée, I'ILU(3) donne en
général de meilleurs résultats. Le recouvrement des sous-domaines n’a pas
apporté de gain suffisant sur le nombre d’itérations pour que les résolutions
soient accélérées. L'utilisation de 'ILU(k) a permis de ramener le temps de
résolution de chaque calcul d’une campagne d’aéroélasticité a ’ordre de la
minute, ce qui rend possible 'utilisation industrielle de cette approche.
L’intégration de PETSc dans AeTher a été réalisée plus subtilement
que d’utiliser la bibliotheque PETSc comme une boite noire, a laquelle
on fournirait un systéme linéaire a résoudre et le nom du solveur et du
préconditionneur a utiliser pour la résolution. En effet, I’algorithme GMRES
de PETSc ne permettait pas une déflation des plus petites valeurs propres
satisfaisante pour des problemes dans R, et cette déflation n’existe pas pour
des problemes complexes. La méthode GMRES codée dans AeTher a été
conservée, en réduisant l'utilisation de PETSc a des opérations sur les grands
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vecteurs, a savoir les produits matrices-vecteurs, les produits scalaires et les
combinaisons linéaires de vecteurs.

1.3.2 Schéma de discrétisation

La deuxieme partie de cette theése expose le travail effectué sur le schéma
de discrétisation. Deux chapitres la composent, le premier (le chapitre [5)) se
concentre sur la stabilisation des éléments finis, et le deuxiéme (le chapitre
@ sur les conditions aux limites de Dirichlet.

Le code AeTher utilise la méthode des éléments finis pour discrétiser
les équations de Navier-Stokes. Des éléments finis standards ne sont pas
stables pour des équations d’advection-diffusion dont le nombre de Péclet est
supérieur a un, ce qui interdit leur utilisation pour les équations de Navier-
Stokes. Pour ce faire, le code AeTher utilise la méthode de stabilisation
appelée SUPG [24]. Elle consiste en la modification des fonctions test. Si

Lns V= AZVZ + (INCUVJ) ~est lopérateur de Navier-Stokes, et A, la

jacobienne du flux d’Euler selon la direction i, la stabilisation SUPG s’écrit :

Z/E (W +TAW,) - Lns(V) dx =0 (1.1)
o

ou T est la matrice de stabilisation, parametre central de la méthode SUPG,
définie sur chaque élément Q¢ du maillage.

La construction de cette matrice de stabilisation dans AeTher suit celle
donnée par Mallet dans [I04]. La démonstration de cette construction est
reprise dans cette thése. Sur un systeme d’advection-diffusion 1D, I’ajout
d’une viscosité artificielle bien choisie a un schéma de différences finies cen-
trées permet d’obtenir un résultat exact aux nceuds. Cet ajout de viscosité se
transpose pour une formulation élément fini par I’ajout d’un terme constant
par élément aux fonctions test. L’extension a un systeme d’équations d’ad-
vection est immédiate, si 'opérateur d’advection est diagonalisable. On se
ramene alors dans ’espace de ces vecteurs propres a des systéemes découplés
d’advection. L’utilisation des variables entropiques pour formuler les équa-
tions d’Euler permet d’étre dans ce cas, en se plagant dans un espace bien
choisi.

Une approximation est réalisée dans la construction théorique de la
matrice 7 lors du passage a plusieurs dimensions. Pour ce faire, il faut
généraliser la notion de valeur absolue d’une matrice carrée a une matrice
rectangulaire B. Mallet [104] propose d’utiliser v BTB.

La matrice de stabilisation dans AeTher suit la construction de Mallet,
en y ajoutant une approximation sur I’extension multidimensionnelle de .
Les termes croisés, entre autres, y sont négligés.

Durant cette theése, nous avons cherché a quantifier I'impact de ces
approximations en reprenant littéralement la formule proposée par Mallet,
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F1GURE 1.4 — A gauche, coupe de pression sur le cas Falcon croisiére (cas

test . A droite, convergence du résidu non-linéaire en fonction du nombre

cumulé d’itérations GMRES sur le cas Falcon décollage (cas test [VI).

sans simplifications. Cela rend le calcul de T bien plus complexe, puisqu’alors
une matrice de taille 5 x 5 doit étre diagonalisée numériquement avec LAPACK
pour pouvoir calculer I'inverse de sa racine carrée. Cette nouvelle forme de
matrice de stabilisation, que 1’on appelle complete, a été testée sur des calculs
non-linéaires pour déterminer un écoulement stationnaire, et linéarisés pour
les applications sus-citées. Les calculs non-linéaires ont montré une réduction
substantielle du nombre d’itérations GMRES nécessaire a la résolution des
problemes linéaires implicites a chaque pseudo pas de temps. Ils ont permis
de constater que la matrice compléete introduit moins de viscosité numérique,
a tel point qu’il est délicat de I'utiliser pour des calculs transsoniques. La
figure [T.4] illustre ces deux effets sur deux cas tests différents. Enfin, des
simulations a basse vitesse montrent une réduction de la sensibilité du code
aux variations de normales du maillage surfacique au niveau du fuselage. En
linéarisé, la réduction du nombre d’itérations n’a pas été retrouvée. L’impact
de la différentiation de la stabilisation est également discutée.

Le chapitre [6] — deuxiéme chapitre de cette partie consacrée au schéma
de discrétisation — s’intéresse aux conditions aux limites de Dirichlet. Tout
d’abord, une méthode d’imposition des conditions de Dirichlet non homogenes
a des variables non triviales du calcul est présentée. Le code AeTher utilise
les variables entropiques pour exprimer les équations de Navier-Stokes. De
nombreuses propriétés mathématiques intéressantes sont apportées par ces
variables, mais leur utilisation complique I'imposition des conditions aux
limites. Prenons ’exemple de la pression. On choisit de 'imposer par la
premiere variable entropique Vi, qui est la seule n’étant pas uniquement
proportionnelle a la vitesse ou la température. On inverse ’expression de la
pression en fonction des cing variables entropiques pour isoler la premiere
variable Vi = f,(Va,..., V5, p). La linéarisation de cette relation donne
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FIGURE 1.5 — Décentrement différent des caractéristiques w® et w3 avec
la discrétisation SUPG pour une vitesse de fluide nulle. Schéma repris de la

figure

dvy = Z 8fpdv + af”d

qui permet d’éliminer la varlable V1 et imposer la variation de pression dp
demandée. Une méthode de transformation algébrique du systeme linéaire a
résoudre est donnée.

Les conditions aux limites de Dirichlet non homogenes ont été implémen-
tées pour trois variables. Le travail sur les conditions non homogenes a été
motivé par l'aéroacoustique. Tout d’abord, I'imposition d’une variation de
pression a été développée. Cette condition aux limites a permis 'utilisation
sur des cas industriels du code Navier-Stokes linéarisé en aéroacoustique.
Pour offrir un controle sur ’énergie acoustique injectée, une condition aux
limites sur la variable caractéristique entrante a été testée. Une caracté-
risation angulaire de cette condition par une méthode originale de cavité
résonante a montré qu’elle reste performante pour des angles a la normale de
la surface inférieurs a 50°. La derniere utilisation des conditions de Dirichlet
non homogenes a été d’imposer une vitesse imaginaire pure a la paroi de
I’avion pour les calculs d’aéroélasticité. Auparavant, la vitesse était imposée
par pénalisation, ce qui faussait légérement les courbes de convergence pour
la premiere itération.

Ensuite, une propriété étonnante en aéroacoustique des conditions aux
limites de Dirichlet homogenes sur toutes les variables a été expliquée. Ces
conditions aux limites simples se sont révélées étre transparentes pour les
ondes sortantes dans les calculs de propagation. L’explication est simple. La
stabilisation SUPG apporte un décentrement de la discrétisation de chaque
caractéristique. Ce décentrement est total en 1D sans terme temporel. Comme
le montre le schéma de la figure la caractéristique sortante w? a une
discrétisation décentrée. Elle atteint la condition de Dirichlet homogene en N
sans que sa valeur aux noeuds précédents soit influencée par cette condition.
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La caractéristique entrante w(®) est uniformément nulle sur tout le segment
de discrétisation. L’ajout du terme fréquentiel complique 'analyse, mais ne
change pas les conclusions et permet en outre d’étudier analytiquement la
performance du schéma stabilisé par SUPG. En deux ou trois dimensions, la
matrice 7 ne permet pas de décentrer parfaitement chaque caractéristique. La
démonstration n’est plus exacte, mais des expériences numériques en 2D et
en 3D montrent que la propriété de transparence se conserve bien. L’influence
de la matrice T complete sur la réflexion de ces conditions homogenes est
négative : les réflexions sur les parois augmentent fortement. Cela montre
que le contenu spectral de la matrice compléte n’est pas bon et ne permet
pas un bon décentrement de toutes les caractéristiques en 3D.

Le chapitre sur les conditions aux limites se conclut par des simulations sur
un cas test industriel, qui est une tuyere modele utilisée dans le cadre du projet
européen Clean Sky [34]. Dans les cas sans écoulement, une comparaison treés
favorable est réalisée avec un code de propagation par éléments de frontiere
utilisant les équations d’Helmholtz, sur des modes acoustiques de plus en
plus complexes. Un calcul avec écoulement montre des résultats prometteurs,
méme si la comparaison avec le code éléments frontieres n’est alors plus
possible.

1.4 Publications et communications

Plusieurs communications scientifiques ont été réalisées durant cette these.
Elles sont listées ci-dessous.

Articles de revues

[21] BiSSUEL, A., ALLAIRE, G., DAUMAS, L., BARRE, S. et REY, F. Linea-
rized Navier-Stokes equations for Aeroacoustics using Stabilized Finite
Elements : Boundary Conditions and Industrial Application to Aft-Fan
Noise Propagation. Computers and Fluids, 2017. En cours de revue.

N.B. Cet article a été traduit pour composer la majeure partie du chapitre [6]
de cette these.

Actes de conférences

[23] BissuEL, A., ALLAIRE, G., DAumas, L. MALLET, M. et CHA-
LoT, F. Solving linear systems with multiple right-hand sides
with GMRES : an application to aircraft design, VII FEuropean
Congress on Computational Methods in Applied Sciences and Engi-
neering. doi :10.7712/100016.2339.7593, https://doi.org/10.7712/
100016.2339.7593.
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Chapitre 2

Le code Aether

Le code AeTher (pour AeroThermodynamique) est utilisé pour résoudre
les équations de Navier-Stokes pour un fluide compressibles exprimées en
variables entropiques a 'aide de la méthode des éléments finis stabilisés par
SUPG (pour Streamline Upwind Petrov Galerkin). La formulation élément
fini permet 1'utilisation de maillages non-structurés tres adaptés a des confi-
gurations complexes [26]. L’utilisation des variables entropiques symétrise
les équations de Navier-Stokes et permet d’obtenir des propriétés thermody-
namiques [104, B2]. Cette formulation facilite I’ajout d’équations de chimie
pour traiter les especes réactives apparaissant dans des écoulements hyperso-
niques [28]. De nombreux modeles de turbulence (k-¢, Spalart-Allmaras, etc)
sont disponibles pour les calculs stationnaires utilisant les équations RANS
(pour Reynolds Averaged Navier-Stokes). Les calculs temporels en DES/LES
(Detached Eddy Simulation/Large Eddy Simulation) sont possibles grace a
la méthode classique ZDES [41] (Zonal Detached Eddy Simulation), et égale-
ment grace a une approche originale utilisant la méthode VMS ( Variational
MultiScale) [98, [160]. Des fonctions de forme d’ordre élevé sont utilisables
pour améliorer la convergence spatiale du schéma [121].

Les principaux ingrédients numériques du code, qui sont d’importance
pour le reste de la these, sont détaillés dans ce chapitre.

Conventions de notation

Dans tout ce manuscrit, les quantités dont I'index est précédé d’une virgule
indique, lorsque I'index désigne sans ambiguité une dimension spatiale ou
temporelle, la dérivée de cette quantité par rapport a la dimension indexée.
Par exemple, U ; = a U est la dérivée par rapport a la i¢ direction du vecteur
U. De méme, V ; = at est la dérivée temporelle de V.

La convention de sommation d’Einstein est employée. Ainsi, dans toute
expression ou deux quantités partagent le méme index, une sommation
implicite sur cet index est effectuée. Par exemple,

24
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3
AV, = Z AV,
i=1

ou encore

% @AjAk =3 %i @AjAk.
al’j al’k ik axj 8:Ck

La convention d’Einstein sera principalement utilisée lorsque les indices
utilisés désignent des directions de I’espace. Il n’y aura donc pas de risque
de confusion sur les bornes de la somme a effectuer. Par exemple, 1’équa-
tion précédente, i, j et k sont des dimensions, et parcourent dans un cas

tridimensionnel chacun I’ensemble {1,2,3}.

2.1 Les équations de Navier-Stokes

2.1.1 Les équations de Navier-Stokes sous forme conserva-
tive

Le systéme d’équations de Navier-Stokes décrit le comportement d’un
fluide visqueux newtonien compressible. Il est composé de cing équations
(quatre en 2D) de conservation : une équation scalaire pour la masse, une
équation vectorielle pour la quantité de mouvement et une équation scalaire
pour I'énergie. Si 'on note x = (z;) les coordonnées de ’espace (et i parcourt
le nombre de dimensions), p la densité du fluide, ici l'air, u = (u;) la vitesse
de lair et e; son énergie totale, les équations de Navier-Stokes compressibles
s’écrivent, en utilisant la convention de sommation d’Einstein

Op  Opu;
PR :0
ot * Ox;
Opu; ~ Opuju;  Op 9
— 7 (2uS,; .
ot o, o o, M) 21)
Ope;  Opeguj — Opuy 0 0q;
= 5 —(2uSijui) — 5,
ot " om, T ow,  om; RS = 5y

ou le tenseur S est la partie déviatrice du tenseur des taux de déformation,
donc S;; = 1/2(u; j + uji) — 1/3uk k0i5, wi; = g}c‘; et u désigne la viscosité

moléculaire dynamique. Le vecteur q est le flux de chaleur, calculé a 'aide
de la loi de Fourier, q = —kVT, ou k est la conductivité thermique du gaz,
et T la température. Enfin, le systeme est fermé par une loi d’état. Pour les
gaz parfaits, elle s’écrit p/p = RT, ou R est la constante universelle des gaz
parfait. On pourra consulter [61] et [143], [144] pour une présentation générale
des propriétés mathématiques des équations d’Euler.

On définit le vecteur des variables conservatives U comme
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1
U1
U=plu|. (2.2)
u3
€t

Les équations de Navier-Stokes compressibles ([2.1]) se mettent sous forme
vectorielle

U, + Fil = FPIE (2.3)

La notation indicielle U ; désigne la dérivée partielle temporelle, i.e. 2

ot
A oFt
0U/dt. De méme, .7-”111 = 5k

Les flux d’Euler FF et les flux diffusifs FP' s’identifient depuis I’équa-

tion ([2.1)) :

PU; 0
puiut + poi; 251
f?ul = | pU;uU2 —|—p52¢ et .7:?1& = 2,&521' . (2.4)
puiuz + pdz; 24153,
pu;e; + pu; 2uSiju; — g;

Si I'on note A; la matrice jacobienne du flux d’Euler =% alors JF 5“1 =
A;U ;. De méme, on définit les matrices K;; de diffusivité telles que K;;U ; =
FPHE En réinjectant ces définitions dans , on obtient une écriture
matricielle des équations de Navier-Stokes compressibles :

U,t + AZUJ = (K’ijU»j),i . (25)

Les matrices A; et K;; dépendent de U. L’équation (2.5 est donc bien
non linéaire.

2.1.2 Variables entropiques et symétrisation

L’utilisation des variables conservatives pose deux problémes [104]. Pre-
mieérement, le vecteur U des variables conservatives n’est pas homogene dans
ses unités. Ainsi la norme L? de U n’a aucun sens physique (I’expression
p*(1+ |lul|® + €7) est dimensionnellement fausse). Deuxi¢émement, les ma-
trices A; et la matrice K = (K;;) définie par bloc n’ont aucune propriété
intrinséque intéressante.

Un changement de variables dit entropique est utilisé. Il se place dans le
cadre théorique proposé par Harten [75] et Tadmor [I54]. Soit la fonction
d’entropie généralisée H(U) telle que définie par Hughes, Franca et Mallet
[82] et Mallet [104] :
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H(U) = —ps,

ou s est lentropie Pour un gaz parfait divariant, ’entropie s’écrit s =
cp In L = Rln + 50, ou (po,Tp) définissent I’état de référence associé a
I'entropie de reference so. Ici, ¢, et ¢, sont les chaleurs spécifiques respec-
tivement & pression et & volume constant. On définit les variables V dites

entropiques par
T
(3
ou

Pour un gaz parfait divariant, si I’on note h = ¢,T" I'enthalpie massique,
on exprime plus simplement le vecteur V des variables entropiques :

h—Ts—%
1 u1
V=2 s : (2.6)
us
-1

Soit Ag la jacobienne de U par rapport & V. Alors pour toute variable
a, %—g = g—gg—x = AO%—Z. On en déduit que les équations de Navier-Stokes
sous forme matricielle (2.5) prennent la forme suivante avec les variables

entropiques :
A()V,t + AlVﬁ = (RUVJ) P (27)

Les tildes au dessus des matrices indiquent qu’elles s’appliquent a des
vecteurs de variables entropiques. A 'aide de la matrice de passage Ao, on
peut relier les expressions des matrices de diffusivité et de flux Euler des
variables conservatives et entropiques :

-‘&i = A“&O et f{ij = K@j;&o.

Une propriété fondamentale du changement de variables entroplques est

que les matrices Ao, A, et K = (Kw) sont symétriques, Ao est définie

positive, et K est semi-définie positive. De plus, la formulation entropique
permet d’imposer l'inégalité thermodynamique de Clausius-Duhem
[82 104]. Enfin, l'utilisation des variables entropiques permet facilement
d’ajouter au systémes des équations de chimie [28].

Les variables entropiques nécessitent des changements de variables non-
linéaires pour trouver les variables de travail naturelles en aérodynamique
(pression, vitesse, etc). Cela complexifie la mise en place des conditions aux
limites, détaillée dans le chapitre [6]
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2.2 Eléments finis et stabilisation

La méthode des éléments finis permet de discrétiser des équations aux dé-
rivées partielles mises sous forme faible. Ce cadre mathématique permet, pour
certains types d’équations, de garantir I’existence et 'unicité des solutions.
Il permet également d’établir des estimations d’erreur a priori et a posteriori.
Quelques rappels de base sur les éléments finis et leur implémentation sont
donnés dans cette section, qui n’a pas pour but d’étre exhaustive. Les bases
mathématiques peuvent se trouver dans des ouvrages de références, comme
celui d’Ern et Guermond [50], Zienkiewicz et Taylor [162, [161] ou encore
Hughes [79].

2.2.1 Rappels sur les éléments finis
Forme faible

On reprend les équations de Navier-Stokes non linéaires définies en
, qu’on cherche a résoudre sur un domaine €2 dont la frontiere I' est
suffisamment réguliere. Pour simplifier le propos et 1’établissement de la
forme faible, on utilise la forme stationnaire de ces équations en enlevant le
premier terme de . Pour les détails de I'intégration en temps dans les
calculs instationnaires, on se référera a [145, [146] et, pour un apergu plus
récent, a [98] [160]. On se place tout de suite dans le cas discret pour faciliter
I'introduction de la stabilisation définie aux éléments [80]. On partitionne
le domaine €2 en éléments Q2°. L’exposant e désigne 1’élément considéré. On
utilise des éléments de Lagrange P1. Les fonctions considérées sont donc
continues, et linéaires par morceaux sur chaque élément du maillage. Soit
I’espace V de ces fonctions :

v={v|ve (cO(Q))”“ Vige € (P ()"} . (2.8)

Ici, nq désigne le nombre d’équations scalaires résolues en méme temps
en chaque point de l'espace. Il vaut donc cinq en 3D et quatre en 2D.
L’espace C°(£2) est celui des fonctions continues sur et P;(¢) I'ensemble
des fonctions linéaire sur 1’élément €2°.

Afin de garder des notations simples, et sans perte de généralité, on
ne considerera que des conditions de Dirichlet sur 'interface du domaine.
L’utilisation des variables entropiques empéche un traitement simple des
conditions aux limites. Des détails sont exposés dans le chapitre [6] et dans
[145]. Soit q(V') une fonction non linéaire des variables entropiques qui calcule
sur un point de U'interface la ou les grandeurs naturelles (comme la pression,
la densité ou la vitesse) & imposer en ce point. La solution aux équations de
Navier-Stokes non linéaires sera cherchée dans ’espace

Ve={VeV]|qV)=gsurl}. (2.9)
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Les fonctions test seront prises dans un espace tangent :

Vo={VeVv|d(V)=0su T}, (2.10)

Pour obtenir la formulation faible, on multiplie & gauche 1’équation de

Navier-Stokes (2.7)) par une fonction test W € Vg quelconque et 1'on intégre
sur I’ensemble du domaine de calcul €2 :

N3

YW € Vo, / W <&-V,i - (RyV) )dx =0. (2.11)
Q

On réalise une intégration par partie sur 'équation (2.11)), afin de trans-
férer un ordre de dérivation sur la fonction test W

YW € Vo, / Wi (~FPUV) + FPITV)) dx
Q
| (2.12)
+/ W - (FP(V) = FPE(V) ) ngdl = 0.
T

On rappelle que FPH(V) et FFU(V) sont les flux diffusifs et d’Euler
exprimés en fonction des variables entropiques, I' = 012 est la frontiere du
domaine 2, et n = (n;) est le vecteur normal unitaire sortant a 2 défini en
tout point de I'.

Il est important de noter que 1’équation n’a pas été mise sous la
forme habituelle de 1’égalité entre une forme bilinéaire et une forme linéaire
a(w,v) = b(w). En effet, 'équation est non linéaire, car les flux d’Euler
et de diffusion dépendent non linéairement de V. Ce probléme non linéaire est

résolu par une méthode de Newton (avec pseudo pas de temps, cf. [146), [145].
Ainsi, notons E(W, V) le résidu non nul de (2.12)) :

E(W,V) = / W (~FPUV) + FPIV)) dx
@ (2.13)
+/FW- (J'-'?ul(V) —J—"Piﬁ“(V)) n;dr .

Le terme E(W, V) dépend non-linéairement de V mais est linéaire en W.
Pour 'annuler, on utilise une méthode de Newton en cherchant un incrément
de solution 8V tel que

OE(W,V)
ov
On note que l'expression du produit de la jacobienne de E par 0V peut

s’écrire de maniere explicite, en se rappelant que A; est la jacobienne de
.7:?“1 par rapport a 'V et que T?lﬂ =K;;V;:

YW € Vo, 8V = —E(W, V). (2.14)
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FIGURE 2.1 — Deux fonctions de forme linéaires sur un maillage 1D

OE(W,V)

—ov °V~©

A" A0V, +K;:6V af{"jav V,|d

/Q i | OV RGOV | oy J | ax (2.15)

r ’ ’ oV ’

Maillage, fonctions de forme et discrétisation

Les espaces discrets Va et Vg sont définis sur le maillage du domaine €2,
partitionné en éléments €. Les fonctions de forme constituant la base qui
génere les espaces V, et Vg sont les fonctions N, continues et linéaires sur
chaque élément, valant 1 sur le noeud a du maillage et 0 sur tous les autres
neeuds. Ces fonctions de forme définissent 1’élément fini de Lagrange P1. La
figure présente 'exemple de deux fonctions de forme sur un maillage a
une dimension. Si x; sont les coordonnées d’un nceud b du maillage, alors la
fonction N, vérifie la propriété fondamentale suivante :

1 sia=hb,

No(xp) = dap = { (2.16)

0 sinon.

La relation (2.16)) montre qu’on peut exprimer directement toute fonction
V €V dans la base des Ny :

V(z)=> Na(z) V(xq) - (2.17)
a=1

On constate que résoudre le probleme ([2.14)) revient a chercher 8V € Vg
tel que

YW € Vo, a(W,5V) = b(W) | (2.18)
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ou a est bilinéaire et b est linéaire. On va chercher a écrire ce probleme sous
forme matricielle dans la base des fonctions de forme (N,) de V. Les vecteurs
W et 6V sont exprimés dans cette base :

6V =) NudV,
a=1

W => N,W,,
a=1

ou 6V, = 6V (x,) est la valeur de §V au sommet a. On remarque que 6V,
est un vecteur des cinq inconnues en 3D (quatre en 2D) décrites a la section
Soient (™) les vecteurs de la base canonique de R®. Alors, en notant
0V" la m-ieme composante de 6V, on obtient avec une sommation implicite
sur m :

6V = Nge™sV,"
a=1

W => Ne"W;".
a=1

On définit une matrice A et un vecteur b par leur coefficients
Akl = a(Nkem, Nlep) y bzn = b(eme) . (2.19)

On notera que Ay, est une matrice de dimension 5 x 5 (4 x 4 en 2D) dont les
coefficients sont donnés par A4;,” = a(Nye™, N;eP). La matrice globale A est
donc définie par blocs. Le probleme s’écrit sous la forme matricielle
suivante, ou 0V est recherchée dans Vg :

YW e Vy, WIASV = Wb, (2.20)

Le passage de I'espace V a Vg, c’est-a-dire I'imposition des conditions aux
limites de Dirichlet homogenes, est effectué par modification de la matrice A
et du vecteur b selon la procédure décrite dans le chapitre [6

L’équation est valable pour tout W € V et donc on se ramene a
un systeme linéaire :

ASV =b. (2.21)

Intégration par élément et assemblage

La matrice A et le vecteur résidu b sont définis comme une somme
d’intégrales volumiques et surfaciques sur le domaine €2 et sa frontiere I'.
Ces intégrales peuvent étre décomposées comme la somme d’intégrales sur le
volume des éléments (et leur frontiere quand ceux-ci sont au bord). Notons
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B, I'ensemble des éléments du maillage partageant le noeud a. Les fonctions
de formes N, sont définies sur le support compact des éléments de B,. Alors
le terme Ap; de la matrice défini par 'équation ([2.19)) s’écrit comme une
somme sur les éléments :

A= 3 a(ememe,epN”Qe). (2.22)
QeeBNB;

En effet, 'intégrale d’'un produit de deux fonctions de forme (ou de
leur dérivée, ou d’une combinaison) peut étre non nulle si et seulement si
I'intersection de leur support compact est non nulle, ce qui est possible si et
seulement si les deux noeuds associés a ces fonctions de forme appartiennent
a (au moins) un méme élément.

Cela justifie le calcul de matrices élémentaires A® (et de résidus élémen-
taires b¢) de I'élément Q¢ définies par

Ai:’l’ = a(eme/‘Qe,ele/me) . (223)

Les indices k" et I’ sont donnés en numérotation locale, i.e. k' € {1;2;3}
pour un élément P1 linéaire en 2D. Ils correspondent aux nceuds globaux k
et [.

L’opération d’assemblage de la matrice globale se fait en sommant les
contributions locales appartenant aux matrices élémentaires :

Akl — Z Az’l’ . (224)
QeeBNB,;
La matrice A est creuse, c’est-a-dire qu’il est plus efficace de stocker ses
éléments non nuls plutét que l'intégralité de ses éléments. On note S son
masque, qui est 'index de ses éléments blocs non nuls :

Le masque de la matrice peut étre interprété sous forme de graphe [135].
On définit le graphe associé a la matrice comme suit : si (i, ) € S, alors on
relie les sommets i et j du graphe par une aréte. Pour les éléments finis de
Lagrange P1, le graphe associé a la matrice et le maillage sont identiques.

Elément de référence

Tous les termes du systeme linéaire sont calculés a partir d’intégrales
effectuées sur les éléments. Pour simplifier I'intégration, un élément de réfé-
rence ' est défini. Tous les éléments du maillage seront obtenus & partir
de cet élément de référence par une transformation géométrique. On note &
le vecteur des coordonnées de I'espace de I’élément de référence. L’élément
de référence en 2D est présenté sur la figure 2.2}
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N

© (2)

0 | ¢

FIGURE 2.2 — Elément de référence en 2D dans le systéme de coordonnées
(&,m). Les numéros locaux de ’élément sont entourés.

Considérons un élément Q°. Notons x, les coordonnées de ses nocuds
a. Notons x¢(&) la transformation géométrique de I’élément de référence
vers I'élément considéré. On prend comme hypothese que les éléments sont
isoparamétriques, c’est-a-dire que cette transformation est prise dans ’espace
des fonctions de forme N,. Ainsi, pour tout point de coordonnées x dans
I’élément Q€ et de coordonnées & dans Qf, on a

X(E) = Z Na(g) Xa (2'26)
aefe
ou les fonctions de forme N, sont définies sur I’élément de référence, et
prennent donc comme argument les coordonnées &. De méme, 'interpolation
d’une variable dans un élément se fait a partir des fonctions de forme définies
sur Qe

V=> Ny V,.
acfle
On peut également effectuer les intégrales directement dans ’élément de
référence. Le changement de variable se note

e aj ref
[ t00)dor = /Q y f(g)‘ 5 |42 (2.27)

ou ‘g—’g‘ désigne le déterminant de la jacobienne de la transformation vers

I’élément courant.

On note J = % la jacobienne de la transformation vers I’élément de
référence (i.e. £(x)). Pour I'obtenir, il suffit d’inverser la jacobienne de la
transformation vers I’élément courant qui s’écrit

ox ON,
Ox _ 5o MNa
6 . 08
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Cette jacobienne est de petite taille 3 x 3 et est donc inversible analytique-
ment. Enfin, la jacobienne J de la transformation est utile pour transformer
les gradients de fonctions de forme :

ONa(x) _ ONy(€) 9 _ ONa(€)
0x 0 Ox o€
Enfin, les intégrales sur les éléments peuvent étre rapidement approchées

par des formules de quadrature. Pour plus de détails, on pourra consulter
[50, [162].

J.

2.2.2 Stabilisation des éléments finis

La discrétisation présentée dans le chapitre précédent utilise le méme
espace pour les fonctions de forme et les fonctions tests. Cette discrétisation
est dite de Galerkin standard, et est instable pour les équations & advection
dominante, comme ’on montré Brooks et Hughes dans [24] & 1’aide d’un
exemple 1D que nous reprendrons dans le chapitre

Une solution est d’utiliser des fonctions tests prises dans un autre espace
que les fonctions de forme. La formulation SUPG (Streamline Upwind Petrov-
Galerkin) introduite par Brooks et Hughes [24] modifie les fonctions tests
W par 'ajout d’un terme ’TAZWZ La matrice 7, dite de stabilisation, est
définie aux éléments, et doit étre symétrique définie positive. Les équations
stabilisées sont de la forme, si I'on désigne par £L:V — AlVl + (f(ijV,J) .
l'opérateur associées aux équations de Navier-Stokes : ’

> / (W+7TA,;W,)-LVdx=0. (2.28)
Qe V8

La formulation GLS (Galerkin Least Squares) introduite par Hughes,
Franca et Hubert [81] consiste & inclure dans la modification des fonctions
de test le terme visqueux. Ainsi les fonctions de pondération seront de
la forme W + 7L£(W), ou l'opérateur Navier-Stokes stationnaire est noté

L:V — AZVl — (f{ijVJ) . La formulation GLS tire son nom d’une
N2

interprétation en termes de moindres carrés [53]. Elle peut s’écrire
Z/ (W +7LW)-LVdx=0.
Qe V8¢

Cette formulation pose probleme pour des éléments dont les fonctions de
forme sont linéaires. En effet, le terme de diffusion croisé

/(Rijw,j)j T (RijVJ') i dx,

n’est pas calculable car les dérivées secondes des fonctions de forme sont
nulles. La formulation GLS se réduit donc automatiquement & la formulation
SUPG qui ajoute seulement le terme de convection dans la stabilisation.
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Ces deux formulations sont consistantes, puisque le terme de stabilisation
rajouté est multiplié par le résidu. Lorsque la solution converge, I’influence
du terme de stabilisation tend vers zéro.

La matrice de stabilisation 7 est homogene a l'inverse d’un temps. Pour
les équations d’Euler, elle s’écrit sous la forme [104] :

_1
~_1 [ 0& 0&; 2
— 1 .
T=A, <3l‘j . A]Ak> . (2.29)

Le caractere symétrique défini positif de cette matrice est prouvé dans
[104], et sera redémontré dans le chapitre

2.3 Les équations de Navier-Stokes linéarisées

2.3.1 Notation matricielle

Comme on 'a vu précédemment, ’approche retenue pour résoudre les
équations de Navier-Stokes linéarisées est d’utiliser le gradient discret du
schéma non-linéaire, par rapport aux variables entropiques pour obtenir la
matrice du systéme linéaire et par rapport aux coordonnées pour le second
membre. Ce processus est tres simple a expliquer a fréquence nulle. Dans ce
cas, le gradient obtenu est équivalent a celui apporté par une méthode de
différences finies.

Les équations linéarisées a fréquence nulle

On dispose d’un solveur permettant de résoudre les équations de Navier-
Stokes stationnaires qui sont non-linéaires. Son principe est de minimiser le
résidu noté E(V,x), introduit dans la section précédente, qui dépend des
variables entropiques V et des coordonnées des sommets du maillage x. Une
solution approchée V des équations de Navier-Stokes sur un maillage défini
par des coordonnées X est trouvée lorsque E(Vy,xg) = 0.

On souhaite connaitre I'impact 'V sur la solution d’une perturbation
des coordonnées dx. On résout donc le probleme

E(Vo+dV,xo+dx)=0. (2.30)

On effectue un développement limité a ’ordre 1 sur I’équation (|2.30))
pour obtenir

E(Vo+6V,x0+ 0x) =0~ E(Vy,x0) +8£5V + 87E5X.
——— 0V 0x
=0

On obtient donc le systéme linéaire suivant
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OE OE
—0V = ——6x. 2.31
oV ax % ( )
Dans le reste du manuscrit, on notera ce systeme Ay = b, ou par
identification A = g—s, la solution y = 0V et le second membre b = —g—E(SX.

On obtient bien une variation de variables aérodynamiques 8V a partir d’une
variation de maillage dx.

Plusieurs remarques sont a formuler. La premiere est que la formule
tient uniquement si E(Vg,xg) = 0. Si la solution de référence V est mal
calculée, a savoir que E(V,xg) ne peut plus étre considéré comme tres petit,
par manque d’itérations pseudo-temporelle ou de modélisation déficiente,
alors I’équation ne sera plus vérifiée.

Le déplacement § des noeuds du maillage est issu d’une propagation dans
le volume d’un déplacement de la peau de ’avion. Pour ’aéroélasticité, le
mouvement issu d’'un mode structurel est défini a la peau, et dans le cas
de 'optimisation de forme utilisant les gradients directs, les variables de
définition de la forme définissent un déplacement a la peau. La propagation
dans le volume de ce déplacement est effectuée par un opérateur linéarisé
de déformation de maillage, qui utilise un opérateur Laplacien pondéré par
I'inverse du volume afin de ne pas inverser les mailles tres petites de la couche
limite.

Notons que I'un des avantages de I'approche linéarisée est que dx n’a pas
a étre une variation admissible du maillage, c’est-a-dire que x¢ + dx peut ne
pas étre un maillage bien défini et posséder des éléments retournés ou avoir
des noeuds a lextérieur du domaine. Cela permet une gestion plus facile des
intersections géométriques par exemple.

Enfin, le gradient 0V peut se calculer par différences finies, a des fins
de comparaison ou de validation. Soit f la fonction associant a des coor-
données x la solution V des équations de Navier-Stokes stationnaires. Alors
E(f(x),x) = 0. La différence finie décentrée d’ordre un de f donne

f(xo + hox) — f(x)

h
pour un parametre scalaire A petit. Cela correspond a effectuer deux résolu-
tions des équations de Navier-Stokes, I'une sur le maillage déformé xg + hdx
et lautre sur le maillage initial, et a effectuer la différence des solutions
que l'on renorme. Trouver le parametre h (ou la norme du déplacement
dx) suffisamment petit pour que f puisse étre considérée comme linéaire et
suffisamment grand pour que la variation de f soit significative et non noyée
dans le bruit numérique est un art délicat qui nécessite une connaissance
de l'aérodynamique et des performances numériques du code de calcul. La
différence finie centrée d’ordre deux est définie par

oV ~ (2.32)

f(x0 + hox) — f(xo — hdx)

oV ~
2h

(2.33)
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La différence finie d’ordre deux affiche une précision en O(h?) (résultat
que l'on trouve avec un développement limité de f) contrairement a la
différence finie d’ordre 1 qui a une précision en O(h), mais nécessite deux
calculs non-linéaires (en plus de celui pour la configuration de référence).

Les équations linéarisées fréquentielles

Pour les applications d’aéroélasticité et d’aéroacoustique, une solution
complexe de pulsation w est recherchée. Pour la trouver, il faut repartir d’un
résidu non-linéaire E qui dépend encore de la solution V et des coordonnées
du maillage x, mais également de la variation temporelle de la solution V et
de la vitesse de déplacement du maillage x : E(V, V. x, x) La solution de
référence est la méme :

E(Vo, 0, X0, 0) =0.
Cette fois-ci, la perturbation de maillage induit une vitesse de maillage
0%, et également une perturbation de V :
E(V0 1 8V,8V, %0 + 0x, 5x) —-0.

Un développement limité du premier ordre donne :

E(Vo 1 8V,8V, %0 + 0x, 55() —0
OE 9B OB OB
=0

Or la perturbation de maillage est harmonique :

0% = jwdx.

De méme, la perturbation de la variation temporelle de la solution est
harmonique :

0V = jwdV .
On peut donc simplifier ’équation (2.34)), ce qui donne
OE OE OE OE
— +]j OV=—(—+jw=—]94 2.
<8V+J av) (8x ok ) * (235)

Le terme 6V E provient de I'intégration sur les éléments de AOI (premier
terme de ’équation (2.7)). La dépendance du résidu a la vitesse de maillage
se calcule par une formulation ALE (pour Arbitrary Lagrangian Eulerian)
des équations de Navier-Stokes [97].
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2.3.2 Différenciation automatique

Dans le code AeTher, les termes des jacobiennes comme g—s sont issus

de la différenciation automatique du code Navier-Stokes. La différenciation
automatique permet d’obtenir par calcul formel la dérivée d’une fonction et
ainsi de s’affranchir des problémes de précision numérique liés a l'utilisation
des différences finies. D’une maniere générale, une fonction informatique est
décomposée en opérations arithmétiques élémentaires dont la dérivée est
connue (par exemple (uv) = v'v + v'u).

Soit une fonction informatique f(X,Y), ou X et Y sont les vecteurs
respectivement d’entrée et de sortie de la fonction.

Deux types de dérivées sont recherchés : I'une par rapport aux entrées de
f et Vautre par rapport a ses sorties. La premiere dérivée est appelée dérivée
tangente ou directe, la deuxiéme, dérivée inverse, dérivée mode rétrograde,
dérivée mode adjoint, ou encore simplement gradient.

Une notation plus mathématique est de considérer £f(X) =Y, ou f est
un vecteur de fonctions scalaires (f;). On note g—)f( la jacobienne de f.

La dérivée dite directe ou tangente consiste a évaluer la différentielle de
f dans la direction 6 X. Cela correspond au calcul de %5X. Cela permet de
calculer la sensibilité de la sortie Y par rapport & une variation d’entrée 6 X
autour d’une entrée X. Le nom direct vient de la méthode de calcul d’une
telle dérivée : la fonction f est décomposée en opérations mathématiques (ou
informatiques) élémentaires. La dérivée directe est calculée par la regle de
dérivation des fonctions composées [76].

La dérivée inverse ou gradient évalue a sortie constante la sensibilité des
entrées par rapport a une variation des sorties 6 Y. Cela revient a I’évaluation
de %TéY. La méthode de calcul inverse est plus complexe. Comme cette
dérivée est évaluée a sortie Y constante, il faut d’abord calculer la sortie de f,
puis calculer pour chaque opération élémentaire la sensibilité de son entrée par
rapport a une variation de sa sortie. Cette variation de sortie a été calculée en
combinant les variations d’entrées pour les opérations élémentaires suivantes.
Ainsi, ce calcul de dérivée se réalise dans le sens inverse de I’exécution normale
du programme f, ce qui justifie le nom d’inverse ou d’adjoint. Pour plus de
détails, on pourra également consulter [76]. La figure schématise pour une
fonction mathématique simple f(z,y,z) = zy + sin z le calcul de f au point
(r = —1/2,y = /2,2 = m/4) puis de la dérivée directe (ou directionnelle)
suivant (' = 0,5 = 2,2/ = /2) et enfin du gradient pour f = 1. On
remarquera que le calcul des valeurs de la dérivée inverse nécessite, pour une
opération donnée, les valeurs d’entrée de cette opération.

Enfin, notons que si la variation d’entrée X est le vecteur canonique
e; alors la méthode directe calcule (%f(ej = % qui est la j¢ colonne de la
jacobienne (%f( de f. De méme, si la variation de sortie Y est le i® vecteur
canonique e;, la méthode inverse calcule %Tei = %T qui est la i® ligne
(transposée) de la jacobienne de f. '
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Calcul de f

Calcul de f

ke
T 8?

FIGURE 2.3 — En haut, calcul de f(z,y,2) = xy + sin z a gauche et calcul de
la dérivée directionnelle de f & droite. En bas, calcul du gradient de f. La
notation & référe a la dérivée inverse de la variable d’entrée . On consultera
[76] pour des explications plus détaillées.




CHAPITRE 2. LE CODE AETHER 40

Deux grandes techniques existent pour la méthode de calcul de ces déri-
vées. Pour les langages qui la supportent (notamment le C++), la surcharge
d’opérateur permet de transformer les opérateurs mathématiques des opéra-
tions élémentaires composant f en des opérateurs qui s’appliquent a la fois
sur les données originales et sur les valeurs dérivées. Pour les autres langages,
une méthode est de réécrire automatiquement le code source apres analyse.
C’est la seule méthode pour calculer les gradients en mode inverse, puisque
la surcharge d’opérateur ne permet pas de parcourir le programme en sens
inverse. Le logiciel TAPENADE développé par 'INRIA [76], qui utilise la
modification de code source, est utilisé pour la linéarisation du code AeTher.

2.4 Parallélisation

Les problémes d’aérodynamique couramment résolus chez Dassault Avia-
tion sont trop volumineux pour tenir sur un seul processeur. Il est alors
nécessaire de répartir le probléme sur plusieurs processeurs, afin de le résoudre
en parallele.

Le maillage est réparti en effectuant une partition sur les éléments. Pour
cette raison, un tel découpage est dit aux éléments. Cela implique que les
neceuds de l'interface entre les sous-domaines sont dupliqués, comme on peut le
voir sur la figure Les arétes (et les faces en 3D) sont également dupliquées.
Ce découpage est appelé a recouvrement minimal, car seuls les noeuds de
Iinterface sont dupliqués, et non ceux de l'intérieur des sous-domaines.

Le découpage des maillages est assuré par METIS [90]. Cette librairie
utilise des algorithmes multi-niveaux pour générer des partitions de graphe (et
donc de maillages) ainsi que des renumérotations qui limitent le remplissage
(voir section [4.5.1)). La figure montre les sous-domaines créés par le
découpage du maillage de l'aile RAE2822 (cas test . La qualité d’un
découpage tient dans 1’équilibrage de la charge de travail de chaque processeur
(en anglais load balancing). D’une maniére grossiére, cela vise a ce que les
sous-domaines aient tous une taille similaire, que I’on mesure par le nombre
d’éléments, de noeuds ou encore d’arétes. Une vision plus fine demande une
étude du code de calcul pour lequel le maillage est découpé. En effet, si tous les
sous-domaines ont le méme nombre d’éléments, ils n’ont pas nécessairement
le méme nombre de nceuds. Cela tient au nombre non constant d’éléments
partageant un méme sommet.

Prenons trois opérations typiques du code de calcul éléments finis résolvant
un probléme linéaire par une méthode itérative : la construction du systéme
linéaire, la multiplication d’un vecteur par une matrice, et le produit scalaire
de deux vecteurs. Comme on 1’a vu dans la section la méthode des
éléments finis construit le systeme linéaire par assemblage de contributions
élémentaires, c’est-a-dire aux éléments. Le stockage d’une matrice creuse
dépend du nombre d’arétes du graphe, donc le produit matrice-vecteur
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FIGURE 2.4 — Maillage 2D de l'aile RAE2822 (cas test E[) découpé par METIS
en 16 sous-domaines. Zoom pres de 'aile.

FicURE 2.5 — Exemple de découpage a recouvrement minimal d’un maillage.
Les noeuds et les arétes partagées par plusieurs domaines sont en gras.
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est essentiellement une somme de termes définis sur les arétes. Enfin, un
produit scalaire de deux vecteurs dépend du nombre de sommets du graphe.
L’équilibrage parfait de ces trois opérations nécessite un nombre identique
d’éléments, d’arétes et de nocuds par sous-domaine.

Un code Navier-Stokes linéarisé ne crée qu'une fois un systéme linéaire
par calcul, et la résolution de ce systéeme par une méthode itérative est tres
cotliteuse et demande de nombreux produits matrice-vecteurs et produits
scalaires (cf. chapitre [3)). Pour un tel code, ’équilibrage en éléments est
moins important que ’équilibrage des arétes et des noeuds. Notons enfin que
le nombre d’éléments, d’arétes et de nceuds n’est pas indépendant dans un
maillage composé de simplexes. L’équilibrage d’une quantité n’est donc pas
indépendant de I’équilibrage des autres.

La figure rappelle que pour un découpage aux éléments sans recou-
vrement, les noeuds et les arétes des bords sont dupliqués. Les vecteurs sont
stockés sous format assemblé, tandis que la matrice du systeme linéaire est
stockée sous format non assemblé. On va détailler ici I'impact de ce choix
sur les produits scalaires et les produits matrice-vecteur, deux opérations
courantes d’un solveur itératif.

Soit V l’ensemble des n sommets du maillage, que l'on identifiera a
[1;n] NN Pensemble des nombres entiers de 1 a n. Le maillage est découpé
en N sous-domaines, et 'on note V; ’ensemble des sommets de chaque
sous-domaine. Leur union géneére V. Leur intersection deux a deux n’est
pas nécessairement nulle, car ils partagent des nceuds s’ils sont voisins. Soit
un noeud k € V. On note My, = {i/k € V;} les sous-domaines auxquels k
appartient. L’ensemble My, n’est jamais vide. On note my = |Mp]| le nombre
de sous-domaines V; auquel il appartient. Si k& est un nceud intérieur d’un
sous-domaine, alors my = 1.

Soient x et y deux vecteurs définissant chacun un champ sur le maillage.
On note zj et y, la valeur réelle qu’ils prennent au noeud k. Le produit
scalaire canonique de x et de y est défini par

(x,y) = Z TEYk -
keV
La parallélisation naive du produit scalaire qui consisterait a sommer la
contribution locale de chaque sous- domaine, indiqué par la formule suivante,
est fausse :

N
(%y) # D> Tk
i=1keV;
En effet, pour un nocud k sur une interface entre les sous-domaines,
le terme xpyr serait compté my fois au lieu d’une. Pour contrer cela, il
faut pondérer les contributions locales par 1/my. Cela conduit a la formule
suivante pour le produit scalaire distribué :
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N
(¥) =3 3 (236)
i=1kev; 'k
La somme sur 7 est une opération de somme globale. La matrice A
n’est pas assemblée. Notons A’ la matrice locale issue de 1’assemblage des
contributions élémentaires du sous-domaine i. Soit u un vecteur. On note
v = Au. Alors

Vj e V,Uj = Z Ajkuk.
keV
On décompose cette somme par les sous-domaines M, auxquels j appar-
tient. Par définition de ’assemblage,

Vi, k) eV A= > Al
iEMjﬂMk

La décomposition du produit matrice-vecteur s’effectue alors :

V] € V,Uj = Z Ajkuk
keV

=2 > Al w
keV \ieM;NMy

SIS

iEM; keV;

La permutation de somme s’explique par le fait que ¢ € M; N M}, <=
34, (j, k) € V;. Ainsi, la somme sur i, comme elle est restreinte aux seuls
i € M;, indique une opération d’assemblage pour les nceuds de la frontiere
entre les sous-domaines. Le produit matrice-vecteur s’effectue par des produits
matrice-vecteur locaux effectués en parallele, et dont le résultat est assemblé
a la frontiere entre les sous-domaines.
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Chapitre 3

Le solveur GMRES

3.1 Solveur itératif ou solveur direct ?

Comme indiqué dans la section[2.3.1] la résolution des équations de Navier-
Stokes linéarisées implique la résolution d’un systeme linéaire. Ce systeme
présente plusieurs particularités. Premierement, il est de tres grande taille.
Un maillage Navier-Stokes 3D standard possede une dizaine de millions de
nceuds. Comme cing inconnues (cf. sont présentes a chacun de ces nceuds,
le systeme linéaire possede plus de cinquante millions d’inconnues. Ensuite, ce
systeme est issu d’une discrétisation des équations par une méthode éléments
finis. Pour des éléments finis de Lagrange P1, le graphe de remplissage de la
matrice [135] est identique au graphe du maillage. Le nombre de sommets
voisins d’un autre définit le nombre de blocs non-nuls de chaque ligne et
colonne de la matrice, et est de 'ordre de plusieurs dizaines. Cela est a
comparer a la dizaine de millions de nceuds du maillage. La matrice est donc
extrémement creuse.

Il existe deux grandes catégories de méthodes pour résoudre des sys-
temes linéaires de grandes tailles : les méthodes itératives et les méthodes
directes. Les méthodes itératives, comme leur nom l'indique, créent une
suite d’approximations de la solution. L’utilisateur définit une tolérance de
résolution, qui est la norme maximale du résidu r = b — Ax a partir de
laquelle 'utilisateur est satisfait de la solution. La méthode directe calcule la
solution exacte (aux erreurs numériques preés) x = A~ 'b.

Les avantages et les inconvénients de ces deux classes de méthodes sont
faciles & comprendre. Les méthodes itératives se basent sur la création de suite
d’approximations soit par itérés de la matrice (comme pour les méthodes
basées sur des espaces de Krylov), soit par multiplication par des parties
de la matrice (méthodes de relaxation type Jacobi, Gauss-Seidel et SOR).
Ces méthodes utilisent donc des produits matrices-vecteurs, pour lesquels

45
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les formats de stockage peuvent étre optimisés [I35] chapitre 3]. Le cofit
en mémoire de ces algorithmes est uniquement celui de la matrice creuse
et d’un certain nombre de vecteurs. Pour les problemes abordés dans cette
these, le nombre de vecteurs composant ’espace de Krylov est de ’ordre de
la centaine.

Les solveurs directs calculent Iapplication de A~! & un vecteur. En
général, cela passe par une décomposition de la matrice A, par exemple
une décomposition LU [10, B9]. Les facteurs de cette décomposition sont
facilement inversibles. Une fois cette décomposition calculée, on peut résoudre
quasi-instantanément de nombreux seconds membres différents pour une
méme matrice. Le temps de résolution ne dépend pas du conditionnement
de la matrice x (A) = ||A||||A~Y||. A Pinverse, certaines méthodes itératives,
comme le gradient conjugué pour des matrices symétriques définies positives,
ont un taux de convergence dépendant directement de x(A). Les méthodes
directes ont un important désavantage de mémoire requise. Pour un systeme
plein, la décomposition LU coflite autant en mémoire que la matrice. Une
méthode directe est alors trés adaptée. Par contre, la décomposition LU
d’une matrice creuse donne des facteurs L et U beaucoup plus remplis que
la matrice A initiale, comme cela est présenté dans la section 11 existe
des solveurs directs comme MUMPS [7, 9], adaptés aux matrices creuses.
Le cofit de stockage des facteurs pleins est alors identique & celui de la
matrice. Pour conclure, la parallélisation des méthodes directes est délicate,
comme le montre la parallélisation d’une méthode de préconditionnement
ILU [135]. Les méthodes itératives sont tres simples a paralléliser, comme
cela est montré dans la section 3.2.2

3.2 GMRES

Cette section présente 'algorithme GMRES avec déflation des petites
valeurs propres utilisé par Dassault Aviation pour la résolution des systéemes
linéaires Navier-Stokes linéarisées.

3.2.1 Description de ’algorithme

L’algorithme GMRES a été introduit par Saad et Schultz [137]. Il se base
sur la minimisation du résidu au sens des moindres carrés sur ’espace de
Krylov orthonormalisé via une méthode d’Arnoldi.

Méthode d’Arnoldi et espace de Krylov

On appelle espace de Krylov I, (A, r) I'espace vectoriel engendré par les
itérés successifs du vecteur r par la matrice A jusqu’a la puissance m — 1
[135].
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Km(A,r) = vect {r, Ar,A’r,. .. ,Am_lr} (3.1)

C’est dans cet espace que 'algorithme GMRES va chercher une solution
approchée au systeme linéaire Ax = b pour r = b — Axg, ou xg est le point
de départ de la méthode itérative. La solution approchée xg est toujours
choisie comme étant le vecteur nul, de sorte que le résidu initial est égal au
second membre.

On cherche une base orthonormée de cet espace de Krylov, que 1'on
obtient par une simple procédure d’orthonormalisation d’Arnoldi, présentée
dans I’algorithme

Algorithme 1 Méthode d’Arnoldi pour K,,(A,r)

L vy <1/
2: for j =1,m do

3: W < AVj
4: for i =1,5 do
5: hij = (Wj,Vi>
6: end for ‘
J
7: W <— W, — Zi:l hijVi
8 hyp <+ [lwyll
9 Vit < Wilhji1
10: end for

On note Hy la matrice d’Hessenberg de taille (k+ 1) x k composée
des coefficients (h;;). C’est la matrice créée apres k étapes de la méthode
d’Arnoldi. On note également Hy la matrice de taille k£ x & composée des
mémes coefficients. La matrice Hy, a une ligne de plus de que Hy, composée
uniquement de zéros et d’'un seul terme non nul Ay . On remarque que
Hj, est triangulaire supérieure plus une diagonale inférieure.

Notons Vj1 la matrice colonne de vecteurs (v;),_, ;, formés apres
k étapes de la méthode d’Arnoldi. Alors, la relation fondamentale de la
méthode d’Arnoldi s’écrit

AV, = Vi Hy (3.2)

La démonstration se fait simplement en remarquant que

j
W) = Avj = > hijVvi = hj1Vi (3.3)
=1

On obtient alors

Jj+1
AV]' = Z hijvi (34)
i=1
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La relation d’Arnoldi est intéressante car elle montre que 'action de la
matrice A de grande taille sur les vecteurs v; peut se réduire a celle d’une
matrice Hj, beaucoup plus petite. Les tailles classiques d’espace de Krylov
sont de l'ordre de la centaine, a comparer avec la matrice A dont I'ordre est
de plusieurs dizaines de millions dans notre cas. La matrice H;, condense donc
I'information de la matrice que ’on a pu observer apres k multiplications de
vecteurs par celle-ci. Enfin, notons que la matrice d’Hessenberg Hy peut se
calculer uniquement a l'aide de A et de Vy, :

VAV, = H, (3.5)

En effet, en partant de la relation d’Arnoldi (3.2)), et en notant Iy la
matrice identité,

VAV, = V[V, Hy
0
=L :|H

Méthode d’Arnoldi modifiée

La méthode d’Arnoldi précédemment introduite effectue en une seule fois
la projection du nouveau vecteur w; sur I’espace orthogonal a I’hyperplan de
base V;. On peut montrer [I35] [63] sec. 5.2.8] qu’en arithmétique inexacte,
cette méthode est sensible aux erreurs numériques qui peuvent conduire &
une perte d’orthogonalité entre les vecteurs. La forme modifiée de la méthode
d’Arnoldi, qui effectue la projection sur 'orthogonal de chacun des vecteurs
de la base V; a la suite, est plus robuste aux erreurs numériques. Cela donne
Palgorithme

Algorithme 2 Méthode d’Arnoldi modifiée

vi /x|
: for j =1,m do
W AV]‘
for i =1,5 do
hij = (wj, vi)
Wj < W, — hijv'i
end for
hjv1j < Wil
Vit < Wilhji
end for

._.
@




CHAPITRE 3. LE SOLVEUR GMRES 49

Pour encore améliorer la précision de la méthode, on peut effectuer une
deuxiéme passe d’orthonormalisation apres la premiere [135]. Enfin, une
derniere méthode d’orthonormalisation d’une famille de vecteurs est basée
sur les réflexions d’Householder, et est encore plus précise en arithmétique
inexacte que la méthode d’Arnoldi, au prix d’un cotit de calcul plus élevé
[63].

L’algorithme GMRES

L’algorithme GMRES consiste en la minimisation, au sens des moindres
carrés, du résidu r = Ax — b, sur lespace de Krylov K,,,(A,rp). Une com-
binaison linéaire des vecteurs de la base de Krylov est recherchée. On note
Ym € R™ ses coordonnées. La solution X, est de la forme

Xm = X0 + ViyYm (3.6)

Le résidu final s’exprime

r,=b—-Ax,=b-AV,,y. (3.7)

Si 'on prend comme solution initiale xg = 0, alors le résidu initial rg qui
sert a construire 1’espace de Krylov vaut rg = b. Dans la méthode d’Arnoldi
(algorithmes [1] et , le vecteur initial vi = r(y est normalisé. Notons alors /3
la norme du résidu initial ry. A I'aide de la relation d’Arnoldi et des
notations introduites précédemment, on obtient

r, =b— Ax,,
=r9g— AV, ym
= Bvi — Vi Hoyym
= Vit (ﬁel - ﬁmym) (3.8)

ou e est le premier vecteur de la base canonique de R™. On obtient la
relation entre le résidu complet et celui dans la base réduite :

el = s — By, 39

En effet, la base V,,+1 est orthonormale, donc elle ne change pas la
norme ly d’un vecteur. La minimisation du résidu r,, revient a un simple
probléme de moindres carrés de taille (m 4 1) x m :

i, e, a0

Ce systeme peut facilement étre résolu : la matrice H,, est de type
Hessenberg, c’est-a-dire triangulaire supérieure avec une diagonale inférieure.
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Cette matrice peut est rendue triangulaire supérieure a I’aide de m rotations
de Givens notées (€2;). Les rotations de Givens, qui servent a annuler un
terme dans une matrice, sont décrites par exemple dans [63]. La rotation
2; annule le terme h;1; de H,,. Les matrices de rotation de Givens sont
orthonormales, donc ne changent pas la norme du probléeme de minimisation.
Notons Q; = jl-:z- Q; la transformation totale, produit des rotations. Alors

QmHm = ﬁm = (0 Rm 0) (3.11)

ou R,, est une matrice triangulaire supérieure de taille m x m. La méme
transformation appliquée au second membre Se; du probleme de minimisation
donne un vecteur g, +1 de coordonnées (7y;) :

4l
Quier =gny=| = | = ( &m ) (3.12)
Ym Tm+1
Ym+1

Le probléme de minimisation devient

yﬁiﬁm Hﬁel _ﬁmymHQ = [|Bmtl T ﬁmymHQ
R
N (7%21) B (0 U 0) Ym
=)
Ym+1 0

La matrice R,, est triangulaire supérieure, et est inversible (sauf si la
méthode a atteint la solution exacte, voir la notion de lucky breakdown
dans [135]). Par une méthode de remontée triangulaire [63], on obtient les
coordonnées de la solution

2

(3.13)

2

ym =R lg., (3.14)

La norme du résidu vaut exactement

Iemlly = min |[Ser —Hnym|, = s (3.15)

Le résultat de est particulierement intéressant. Il montre que
la valeur du probleme de minimisation peut étre trouvée sans résoudre
ce probleme. La transformation successive du second membre Seq par les
rotations de Givens donne, en derniere coordonnée, la valeur du résidu a
Iitération GMRES courante, sans avoir a calculer la solution y; = R,;lgk.
C’est pourquoi au cours des itérations de ’algorithme GMRES les vecteur
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résidu r et solution x ne sont pas mis a jour avant d’avoir atteint le seuil de
convergence souhaité ou un point de redémarrage.

L’algorithme [3] présente cette version du GMRES avec m itérations. Si,
a la fin des ces itérations, la tolérance sur la norme du résidu n’est pas
atteinte, I’algorithme est redémarré en prenant comme nouveau point de
départ la solution approchée obtenue a la fin des itérations. Cela consiste
a recommencer 'algorithme [3| en remplagant les deux premieéres lignes par
X0 ¢ X et rg < ry,. L’algorithme peut s’arréter avant d’avoir effectué les
m itérations si la norme du résidu est plus petite que la taille demandée. De
plus, le vecteur nul est pris comme point de départ de la méthode itérative.
Le résidu initial est donc égal au second membre du systeme linéaire.

Algorithme 3 GMRES(m) avec redémarrage
X0+ 0
rg < b
8 ol
Vi — ro/ﬁ
g < Pey
for j =1,m do
W < AVj
for i =1,5 do
hij = (Wj, Vi)
Wj < W, — h,’jVi
end for
hjt1g < 1wl
Vi1 = Wi/
Calcul de la rotation de Givens €2; annulant hj;q ;
Application des rotations de Givens 1, ... ,Q; sur H
g < Qg
If |gj41] < € exit loop
: end for
P Ym H_lg
. Application des rotations de Givens inverses Q. 1,... Q1,7 ay,
D Xm X0+ Vinym
: Iy — b— Ax,,

N NN P = = ==
Dyl = e R A I > A el

3.2.2 Parallélisation

Comme expliqué dans le paragraphe les maillages utilisés par Dassault
Aviation sont trop volumineux pour que les calculs soient effectués sur un
seul processeur. Les données sont donc distribuées sur plusieurs processeurs.

L’algorithme GMRES est trés facilement parallélisable. Les données
distribuées sont la matrice A et les vecteurs de méme taille tels que la base V,,
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de l'espace de Krylov. Les produits matrice-vecteur sont parallélisés comme
indiqué dans le paragraphe [2.4] L’autre opération paralléle est les produits
scalaires pour la méthode d’Arnoldi d’orthonormalisation. La parallélisation
de cette opération est triviale : les produits scalaires partiels sont effectués
par processeur, puis ils sont sommés sur 'ensemble des processeurs. Une
attention particuliére est & porter aux nceuds d’interface, qui sont dupliqués,
et dont la contribution doit étre réduite d’autant (voir paragraphe .

3.2.3 Préconditionnement

Le préconditionnement, qui sera abordé plus en détails dans le chapitre [4]
est une technique pour accélérer la résolution d’un systéme linéaire par une
méthode itérative. Il consiste & transformer la matrice pour la rapprocher
autant que possible de I'identité. Pour ce faire, on se cherche une matrice M,
dont 'inverse est simple & calculer et approche A~!. Ainsi, AM™! ~ I et le
systéme linéaire sera plus simple a résoudre.

Le préconditionnement a gauche consiste a prémultiplier le systéme par
M~!. On obtient donc

M 'Ax =M 'b (3.16)

Le préconditionnement a droite se déduit simplement de la relation
Ax = AM~'Mx. Un changement de variable permet d’obtenir

oy ol

x =My

Les modifications a appliquer & l’algorithme GMRES pour précondi-
tionner la matrice sont minimales. Les produits matrice-vecteur (ligne (7| de
I'algorithme [3]) sont modifiés : la matrice A est changée en AM~! ou M~'A
suivant le sens de préconditionnement.

Dans le cas d’un préconditionnement & gauche, le résidu initial ry =
b — Ax( doit étre prémultiplié par M~! : ro = M~!(b — Axg). Le précondi-
tionnement a droite impose de repasser dans 1’espace initial pour la mise a jour
du vecteur solution. La ligne [21] est remplacée par x,, + xo + MV, y..

Dans les deux cas, ’espace de Krylov sur lequel est minimisé le résidu
n’est plus le méme. Pour un préconditionneur a gauche, l’espace de Krylov
K(A,r) (cf (3:1)) devient (M~'A,M~'r). A droite, I'espace de Krylov
est IC(AM_l, r). Ainsi, le résidu GMRES qui est donné par I’algorithme est
celui du systéme préconditionné.

Pour rendre le préconditionnement parallele, on utilise la méthode de
Schwarz additif dont les solveurs locaux sont un préconditionneur. Cette
méthode est expliquée en détails dans le chapitre [4]
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3.2.4 Amélioration des redémarrages par la déflation

Le rédémarrage simple de 'algorithme GMRES consiste a boucler 'algo-
rithme [3] jusqu’a convergence du systéme linéaire, en fixant m qui définit la
taille de I'espace de Krylov. Cette permet de limiter la taille mémoire, et de
ne pas avoir a stocker un espace de Krylov dont la dimension est le nombre
d’itérations nécessaire a atteindre la convergence. Sur nos cas industriels, il
faut des milliers, voire des dizaines de milliers d’itérations pour converger le
systeme linéaire associé, et il serait impossible de stocker autant de vecteurs.

Le redémarrage simple, s’il limite la taille mémoire, peut poser des
problémes de convergence. La figure montre 'impact du redémarrage sur
la convergence. En premiere approche, il est simple de comprendre pourquoi
le redémarrage bloque la convergence. Tout ’espace de Krylov généré au cycle
précédent est supprimée lors du redémarrage, alors que les informations qu’il
contient peuvent étre recyclées [124] Comme indiqué par la relation d’Arnoldi
, I'information contenue dans la matrice H,, représente I’action sur la
base de Krylov V,, de l'opérateur A. La matrice H,,, est donc un condensé
de la matrice A sur l’espace généré par V,,.

Un redémarrage standard ne conserve rien de 'espace de Krylov K, (A, r).
L’information contenue dans H,, est également perdue. Cela explique aisé-
ment pourquoi ce redémarrage simple dégrade fortement la convergence. A
I'inverse, conserver une partie bien choisie de cette information lors des redé-
marrages doit permettre de se rapprocher d’'un GMRES sans redémarrage.

Certaines méthodes itératives ont une convergence dépendante du contenu
spectral de l'opérateur. La méthode du gradient conjugué, qui s’applique a
des problémes symétriques définis positifs, a une borne sur sa convergence qui
dépend du conditionnement spectral £ = Apax/Amin, OU Amax €t Amin sont
respectivement la plus grande et plus petite valeur propre de la matrice. La
borne sur la convergence de cette méthode est (v/k — 1) /(1/k + 1) [135]. Les
bornes de convergence du GMRES sont plus complexes et ne font pas inter-
venir que les valeurs propres [48].Les matrices normales (i.e. dont les vecteurs
propres sont orthogonaux) permettent d’obtenir des bornes de convergence
de l'algorithme GMRES ne dépendant que des valeurs propres, mais la non-
normalité d’un opérateur peut introduire des plateaux de convergence [119].
Greenbaum [66] utilise des opérateurs non normaux pour démontrer qu'il est
possible, pour une courbe de convergence donnée, de créer une matrice aux
valeurs propres arbitraires et un second membre pour lesquels la méthode
GMRES donnerait cette méme courbe de convergence.

Néanmoins, pour certains opérateurs, enlever 'influence des petites va-
leurs propres aide la convergence initiale apreés un redémarrage [43]. Comme
on le verre plus tard, cette constatation expérimentale est vérifiée sur les
matrices Navier-Stokes linéarisées que nous résolvons.

Garder une partie de 'espace de Krylov précédent pour ne pas entiere-
ment perdre 'information qu’il contient est I'idée de base des méthodes de
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redémarrage améliorées pour le GMRES. Deux questions se posent. Pour
minimiser I'effet du redémarrage, quelle partie de I’espace de Krylov conser-
ver 7 Comment agencer les vecteurs conservés afin de garder la structure
d’espace de Krylov 7 Ceci permettra de ne pas modifier la base de ’algorithme
GMRES.

Dans l'article décrivant pour la premiere fois 1’algorithme GMRES [137],
Saad et Schultz remarquent que le spectre de la matrice d’Hessenberg H,,
est une approximation de celui de la matrice A. La méthode des puissances
itérées [136] montre également que les plus grandes valeurs propres sont tres
facilement captées par des itérations successives d’un vecteur avec la matrice.
Ainsi, lespace de Krylov K, contiendra rapidement les vecteurs propres
de A de grande valeur propre. Il n’est donc pas intéressant de garder ces
vecteurs lors du redémarrage. A l'inverse, on cherchera & conserver les plus
petites valeurs propres.

Valeurs propres et valeurs de Ritz harmoniques

Les méthodes d’Arnoldi permettent de calculer des approximations des
valeurs propres de l'opérateur A. La méthode de Rayleigh-Ritz [136] consiste
a résoudre le probleme aux valeurs propres de A tel que son résidu soit
orthogonal a un espace de Krylov généré par A. Si 'on parametre le vecteur
propre approché x de valeur propre A par x = V,,,y¥,,,, on obtient & ’aide de

la définition de la matrice d’'Hessenberg ((3.5])

Ax - x L K,(A,ro)
&  VIE(AV,ym —AVpaym) = 0 (3.18)
<~ Hmym = )\Ym

Ainsi, les valeurs de Ritz, par définition les valeurs propres de H,,, sont
des approximations des valeurs propres de l'opérateur A. Pour identifier
les petites valeurs propres de A, on peut identifier les plus grandes valeurs
propres de A~L. Les valeurs de Ritz harmoniques [64] sont définies comme
étant les valeurs propres inverses approchées de A~! dont le résidu est
orthogonal & AK,,(A,rg). On pose u = AV,,y,, et A € C.

(A7lu—A"tu) L AK,(A 1)
& VIAT(A lu—X"1u) = 0
& VIAT(AT'AV,y, — A'AV,y,) = 0
=N VAT (Vyym — A PAV,y,) = 0

On utilise ensuite la transposée de la relation d’Arnoldi (3.2) pour sim-
plifier cette expression :
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(A7lu—A"tu) L AK,(A, 1)

& VIAT(Vyym — AN AV, ym) = 0

< ﬁQVZnHVmYm - A_lﬁQVZnHAmem =0 (3.19)
& H.y,, — A\ H. Hyym = 0

< ﬁiﬁmym = AH;{%ym

Dans I'annexe [A] on montre que ce probléme aux valeurs propres gé-
néralisées se transforme en la recherche des valeurs propres de la matrice
H,, + h2, +17mfme;{1, ot f,, est la derniere colonne de H,T.

La méthode dite GMRES with deflated restarting introduite par Morgan
[115] répond aux deux questions précédentes. Il est possible de choisir un
espace contenant les vecteurs propres approchés de A de plus petites valeurs
propres, tout en conservant une structure d’espace de Krylov. Les paires
de Ritz harmoniques (0, p) sont les valeurs et vecteurs propres de H,,, +
h2, 4_177,ZH;LTeme:'7;1 [115]. Elles convergent vers les valeurs propres et vecteurs
propres de A lorsque la méthode GMRES converge [64].

L’utilisation des paires de Ritz harmoniques (plutét que les valeurs propres
de H,,,) est intéressante non seulement car elles convergent rapidement vers
les plus petites valeurs propres de A [64] mais aussi car elles permettent de
conserver la structure de ’espace de Krylov, comme montré par Morgan
[115].

On note k le nombre de plus petites valeurs de Ritz harmoniques que
I’on veut conserver parmi m lors d’un redémarrage avec déflation. Soit Py,
la matrice de taille k x m constituée des k vecteurs de Ritz harmoniques p
sélectionnés et orthonormalisés. Le probléme aux valeurs propres généralisées
est réel et peut donner des vecteurs de Ritz harmonique complexes, conjugués
par paire. Dans ce cas, il est équivalent d’utiliser deux vecteurs réels formés
respectivement de la partie réelle et imaginaire d’un des vecteurs conjugués
[43]. La matrice Py de taille (k + 1) x (m + 1) est formée par la matrice
P a laquelle on a ajouté des zéros en derniere ligne, et en dernier vecteur
le résidu GMRES g — H,,,y,,, orthonormalisé par rapport aux premiéres
colonnes. La notation surlignée indique que sa derniere dimension est m + 1.
La derniére colonne de P} peut étre calculée autrement, comme le montrent

T
Rollin et Fichtner [132]. Le résidu GMRES est remplacé par (—ﬁfg 1) )

qui lui est colinéaire [I32]. Ainsi, avant son orthonormalisation, Py est
définie par

_ _Bf,,
P = (OPkO ﬁ ) (3.20)

On redéfinit la base orthonormale de l’espace de Krylov Vi, et la
matrice d’Hessenberg comme suit :
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H ™" =P, H,P; (3.21)
i1 = Vi1 Pri (3.22)

Comme Py et Py sont composés de vecteurs orthonormaux entre eux,
la relation d’Arnoldi est conservée sur ces nouveaux espaces :

AV = Vi H,™ (3.23)
En effet,

Fynew

VISHE™ = V1 Pri P Ho Py,
= Vm+1ﬁmPk
= AV,,P;
= AV}Y

Par rapport & la relation d’Arnoldi standard, on remarque que la ma-
trice ﬁzew n’est pas triangulaire supérieure, mais pleine. On peut la rendre
triangulaire supérieure par O(k?) rotations de Givens. Morgan, dans [115],
prouve que l'espace engendré par les colonnes V€Y est bien un espace de

Krylov. Le résidu dans 'espace réduit, comme prouvé dans [132] sera

g= (Vi) = (Vi) (b — Axyp) (3.24)

Algorithme 4 Redémarrage du GMRES(m) avec déflation de k vecteurs

propres
1: Application de 'algorithme GMRES(m) > voir algorithme
: Calcul des k premiers vecteurs propres p de H,,, + h2, +1’mH;1Teme£

2
3: P (Pi)iz1 i
4: Orthonormalisation de Py,

_ P, _

ot

. Orthonormalisation du dernier vecteur de Py 1
_ 7T _

Hj < P Hn Py

Vi1 < Vi1 Praa

T
. new
C 8 ( k+1> 'm

Les figures et présentent la convergence du résidu normalisé
pour l'algorithme GMRES avec ou sans déflation des plus petites valeurs
propres pour le cas RAE2822 qui est présenté dans la section Pour la
figure l'algorithme GMRES est préconditionné par ILU(1) (c¢f. chapitre
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— Avec déflation
- - Sans déflation

6 160 260 360 460 560 660 700
Itérations

FIGURE 3.1 — Résidu adimensionné issu de l'algorithme GMRES (50 vecteurs

de Krylov) préconditionné par ILU(1) avec ou sans déflation. Cas RAE2822

(cas test [I)).

; ‘ — Avec déflation
‘ N - - Sans déflation
107 F - Ny T T R

0 2000 4000 6000 8000 10000
Itérations

FIGURE 3.2 — Résidu adimensionné issu de I’algorithme GMRES (250 vecteurs
de Krylov) préconditionné par BSOR avec ou sans déflation. Cas RAE2822
(cas test |I]).
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. La convergence est plus rapide pour I'algorithme avec déflation des plus
petites valeurs propres. Sans déflation, la méthode itérative demande quelques
itérations apres chaque redémarrage avant de pouvoir diminuer le résidu.
C’est un cas ou la déflation accélere 'obtention de la convergence. Sur la
figure I’algorithme GMRES est préconditionné par BSOR, qui est moins
performant. Avec déflation, la courbe de convergence présente un plateau
a partir de la 2000° itération jusqu’a la 3500° environ. Durant cette phase,
la norme des plus petites valeurs de Ritz harmoniques trouvées diminue
a chaque redémarrage. Une fois la plus petite trouvée, la diminution du
résidu reprend, car 'effet néfaste du vecteur propre correspondant sur la
convergence a été éliminé. Sans déflation, I'algorithme atteint le plateau
a peu pres au méme moment, mais il reste bloqué. Ce cas montre que la
déflation de petites valeurs propres permet de faire converger certains cas
difficiles.

3.3 La méthode Block-GMRES

Maintenant que nous avons présenté 'algorithme GMRES avec déflation
existant dans le code AeTher avant le début de ces travaux, nous allons
introduire une extension de cette algorithme qui a été codée et testée durant
cette these.

3.3.1 Intéréts attendus

L’algorithme block-GMRES est une extension de I’algorithme GMRES
pour résoudre des systemes linéaires a plusieurs seconds membres. Pour la
génération de base de données de flutter (voir la section , les efforts
aérodynamiques pour chacune des centaines de formes modales doivent étre
calculés, et ce pour une fréquence et un point de vol (altitude, vitesse,
incidence) donnés. Chaque forme modale donne lieu a un second membre
g—g, qu’il faudra résoudre avec une méme matrice g—{?‘,

Plutot que de relancer plusieurs fois ’algorithme GMRES avec un se-
cond membre différent mais la méme matrice, un algorithme permettant de
résoudre plusieurs second membres en méme temps peut étre avantageux.
L’algorithme block-GMRES a deux avantages, qui sont détaillés dans les
deux paragraphes suivant.

Le premier avantage est d’ordre purement informatique. La méthode
block-GMRES est basée sur 'utilisation de vecteurs blocs de s colonnes. Le
produit d’une matrice avec un bloc vecteur de s colonnes est plus rapide que
s produits matrices-vecteurs, pour des raisons de temps d’acces a la mémoire.
Les opérations paralleles, comme 'assemblage ou ’orthonormalisation, sont
regroupées pour toutes les colonnes du vecteur.

L’autre avantage est d’ordre mathématique. Comme on va le voir, I’espace
de Krylov pour une méthode par bloc est s fois plus grand, et chaque second
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FIGURE 3.3 — Différents modes propres structuraux de la voilure de la
maquette DTP

membre utilise les itérés des autres seconds membres pour trouver leur
solution. On peut ainsi penser que la résolutions des s second membres en
méme temps prendra moins d’itérations que s résolutions indépendantes.
Comme le montre la figure les modes propres structuraux d’une aile sont
tous tres ressemblants. La réponse aérodynamique pour chacun de ces modes
est également tres proche. Une méthode par bloc sera peut-étre capable de
trouver les similitudes de chacune de ces solutions pour accélérer la résolution.

3.3.2 Description

L’algorithme du block-GMRES est tres similaire au GMRES standard.
Seules quelques différences dans la méthode d’Arnoldi sont a noter.

Définitions

On appelle un vecteur bloc un vecteur a s colonnes de longueur N. Un
produit matrice-vecteur bloc nécessite N2 x s opérations, soit s fois plus que
pour un produit matrice-vecteur.

Deux vecteurs blocs u et v sont dits orthonormaux lorsque

ulv =1, (3.25)
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I, est la matrice identité de taille s. Lorsque 'on considere des vecteurs
complexes, le transconjugué u?’ (vecteur transposé et conjugué) est utilisé.
La norme utilisée pour les vecteurs blocs est la norme de Frobénius, notée
| - |- Silon note vyq,---, v, les s colonnes du vecteur bloc v, alors

[v]lF = (3.26)

S
> lvill3
i=1

Espace de Krylov de vecteur bloc et méthode d’Arnoldi

L’algorithme du block-GMRES est basé sur la minimisation du résidu
sur ’espace de Krylov bloc. Ce dernier est toujours défini comme ’espace
généré par les itérés d’un vecteur bloc r initial avec la matrice A. L’espace
de Krylov bloc de degré m est noté B,,(A,r) et a pour définition

B, (A, r) = bloc vect {r, Ar,A’r,. .. ,Am_lr} (3.27)

La notation « bloc vect » indique I’espace vectoriel généré par les m
vecteurs blocs, qui est donc de dimension au maximum m X s. En d’autres
termes, la définition de l'opérateur bloc vect est la suivante [70] :

m—1
u € B(A,r) <= I(yp) € REXDM y = > A'ry (3.28)
i=0

Cela veut dire que chaque colonne du vecteur bloc u est une combinaison
linéaire de toutes les colonnes des vecteurs blocs Ar. Ainsi, cela permet a la
résolution de chaque second membre de profiter de la contribution de tous
les autres seconds membres.

La méthode d’Arnoldi pour les vecteurs blocs est similaire a la méthode
d’Arnoldi modifiée présentée dans I’algorithme [2 Vu la définition d’orthonor-
malité entre deux vecteurs blocs donnée par ’équation , un vecteur bloc
w est normal si et seulement si ses colonnes sont orthonormales entre elles.
Ainsi, dans la procédure d’Arnoldi modifiée, la normalisation des vecteurs se
fait par une décomposition QR de la matrice w. Cette décomposition peut se
faire de maniere efficace par une méthode d’Arnoldi appliquée aux vecteurs
colonnes de w [63].

La méthode d’Arnoldi bloc produit une matrice d’Hessenberg, définie par
des blocs 1;; de taille s x s, qui sont issus de ’orthogonalisation du nouveau
vecteur par rapport aux précédents ou de sa normalisation par décomposition

QR (facteur R).
L’algorithme block-GMRES

Une fois cette base de Krylov calculée, la méthode block-GMRES trouve
une nouvelle approximation de la solution x,, dans l’espace affine xg +
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Algorithme 5 Méthode d’Arnoldi bloc modifiée

L vipr < QR(vy1) > Décomposition QR de vy
2: for j =1,m do

3: W — AVj

4: for i =1,5 do

5: Mij = VZTWj

6: W <= W, — 17V

7: end for

8: Vit1Mj+1,5 < QR(Wj)

9: end for

B (A, rp) en minimisant le résidu.

L’algorithme block-GMRES est similaire a 'algorithme GMRES. La
matrice H,, devient une matrice d’Hessenberg par bloc. Pour obtenir di-
rectement le résidu a chaque itération en rendant la matrice d’Hessenberg
diagonale, des simples rotations de Givens ne suffisent plus. Utiliser des
réflexions de Householder est plus rapide et plus efficace [71]. Une réflexion
de Householder permet de mettre a zéro une partie d’une colonne d’une
matrice [63]. Il suffit de s réflexions de Householder annulant 2s termes par
colonnes de la matrice de Hessenberg pour rendre cette derniere diagonale.
Si des rotations de Givens avaient été utilisées, il en aurait fallu O(s?), au
détriment de la rapidité et de I'erreur numérique [71]. L’algorithme [6] détaille
les étapes de la méthode block-GMRES.

3.3.3 Déflation des valeurs propres

L’algorithme block-GMRES souffre tout autant que le GMRES des redé-
marrages standard. L’extension de la déflation des petites valeurs propres
a l'algorithme par bloc se fait sans probléeme. L’extension a été réalisée par
Morgan dans [116]. 11 étend le résultat obtenu dans [I15] au cas de vecteurs
blocs : les vecteurs de Ritz harmoniques suivis d’un vecteur de résidu, tous
orthonormalisés, forment bien un espace de Krylov.

Les vecteurs de Ritz harmoniques, pour le cas du block-GMRES, sont les
vecteurs propres de la matrice suivante :

Hy, + £t m it 1,m€ 0, (3.29)

Le vecteur &, est défini comme étant le vecteur de dimension s x ms, ou
le m® bloc est la matrice identité de taille s et les autres blocs sont nuls. La
démonstration de cette formule suit exactement celle donnée dans ’annexe
en portant une attention particuliere a l'ordre des multiplications (le
scalaire fp41m étant remplacé par une matrice 1y,+1,m). Le vecteur bloc £,
est défini de maniere similaire : f,, = H,,T'&,,. Il correspond aux s derniéres
colonnes de la matrice H,,”. De la méme fagon que dans le cas du GMRES
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Algorithme 6 Block-GMRES(m) avec redémarrage

© % NPT w

,_.
=

11:

12:
13:
14:

15:
16:
17:
18:
19:

vopo = QR(rp) > factorisation QR du résidu initial
: g4 e1po > Second membre du probleme de moindre carré
: for j =1,m do
W AVj
for i =1,5 do

.5 < W]TVZ‘
Wj &= W5 — Vil)ij—1
end for
vinjj-1 = QR(V)
Appliquer les précédentes réflexions de Householder a (ny ),k =

i1

Créer et appliquer la réflexion de Householder Q,, sur <n7]7 —1 1)
J,i—1

Appliquer la réflexion de Householder Q; a g

Calcul du résidu : norme du dernier bloc de g

If résidu inférieur a ¢ exit loop
end for
yj Hj_lg > Inversion triangulaire
Appliquer les réflexions de Householder inverses a y;
X; < X0 + Vjnyj > Nouvelle solution approchée

rj < Vjk; > Nouveau résidu
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standard, on peut calculer ce vecteur a l’aide de l'inverse des transformations
ayant servi a rendre H,, triangulaire supérieure. Cette fois-ci, les réflexions
de Householder inverses sont appliquées sur le dernier bloc de H,,.

Les étapes principales du calcul sont rappelées par l'algorithme [7} On
constate qu’elles sont toutes similaires a celles du redémarrage dans le cas
standard (voir algorithme . La principale différence est dans le calcul du
résidu dans la base du nouvel espace de Krylov, noté g. Plutét que de calculer
g = (VZ“”)T r,, comme indiqué dans [I32], une astuce numérique issue de
[125] a été utilisée. On remplit g avec les coefficients d’orthonormalisation
du résidu réduit dans la base de Krylov par rapport aux coordonnées dans
la méme base des vecteurs de Ritz harmoniques. Par les propriétés de la
décomposition QR, on a, en notant g"¢* le résidu réduit dans la nouvelle
base :

g - ﬁ7nym = Fk—«—lgnew (330)
Cette formulation est équivalente a celle utilisée pour la déflation de
I'algorithme GMRES standard (voir ligne |§| de l'algorithme . En effet, Py
est orthonormale, donc
7T J—
g"" =Py (g~ Huym) (3.31)

Ainsi,

7T PR
g"" = Pp.1 (g~ Huynm)
_pr T =
=Pii1Vit1 Vit (g HmYm)
= (VEED)" (v0 — Virr oy
= (Vi) (rg — AViym)

(Vien)®

I'm

On retrouve bien la formule précédente. Cette formulation est plus éco-
nomique, car elle remplace k£ + 1 « produits scalaires » de vecteurs blocs
de longueur N par une orthonormalisation d’un vecteur bloc de longueur
(m+1) xs

3.3.4 Résultats

L’algorithme block-GMRES a été testé sur des cas tests 2D et 3D présentés
ci-dessous.
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Algorithme 7 Redémarrage avec déflation de k vecteurs de Ritz harmo-
niques du block GMRES

1: Calcul des k premiers vecteurs de Ritz harmoniques p; de H,,

: Orthonormalisation de Py = (pi);—y 4,

2
3: Ajout de g — H,,ym a Py, qui devient Py
4: Orthonormalisation de la derniére colonne P} par rapport aux pre-
mieres colonnes
Stockage des coefficients d’orthonormalisation dans g
< Vi1 Pry

Fynew

T Hk (—Fg_,'_lﬁmpk

>«

Cas test 2D

Cas test I (Profil RAE2822):

Le profil RAE2822 est un profil 2D transsonique. Il a fait 'objet d’une étude
détaillée en soufflerie [35] et a été utilisé dans de nombreux tests numériques
[107]. Le maillage utilisé est tres fin. Il comprend une zone structurée tres fine
autour de l'aile, qui permet un calcul précis de la couche limite et du sillage.
Ce maillage possede environ 35 000 nceuds. Les équations de Navier-Stokes
2D ont quatre variables par noeud (voir section . Un calcul Navier-Stokes
sur ce maillage utilise donc 140 000 inconnues. Une vue rapprochée de ce
maillage est présentée sur la figure Le maillage de ce cas est découpé en
8 sous-domaines

Les résultats d’utilisation de I’algorithme du block-GMRES sont présentés
dans le tableau Quatre seconds membres au maximum ont été utilisés.
IIs correspondent respectivement & une augmentation de 1’épaisseur, une
rotation de prise d’incidence, un mouvement vertical ainsi qu'une rotation
de la partie postérieure du profil, qui correspond & un mouvement d’aileron.
Les courbes de convergence sont présentées sur la figure Les pointillés
indiquent le nombre de seconds membres résolus simultanément. Plus les
pointillés sont fins, plus il y a de seconds membres.

La premiere ligne du tableau notée « Krylov », désigne la taille
de l'espace Krylov par bloc. Il indique le nombre maximum d’itérés avec
la matrice A. Cela correspond également a I'indice m de la définition de
Pespace de Krylov par bloc B,,(A,r) dans I’équation . Les différents
essais sont rangés par taille décroissante de ce parametre. La deuxiéme ligne
notée s présente le nombre de seconds membres résolus en méme temps. Les
troisiemes et quatriemes lignes présentent le temps en seconde de résolution
respectivement pour tous les seconds membres et par second membre. La
cinquiéme ligne indique le nombre d’itérations nécessaire pour la convergence
du systeme. Cela donne le nombre de produits matrice-vecteur bloc pour
obtenir la solution. La ligne suivante est le nombre moyen de produits matrice-
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F1GURE 3.5 — Courbes de convergence de ’algorithme block-GMRES pour
profil RAE2822 (cas test . Abscisse : nombre de produits matrice-vecteur
bloc. Ordonnée : résidu relatif.
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Krylov 200 200 200 200 100 100 100 100
s 4 3 2 1 4 3 2 1
Temps t (s) 356 244 135 35 272 149 61 25
t/s (s) 89 8 68 35 68 50 30 25
Ttérations 1974 2546 3174 3315 3140 3021 3092 3931
Ttérations/t 55 104 234 952 11,6 20,2 51,1 1552

Itérations*s/t 22,2 31,3 46,9 952 46,2 60,7 1022 155.2

Krylov 50 50 50 50
s 4 3 2 1
Temps (s) — 8 — 33
t/s (s) — 2t — 33
Itérations — 3444 — 8185
Itérations/t — 43,0 — 2453
Itérations*s/t — 1289 — 2453

TABLEAU 3.1 — cas RAE2822 (cas test |I)) : temps de résolution des systémes
avec le block-GMRES. Un tiret indique que le systéme n’a pas convergé

vecteur bloc par seconde. Enfin, la derniere ligne est simplement la précédente
multipliée par le nombre de seconds membres résolus simultanément pour
montrer le nombre moyen de produits matrice-vecteur (simple colonne) par
seconde.

Les résultats présentés sur la figure [3.5 et le tableau [3.I] montrent tout
d’abord que, pour une taille d’espace de Krylov bloc donnée, augmenter
le nombre de seconds membres permet de résoudre les systémes en moins
d’itérations. Cela se vérifie parfaitement pour une taille d’espace de Krylov
de 200, et également pour 100, a I’exception de la résolution a quatre seconds
membres qui présente une inflexion de la courbe de convergence autour
de 2000 itérations. Enfin, pour un espace de Krylov a 50 vecteurs blocs,
on note que la résolution de 3 seconds membres demande beaucoup moins
d’itérations que pour un seul. Cependant, pour cette taille d’espace de Krylov,
la convergence n’a pas été possible pour s = 2 ou 4.

La diminution du nombre d’itérations ne va pas de pair avec le temps
de résolution par second membre, comme le montre la troisieme ligne du
tableau Certaines opérations de 'algorithme block-GMRES sont d’une
complexité quadratique en s, comme les produits scalaires de vecteurs blocs
ou les opérations sur la matrice d’Hessenberg (réflexions de Householder,
etc). La diminution du nombre d’itérations n’est pas suffisante pour contrer
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800 vecteurs 400 vecteurs
Krylov 200 400 800 100 200 400
S 4 2 1 4 2 1
Temps ¢t (s) 356 208 129 272 135 177
t/s (s) 89 104 129 68 68 177
Itérations 1974 2336 2819 3140 3174 3023
Itérations/t 5,9 11,2 21,8 11,6 234 17,1

Itérations*s/t 22,2 22,5 218 46,2 46,9 17,1

TABLEAU 3.2 — cas RAE2822 (cas test [I)) : temps de résolution a espace
mémoire égal.

I’augmentation de temps de calcul par opération. La seule exception est pour
50 vecteurs bloc de Krylov, ou la résolution de trois seconds membres en
méme temps diminue de plus de 50% le nombre d’itérations, ce qui permet
gagner 10% en temps de calcul par second membre.

La taille mémoire d’'un espace de Krylov bloc B;,,(A,R) a itérés m fixé
dépend linéairement du nombre de seconds membres s. Une comparaison a
taille mémoire d’espace de Krylov fixée, i.e. & m X s constant est présentée
sur le tableau On constate pour 800 vecteurs en mémoire une diminution
du temps de résolution par second membre. Cela est en grande partie dii a la
diminution du nombre d’itérations, mais également & 'augmentation de 'ef-
ficacité algorithmique de I'algorithme bloc. En effet, les orthonormalisations
et les assemblages paralléles sont groupés. Cela se voit dans la derniére ligne
du tableau Cette ligne peut s’interpréter comme le nombre de produits
matrice-vecteur (& une seule colonne) par seconde en moyenne. On voit que
les opérations sur I’ensemble des vecteurs colonne de ’espace de Krylov se
font légérement plus vite lorsque s augmente.

Cas test 3D

Cas test II (Maquette DTP):

Le cas test 3D est un calcul sur la géométrie de la maquette DTP. Cette
magquette représente un fuselage simplifié d’avion, auquel est attachée une
aile & profil symétrique (figure . L’aile en fleche a une demi-envergure
d’un metre. Cette maquette a servi pour des tests en soufflerie pour des
expériences de flutter, et de cas test pour la prévision numérique de ce
phénomene [38]. Le maillage de ce cas test est représentatif de ceux utilisés
par Dassault Aviation pour ses simulations. Il comprend plus de six millions
de nceuds, ce qui correspond pour un calcul 3D a 30 millions d’inconnues.
Ce cas est découpé en 512 sous-domaines. La configuration aérodynamique



CHAPITRE 3. LE SOLVEUR GMRES 68

FIGURE 3.6 — Vue générale de la maquette DTP (cas test .

de référence autour de laquelle ont été réalisés les calculs linéarisés est un
nombre de Mach de 0.85 et une incidence de 0°.

Afin de générer des mouvements proches des modes propres de 'aile, des
polyndmes des coordonnées x, y et z ont été utilisés. La figure [3.3 montre
sept d’entre eux. Ils sont une combinaison de mouvements de flexion et de
torsion de l’aile. Leur relative ressemblance laisse penser que leur résolution
combinée sera source de gain de temps.

La figure [3.7] montre la courbe de convergence obtenue avec 1'algorithme
block-GMRES. L’espace de Krylov contient 50 vecteurs blocs. Les traits fins
sont les résidus de chaque second membre séparé. Le trait épais montre le
résidu global de I'algorithme block-GMRES, qui est une norme de Frobénius
du vecteur bloc résidu. La formule relie les résidus de chaque second
membre au résidu global. Le résidu atteint un plateau de convergence a
partir de 2500 itérations. Au bout de 4000 itérations, le résidu a diminué de
seulement 2,5 ordres de grandeur, ce qui est loin des cinq ordres généralement
demandés pour assurer une bonne qualité des résultats. L’algorithme GMRES
standard demande moins de 4000 itérations pour converger a la précision
demandée. De nombreuses autres combinaisons de taille d’espace de Krylov
et de nombre de seconds membres résolus ont été testées, et aucune n’est
satisfaisante : la convergence est impossible ou trop lente.

En conclusion, l'algorithme block-GMRES n’a pas donné satisfaction,
pour des raisons simples. La déflation des petites valeurs propres dans I’al-
gorithme GMRES permet de diminuer énormément la taille de 'espace de
Krylov. Actuellement, cela permet d’utiliser des espaces de Krylov a 100
vecteurs ou moins pour des applications industrielles. Le cotit de 1’ortho-
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= nrhs=10
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FIGURE 3.7 — Maquette DTP (cas test [[I) : résidu de P’algorithme block-
GMRES pour 10 seconds membres. 50 vecteurs de Krylov. Trait épais : résidu
global. Trait fin : résidu partiel de chaque second membre

normalisation des vecteurs dans la méthode d’Arnoldi est proportionnel au
carré de la taille de ’espace de Krylov. Un petit espace de Krylov permet
d’accélérer significativement les résolutions.

La taille de I’espace de Krylov bloc utilisé par I'algorithme block-GMRES
est de m X s vecteurs colonnes, ou m et s sont respectivement le nombre
d’itérés avec la matrice A et le nombre de seconds membres. Les opérations
d’orthonormalisation, méme si elles sont groupées, dépendent quadratique-
ment de cette taille. Pour avoir des résolutions tres rapides, il faut impé-
rativement garder cette taille petite. Cela impose de limiter le nombre de
seconds membres résolus simultanément, ainsi que ’ordre m de ’espace de
Krylov bloc. Les conséquences sont doubles : le gain espéré par la résolution
simultanée de plusieurs seconds membres ne peut étre atteint, et la précision
de 'estimation des petites valeurs propres de A est faible, donc la convergence
est mauvaise.

Cette conclusion rejoint les limites soulevées par Morgan au point 1 de
la partie 2.2 dans [116]. Le block-GMRES ne peut étre compétitif pour
un probléme difficile dont la convergence est limitée par les petites valeurs
propres. Cette affirmation est corroborée par 'efficacité de la déflation pour
le GMRES. Alors, explique Morgan, le block-GMRES ne sera pas compétitif
par rapport au GMRES notamment si I’espace mémoire est limité.
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3.3.5 La déflation des seconds membres

Durant la résolution de plusieurs seconds membres par ’algorithme
block-GMRES, il peut arriver que les résidus soient quasiment linéairement
dépendants. Il est alors possible de résoudre uniquement les seconds membres
indépendants, et de reconstruire la solution & 'aide de la relation de dépen-
dance linéaire pour les autres seconds membres.

La déflation des seconds membres consiste & identifier les systemes qui
dépendent linéairement des autres, et a les éliminer de 'espace de Krylov
généré. Cette méthode a été utilisée pour la premieére fois pour une méthode
de type quasi-minimum residual (QMR) par bloc dans [55].

Les dépendances linéaires exactes sont rares, et conduiraient a l'arrét de
la méthode block-GMRES, puisque la normalisation du vecteur par décompo-
sition QR serait impossible. On peut trouver ces quasi-dépendances linéaires
en utilisant une décomposition QR avec permutation des colonnes, appelées
factorisation QR révélatrice du rang (rank revealing QR-factorizations). Cette
méthode consiste a trouver la matrice de permutation 7 de taille s X s et
le rang sg tels que la matrice R ait un bloc inférieur droit de petite norme,
c’est-a-dire :

R Ru) (3.32)

rﬂ':QR:Q< 0 R

La matrice R est définie par bloc et la sous-matrice carrée Rao est
de taille sg x sg. Cette derniére est de petite norme, i.e. ||Raz| < € [63].
Cela veut dire que les s — sg derniers vecteurs de A7 ont une trés petite
composante orthonormale & 1’espace vectoriel généré par les sy premiers
vecteurs. Suivant le choix de la norme et de la tolérance €, on peut dire
que le vecteur r est de rang sg. Différents algorithmes de factorisation QR
révélatrice du rang existent. Ce sont en général des heuristiques pour trouver
la bonne permutation de colonnes. On pourra consulter [20, B2] pour une vue
d’ensemble sur ces méthodes. Les premiers algorithmes sont ceux de Golub
[62] et de Chan [29]. Notons enfin que si un second membre converge avant
les autres, sa norme est tres petite relativement aux autres colonnes. Il sera
donc identifié comme quasi-linéairement dépendant des autres.

La déflation peut se produire & deux moments dans l'algorithme du
block-GMRES : soit au redémarrage, en identifiant une perte de rang dans le
résidu de départ rg, soit au cours des itérations d’Arnoldi, cette fois-ci dans
le nouveau vecteur w;. D’apres Gutknecht [70], ces derniéres sont moins
probables. Robbé et Sadkane [131] étudient la déflation a chaque itération en
utilisant deux critéres au choix : soit la décomposition QR révélatrice du rang
est appliqué & I’ensemble de I'espace de Krylov bloc By, (critere W), soit elle
est appliquée au résidu r. Quelle que soit la méthode, les vecteurs éliminés
doivent étre gardés pour reconstruire la solution, au risque d’empécher la
convergence [131].
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Cette forme de déflation peut étre combinée avec la déflation des petites
valeurs propres, telle que décrit dans la section [3.3.3] Agullo, Giraud et Jing
[2] prouvent qu'une déflation des petites valeurs propres au sens de Morgan
[116] s’associe avec la déflation utilisant le critere R de [I31]. En effet, ils
prouvent que les vecteurs de Ritz harmoniques constituent un espace de
Krylov.

La déflation des seconds membres en combinaison avec celles des petites
valeurs propres n’a pas été implantée pour plusieurs raisons. Des tests ont été
effectués sur les résidus initiaux apres chaque redémarrage, afin d’identifier
s’ils avaient des colonnes quasi-dépendantes. Cela ne s’est jamais produit.
De plus, les seconds membres ont des convergences tres similaires, comme le
montre la figure Aucun second membre n’atteint un résidu négligeable
devant les autres. Enfin, sur les cas tests 3D utilisés, le block-GMRES a
toujours montré des problemes de convergence, alors que les exemples de
[131] convergent tres bien.

Il existe une autre méthode de résolution de systemes linéaires, appelée
GCRO-DR [124], qui permet de s’affranchir de la contrainte du GMRES avec
déflation, a savoir que les vecteurs propres de la matrice doivent étre compris
dans la base de Krylov précédente, et reforment un nouvel espace de Krylov
[115]. Elle permet d’utiliser des vecteurs quelconques, et ainsi un recyclage des
informations spectrales de I'opérateur entre plusieurs résolutions successives.
Elle est entierement équivalente au GMRES avec déflation, si ce recyclage
n’est pas utilisé. Cette méthode a été appliquée a des problemes de résolution
des équations de Navier-Stokes linéarisées avec une discrétisation par volumes
finis [I59]. Les gains de cette méthode pourraient cependant étre limités, car
des résolutions successives d’'un méme systéme linéaire n’ont pas forcément
été accélérées [159].

3.4 Conclusion

Ce chapitre a présenté la méthode itérative de résolution de systeme
linéaire utilisée dans AeTher, appelée GMRES. Cette méthode minimise
le résidu sur la base de ’espace de Krylov. Cet espace est généré par les
itérés successifs de la solution initiale avec la matrice du systéme. Il serait
trop coiiteux, tant en temps de calcul qu’en espace mémoire, de constituer
une base de Krylov contenant tous les vecteurs nécessaires pour atteindre
le seuil de convergence demandé. Ainsi, des redémarrages sont effectués
en prenant comme approximation initiale la solution approchée lorsque la
taille maximale de ’espace de Krylov est atteinte. Ces redémarrage génent la
convergence, car ils ne retiennent aucune autre information sur le systeme que
le vecteur de solution. L’information sur le spectre de la matrice contenue dans
I’espace de Krylov et la matrice d’Hessenberg associée peut étre réutilisée. On
génere des approximations des vecteurs propres de plus petite valeur propre
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afin d’éliminer leur action sur le systéme par un procédé appelé déflation.
Une bonne implémentation de cette méthode est capitale pour garantir la
convergence de l'algorithme GMRES.

Dans cette these, une extension de ’algorithme GMRES, appelé block-
GMRES pour résoudre plusieurs seconds membres simultanément a été testée.
L’utilisation de cette méthode a été pressentie en aéroélasticité, puisque
plusieurs formes modales doivent étre calculées a la méme fréquence et au
méme point de vol, c’est-a-dire que tous les systémes linéaires correspondants
ont la méme matrice. L’algorithme block-GMRES permet a priori d’exploiter
les similitudes entre les seconds membres et de générer des espaces de Krylov
plus riches, puisque les solutions de chacun des seconds membres pourront
se servir de I'information générée par tous les autres. Enfin, les opérations
informatiques sont plus efficaces par leur regroupement, ce qui diminue les
temps d’acces a la mémoire ou encore le temps de communication parallele.
L’implémentation astucieuse de la déflation des plus petits vecteurs propres
a été transposée dans le cadre de cette these au cas block-GMRES.

Les tests numériques de cette méthode ne sont malheureusement pas
convaincants. La richesse accrue de 'espace de Krylov par bloc ne s’accom-
pagne pas d’une accélération de la convergence. Pire encore, une perte de
robustesse est constatée. L’accélération informatique est bien la, mais ne
contrebalance pas le ralentissement de ’orthonormalisation due a un plus
grande nombre de vecteurs de Krylov. L’algorithme GMRES avec déflation
des petites valeurs propres permet d’utiliser une petite taille d’espace de
Krylov (typiquement une centaine). Pour étre compétitif en mémoire et
en temps de calcul, il faudrait pour l'algorithme block-GMRES diminuer
fortement le nombre maximal d’itérés, au prix d’une perte de précision sur
l'approximation des plus petites valeurs propres pour la déflation. Si les
vecteurs résidus finissent par étre quasi colinéaires, la déflation de second
membre les élimine et permet d’accélérer la méthode. Cette colinéarité n’a
pas été détectée lors de test effectués avec une factorisation QR révélant le
rang.
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Chapitre 4

Préconditionnement

4.1 Introduction

Le préconditionnement consiste a transformer le systéme linéaire en une
forme équivalente qui est numériquement plus facile a résoudre. Comme
expliqué dans la partie la matrice A du systéme linéaire Ax = b
est multipliée & droite ou & gauche par une matrice M~! choisie afin que
leur produit approche l'identité. La section a montré que la méthode
GMRES est tres sensible aux petites valeurs propres de la matrice. Un bon
préconditionnement permet d’éviter d’avoir de trop petites valeurs propres
nuisibles a la convergence.

Une bonne matrice de préconditionnement est également rapide a former
et le produit de cette matrice par un vecteur est peu cofiteux. En effet,
dans la méthode GMRES, la matrice de préconditionnement est appliquée
apres chaque produit matrice-vecteur dans le cas d’un préconditionnement a
gauche (ou avant lors d’un préconditionnement & droite). Les résolutions avec
Palgorithme GMRES nécessitent des centaines voire des milliers d’itérations.
Il faut donc que l'application du préconditionnement soit rapide.

De méme, le temps de création du préconditionneur doit étre limité. Le
cas limite est M~! = A~!, qui correspond & l'utilisation d’une méthode
directe pour inverser la matrice A. L’algorithme GMRES aura alors besoin
d’une seule itération pour converger. L’inverse d’'une matrice creuse est
généralement plein. Un préconditionnement de bonne qualité nécessitera a
priori beaucoup de mémoire.

Il est donc nécessaire de trouver un bon compromis entre qualité de
préconditionnement, et cotlits de formation et d’application, tant en mémoire
qu’en temps. Cela fait dire a Saad dans [I35] que

Finding a good preconditioner to solve a given sparse linear system
is often viewed as a combination of art and science. Theoretical

73
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results are rare and some methods work surprisingly well, often
despite expectations.

Il existe de nombreuses méthodes pour approcher I'inverse d’une matrice.
Elles sont abordées dans [I8| 135]. Une fagon naturelle de concevoir un
préconditionneur est d’utiliser une méthode d’inversion de matrice que 1’on
dégrade afin qu’elle soit rapide. On peut citer les méthodes dites SOR
(Successive Over Relazation). La matrice de préconditionnement associée
correspond & une passe de l'algorithme SOR [135]. Les méthodes ILU [112],
abordées plus longuement plus tard dans ce chapitre, sont une adaptation
de la factorisation LU a des matrices creuses, ou 'on garde uniquement les
facteurs qui rentrent dans le squelette de la matrice a factoriser. Enfin, toute
méthode de résolution de systéme linéaire peut étre utilisée a une convergence
tres faible pour approcher 'effet de I'inverse de la matrice sur un vecteur. Par
exemple, I'utilisation de méthodes de multi-grilles algébriques (AMG pour
Algebraic Multi Grid) connaissent un grand succeés comme préconditionneur
pour d’autres solveurs itératifs [I52]. Leur inconvénient majeur est qu'une
méthode de résolution approchée ne garantit pas de toujours obtenir le méme
préconditionneur. Il faut alors utiliser un solveur qui accepte la variation
du précondionnement au cours des itérations, comme par exemple le flexible
GMRES [134].

D’autres méthodes ne sont pas issues de solveur ou de factorisations. Par
exemple, le préconditionneur SPAI (SParse Approximate Inverse) [19, [65]
cherche a minimiser au sens d’une certaine norme 1’écart entre la matrice
préconditionnée et I'identité, sous contrainte d’un méme squelette que la
matrice.

Enfin, le préconditionnement peut se baser sur une matrice plus simple
que A. Les méthodes de volumes finis d’ordre élevé conduisent & des matrices
plus pleines qu’avec des éléments finis linéaires. La travail de factorisation
approchée est alors bien plus cotteux. Utiliser une matrice issue d’une
discrétisation d’ordre plus faible permet d’avoir un préconditionnement plus
léger et néanmoins efficace [96, [102].

4.2 Les préconditionneurs existant dans AeTher

Plusieurs préconditionneurs existent dans AeTher. Le premier, le précon-
ditionnement diagonal par bloc d’inconnues aux nceuds, est toujours utilisé.
Un autre préconditionnement, le block-SOR ou I'ILU(0), peut étre utilisé en
plus de celui-ci.

4.2.1 Préconditionnement bloc diagonal

Le préconditionnement diagonal approche l'inverse d’une matrice par
Iinverse de sa diagonale, qui est triviale a calculer. Si ’on note D la diagonale
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FIGURE 4.1 — Décomposition LU de la diagonale par bloc

de A, le systéme préconditionné a gauche s’écrit

D 'Ax=D""'b (4.1)

Cela correspond & renormer les lignes de la matrice. Le préconditionne-
ment a droite correspond & une renormalisation des colonnes. Pour normer
les lignes et les colonnes de A, si les termes de D sont tous positifs, on peut
préconditionner a gauche et a droite comme suit

1 1 1
D 2AD 2y=D"2b (4.2)
X = D_%y '

La matrice issue de la discrétisation par la méthode des élément finis des
équations de Navier-Stokes est définie par bloc, comme exposé dans la section
Il est alors naturel d’extraire la matrice des blocs diagonaux. L’inverse
de cette matrice diagonale par blocs se calcule par une décomposition LU de
ses blocs, qui est illustrée par la figure On obtient deux matrices, notées
D1, et Dy, telles que DDy = D. Le préconditionnement droite-gauche
diagonal par bloc s’obtient naturellement :

DLflADUfly = DLflb (4 3)
x =Dy y .

Le préconditionnement diagonal par bloc est systématiquement utilisé
dans le code AeTher, avant ’application d’un autre préconditionneur. Plutét
que d’appliquer le préconditionnement diagonal par bloc a chaque produit
matrice-vecteur, la matrice est modifiée. Cette stratégie est possible car le
préconditionnement diagonal ne change pas le squelette de la matrice, et
le produit matriciel Dy, ! ADy ! peut étre calculé en une seule boucle sur
tous les éléments de A.
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4.2.2 block-SOR

La méthode SOR (Successive Over Relazation) est une méthode itérative
de résolution de systéme linéaire par point fixe [I35]. Elle peut également étre
mise sous la forme d’une matrice de préconditionnement. Comme indiqué
dans la section précédente, le code AeTher modifie systématiquement la
matrice A par un préconditionneur bloc diagonal. Sa diagonale est donc
I'identité par bloc. On peut alors décomposer additivement cette matrice
comme suit :

A=I+L+U (4.4)

Les matrices L et U sont les termes de la matrice A respectivement situés
strictement au-dessous et au-dessus de sa diagonale par bloc. Dans ce cas, la
matrice de préconditionnement SOR est définie [I35] :

Mgsor = (I + wL) (I + wU) (4.5)

ou w > 0 est appelé parameétre de relaxation. La matrice M gogr réalise une
factorisation approchée de A :

Msor = (I+wL) (I+wU) =1+ w(L+ U) 4 w’LU (4.6)

Si w & 1, alors Mgor ~ A + LU. Cette factorisation approchée est
d’autant meilleure que les termes extra-diagonaux de A (qui entrent en
jeu dans le produit LU) sont petits. Si cette derniére hypothése n’est pas
satisfaite, choisir w petit permettra de diminuer I'influence du terme w?LU,
mais alors I + w(L + U) ne sera plus une aussi bonne approximation de A.

4.2.3 ILU(0)

Le code AeTher est également doté d’un préconditionneur de type ILU(0)
(pour Incomplete LU). La décomposition LU compléte d’une matrice creuse
est possible. Le solveur direct MUMPS utilise cette méthode [7,[9]. Néanmoins,
les matrices L et U sont alors beaucoup plus remplies que la matrice originale,
et leur calcul nécessite beaucoup plus d’espace mémoire et de temps qu’une
décomposition incomplete, présentée ci-dessous.

La décomposition ILU(0) est présentée dans I’algorithme (8] Il consiste a
réaliser un pivot de Gauss pour trouver la décomposition LU de A, en ne
conservant que les termes qui rentrent dans le squelette S de A. A la fin de
I’algorithme, les matrices L et U sont stockées respectivement dans les parties
triangulaires inférieure et supérieure de la matrice A fournie. La version
bloc de l'algorithme découle immédiatement de I'algorithme |8 en considérant
que a;; € RS (en 2D R™4) au lieu de a;; € R. Une factorisation LU des
blocs diagonaux permet de calculer I'inversion a,;klal-k. L’une des premieres
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Algorithme 8 Décomposition ILU(0) de la matrice A de masque S

1: fori=2,... ndo

2 fork=1,...i—1/ (i,k) €S do

3 aik<—a,;k1aik

4 forj=k+1,...n/ (i,j) €S do
5: Qij < Q5 — QikQk;

6 end for

7 end for

8: end for

analyses du préconditionnement ILU(0) est due a Meijerink et van der Worst
[112).

L’algorithme 8] posséde plusieurs variantes d’ordre de passage dans la
matrice a ’aide de ses trois coefficients 7,5 et k. Les variantes sont couramment
appelées jki, jik et kji [113] [63, 135]. Certaines sont plus efficaces que
d’autres en fonction du format de stockage de la matrice et des capacités de
calcul vectoriel de la machine. L’algorithme [8| est présenté sous la variante
ikj.

Sur le masque S de A, le résidu R = A — LU de la factorisation est nul
[33]. Autrement dit, si 'on note R = (7;) ce résidu matriciel, alors

V(i,j)GS,Tij:O (47)

Cette propriété sert aux auteurs de [33] pour utiliser une méthode de point
fixe diminuant la norme ly de ce résidu afin de calculer une décomposition
ILU de fagon approchée, compatible avec une parallélisation en mémoire
partagée.

Une décomposition ILU n’est pas exacte (sauf cas simples particuliers,
voir [135]). En effet, la matrice produit LU contient des éléments supplé-
mentaires, c’est-a-dire 3(i,j) ¢ S, 75 # 0. L’erreur de décomposition peut
étre répartie autrement, comme pour le MILU (pour Modified ILU) [69, 135].
Si cee résidu est sommé par ligne a la fin de I'algorithme et ajouté a la
diagonale de U, alors A1 = LU1, ou 1 est le vecteur rempli uniquement de
1. Le préconditionnement MILU n’introduira pas d’erreur pour les fonctions
constantes. Cela peut étre intéressant pour certains problémes physiques.

Le préconditionneur décrit par 1’algorithme 8| s’appelle ILU(0) car il
n’introduit pas de remplissage supplémentaire dans le squelette des décom-
positions L et U. Pour améliorer la qualité de la factorisation, on peut
introduire des termes supplémentaires. Cette stratégie sera évoquée dans la
section 511

La numérotation des nceuds affecte la qualité du préconditionnement
ILU(0) (et des ses variantes avec remplissage) [10, B9, [135]. L’ordre dans
lequel est effectuée ’élimination gaussienne importe sur la création de termes
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supplémentaires qui ne sont pas considérés dans le cas d’une factorisation
inexacte. Si peu de termes supplémentaires sont créés, alors la factorisation
inexacte est de meilleure qualité. L’élimination gaussienne trouve son équi-
valent dans la théorie des graphes [10, [I33]. De nombreuses heuristiques
ont été développées pour trouver un ordre des nceuds qui minimise le rem-
plissage. Parmi ces méthodes de renumérotation, on peut citer le Reverse
Cuthill-McKee ordering (RCM) [36], le Minimum Degree ordering [8] ou
encore Nested Dissection [101], qui trouve écho dans la décomposition de
domaine [90].

Remarque 4.1. Dans le cas d’AeTher, le préconditionnement ILU(0) n’a
jamais correctement fonctionné pour les applications Navier-Stokes linéarisées.
L’un des apports de cette these, décrit dans la partie [4.5.1] est de comprendre
que cela était di au remplissage insuffisant de 'ILU. Notons que différents
algorithmes de renumérotation ont été testés pour I'ILU(0) (et sa variante
avec remplissage introduit dans la section , sans apporter de bénéfice
lors de la résolution.

4.3 Parallélisation du préconditionnement

Les méthodes de préconditionnement présentées dans la section précédente
ne traitaient que du cas séquentiel, c¢’est-a-dire lorsque la matrice compléete
est disponible. Comme expliqué dans la section la matrice du probleme
linéarisé est découpée en blocs, chacun étant sur un processeur différent.

Algorithme 9 Résolution du systéme triangulaire inférieur Lx = b

1: x+0
2: fori=1,... ndo
3: fork=1,... i—1do

4 T < T; — Lijxj
5 end for

6: €T; — Li_ilbi

7: end for

L’application d’un préconditionneur ILU ou BSOR nécessite la résolution
de deux systémes triangulaires. L’algorithme[9 permet de résoudre un systéme
triangulaire inférieur. C’est un algorithme séquentiel, qui parcourt succes-
sivement les lignes du systéme en utilisant les x; des lignes précédemment
traitées. Cet algorithme est difficilement parallélisable. Une interdépendance
complexe se crée entre les blocs. La résolution d’une ligne ¢ peut faire interve-
nir les inconnues x; déja résolues mais stockées par d’autres processeurs. Une
implémentation efficace se fait par coloriage des domaines et renumérotation
des inconnues pour que les inconnues de bord (i.e. partagées par plusieurs
domaines) soient a la fin. On consultera par exemple [I35], chap. 12] pour plus
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détails. On retiendra qu'une résolution parallele de systemes triangulaires
est d’implémentation délicate [33] et nécessite beaucoup de communications
entre les processeurs. Une technique plus simple de parallélisation de précon-
ditionnement est la méthode de Schwarz additif, présentée dans la section
suivante.

4.3.1 Schwarz additif

Cette introduction a la méthode de Schwarz additif suit la présentation
donnée dans [44], [73], ou l'on trouvera les preuves associées. On pourra
également consulter les review paper suivants [93] pour une discussion sur
Parchitecture matérielle et son impact sur les temps de calcul et [30] pour
un apergu plus récent, ou le livre [156].

Méthode de Schwarz additif pour le probleme continu

La méthode de Schwarz additif est basée sur des travaux d’Hermann
Schwarz concernant la résolution de 1’équation de Poisson [142] sur I'union
de deux domaines simples 2 = € U )y présentés sur la figure Sur
chaque domaine, une résolution indépendante est effectuée, en prenant comme
condition limite la valeur de la solution précédente sur les autres domaines
la ou ils se recouvrent. C’est une méthode itérative, dont Schwarz a prouvé
la convergence.

Soit le probleme suivant, dit global

{Au =f sur (4.8)

u=~0 sur I

Le domaine €2 est décomposé en deux sous-domaines 21 et 2o qui se
recouvrent. Soit I' la frontiére de 2 = Q7 U Qy. On note I'y = 001 N Qs
la frontiere de €2; comprise dans l'intérieur de €25. De méme, on définit
Iy = 0Q29N€Q;. Les frontiéres entre les sous-domaines sont également appelées
interfaces paralleles On note (ul) et ( ) deux suites d’approximations de
la solution u de sur respectivement 21 et {2y, dont le premier terme est
la fonction nulle et que 'on définit itérativement par :

k'H =f sur k'H =f sur
k'H =0 sur I'NoQ; puis S‘H =0 sur ['N oy
u’f“ =uf  sur Ty ulgﬂ = u’f“ sur I'y

On remarque que chaque probléme continu prend comme condition limite
de Dirichlet la valeur précédente dans I’autre domaine. Cet algorithme est
séquentiel.
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FIGURE 4.2 — Illustration du domaine global 2 et des sous-domaines locaux
avec recouvrement et sans recouvrement.

Pour rendre cet algorithme parallele, les conditions limites de Dirichlet
sont prises a l'itération précédente :

Aubtt = f sur O Auktt = f sur Q
ubtt =0 sur I'NoQy et ubtt = sur I'NoQy (4.10)
u’f“ =uk  sur Ty u;”l =ubf sur Ty

Les résolutions locales dans se font indépendamment sur chaque
sous-domaine. Les méthodes contlnues et se font sur des fonctions
indépendantes qui chacune converge sur son espace de définition vers la
solution u. Pour obtenir une fonction globale (i.e. définie sur ) notée
w¥, il faut définir la recombinaison des fonctions locales, par exemple une
somme pondérée xiuj + xausz, avec x1 = 1 sur Q1 \ (1 NQy), x2 =1 sur
QQ\(leQQ) et x1 + x2 = 1 sur 1 N Q.

Pour simplifier la recombinaison, soit deux domaines Q; C Q dont
I'union forme le domaine complet Ql U Qg = ) et dont l'intersection est nulle
Ql N Qg = (). L’intersection de leur adhérence est une frontiére notée I'15. On
considere que I'1o C 0 par exemple. Un exemple d’une telle décomposition
est donnée sur la figure[d.2] On peut alors choisir les poids x; de recombinaison
tels que x; = 1 sur @z Soit les opérateurs d’extension FE; et EZ tels que
E; : Q; — Q étende une fonction de ; vers Q par des zéros sur Q/Q; et
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E; : Q; — Q étende une fonction de ; par des zéros sur €2. On remarque
que les opérateurs E; forment une partition de l'unité, c’est-a-dire que pour
toute fonction v définie sur €2, El (v|§1) + Eg (11@2) = v. L’algorithme de
Schwarz additif s’écrit alors

Auftt = f sur O Aukt = f sur Q
ubt =0 sur I'NoQy et ub™ =0 sur I'N0Qs
WVt =k s Ty ubt™ = b sur Ty (4.11)

uF Tt = El (u’f“) + Eg (ugﬂ)

On initialise la suite (uk> par u comme étant la fonction nulle sur

Q. Pour pouvoir écrire I'algorithme (4.11]) sous forme de point fixe, afin
d’identifier sa version algébrique et en tirer un préconditionneur, on réécrit
(4.11]) avec le résidu de 1’équation globale (4.8]) et on cherche des corrections

locales vf“ a la solution globale u*

ke f— AuP
AvlfJrl =rF sur O Avéerl =rF sur Qo
e
v’f“ =0 sur I’ v§+1 =0 sur I’

uFtt =k 4 El (vf“) + E’g (UIQC'H)

(4.12)

k+1

La condition aux limites de Dirichlet inhomogene sur u; " devient alors

une condition homogene sur v*+1.

Méthode de Schwarz additif pour le cas discret

Des définitions supplémentaires sont nécessaires pour discrétiser le cas
continu. On considere des éléments finis de Lagrange P1, ce qui permet
d’identifier la discrétisation de ’espace avec celle des fonctions. L’ensemble
de cardinal n des degrés de liberté V qui discrétisent I’espace global 2 est
découpé en parties V; de taille n; correspondant a €2; et en Vv pour Q. La
discrétisation du probleme global donne le systeme Au = b.

L’opérateur de restriction de V dans V; se note R;. C’est une matrice de
taille n; x n, de colonnes composées de zéros et d’un seul élément valant 1. Sa
transposée est 'opérateur de prolongation de V; dans V', et est la discrétisation
de 'opérateur d’extension F;. De méme, on note R; I’opérateur de restriction
de V; dans ‘N/Z

On note A; = RiARiT. Sous des réserves de correspondances entre €2;

et V; que 'on détaillera ci-apres, les systémes Aivf =R; (b — Auk> sont
la discrétisations des problemes locaux de (4.12). Leur solution s’obtient en
inversant A;. Alors, l'algorithme (4.12)) se discrétise en
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uf ! = uf + RTAT'R: (b - Aut) + RIA; 'R, (b - Au*)
—uf + (ﬁ: f{iTAi_lRi> (b - Auk) (4.13)
=1

C’est une méthode itérative pour résoudre un probléme de point fixe. Si
elle converge, notons u™ = limy,_,~, u®. Alors

2
<Z RZ-TAilRl) (b—Au™®) =0
i=1

Si 'on pose ME}L‘ g = 2?21 f{iTAZ-_ IR;, alors u® est solution du systéme
préconditionné suivant :

MphsAu=Mphb (4.14)

On obtient le préconditionneur RAS pour Restricted Additive Schwarz
[44]. Le terme Restricted indique que c’est ’extension f{ZT depuis 1% qui est
utilisée. Si on se place dans le cas d’une fonction de pondération y; plus
générale, et que l'on note D; la discrétisation de y; sur V; (i.e. sur §);), le
préconditionneur WRAS (pour Weighted Restricted Additive Schwarz) [50]
est défini comme

wras = »_RIDiA'R; (4.15)

1

Si les matrices D; sont composées uniquement de 0 et de 1, on a
R?DiRi = Ié;fél Dans ce cas, MI:E}L\S = M;[}RAS' Cette égalité conduit a
abandonner la terminologie WRAS et a utiliser le nom de RAS méme lorsque
des poids D; quelconques sont utilisés. On rappelle que ces matrices de poids
D; sont la discrétisation des y; et, vu I'utilisation de fonctions de formes
interpolantes, leur somme vaut 1 en chaque nceud :

> R/DR; =1 (4.16)

ou I est la matrice identité de rang n. Cette propriété conduit a appeler
les D; partitions de 'unité.

Revenons aux matrices A; = R;AR! et aux problémes locaux (4.12)
qui leur sont associés. Ces problemes locaux continus ont des conditions aux
limites de Dirichlet homogenes. Comme on le rappellera dans le chapitre
[6] imposer des conditions de Dirichlet dans une formulation élément fini
utilisant des éléments finis de Lagrange revient a éliminer les inconnues de
cette interface. En d’autres termes, on supprime les lignes et les colonnes
associées dans la matrice. Cela veut dire que si A; est la discrétisation
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du probleme continu sur €2;, alors V; ne contient pas les inconnues des
interfaces paralléles (i.e. entre les sous-domaines). Tout se passe comme si
Q); contenait une bande d’éléments supplémentaire au niveau des interfaces
paralléles. Ainsi, méme pour une décomposition de domaine & recouvrement
minimal (partitionnement des éléments, donc les domaines ne se touchent
que par des surfaces), le probléme continu est & recouvrement non nul et
donc converge [44]. Une conséquence triviale de cette différence de définition
entre les domaines continus et discrets est que les matrices A; ne sont pas
les matrices locales (& un domaine) de la discrétisation par éléments finis.
Il y a nécessairement une phase d’assemblage aux interfaces, puisque par
définition les A; = RiARiT sont issues de la matrice globale assemblée.

Enfin, cette différence entre domaines continus et discrets n’est possible
que pour des conditions aux limites de Dirichlet. D’autres méthodes, brie-
vement présentées ci-dessous, utilisent des conditions de Neumann ou de
Robin. Dans ce cas-1a, ’espace discret coincide géométriquement avec I’espace
continu qu’il discrétise.

Finalement, on peut définir un préconditionneur appelé AS pour Additive
Schwarz, en enlevant la partition de I'unité D; au préconditionneur RAS :

My = Rf (RiARiT)_l R, (4.17)

Historiquement, c’est le premier préconditionnement utilisé. Il converge
moins bien que le préconditionneur RAS car il correspond a une addition du
résidu dans la méthode itérative associée [47]. Le préconditionneur AS
a 'avantage d’étre symétrique, contrairement au RAS, et doit donc étre choisi
si un solveur symétrique (type CG) est utilisé. La découverte accidentelle du
préconditionneur RAS formulée & I’aide de opérateur d’extension R} est
due a Cai et Sarkis [25]. La différence entre les préconditionnements RAS et
AS est traitée en détail dans [47]. On pourra également consulter [56] pour
une théorie algébrique du préconditionneur RAS. Le préconditionnement
RAS permet en général une meilleure convergence. Sur des applications
aérodynamiques, on pourra consulter [139] 27].

4.3.2 Conditions de Schwarz optimisées

La méthode de Schwarz additif se base sur 'utilisation de conditions aux
limites de Dirichlet pour les problémes locaux résolus parallelement. Seule
la continuité de la solution est donc imposée a l’'interface. La convergence
est assurée uniquement si le recouvrement est non nul [44]. Pour développer
une méthode & recouvrement nul, Lions [I00] utilise une condition de Robin

a l'interface, a savoir que (% + oz) u doit étre égal de part et d’autre de
I'interface, o n est un vecteur normal a linterface et o un parametre
de relaxation. Cela est imposé itérativement comme pour les méthodes de
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Schwarz additif standard. Ces conditions d’interface ont été appliquées avec
succes aux équations d’Helmholtz [44) [17] [103].

En revanche, elles ne sont pas optimales. Les conditions optimales sont les
conditions limites parfaitement absorbantes [44] 87], présentées par exemple
dans [I57]. Elles utilisent des opérateurs non-locaux, appelés Dirichlet-to-
Neumann (DtN). Elles ne sont donc pas facilement implémentables.

Ces opérateurs peuvent étre approchés localement sur une interface
plane infinie. Pour cela, on prend la transformée de Fourier de 'opérateur
dans le plan de l'interface, que 'on approche par les premiers termes de
sa décomposition de Taylor [57, 87]. L’opérateur frontiére obtenu est une
somme de dérivées dans le plan de I'interface. On peut également optimiser les
coefficients de cette somme directement, afin d’améliorer le fonctionnement
de ces conditions limites sur I’ensemble du spectre. On parle de conditions
de Schwarz optimisées [57, [103].

Les conditions optimisées aménent a une correspondance entre espace
discret et espace continu, car ces conditions n’entrainent pas I’élimination
des inconnues de bord (cf. section [4.3.1)). Lorsque le recouvrement entre les
domaines est suffisant, on peut simplement rajouter a la matrice locale la
discrétisation de l'opérateur différentiel a 'interface [I50, I51]. Lorsque les
domaines sont a recouvrement minimal, on est obligé d’utiliser une inconnue
supplémentaire représentant, par exemple pour des conditions de Robin,
la valeur de la dérivée normale de la solution approchée [44, [57].On peut
également utiliser un systeme dont les inconnues partagées sont dupliquées,
au prix de devoir appliquer les opérateurs de transmission pour chaque
produit matrice-vecteur [I50, section 3.9] [I51].

Bien que des applications des conditions de Schwarz optimisées en méca-
niques des fluides existent [45] [73], elles n’ont pas été testées dans le cadre
de cette these.

4.3.3 Méthodes de sous-structuration

La méthode de Schwarz additif n’est pas la seule méthode de parallélisa-
tion d’un probléme linéaire. D’autres méthodes, dites de sous-structuration,
se servent de compléments de Schur locaux pour éliminer les inconnues inté-
rieures des domaines, et résolvent le probleme uniquement via les inconnues
d’interface. La méthode Neumann-Neumann, introduite par De Roek et Le
Tallec [40], demande la continuité de ces inconnues d’interface, alors que la
méthode FETI due a Farhat et Roux [62] duplique ces inconnues et impose
leur égalité par des multiplicateurs de Lagrange. Elles ont également une
interprétation continue [I56]. La méthode Neumann-Neumann résout des
problemes de Dirichlet par sous-domaine, et utilise la différence des dérivées
normales des solutions locales aux interfaces entre les sous-domaines comme
conditions aux limites de problémes de Neumann locaux. Cette étape de
préconditionnement permet d’imposer faiblement la continuité de la dérivée
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normale. La méthode FETI procéde a I'inverse : des problemes de Neumann
locaux avec le méme flux aux interfaces pour tous les sous-domaines sont
résolus pour fournir une valeur a l'interface. Des problémes de Dirichlet
locaux avec comme conditions aux limites la différence de ces valeurs a
Iinterface permet de corriger la solution précédente et d’imposer faiblement
la continuité de la solution dans I’étape de préconditionnement. On pourra
se référer a [I56] pour plus de détails, notamment le chapitre 1 pour une
bonne introduction a ces deux méthodes.

Dans le cadre de I’élasticité linéaire, ces deux méthodes trouvent une ex-
plication physique [I48]. De méme, ces méthodes peuvent étre utilisées en pré-
conditionnement de méthodes itératives. Des méthodes de sous-structurations
ont déja été utilisées pour des probléemes en mécanique des fluides [15] [59].

4.4 Déflation d’espace grossier

4.4.1 Les limites du préconditionnement Schwarz additif

Le préconditionnement de Schwarz additif souffre d’un probléme d’extensi-
bilité (scalability en anglais). Ce terme, en calcul parallele, désigne la capacité
d’une méthode a ne pas se dégrader quand le nombre de domaines augmente.
Plus précisément, on distingue ’extensibilité forte et I’extensibilité faible.
La premiere notion se définit par la variation du temps de résolution d’un
probléme de taille fixe en fonction du nombre de domaines. L’extensibilité
forte est parfaite quand le temps de résolution est inversement proportionnel
au nombre de domaines. L’extensibilité faible se définit par la variation du
temps de calcul lorsque la taille du probleme augmente linéairement avec le
nombre de domaines. L’extensibilité faible est atteinte lorsque le temps de
résolution est constant. Une introduction fournie a la scalabilité est donnée
par Keyes dans [92].

Ces deux notions répondent a des questions pratiques légerement dif-
férentes. L’extensibilité forte intéresse particulierement les utilisateurs de
la méthode de décomposition de domaine. Elle permet aux industriels de
répondre a la question suivante : quelle machine de calcul dois-je acheter
pour que mes simulations actuelles durent moins de X jours? Ou encore,
si j’achete une machine deux fois plus grosse, mes calculs iront-ils deux
fois plus vite ? L’extensibilité faible permet de vérifier qu’une méthode de
décomposition de domaine sera toujours intéressante dans quelques années,
quand les problemes seront de plus grande taille, et les machines de calcul
aussi.

La méthode de Schwarz additif souffre d’un probléme d’extensibilité faible
et forte [44] chapitre 4]. Cette méthode découple partiellement les domaines en
effectuant une résolution locale dans chaque domaine et en ne communiquant
qu’a l'interface. Intuitivement, 'information d’un domaine mettra autant
d’itérations a atteindre un autre qu’il y a de domaines les séparant. Des
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résultats théoriques plus précis existent sur le préconditionnement de Schwarz
additif pour des matrices symétriques définies positives [I135, Th. 14.6] [I56].

Pour améliorer 'extensibilité des méthodes de décomposition de domaine,
les méthodes dites a deux niveaux introduisent un espace grossier partagé par
tous les domaines, qui permet de communiquer instantanément 1'information
dans tout le domaine de calcul. Cet espace grossier est constitué en général de
vecteurs locaux a un ou plusieurs domaines, qui approchent les plus petites
valeurs propres des opérateurs locaux [44]. Les méthodes de construction
de l'espace grossier sont nombreuses : Nicolaides [120] utilise le noyau de
I'opérateur Laplacien, qui sont les fonctions constantes par domaine, ’espace
grossier GDSW [77] utilise les solutions de problemes de Dirichlet locaux avec
une impulsion sur les faces, les arétes et les coins de la décomposition, ou
encore l'espace GenEO [148| [149] basé sur les vecteurs propres basse fréquence
de problemes aux valeurs propres généralisés dans les sous-domaines.

L’espace grossier des préconditionnements a deux niveaux s’interprete
comme la grille grossiére dans les méthodes multigrille. Tang et al. listent les
paralléles entre les deux méthodes dans [155].

Enfin, on peut tracer un paralléle intéressant entre les méthodes de
Schwarz a deux niveaux et les solveurs itératifs par blocs. L’idée est de laisser
au solveur itératif le choix de la meilleure combinaison linéaire entre les
différents préconditionneurs locaux. L’algorithme GMRES avec plusieurs
préconditionnements est introduit dans [68], et appliquée au cas spécifique
du préconditionnement par la méthode de Schwarz additif dans [67], ou les
différents préconditionneurs sont les préconditionneurs locaux. Une version
du block-GMRES avec déflation des seconds membres et des petites valeurs
propres est présentée dans [3].

Dans le cadre de cette these, le préconditionnement & deux niveaux a
été testé a la lumiere des résultats encourageants d’Alcin et al [5] sur les
équations de Navier-Stokes temporelles.

4.4.2 Déflation de vecteurs

En algebre linéaire, la déflation de vecteurs consiste [44] [I55] & enlever
I'influence de vecteurs choisis sur la convergence du solveur de Krylov, par
projection sur 'orthogonal de I'espace généré par ces vecteurs. On suivra la
présentation de Frank et Vuik [54], en prenant le méme espace a gauche et a
droite.

Soit Z € RN*™ la matrice dont les colonnes sont les m vecteurs de
déflation. Le choix de ces vecteurs sera abordé plus tard. Le nombre de ces
vecteurs est choisi tres faible devant la dimension du systeme, i.e. m < N.
On note E = ZT AZ la matrice carrée de taille m x m, qui définit le systeme
dit grossier. Cette matrice permet de définir deux projecteurs P et Q :
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P=1-AZE 77
Q=1-ZE'Z"A, (4.18)

ou I désigne la matrice identité de rang n. Les relations P2 =P et Q> = Q
montrent que P et Q sont des projecteurs. Enfin, de maniere triviale, PA =
AQ. La caractérisation des projecteurs se fait a 'aide de I'identité suivante :

PAZ=0=272"P
QZ =0=72"AQ.

On en déduit que P est le projecteur sur (Vect Z)L parallelement &

1
Vect(AZ), et que Q est le projecteur sur (Vect ATZ) parallelement a
Vect Z. Le systeme Ax = b peut étre écrit de fagon équivalente comme suit :

PAx+ (I-P)Ax=Pb+ (I—-P)b. (4.19)

Les projecteurs P et I—P sont associés, car P(I — P) = 0. En multipliant
d’une part I’équation par P et d’autre part par I — P, on décompose le
systéme linéaire original en sa composante selon (Vect Z)L et sa composante
selon Vect(AZ) :

Ax b

= (4.20)
PAx=Pb e (I-P)Ax=(I-P)b.

La deuxiéme équation se simplifie, car I — P = AZE~1Z" .

I-P)Ax=(I1-P)b «— AZE 'Z"Ax = AZE 'Z"b

4.21
— ZE 'ZTAx =ZE'Z"pb. (421)

La recomposition de la solution s’effectue en remarquant que ZE~'Z7T Ax =
(I — Q) x. Ainsi, x se décompose comme suit :

x=I-Q)x+Qx. (4.22)
L’opérateur I—Q est un projecteur sur Vect Z paralleélement & (Vect AZ)L.
Le premier terme de la somme, qui correspond a la composante selon Vect Z,

se calcule directement comme on I’a vu :

I-Q)x=2ZE'ZTAx
=ZE'Z"pb.
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L’autre terme, Qx, est issu de la résolution de la premiere équation de

(4.20). En effet, en réinjectant ’équation (4.4.2) dans 1’équation (4.22), on

obtient, apres multiplication & gauche par A :

Ax=b=AZE 'Z"b + AQx. (4.23)

On isole b et en utilisant la relation PA = AQ :

AQx = (I—AZE—lzT)b
— (4.24)
PAx = Pb.

Ainsi, on résout le systéme préconditionné PAX = Pb par I'algorithme
GMRES, puis on reconstruit la solution suivant la formule x = ZE~1Z”b +
Qx. Si le systéeme est de plus préconditionné & gauche par une matrice M1,
cela revient & résoudre le systtme M~!/PAX = M~ !Pb.

Cette décomposition de la solution peut étre évitée en appliquant le
préconditionneur dit balancing preconditionner dit & Mandel [I05] défini par
Pg =M"'P+ZE'ZT. Le probleme grossier est résolu & chaque application
du préconditionnement. Cela apporte une stabilité plus grande, pour un cotit
de calcul légerement plus élevé (deux applications de E~! par itération au
lieu d’une) [94].

L’utilisation du préconditionnement P demande I'application de I'inverse
de la matrice E. C’est par construction une matrice de petite taille (mxm). Ce
calcul d’inverse peut se faire par une méthode directe, qui est éventuellement
parallélisée. On pourra consulter [5] pour une étude de la parallélisation
optimale de la factorisation exacte par MUMPS [7,[9]. Enfin, on peut résoudre
de maniére approchée ce systéme [118]. Dans ce cas-la, certaines formes du
préconditionnement & deux niveaux sont plus appropriées [49].

Pour un systéeme défini positif, si Z est composé de vecteurs propres de
A, les valeurs propres correspondantes sont remplacées par des 0 dans le
spectre de la matrice apres déflation PA [54]. Ce méme résultat est étendu
aux matrices non symétriques dans [49]. Cela justifie la dénomination de
déflation a cette méthode.

Ainsi, le systéme linéaire PAX = Pb est singulier, mais consistant,
puisque la méme projection est appliquée a la matrice et au second-membre.
La convergence de l'algorithme GMRES est garantie pour les systemes
singuliers lorsqu’ils sont consistants, 7.e. lorsque le second membre appartient
a l'image de 'opérateur. Dans [58], la condition pour que I’algorithme GMRES
converge est que Z soit invariant par A. Lorsque les vecteurs de déflations
sont vecteurs propres de A, la convergence de GMRES est assurée [49].

Enfin, lorsque 'espace grossier est composé de vecteurs propres de 'opé-
rateur, I’algorithme GMRES appliqué au systéme PAX = Pb est identique
a lalgorithme GMRES avec déflation des mémes vecteurs propres intro-
duit dans [3.2.4] 1l est prouvé dans [58] 1'équivalence entre la résolution par
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FI1cGURE 4.3 — Grille grossiéere induite par I’espace grossier de Nicolaides. Les
traits pleins indiquent une connexion entre deux domaines par une face, les
traits en pointillés par un sommet (ou une aréte en 3D).

GMRES de PAX = Pb et celle du systeme standard avec un GMRES sur
un espace de Krylov augmenté des vecteurs propres utilisés. On pourra
également consulter [43] pour une comparaison des deux approches.

4.4.3 Espace de Nicolaides

Le premier espace grossier de déflation a été introduit par Nicolaides
[120]. 11 a été utilisé avec succes dans [5] pour des probléemes de mécanique
des fluides, ce qui a motivé I’étude du préconditionnement a deux niveaux
au cours de cette theése. L’espace grossier de Nicolaides est composé des
vecteurs constants valant I'unité sur chaque domaine. Cet espace a été congu
pour I'équation de Poisson, et correspond au noyau de 'opérateur discrétisé
sur un sous-domaine avec des conditions de Neumann au bord. Pour le
systéeme d’équations de Navier-Stokes, qui possede cinq inconnues en 3D,
cinq vecteurs constants par domaines ont été utilisés, chacun correspondant
a une des cinq inconnues. L’opérateur grossier E est donc une matrice de
taille BN x 5N, ou N est le nombre de domaines. L’autre interprétation de
cet opérateur grossier est qu’il correspond a 'agglomération de A sur un
maillage grossier qui relierait les domaines de calcul partageant au moins un
nceud. Ce maillage virtuel est illustré sur la figure Les vecteurs Z doivent
générer par leur somme le vecteur unité 1 sur tout le domaine [44], 138]. On
se place ici dans le cadre de domaines avec recouvrement minimal.

La matrice E = ZTAZ du probléme grossier peut se construire de
plusieurs manieres. La méthode naive serait d’effectuer le produit de tous
les vecteurs composant les colonnes de Z avec la matrice A, puis de calculer
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le produit scalaire avec Z”. Cette méthode n’est pas extensible avec le
découpage car Z a un nombre de colonnes égal a cinq fois le nombre de
domaines.

Une méthode plus rapide pour construire E est de calculer les contri-
butions locales a chaque domaine de cette matrice puis de ’assembler. La
diagonale de E est un bloc 5 x 5 (en 3D) qui est la somme par blocs des
lignes et colonnes de la matrice A; servant a construire le préconditionneur
de Schwarz additif (cf. section . Les termes extra-diagonaux nécessitent
des opérations de communication entre les processeurs, mais qui peuvent
étre réduites a une seule. Chaque processeur connait & I'interface la valeur
des vecteurs de Z appartenant au domaine voisin. En effet, les supports des
vecteurs de Z ne se recouvrent pas : il suffit de décider a ’avance a quel
processeur appartiennent les nceuds de 'interface.

La contribution d’un domaine €); aux termes extra-diagonaux de E
s’énonce comme suit : les éléments (i, 7) de la ligne ¢ de E sont la somme des
termes de A; qui correspondent a des arétes reliant un nceud appartenant au
processeur voisin j vers les nceuds intérieurs de ;, tandis que les éléments (7, 7)
de la la colonne i de E sont la somme des termes de A; qui correspondent & des
arétes reliant un neeud intérieur vers un noeud appartenant au domaine voisin
j. L’assemblage, qui peut s’effectuer une fois par une opération de réduction
globale (en MPI, une somme globale a ’aide de la routine MPI__AllReduce),
de ces contributions locales aux termes diagonaux et extra-diagonaux de E
donne la matrice compléte du probleme grossier. Comme cette matrice est de
taille 5N x 5N, l'opération d’assemblage nécessite une taille mémoire et un
temps croissant avec le nombre de domaines. Ceci n’est pas extensible, mais
demande beaucoup moins d’opérations que la méthode naive précédente.

La résolution d’un probléme grossier est demandée a chaque application
du projecteur P lors de la multiplication par E~!. Comme ce probléme est
de petite taille et doit étre résolu de nombreuses fois, il a été décidé de le
résoudre exactement & 1’aide d’un solveur direct, MUMPS [7, [9]. Lorsque la
taille du probleme augmente avec le découpage, cette résolution peut étre
parallélisée, sur typiquement 1% des processeurs [5]. Cette résolution peut
aussi étre approchée, par exemple avec une factorisation approchée. Dans ce
cas-1a, le projecteur perd de son efficacité, ce qui peut nuire a la qualité de la
solution. On pourra consulter [94] pour ’étude de 'impact de la factorisation
approchée sur la solution.

Dans un premier temps, la déflation d’espace de Nicolaides a été appliquée
au cas test [, qui est le profil RAE2822. Les courbes de convergence pour
le systéme projeté par P sont présentées sur la figure [£.4] Sans déflation,
le nombre d’itérations nécessaires pour diminuer le résidu de 6 ordres de
grandeur augmente légérement avec le découpage, de 4% au maximum. Avec
déflation, comme on peut le voir sur le graphe du haut, le nombre d’itérations
est sensiblement plus faible, et diminue avec I’augmentation du nombre de
domaines. Une grande partie de cette diminution du nombre d’itérations
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s’explique par le résidu initial plus fort, comme indiqué par le graphe du bas
de la figure[£.4] Le résidu initial avec déflation ne varie que peu avec le nombre
de domaines. Ainsi, cette augmentation de résidu initial est la conséquence de
la projection du systéme sur 'ensemble des fonctions constantes. Le véritable
apport de la déflation se voit sur le graphe du bas, ou ’on constate que
la déflation diminue la taille du plateau de stagnation de la convergence
autour de la 2000e itération, et améliore également le taux asymptotique de
convergence pour le cas a 64 domaines.

Le cas test [T, plus industriel, est celui de la maquette DTP, présentée
plus t6t & la section [3:3:4] Vu le grand nombre d’éléments du maillage, celui-ci
est découpé en 512 sous-domaines. La déflation de Nicolaides a donné sur ce
cas des résultats beaucoup moins positifs, comme le montrent les graphes
de la figure Le nombre d’itérations diminue grace a la déflation par
un espace de Nicolaides. L’interprétation est similaire au cas 2D précédent
pour deux domaines : le résidu initial est un peu augmenté, sans modifier
le comportement de la convergence. De surcroit, la résolution du systeme
grossier lors de la projection augmente le cotit de chaque itération GMRES.

L’espace grossier de Nicolaides n’a pu apporter d’accélération de la
convergence des systémes linéarisés. Ces résultats nettement moins bons que
ceux présentés dans [5] sont peut-étre diis aux équations différentes que 'on
résout : Alcin et al. s’intéressent & des problemes de mécanique des fluides
instationnaires. Le terme temporel ajoute une contribution sur la diagonale
de la matrice, ce qui peut changer les propriétés de I'opérateur.

4.4.4 Extensions

Des espaces grossiers plus complexes existent. Pour un opérateur elliptique
(donc symétrique défini positif), une stratégie robuste pour créer un espace
grossier est d’utiliser les vecteurs propres de petites valeurs propres des
opérateurs Dirichlet-to-Neumann locaux, ces vecteurs propres sur le bord
étant étendus harmoniquement a Uintérieur du domaine [148], [46]. En effet,
ceux-ci correspondent aux composantes basse fréquence de 'erreur que la
méthode de Schwarz additif a du mal a éliminer. Sa généralisation aux
opérateurs symétriques définis positifs s’appelle GenEO (pour Generalized
Eigenproblems in the Overlap) [148], [149)]. Ses vecteurs sont solutions d’un
probleme aux valeurs propres généralisé défini sur 'interface. L’espace GenEO
a été étendu au controle des plus petites et des plus grandes valeurs propres
du systemes préconditionné par la résolution de deux problémes aux valeurs
propres généralisés [73].

D’autres stratégies pour construire des espaces grossiers optimaux existent.
L’espace GDSW (pour Generalized Dryja-Smith- Widlund) permet de borner
le conditionnement de 'opérateur symétrique défini positif préconditionné
[77]. Les vecteurs grossiers sont associés a chacune des faces, arétes ou
sommets de la frontiére entre les domaines de parallélisation. La valeur du
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F1cURE 4.4 — Résidu GMRES normalisé sur la figure du haut et non normalisé
sur la figure du bas pour le cas RAE2822 (cas test [I) avec ou sans déflation
par un espace grossier de Nicolaides, en fonction du nombre de sous-domaines.
Les traits pleins désignent la résolution du systéme avec déflation, tandis
que les pointillés correspondent au systéme original.
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TABLEAU 4.1 — Nombre de supports pour les vecteurs de 1’espace grossier
GDSW en incluant ou non les modes de coins en fonction du découpage. Cas
test [ (RAE2822)

Domaines 4 8 16 32 64

GDSW 9 19 45 124 266
GDSW sans coins 6 13 30 77 163

vecteur grossier dans I'espace est donnée par une extension harmonique de
la valeur 1 imposée sur cette partie de la frontiere, et des conditions de
Dirichlet homogenes ailleurs. La construction de ’espace grossier s’effectue
en trois étapes. Premierement, la frontiere entre les sous-domaines doit étre
partitionnée en faces, arétes et sommets. Ensuite, ’extension harmonique
des vecteurs a partir de ces supports se fait localement sur chaque domaine.
Enfin, la matrice du probléme grossier est calculée et assemblée.

Le nombre de vecteurs augmente donc avec la complexité du découpage
du probléme, méme si contrairement a ’espace grossier de Nicolaides, les
vecteurs sont partagés entre plusieurs domaines. Comme pour les vecteurs de
Nicolaides, il a été décidé de créer un vecteur par inconnue (4 en 2D, 5 en 3D)
par support. Les résultats de la déflation GDSW pour le cas 2D RAE2822
(cas test [I) sont présentés sur la figure On constate que pour un faible
nombre de domaines, la déflation avec un espace GDSW facilite la résolution
en supprimant le plateau de convergence initial. Par contre, I’augmentation
du nombre de domaines n’a pas d’effet positif sur le nombre d’itérations
nécessaire a la convergence, quoiqu’elle améliore le taux de convergence
asymptotique.

Le tableau donne le nombre de supports de la base de vecteurs GDSW
pour le méme cas 2D en fonction du nombre de domaines. La ligne GDSW
donne le nombre de faces et de coins de l'interface entre les sous-domaines,
tandis que la ligne suivante donne le nombre de faces. On constate que le
nombre de supports augmente de maniere non-linéaire avec le nombre de
domaines. L’espace GDSW utilise quatre fois plus de vecteurs que I’espace de
Nicolaides pour le découpage en 64 domaines (266 supports contre 64). Pour
contenir 'augmentation de la dimension de 1’'espace grossier, I'idée d’éliminer
les modes de coins introduite dans [94] a été reprise. Elle permet de faire en
sorte que le nombre de vecteurs soit une fonction quasi-linéaire du nombre
de domaines, comme la derniére ligne du tableau [4.1] le montre. De surcroit,
la courbe en pointillé de la figure permet de constater que la perte de ces
modes n’entraine pas de différence majeure sur la convergence.

L’extension a des cas 3D n’a pu étre effectuée avec succes pour plusieurs
raisons. Tout d’abord, la résolution de I’extension harmonique des vecteurs
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FI1CURE 4.6 — Résidu GMRES normalisé sur la figure du haut et non normalisé
sur la figure du bas pour le cas test [I[| (RAE2822) avec déflation par un espace
grossier GDSW ou de Nicolaides, en fonction du nombre de sous-domaines.
Les traits pleins désignent la déflation avec GDSW, tandis que les tirets
correspondent & la déflation de Nicolaides. Les pointillés indiquent la déflation

GDSW sans modes de coins.
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depuis leur support était effectuée dans notre implémentation pour une raison
de simplicité par 'algorithme GMRES. Or, il s’est avéré que ces résolutions
nécessitaient beaucoup d’itérations chacune, au point que chaque processeur
réalisait autant d’itérations (locales) pour I'extension des vecteurs que pour
la résolution du systeme global. Ces résolutions itératives locales auraient pu
étre remplacées par un solveur direct. La deuxieme raison est le temps de
construction de la matrice grossiere E = ZT AZ. Chaque vecteur de 'espace
grossier a un support sur plusieurs domaines (deux s’il est associé a une face,
trois ou plus pour les autres). La construction astucieuse de E présentée dans
la section précédente pour ’espace de Nicolaides ne pouvait étre utilisée. Par
défaut, la matrice du probléme grossier était construite par la multiplication
de chaque vecteur de Z par A, puis en prenant le produit scalaire du résultat
par les colonnes de Z. Cet algorithme séquentiel n’est pas extensible : il
nécessite m? produits scalaires de vecteurs (ott m est la dimension de 'espace
grossier généré par Z) et m est une fonction non-linéaire du nombre de
domaines. Une méthode plus astucieuse de génération de E par le calcul
des contributions locales par domaine a été testée, mais n’a pas donné les
mémes résultats que la méthode naive de référence. Combinée a l'utilisation
d’un solveur direct pour les extensions harmoniques, une autre méthode de
génération de la matrice grossiere utilise les compléments de Schur locaux
[94]. Cela présuppose d’utiliser un solveur direct pour les problémes locaux
d’extension harmonique.

Sur le cas 2D présenté précédemment (cf. figure , la déflation GDSW
n’a pas apporté de gain par rapport a la déflation de Nicolaides, qui elle-méme
n’était pas intéressante par rapport au systeme standard. De plus, I'espace
grossier de Nicolaides n’apportait que peu de gain de convergence sur le cas
test 3D. Cela permet de penser que la déflation par ’espace GDSW en 3D ne
présente pas d’intérét pour nos problemes et que ’absence d’implémentation
fonctionnelle en 3D n’est pas a déplorer.

4.5 Préconditionnement ILU(k)

4.5.1 Remplissage de I'ILU

Le préconditionnement ILU(0) introduit dans la section n’est pas
efficace pour les systemes linéaires issus de la discrétisation des équations
de Navier-Stokes linéarisées. La décomposition LU de A sur son masque S
conduit & éliminer des termes. Utiliser un masque Sy pour la décomposition
ILU plus large que celui de la matrice A peut améliorer la qualité du
préconditionnement.

Il existe plusieurs méthodes pour augmenter raisonnablement le masque
utilisé pour la décomposition LU. Saad a proposé la méthode ILUT(p,7)
[135]. Lors de la factorisation, cette méthode élimine les termes dont la
norme est inférieure a 7 et ne garde que les p plus grands termes par colonne.
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L’idée est que les petits termes ne participent que peu a la précision de la
décomposition. Le parametre p permet de borner I’empreinte mémoire de
la décomposition. Le masque de la décomposition est augmenté lors de la
factorisation. Pour améliorer la précision numérique et la fiabilité, la méthode
ILUTP(p,7) ajoute un pivot pour permuter les lignes et les colonnes.

Une autre stratégie est de garder certains termes de la factorisation
uniquement en fonction du graphe associé a la matrice. Pour I'ILU(1), seuls
les remplissages provenant des termes initiaux de la matrice sont autorisés
[31]. On définit un niveau de remplissage l;;, initialisé & 0 si (z,7) € S et a
400 sinon, et qui pour toute entrée nouvelle qui ne soit pas dans S est mise
a jour par la formule suivante :

lij = Lo in {lik + g + 1} (4.25)
Le niveau ainsi défini a une interprétation (dont la preuve est donnée
dans [84]) en théorie des graphes : [;; = k est équivalent a dire que le plus
petit chemin de remplissage entre ¢ et j est de longueur k£ 4 1. Un chemin
de remplissage est un chemin reliant ¢ a j sur le graphe de la matrice dont
les nceuds sont de numéro inférieur a ¢ et & j. On rappelle que les nceuds de
numéros inférieurs a min(é, j) correspondent a des variables éliminées avant
i et j. Pour plus de détails sur I'interprétation en théorie des graphes de
I’élimination gaussienne, on pourra se référer a [10, [133].
Le niveau l;; permet de définir le masque S* sur lequel est effectué la
factorisation ILU(k) :

S*={(i,4) 1y < k} (4.26)

Par définition, S = S. Le masque S* de la décomposition ILU(1) a une
interprétation simple : il correspond, s’il n’y a pas d’annulations, au masque
de la matrice LU produit des facteurs L et U de la décomposition ILU(0)
de A [135] sec. 10.3.3]. Ce fonctionnement est illustré sur la figure

L’identification des éléments de niveaux l;; < k qui constituent S* peut
se faire lors d’une analyse dite statique réalisée avant la factorisation de
la matrice. Cela permet de préparer 'allocation mémoire des éléments du
masque S* du préconditionnement, puis d’appliquer ’algorithme en utilisant
S* comme masque. Notons que d’autres régles existent pour définir un niveau
li; [84].

Pour tester rapidement différents préconditionnements (qui approchent
la résolution des problemes locaux dans la méthode de Schwarz additif), la
bibliotheque de calcul scientifique PETSc [12], [13] [14] a été utilisée. Elle a
pour but de fournir une solution « clef en main » de résolution de problémes
de calcul scientifique, en proposant une large palette de solveurs, de précon-
ditionneurs, etc. Elle permet de résoudre des problémes en parallele. Cette
bibliotheque a été choisie notamment pour sa capacité a évaluer simplement
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10

Maillage exemple

Masque de LU

FIGURE 4.7 — Premiére ligne : maillage exemple et masque de A associé.
Deuxiéme ligne : masque des facteurs L et U de la décomposition ILU(0) de
A. En bas, masque du produit LU qui le masque S' de la décomposition

ILU(1).
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Ieffet du recouvrement sur le préconditionnement de Schwarz additif. Elle a
également permis de tester I'ILU(k) parallélisé par la méthode de Schwarz
additif.

Dans le cadre de cette these, une adaptation du code AeTher a été réalisée
afin de pouvoir utiliser cette bibliotheque. Le principal travail d’adaptation
a été de créer un numérotation globale des noeuds compatible avec les
exigences de parallélisation de PETSc. En effet, cette bibliotheque demande
un découpage algébrique sans recouvrement du systeme linéaire. Elle suppose
donc que les n; premieres inconnues sont situées sur le processeur 1, les ng
suivantes sur le processeur 2, etc. La deuxiéme adaptation a été de ne pas
utiliser les solveurs de PETSc. Le GMRES avec déflation des petites valeurs
propres, décrit dans le chapitre [3, fourni par la bibliotheque PETSc n’a
pas donné satisfaction, et n’était pas disponible pour les systeémes linéaires
a nombres complexes. Le choix a été fait d’utiliser PETSc uniquement
comme boite a outil d’algebre linéaire pour réaliser les opérations de base de
Ialgorithme GMRES s’appliquant aux vecteurs, comme les produits matrice-
vecteur, les produits scalaires, ou les combinaisons linéaires de vecteurs.
Les vecteurs, la matrice, le préconditionnement sont gérés par PETSc, et
Palgorithme GMRES implémenté dans AeTher reste le méme. Seul le vecteur
solution a la fin de la résolution par la méthode GMRES est rapatrié sous un
format compatible d’AeTher (découpage en sous-domaine avec recouvrement
minimal) avec une renumérotation adaptée.

Enfin, signalons que la bibliotheque PETSc est prévue pour utiliser
des nombres réels ou des nombres complexes, ce choix étant décidé a la
compilation. Pour les applications d’aéroélasticité, la bibliotheque compilée
pour utiliser des nombres complexes a été utilisée, méme pour les cas a
fréquence nulle. Dans ce cas-la, on fournit & PETSc des nombres complexes
a partie imaginaire nulle. L’utilisation de nombres complexes par rapport a
des réels demande deux fois plus de mémoire pour stocker ces nombres et
les opérations arithmétiques sont plus cofiteuse. Cette perte de performance
en mémoire et en temps n’est pas grave car les calculs a fréquence nulle ne
représentent que 10 % environ du volume de calculs & réaliser pour une étude
d’aéroélasticité. En optimisation de forme aérodynamique, ou tous les calculs
sont réels, la bibliotheque PETSc utilisée est compilée pour les nombres réels.

4.5.2 Reésultats

Le préconditionnement ILU (k) a été utilisé avec succes sur les cas d’aéroé-
lasticité ainsi que d’optimisation. On présente ici trois exemples d’utilisation,
deux en aéroélasticité et un en optimisation.

Rapport- gratuit.com @
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e

FIGURE 4.8 — Mode de tangage de voilure sur la maquette DTP (cas test [II)).
Voilure déformée en rouge

Aéroélasticité

Sur la maquette DTP (cas test [[I), le préconditionnement ILU(k) a
permis une tres forte accélération des calculs d’aéroélasticité. La maillage
contient plus de 6 millions de noceuds et est découpé en 512 domaines. Le
mouvement retenu est un tangage de l’aile, présenté sur la figure La
maquette est montrée dans son intégralité sur la figure [3.6] La configuration
aérodynamique de référence est de 0° d’incidence et Mach 0,88. L’écoulement
est transsonique sur une large partie du profil. Le choc de recompression
géneére un décollement & son pied, comme le montre la figure [4.9]

L’effet du recouvrement entre sous-domaines du préconditionnement
Schwarz additif a été testé, ainsi que 'effet du remplissage du précondition-
neur local ILU en comparant 'ILU(0) et 'ILU(1). Les courbes de convergence
de ces différents préconditionnements comparés a la référence BSOR sont
données sur la figure On constate que la méthode GMRES précondi-
tionnée par Schwarz additif avec ILU(0) ne converge pas quel que soit le
recouvrement. Le recouvrement noté « d » sur la figure correspond &
un recouvrement minimal pour d = 1, une absence de recouvrement pour
d = 0 (qui correspond a un préconditionnement type Jacobi par bloc [135])
et I'inclusion du premier voisin pour d = 2. Méme sans recouvrement, le
préconditionnement ILU(1) converge plus rapidement. Cela est un exemple
de cas ou la méthode de Schwarz additive utilisée comme méthode de ré-
solution ne pourrait pas converger, mais utilisée comme préconditionneur
permet d’accélérer la convergence. L’utilisation d’un recouvrement minimal
améliore encore la vitesse de convergence, mais 'augmentation du recouvre-
ment (ILU(1) avec d=2) n’apporte pas de gain significatif de convergence.
Le temps de résolution des systémes linéarisés est présenté sur le tableau [4.2]
Le meilleur temps de résolution est obtenu par I'ILU(1) avec recouvrement
minimal. Le faible gain d’itérations apporté par le plus grand recouvrement
ne compense pas le colt supplémentaire de communication et de calcul.
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FIGURE 4.9 — Nombre de Mach local sur la maquette DTP (cas test [l
pour un écoulement incident a 0° et Mach 0,88. Coupe réalisée au milieu de
lenvergure.
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TABLEAU 4.2 — Temps de résolution du systeme pour les différents précondi-
tionnements présentés. Maquette DTP (cas test [LI)).

Préconditionnement BSOR ILU(1) ILU(1) ILU(1)
Recouvrement 1 0 1 2

Temps (s) 420 144 98 107

L’utilisation de 'ILU(2) apporte également un faible gain d’itérations qui
donne un temps de résolution presque identique a 'ILU(1).

D’autres cas tests a haute vitesse (écoulement transsonique) ont permis
d’arriver aux mémes conclusions. Ainsi, suite aux travaux de cette these,
le préconditionneur par défaut pour les calculs linéarisés dans AeTher sur
des cas a haute vitesse est 'ILU(1) parallélisé par un Schwarz additif a
recouvrement minimal.

Le deuxiéme exemple d’utilisation de 'ILU(k) est celui d'un Falcon en
configuration hypersustentée pour le décollage.

Cas test III (cas Falcon décollage) :

Les becs sont complétement sortis, les volets partiellement braqués, et 'inci-
dence est de 8°. Une vue générale de la configuration de 'avion est présentée
sur la figure Le maillage de cette configuration comporte plus de 8
millions de nceuds, soit plus de 40 millions d’inconnues. Le maillage est
découpé en 512 sous-domaines. Du fait de 'incidence et des dispositifs hy-
persustentateurs, I’écoulement sur la voilure est complexe. La figure [£.12]
montre le facteur de forme incompressible H; qui est le rapport entre 1’épais-
seur de déplacement et 1’épaisseur de quantité de mouvement. Une couche
limite turbulente est décollée pour une valeur de H; au-dela de 2,4. L’image
a droite de la figure montre des lignes de frottements sur 'extrados
qui confirment la présence d’'un décollement de bord de fuite au niveau de
laileron. Un déplacement linéarisé de tangage est utilisé pour générer le
second membre du systeme.

L’aérodynamique complexe du cas Falon décollage rend difficile la conver-
gence du systeme linéarisé. Ce systéme converge avec un préconditionnement
BSOR dont le parametre de relaxation w est réglé a 0,5. Les précondition-
neurs ILU avec remplissage permettent la convergence pour un degré de
remplissage k supérieur a 3. Le préconditionnement par une factorisation in-
compléte ILU(1) ou ILU(2) donnait des résidus initiaux extrémement grand
(supérieurs & 1010) et des systémes ne convergeant pas avec la méthode
GMRES. Les courbes de convergence pour les différents préconditionnemenst
ILU(3), ILU(4) et BSOR sont présentées sur la figure Le précondition-
nement ILU(k) divise au moins par dix le nombre d’itérations nécessaire a la
convergence du systeme. Augmenter le degré de remplissage de 'ILU améliore
un peu la convergence. L’influence du recouvrement est nette entre « d =
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F1cURE 4.10 — Résidu normalisé du systeme linéarisé selon le remplissage de
I'ILU et le recouvrement noté « d » sur le cas test [lI] (maquette DTP). En
bas, détail des 1500 premiéres itérations.
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FIGURE 4.11 — Vue générale du cas Falcon décollage (cas test .

FI1CURE 4.12 — Vue du facteur de forme incompressible H; pour le cas Falcon
décollage (cas test . A droite, détail sur 'extrémité de laile et lignes de
frottement indiquant le décollement de bord de fuite.
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TABLEAU 4.3 — Temps de résolution du systéme pour les différents précondi-
tionnements présentés. Cas Falcon décollage (cas test

Préconditionnement BSOR ILU(3) ILU(3) ILU(3)

Recouvrement 1 0 1 2
Temps (s) 1102 298 222 216
Préconditionnement ILU(4) ILU(®4) ILU(4)
Recouvrement 0 1 2
Temps (s) 362 300 295

0 » qui ne correspond & aucun recouvrement du préconditionnement (i.e. un
préconditionneur de Jacobi par bloc) et le recouvrement minimal noté « d =
1 ». Au-dela du recouvrement minimal, ’amélioration de la convergence est
moins sensible.

Le temps de résolution pour tous ces systemes est présenté sur le tableau
On en déduit que le cotlit d’application du préconditionnement ILU (k)
est supérieur a celui du BSOR, mais reste suffisamment petit pour permettre
une accélération par cinq du temps de résolution.

Optimisation de forme aérodynamique

En optimisation, 'utilisation du préconditionnement ILU(k) a permis la
convergence de systéemes qui jusqu’alors était impossible, comme sur le cas
test suivant.

Une optimisation de trainée a été réalisée sur une forme de type Falcon,
représentée sur la figure .14 Ce cas sera désigné par la suite « Falcon
générique ». La variable a optimiser est la trainée, notée Cx, sous contrainte
d’une portance Cz ne diminuant pas. Les efforts de pression et de frottement
ont été pris en compte. Les variables de formes sont des vrillages locaux de
6 sections de l’aile. Cette optimisation est réalisée pour un point de vol de
croisiere, a savoir Mach 0,8 et 2° d’incidence.

Pour avoir une référence du gradient des variables d’observation par rap-
port aux variables de forme, une différence finie centrée (intitulée « DF » dans
les résultats) a été réalisée. La comparaison avec ces gradients de référence
ne peut étre bonne qu’en gardant dans le systéme linéarisé le gradient de
la stabilisation (voir le chapitre [5)), au prix d’une plus grande difficulté a
faire converger les systémes linéaires. Sans 1'utilisation du précondionnement
ILU(1), le systéme linéaire incluant le gradient de stabilisation ne convergeait
pas en approche adjointe ou directe.

La figure montre les courbes de convergence des systemes linéaires.
Les courbes nommées « ILU(1) » et « BSOR » incluent le gradient de la
stabilisation. Le préconditionnement BSOR n’est pas assez performant pour



CHAPITRE 4. PRECONDITIONNEMENT 106

10°
----- ILU(3) d=0
ol e ] -- ILU@3) d=1
— [LU(3) d=2
N ILU(4) d=0
LT e e R -~ ILU(4) d=1
— [LU(4) d=2
5103 b T BSOR d=1
G |
N
o 104} . ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
i
10° f }g 777777777777777777777777777777777777777777777777
E
L
106 L - il e
107 ; ; ; ;
0 2000 4000 6000 8000 10000
Itérations

0 200 400 600 800 1000
Itérations

FIGURE 4.13 — Résidus adimensionnés pour le cas Falcon décollage (cas
test [L1I)). En bas, zoom sur les 1000 premieres itérations. « d » désigne le
recouvrement des domaines pour le préconditionnement de Schwarz additif.
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FIGURE 4.14 — Vue d’ensemble du Falcon générique utilisée pour 'optimisa-
tion.

[— 1w
'| — BSOR tau gelé

-~
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
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FI1GURE 4.15 — Courbes de convergence du systeme adjoint de la trainée pour
le cas d’optimisation sur Falcon générique.
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FIGURE 4.16 — Gradient de trainée sur les 6 variables géométriques de
Ioptimisation sur Falcon générique. Différences finies centrées notées « DF »

faire converger un systeme avec gradient de la stabilisation. La courbe « BSOR
tau gelé » désigne un calcul sans gradient de stabilisation préconditionné
par BSOR. L’utilisation du préconditionnement ILU(1) permet d’accélérer
grandement la résolution.

Le gradient de tralnée induits par les 6 variables géométriques est tracé
sur la figure Les gradients calculés par approche adjointe sont assez
proches de la référence apportée par la différence finie centrée. Contrairement
a d’autres cas industriels, considérer le gradient de la stabilisation n’apporte
pas un gain évident de précision sur le gradient de la trainée.

4.6 Conclusion

Ce chapitre a permis d’apprécier I'importance du préconditionnement
pour la résolution itérative des systémes linéaires. La parallélisation du
préconditionnement s’effectue grace a des idées issues des méthodes de dé-
composition de domaine. La méthode la plus intuitive est de préconditionner
la matrice distribuée par la somme de I'inverse de matrices locales A;, mé-
thode que 'on appelle Schwarz additif.

L’utilisation de I'ILU avec remplissage partiel pour approcher 'inverse
des matrices locales dans le préconditionnement de Schwarz additif a permis
de fortement réduire le nombre d’itérations et le temps nécessaires a la
convergence des systémes linéarisés. Son utilisation industrielle donne grande
satisfaction. Les systémes linéaires en aéroélasticité sont aujourd’hui résolus
quotidiennement sur nos calculateurs en des temps de 'ordre de la minute.
Par ailleurs, 'ILU(k) a été nécessaire pour résoudre les systémes associant la
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turbulence linéarisée [38].

Les préconditionneurs de Schwarz additif & deux niveaux ont été testés, a
I’aide de divers espaces grossiers. L’espace grossier de Nicolaides, simplement
défini comme la fonction constante par domaine, n’a pas donné satisfaction.
Cet espace grossier est congu pour les équations de Poisson, mais la méthode
ne s’étend donc pas aux équations de Navier-Stokes linéarisées. L’espace
grossier GDSW a été également testé. Sa définition et son implémentation
sont plus complexes. L’implémentation en 3D n’a pas été menée a terme,
mais les résultats en 2D laissent présager peu d’intérét pour cet espace. Les
préconditionneurs de Schwarz a deux niveaux n’ont pas donné satisfaction
pour les espaces grossiers testés.
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Chapitre 5

Stabilisation

Ce chapitre s’intéresse a la stabilisation des éléments finis par la mé-
thode SUPG (pour Streamline Upwind Petrov-Galerkin) [24] que le code
AeTher utilise. Cette méthode de stabilisation consiste en la modifica-
tion des fonctions test, afin de décentrer la discrétisation des termes d’ad-
vection. Si 'on note Laqy : V +— AiVyi l'opérateur des flux d’Euler et

L:V— Ale + (KMVJ) lopérateur des équations de Navier-Stokes sta-
K

tionnaires, alors la contribution d’un élément ¢ a la forme faible stabilisée

est :

[ W 7L W) - (V) der. (5.1)

La matrice 7, dite de stabilisation, est d’une importance capitale pour
la méthode. Elle est définie aux éléments et doit étre symétrique et définie
positive. La valeur de ses coefficients regle la viscosité numérique introduite
dans le calcul. Il existe plusieurs facons de construire la matrice 7. Dans
AeTher, cette matrice est construite de maniére algébrique, en utilisant les
propriétés des opérateurs de convection exprimés en variables entropiques.
Cette construction, proposée par Mallet [104], est expliquée en détail dans la
premiere section de ce chapitre.

Ce n’est pas la seule méthode pour construire 7. Par exemple, Le Beau in-
troduit dans [16] une matrice de stabilisation diagonale, multiple de I'identité.
Le coefficient scalaire est proportionnel & un rapport de longueur de I’élément
sur le rayon spectral de P'opérateur de flux d’Euler. Une définition similaire
est proposée dans [78]. On pourra consulter [89] pour un panorama complet
des formes du parametre 7 en 1D. La formulation SUPG peut s’interpréter
de multiples manieres. Hughes et al. expliquent le lien fort entre ’erreur
commise a une petite échelle et la stabilisation SUPG dans [80], qui permet
de s’interroger sur le bien-fondé d’une matrice de stabilisation constante sur
chaque élément. Par exemple, Knobloch dans [95] propose une définition du

111
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parametre 7 utilisant les informations des éléments voisins.
La deuxieme section de ce chapitre est consacré a l’essai d’'une matrice 7
qui est construite sans approximations sur la formule proposée dans [83], [104].

5.1 Forme de la matrice de stabilisation

La stabilisation des équations de Navier-Stokes par la méthode SUPG
exige de bien définir la matrice de stabilisation 7. Cette section suit la
présentation de Mallet dans [104] et permet de mieux comprendre la nécessité
de la stabilisation des équations d’advection ainsi que la construction de cette
matrice, dont la formule a été donnée dans la section [2.2.2] et est redonnée
ici :

1
K1 9% 9 ’
— 1 .
T=A, < 2, O A]Ak> , (5.2)

ou A est la matrice de passage des variables entropiques vers les variables
conservatives, A; sont les matrices de flux d'Euler et g—i est la jacobienne de
passage des coordonnées vers celles de 1’élément de référence.

5.1.1 Stabilisation d’une équation d’advection 1D
Différence finie centrée et méthode upwind

Soit le probleme modele d’advection-diffusion en une dimension suivant :

au g — ku g, =0 sur |0, L[
u(0) = go (5.3)
u(L) = gL

Ici, a > 0 représente la vitesse d’advection, et k le coefficient de diffusion.
Ces deux grandeurs sont constantes sur tout le domaine. Ce probleme admet

. . . 1z p _aL .
une solution analytique qui dépend du nombre de Péclet Pe = %= :

u(z) = c1 + caexp <Pez) (5.4)

ol c1 2 sont des constantes dépendant des conditions limites.

On peut chercher une solution approchée a ce probleme par des méthodes
de différences finies. On découpe le domaine spatial en /N éléments de longueur
h, délimités par xg,x1,...,2xx. On note u; ~ u(zr;) la discrétisation de w.

Lemme 5.1. La discrétisation de [’équation d’advection-diffusion (5.3|) par
un schéma de différences finies centrées, utilisant comme approzimation
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discréte des dérivées spatiales

2h (5.5)
S Uig1 — 2u Ui
Ui xax = 2 )
donne une solution oscillante si le nombre de Péclet local o = % est stricte-

ment supérieur da 1.

Démonstration. La discrétisation du probléme continu par le schéma
des différences finies centrées, dont les dérivées sont définies dans 1’équation
(5.5)) est
Gt ZUio1 g Uil = 2u; +ui—1
2h h?
soit en regroupant les termes, et en divisant 1’équation par % pour faire
apparaitre « :

=0, (5.6)

ui+1(a — 1) + 2u; + ui_l(—a — 1) =0. (57)

La suite (u;) a une solution de la forme

up=c_a’ +cial, (5.8)

ou x_ et x4 sont racines du polynome caractéristique de 1’équation de
récurrence. Ces racines sont réelles et distinctes. Elles valent

r_ =1
. 1+ (5.9)
o1

La solution discréte u; s’exprime en fonction de constantes c; et co
dépendant des conditions limites :

L+a\’
ui201+62<1_a) . (510)
Si a > 1, le terme de croissance géométrique %f—g est négatif. La solution

discrete va donc présenter des oscillations numériques.

O]

La méthode de différence finie décentrée (upwind) permet de s’affranchir
de ces oscillations. La discrétisation décentrée du terme d’advection fait cette
fois-ci uniquement intervenir le terme « au vent » de u; (d’ott le nom anglais
de upwind), qui est donc wu;_;.
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FIGURE 5.1 — Comparaison des méthodes de différences finies centrées et
upwind pour deux valeurs du nombre de Péclet local a. Zoom sur la fin du
segment [0, 3].

Lemme 5.2. La discrétisation de l’équation d’advection-diffusion (5.3|) par
un schéma de différences finies décentrées, utilisant comme approrimation
discréte des dérivées spatiales

A Ui — Ui—1
1,z —
h (5.11)
Uil — 2+ Ui
Us, zx = 72 )

ne présente pas d’oscillations numériques.
Démonstration. L’équation ([5.3) devient la relation suivante de récurrence :
—Uiy1 +ui(a+2) +uji—1(—a—1) =0. (5.12)

Les deux racines du polyndémes sont cette fois-ci

Tr1 = 1
To =14 2.
On obtient alors la discrétisation de u pour les différences finies décentrées,
qui est monotone en 7 et donc ne présente pas d’oscillations pour tout « :

w; = ¢ + (1 + 2a)" . (5.13)
O

La figure donne les résultats dans le cas de différences finies centrées
et décentrées, et les compare a la solution analytique, pour L = 3, go = 0 et
gr, = 2. Si le nombre de Péclet local « est supérieur a 1, on retrouve pour la
méthode centrée les oscillations prédites. Les différences finies décentrées ne
présentent pas d’oscillations numériques quelque soit le nombre de Péclet,
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mais prédisent une couche limite plus épaisse que la solution analytique.
On constate que la méthode upwind est surdiffusive, alors que la méthode
centrée est 1égerement sous-diffusive. On va maintenant chercher a corriger
la sous-diffusivité du schéma centré en lui rajoutant une viscosité artificielle
pour obtenir la solution exacte aux noeuds.

Viscosité artificielle

Théoréme 5.3. Il existe une viscosité artificielle k, fonction de o et de h
et vérifiant 0 < k< ah/2, qui rajoutée a la viscosité physique du probléme
d’advection-diffusion , permet d’obtenir la solution exacte auxr neuds
lorsque ce nouveau probléme est discrétisé par le schéma des différences finies
centrées.

Démonstration. L’équation d’advection-diffusion devient

aug = (k+k) e =0. (5.14)

Si I'on pose le nouveau nombre de Péclet local & = 2(57%, on obtient par
un développement similaire la solution du schéma centré :

1+a\’
= . 5.15
u; Cl+C2(1_d) (5.15)
On veut qu’il soit égal a la solution exacte, qui vaut
T
u(x;) = c3 + cqexp <P€L> . (5.16)
De plus, x; = hi. Ainsi on doit avoir
1 AN\ ¢
Vie[l,N —1], cl+02<1+?> = c3 + caexp(2ia) . (5.17)
—a
Nécessairement, ¢; = ¢3 et ¢co = ¢4. Ainsi
(1+d) 20) _ et -1
=exp(2a) <= a=—5——
1—a P e+ 1
Cela permet d’exprimer & en fonction de « :
& = tanh(a) . (5.18)
Or, si 'on pose le nombre sans dimension f = %, & s’écrit
1
=1 (5.19)
até
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(%

FIGURE 5.2 — Fonction d’amortissement € de la correction visqueuse en
fonction du nombre de Péclet local o

Ainsi, on obtient la définition suivante de la fonction &, qui est également
tracée sur la figure 5.2 :
~ 1
& =cotha— —. (5.20)
Q@
En utilisant la relation £a = k /k, la viscosité artificielle k pour rendre le
schéma exact aux noeuds vaut

k= kaé(a) . (5.21)
O

La viscosité artificielle & dépend donc de la viscosité physique, du nombre
de Péclet local a et d’une fonction d’amortissement &. Lorsque le nombre
de Péclet a tend vers l'infini, £ () tend vers 1. La viscosité artificielle vaut
alors ka = %, qui est bien le résultat trouvé pour les équations d’advection
seules. On va retrouver cette formule dans le cas des éléments finis, abordé
dans la section suivante.

Méthode des éléments finis de Galerkin et de Petrov-Galerkin

Dans cette partie, on cherche a appliquer les résultats précédents a la
méthode des éléments finis. Des fonctions de forme de Lagrange P1 sont
utilisées pour la discrétisation. On introduit I'espace discret V" :

Yyh — {v S CO([O7 L]) ’Vi’vl[ri,xiﬂ] € 771([xi,aji+1])} , (5.22)

ott CY([0; L]) désigne l'espace des fonctions continues de [0; L] dans R, et
P1([zi, xi11]) sont les fonctions linéaire de [x;, x;41] dans R.
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La solution discrete est cherchée dans ’espace Vél, sous-ensemble de V"
dont les membres vérifient les conditions aux limites en 0 et en L demandées

a la solution du probléme (5.3)) :
Vi ={v eVt v(0) =g, v(L) = g1} , (5.23)

L’espace affine V" a un espace vectoriel associé, noté Vé‘ dont les fonctions
vérifient des conditions de Dirichlet homogenes au bord :

Vb ={v eV, v(0) =0, v(L) =0} . (5.24)

Le probleme d’advection-diffusion ([5.3)) discrétisé par des éléments finis
de Lagrange P1, c’est-a-dire que la solution discréte u” est recherchée dans
VI et les fonctions de pondération w" appartiennent & V§, s’écrit :

L
VYu € V{f,/o —w" au™ + wf;k:uf;dx =0 (5.25)

T

Lemme 5.4. La discrétisation du probléme d’advection-diffusion (5.3) par
la méthode des éléments finis de Lagrange P1 (5.25)) est identique a celle
donnée par le schéma auz différences finies centrées

Démonstration. Soit 1'élément de référence le segment [—1,1]. Les fonctions
de formes sur I’élément de référence sont N; = kTw et No = HT:” Soit un
élément Q2° de longueur h. Calculons les matrices élémentaires de base sur

cet élément :

h h{1 i
Mij = /Q8 NZNde = /Qref NZNJ§d$, M = 5 (; i) ;
1({-1 -1
Nij_/QeNi’xdex7 N—2<1 1),
11 -1
Pij = /Qe Nin]’,xdl’, P= ﬁ (_1 1 ) .

La matrice élémentaire correspondant & la forme faible discrete ([5.25))
sera

e k a_ k
— CLN + kP = 20, hk 2@ hk . (526)
27 h T2Th
On en déduit qu’apres assemblage, la discrétisation pour h constant et
égal a h sera apres division par h

a k 2k a k
Uj—1 <_2h - h2> +uigg + it <2h - h2) =0.

On reconnait exactement la discrétisation par la méthode des différences
finies centrées. O
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Les éléments finis de Galerkin standard, ou les fonctions de forme et test
sont prises dans le méme espace, seront donc instables pour des nombres de
Péclet locaux supérieurs a 1.

Théoréme 5.5. La modification des fonctions tests w en wh + Tawf:ﬂ, ot
T= % est le paramétre de stabilisation défini a ’élément, dans la formulation

faible de Galerkin standard (5.25)) conduit a une discrétisation décentrées
upwind.

Démonstration. La contribution d’un élément Q¢ de longueur h a la formu-
lation stabilisée s’écrit, apres intégration par partie

s

/ —wh aul + w};k‘u}; + wﬁ,aT (auf‘x - k‘uhm) dz. (5.27)

Or u € V. Ainsi, uhm = 0. On en déduit que (5.27)) se simplifie en

s

/ —wh au + whgtku}; + wZaTaufdea: . (5.28)

Cette équation correspond a la matrice élémentaire :

ko _k
—aN + kP + 1a°P = ( at hy kh> . (5.29)

I
On retrouve bien la discrétisation du schéma de différences finies décen-
trées, si les éléments sont de longueurs constantes h, aprés assemblage de la
matrice globale. O

On remarque que si a < 0, le terme diffusif 7a? pourrait devenir négatif,
car 7 = 2. Dans ce cas, utiliser 7 = -2~ = ;2 permet de garder une
2a ’ —2a 2|al

viscosité ajoutée positive et de décentrer correctement le terme d’advection

quelque soit sa direction.

Corollaire 5.6. Sil’on pose T = kag(a), la solution de l’équation d’advection-
diffusion (5.3|) discrétisée par les éléments finis stabilisé par SUPG est exacte
aux neuds

Démonstration. Ce n’est que la conséquence du théoréeme [5.3] appliqué aux

résultats issus de la démonstration du théoréme [5.5] O

On note que pour les fonctions de forme P1 utilisées, la perturbation
pl (wh) = Tawf; est constante par élément. Les fonctions tests, représentées
sur la figure 5.3} seront donc discontinues.

Pour résumer, on a trouvé dans cette section que les différences finies
centrées sont instables pour des nombres de Péclet locaux supérieur a 1.
Pour pallier cette instabilité, on discrétise de maniere décentrée I'opérateur
d’advection. Alors que la méthode centrée n’est pas assez diffusive, la dis-
crétisation décentrée est 1égerement trop dissipative. Rajouter une viscosité
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Courant

FIGURE 5.3 — Fonction test sur un élément pour la méthode de Galerkin et
la méthode SUPG

artificielle bien choisie a la discrétisation centrée permettait d’obtenir un
schéma optimal, c’est-a-dire exact aux noeuds. Pour des éléments finis, la
méthode de Galerkin standard, ou les fonctions de forme et de tests sont
identiques sur ’élément, conduit & un schéma identique aux différences finies
centrées. La stabilisation SUPG permet d’ajouter un terme visqueux au
schéma. Le choix du parameétre 7 conduit a retrouver un décentrement ou
un schéma exact aux nceuds. La modification des fonctions tests est définie a
I’élément, ce qui corrige parfaitement la discrétisation de I’advection quelque
soit la taille de I’élément.

5.1.2 Stabilisation d’un systéeme d’équations d’advection 1D

On considere le systeme d’advection pure unidimensionnel suivant

AU, =0. (5.30)

On fait 'hypothése que la matrice d’advection A est symétrique. A
ce titre, A est diagonalisable. Les variables exprimées dans la base de ces
vecteurs propres sont appelées caractéristiques, par analogie avec les équations
d’Euler.

Théoréme 5.7. La matrice de stabilisation
h
T=_|Al"!
2 ’ | Y

permet un décentrement parfait de la discrétisation du systeme d’advection
pure par la méthode SUPG exprimé dans les variables caractéristiques

Démonstration. On note S la matrice dont les colonnes sont vecteurs propres
de A, et A = diag()\;) les valeurs propres associées. Ainsi, AS = SA. On
définit alors la valeur absolue de la matrice A comme |A| = S diag(|\;]) ST.

En négligeant les termes de bord, la forme faible du terme advectif pur

B30 st
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- /Qw,x (AU)dQ = 0. (5.31)

On se place d’abord dans le cadre des éléments finis de Galerkin, c¢’est-
a~dire que U et W sont prises dans un espace affine et un espace vectoriel
discrétisé par les mémes fonctions de forme.

Comme STAS = A, on pose Y = SU et Z = SW la solution et la
fonction test dans ’espace des variables que ’on appellera caractéristiques
par analogie avec les équations d’Euler. Dans ces coordonnées, le systeme
d’équations s’écrit

—/Qz,z S(AY)dQ =0. (5.32)

C’est un systeme diagonal d’équations, composé d’équations scalaires
d’advection & la vitesse \; :

- / 2Ny Dd0 =0. (5.33)
Q 9

ot 2 et y( sont les composantes de Z et de Y.

Pour décentrer la discrétisation de ces équations, on rajoute aux z( le
terme SUPG ti)\iz,(;)7 avec t; = 2&'. La forme faible stabilisée donne pour
Pélément Q¢ ’

/ z(;;))\iy(i) + z(;;))\iti)\iy(;)dx =0 (5.34)
Qe ’ ’
Sous forme matricielle, on obtient un systéme diagonal
ZTAY + (TAZ,) - AY ,dz =0 (5.35)
Qe 7
ou T = diag(t;) est la matrice diagonale de stabilisation. Dans les variables
premieres U et W, ce systeme s’écrit
/ WELSASTU + (TAS™W ) - ASTU ,do =
Qe ’
/ WLAU + WISATASTU ,dz.
Or SA = AS et STA = AST. Ainsi

SATAST = ASTSTA .
On note 7 = STST. D’o

WLAU + (TAW ) - AU ,dz = 0. (5.36)
Qe ’
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Ainsi T est bien la matrice de stabilisation de la méthode SUPG. On
rappelle que T = %|A\_1. On retrouve bien

h
T=—|A"L.
2
O
Une autre fagon d’écrire 7 est de remarquer que |A| = (A2) /2 ot que
% = ‘3—"5, si € est la coordonnée dans 1’élément de référence [—1,1] . Ainsi

EN? o\
_— <(ax> A ) (5.37)
Remarque 5.1. L’extension de ce résultat a I’équation d’advection-diffusion
AU, — KU ,, = 0 se fait facilement si I’on suppose que K est également
diagonalisable par S. On retrouve alors des équations scalaires d’advection-
diffusion dont la stabilisation optimale a été donnée par le corollaire [5.6] a
la section précédente : il suffit de moduler les valeurs propres de 7, a savoir

les t; par la fonction de pondération € en fonction du nombre de Péclet de
chaque variable caractéristique.

N

5.1.3 Cas multidimensionnel

Lemme 5.8. La viscosité articielle rajoutée par la stabilisation SUPG vaut
K = |B]|, (5.38)

ou B = g—gA est Uopérateur d’advection exprimé dans ’élément de référence,
et |B| désigne la valeur absolue de B, définie par |B| = S diag(|)\;|) ST, si S
sont les vecteurs propres de B et (\;) les valeurs propres associées.

Démonstration. Le terme SUPG ajouté est de la forme

. WTLATAU . dx,
qui correspond & un terme visqueux apres intégration par partie. Par identi-
fication, la valeur de la viscosité K est
h _h

K —ATA—AQ(AQ)léA 5IAlL

ce qui fournit le résultat demandé. O

Dans le cas multidimensionnel, le terme d’advection AU , devient ATVU,
ou
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A=Ay,
Aj

ou les matrices A; sont symétriques. Dans I’élément de référence, ce terme
d’advection s’écrit

B,Ug, ,

ouB,; = gf; A. De méme, on note, dans le cas de trois dimensions spatiales :

B,
B =B
B3

Lemme 5.9 (Extension multi-dimensionnelle). L’extension d plusieurs di-
mensions de la matrice de stabilisation est donnée par

_1
= (BTB) 2 (5.39)
ce qui permet d’avoir une viscosité rajoutée par la stabilisation SUPG wvalant
K = vBBT, (5.40)

qui est une extension proposée de la valeur absolue matricielle da une matrice
rectangulaire.

Démonstration. L’extension de la valeur absolue a une matrice rectangulaire
n’est évidemment pas exacte. On notera cependant qu’elle est bien définie
puisque BB” est symétrique et positive. La formule donnée de 7 permet
bien de retrouver celle de K car

(BTBT>2 - B(BTB)% B'B (BTB)% B”
— B(BTB>% (BTB)_% B”
— BB = K?.

Lorsque BB” n’est pas définie positive, on prend l'inverse de sa racine
carrée sur un espace supplémentaire a son noyau. O

On en déduit la forme finale de la matrice de stabilisation :

a.%'j 8xk J

T = (BTB>_% = <8§i 06 A-Ak>2 , (5.41)

ou une somme est prise implicitement sur les indices i, j et k.
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Dans cette section, il n’a pas fait été usage d’une définition spectrale de 7.
En une dimension, la définition de la matrice de stabilisation par les vecteurs
propres de A permettait un décentrement parfait du terme d’advection par
caractéristiques. L’extension au cas multidimensionnel demande d’approcher
la valeur absolue d’une matrice non carrée par I'utilisation d’une racine carrée.
Cela fait perdre le décentrement par caractéristique, sauf si les matrices A;
sont diagonalisables dans une méme base.

5.1.4 Variables entropiques

Pour étendre le résultat précédent aux variables entropiques, considérons
les équations d’Euler temporelles suivant :

;&OV,t + AlVﬂ =0. (542)

Les matrices AZ sont symétriques. Si I’on appliquait directement le résultat
de la section en utilisant la décomposition spectrale de la matrice A,
comme on 'a fait dans la preuve du théoréme [5.7] le systéme exprimé dans
les variables caractéristiques ne serait pas diagonal. En effet, si T est la
matrice des vecteurs propres de AZ, rien n’indique que TTAOT soit une
matrice diagonale.

Pour assurer le découplage des variables, on utilise une factorisation de
Cholesky de Ay =LLT ; qui est symétrique définie positive, avant de poser
le changement de variables V = LTV. Les équations d’Euler temporelles
exprimées avec ces nouvelles variables s’écivent

Vi+AV;=0,
ou les matrices AZ = L*1AZ~L*T = L~ 'A,L sont symétriques.

Théoréme 5.10. La matrice de stabilisation des équations d’Fuler exprimées
en variables entropiques est

~_1( 0& 9&
_ 1 .
r=A; < 5 e A]Ak>

—-1/2

Démonstration. Pour se placer dans les hypothéses de la section précédente,
on utilise les équations d’Euler exprimées avec les variables V :

{7715 + AZV’Z =0,

D’apres la preuve du lemme la matrice de stabilisation de ces équa-
tions est

D=

~(BB)
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ou ]§Z = L~ !'B,L. On en déduit que

7=L"'(B;B;) /L.

Le changement de variable V — V=LV appliqué a la formulation
faible stabilisée permet de retrouver la matrice de stabilisation T des équations
d’Euler exprimées en variables entropiques :

r=LT7L7!
=L "L Y(B;B;)"/?LL™!
= Aal(BiBi)ilﬂ .
L’expression des opérateurs de convection dans I’élément courant donne

~_1( 0& 9&
_ 1 .
r = A, < 5 e A]Ak>

—-1/2

O]

On retrouve bien la forme de la matrice de stabilisation donnée dans
[83], (104}, [145] et rappelée dans I'équation (5.2).

L’extension aux équations de Navier-Stokes se fait en utilisant la remarque
(.1} On diagonalise la matrice T pour en tirer la base de ses vecteurs propres.
La diagonale de la matrice de diffusion exprimée dans cette base permet
d’obtenir une estimation de la diffusion dans la direction de chacun des
vecteurs propres de 7. C’est ce coeflicient de diffusion qui servira a exprimer
un nombre de Péclet nécessaire & moduler chacune des valeurs propres de 7.
Plus de détails sont donnés dans [104], [83] ainsi que dans la section suivante.

5.1.5 Calcul pratique de la matrice de stabilisation

La méthode de calcul de 7 que 'on va détailler ici utilise les simplifications
apportées par I’expression des opérateurs d’advection exprimées dans le repeére
des lignes de courant.

On se place dans le repere tangent aux lignes de courant. Une illustration
de ce repere est donnée dans la figure On note s le vecteur de coordonnées
s = (s,n,t) exprimé dans la base (es, ey, €;), ou €5 est le vecteur unitaire
tangent aux lignes de courant. On indexe par des lettres grecques les vecteurs
unitaires de la cette base : (e5),a € (s,n,t). On note R = % la matrice de
rotation du repere tangent aux lignes de courant vers les coordonnées x. Q
est la matrice de rotation permettant d’exprimer les variables entropiques
dans le repere des lignes de courant :
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FIGURE 5.4 — Illustration du repére tangent (es,e,) en deux dimensions.

Q= R : (5.43)
1

Les opérateurs d’advection dans les directions (s, n,t) s’écrivent :

A, = Q"AQRi, (5.44)
ou R;, est le terme de R a la ligne ¢ et la colonne a.

Soit S la solution du probléeme aux valeurs propres généralisé AS =
:&SgAS, ol A s est la jacobienne du flux d’Euler dans la direction du courant et
NS = QTAOQ la matrice de changement de variable exprimée dans le repére
lié aux lignes de courant. On remarque que As = diag(u, u,u,u + ¢,u — c).

On note de méme A, les matrices telles que Aag = A8§Aa. Pour o # s,

ces matrices ne sont pas diagonales, mais sont diagonales avec quatre termes
extra-diagonaux.

Théoréme 5.11. La matrice de stabilisation issue de la formule (5.2]) peut
se réécrire sous la forme

~ ~ N\NT
7= (QSX)A2(QSX) (5.45)
ou X est la matrice des vecteurs propres de (gf; gf; AaA[g) de valeurs propres

A.

Démonstration. En reprenant les notations de la section

r=LTFL7'.

N —1/2
On rappelle que 7T = (6& 0% AjAk> / .

Ox; Oxy,
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Soit AS la matrice de changement de variables entropiques exprimées
dans le repere lié aux lignes de courant : AS = QTAOQ Soit L, = QTLQ
un facteur de Cholesky de As On peut alors définir A, par

A, =L;7'A LT
— Q"L 'QA.Q'LTQ
= Q'L 'A;R,LTQ
= Q"AiQR.;.

On en déduit une écriture de T en fonction de A,

oc 9¢; ~ ~ \

T = A A
T <8w] oxy, k)

~1/2
0&; 830] 0&; Oxp, T
A A
<0x] 0sq Oz, 053 955 5Q

—1/2
_ agi agi A T
“afj A @

Soit S est la matrice de vecteurs propres de As et Ag la matrice des
valeurs propres associées.

On pose A, = §TAQ§. Les matrices A, ne sont pas diagonales si o # s.
Elles sont symétriques par définition.

On peut réécrire T comme suit :

0&; 0
054 053

—1/2
7 QS< S A A5> sTQ”.

Soit X la matrice des vecteurs propres de 851 a& A oApg et A les valeurs

propres associées. La matrice X est orthonormale.
On obtient une écriture e 7 faisant apparaitre ses valeurs propres :

7 = QSXA~/2XTSTQ".
D’ou
=L TQSXA/2XTSTQTL".

_ La matrice S solution du probléme aux valeurs propres généralisé Asg =
A§SA; est reliée a S qui diagonalise A par la relation

S=L;’S.
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En effet,
A.S — A3SA,
= L,LTSA,.

En posant S = LTS et en multipliant a gauche la relation précédente
par L; ", on trouve bien que S diagonalise A,. Cela permet également de
Justlﬁer la définition des A, donnée avant ’écriture du théoreme.

Pour revenir a 7, comme L = QTLTQ, on en déduit que

L 'QS=L"QL’S
=L'QQ'L'QS
=QS.

On retrouve bien

~ (QSx) A2 (Q§X)T . (5.46)
0

Remarque 5.2. Dans ’expression , les matrices S et Q se calculent
analytiquement, puisque Q est la rotation permettant le changement de repeére
(dépendant de I’écoulement local) et S correspond a la matrice de passage de
la base des variables caractéristiques a celle des variables entropiques. Seuls
X et A nécessitent des calculs supplémentaires.

Remarque 5.3. Pour simplifier le calcul de X et A, une des hypotheses
prises dans le code AeTher est de ne pas considérer les termes croisés A, Ag,

2
ou « # (. La matrice a diagonaliser est alors de la forme gTé; A2 qui est

diagonale avec quatre termes extra-diagonaux. Quelques itérations de Jacobi
[63] servent a approcher avec suffisamment de précision A et x.

Pour définir une correction visqueuse, on utilise la projection des matrices
I~(ij sur les modes de 7. Cela donne des o; qui sont de la dimension d’une
viscosité. On pose ¥ = QgX. Ses colonnes sont notées W;. Les o; sont définis
par

o; =T Z (gijl gf’“ K, ) v, (5.47)

Le nombre de Péclet local «; pour chaque mode est

;= , (5.48)
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car les valeurs propres de T sont A, 2 0n applique la correction visqueuse

() aux valeurs propres de T pour obtenir la matrice de stabilisation des
équations de Navier-Stokes :

NS = (Q§X) A3 diag(g(ai)) (QéX)T (5.49)

5.2 Nouvelle matrice de stabilisation

Cette these a été 'occasion d’explorer une matrice de stabilisation plus
complete que celle actuellement utilisée dans AeTher.

5.2.1 Calcul de la matrice de stabilisation complete

Dans la partie la méthode de calcul de la matrice T a été détaillée.

Des approximations sont faites pour calculer le terme ( gﬁ; gf; AaAg) 12 par
une méthode spectrale. Les termes croisés A, Ag pour @ # 3 sont notamment
négligés.

L’idée retenue a été d’implémenter 'intégralité des termes de T dans
la formule (5.2)) proposée par Mallet [I04]. Deux méthodes de calcul sont
proposées, I'une effectuant une diagonalisation directe de la somme des carrés
des opérateurs de convection pour obtenir directement 7, I’autre passant par
le repere lié au lignes de courant, introduit a la section pour faciliter
numériquement la diagonalisation

Construction directe

La premiere idée pour construire une matrice 7 complete a été d’appli-

quer la formule (5.2)) & la lettre, c’est-a-dire de calculer la racine carré de

%%AjAk par sa diagonalisation, puis de multiplier a gauche par Ay L
J

Cette méthode n’est pas astucieuse, car elle ne profite pas des propriétés

mathématiques des matrices A; et Ag. Le terme g§§ gTiAjAk n’est pas symé-

trique, car les matrices A ; ne le sont pas, ce qui complique sa diagonalisation
[63].

Lemme 5.12. Soit M = 35; gg; AJT./NX(}lAk, symétrique par définition. On
diagonalise numériquement L”ML en LTML = TAT?. Si l'on note T =
LTT,

r=TA'/2TT, (5.50)

Démonstration. On rappelle que L est le facteur de décomposition de Cho-
lesky de Ag en Ag = LL”, et que B; = S5 L 1A, L7,
J

oz
La matrice de stabilisation 7 introduite dans la section pour le

probleme définit sur ’élément de référence est
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( ) 1/2
(L'BTA;'BLT) 2
(aa 0 ¢

8$] 8xk

0¢; 0%,
81‘]' 85@;

-1/2
1AjAglAkLT>

-1/2
LTA]TAglAkL> (5.51)

~1/2
On constate que T = (LTML> / .

Enfin,

=L T7L7 =L TTA"V?TL~! = TA~ /277
O

Cette méthode a été testée numériquement, en utilisant la bibliotheque
LAPACK [I1] pour calculer la factorisation de Cholesky de Ag = LL”, et
pour la diagonalisation de la matrice symétrique LT ML.

Cette méthode n’a pas donnée entiere satisfaction. En effet, malgré le
caractére symétrique et positif de LT ML = Bzﬁz, la diagonalisation de cette
matrice par la routine DSYEVR prévue pour les matrices symétriques donnait
sur certains éléments des valeurs propres négatives. Ces matrices ont été
extraites, et la diagonalisation de celles-ci par d’autres logiciel comme Matlab
donnait des valeurs propres différentes, surtout pour les plus petites et les
plus grandes. Ce probléme de conditionnement numérique a été résolu en
changeant d’approche pour le calcul de 7.

Construction dans le repére lié a I’écoulement

La deuxiéme méthode de construction de la matrice 7 complete a été
de suivre est de suivre exactement la formule du théoreme sans
approximations (comme celle précisée dans la remarque .

On utilise les opérateurs de flux d’Euler dans la repére lié aux lignes de
courant. On diagonalise 'opérateur de flux exprimé dans le sens du courant
a ’aide des variables caractéristiques, qui sont connues analytiquement, pour
obtenir les A,. Tous les termes, y compris les termes croisés, sont considérés
dans g% 9% A oA g. Cette matrice est diagonalisée numériquement par la
routine DSYEVR de LAPACK.

Cette approche été retenue, plutot que la précédente, car elle est plus
stable numériquement. La diagonalisation numérique n’a donnée aucune
valeur propre négative.
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Cette nouvelle matrice de stabilisation, que I'on qualifiera de compléte,
est beaucoup plus coliteuse & calculer que ’ancienne matrice . Pour cette
derniére, quelques itérations de Jacobi sont nécessaire pour approcher la
diagonalisation d’une matrice quasi diagonale. La matrice compléte nécessite
de diagonaliser une matrice 5 x 5 pour tous les éléments du maillage.

Ce surcoiit est négligeable pour des calculs linéarisé, vu que la construction
de la matrice prend peu de temps par rapport a la résolution du systeme
linéaire. Par contre, la résolution des équations de Navier-Stokes non-linéaires
demande a chaque pas de temps la construction d’un systeme linéaire implicite.
Dans ce cas, le surcoiit de la matrice complete n’est plus négligeable.

5.2.2 Navier-Stokes non-linéaire

Dans cette partie, on a appliqué la matrice de stabilisation compléte a des
calculs non-linéaires. Il est plus aisé pour un aérodynamicien d’interpréter des
solutions des équations de Navier-Stokes plutét que de leur forme linéarisée.
Enfin, pouvoir se servir de cette forme de 7 pour le calcul du champ moyen
permet d’étre consistant avec le calcul linéarisé si la méme stabilisation y est
utilisée.

Le probleme non-linéaire est résolu a 'aide d’'une méthode d’avance en
temps fictif, et & chaque pseudo pas de temps, la variation de la solution est
calculée d’une fagon implicite par la résolution d’un systéme linéaire. Comme
pour AeTher linéarisé, ce systeme est résolu par une méthode GMRES,
avec cependant une précision demandée beaucoup plus faible. Pour plus de
précisions, on consultera [145] [146].

La matrice complete de stabilisation a été testée sur deux cas transso-
niques, et un cas d’approche basse vitesse.

Aile M6 transsonique

Cas test IV (Aile MS6):

L’aile M6 est une maquette de soufflerie développée par TONERA dont
les résultats expérimentaux [141] servent de référence pour les codes de
mécanique des fluides [88]. Le maillage utilisé est tres fin et permet de
résoudre la couche limite avec précision. Il contient plus de 700 000 nceuds,
soit plus de 3,5 millions d’inconnues. Les conditions d’essais sont une incidence
de 3° et une vitesse de Mach 0,84. L’écoulement est donc transsonique.

Une coupe de pression a la peau est présentée sur la figure On
remarque que les chocs sont un peu plus marqués avec le tau complet, et
ailleurs les courbes sont quasiment identiques. La convergence du résidu
non-linéaire en fonction des itérations pseudo-temporelles est donnée sur
la figure [5.6] Le calcul utilisant le tau complet demande plus d’itérations
en pseudo-temps pour converger et atteindre un résidu limite. Cependant,
le nombre d’itérations GMRES nécessaire a la résolution des problémes
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FIGURE 5.5 — Coupe du coefficient de pression sur l'aile M6 (cas test
pour des calculs utilisant le tau standard et le tau complet.

implicites linéaires est plus faible pour le calcul utilisant la matrice de
stabilisation complete. Cela est illustrée sur la figure qui en abscisse
indique le nombre cumulé d’itérations GMRES ayant servi a résoudre les
probléemes implicites. La figure [5.8| présente ce méme résultat en indiquant
le nombre d’itérations nécessaires a l'algorithme GMRES pour résoudre les
problemes implicites & chaque pas de temps. Le systéme stabilisé avec la
matrice 7 compléte demande un nombre d’itérations en général inférieur a
chaque résolution, et est en tout cas moins impacté par les changements de
CFL. Cela a permis d’utiliser une stratégie de montée plus agressive du CFL
afin que la convergence en pas de pseudo-temps soit aussi rapide que le calcul
utilisant la matrice de stabilisation standard.

Falcon croisiére

La matrice de stabilisation a été testée sur un cas industriel, qui est un
Falcon en croisiére & Mach 0,8.

Cas test V (Falcon croisiére) :

Le cas Falcon croisere représente un avion Falcon en croisiere & Mach 0,8.
Le maillage de discrétisation contient 7 millions de noeuds, soit plus de 35
millions d’inconnues. Il est découpé en 512 sous-domaines. Ce cas désigne un
calcul non-linéaire
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FIGURE 5.6 — Convergence pour le cas aile M6 (cas test TV) du résidu
non-linéaire en fonction des itérations pseudo-temporelles.
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FIGURE 5.7 — Convergence pour le cas aile M6 (cas test TV)) du résidu
non-linéaire en fonction du nombre cumulé d’itérations GMRES
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FIGURE 5.8 — Nombre d’itérations GMRES nécessaires pour résoudre le
probléme implicite & chaque pas de temps pour le cas aile M6 (cas test .

La convergence de ce cas avec la matrice 7 compléte a été délicate,
puisqu’il a fallu redémarrer le calcul a partir d’une solution convergée, et
faire attention a la montée en CFL, sous peine de divergence du calcul.
Aucune comparaison des courbes de convergence n’est donc possible.

Une coupe de pression sur ’aile montrée sur la figure [5.9] montre un
choc toujours mieux défini, mais des oscillations en aval de celui-ci. Pour
des raisons de confidentialités, les valeurs de I’axe des ordonnées ne sont pas
données.

La matrice de stabilisation complete est donc sous dissipative, ce qui lui
permet de mieux capturer les chocs, mais rend le schéma légerement plus
instable, expliquant les oscillations numériques. La diffusion numérique trop
faible augmente la difficulté de convergence, d’ou ’obligation de redémarrer
d’une solution convergée.

Falcon décollage

La matrice complete de stabilisation a été testée sur un cas basse vitesse,
ol elle a pu démontrer son intérét. Un calcul sur un avion de type Falcon en
configuration de décollage a 10° d’incidence a été réalisé.

Cas test VI (Falcon décollage non-linéaire) :
Le maillage et la configuration aérodynamique ont été présentés dans le cas
test [[T]] & la section Cette fois-ci, le calcul réalisé est non-linéaire.
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FIGURE 5.9 — Coupe de pression sur aile. Cas Falcon croisiére (cas test .

La convergence du résidu non-linéaire en fonction des itérations en pseudo
temps se trouve sur la figure [5.10} Cette fois-ci les deux calculs convergent de
maniére tres similaire. La figure [5.11] montre que 'utilisation de la matrice
complete de stabilisation permet de réduire le nombre d’itérations GMRES
pour résoudre les problemes implicites.

L’intérét de la matrice 7 complete s’est révélé lors de la comparaison des
cartographies de pression sur le fuselage de I'avion. Le code AeTher est tres
sensible a la qualité du maillage sur le fuselage, qui est en général bien plus
grossier que sur l’aile, ou les phénomeénes aérodynamiques les plus importants
se passent. Le maillage est non seulement moins fin que sur laile, mais il est
également non structuré. La cartographie de pression présente un mouchetage
inexpliqué sur le fuselage dans les calculs basse vitesse. Il s’est avéré que
I'utilisation de la matrice compléte de stabilisation a considérablement réduit
ces oscillations parasites de pression, et a amélioré grandement la qualité
de la solution. La figure [5.12] montre que le mouchetage disparait presque
intégralement dans le sillage de I’aile sous les réacteurs, ainsi que sur le nez
de l'avion. Le mouchetage a été identifié comme provenant d’une variation
de I’écart de la normale des éléments surfaciques a la normales de la CAO.
Un maillage suffisasamment régulier permet d’éliminer les bosses qui sont a
I’origine de ces variations locales de normale. Le mouchetage est un signe que
le code stabilisée avec la matrice 7 standard est trés sensible au variation
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F1cURE 5.10 — Convergence du résidu non linéaire en fonction des itérations
en pseudo temps. Cas Falcon décollage (cas test .
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FI1GURE 5.11 — Convergence du résidu non linéaire en fonction des itérations
GMRES cumulées. Cas Falcon décollage (cas test .
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FIGURE 5.12 — Champ de pression locale sur le fuselage. En haut, 7 complet.
En bas, 7 standard. Cas Falcon décollage (cas test @)

des normales des facettes du maillage surfacique, ce qui peut étre intéressant
dans certains cas.

En conclusion de cette étude de 'utilisation de la matrice de stabilisation
complete pour les équations de Navier-Stokes non-linéaires, on a vu que cette
stabilisation était un peu moins diffusive que la matrice 7 standard. Cela
permet de capturer mieux les chocs dans les écoulements transsoniques, au
risque d’introduire des oscillations numériques en aval des chocs. Ce manque
de viscosité complique également la convergence pour les cas haute vitesse.
Les systémes linéaires des problémes implicites sont résolus plus facilement,
ce qui n’est pas forcément cohérent avec une viscosité numérique plus faible.

5.2.3 Résultats en aéroélasticité sur la maquette DTP

Les deux matrices de stabilisation ont été comparées sur un cas d’aé-
roélasticité. La maquette DTP, présentée a la section a fourni ce cas
test, appelé cas test [[Il Pour rappel, lepoint de vol est de Mach 0,88 & 0°
d’incidence. Le mouvement choisi est un tangage de voilure a fréquence nulle.
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FIGURE 5.13 — Coubre de convergence du cas DTP (cas test . Résidu
normalisé.

Le terme de stabilisation SUPG intervient dans le résidu non-linéaire.
Ainsi, une différenciation de ce terme entre en compte dans la formulation
linéarisée, a la fois dans la matrice et le second membre du systeme linéaire.
Comme expliqué dans la partie la différenciation du terme de stabili-
sation est nécessaire afin d’obtenir les bons gradients de fonction cotiit. En
aéroélasticité, I'utilisation de ce terme est plus discuté, et le choix est donné
a l'utilisateur de ne pas considérer les gradients de la stabilisation pour la
formation du systéme linéaire.

Le terme de stabilisation différenciée nécessite d’obtenir le gradient de la
matrice 7. La routine de construction de cette matrice a donc été différenciée
automatiquement avec le logiciel Tapenade [76]. Cela nécessite notamment
d’obtenir le gradient de la diagonalisation du terme gf; gf; A,Ag. Pour ce
faire, la routine DSYEVR de LAPACK a été différenciée a I'aide de Tapenade.
Cette routine différenciée calcule la diagonalisation d’une matrice symétrique,
ainsi que la variation de ses valeurs et vecteurs propres dans la direction d’une
perturbation symétrique de cette matrice. Cette routine ignore compléetement
les problemes de différenciabilité de valeurs propres multiples.

La figure montre la convergence du résidu normalisé par 1’algorithme
GMRES, pour des calculs utilisant une matrice de stabilisation standard ou
complete, et différenciée ou non. On constate que le systéme avec stabilisation
compléte converge plus rapidement qu’avec la matrice standard. La prise
en compte avec la matrice standard du terme de stabilisation différencié
rend la convergence légerement plus difficile, comme constaté auparavant
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FIGURE 5.14 — Variation de la pression sur une coupe de l’aile. Cas DTP
(cas test . Ligne du bas : calculs sans 7 différencié. Ligne du haut : calculs
avec T différencié. Colonne de gauche : coupe sur toute la corde de laile.
Colonne de droite : zoom sur la partie antérieure de 'aile.

sur d’autres cas tests. Pour la matrice 7 complete, la convergence ne change
presque pas, ce qui est inhabituel.

Des coupes de pression a la surface de 'aile sont présentées sur la figure
La ligne du bas présente les calculs sans différenciation de la stabilisation.
On constate encore que le 7 complet est moins visqueux et introduit des
instabilités numériques en aval du choc. La ligne du haut présente les mémes
résultats, et ajoute les calculs avec différenciation de la stabilisation. Pour la
matrice T standard, la différenciation ajoute un petit peu d’instabilité derriere
le choc. Par contre, le calcul avec différenciation de la matrice compléte donne
des résultats tres bruités, particulierement en aval mais également en amont
du choc.

La matrice compléte n’améliore pas la vitesse de convergence, et augmente
Iinstabilité de la solution derriére les chocs. Son utilisation en linéarisé sur
des applications transsoniques ne semble pas intéressante.
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FIGURE 5.15 — Convergence du résidu normalisé par ’algorithme GMRES.
Cas Falcon décollage linéarisé (cas test |VII).

5.2.4 Résultats en linéarisé basse vitesse

La section [5.2.2] a montré I'intérét de la matrice de stabilisation dans
les configurations a basse vitesse. On reprend ce cas test en effectuant cette
fois-ci un calcul linéarisé.

Cas test VII (Falcon décollage linéarisé) :

Le maillage et la configuration aérodynamique sont identiques a ceux du cas
test [VI] On utilise un mouvement de tangage & fréquence nulle pour créer le
second membre. Le calcul non-linéaire de référence autour duquel les calculs
linéarisés ont été réalisés utilise la matrice standard de stabilisation.

Sur ce cas, la prise en compte de la différenciation de la stabilisation,
quelque soit la forme choisie de la matrice, a empéché la convergence. La figure
[5-15] présente la convergence des systémes linéaires résolu par 1’algorithme
GMRES, utilisant la matrice 7 standard ou compléte. On constate cette fois-ci
que la matrice complete ralentit légerement la convergence. Une cartographie
de la variation de pression sur le fuselage de ’avion est montrée sur la figure
On constate un mouchetage moins important sur le nez de I'avion, ainsi
que sur le fuselage prés de I’entrée d’air central, lorsque la forme complete
de la matrice de stabilisation est utilisée.

5.2.5 Résultats en aéroacoustique

La nouvelle matrice de stabilisation a également été testée en aéroacous-
tique. Le cas test, nommé SFWA, est celui d’une tuyere modele présentée
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FIGURE 5.16 — Cartographie de la variation de pression sur le fuselage
du Falcon en configuration décollage (cas test [VII)). Matrice compléte de
stabilisation en haut, et standard en bas.
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FIGURE 5.17 — Courbe de convergence du résidu normalisé pour cas SFWA.

dans la section [6.3.1], et I'interprétation des résultats fait référence a la section
0.2)

Les courbes de convergence sont présentées sur la figure Le cal-
cul utilisant la matrice complete de stabilisation converge beaucoup plus
lentement. Cela est tres facilement expliqué par des coupe de la variation
de pression, données sur la figure On constate immédiatement que
I'utilisation de la matrice compléte induit des rebonds trés importants sur
le bord. En d’autres termes, elle permet un moins bon décentrement des
caractéristiques suivant toutes les directions.

5.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a d’abord détaillé la construction de la matrice
T, qui est au cceur de la stabilisation SUPG. La discétisation centrée d’un
terme d’advection conduit & un schéma instable. Une des techniques pour
obtenir un schéma stable est de décentrer cette discrétisation. Cela peut se
faire par I’ajout d’une viscosité artificielle, qui dépend du nombre de Péclet
local dans le cas d’une équation d’advection diffusion. Une fagon commode
d’implémenter cette viscosité artificielle pour la méthode des éléments finis
est de modifier les fonctions de pondérations en y ajoutant un terme défini a
I’élément. L’extension aux systemes d’équations en une dimension ne pose
pas de problemes, en diagonalisant I’opérateur de convection. Par contre,
le passage a plusieurs dimensions spatiales nécessite des approximations,
puisqu’alors une définition spectrale de la matrice de stabilisation n’est
plus possible. De surcroit, le terme de métrique permettant de décentrer la
discrétisation des opérateurs de convection dans chaque direction est délicat,
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FIGURE 5.18 — Partie réelle de la variation de pression pour un mode plan a
2 kHz sans écoulement sur le cas SFWA. En haut, matrice T compléte. En
bas, matrice standard.
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si ce n’est impossible a trouver.

L’approximation retenue par Mallet [104] est de passer de la valeur absolue
d’une matrice B en une dimension & VBB lorsque B est une matrice
rectangulaire dans le cas a plusieurs dimensions. Cette méthode est retenue
dans le code AeTher, mais avec des simplifications supplémentaires. La
deuxieme section de ce chapitre a été ’occasion de tester cette approximation
en suivant littéralement la formule de 7 donnée par Mallet. Le calcul de
I'inverse d’une racine carrée d’opérateur est réalisé par une diagonalisation
numérique a l’aide de la bibliotheque LAPACK. Afin d’éviter des problemes
de stabilité numérique, les opérateurs de flux sont exprimés dans la base des
variables caractéristiques dans un repére lié aux lignes de courant.

Cette forme, que nous avons appelée complete, de la matrice de stabilisa-
tion a été testée sur les équations de Navier-Stokes non-linéaires et également
linéarisées. Les calculs non-linéaires ont montré que la matrice complete est
un peu moins visqueuse et donc moins stabilisatrice. La résolution des pro-
blemes implicites linéaires est également plus facile avec cette matrice. Enfin,
le mouchetage apparaissant sur la répartition de pression sur le fuselage dis-
parait avec la stabilisation complete. L’étude de cette forme de la matrice de
stabilisation en linéarisé donne des résultats moins probants. Les conclusions
physiques tirées de I'utilisation pour les équations de Navier-Stokes de la
matrice complete restent valable : elle est moins stabilisatrice, et tend a lisser
le bruit numérique présent sur le fuselage. L’amélioration de convergence
observée en non linéaire n’est pas retrouvée. Cela est tres certainement di
au terme temporel supplémentaire présent dans le systeme implicite. Enfin,
la matrice complete a été testée en aéroacoustique. On observe que les condi-
tions de Dirichlet homogenes devienne trés réfléchissantes, alors qu’elle sont
normalement transparentes comme expliqué dans le chapitre [6] Cela montre
que la matrice compléte de stabilisation ne permet pas un décentrement
convenable de la discrétisation des termes advectifs par caractéristique. La
transformation d’une condition de Dirichlet homogeéne en une condition aux
limites transparente par la stabilisation SUPG est un bon test de la qualité
de la matrice 7.

Toutes ces observations permettent de conclure que l'idée de suivre
a la lettre la définition n’est pas bonne. Cette formule représente
une tentative d’extension approchée en 3D d’une définition exacte en une
dimension. Il s’avere que les approximations supplémentaires retenues dans
AeTher pour la construction de 7 améliorent la qualité de la stabilisation.
Une définition optimale de la matrice de stabilisation se situe certainement
entre la formule et 'approche choisie dans AeTher.
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Chapitre 6

Conditions aux limites

Ce chapitre présente le travail réalisé au cours de cette these sur les
conditions aux limites. La quasi-intégralité de ces résultats est reprise d’'un
article soumis lors de la these [21]. La premiére partie de ce chapitre s’intéresse
a l'imposition de conditions de Dirichlet non homogenes & des quantités
dépendant non linéairement des variables entropiques. La deuxiéme partie
explique une propriété surprenante de type « condition transparente » des
conditions de Dirichlet homogenes dans le code AeTher, et la derniére section
présente des résultats d’aéroacoustique sur une configuration industrielle.

6.1 Conditions aux limites de Dirichlet non homo-
genes

Cette section est dévolue a la présentation de l'imposition de conditions
aux limites de Dirichlet non homogenes. Trois exemples sont détaillés. Les
deux premiers, qui montrent comment imposer une variation de pression,
concernent 1’aéroacoustique, tandis que le dernier, qui détaille 'imposition
d’une vitesse de paroi non nulle, s’applique a l’aéroélasticité.

Les conditions limites de Dirichlet non homogenes sont compliquées
par l'utilisation des variables entropiques détaillées dans la section [2.1.2
Les variables de travail naturelles en aérodynamique (comme la pression,
les vitesses, ou encore le nombre de Mach) ne sont pas les variables du
calcul. Dans ce chapitre, on suivra le travail de Shakib [145], qui a expliqué
I'imposition de conditions de Dirichlet homogeénes pour des calculs Navier-
Stokes non linéaires utilisant les variables entropiques. Ce travail se démarque
de celui de Shakib par la généralisation a des conditions non homogenes.

144
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6.1.1 Imposition d’une variation de pression

On rappelle la définition des variables entropiques introduite dans la
section [2.1.2] :

\%1

nl o[ %
V = ‘/3 - % )

A

;) \-4

ot u est le potentiel chimique, T' la température et (ug,uy,u.) sont les
vitesses. Pour imposer une variation de pression dp, une relation linéaire
entre dp et les variations des variables entropiques dV; doit étre trouvée. On
peut la trouver en linéarisant ’expression reliant la pression aux variables
entropiques, donnée ci-dessous :

1 VE+VE+VE v
= — -2 3 4 — 2 (14+1In(— 1
P = exp (R <V1 517 +C 7( +In(-V5)) |, (6.1)

ol ¥ = ¢p/ ¢y est le coefficient adiabatique et 7 = y—1, et C est une constante
dépendant uniquement de I’entropie de référence choisie. La pression dépend
donc non linéairement des variables entropiques. Il convient de choisir une
des variables entropiques pour imposer la variation de pression. Les variables
V5 a V5 dépendent uniquement des vitesses et de la température. Il ne parait
donc « pas physique » d’imposer la variation de pression avec une autre
variable que Vi. Isolons donc cette variable dans I’équation (6.1)) :

Vi 4+ VE+ VP Ry
Vi = RI1 2 3 4.0 In (= V5
1 np + 2V += (1+1In(=V5)) (6.2)
= fp(‘/?7 V37 ‘/47 V57p) 9
On dérive cette expression pour obtenir
0
dvy = Zafpdv + f”d (6.3)

On obtient une relation hnealre entre la variation des variables entropiques
dV; et la variation de la pression dp, dont les coefficients dépendent non
linéairement de la valeur des variables entropiques autour de laquelle la
linéarisation a été effectuée :

afp_VZ afp_v?) afp_V4
L R A A O
ofy  Vi+VE+V} Ry 1 dfp R
- aZ T awv e
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On réécrit (6.3 sous forme vectorielle :

Rdp

dV = SdV + =SdV + aeq, (6.4)

o O oo

ol e est le premier vecteur de la base canonique de R® et a = Rdp/p. On
note que seul a dépend de dp a imposer. La condition aux limites de Dirichlet
homogene sur la variation de la pression correspond a a = 0. La matrice S
est définie par

o 9 Of O Ofp

OVy oVs oVy V5

s=|: . (6.5)

0 1

s’applique aux cinq variables entropiques d’un seul nceud du
maillage (voir la section, et remplace la premiére variable par ’équation
. Pour imposer une conditions aux limites sur un systéme complet, on
indexe la matrice S; et le parameétre «; par le numéro ¢ du nceud. La matrice
de transformation S; doit agir sur un vecteur d’inconnues de taille 5 X N,4
(Npg étant le nombre de noeuds du maillage) et est donc définie par bloc :

I5

I5

Une réindexation similaire doit étre effectuée pour le vecteur e; qui se
note alors e; ;. La modification des inconnues du systeme linéaire Ax = b
pour imposer les conditions de Dirichlet non homogenes au nceud ¢ s’écrit

A(SZX + oziem) =b. (67)

La transformation matricielle M — MS; correspond & une combinaison
linéaire des colonnes de M, afin d’éliminer 'inconnue (la premiére variable du
neceud ¢) imposé par la condition de Dirichlet non homogene. Le terme Aaje; 1,
qui s’ajoutera au second membre, permet de reporter sur les noeuds voisins
du noeud i Ueffet de I'inconnue imposée. Ainsi, I’équation s’interpréte
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comme I'imposition des conditions aux limites non homogenes sur les fonctions
de forme. Les fonctions test doivent également vérifier la condition aux limites
de Dirichlet homogene associée. Pour cela, on multiplie a gauche le systéme
par ST ce qui donne

STAS;x = ST (b — a;Ae; 1) . (6.8)

La multiplication & gauche du systeme linéaire par SiT élimine la ligne (ici
la premiére du noeud ) dont I'inconnue correspondante est déja déterminée.
Cela permet en outre que cette inconnue reste nulle.

On obtient ainsi la procédure pour modifier le systéme linéaire afin
d’imposer la condition aux limites de Dirichlet de pression non homogene au
neeud 4. Cette procédure est appliquée pour tous les nceuds de la frontiére ou
s’applique une telle condition de Dirichlet. Une implémentation plus efficace
pour la méthode des éléments finis de cette procédure consiste a modifier
les matrices élémentaires, quand I'un des nceuds de 1’élément considéré est
sur la frontiere. La combinaison de lignes et de colonnes se fait alors sur une
matrice pleine, ce qui est bien plus aisé qu’apres distribution de ces matrices
élémentaires sur la matrice globale creuse stockée dans un format adapté.

Remarque 6.1. La matrice S} AS; est singuliére, car la ligne et la colonne
correspondant a la premiere variable du nceud ¢ sont nulles. Pour simplifier
I'utilisation de préconditionneurs, on remplace le terme nul sur la diagonal
par 1.

Remarque 6.2. Aprés imposition des conditions aux limites de Dirichlet
non homogenes, les inconnues du systéme linéaire sont prises dans un espace
vérifiant des conditions de Dirichlet homogenes associées. Pour pouvoir
retrouver a des fins de post-process la valeur des variables imposées, il faut
appliquer la relation (6.3)).

6.1.2 Imposition d’une onde incidente par les caractéristiques

Les conditions aux limites telles que décrites dans la section précédente
imposent une variation de la pression sur la frontiere. Pour 'ingénieur acous-
ticien, cela pose probleme car cette condition aux limites ne permet pas de
controler ’énergie acoustique introduite dans le domaine. En effet, imposer
une variation de pression sur une interface revient a imposer la somme de
deux ondes acoustiques, I'une entrante dans le domaine et ’autre sortante.
Aucun contrdle n’est donné pour séparer ces deux quantités. Ainsi, avec ces
conditions aux limites, deux calculs sur deux configurations légerement diffé-
rentes seront difficilement comparables, puisque ’onde acoustique sortante ne
sera pas la méme dans les deux calculs, ce qui fera varier I’énergie introduite
dans le calcul.

De nombreuses techniques existent pour contréler précisément 1’énergie
introduite dans le domaine de calcul. Elles sont toutes issues de la méthode
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des conditions aux limites transparentes, qui sont décrites en détail dans
[157]. Ce type de conditions aux limites permet d’approcher par un calcul
dans un domaine fini un probléme dans un domaine infini. La modélisation
du comportement en champ lointain de la solution se fait via ces conditions
limites. En acoustique, cela s’obtient par des conditions qui laissent passer
toutes les ondes sortantes sans réflexions parasites et, en I’absence de source
a l'infini, n’en laissent rentrer aucune.

L’utilisation des caractéristiques de ’équation d’Euler est une méthode
simple pour obtenir des conditions aux limites transparentes. Soit un plan
infini, de normale unitaire n (que 1’on considéra entrante dans le domaine
si ce plan est une frontiere), et s, t deux vecteurs complétant la base ortho-
normale. La diagonalisation du jacobien du flux d’Euler selon la direction n
donne 5 valeurs propres qui sont (u-n,u-n,u-n,u-n—cu-n+c). Les
coordonnées dans la base générée par ces vecteurs propres sont appelées
variables caractéristiques. L’expression de ces variables en fonction de la
variation des variables primales (dp, du, dp)

AW, dp — Ldp
AW, s -du
W = | dWs | = t-du . (6.9)
dWw, n-du+ ﬁdp
dWs —n-du+ Jdp

Les quantités précédées par d sont relatives & I’onde acoustique et non
a ’écoulement moyen. Les trois premieres variables caractéristiques cor-
respondent a la convection a une vitesse u - n respectivement d’une onde
d’entropie et d’ondes de vorticité. La variable caractéristique dW, est une
onde acoustique convectée se propageant a la vitesse u - n — ¢, tout comme
la variable caractéristique dWs a la vitesse u-n + c.

On se place dans le cadre d’une tuyere orientée dans la direction e,. Le
plan limite est une section de la tuyeére orthonormale a son axe. La vitesse
de I’écoulement porteur u est donc dirigée selon n = e, que l'on considerera
rentrant. On note u = u - n.

Imposer le mode acoustique rentrant seul implique d’imposer la caractéris-
tique rentrante de valeur propre u + ¢, et de laisser les autres caractéristiques
libres. La théorie modale de la propagation acoustique dans les tubes que
l’on trouvera dans [I30] permet de calculer la variation de pression dp et la
vitesse acoustique du du mode a imposer, et ainsi calculer la caractéristique
rentrante dWy. C’est pourquoi on appellera dans le reste de ce manuscrit ce
type de conditions des conditions aux limites caractéristiques incidentes ou
encore caractéristiques.

Imposer la caractéristique dWy ajoute une dépendance affine entre la
variation de pression dp et la variation de la vitesse normale. On remplace
dans la variation de pression dp par la relation affine introduite par la
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définition de dWy :

dp = pcdWy — pcdu, . (6.10)

De la définition des variables entropiques, u, = —Va/Vs. Ainsi du, =
—1/V5 dVa + Vo /V5 dVs. Ainsi,
d AWy + LCavs — peL2av: (6.11)
= pc — — pc— . .
p=p 4 v 2—p V}? 5
On injecte cette expression de dp dans 1’équation (6.3) pour obtenir les
dérivées partielles de la fonction implicite fyy, :

5
Ofw, fw,
= : Wi. 12
A% >, Vi + Gy dWa (6.12)

Pour un gaz parfait, I’équation d’état p/p = RT et la définition de la
vitesse du son ¢ = YRT permettent de simplifier 'expression des dérivées
partielles de fyy, :

Ofw, _ V2 ofwy _ Vs Ofwy _ Va

Ve Vs O vy Vs’ v, Vs’ 613
Ofw, _ VP+VE+VZ Ryl Vo o Ofw, _9R '
Vs V2 ¥~ Vs TV oW, e

6.1.3 Validation des conditions aux limites incidentes

Les conditions aux limites incidentes ont été testées sur un probléeme
trés simple que 'on appellera cavité accordée. Il s’agit d’une géométrie
unidimensionnelle, de longueur L, ou 'on impose un signal rentrant par
une face, et I'autre face est parfaitement réfléchissante. Un schéma d’un
tel dispositif est donné sur la figure [6.1] L’accord de la cavité s’effectue en
réglant la fréquence f de 'onde ou la longueur L de la cavité afin que 'onde
réfléchie par la paroi du fond soit en phase avec I’onde incidente, créant ainsi
une onde stationnaire constructive. L’écoulement porteur est évidemment
nul au sein de la cavité.

Onde plane

La validation la plus simple s’effectue avec une onde plane se propageant
dans l'axe de la cavité. Dans ce cas-la, 'accord de la cavité se fait en
choisissant une fréquence telle que la longueur de la cavité soit un multiple
de A/2, ou A désigne la longueur d’onde. Utiliser une condition aux limites
de pression totale telle que décrite dans la section [6.1.1] sur le plan d’entrée
impose a cet endroit la somme des ondes incidente et réfléchie. Imposer
seulement I'onde incidente par les conditions limites décrites dans la section
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FIGURE 6.1 — Schéma de la cavité accordée. L’onde est injectée en x = 0.
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FIGURE 6.2 — Partie réelle de la variation de pression dans une cavité de 4 m
de long. Onde plane a 340 Hz.

[6.1-2 conduira & une amplitude de I'onde stationnaire deux fois supérieure.
La figure [6.2| présente la partie réelle de 'onde stationnaire dans une cavité de
4 m de long accordée a 340 Hz. Pour les deux conditions aux limites utilisées,
une amplitude d’un Pascal a été utilisée. Comme attendu, les conditions aux
limites incidentes doublent I'amplitude de ’onde stationnaire par rapport a
celle induite par les conditions aux limites totales.

Modes d’ordre élevé dans un tube

D’autres modes que des ondes planes existent dans un tube. Il existe une
infinité de modes que ’on appellera d’ordre élevé qui ont chacun une fréquence
de coupure en-deca de laquelle ils ne se propagent pas. Ils permettent de
tester la qualité des conditions aux limites incidentes pour une onde dont la
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propagation n’est pas normale & la frontiére. On cherche ici a accorder une
cavité dans laquelle un de ces modes complexes serait en résonance. Cette
cavité est un tube de rayon Ry et de longueur L. Un systéme de coordonnées
orthoradial (x,r,#) est utilisé. Le tube est fermé en son fond, en x = L, par
une surface parfaitement réfléchissante. Les modes sont introduits dans le
plan de coordonnées x = 0 que ’'on nomme plan modal. Les parois radiales du
tubes sont parfaitement réfléchissantes. La formule permettant de déterminer
pour une forme modale donnée toutes les fréquences de résonance est plus
complexe que pour 'onde plane, ou il suffit de choisir que la longueur de la
cavité soit multiple de la demi-longueur d’onde. Nous allons déterminer cette
formule. La pression du mode complexe (m,n) est donnée par la formule
suivante [130] :

pm,n(:c, T, 9) = pOJm(km,nr) ei(wt—mH—&-kmx) (6.14)

Ici, pg est 'amplitude du mode, J,, est la fonction de Bessel de premier
type d’ordre m. Le nombre d’onde radial &, , est tel que ky,nRo = Xmn
est le n-itme zéro de la dérivée de la fonction de Bessel J/ , qui est une
conséquence de la réflexion parfaite sur la paroi radiale du tube. Cette
définition conduit & indexer le mode plan par (m = 0,n = 1). Les nombres

d’ondes axiaux k, et radiaux k,, , sont reliés par la relation de dispersion au
nombre d’onde k = 27 f/c :

K=k 4k, (6.15)

La pression totale dans le tube est la somme des deux modes entrant et
réfléchi. Leur amplitude est égale, car la surface en & = L est parfaitement
réfléchissante. Ces deux modes different seulement par leur signe du nombre
d’onde axial k, et une différence de phase . La pression totale dans le tube
s’écrit donc

Pt = pOJm(km,nT) eiwt (ei(kzxfme) + ei(szxfm9+@)) (6.16)

La cavité résonnante est bouchée en x = L. La réflexion parfaite sur
ce mur demande % = 0. On en déduit que ¢ = —2k,L. La cavité est
accordée si 'onde réfléchie est la méme que ’onde incidente dans le plan
d’entrée x =0, 7.e. si :

1 = —2ikal

Cela définit entierement le nombre d’onde axial k, par la longueur L de
la cavité et p, le nombre (entier) de demi longueurs d’onde que la cavité
contient :

ky = — (6.17)
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FIGURE 6.3 — Partie réelle de la variation de pression pour un mode (1,1)
accordé a 4 A, dans une cavité cylindrique.

On combine cette définition avec celle de k = 27/ f dans la relation de
dispersion ([6.15)) et on obtient

() - () k.

Cette relation permet d’exprimer la fréquence en fonction du nombre de
demi longueurs d’onde dans la cavité :

f(p) = (%)2 2 (6.18)

Ici, f. = k’;;fc est la fréquence de coupure du mode (m,n) considéré. On
constate que pour p tres grand, la fréquence du mode se rapproche de celle
du mode plan, & savoir f ~ £7. Cette formule permet d’obtenir la fréquence
pour accorder un mode a une cavité en fonction du nombre de périodes
souhaité. Par exemple, la partie réelle de la variation de pression pour un
mode (1,1) avec p = 8, c’est-a-dire un accord de la cavité & 4 \,, est donnée
sur la figure [6.3

La relation de dispersion est également une relation de Pythagore
qui permet de définir un angle « tel que présenté sur la ﬁgure Comme £y, ,
dépend seulement du mode considéré, I'angle o décroit lorsque la fréquence
croit. A la fréquence de coupure p = 0, donc a vaut 90°. On notera que I’angle
« n’est pas un angle physique, car de tous les nombres d’onde de la relation de
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FIGURE 6.4 — Relation de dispersion et définition de 'angle «

2.0 T
+—+ Mode (1,1)
+—+ Mode (2,1)
18l +—+ Mode (3,1) |}
- L6
%
e
27 14p
1.2}
1'030 46 Sb Gb 7‘0 8‘0 90

a(%)

FIGURE 6.5 — Perte de pression en fonction de «

dispersion , seul k, est réellement un vecteur. Une interprétation plus
juste serait de considérer k,,, comme un vecteur « tournant », et qu’alors «
serait la demi ouverture d’un céne de révolution obtenue par rotation de la
figure

Cette définition d’angle permet d’étudier le comportement des conditions
aux limites caractéristiques en fonction de 'angle @ du mode imposé a la
normale du plan modal d’entrée. Les conditions aux limites transparentes par
la méthode des caractéristiques se dégradent lorsque ’onde incidente n’est
pas normale & la surface [I57]. On peut donc supposer que les conditions aux
limites incidentes de la section [6.1.2] connaissent le méme probléme.

La figure présente le rapport du maximum de la pression dans la
cavité d’un mode imposé par les conditions aux limites incidentes par rapport
a celle d’'une mode imposé par des conditions aux limites de pression totale,
en fonction de l'angle «, ou de maniére équivalente, du rapport % On
rappelle que si les conditions aux limites incidentes sont parfaites, ce rapport
vaut 2. Ce résultat avait été trouvé pour des ondes planes. Pour des modes
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tournants, il est inférieur a 2, et se dégrade au fur et a mesure que 'angle «
augmente. On retrouve donc le résultat intuité que les conditions aux limites
caractéristiques sont plus performantes quand les ondes sont normales & la
surface. Il n’a pas été possible d’obtenir des points pour des angles inférieurs
a 40°. Ils correspondent & p (et donc k) trés grand, c’est-a-dire une longueur
d’onde A\, dans la direction x trés faible. La résonance exacte est alors difficile
a obtenir, car elle nécessite une grande précision dans la valeur de .. De
surcroit, le maillage impose une limite fréquentielle, et empéche de choisir
des grandes valeurs de p.

Plusieurs commentaires sont a formuler sur les résultats de la figure
[6.5] Premiérement, on constate que les conditions aux limites incidentes
tendent & imposer la pression totale dans la limite des angles tres grands. Ce
fonctionnement surprenant est délicat a interpréter. Une piste pour éclaircir
ce phénomene est de se rappeler que les conditions aux limites incidentes
imposent une combinaison affine des variations de pression et de la vitesse
normale. Or, un mode proche de sa fréquence de coupure a une vitesse
acoustique presque tangente au plan d’entrée. Dans le cas limite d’un mode
calculé a sa fréquence de coupure, son nombre radial k, est nul, donc la
vitesse acoustique normale 'est également. Alors, la caractéristique dWy
est entierement déterminée par la pression. Dans ce cas la, la contribution
des conditions de Dirichlet non homogeénes au second membre du systeme
linéaire sera la méme lorsqu’on impose la pression totale et la caractéristique

incidente (car aaj;‘{,vf dWy = %5})). Cela n’est qu’une partie de la réponse, car
les matrices S de transformation du systeme linéaire ne sont pas les mémes.

La deuxieme remarque sur la figure est d’ordre pratique pour l'ingé-
nieur utilisant les conditions aux limites incidentes, c¢’est-a-dire I’écart entre
I’énergie incidente voulue et celle effectivement appliquée. Il est important
pour lui de quantifier ’erreur commise sur le calcul due aux conditions limites.
La figure [6.5] permet de constater que pour des angles « inférieurs a 50°,
la perte de pression acoustique est inférieure a 20%, qui est acceptable en
pratique. Enfin, notons que la perte de signal pour des angles supérieurs a
50% est délicate a utiliser quantitativement. En effet, pour de tels angles,
I'onde sortante est trés certainement en partie réfléchie par la condition
limite d’entrée, qui elle méme n’injecte pas assez d’énergie dans le systéme.
Il devient donc délicat de quantifier a partir de la figure I’amplitude du
mode incident que ’on impose par les conditions aux limites. Une expérience
numérique pour mesurer précisément cela aurait été de placer en x = L
une condition aux limites parfaitement absorbante. Or le code AeTher ne
dispose de ce type de conditions. Pour contourner ce probleme, on pourrait
déraffiner progressivement le maillage le long du tube pour que les modes
soient détruits avant le bout du conduit.



CHAPITRE 6. CONDITIONS AUX LIMITES 155

6.1.4 Imposition de la vitesse de paroi en aéroélasticité

L’autre application durant cette thése des conditions aux limites de
Dirichlet non homogenes a été ’aéroélasticité. Pour les calculs dit statiques,
sans terme fréquentiel, on impose le déplacement via un terme ALE dans
le volume (voir section . Lorsque ce déplacement est considéré comme
étant harmonique, on impose au fluide a la paroi une vitesse imaginaire pure
valant jwdx, ou dx est le déplacement du mode structural considéré. Pour
I’imposer, on rappelle la définition des variables entropiques faisant intervenir
la vitesse du fluide :

Va UTI Uy
‘/E’) = uTy - _V:’) Uy
Vi % Uy
Les variables dérivées valent donc
dVs dug Uy duyg AV Vs
dVs | = Vs | duy | —dVs [uy | = =Vs | duy | + 75 Vsl (6.19)
dVy du, U, du, >\
Les variables du, du, et du. sont imposées et valent
dug
du = | du, | = jwdx (6.20)
du,

ou dx est le déplacement du mode structural imposé (voir section [2.3.1). La
transformation a imposer aux variables de travail est donc

0
jwox
dV — SdV — V5 | jwiy (6.21)
jwdz
0

La matrice de transformation S est alors définie par

1000 O
0000 P

szooooé (6.22)
0000 ¢
0000 1

Avant I'utilisation de cette condition aux limites, la vitesse imaginaire
pure était imposée par pénalisation a la paroi. Pour comparer ces deux
fagons d’imposer la conditions aux limites, des calculs sur la maquette DTP
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FIGURE 6.6 — Partie imaginaire du dCp a mi-envergure de la maquette DTP
pour un mouvement de tangage a 30 Hz a Mach 0,88. Imposition de la vitesse
a la paroi par pénalisation ou par condition de Dirichlet non homogene.

présentée A la section ont été effectués. La figure [6.6] présente la partie
imaginaire de la variation de pression a la peau a mi-envergure pour un
mouvement de tangage a 30 Hz réalisé a Mach 0,88. Les résultats sont
identiques pour les deux méthodes. La figure montre la convergence
du résidu non adimensionné. Les deux courbes ne peuvent se distinguer,
a 'exception du résidu initial. La pénalisation introduit en effet un résidu
tres fort aux noeuds de la paroi. Ce résidu local disparait apres la premiere
itération, a partir de laquelle les deux courbes de convergence sont superposées.
Les conditions limites de Dirichlet non homogenes pour imposer la vitesse
a la paroi en aéroélasticité sont désormais toujours utilisées dans AeTher
linéarisé.

6.2 Conditions aux limites transparentes

6.2.1 Présentation

Les premiers calculs aéroacoustiques utilisant AeTher et effectués avant
cette these ont été d’abord réalisés en déraffinant le maillage loin de ’avion,
afin d’atténuer les ondes acoustiques avant qu’elles n’atteignent le bord.
Sur la frontiere représentant l'infini, des conditions de Dirichlet homogenes
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FIGURE 6.7 — Résidu GMRES non adimensionné. Imposition de la vitesse a
la paroi par pénalisation ou par condition de Dirichlet non homogéne.

sur toutes les variables étaient imposées. Il a été remarqué que les ondes
atténuées arrivant sur cette frontiere n’étaient pas, ou peu réfléchies. Le
méme phénomene a été confirmé sur des plus petits domaines de calcul, pour
lesquels les ondes n’étaient presque pas atténuées lorsqu’elle atteignent le
bord. Il s’est donc avéré que des conditions de Dirichlet homogenes sur toutes
les variables entropiques se comportaient comme des conditions aux limites
transparentes.

Une des contributions de cette theése a été de comprendre le mécanisme
expliquant cette propriété contre-intuitive. Un modele 1D a permis de montrer
que c’est la stratégie de stabilisation SUPG adoptée dans AeTher qui produit
ce résultat surprenant.

6.2.2 Modéle 1D

Pour comprendre les conditions aux limites transparentes a l’infini, on
utilise les équations d’Euler linéarisées fréquentielles, qui s’écrivent en 1D

jwAeV + A1V, =0, (6.23)

afin d’étudier leur propriétés une fois discrétisé sur un segment 1D.

Explication sans terme de temps

Pour simplifier I’analyse, on s’intéresse d’abord uniquement aux équations
d’Euler linéarisées sans terme fréquentiel, qui se réduisent au terme convectif.
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Théoréme 6.1. La discrétisation des équations d’Euler stationnaires linéa-
risées par la méthode SUPG, avec la matrice de stabilisation

2\ "3
T=A; (gg A2> ,

qui est la réduction d une dimension de la définition (5.2)), est identique
a une discrétisation par un schéma de différences finies décentrées sur les
variables caractéristiques.

Démonstration. C’est une conséquence des théoremes et sans utiliser
lapproximation effectuée dans le lemme [5.9] développée pour le passage au
cas multidimensionnel.

Pour fixer les idées, on rappelle les grandes lignes de la preuve.

La formulation stabilisée par SUPG des équations d’Euler linéarisées
s’écrit

YPA V., +YIA 7AV A =0, 6.24
5 T s

ou les fonctions tests sont notées cette fois-ci Y. On reprend les notations
introduites dans la section u Soient L le facteur de Cholesky de Ay, et S
la matrice orthonormale de diagonalisation de A1 =L~ 1A1L_T, et A ses
valeurs propres associées. De plus, S=L"TS diagonalise T :

De plus,
gTAlg = §TL71A1L7T§
—STA;S
=A.

Enfin, remarquons que

STA{7A;S = AS~1+S TA
O
85

SAAITTA

Ainsi, si 'on pose W = S-'v (attention, W désignait auparavant
les fonctions test) et Z = S™1Y qui sont les variables caractéristiques, la
formulation stabilisée (6.24]) devient
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FIGURE 6.8 — Schéma du segment 1D.

Ha.ﬁv

H
o Z7AW , +Z, o€
On retrouve le résultat de la section [5.1.2] a savoir qu’il existe une base
dans lequel le systeme d’advection 1D est diagonal. La fin de la preuve du
théoreme [5.7] permet de conclure. O

IA|W ,dQ° =0. (6.25)

La vitesse de convection de chaque variable caractéristique est donnée par

les coefficients de A = diag(u, u + ¢, u — ¢), ol u est la vitesse de ’écoulement
porteur et ¢ la célérité du son.

Corollaire 6.2. Pour une vitesse d’advection u positive et subsonique, la
discrétisation des variables caractéristiques annoncée dans le théoréme
par des éléments finis de longueur uniforme h est

(1) 1)
=0
R
(2) 2
(4 ¢) — =L ;wi*l =0 (6.26)
3) (3)
Wi — W
—c) —/——— =0.
(=) L
Démonstration. Immédiat par application du théoreme [5.5 O

Considérons maintenant un segment de droite [0, L] discrétisé en N + 1
points numérotés de 0 a N. Un signal acoustique est injecté en x = 0 et
une condition aux limites de Dirichlet homogene sur toutes les variables est
imposée en x = L. Ce segment est représenté sur la figure [6.8]

Théoréme 6.3. La condition auz limites de Dirichlet homogénes sur toutes
les variables imposées en x = L pour les équations d’Euler linéarisées avec une
vitesse d’écoulement porteur positive et subsonique est transparente pour les
deux premiéres variables caractéristiques wV) et w2 et impose la troisiéme
variable caractéristique w®) & étre uniformément nulle sur tout le segment.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la discrétisation décentrée
par caractéristique, tel que décrit par le théoréme [5.5] et son corollaire [6.2]
Une condition aux limites de Dirichlet homogene sur toutes les variables
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FIGURE 6.9 — Décentrement différent des caractéristiques w® et w3 avec
la discrétisation SUPG pour une vitesse de fluide nulle

est également une conditions de Dirichlet homogene pour les trois variables
caractéristiques. Les équations suivies par les variables caractéristiques
discrétisées suffisent a montrer la propriété demandée. Les deux premieres
variables ne vont pas voir la condition aux limite en x avant d’atteindre
ce point, alors que la derniére sera imposée a zéro. Cet argument est re-
présenté sur la figure [6.9) En xy_1, les équations suivies par les variables
caractéristiques sont

wg\})—l - wg\})—z

w2 =

Cela montre qu’en xy_1 les deux premieres caractéristiques ne sont pas
affectées par la condition de Dirichlet homogene, alors que la troisieme
variable est imposée a 0.

Cela prouve le caractere transparent des conditions aux limites de Dirichlet
homogenes sur toutes les variables quand une méthode de stabilisation SUPG
bien choisie est utilisée. O

Ajout du terme temporel

Dans la partie précédente, on s’est cantonné a un terme d’advection pure.
Maintenant, nous allons étudier 'impact sur la discrétisation de ’ajout du
terme fréquentiel, & la fois sur les conditions aux limites transparentes, ainsi
que sur la stabilité et la précision du schéma. Les propriétés du schéma
élément fini Galerkin standard ainsi que le schéma élément fini stabilisé par
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SUPG seront étudiées. Les équations d’Euler linéarisées fréquentielles a la
pulsation w s’écrivent

ijOV + A1V71 =0. (627)
Lemme 6.4. La méthode des éléments finis de Galerkin appliquées aux
équations d’Euler linéarisées fréquentielles (6.27)) donne la discrétisation
sutvantes des variables caractéristiques :

e

(1) wiy —w)
+ werl) u—"g— =0
(2) (2)

(1)

1)
zl+ w

\)—l m\»—t

¢ +
]w( ()1+ w,(2)+ wl+1)+(u+6)%:0 (6.28)
(1 (3) (3) with —w i,
joo (s + 3wl 4+ fuf) ) + (u— o) = = 0,

(2)

ou par exemple w;\’y désigne la valeur de la deuzieéme variable caractéristique
au neud i + 1.

Démonstration. Vu que

STAS = STL'LLTL-TS
— 878
=1,

la forme faible des équations ((6.27)) exprimées dans variables caractéristiques
sur un élément ¢ est

ZHjOIW + ZP AW ,d2z = 0. (6.29)
Qe

Les résultats d’intégration élémentaires utilisés dans la preuve du théo-
reme permettent de conclure. O

Lemme 6.5. La méthode des éléments finis stabilisées par la méthode SUPG
appliquées aux équations d’Euler linéarisées fréquentielles (6.27)) donne la
discrétisation suitvantes des variables caractéristiques :

(1) (1)
1 i—
JW(% ()+3 1wz(+)1>+“+:0
(2) (2)
2 2 wy W
]w<5 () +3w()—1f12w§+)1)+(u+c)%20 (6.30)

0@ _p®
. 3 i —w
Jw ( 112wz( D+ w( '+ 12w1(+)1) +(u—¢) == = 0.

1 _

Démonstration. Les équations stabilisées par la méthode SUPG, écrites en
variables entropiques, se notent
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- H - -
/ (Y+7AY,) - (jwAoV + ALV, ) do = 0. (6.31)
Le terme T:&lY’w qui modifie les fonctions de pondération ajoute deux

contributions a la discrétisation, correspondant a 'opérateur de convection
et l'opérateur fréquentiel. Simplifions ce dernier terme :

gTA.ITjw.A.Og = ijgflrng

—jwa A|A|T!
&c
— jurg sen(A).

ou sgn(A) = diag(sgn(\;)), et la fonction signe est définie par sgn(x) vaut
1six <0 et-1 sinon. Les équations stabilisées exprimées en variables
caractéristiques sont encore diagonales :

ZH]wW-i-ijwa sen (M)W + ZHAW , +Z 8£|A\W LA =0
Qe

0¢ v
(6.32)
Les résultats d’intégration élémentaires utilisés dans la preuve du théo-
reme permettent de conclure. O

Remarque 6.3. Les deux termes apportés par la stabilisation ont cha-
cun modifié la discrétisation pour passer de 1’équation ((6.28 - Le
terme convectif est parfaitement décentré, et le terme frequentiel n’est plus
symétrique.

Pour les deux discrétisations ((6.28)) et (6.30)), la relation de récurrence de
la deuxiéme variable caractéristique est étudiée. Une solution de la forme

9 o .

wl( ) = alwy +atwg, (6.33)
est recherchée, ou a_ et a4 sont les racines du polyndéme caractéristique
associé a la relation de récurrence.

Lemme 6.6. Pour les éléments finis non stabilisés, les racines agal+ et
Qagal— sont données par

—2+,/3-9C2
1-3;¢C

ou l’on a introduit le paramétre réduit ( = “‘i;f = ﬁ, et \ est la longueur

d’onde

QQal+ = (6.34)
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Démonstration. On rappelle la relation de récurrence de la deuxieme variable
de (6.28)), en ayant enlevé 'exposant 2 pour alléger les notations :

jw  u+c 2jw jw  u+c
i—1 | = — ;—— ; — =0. 6.35
w”(G 2h>+w23+w”1<6+2h> (6.35)

En utilisant le parametre (, elle se réécrit

1 3. 1 3.
wi—1 (4 + 4JC> + w; + wig1 <4 — 4JC) =0. (6.36)
Le polyndome caractéristique associé est
1 3 1 3
4+ 5y X+X2(--55 .
(4 + 4]C> +X + <4 414) , (6.37)
dont les racines sont les aga4+ recherchés. ]

Lemme 6.7. Pour les éléments finis stabilisés par la méthode SUPG, les
racines asuypGg+ et asuypg— sont données par

asupGe = 4 — 6j¢ + /21 — 36/ — 36¢2. (6.38)

Démonstration. La relation de récurrence sur la deuxieme variable caracté-
ristique de (6.30)) exprimée & 'aide de ¢ conduit au polynéme quadratique

(=5 —125¢) + (-8 +125¢) X + X2, (6.39)
O

Lemme 6.8 (Propriétés des racines «). Dans la limite { — oo, qui est celle
d’une discrétisation infiniment fine on a

agal+ — —1  asupgy — —joo (6.40)
agal- — 1 asupg- — 1
De plus, pour ¢ > 1//3, |agaly| = |aga—| = 1.
Enfin, la partie réelle de agal+ est toujours négative.

Remarque 6.4. La définition de asypg+ utilise la branche z = pe?? —
\/ﬁeje/ 2637/2 de la fonction multiforme racine carrée, afin que les deux o
tendent vers 1.

Remarque 6.5. Dans tous nos calculs, { est toujours supérieur a 1, car
¢ =1 correspond a environ 6 points par longueur d’onde, ce qui est trop peu
pour bien discrétiser une onde avec des éléments linéaires.

Théoréme 6.9. La discrétisation par éléments finis non stabilisés conduit
a des oscillations non physiques.
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FIGURE 6.10 — Module des coefficients « introduits dans (6.34)) et (6.38)

Démonstration. La solution est recherchée sous la forme donnée dans 1’équa-
tion . La partie réelle de aga+ est négative. La partie de la solution
ol wg portée par ce terme sera oscillante d’un nceud & I'autre. C'est un
comportement non physique, car la période de l'oscillation est alors fixée par
le maillage, et elle existe méme si h — 0. O

Le module des différents coefficients de récurrence a4+ est tracé dans la
figure Les figures et donnent leur partie réelle et leur chemin
sur le plan complexe en fonction de (. Le coefficient agypgy n’est jamais
présenté sur tous les graphes, car pour ¢ = 0, |asupc+| ~ 8,5. De plus, son
module croit avec ¢ et un équivalent & l'infini est |agupg| ~ 12¢.

Ainsi, la partie réelle de agypg_ est toujours positive, comme celle
de agal—, contrairement a aga+ qui a une partie réelle négative. Notons
également que |asypg—| < 1, qui peut se voir graphiquement sur la figure
6.10}, et est également prouvé pour les grands ¢ par I’équivalent donné dans
I’équation .

On peut maintenant montrer que la propriété de non réflexion d’une
condition de Dirichlet homogene existe toujours lorsque 1’on stabilise par la
méthode SUPG les équations d’Euler linéarisées fréquentielles.

Théoréme 6.10. Une condition de Dirichlet homogéne sur toutes les va-
riables est transparente pour la caractéristique sortante : elle n’induit qu’une
perturbation locale (couche limite exponentiellement décroissante) de cette
variable caractéristique.

La démonstration est reportée apres celle du lemme [6.11] et permettra de
clarifier ’énoncé du théoreme.
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FIGURE 6.12 — Variation des coefficients « dans le plan complexe pour ¢ > 0
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On discrétise les équations sur le méme segment que dans le cas précédent
sans terme temporel. On pourra consulter la figure [6.8 Soit un segment de
longueur L, discrétisé en N éléments de longueur h. Les nceuds ainsi définis
sont numérotés de 0 a N. Une condition de Dirichlet homogeéne sur toutes
les variables est imposée au noeud N. Pour simplifier I’explication, on impose
au nceud 0 une condition aux limites caractéristique qui fixe la seconde
variable caractéristique a 1 et les autres a 0. Une condition en pression totale
pourrait également étre appliquée, mais alors elle couplerait les variables
caractéristiques et les conditions aux limites., ce qui complique I’explication
sans en changer la forme. Ce choix permet de continuer a n’étudier que la
deuxieme variable caractéristique.

La démonstration de la transparence des conditions aux limites demande
le calcul de la solution.

Lemme 6.11. Les coefficients w3 et wy définissant la solution discréte

2 i ; p
wz( ) _ alwy + aiwar sont donnés par
.o
Wo =N _ N
alt —al
(6.41)
N
_ o
wo == N 9
al —a

et valables pour les deux discrétisations proposées

Démonstration. Les conditions aux limites du probleme sur la seconde va-
riable sont donc :

{ wo =1 (6.42)

wy =0.
On réinjecte la forme du terme de récurrence w; = o' wy + aﬁrwar :
wy + wg' =1
oNwg + afwar =0.

Si o) # ¥, on retrouve l'initialisation demandée.

Dans le cas du SUPG, les équivalents de |agypg—| et |asupg—+| pour ¢
grand montrent que |asupg—| < |asupg—+|.- Une étude numérique permet
d’obtenir les mémes conclusions pour tout . Ainsi, ozéVUPG_ #* O‘éVUPG I

Pour la discrétisation par éléments finis de Galerkin, agas et aga—
convergent respectivement vers -1 et 1. L’utilisation d’équivalents permet
d’écrire

_1\N
agal+ - agal— = (_1)N -1 +]E <( 1) - 1) + 0<1) . (6.43)

¢\ 3 ¢?
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et ainsi de montrer que agal L agal_ n’est jamais nul, mais est hautement
dépendant de la parité de N. O

Preuve du théoréme[6.10. D’apres les équivalents fournis en résultats du
lemme on constate que |wgj | < 1 et que |wy | ~ 1.

Ainsi, la solution SUPG est seulement portée par la racine asypg— de
module proche de 1. La composante divergente apportée par asypgs n’est
présente que pour annuler la solution tout pres de la condition limite en
N. Ainsi, |adype_wgy | = O(1). L’autre morceau de la solution (adypg,wg )
crée une couche limite exponentiellement décroissante proche de la condition
de Dirichlet, et est donc négligeable & 'intérieur du domaine. O

Remarque 6.6. Pour le schéma Galerkin standard, on rappelle que agaj+ —
—1, aga— — 1 et que O‘ga1+ —agal_ =(-1)N — l—l—j%(# — 1) +0(C%)'
Ainsi, |wo+ | = |wq |. Cela implique que la solution est plus ou moins également
distribuée sur une composante oscillante (due & aga1+) et une composante
sinusoidale (due & aga1— ). En d’autres termes, 'amplitude du signal physique
propagé par aga— n’est pas 'amplitude réelle de ’'onde de pression, et le
bruit numérique est du méme ordre de grandeur que le signal réel.

Corollaire 6.12. La diffusion et la dispersion du schéma SUPG peuvent étre
étudiées par 'analyse de asypg—. La diffusion du schéma est lice au module
de asypg—, et la dispersion a son argument. En utilisant les notations de
Landau, pour ( — +oo,

1 1
lasupG-| =1 — 51— + 0()
24(4 <5

1 11 1
arg(asupG—) = ~¢ 2000 + 0(<6>
Preuve et commentaires. La partie physique de la solution est portée par
le terme wy aéUPG_ au point 7. La viscosité numérique du schéma atténue
l’amplitude de 'onde au cours de sa propagation. L’écart du module de
asupa— & 1 permet de quantifier cette viscosité.

La dispersion du schéma qualifie ’écart de la phase calculée de 'onde
avec la phase théorique. Elle s’évalue avec 'argument de asypg—. Il est
normal que le premier terme de 1’équivalent de arg(asypg—) soit —1/(. En
effet, rappelons que ¢ = ﬁ, et apreés i & A/h noeuds, 'argument de w; doit
diminuer de 27. ]

(6.44)

Remarque 6.7. Le schéma SUPG est légerement diffusif et dispersif. 1l
est intéressant de noter qu'il n’y a pas de terme en 1/¢? dans le module de
asupG_, ni de terme en 1/¢3 pour son argument, alors qu’ils sont attendus
dans un tel développement. Cela montre la haute précision du schéma stabilisé
par la méthode SUPG.
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6.2.3 Résultats en 2D et en 3D

Dans la section précédente, on a prouvé la transparence d’une condition
aux limites de Dirichlet homogene. Le coeur de cette preuve tient dans le
décentrement parfait des dérivées spatiales des variables caractéristiques.
Cela est possible car le systeme d’équations exprimé dans les variables
caractéristiques est diagonal. Autrement dit, il existe une base qui diagonalise
I'opérateur de convection et la matrice de stabilisation.

Le passage au cas multidimensionnel rend impossible cette preuve, notam-
ment & cause de la perte de la derniere propriété. En effet, il n’existe pas de
base diagonalisant les trois opérateurs de convection d’Euler simultanément,
comme on I’a vu dans la section Il est donc impossible de réduire les
équations stabilisées a un systéme diagonal. La stabilisation n’est donc pas
parfaite dans toutes les directions.

Un deuxiéme probléme rencontré lors du passage a plusieurs dimensions
est la notion de taille d’élément. En 1D, le terme de stabilisation est un
terme diffusif multiplié par la longueur de 1’élément considéré. Cela améne
des annulations avec la discrétisation du terme de convection, et permet
donc un décentrement parfait. En plusieurs dimensions, la définition de la
longueur de I’élément n’est plus tres claire, et ne permet pas des annulations
parfaites comme en 1D.

Méme si la démonstration formelle de la transparence des conditions
de Dirichlet homogeénes n’est plus possible, il est intéressant de caractériser
les imperfections de ces conditions aux limites transparentes. Pour ce faire,
une expérience numérique tres simple a été mise en place. Elle consiste
en la propagation acoustique en deux dimensions d’une source ponctuelle
monopolaire dans un domaine rectangulaire. Comme la puissance acoustique
est conservée sur tout cercle de rayon r centré sur la source, 'intensité
acoustique est proportionnelle a 1/r. L’intensité acoustique pour des ondes
circulaires étant proportionnelle au carré de la pression acoustique, on a
poc 1/

La figure [6.14] montre le module de la pression corrigé de l'atténuation
géométrique en 2D, sur deux domaines rectangulaires tel qu’expliqué par la
figure Le premier calcul a été réalisé sur un petit domaine rectangulaire,
ol le monopole acoustique était placé en son centre. Sur les bords du rectangle,
des conditions aux limites de Dirichlet homogeénes jouent le role de conditions
transparentes. Seule la moitié supérieure du domaine est présentée sur la
figure On y voit clairement des motifs d’interférences, qui prouvent que
de I’énergie est bien réfléchie a 'intérieur du domaine.

Ce premier calcul a servi a obtenir une référence, a partir de laquelle les
différences dues a la modification du domaine peuvent étre analysées. Le
domaine a été agrandi par une extension symétrique a gauche et a droite.
Les résultats sur ce grand domaine de calcul sont représentés en-dessous
et sur les cotés de la moitié supérieure du petit domaine sur la figure
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FIGURE 6.13 — Explication de la figure Un calcul est réalisé sur un petit
domaine, un deuxieme sur un domaine plus grand en largeur. Les images
des résultats sur les deux domaines sont superposées, en ne montrant que la
partie supérieure du petit domaine.

FIGURE 6.14 — Superposition de deux domaines de calcul rectangulaires
contenant un monopole acoustique en leur centre et des conditions limites
transparentes a leur bord. Le champ tracé est la pression corrigée pour
latténuation géométrique en 2D /r|p|. La moitié du plus petit domaine est
superposée sur le plus grand (voir la figure .
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Premieérement, on remarque que les franges d’interférences sont presque
identiques sur le petit et le grand rectangle. On en déduit que ce ne sont
pas les bords latéraux qui refletent le plus d’énergie. Cela permet également
de mettre hors de cause les coins. Cette observation est importante, car les
coins sont délicats a gérer lors de I'implémentation classique de conditions
aux limites transparentes par la méthode des caractéristiques, puisqu’il est
impossible de définir proprement la normale a la surface dans les coins.

Ce sont donc les parois horizontales qui sont principalement responsables
des réflexions. On note que les franges d’interférences deviennent de plus en
plus fortes au fur et a mesure que 'on s’éloigne latéralement de la source.
Cela montre que lorsque ’angle de ’onde incidente avec la normale de la
paroi augmente, les ondes acoustiques sont plus réfléchies. Cela est attendu
pour des conditions aux limites caractéristiques [157].

Aucune expérience numérique de la sorte n’a été menée pour les cas
tridimensionnels. On se bornera a dire que des calculs sur des configurations
industrielles ou les bords du domaine sont extrémement proches de la source
ont été menés, sans que des réflexions indésirables trop significatives ne se
produisent . La figure montre, sur le cas test industriel présenté dans
la section la partie réelle de la variation de pression dans une coupe
effectuée dans le domaine tridimensionnel de calcul. Ce domaine de calcul
possede un bord cylindrique, autour de ’axe de révolution y = 0, z = 0. Les
bords de 'image montrent I’étendue réelle du domaine de calcul. Les bords
représentant I'infini sont donc trés proches de la tuyere. Des interférences
sont visibles, mais ne changent pas radicalement la solution en champ proche.
Les conditions aux limites de Dirichlet homogenes, qui se sont révélées
transparentes ont ainsi permis de radicalement diminuer la taille du domaine
de calcul et ainsi le temps de calcul, sans devoir recourir & des conditions
aux limites plus complexes [157].

6.3 Résultats industriels d’aéroacoustique

6.3.1 Présentation de I’étude SFWA

Le code AeTher linéarisé a été utilisé sur un cas test industriel tiré du pro-
jet européen Clean Sky [34]. Le projet Clean Sky vise a développer des briques
technologiques innovantes pour la conception d’avions plus respectueux de
I’environnement, qui consommeraient moins de carburant et seraient plus
silencieux que les avions actuels. Dans le cadre de SEFWA (Smart Fized Wing
Aireraft), 'une des six plateformes du projet Clean Sky, Dassault Aviation
a travaillé sur un concept innovant d’arriére corps doté d’une gouverne de
profondeur en U qui masque le bruit des réacteurs [129]. Une maquette de ce
concept, munie de turbines propulsées a I’air comprimé permettant de simuler
un réacteur a été testée en soufflerie. L’intérét de ces turbine est double. Ce
sont de véritables modeles réduits de réacteurs (ou 'apport d’énergie par
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FIGURE 6.15 — Partie réelle de la variation de pression en Pascal pour un
mode plan & 2 kHz sans écoulement. Coupe effectuée dans le maillage 3D.
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FIGURE 6.16 — Maquette d’un avion avec PH en U en soufflerie. Crédit
photographique : Dassault Aviation — Clean Sky 1 — SFWA — DNW

de lair comprimé remplace la combustion). Ainsi, elles produisent un bruit
similaire a celui d’un réacteur. De plus, elles géneérent un jet, qui réfracte ce
bruit. Ces essais ont permis de quantifier la réduction de bruit apportée par
cet empennage en U par rapport & un empennage en croix typique.

Les calculs présentés dans cette partie ont tous été réalisé sur le modele
réduit de réacteur. Ce cas test est dénommé SFWA. Il est & ’échelle 1/4,7.
Certaines parties ne sont cependant pas tout a fait a I’échelle. Le conduit
annulaire est plus fin dans le modele réduit. Le pylone de support est plus
gros, pour le passage des tubes amenant I’air comprimé nécessaire au fonc-
tionnement de la turbine. Une image de la géométrie de la tuyere du modele
réduit de réacteur ayant servi au calcul est présentée sur la figure A fin
de référence, le diametre de la tuyere est de 20 cm environ.

Pour minimiser I'influence du maillage sur les résultats, le maillage
volumique a été délibérément choisi tres fin. Il est congu pour des calculs de
propagation acoustique a des fréquences allant jusqu’a 9 kHz, méme si aucun
calcul durant cette theése n’a été réalisé a cette fréquence. Comme le conduit
annulaire est trés fin, les modes d’ordres élevés, qui ont un nombre d’onde
radial trés haut, nécessitent une discrétisation tres fine de I'espace dans le
plan modal et intérieur de la tuyére. A partir de la sortie de la tuyere, la
taille des éléments augmente progressivement pour atteindre la longueur
limite de propagation. Prés de la frontiére infinie, une augmentation de la
taille des éléments permet d’atténuer un petit peu plus les réflexions sur la
condition aux limites.

6.3.2 Résultats sans écoulement

Les premiers calculs ont été effectués sans écoulement. Dans ce cas-1a, la
propagation acoustique suit les équations d’Helmholtz. Un code interne a
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FIGURE 6.17 — Géométrie de la tuyere du réacteur utilisée pour le calcul,
avec une découpe pour montrer I'intérieur. Le disque rouge est le plan modal
ou sont injectés les modes acoustiques.

Dassault Aviation qui résout ces équations par une méthode d’élément de
frontiere (BEM pour Boundary Element Method) [140)] a servi de point de
comparaison.

Mode plan a 2 kHz

Tout d’abord, une onde plane a 2 kHz a été injectée dans le plan modal.
Ce cas plus simple que les autres réalisés par la suite a permis une premiere
évaluation de la performance du code AeTher linéarisé pour la propagation
acoustique. La directivité en champ lointain de ce mode est calculée par
une méthode intégrale a base de fonction de Green, a partir de données du
calcul volumique interpolées sur une surface dite de Kirchhoff située & une
certaine distance de la tuyere. La comparaison de la directivité obtenue par
la méthode a élément de frontiere et le code AeTher est présentée sur la
figure L’angle de directivité est relatif & ’axe de la tuyere. Un angle de
0° indique que le point considéré est dans le jet du moteur, tandis qu’un point
devant I'entrée d’air du réacteur aura un angle de 180°. On constate que les
deux méthodes donnent des résultats tres proches. Dans le lobe principal,
elles different de moins d’un décibel. Pour les points écartés de plus de 120°
de 'axe, les écarts entre les méthodes s’expliquent principalement par Ierreur
de diffraction due a 'ouverture vers 'amont de la surface d’interpolation de
Kirchhoff.
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FIGURE 6.18 — Directivité en champ lointain pour le mode plan a 2 kHz.
Comparaison entre Navier-Stokes linéarisé et le code BEM.

Modes d’ordre élevé a 2 kHz et 5 kHz

Comme on 'a expliqué dans la section d’autres modes qu’une
onde plane peuvent se propager dans un tube. Leur propagation est plus
difficile a calculer, et leur directivité plus complexe. Le mode (1,1) (pour
(n=1,m=1)) a 2 kHz a été calculé en premier. La variation de pression
a imposer dans le plan d’entrée est tracée sur la figure La directivité
de ce mode est présentée sur la figure [6.20} La directivité issue du calcul
Navier-Stokes linéarisé est a moins d’un décibel sur les deux lobes du calcul
par éléments de frontiere. La seule différence majeure entre les deux méthodes
se situe dans la capture du creux d’interférence entre les deux lobes. Le code
Navier-Stokes linéarisé ne permet pas d’obtenir une interférence aussi nette
que l'approche BEM. Cela pourrait venir de la diffusion numérique dans
le volume, ou encore d’un systeme linéaire pas assez convergé, ou enfin de
I'effet de la diffraction due & 'ouverture de la surface d’interpolation vers
I’amont. Le code Navier-Stokes arrive quand méme a résoudre 20 dB d’écart
(ou un rapport 10 en amplitude de pression) entre le maximum des lobes et
le minimum dans le creux.

Les plus hautes fréquences sont plus difficiles a calculer. La directivité
du mode (1,1) a 5 kHz est tres différente de celle & 2 kHz. La figure
montre la directivité de ce mode & cette fréquence. Les résultats d’AeTher
commencent & s’éloigner de ceux de I’approche BEM. Le code AeTher ne
donne pas une image parfaite des deux lobes principaux, et ne capture
presque pas le lobe secondaire autour de -70°. Les principales caractéristiques
de la directivité sont cependant transcrites. La figure [6.22] montre la partie
réelle de la variation de pression sur une coupe du volume pour ce mode. Elle
permet de se rendre compte de la complexité de la propagation a 'intérieur
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FIGURE 6.19 — Parties réelle (gauche) et imaginaire (droite) de la variation
de pression en Pascal d’un mode (1,1) imposé dans le plan d’entrée
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FIGURE 6.20 — Directivité en champ lointain d’un mode (1,1) & 2 kHz sans
écoulement. Comparaison entre Navier-Stokes linéarisé et approche Helmholtz

BEM.
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FIGURE 6.21 — Directivité en champ lointain d’'un mode (1,1) & 5 kHz sans
écoulement. Comparaison entre Navier-Stokes linéarisé et approche Helmholtz
BEM.

de la tuyere, ainsi que des franges d’interférences apparaissant plus loin de
la sortie.

6.3.3 Résultats avec écoulement

La propagation du son change considérablement en la présence d’un
écoulement moyen. La réfraction des ondes sonores par les gradients de
vitesse et de température altére la direction de propagation. Les ondes
sonores sont réfractées vers 'extérieur du jet.

Le champ moyen pour ce cas a été calculé avec une méthode RANS.
Comme on I’a indiqué dans la section le moteur est un modele réduit.
Pour pouvoir fonctionner, il est alimenté en air comprimé a basse température.
La détente dans la turbine refroidit I'air du jet autour de -100°C. La vitesse
du son est donc tres basse dans le jet, qui est donc localement supersonique.
La figure [6.23] montre le nombre de Mach local de ’écoulement.

Un calcul de propagation acoustique a été effectué autour de cet écoule-
ment moyen, pour un mode plan a 2 kHz. La partie réelle de la variation de
pression est montrée sur la figure On constate que les ondes sonores sont
réfractées vers 'extérieur du jet, par rapport au cas sans écoulement présenté
sur la figure Les oscillations de forte amplitude qui matérialisent le jet
correspondent a des instabilités de Kelvin-Helmholtz qui sont amplifiées a
cette fréquence au cours de leur convection. Ces instabilités sont présentes
dans la couche de cisaillement, et elles créent une onde de forte amplitude
qui ne rayonne pas a la fréquence du calcul. Au fur et a mesure que le
jet se mélange dans l'air ambiant, les couches de cisaillement deviennent
plus épaisses, et les ondes de Kelvin-Helmholtz sont a nouveau stables et
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FIGURE 6.22 — Partie réelle de la variation de pression en Pascal pour le
mode (1,1) & 5 kHz sans écoulement dans une coupe du maillage.

FI1cURE 6.23 — Nombre de Mach local de I’écoulement produit par le modele
réduit de réacteur. Il simule alors un réacteur taille réelle a pleine poussée
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FIGURE 6.24 — Partie réelle de la variation de pression en Pascal pour un
mode plan a 2 kHz. L’écoulement moyen correspond a la pleine puissance du
réacteur

décroissent exponentiellement. Les conditions aux limites & I'infini n’étant
pas parfaitement transparentes, il faut s’assurer que ces ondes d’instabilités
sont suffisamment amorties avant d’atteindre le bord. Cette contrainte a été
dimensionnante pour déterminer I’étendue du domaine de calcul.

6.4 Conclusion

Les variables entropiques sont utilisées dans AeTher pour la résolution
des équations de Navier-Stokes afin d’obtenir des propriétés intéressantes
de symétrie d’opérateur et de thermodynamique. Ces variables sont cepen-
dant éloignées des variables naturelles de I’aérodynamique. L’imposition des
conditions aux limites s’en trouve sérieusement complexifiée. En se plagant
dans le cadre proposé par Shakib dans [I45] pour les conditions de Dirichlet
homogenes, cette thése a étendu ce cadre pour permettre 'imposition de
conditions aux limites de Dirichlet non homogénes pour des variables non
triviales du calcul. La linéarisation de la fonction non-linéaire reliant la
variable d’intérét aux variables entropiques fournit les coefficients nécessaires
a I’élimination de la variable par laquelle on impose la condition aux limites.

Les conditions aux limites de Dirichlet non homogénes ont permis I'utili-
sation industrielle en aéroacoustique du code AeTher linéarisé. Des modes
acoustiques complexes peuvent étre injectés dans le calcul, avec un contréle
précis de leur amplitude. La comparaison des résultats avec ceux donnés
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par une approche BEM sur un cas test industriel confirme le bien-fondé
des conditions aux limites. Pour ’aéroacoustique, deux facons d’imposer le
mode en entrée ont été proposées. La premiere est d’imposer I'amplitude
totale du mode au niveau du plan d’entrée, ce qui a pour inconvénient de
ne pas permettre de controler I’énergie injectée réellement dans le systeme.
Pour pallier ce probléme, on a proposé d’imposer la variable caractéristique
entrante, en laissant libres les autres variables caractéristiques. Ainsi, seule
I’onde entrante est imposée. Cela a été confirmé en imposant une onde plane
dans une cavité résonnante. Les conditions aux limites utilisant les variables
caractéristiques sont moins performantes lorsque ’onde incidente n’est plus
normale & la paroi [I57]. Afin de vérifier le comportement angulaire des
conditions aux limites caractéristiques, une étude sur une cavité résonnante
pour des modes d’ordre élevé a montré comme attendu qu’elles se dégradaient
avec I’angle, et a également donné un critere utile a I’ingénieur pour connaitre
la validité de son calcul.

Dans ce chapitre, le comportement surprenant des conditions aux limites
de Dirichlet homogenes sur toutes les variables a été éclairci. Elles jouent le
role de conditions aux limites transparentes dans les calculs d’aéroacoustique
sans traitement particulier. Un modele 1D a permis de montrer que la
discrétisation SUPG telle qu’'implémentée dans le code AeTher décentre
chacune des variables caractéristiques. Lorsqu’on ne considere que le terme
advectif des équations d’Euler, I’explication est simplifiée et tient uniquement
au décentrement des variables caractéristiques. L’ajout du terme fréquentiel
complique la démonstration, qui fournit deux résultats connexes intéressants.
Le premier est I’étude théorique de la diffusion et de la dispersion du schéma,
SUPG, qui sont tres favorables. Enfin, on a prouvé que la discrétisation des
équations d’Euler linéarisées fréquentielles par la méthode des éléments finis
stabilisés par SUPG n’est pas stable. L’utilisation de conditions de Dirichlet
homogenes a l'infini sur toutes les variables sélectionne la partie stable du
schéma, tandis que la partie croissante assure ’annulation localisée de la
caractéristique sortante au bord infini. La construction de la matrice de
stabilisation ne permet pas une extension parfaite de ce résultat si I’espace
est a plusieurs dimensions. Malgré cela, une étude numérique en 2D montre
qu’elles refletent davantage les ondes arrivant & grande incidence sur la
surface, comme attendu d’une condition aux limites caractéristique. Enfin,
leur utilisation pratique sur des cas industriels 3D donne entiére satisfaction,
car ces conditions aux limites permettent de réduire significativement la taille
du domaine de calcul sans provoquer trop de réflexions parasites nuisibles a
la qualité des résultats.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Cette these a eu pour objet d’améliorer la résolution des équations de
Navier-Stokes linéarisées, pour 'optimisation de forme, ’aéroélasticité et
I'aéroacoustique. Si I'approche Navier-Stokes linéarisée était déja fonction-
nelle chez Dassault Aviation, son utilisation restait peu compatible d’une
application industrielle dans un cycle de conception, tant sur le plan de
la rapidité que de la robustesse. Pour résoudre ce probleme, deux angles
d’approche se sont naturellement dégagés. Le premier, purement numérique,
s’intéresse uniquement a la résolution du systeme linéaire. Le deuxieme est
la formulation du schéma conduisant a ce systeme linéaire.

La résolution des systémes linéaires dans AeTher se fait par ’algorithme
GMRES. Les méthodes itératives de résolution de systemes, dont fait partie
GMRES, sont peu gourmandes en mémoire et facilement parallélisables. Elles
sont donc prisées pour la résolution de trés grand systémes. Leur principal
inconvénient est leur convergence qui peut étre lente ou alors jamais atteinte.
Ce désavantage peut étre contré par 'utilisation d’un préconditionneur, qui
transforme le systeme linéaire en un équivalent plus simple numériquement
a résoudre par une méthode itérative. La partie numérique de cette these
s’est intéressée a l'algorithme GMRES et au préconditionnement du systeme
linéaire a résoudre.

Les campagnes de calcul d’aéroélasticité demandent de nombreux calculs
correspondant & divers modes structuraux, a plusieurs fréquences et points
de vol. Les systemes linéaires correspondant a des modes calculés a la
méme fréquence et au méme point de vol ont une méme matrice, mais
des seconds membres différents. Ainsi, il semble intéressant de grouper la
résolution de ces problémes. Dans le chapitre 3] ’algorithme GMRES avec
déflation des plus petites valeurs propres pour améliorer le redémarrage a été
présenté en détails. Dans cette these, I'extension de cette méthode a plusieurs
seconds membres a été implémentée et testée. Cet algorithme, dit block-
GMRES, permet a priori d’exploiter la similitude entre les seconds membres

180
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et d’explorer un espace de Krylov plus grand. De plus, le regroupement des
opérations informatiques accélére 'exécution de celles-ci. Les tests numériques
ont montré que la méthode block-GMRES ne semble pas adaptée a notre
utilisation. L’accélération de la résolution par la richesse de ’espace de Krylov
de taille accrue ne s’est pas produite. De plus, 'augmentation de la taille de
P’espace a ralenti considérablement les itérations. L’algorithme block-GMRES
n’a donc pas été retenu.

Le second chapitre du volet numérique de cette theése s’est intéressé au
préconditionnement, nécessaire au bon fonctionnement d’un solveur itératif.
La parallélisation du préconditionnement est réalisée par la méthode de
Schwarz additif. Elle consiste a appliquer le préconditionnement par sous-
domaines, de maniére locale. Cette méthode découple partiellement les sous-
domaines de parallélisation. Lorsque I’on augmente le découpage du probléeme,
la qualité du préconditionnement peut alors se dégrader. Pour pallier ce
probleme, les méthodes de Schwarz a deux niveaux introduisent un espace
grossier, partagé par tous les sous-domaines, et leur permet de communiquer
globalement l'information. Deux espaces grossiers, I’'un simple et 'autre
complexe, ont été testés, mais n’ont pas donné satisfaction. Finalement,
'utilisation de la factorisation incomplete avec remplissage ILU(k) comme
préconditionneur local a permis d’accélérer les résolutions jusqu’a un facteur
dix. L’utilisation du préconditionnement ILU(1) est désormais standard dans
AeTher linéarisé. Il a également permis de faire converger des cas jusqu’alors
impossibles a résoudre.

Le deuxieme axe de cette these est la formulation du schéma numérique.
AeTher utilise des éléments finis stabilisés par la méthode SUPG. Au coeur
de cette méthode se trouve la matrice 7 de stabilisation, dont la construction
fait I’objet du premier chapitre de cette partie. La démonstration de la
construction de la matrice de stabilisation s’est appuyée sur des cas de plus
en plus complexes, ce qui permet de mieux comprendre la formule de 7
retenue. Ensuite, une matrice de stabilisation suivant littéralement cette
expression a été testée, sans les approximations retenues pour la matrice 7
originale. Pour les calculs non-linéaires, cette forme de matrice s’est révélée
moins visqueuse, donc moins stabilisante. Les systémes linéaires des problémes
implicites & chaque pseudo pas de temps sont plus faciles a résoudre. Enfin,
la répartition de pression sur le fuselage de ’avion est plus satisfaisante
avec cette matrice. L’utilisation de cette forme de matrice 7 en linéarisé a
montré les mémes avantages, a I’exception de la vitesse de résolution. Sur une
application d’aéroacoustique, 1'utilisation de la forme complete de la matrice
de stabilisation a montré une dégradation de la transparence des conditions
aux limites de Dirichlet homogenes, ce qui montre que cette forme n’est
pas encore complétement comprise. On peut donc conclure que 'application
littérale de la formule de T ne donne pas toujours une matrice de stabilisation
meilleure que les approximations choisies historiquement dans AeTher pour
sa construction.
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L’étude des conditions aux limites de Dirichlet conclut cette partie sur
la formulation. Tout d’abord, ’application de conditions de Dirichlet non
homogenes a des variables non triviales du calcul est détaillée. Le code
AeTher utilise en effet des variables entropiques pour exprimer les équations
de Navier-Stokes. Les variables naturelles pour imposer les conditions aux
limites du calcul dépendent non linéairement des variables entropiques. La
différenciation des formules de dépendance permet d’obtenir une relation
linéaire entre les variables linéarisées nécessaires pour imposer les conditions
aux limites de Dirichlet. Cette these a introduit la méthode pour utiliser
des conditions de Dirichlet non homogenes. L’imposition d’une variation de
pression a rendu possibles les calculs aéroacoustiques avec un contréle précis
du signal sur le plan modal. Des conditions caractéristiques ont également
été implémentées, et le comportement angulaire de celles-ci a été testé
rigoureusement dans une cavité cylindrique résonante. Dans un deuxiéme
temps, la propriété surprenante de transparence des conditions de Dirichlet
homogenes sur toutes les variables a été élucidée. Un modeéle 1D montre que
c’est le décentrement parfait par caractéristiques apporté par la stabilisation
SUPG qui est a ’origine de ce comportement. En 2D ou 3D, cette propriété
ne se dégrade pas trop. Ainsi, les calculs sur des cas industriels peuvent étre
réalisés sur des domaines petits, limitant la taille du maillage et le temps de
calcul.

En conclusion, cette thése a permis plusieurs avancées dans 'utilisation
industrielle des équations de Navier-Stokes linéarisées. La factorisation in-
complete ILU(k) a divisé le temps de calcul d’aéroélasticité par un facteur
de 5 a 10. Une campagne compléte de calculs de flottement est désormais
envisageable en un temps raisonnable. La mise en place des conditions aux
limites de Dirichlet non homogenes a permis d’utiliser le code AeTher li-
néarisé pour la propagation acoustique. Sur le plan théorique, cette these a
apporté ’explication de la transparence de simples conditions de Dirichlet
homogenes sur toutes les variables. Enfin, cette thése a confirmé que le
solveur itératif utilisé doit étre précis et robuste vis a vis du conditionnement
de la matrice. L’algorithme GMRES avec une déflation des petites valeurs
propres bien implémentée donne entiere satisfaction. Cela signifie en creux
que tout changement radical de solveur pour cette application nécessitera
du temps pour le perfectionner et le rendre robuste. En clair, 'utilisation de
solveur « boite noire » parait difficile pour AeTher linéarisé. De plus, on a
montré que la forme de la matrice de stabilisation utilisée dans AeTher est
cruciale aux bonnes propriétés du code.

Le travail sur la résolution des équations de Navier-Stokes linéarisées
est loin d’étre terminé. Le champ des possibles est encore vaste, méme si
cette theése a ouvert des voies, et montré que d’autres ne sont pas viables.
Des idées nouvelles restent a explorer, tant sur la résolution des systémes
linéaires que sur les schémas. Si le couple solveur itératif et préconditionneur
fonctionne bien actuellement, rien ne présage du son bon fonctionnement
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dans quelques années quand la taille des problémes (et des maillages) et
celle des calculateurs aura été multipliée par dix. Tout n’a pas été testé
en décomposition de domaines. Les méthodes de sous-structuration, ou les
conditions de Schwarz optimisées sont attrayantes, mais n’ont pu étre testées
faute de temps. La méthode AMG (pour Algebraic MultiGrid) [152], qui est
une version purement algébrique des méthodes multigrilles [72] [108] et peut
étre utilisée pour résoudre un systeme linéaire ou comme préconditionneur,
n’a pu étre testée faute de temps. Elle a été utilisée avec succes pour la
résolution des équations de Navier-Stokes discrétisées par des éléments finis
stabilisés par SUPG [122]. L’influence négative de la renumérotation sur
la qualité de préconditionneur n’a pas été expliquée. Une renumérotation
inspirée du préconditionnement line-implicit [123), 109, 110} 122] couplée
au préconditionnement ILU(k) pourrait peut-étre améliorer la convergence.
D’autres types de conditions aux limites transparentes existent, comme les
opérateurs DtN [74], et pourraient étre testés en aéroacoustique, tant pour
les conditions & l'infini que pour imposer un mode incident [127].
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Annexe A

Calcul des valeurs de Ritz
harmoniques

A.1 Simplification du probleme

Le calcul des valeurs de Ritz harmoniques utilise plusieurs astuces numé-
riques qui sont détaillées dans cette section.

En reprenant la notation de la section [3.2] le probléme aux valeurs propres
généralisées se change en un probleme standard de valeurs propres car
H,, est inversible

7T7
H?Hm}’m = AH%Ym (A 1)
g H;lTHm mYm = A¥m

S, o — T _
Il reste & simplifier H,, T, H,, = (H,,H,,!)" H,,. De plus, la matrice

H,, est la matrice H,, a laquelle on a rajouté une ligne contenant un seul

_ Hm
H= <O <o+ 0 hm+1,m>

terme, Np—1,m :

Ainsi

— H I
-1 _ m -1 _ m
HmHm - <0 o 0 hm—&—l,m) Hm - <hm+1,me%Hm1> (A2)

On en déduit

184
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Tyl -T Hm
o ), )
=H,, + hfnJrl,mH;lTemeﬁ (A.3)

On note f,, la derniére colonne de H;,”. On obtient finalement

T
H,"H, H,, = H, +hZ 1 fnel, (A.4)

Cela correspond & une modification de H,, par une matrice de rang 1

A.2 Calcul du vecteur f,,

Le vecteur f; est la derniére colonne de la matrice H,,'". Elle se calcule
tres facilement a ’aide des rotations de Givens qui rendent cette derniere
triangulaire supérieure. En reprenant la notation de 1’équation , on
remarque que seules m — 1 rotations de Givens sont nécessaires pour rendre
H,, triangulaire (alors qu’il en faut m pour la matrice H,,). Ainsi, comme
la matrice Q,,,_1 est orthonormale,

Qm—le = Rm

_ - _ A5
And HmT = le—lRmT ( )

L’inverse de la transformation Q,,_1 consiste simplement & appliquer les
transformations de Givens inverses dans leur ordre opposé, i.e.

—1 Qoo (A.6)

m—1 —

L’inverse d’une rotation de Givens est triviale a appliquer, car elle est
représentée par une matrice orthonormale [63].

Enfin, la matrice R,, est triangulaire supérieure. Son inverse I'est égale-
ment. La méthode de remontée d’une matrice triangulaire supérieure permet
de montrer que R, 'e,, = ﬁ, ot Ry, est le terme en position (m,m) de
R,,. Le calcul du vecteur f,, est alors immédiat :

-7 1 p-T 1
fm = Hm €m = melRm em =Wm-1p5

Rmm

Pour conclure, le coefficient R,,,, n’est pas disponible directement dans
I'implémentation actuelle du GMRES, car m rotations de Givens sont appli-
quées & H,,. Il faut donc utiliser I'inverse de la derniere rotation Q,, pour
retrouver Rp,m,.

em (A.7)

h Ll ﬁ‘t ! | | | ’ | I
T |
os-servate, leg-ge -te conme.

Mozart, Don Giovanni, Acte 1 sc. 5
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