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Abstract
The ageing of French nuclear power plants raises many research issues in
nuclear safety analysis. The phenomena involved in the ageing of structures
are mainly due to the development of pathologies, in particular internal
swelling reactions. They can lead to concrete degradation and more spe-
cifically to the cracking of the corresponding structures. In order to study
these pathologies and to be able to predict further degradation, it is neces-
sary to carry out numerical simulations using full-field mechanical codes
at mesoscopic scale. However, each simulation is costly in term of compu-
tational time. This remains a strong limitation for industrial applications
where a large number of simulations are often required to perform the whole
mechanical analysis. Therefore, in order to circumvent this limitation, this
work is devoted to the construction of a new fast-to-evaluate mathematical
model to predict the cracking trajectory in a microstructure. This construc-
tion is performed in two steps. Starting from mechanical considerations, the
first one concerns the introduction of indicators that provide information
on the local behavior of a crack. In the second step, these indicators are
integrated in a Markov Chain prediction model whose parameters are es-
timated from a learning set coming from computer code simulations. The
model is then integrated in a cracking propagation algorithm that provides
a set of trajectory realizations. This set can be exploited to derive a single
cracking trajectory and to quantify the prediction uncertainty.

The analysis of the performances of the new model is then conducted. It
exhibits the agreement between the predictions and the computer code si-
mulations (XPER in our study). Moreover, one can observe a significant
reduction of the computational time, a few minutes on a processor to ob-
tain the complete cracking path with a reasonable uncertainty whereas the
XPER simulation can take several days on a few dozen of processors. The
new model is finally applied to a three-point bending beam test. It requires
coupling the model to a Finite Elements mechanical code to derive the local
cracking direction based on the local stress fields. The results show that the
model is able to accurately predict the crack simulated by the XPER code.
Moreover, the prediction is performed in few hours whereas the simulation
takes about 100 days on 81 processors.
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Résumé
Le prolongement de la durée d’exploitation des centrales nucléaires fran-
çaises soulève de nombreuses questions de recherche sur le vieillissement
des ouvrages de génie civil nucléaire. Les phénomènes intervenant lors de
ce vieillissement sont principalement liés au développement de pathologies,
notamment les réactions de gonflements internes. Ces phénomènes sont sus-
ceptibles en particulier de dégrader le béton et de conduire à l’apparition
de fissures dans les structures touchées. Afin d’étudier les différentes patho-
logies et leurs conséquences sur la structure, des simulations numériques
à l’aide de codes mécaniques à champ complet (à l’échelle mésoscopique)
sont réalisées. Cependant, chaque simulation est coûteuse en temps calcul,
ce qui est un frein dans les applications industrielles nécessitant un grand
nombre de simulations. Pour limiter les coûts, on s’intéresse dans ce travail
à la construction d’un modèle mathématique rapide à évaluer pour la pré-
diction de chemins de fissuration. Sa construction se fait en deux étapes.
La première consiste à définir à partir de considérations mécaniques plu-
sieurs indicateurs apportant des informations sur le comportement local de
la fissure. La seconde est le développement d’un modèle probabiliste à base
de chaînes de Markov intégrant ces indicateurs et permettant de prédire de
proche en proche une trajectoire. Une fois les paramètres du modèle estimés
à partir d’un ensemble d’apprentissage de microstructures numériquement
fissurées, ce modèle est intégré dans un algorithme de propagation de fis-
sure qui détermine les chemins locaux les plus probables pour la trajectoire
de la fissure. Ainsi, à partir d’une microstructure donnée, il est possible de
prédire le chemin de fissuration et de quantifier l’incertitude associée. Une
analyse des performances du modèle est ensuite conduite. Elle montre la
cohérence entre les informations fournies par le modèle et les fissures simu-
lées par le code mécanique (XPER dans notre étude). De plus, le temps
de calcul du modèle est très significativement réduit par rapport à une
simulation à champs complet (XPER). Il est de l’ordre de quelques mi-
nutes sur un processeur pour l’obtention du chemin de fissuration complet
avec une incertitude raisonnable alors que la simulation XPER peut at-
teindre plusieurs jours sur une dizaine de processeurs. Le nouveau modèle
est enfin appliqué sur une expérience classique dans le domaine des maté-
riaux cimentaires, une poutre en flexion trois points. La mise en œuvre de
cette étude nécessite le couplage avec un code mécanique Eléments Finis
afin de déterminer localement la direction de propagation de fissure. Les
résultats montrent une estimation du trajet de fissure en accord avec la
simulation XPER. Cette estimation est obtenue en quelques heures alors
que la simulation XPER dure environ 100 jours sur 81 processeurs.
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Introduction

Le prolongement de la durée d’exploitation des centrales nucléaires fran-
çaises soulève de nombreuses questions sur le vieillissement des ouvrages
de génie civil nucléaire. Pour y répondre, l’IRSN (Institut de Radiopro-
tection et de Sûreté Nucléaire) effectue des recherches afin d’améliorer la
surveillance et l’évaluation des risques liés aux mécanismes de vieillisse-
ment des matériaux. Ces recherches portent en particulier sur l’enceinte de
confinement qui représente un élément important pour la sûreté des instal-
lations nucléaires. En effet, elle constitue la troisième et dernière barrière
de confinement (Figure 1) d’un relâchement de produits radioactifs dans
l’environnement lors d’une hypothétique situation accidentelle.

Les phénomènes intervenant lors du vieillissement des ouvrages de génie
civil sont principalement liés au développement de pathologies, notamment
les réactions de gonflements internes (RGI). Ces phénomènes sont suscep-
tibles de dégrader le béton et de conduire à l’apparition de fissures dans les
structures impactées [7]. Ces réactions sont généralement lentes, pouvant
atteindre plusieurs dizaines d’années [8].

Afin d’étudier les couplages entre les différentes pathologies et leurs consé-
quences sur la structure, des simulations numériques permettent d’accéder
à des grandeurs physiques difficilement atteignables expérimentalement [2].
Ces simulations nécessitent la génération de structures numériques repré-
sentatives [9, 3]. La génération de bétons numériques est généralement
basée sur des descripteurs morphologiques [10, 1, 11] qui synthétisent des
informations statistiques et géométriques issues de l’analyse de bétons réels.
Les différentes dégradations sont étudiées à partir de ces représentations
numériques, à l’aide d’outils de simulation pour la fissuration [12, 2].

Dans le cadre des recherches relatives à la sûreté des réacteurs à eau sous
pression, l’IRSN en collaboration avec le LMGC (Laboratoire de Mécanique
et Génie Civil) au travers du laboratoire commun MIST (Laboratoire de
Micromécanique et Intégrité des STructures) a développé une approche mi-
cromécanique pour l’analyse de la tenue des matériaux lors de transitoires
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Figure 1 – Zones critiques du vieillissement des réacteurs sous pression
(source : Médiathèque IRSN)

accidentels hypothétiques [13]. Cette approche repose sur les notions de
Modèles de Zone Cohésive Frottante (MZCF) [14] et de méthodes de mo-
délisation numérique des systèmes multicorps basées sur l’approche Non
Smooth Contact Dynamics (NSCD) [15]. La plate-forme de simulation nu-
mérique associée, XPER[16, 17] permet de traiter en grandes déformations
l’initiation et la propagation tridimensionnelle de multi-fissures dans des
matériaux hétérogènes.

Cependant, chaque simulation est relativement coûteuse en temps de cal-
cul, pouvant atteindre plusieurs jours sur quelques dizaines de processeurs
[2, 12]. Ce temps de calcul peut donc devenir prohibitif lorsque qu’il est
envisagé de réaliser plusieurs dizaines de simulations, par exemple dans le
cadre d’études paramétriques.

Pour limiter les coûts et rendre accessible la planification de nombreuses
simulations, nous nous intéressons ici à la construction d’un modèle ma-
thématique rapide à évaluer pour étudier la fissuration locale. Il
existe plusieurs travaux dans la littérature portant sur le développement
d’outils de machine learning [18] pour l’analyse de données de fissuration.
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Ils concernent notamment des problèmes de classification (détection auto-
matique de l’apparition de fissure et du mode de fissuration) [19, 20, 21]
ou d’estimation de paramètres de rupture (énergie de rupture et ténacité)
[22, 23]. Dans ce manuscrit, nous nous concentrons sur la prédiction de che-
mins de fissure, au sens topologique. Ce sujet a été étudié dans [24, 25, 26]
mais aucune de ces contributions n’a conduit à la mise en place d’un méta-
modèle permettant de construire de proche en proche la trajectoire d’une
fissure à partir d’informations locales et d’associer une incertitude à cette
construction. Ceci constitue l’originalité des développements proposés dans
cette thèse. D’un point de vue pratique, l’avantage principal du nouveau
modèle est la réduction drastique du temps calcul pour l’obtention du
chemin de fissuration complet ou pour identifier les zones d’intérêts de fis-
suration dans le but de raffiner localement un maillage.

La construction du nouveau modèle probabiliste s’articule autour des deux
problématiques suivantes :

• Quels sont les descripteurs pertinents pour caractériser localement
un chemin de fissuration ?

• Quel modèle mathématique tenant compte de plusieurs variables ou
indicateurs est le plus adapté pour reproduire un chemin de fissura-
tion ?

Pour traiter ces deux problématiques, il sera important d’intégrer des consi-
dérations mécaniques dans le développement du modèle. Pour y parvenir,
des analyses sur le comportement du béton réel mais également sur les
simulations numériques de fissure seront effectuées.

Ce manuscrit comporte 4 chapitres principaux :

• Le chapitre 1 décrit la nature du béton et les principaux mécanismes de
propagation d’une fissure. L’objectif est de définir un socle d’hypothèses
mécaniques à intégrer au modèle afin qu’il reproduise le plus fidèlement
possible les phénomènes expérimentaux. Par ailleurs, la méthode des mo-
dèles cohésifs utilisée par XPER, est présentée afin d’illustrer sa précision
mais également sa complexité à l’origine d’un temps de calcul coûteux. Ce
chapitre se conclut en présentant la motivation et la démarche de la modé-
lisation retenue dans ce travail avec un rappel sur les outils mathématiques
qui seront utilisés.

• Le chapitre 2 présente une réponse aux deux problématiques listées précé-
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demment en proposant la construction d’un modèle de nature probabiliste
intégrant des indicateurs caractéristiques de la fissuration. Le développe-
ment du modèle probabiliste est basé sur une analyse fine des processus de
fissuration en lien avec les spécificités du béton (vu ici comme un composite
matrice/inclusions à inclusions tenaces et interfaces faibles) et sur l’analyse
des résultats numériques obtenus à l’aide du code XPER. Ce modèle est
intégré dans un algorithme de propagation de fissure qui détermine rapide-
ment les chemins locaux les plus probables pour la trajectoire de la fissure.
Ainsi, à partir d’une microstructure donnée, il est possible de prédire le
chemin de fissuration à partir d’une discrétisation de la microstructure,
la pointe de fissure et la direction principale de propagation (le mode de
fissuration).

• Le chapitre 3 porte sur la vérification et la validation du modèle dans
une situation où la direction locale de propagation de la fissure est connue
a priori. Après l’estimation des paramètres du modèle à partir d’une base
d’apprentissage, les performances du modèle sont analysées pour plusieurs
critères d’intérêt. L’influence de l’ensemble d’apprentissage est également
étudiée.

• Le dernier chapitre est consacré à l’application du modèle sur une expé-
rience classique dans le domaine des matériaux cimentaires, une poutre en
flexion trois points. La mise en œuvre de cette étude nécessite le couplage
avec un code mécanique Eléments Finis afin de déterminer localement la
direction de propagation de fissure. Le chemin de fissure obtenu à l’aide du
modèle probabiliste couplé est comparé à celui obtenu avec XPER.
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Chapitre 1

État de l’art : fissuration
du béton et méthodes
statistiques

Introduction
Ce chapitre est dédié à plusieurs rappels en mécanique et en statistique
qui sont exploités dans la suite de ce travail.

La première partie concerne la présentation du béton et des pathologies
pouvant engendrer une fissuration du matériau. L’objectif de cette étude
bibliographique est de définir, à partir de considérations physiques, un socle
d’hypothèses sur lequel va s’appuyer le modèle de prédiction de fissure dé-
veloppé au Chapitre 2. Par la suite, le fonctionnement du logiciel XPER est
présenté afin d’illustrer la précision des faciès de rupture qu’il est possible
d’obtenir mais au prix d’un coût de calcul conséquent. Enfin, les outils
statistiques pouvant être mis en œuvre dans une stratégie de diminution
des coûts de calcul sont décrits.

1.1 Le béton
Le béton est un matériau composite constitué de trois phases : granulat,
pâte de ciment et sable [27].

Les granulats confèrent au béton sa résistance mécanique. Le ciment est le
composé liant du béton.
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Figure 1.1 – Les principales échelles du béton [1]

La présente étude se place à l’échelle mésoscopique, échelle des granulats
(Figure 1.1). À cette échelle, le matériau peut être considéré comme un
bi-matériau composé d’une matrice en mortier (ciment et sable) et d’inclu-
sions (granulats).

1.1.1 Quelques pathologies affectant le béton
Le béton peut être affecté par des attaques physiques et chimiques subies
par les structures au cours du temps [28]. Parmi les différentes pathologies
existantes, on peut citer :

1. L’alcali-réaction [29] : la silice de certains types de granulats réagit
avec le ciment (composé alcalin) formant un gel qui gonfle à l’intérieur
du béton et pouvant potentiellement le fissurer,

2. Le retrait [30] : il existe différents types de retraits et à divers stades
de la vie du béton engendrant une réduction du volume du béton par
réaction chimique. Par exemple, le retrait de séchage se développe
dans le béton au cours de son durcissement, pendant les premiers
mois. Il est plus important en surface qu’au coeur des structures
en béton. En effet, il est causé par l’évaporation de l’eau contenue
dans la porosité du béton, à partir des surfaces libres soumises à l’air
ambiant ayant un degré d’humidité inférieur à celui du béton,

3. La RSI (Réaction Sulfatique Interne)[31, 2] : cette réaction est
due à la formation différée d’une espèce chimique appelée l’ettringite
(espèce minérale composée de sulfate de calcium et d’aluminium hy-
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draté), plusieurs mois voire plusieurs années après la prise du ciment
(Figure 1.2).

Ces dégradations conduisent généralement au développement d’un réseau
de fissures [32, 33] plutôt localisé dans les zones d’humidité élevée [34].
L’ouverture des fissures peut varier de quelques dixièmes de millimètres à
quelques millimètres. Elles influencent considérablement la tenue des struc-
tures en les fragilisant et en augmentant leurs perméabilités. Connaître les
caractéristiques de la fissuration, en particulier le faciès de rupture, est donc
essentiel dans l’étude du prolongement de la durée de vie d’exploitation des
centrales nucléaires.

Figure 1.2 – Exemple d’une dégradation du béton (RSI) [2]

1.1.2 La phénoménologie de la fissuration
Le béton, dont les propriétés mécaniques dépendent en particulier de sa
composition, est souvent considéré comme élastique quasi-fragile [35, 36, 7].
Il est clairement établi que les granulats ont une influence primordiale sur
le faciès de rupture [37]. Cette influence est due d’une part à une forte ré-
sistance à la rupture des granulats et d’autre part à la relative faiblesse des
interfaces granulat/matrice. Les propriétés d’interface dépendent d’une au-
réole autour des granulats appelée zone de transition (ITZ pour Interfacial
Transition Zone) [38, 39]) (voir Figure 1.3).
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Figure 1.3 – Porosité de l’ITZ [1]

Cette zone est très poreuse, réduisant de fait sa résistance à la rupture.
Ainsi, les fissures, lors de leur propagation, contournent préférentiellement
les granulats [40, 41, 42] (voir Figure 1.4).

Figure 1.4 – Faciès de rupture : les fissures contournent les granulats [3]

Il est établi que les granulats et leurs frontières ont une influence significa-
tive sur le comportement mécanique du béton [43]. En effet, selon Husem
[44], la résistance en compression d’un béton dépend pour 21% de la pâte
de ciment, pour 12% des granulats et 67% de l’interphase. Pour résumer,
la présence des granulats entraîne [45, 46] :

• une hétérogénéité des champs mécaniques locaux,

• un accroissement des zones de faiblesses (interfaces granulats/matrice)
qui constituent localement des zones privilégiées de fissuration.
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1.1.3 Hypothèses de travail
L’analyse du comportement de la fissure dans le béton permet d’établir
quatre hypothèses de travail :

(H1) la matrice est élastique fragile,

(H2) les granulats sont élastiques et très tenaces (incassables),

(H3) l’interface matrice-granulats est faible,

(H4) la fissure se propage dans un demi-plan orienté selon la direction
locale de propagation, en avant de la pointe de fissure [47]

1.1.4 Simulation numérique à l’aide des Modèles de
Zones Cohésives

Le concept de Modèles de Zones Cohésives(MZC), introduit par [48] et [49],
considère une séparation surfacique dans une process zone (appelée aussi
fracture process zone) en pointe de fissure (Figure 1.5). Dans le cas des

Figure 1.5 – Principe d’une zone cohésive [4]

matériaux quasi-fragiles comme le béton, la "process zone" désigne la zone
dans laquelle le matériau subit des dommages de tailles non négligeables par
rapport aux dimensions de la structure considérée [4]. Les modèles cohésifs
reposent sur l’hypothèse que la "process zone" peut être décrite comme une
interface fictive le long de laquelle le champ de déplacement peut admettre
des discontinuités, tout en transmettant des efforts. Cette "process zone"
cohésive constitue alors une zone de transition entre le matériau sain et le
matériau rompu.
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Quand les surfaces, appelées surfaces cohésives, se séparent, la contrainte
cohésive augmente jusqu’à une valeur maximale, puis diminue ensuite jus-
qu’à zéro, correspondant à une fissure locale. L’aire sous la courbe contrainte-
déplacement est égale à l’énergie nécessaire à la séparation et correspond
dans des cas particuliers à l’énergie de Griffith [50, 51]. Le comportement
du matériau est découplé en une partie volumique durcissante décrivant le
comportement sans endommagement et un comportement surfacique adou-
cissant décrivant la fissuration. La modélisation repose sur l’approche Non
Smooth Contact Dynamics (NSCD) [15] dédiée au traitement de systèmes
dynamiques en présence de contraintes unilatérales sans régularisation ni
pénalisation[52, 13].

Un modèle de comportement surfacique relie le vecteur contrainte d’adhé-
sion Radh ∈ RNd au saut de déplacement [u] ∈ RNd par un tenseur d’élasti-
cité surfacique endommageableK(β) ∈ RNd×Nd. Il traduit l’effort qu’il faut
fournir pour ouvrir les lèvres de fissure en train de se créer d’une certaine
ouverture [u] :

Radh = K(β) · [u]

où β ∈ [0, 1] représente l’endommagement surfacique (β = 1 lorsque l’in-
terface est saine, β = 0 lorsque l’interface est rompue). K(β) est un tenseur
de deuxième ordre traduisant l’adoucissement progressif du comportement
surfacique lors d’une fissuration.

Les phénomènes post-ruptures sont décrits par des conditions de Signorini-
Coulomb [51, 53, 54, 55].

Le vecteur de saut de déplacement ainsi que la contrainte adhésive sont
décrits dans le repère local de la fissure en cours de création(n, t, s) où (t,
s) définissent le plan de fissuration (voir Figure 1.6) :

[u] = [un]n+ [ut]t+ [us]s = [un]n+ [uts]

[R] = [Rn]n+ [Rt]t+ [Rs]s = [Rn]n+ [Rts]
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Figure 1.6 – Schéma représentant la relation locale entre la contrainte
cohésive et le saut de déplacement [2]

Sur la Figure 1.7, la contrainte σmI correspond au saut de déplacement
critique [uc] c’est à dire que l’interface est endommagée. L’interface est
rompue à la valeur du saut de déplacement à rupture [ur].

L’évolution de la variable d’endommagement surfacique en fonction de l’ou-
verture de fissure est décrite par la loi suivante :

β = min(g(||[u]||), g(||[u]||max))

où ||[umax]|| est la plus grande valeur précédemment atteinte par le saut de
déplacement et g une fonction décroissante de ||[u]|| égale à :

g(x) =


β0 si x ≤ δ0,

β0
δ0
x

(
1−

(
x−δ0
δc−δ0

)2)
si δ0 < x < δc,

0 si x ≥ δc,

avec δ0 = Rmax

2

(
1
CN

+ 1
CT

)
, δc = 3

2

(
w

Rmax
+ δ0

6

)
, CN et CT des raideurs ini-

tiales interfaciales (modèle intrinsèque)(Pa/m), 0 ≤ β0 ≤ 1 un niveau
d’endommagement surfacique initial, w une énergie de référence (J/m2),
Rmax est la valeur maximale atteinte par la réaction adhésive (MPa).
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Les paramètres CN et CT sont des paramètres numériques reliés à la taille
de maille [56] et w et Rmax sont des paramètres matériaux.

Figure 1.7 – Courbe contrainte normale d’adhésion en fonction du saut
de déplacement normal. En bleu, le comportement avant l’endommagement
surfacique. En rouge, l’interface lorsque la fissure a commencé à se créer
[2]

Ainsi, la plateforme numérique associée XPER (eXtended cohesive zone
models and PERiodic homogenization) permet de simuler en trois dimen-
sions la rupture dynamique de matériaux hétérogènes de l’initiation jusqu’à
la ruine des structures ainsi que des interactions complexes post-ruptures
[16]. Le logiciel est parallélisé par une méthode de décomposition de do-
maines.
La résolution incorpore donc une physique de fissuration riche mais au dé-
triment d’un temps de calcul conséquent. Plusieurs semaines sur plusieurs
processeurs peuvent ainsi être nécessaires pour estimer le faciès de rup-
ture d’une structure en béton dans laquelle la fissure rencontre quelques
dizaines de granulats.
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1.1.5 Exemples de simulations XPER sur un béton
numérique

Dans ce mémoire, plusieurs formes de granulats sont considérées : carré, tri-
angle, pentagone et octogone. La fraction volumique de granulats est fixée
à 25%. Dans cette section, deux microstructures sont générées (Figure 1.8)
et permettent d’illustrer les résultats obtenus par XPER.

Figure 1.8 – Exemples de microstructures générées avec des granulats
carrés (VER-5 à droite et VER-33 à gauche)

Pour ces simulations, on considère que la matrice est élastique fragile avec
des inclusions élastiques ne pouvant pas se fissurer. Une préfissure est pré-
sente sur le bord gauche et la structure soumise à un effort de traction
perpendiculaire à cette fissure (la fissure se propage donc macroscopique-
ment en mode I). L’ensemble des paramètres matériaux et géométriques
de l’étude sont fournis dans la Table 1.1 et la Table 1.2.

Matrice granulats
ρ (kg/m3) 2900 2900
E (Pa) 12× 109 60× 109

ν 0.2 0.2

Table 1.1 – Paramètres volumiques

Matrice-Matrice granulats-granulats Matrice-granulats
CN = CT (Pa/m) 1× 1017 1× 1017 1× 1017

σ0 (Pa) 4.6× 107 2.4× 109 1.4× 107

w (J/m2) 20 ' ∞ 20

Table 1.2 – Paramètres surfaciques
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Une illustration du maillage obtenu est donnée sur la Figure 1.9.

Figure 1.9 – Maillage du VER 5

La Figure 1.10 montre les faciès de rupture obtenus pour les microstruc-
tures de la Figure 1.8.

Figure 1.10 – Faciès de rupture pour les deux microstructures de la
Figure 1.8 (VER-5 à droite et VER-33 à gauche) : rouge, déplacement vers
le haut ; bleu, déplacement vers le bas

La fissure se propage préférentiellement dans la matrice et contourne les
granulats, ce qui est en accord avec les observations expérimentales validant
les hypothèses de la section 1.1.3.

On s’intéresse ici à une grandeur d’intérêt mécanique globale caractérisant
une partie de la compléxité du chemin de fissuration : la tortuosité (Fi-
gure 1.11).

Définition 1.1.1. Tortuosité : la tortuosité τ d’une fissure est le rapport
entre la longueur de la fissure et L la longueur projetée perpendiculairement
à la direction principale de propagation : τ = l

L.

Les valeurs des tortuosités pour les deux faciès de la Figure 1.10 sont : τ = 1.17 pour VER-33
τ = 1.13 pour VER-5
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Figure 1.11 – Tortuosité, τ = l
L [1]

La Table 1.3 indique le temps CPU total pour générer le faciès d’une mi-
crostructure. Le temps CPU correspond au produit entre le nombre de
processeurs et le temps de calcul (ici 44h pour 24 processeurs).

Aire de la microstructure 0.6×0.225 m2

Rayon des granulats 0.06
Nombre de mailles 48666

Nombre de processeurs 24
Temps CPU total 1056h

Table 1.3 – Paramètres numériques et temps de calcul pour des proces-
seurs de type : Intel(R) Xeon(R) Gold 6126 CPU @ 2.60GHz connectés en
Infiniband - 256Go RAM - Noeuds de 24procs.

Comme indiqué précédemment, les simulations sont coûteuses en terme de
temps de calcul. Ce facteur est limitant lorsqu’il est envisagé de réaliser un
grand nombre de simulations ou encore dans l’étude de microstructures de
grandes tailles. Pour palier cette difficulté, une stratégie de réduction du
coût de calcul est mise en œuvre dans la section suivante.

1.2 Une stratégie de réduction du coût de
calcul

L’objectif dans cette section est de présenter une stratégie pour parvenir à
une bonne estimation du faciès de fissure d’une microstructure donnée et
des quantités mécaniques associées dans un temps de calcul réduit.

Pour cela, nous proposons de développer un outil rapide à évaluer et per-
mettant de prédire avec un certain degré de confiance la trajectoire d’une
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fissure dans une microstructure comportant une pré-fissure à l’échelle d’une
collection de granulats.

1.2.1 Limitation actuelle et indicateurs locaux
Les descripteurs microstructuraux usuels sont majoritairement dédiés aux
microstructures périodiques ou aléatoires. Pour les milieux aléatoires, on
peut en particulier citer :

a) les moments à n points d’appuis comme la covariance spatiale [10, 1]
permettant de caractériser les agencements spatiaux de différentes
phases en présence,

b) les fonctions de distribution spatiales de points telles que la fonction
K de Ripley [57, 58] permettant de décrire le degré d’agencement
des centres des inclusions dans le cas des milieux de type matrice-
inclusions.

Pour le cas des milieux aléatoires qui concernent ce travail, l’utilisation pra-
tique de ces indicateurs microstructuraux requiert des propriétés de sta-
tionnarité et d’ergodicité. Cependant la macrofissuration de tels milieux
induit une microstructure locale (la fissure) dont l’évolution spatiale n’est
pas stationnaire en milieu hétérogène. Sur la Figure 1.12, deux microstruc-
tures avec des descripteurs morphologiques en commun (covarigramme,
fraction volumique, etc.) ne permet donc pas d’obtenir une équivalence en
fissuration.

Aussi pour prendre en compte ce caractère local, il a été choisi de construire
un modèle probabiliste de prédiction de chemin de fissure reproduisant la
trajectoire point par point. Plus précisément, l’objectif est de disposer d’un
modèle permettant, à partir d’une pointe de fissure, de déterminer les pro-
chains points candidats les plus probables pour la propagation de la fissure
en prenant en compte les valeurs d’indicateurs locaux associés à leur posi-
tion relative par rapport à la pointe de fissure.

Dans ce travail, la construction du modèle s’appuie sur les chaînes de Mar-
kov, dont les bases sont rappelées dans la section suivante. Les chaînes de
Markov permettent de déterminer à partir d’un lot d’informations bien sé-
lectionnées la transition d’un état à un autre sans prendre en compte les
événements passés. Elles se prêtent donc particulièrement bien à l’étude de
la fissure dont l’avancement est supposé dépendre d’informations locales
récupérées en pointe de fissure et non de sa trajectoire en amont.
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Figure 1.12 – Covariogrammes associés aux deux microstructures de la
Figure 1.10

1.2.2 Rappel sur les chaînes de Markov
Ce type de modélisation est très répandue dans la littérature [59] et a été
appliqué sur des problèmes de discrimination dans des domaines très variés
tels que le milieu médical [60] par exemple (prédiction du passage d’un
état sain à un état migraineux chez un patient à partir de l’observation
d’indicateurs de santé) ou l’hydrologie [61] (prédiction de la qualité des
nappes phréatiques sur la base d’indicateurs de qualité de la terre dans la
région étudiée).

Définition d’une chaîne de Markov

Une chaîne de Markov est une suite de variables aléatoires (Xn)n∈N qui
permet de modéliser l’évolution dynamique d’un système aléatoire : Xn

représente l’état du système à l’instant n. La propriété fondamentale des
chaînes de Markov, dite propriété de Markov, est que son évolution future
ne dépend du passé qu’au travers de sa valeur actuelle.

Définition 1.2.1. Une suite (Xn)n∈N de variables aléatoires à valeurs dans
un ensemble au plus dénombrable E est une chaîne de Markov d’espace
d’états E si et seulement si ∀k ∈ N, ∀(x0, ..., xk+1) ∈ Ek+2 tels que P (X0 =
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x0, . . . , Xk = xk) > 0,

P (Xk+1 = xk+1|X0 = x0, ..., Xk = xk) = P (Xk+1 = xk+1|Xk = xk)

où ∀(x, y) ∈ E2, P (Xk+1 = y|Xk = x) est la probabilité de transition pour
aller de l’état x à l’état y.

La chaîne est dite homogène si on a de plus ∀k ∈ N et ∀(x, y) ∈ E2,
P (Xk+1 = y|Xk = x) = P (X1 = y|X0 = x).

Si ν0 désigne la loi de X0 (ν0(x0) = P (X0 = x0)), on a alors ∀(x0, ..., xn) ∈
En+1,

P (X0 = x0, ..., Xn = xn) = ν0(x0)
n−1∏
k=0

P (Xk+1 = xk+1|Xk = xk)

Estimation de la probabilité de transition

En pratique, la probabilité de transition s’exprime sous la forme d’une loi
paramétrique T dite de transition i.e. pour une chaîne homogène, ∀(x, y) ∈
E2, P (Xk+1 = y|Xk = x) = TΛ(x, y) où Λ est un vecteur de paramètres.

Si (x0, . . . , xM−1) ∈ EM désigne M observations, le vecteur de paramètres
est estimé par maximisation de la vraisemblance [62], l’estimateur Λ? vé-
rifie :

Λ? = arg max
Λ

P (X0 = x0, . . . , XM−1 = xM−1) ,

= arg max
Λ
{ΠM−2

k=0 P (Xk+1 = xk+1|Xk = xk)},

= arg max
Λ
{ΠM−2

k=0 TΛ(xk, xk+1)}. (1.1)

Méthode d’optimisation

Il existe plusieurs méthodes pour résoudre un problème d’optimisation en
fonction de sa complexité. On se concentre ici sur des techniques pour
traiter des problèmes faisant intervenir une fonction à optimiser dont les
dérivées sont difficiles à évaluer. Pour contourner cette difficulté, plusieurs
approches ne nécessitant pas un calcul exact des dérivées ont été intro-
duites. De façon non exhaustive, on peut mentionner la méthode de Nelder
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et Mead [63] qui se base sur des opérations sur un simplexe. On trouve éga-
lement des méthodes qui utilisent un modèle pour approcher la fonction
objectif dans une région de confiance [64, 65, 66].

Dans notre travail, nous exploitons la méthode de Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno (BFGS) [67] qui permet de résoudre un problème d’optimisation
non linéaire sans contraintes en évitant d’avoir à construire explicitement
la matrice hessienne. Elle est rappelée dans la suite.

Soit le problème de minimisation suivant :

min
x∈Rd

g(x) où g : Rd → R, d ≥ 1

En posant f(x) = ∇g(x) etH(x) = ∇2g(x), x? est un minimum local de g si
f(x?) = 0 et H(x?) ≥ 0 (hessien semi-défini positif). On est donc ramené à
un problème de recherche de racine de f sous contrainte. La méthode BFGS
s’appuie alors sur l’utilisation de la méthode de quasi-Newton en intégrant
une approximation de la matrice hessienne garantissant la contrainte.

Les méthodes de Newton et quasi-Newton permettent d’approcher les ra-
cines de la fonction f . Elles consistent à linéariser f à partir d’un dévelop-
pement de Taylor à l’ordre 1 en xk ∈ Rd. Avec les notations précédentes,
la partie linéaire s’écrit :

f̃k(x) = f(xk) +Hk(x− xk) (1.2)
où Hk est la matrice hessienne de g. On cherche alors à résoudre l’équation
f̃k(x) = 0 qui est équivalente à f(xk) +Hk(x− xk) = 0.

Chacune des méthodes est itérative en résolvant xk+1 = xk − H−1
k f(xk)

jusqu’à atteindre une condition d’arrêt définie par un seuil de tolérance.
La différence entre les deux méthodes se situe dans le calcul de Hk (et donc
de son inverse) : la méthode de Newton requiert un calcul explicite de Hk

à chaque itération alors que la méthode de quasi-Newton se base sur une
approximation de Hk. Cette seconde méthode présente donc l’avantage de
ne pas passer par le calcul explicite du gradient qui peut parfois se révéler
complexe et coûteux.

Cette approximation est réalisée par la méthode de Broyden où la matrice
Hk est obtenue à partir de la matrice Hk−1 de l’itération précédente. Les
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matricesHk−1 etHk doivent être «proches» au sens de la norme matricielle.
En considèrent le modèle linéaire (1.2) en xk et en xk−1, on a :

f(xk)− f(xk−1) = Hk(xk − xk−1)

L’approximation de Hk doit donc vérifier :

yk−1 = Hkdk−1

avec dk−1 = xk − xk−1 et yk−1 = f(xk)− f(xk−1)

On obtient ici l’équation de la sécante entre xk−1 et xk. Or il existe une
infinité de matrices Hk vérifiant l’équation de la sécante. La solution opti-
male est obtenue par la formule de Broyden :

Formule de Broyden L’écart entre les modèles f̃k−1 et f̃k(x) est mini-
mal en choisissant Hk solution de minA∈Rd×d ||A−Hk−1|| sous la condition
yk−1 = Adk−1 avec dk−1 = xk−xk−1 et yk−1 = f(xk)− f(xk−1). La solution
optimale est la suivante :

Hk = Hk−1 + (yk−1 −Hk−1dk−1)dTk−1
dTk−1dk−1

où dTk−1 est le transposée du vecteur dk−1.

Remarque 1.2.1. Les méthodes de quasi-Newton et de Newton peuvent
converger vers des solutions différentes.
La méthode de quasi-Newton converge généralement moins vite que la mé-
thode de Newton, mais nécessite beaucoup moins d’appels de la fonction f
car il n’y a pas de calcul de gradient.

Toutefois, la formule de Broyden ne garantit pas que Hk soit symétrique
et définie positive, conditions pour déterminer un minimum. La formule
de BFGS issue de celle de Broyden, par une démonstration basée sur la
récurrence, permet de construire Hk symétrique définie positive :
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Formule de BFGS

Hk = Hk−1 + yk−1y
T
k−1

yTk−1dk−1
− Hk−1dk−1d

T
k−1Hk−1

dTk−1Hk−1dk−1

avec dk−1 = xk− xk−1 et yk−1 = f(xk)− f(xk−1). H−1
k se déduit alors de la

formule précédente :

H−1
k =

I − dk−1y
T
k−1

dTk−1yk−1

H−1
k−1

I − yk−1d
T
k−1

dTk−1yk−1

 + dk−1d
T
k−1

dTk−1yk−1

si dk−1y
T
k−1 > 0 avec dk−1 = xk − xk−1 et yk−1 = f(xk)− f(xk−1).

En pratique, une version optimisée de cet algorithme appelée L-BFGS (Li-
mited Memoy Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno) est utilisée. Limited-
Memory se rapporte à la méthode de stockage lors de l’exécution de l’al-
gorithme. L’utilisation simple de BFGS stocke une approximation dense
d × d de l’inverse de Hessienne alors que L-BFGS ne stocke que quelques
vecteurs qui représentent implicitement l’approximation. La méthode L-
BFGS est particulièrement adaptée aux problèmes d’optimisation avec de
nombreuses variables à estimer.

Conclusion
Ce premier chapitre a permis d’établir l’objectif de ce travail : la mise en
place d’un modèle probabiliste capable de réaliser rapidement des prédic-
tions de chemins de fissures dans un béton numérique. Les motivations sont
multiples :

• disposer d’un outil de prédiction peu coûteux en temps de calcul tout
en conservant une bonne précision,

• pouvoir caractériser la tortuosité ou les chemins de fissuration pos-
sibles pour déterminer des microstructures équivalentes au sens de la
fissuration.

Plusieurs rappels au niveau mécanique et statistique ont été réalisés afin
de disposer des outils nécessaires pour la mise en place du modèle. De
plus, le comportement de la fissure dans le béton a été analysé. Cette
analyse a conduit à la définition d’un ensemble d’hypothèses mécaniques
mais permettra également, dans un second temps, de définir des indicateurs
de fissuration.
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Ces aspects mécaniques seront intégrés au modèle afin qu’il soit le plus
fidèle possible aux phénomènes expérimentaux. Enfin, la stratégie de mo-
délisation a été introduite et repose sur l’utilisation de chaînes de Markov.
Le prochain chapitre a pour but de présenter la construction du modèle,
les indicateurs associés ainsi que l’algorithme d’estimation des chemins de
fissure.
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Chapitre 2

Modèle de prédiction du
trajet de fissure

Introduction
Ce chapitre est consacré à la description d’un modèle rapide de prédiction
du trajet d’une fissure au sein d’une microstructure granulaire. Sa construc-
tion se fait en deux étapes. La première consiste à définir plusieurs indica-
teurs géométriques apportant des informations sur le comportement local
de la fissure. La seconde est le développement d’un modèle probabiliste
intégrant ces indicateurs et permettant de prédire de proche en proche la
trajectoire.

Dans la section 2.1, on présente plusieurs notions importantes afin de res-
pecter les hypothèses (section 1.1.3) du comportement local d’une fissure.
Les deux étapes de la construction du modèle de prédiction sont ensuite
décrites dans les sections 2.2 et 2.3. Enfin, la section 2.4 est dédiée à la
procédure de prédiction sur la base du nouveau modèle.

2.1 Représentation de la microstructure et
propagation de la fissure

Lors de sa progression, la fissure se propage en fonction de la disposition
locale des granulats qui peuvent être interprétés comme des obstacles à
contourner [68]. Comme la trajectoire de la fissure est prédite de proche
en proche, la discrétisation de l’espace à cette fin est primordiale. Dans
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ce travail, les granulats sont approchés par des polygones. Chaque coté
du polygone est discrétisé avec 5 points soit un total de 16 points dans
le cas d’un granulat carré (Figure 2.1). Aucun point de discrétisation
n’est introduit dans la matrice entre deux granulats. En d’autres termes,
une fissure ne peut se propager qu’en ligne droite entre deux granulats ou
suivre les bords des granulats (Hypothèse (H3)de la section 1.1.3). Pour une
microstructure E, l’ensemble des points de discrétisation des granulats noté
YE = {yEi }i=1,...,NE

constitue alors la microstructure granulaire discrète et
la trajectoire de la fissure est décrite par un sous-ensemble de YE noté
XE = {xEi }i=1,...,mE

.

Figure 2.1 – Simulation XPER d’un trajet de fissure (gauche), micro-
structure granulaire discrète et approximation de la fissure associée (droite)

L’hypothèse (H4) retenue à la section 1.1.3 impose qu’une fissure se propa-
geant à partir d’un point de la microstructure granulaire discrète ne peut
rejoindre qu’un sous-ensemble des points de la discrétisation YE situé dans
le "champ de vision local" de la fissure. Ce sous-ensemble de points est
appelé, dans la suite, les points candidats. Le champ de vision local de la
fissure (Figure 2.2) est défini de la façon suivante :

Définition 2.1.1. Champ de vision local : soit E une microstructure
et x ∈ XE le point désignant la pointe de fissure. Si −→ux est la direction de
propagation en x, le champ de vision local est la zone contenant l’ensemble
des points {yEi }i∈I ⊂ YE tel que :

〈
−−→
xyEi ,

−→ux〉 ≥ 0 (2.1)

où 〈 , 〉 est le produit scalaire euclidien dans R2.
−→ux est la direction préférentielle locale de propagation au point x dans une
microstructrure E (Figure 2.2).

Selon le point initial x, le champ de vision local ne présente pas toujours
la possibilité de longer le granulat, ce qui aura une influence sur la suite
de la trajectoire et devra être pris en compte dans le modèle de prédiction.
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Figure 2.2 – Exemples de champs de vision locaux (zone hachurée) en
un point de discrétisation x, en fonction de la direction de propagation de
la fissure ~ux. Tous les granulats de la zone hachurée sont considérés

En effet, l’interface matrice-granulats et la matrice ont des caractéristiques
mécaniques différentes (Hypothèses (H1) et (H3) de la section 1.1.3). Par
conséquent le comportement de la fissure est impacté par la nature des
points candidats qui se présentent dans son champ de vision. C’est pour-
quoi, deux types de configurations du champ de vision local sont distinguées
selon qu’il existe ou pas un point parmi les points candidats appartenant
au même granulat :

• Configuration F1 : champ de vision local avec la possibilité de
suivre le granulat ou de traverser la matrice (Figure 2.3)

Figure 2.3 – Exemple de champ de vision local (zone hachurée) dans la
configuration F1 (la pointe de fissure est signalée par un cercle blanc)

• Configuration F2 : champ de vision local avec seulement des pos-
sibilités de traverser la matrice (Figure 2.4)

2.2 Indicateurs géométriques locaux pour la
caractérisation de la fissuration
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Figure 2.4 – Exemple de champ de vision local (zone hachurée) dans la
configuration F2 (la pointe de fissure est signalée par un cercle blanc)

2.2.1 Définition des indicateurs
Nous nous intéressons dans cette section à la construction d’indicateurs
permettant de capturer le comportement local d’une fissure. Deux indi-
cateurs de nature géométrique sont proposés. Le premier s’appuie sur la
notion d’angle et permet de prendre en compte l’effet de la direction préfé-
rentielle locale de propagation (Hypothèse (H4)). Le second indicateur est
lié à la notion de distance entre les points de la discrétisation et permet
de prendre en compte l’attractivité de l’interface matrice-grannulat associé
au coût énergétique de la propagation (Hypothèse (H3)).

Définition 2.2.1. Les deux indicateurs locaux
Soit E une microstructure granulaire discrète, x ∈ XE le point désignant
la pointe de fissure et −→ux la direction de propagation en x. Si 〈 , 〉, resp.
||.||, est le produit scalaire euclidien, resp. la norme euclidienne, dans R2,
pour chaque point candidat y, les deux indicateurs locaux sont :

dx(y) = ‖ ~xy‖

θx(y) = | arccos(〈 ~xy, ~ux〉)|
‖ ~xy‖ ‖~ux‖
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Une version normalisée de ces indicateurs est également introduite et s’écrit :

d̃x(y) = dx(y)− dx,min
dx,max − dx,min

θ̃x(y) = θx(y)− θx,min
θx,max − θx,min

où dx,max, dx,min et θx,max, θx,min sont les valeurs maximales et minimales
des indicateurs associés aux points candidats se situant dans le champ de
vision de x.

Dans la configuration F1, on s’attend à ce que la fissure privilégie la fron-
tière du granulat (zone faible). Par conséquent, les distances d̃x(y) petites
seront préférentiellement choisies par la fissure car elles correspondent à
un coût énergétique moindre. De plus, les angles θ̃x(y) petits seront aussi
préférentiellement choisis car ils correspondent à une propagation dans la
direction locale −→ux en mode I pour la fissure.

Dans la section 2.2.3, la pertinence de ces nouveaux indicateurs pour cap-
turer le comportement local d’une fissure est étudiée à partir de l’analyse
d’une base d’apprentissage issue des calculs XPER. Avant cela, nous nous
focalisons dans la section suivante sur leur évaluation en pratique.

2.2.2 Calculs des indicateurs locaux
Pour chaque point x correspondant à la pointe de fissure, l’évaluation des
indicateurs consiste à calculer la distance dx et l’angle θx pour tous les
points dans le champ de vision local susceptibles d’être atteints par la
fissure.

Une première étape est donc de trier parmi tous les points appartenant
au champ de vision local les points candidats. En effet selon l’hypothèse
(H2), tous les points du champ de vision local ne peuvent être atteints
par la fissure en raison de la présence des granulats et donc doivent être
supprimés des points candidats. Pour un granulat donné dans le champ
de vision, la procédure de suppression des points non accessibles est basée
sur la détection d’une zone non-visible à partir de x due à la présence du
granulat (Figure 2.6). Par analogie avec l’ombre générée par un obstacle
devant une source de lumière, cette zone d’écrantage est appelée dans la
suite une zone d’ombre.
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La méthode pour identifier cette zone d’ombre et pour supprimer les points
de discrétisation correspondants est donnée par la procédure 2.2.1. Pour
éviter une dépendance à l’orientation et la position, elle repose sur des
principes de géométrie algorithmique [69]. Ici et pour la suite une hypothèse
forte est formulée : les granulats sont supposés convexes. Cette procédure
est appliquée à chaque granulat dans le champ de vision et conduit à une
forte réduction du nombre de points candidats à la propagation de fissure.
Cette procédure est valable quelque soit la direction du champ de vision.

Procédure 2.2.1. Suppression de points dans la zone d’ombre
d’un granulat

Soient E une microstructure granulaire discrète, x ∈ XE une pointe de fis-
sure et {yEj }j=1,...,nE

les nE points discrétisant les côtés d’un granulat G se
situant dans le champ de vision local. Pour tout (i, k) ∈ {1, . . . , nE}2, on
désigne par 〈xyEi xyEk 〉 la valeur absolue de la mesure dans [0, π] de l’angle
défini par les 2 vecteurs

−−→
xyEi et

−−→
xyEk .

La suppression est basée sur l’identification des points se trouvant dans
la zone d’ombre du granulat. On définit les deux points y∗1 et y∗2 tels que
〈xy∗1xy∗2〉 = max(i,k)∈{1,...,nE}2〈yEi xyEk 〉. Cet angle définit un cône de re-
cherche (Figure 2.5)

Le determinant de deux vecteurs de R2 représentant la surface signée du
parallélogramme défini par ces deux vecteurs, un point z dans le champ de
vision fait partie du cône si :

det(
−→
xy∗2,
−→xz)det(

−→
xy∗1,
−→xz) < 0

Un point z dans le cône fait partie de la zone d’ombre et doit être supprimé
si (Figure 2.6) :

det(
−→
xy∗1,
−→
y∗1z)det(

−→
y∗1z,
−−→
y∗1y

∗
2) < 0
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Figure 2.5 – Illustration de la procédure 2.2.1 : construction du cône de
recherche (zone hachurée) afin de délimiter la zone d’ombre. La direction
locale de propagation est supposée horizontale

Figure 2.6 – Illustration de la procédure 2.2.1 : construction de la zone
d’ombre (zone hachurée) et redéfinition du cone de recherche. La direction
locale de propagation est supposée horizontale
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2.2.3 Évaluation des indicateurs
Dans cette section, une évaluation de la pertinence des deux indicateurs
géometriques à rendre compte des caractéristiques locales du comporte-
ment de la fissure est menée. Cette analyse sera également exploitée pour
définir et justifier les termes intervenant dans l’expression du modèle de
prédiction proposé dans la section 2.3.

Les indicateurs sont évalués en chaque pointe des fissures en utilisant la
procédure 2.2.1 pour déterminer les points candidats et cela pour un en-
semble de microstructures numériques dont la fissuration a été simulée par
le code XPER dans les conditions de l’étude réalisée à la section 1.1.5.
Dans ce cas, la direction locale orientant le champ de vision est toujours
perpendiculaire à l’effort de traction (mode I). L’analyse est effectuée en
considérant les deux configurations du champ de vision local (Figure 2.3,
Figure 2.4). La Figure 2.7 et la Figure 2.9 présentent les résultats pour
deux types de granulats : carrés et multiformes. Les mêmes tendances sont
observées pour les deux types de granulats. Pour cette raison, dans la suite,
nous limitons notre analyse aux granulats carrés. Dans la Figure 2.7 et la
Figure 2.9, les points correspondent aux couples (dx(y),θx(y)) de tous les
points candidats par lesquels est effectivement passée la fissure selon les
deux configurations.

• Analyse de la configuration F1 (Figure 2.7)

La Figure 2.7 confirme que la fissure privilégie la frontière du granulat
(zone la moins tenace). Cette situation correspond au grand nombre de
points verts avec la distance la plus courte et une plage de variation entre
0°et 90°pour l’angle. L’indicateur de distance a donc très peu d’influence
quand la fissure reste sur le même granulat.

Il est important de noter que l’attractivité du point sur le même granulat
peut être moins forte dans certains cas. En effet, la fissure choisit parfois de
traverser la matrice même si elle a la possibilité de suivre le granulat (points
rouges sur la Figure 2.7), comme on peut le constater sur les exemples de
la Figure 2.8.

Ce changement de comportement dans la propagation de la fissure advient
lorsque rester sur le même granulat impose à la fissure de faire un grand
angle alors qu’il existe un point candidat sur un granulat voisin proche et
ne nécessitant pas de trop s’écarter du mode I.
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Figure 2.7 – Valeurs des indicateurs pour la configuration F1 associés
aux points de la fissure pour des microstructures à granulats carrés (à
gauche) et pour des microstructures à granulats multiformes (à droite) :
évaluation de 4994 couples d’indicateurs (d, θ) choisis par les fissures issues
de 35 microstructures à granulats carrés et 5343 couples d’indicateurs (d, θ)
choisis par les fissures issues de 30 microstructures à granulats multiformes

Figure 2.8 – Exemples de cas où la fissure traverse la matrice (point bleu)
au lieu de suivre le granulat (point vert), le début du champ de vision est
marqué par la ligne noire en pointillé
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• Analyse de la configuration F2 (Figure 2.9)

Dans cette configuration, comme il n’y a pas de points candidats sur le
même granulat, la fissure ne peut que se propager dans la matrice. Les
valeurs des indicateurs des points candidats atteints par la fissure sont
concentrées dans le coin inférieur gauche du graphique (petite distance et
petit angle). Cela reflète le fait que la fissure est à la fois contrainte par le
mode I et attirée par les zones les moins tenaces.
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Figure 2.9 – Valeurs des indicateurs pour la configuration F2 associés
aux points de la fissure pour des microstructures à granulats carrés (à
gauche) et pour des microstructures à granulats multiformes (à droite) :
évaluation de 680 couples d’indicateurs (d, θ) choisis par les fissures issues
de 35 microstructures à granulats carrés et 415 couples d’indicateurs (d, θ)
choisis par les fissures issues de 30 microstructures à granulats multiformes

Les deux indicateurs géométriques choisis, fournissent donc des informa-
tions permettant de caractériser et discriminer le comportement local de
la fissure. Ils sont intégrés dans un modèle probabiliste de prédiction qui
fait l’objet de la section suivante.

Remarque 2.2.1. Dans cette étude, la direction locale de propagation est
connue a priori et est perpendiculaire à l’effort de traction. Cette informa-
tion est fournie au modèle de prédiction de chemin de fissuration construit
dans ce chapitre. Toutefois, il est possible de prendre en compte une di-
rection locale de propagation non constante et par conséquent d’orienter
le champ de vision local. Un exemple d’application avec direction locale
variable est détaillé au chapitre 4.
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2.3 Modèle probabiliste pour la prédiction
de la trajectoire d’une fissure

Le modèle de prédiction est basé sur une modélisation à base de chaîne de
Markov rappelée à la section 1.2.2 dont la loi de la transition dépend du
couple d’indicateurs locaux précédemment introduits.

Loi de transition

Les points de discrétisation décrivant la trajectoire de la fissure, {xEi }i=1,...,mE
,

sont supposés être des réalisations d’une chaîne de Markov homogène (Dé-
finition 1.2.1). La définition suivante spécifie le type de loi de transition
adoptée dans ce travail.

Définition 2.3.1. Pour une microstructure granulaire discrète E, on sup-
pose que (XE

i )i=1,...,mE
est une suite de variables aléatoires qui constitue la

chaîne de Markov homogène. {xEi }i=1,...,mE
définit un ensemble de réalisa-

tions de la chaîne de Markov et la loi de transition de la chaîne décrivant
le choix local de la fissure de x à y est la suivante :

PE(XE
i+1 = y|XE

i = x) = cx,ΛfΛ(d̃x(y), θ̃x(y)) (2.2)

où PE indique la probabilité conditionnelle sachant la microstructure gra-
nulaire discrète E, cx,Λ est la constante de normalisation pour définir une
probabilité et fΛ est une fonction à choisir avec Λ un ensemble de para-
mètres à déterminer. On fixe la première réalisation XE

0 = xE0 , le point de
départ de la fissure qui est choisi sur la microstructure granulaire discrète.
En particulier on a,

PE
(
XE

0 = xE0 , . . . , X
E
mE

= xEmE

)
= ΠmE−1

i=0 PE(XE
i+1 = xEi+1|XE

i = xEi ) (2.3)

Le but de ce modèle est de reproduire le comportement de la fissure en
pondérant l’importance des indicateurs selon une configuration locale don-
née dans la microstructure. La présence ou non de points candidats sur la
frontière du même granulat influence la trajectoire de la fissure. Ceci a été
pris en compte dans la section 2.1 par l’introduction de deux configurations
(F1 et F2) du champ de vision local. L’expression de la fonction fΛ (et de
la loi de transition) doit donc dépendre aussi de la configuration.

Modélisation 2.3.1. Soit x un point de discrétisation atteint par la fis-
sure appartenant au granulat G. Si {yEk }k=1,...,KE

est l’ensemble des points
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candidats dans le champ de vision local de x, alors la loi de transition est
donnée par :

Configuration F1 : soit ΛF1 = (µ1, µ2, µ3, µ4, µ5, µ6) l’ensemble des para-
mètres associé à cette configuration. Si {yEk }k=1,...,rE

définit l’ensemble des
points candidats sur G et {yEk }k=rE+1,...,KE

les points candidats des autres
granulats alors cx,Λ = cx,ΛF 1 et fΛ = fΛF 1 avec :

cx,ΛF1 = 1∑rE
k=1 e

−µ1(θ̃x(yEk ))µ2 + ∑KE
p=rE+1 e

−µ3(d̃x(yEk )θ̃x(yEk ))µ6−µ4(d̃x(yEk ))µ5

et

fΛF1 = e−µ1(θ̃x(y))µ2
1y∈G + e−µ3(d̃x(y)θ̃x(y))µ6−µ4(d̃x(y))µ5

1y /∈G

Configuration F2 : soit ΛF2 = (λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, λ6) l’ensemble des para-
mètres associé à cette configuration alors cx,Λ = cx,ΛF 2 et fΛ = fΛF 2 avec :

cx,ΛF2 = 1∑KE
k=1 e

−λ1(d̃x(yEk )θ̃x(yEk ))λ5−λ2(d̃x(yEk ))λ6−λ3(θ̃x(yEk ))λ4

et
fΛF2 = e−λ1(d̃x(y)θ̃x(y))λ5−λ2(d̃x(y))λ6−λ3(θ̃x(y))λ4

Remarque 2.3.1. Le terme multipliant les deux indicateurs d̃x(y)θ̃x(y) est
appelé terme d’interaction par la suite.

Il est important de noter que dans la configuration F1, la distinction entre
la possibilité de suivre le granulat et la possibilité de traverser la matrice
est prise en compte par la fonction caractéristique du granulat. Le choix
des indicateurs utilisés dans la configuration F1 est expliqué par la nature
des points étudiés :

• pour les points candidats sur le même granulat, comme on l’a ob-
servé dans la section 2.2.3, la distance a très peu d’influence, par
conséquent seul l’indicateur de l’angle est intégré dans cette partie
du modèle associé au couple de paramètres (µ1, µ2).

• pour les points candidats qui nécessitent de traverser la matrice, ex-
périmentalement, c’est la proximité d’un granulat voisin qui joue un
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rôle prépondérant dans le changement de comportement de la fissure
(Figure 2.8). C’est pourquoi le terme d’angle est uniquement pris en
compte dans le terme d’interaction contrairement au modèle pour la
configuration F2. Cette partie du modèle comprend donc le terme
d’interaction associé à (µ3, µ6) et l’indicateur de distance associé à
(µ4, µ5). Cela permet notamment de réduire le nombre de paramètres
dans le modèle et la variabilité de leur estimation.

Plus généralement, le terme d’interaction permet d’intégrer dans les deux
configurations F1 et F2 l’effet de la combinaison des faibles valeurs de ces
deux indicateurs qui a été identifié à la section 2.2.3. Il contraint la fissure à
suivre une direction de propagation locale tout en conservant l’attractivité
des granulats voisins.

Estimation des paramètres de la loi de transition

Les deux ensembles de paramètres du modèle sont estimés à partir d’un en-
semble de microstructures d’apprentissage dont la fissuration a été simulée
avec XPER. Comme rappelée dans la section 1.2.2, l’estimation est effec-
tuée par maximisation de la vraisemblance. Plus précisément, si {Ei}i=1,...,Q
est l’ensemble d’apprentissage des microstructures granulaires discrètes et
{xEi

j }j∈IF 1
Ei

et {xEi
j }j∈IF 2

Ei
sont les ensembles des points sélectionnés par la

fissure sur la microstructure Ei selon les deux configurations, les deux en-
sembles de paramètres estimés notés Λ?

F1 et Λ?
F2 sont solutions de :

• Configuration F1 :

Λ?
F1 = arg max

(µ1,...,µ6)
{ΠQ

i=1Πj∈IF1
Ei
PEi

(
XEi
j+1 = xEij+1|X

Ei
j = xEij

)
}

(2.4)

• Configuration F2 :

Λ?
F2 = arg max

(µ1,...,µ6)
{ΠQ

i=1Πj∈IF2
Ei
PEi

(
XEi
j+1 = xEij+1|X

Ei
j = xEij

)
}

(2.5)

où PEi
est donné par la modélisation 2.3.1.
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2.4 Prédiction de la trajectoire d’une fissure
avec le modèle probabiliste

Cette section décrit la prédiction de la trajectoire d’une fissure pour une
microstructure granulaire discrète donnée en utilisant la modélisation 2.3.1
dont les paramètres de la loi de transition ont déjà été estimés (leur es-
timation sera détaillée au chapitre suivant). Cette prédiction s’appuie sur
une procédure qui à partir d’une pointe de fissure fournit le prochain point
atteint dans le champ de vision local.

Plus précisément, les indicateurs géométriques introduits dans la définition
2.2.1 sont d’abord évalués en intégrant la procédure 2.2.1 pour déterminer
l’ensemble des points candidats (respectant les hypothèses de la section
1.1.3) dans le champ de vision local de la pointe de fissure. Ensuite, le mo-
dèle de chaîne de Markov fournit la probabilité pour chaque point candidat
d’être le prochain point sélectionné par la fissure. Enfin, un tirage aléatoire
est réalisé à partir des probabilités évaluées pour sélectionner le prochain
point atteint par la fissure. Cette procédure est formalisée dans la suite.

Procédure 2.4.1. Étant donné xEi la pointe de fissure dans une micro-
structure granulaire discrète E et −→u xE

i
la direction locale de propagation

associée, la prédiction comprend trois étapes :

• Etape 1 : identifier le champ de vision local de xEi et déterminer
les points candidats dans ce champ en utilisant la procédure 2.2.1
({yEk }k=1,...,KE

est l’ensemble des points restants) et évaluer les indi-
cateurs normalisés d̃xE

i
(yEk ) et θ̃xE

i
(yEk ) ∀k.

• Etape 2 : selon la configuration, calculer {PE(XE
i+1 = yEk |XE

i =
xEi )}k=1,...,KE

(m ∈ {1, 2}) en utilisant la modélisation 2.3.1.

• Etape 3 : Tirer une réalisation à partir de la loi discrète ∑KE
k=1 PE(XE

i+1 =
yEk |XE

i = xEi )δyE
k
.

A partir de la position initiale de la fissure, cette procédure est itérée pour
construire la fissure point par point jusqu’à ce que la limite de la micro-
structure soit atteinte.
La Figure 2.10 illustre cette procédure dans la configuration F2. De plus,
l’algorithme 1 présente sous la forme d’un pseudo-code la fonction permet-
tant d’effectuer les trois étapes précédentes de la prédiction.
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Figure 2.10 – Illustration de la procédure 2.4.1 dans la configuration F2
avec un agrandissement dans la zone d’intêret. Le champ de vision local
est orienté selon la direction de propagation perpendiculaire à l’effort de
traction. Le point orange est la pointe de fissure, les points rouges sont les
points candidats du champ de vision local où la probabilité d’être atteint
est évaluée par le modèle, le point vert est le point sélectionné après tirage
aléatoire pondéré

49



Algorithm 1 Prédiction locale
1: E est une microstructure granulaire discrète
2: xE est la pointe de fissure
3: DirectionProp est la direction en mode I
4: ParamModel sont les paramètres estimés du modèle de prédiction
5: function Fissure(E, xE, ParamModel,DirectionProp)
6: ChampVisionGran =ensemble des granulats du champ de vision du

point xE associé à DirectionProp
7: ChampVisionPoint=ensemble des points situés sur les granulats de

ChampVisionGran
8: for G dans ChampVisionGran do
9: OmbreG= Zone d’ombre du granulat G

10: for point dans ChampVisionPoint do
11: if point dans OmbreG then
12: Supression des points dans ChampVisionPoint
13: end if
14: end for
15: end for
16: ProbaPoint=MarkovChainModel(ChampVisionPoint,ParamModel)
17: PositionPointChoisi=TiragePonderé(ProbaPoint)
18: return PositionPointChoisi
19: end function

Le modèle de prédiction est stochastique. Partant de la même position
initiale de la fissure, il peut être appliqué pour obtenir plusieurs réalisations
de la trajectoire de la fissure. Il permet donc de quantifier l’incertitude
associée à la prédiction.

Conclusion
Un modèle probabiliste de prédiction de la trajectoire d’une fissure a été
proposé. À partir d’une pointe de fissure, il a pour objectif de fournir une
estimation rapide de la probabilité qu’un point donné de la microstructure
granulaire discrète soit le prochain point atteint par la fissure.
Pour cela, sa construction s’appuie d’abord sur l’évaluation de deux indica-
teurs géométriques d’angle et de distance associés à chaque point candidat.
Ces indicateurs ont été définis formellement et une procédure efficace à base
de cone d’écrantage pour les évaluer a été développée. Les résultats issus de
leur évaluation ont montré qu’ils permettent de capturer des informations
cohérentes avec l’analyse mécanique du comportement d’une fissure. Ces
indicateurs ont ensuite servi de base au développement d’une loi de tran-
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sition d’un modèle de chaîne de Markov homogène qui constitue le modèle
de prédiction. Cette loi de transition est suffisamment flexible pour prendre
en compte l’attractivité du granulat mais également le respect d’une direc-
tion privilégiée de propagation de la fissure. Ses paramètres sont estimés à
partir d’un ensemble d’apprentissage de microstructures déjà fissurées.
Les différentes étapes pour effectuer une prédiction avec le nouveau mo-
dèle ont enfin été décrites. Elles combinent évaluation des indicateurs et
tirage aléatoire à partir d’une loi de probabilité discrète pondérée. À l’issue
de la prédiction, le modèle fournit plusieurs réalisations de la trajectoire
de la fissure qui peuvent être exploitées pour quantifier l’incertitude de
prédiction.
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Chapitre 3

Apprentissage et
validation du modèle de
prédiction

Introduction
Ce chapitre est dédié à l’évaluation numérique des performances du mo-
dèle de prédiction de fissure développé au chapitre précédent. Dans un
premier temps, l’apprentissage du modèle est réalisé par l’algorithme d’op-
timisation BFGS sur une base de données issues de 35 microstructures
fissurées par XPER, permettant ainsi de déterminer les valeurs des para-
mètres du modèle. Par la suite, l’évaluation des performances du modèle
se fait d’abord sur l’ensemble d’apprentissage qui a servi à l’estimation
des paramètres du modèle (étape de vérification). Cet ensemble est consti-
tué de 35 microstructures (soit une base de 180593 couples d’indicateurs
(d̃x(y),θ̃x(y))) avec granulats carrés numériquement fissurées par le code
XPER. Une étape de validation est également réalisée sur un ensemble
test (i.e. n’ayant pas été utilisé dans la phase d’apprentissage) compre-
nant 30 microstructures avec granulats multiformes représentés par divers
polygones réguliers avec un nombre de côtés variant de 3 à 8. Les deux
ensembles sont issus des résultats de simulations obtenus dans les condi-
tions similaires à l’étude de la section 1.1.5. Nous rappelons que dans ce
cas la direction locale de propagation est toujours supposée perpendicu-
laire à l’effort de traction. Une application du modèle avec des directions
locales de propagation variables estimées par un code Élements Finis peu
coûteux est fournie au chapitre 4. Il est important de garder à l’esprit que
le changement de forme des granulats des microstructures de l’ensemble
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d’apprentissage et de l’ensemble test ne nécessite pas de nouvelles simula-
tions XPER. En effet, la base d’apprentissage ne change pas en fonction du
type de granulat de la microstructure étudiée, de même pour la structure
du modèle. L’idée est donc de confronter le modèle à des situations nou-
velles afin de valider ses performances au delà de sa base d’apprentissage.

La section 3.1 porte sur l’estimation des paramètres du modèle avec une
attention particulière à l’influence du nombre de microstructures dans l’en-
semble d’apprentissage. Les sections 3.2 et 3.3 concernent ensuite la vérifi-
cation et la validation du modèle en terme de prédiction du trajet de fissure
et d’une grandeur mécanique d’intérêt pour les taux de fuite des bétons
qui est la tortuosité. Enfin, dans la section 3.4, nous nous intéressons à
l’influence de la forme des granulats de l’ensemble d’apprentissage sur les
performances de la prédiction.

3.1 Estimation des paramètres du modèle :
étape d’apprentissage

L’estimation des paramètres exploite un ensemble d’apprentissage de 35
microstructures à granulats carrés numériquement fissurées par le code
XPER. Les maximisations de la vraisemblance (Equations 2.4 et 2.5) sont
réalisées à l’aide de la version optimisée de l’algorithme BFGS présentée
au chapitre 1. Cette optimisation est réalisée sur les indicateurs normalisés
donc θ̃x et d̃x sont compris entre 0 et 1.

La Table 3.1 fournit les vecteurs de paramètre estimés. On rappelle que
dans la modélisation 2.3.1, les paramètres µ1, µ3, µ4, λ1, λ2, λ3 corres-
pondent à des facteurs multiplicatifs, les autres sont des exposants.

Dans la configuration F1, les deux plus grandes valeurs des facteurs mul-
tiplicatifs (µ3 et µ4) et les deux plus faibles valeurs des exposants (µ6 et
µ5) correspondent aux paramètre liés la distance et au terme d’interaction.
Ces derniers sont associés à la situation où le point candidat se situe sur
un autre granulat. Il en résulte que la fissure aura tendance à privilégier
un trajet sur le même granulat sauf si l’angle pour rester sur le granulat
est élevé et que la traversée de la matrice est associée à des distances et
angles faibles. Ceci est en accord avec l’analyse effectuée à la section 2.2.3.
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Dans le cas de la configuration F2, on retrouve le même ordre de grandeur
que dans la configuration F1 pour les valeurs des paramètres associés à la
distance et au terme d’interaction.

µ1 7.06 λ1 34.2
µ2 4.1 λ2 9.2
µ3 30.2 λ3 13.16
µ4 8.9 λ4 1.79
µ5 0.2 λ5 1.08
µ6 0.85 λ6 0.42

Table 3.1 – Vecteurs de paramètres estimés, ΛF1 = (µ1, . . . , µ6) et ΛF2 =
(λ1, . . . , λ6)

Il est également intéressant d’étudier la variabilité de l’estimation des pa-
ramètres en fonction de la taille de l’ensemble d’apprentissage. Pour cela,
100 ensembles d’apprentissage sont générés avec des tailles allant de 2 à 33
microstructures.

La Figure 3.1 et la Figure 3.2 montrent l’estimation de la moyenne et
de l’écart-type de chaque paramètre. Une stabilisation très rapide de l’es-
timation de la moyenne et de l’écart-type est observée pour la majorité
des paramètres à partir d’une dizaine de microstructures. Dans tous les
cas, au delà de 25 microstructures (environ 127215 couples d’indicateurs
(d̃x(y),θ̃x(y))), la stabilisation est atteinte pour tous les paramètres.

Le coefficient de variation est le rapport de l’écart-type sur la moyenne, il
mesure la dispersion relative, plus sa valeur est faible, plus l’estimation est
précise. Ici il est calculé pour une taille de l’ensemble d’apprentissage de 33
microstructures (Figure 3.3). Il est compris entre 0.2 et 2% pour l’ensemble
des paramètres sauf pour le paramètre associé au terme d’interaction λ1
dans la configuration F2, sa valeur est de 3.8% . Cette étude valide le
nombre de microstructures (35) utilisées pour constituer l’ensemble d’ap-
prentissage.
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Figure 3.1 – Estimation des paramètres (moyenne et écart-type) en fonc-
tion de la taille de l’ensemble d’apprentissage dans la configuration F1. De
haut en bas, paramètres associés à θ̃x , au terme d’interaction θ̃x× d̃x et à
d̃x
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Figure 3.2 – Estimation des paramètres (moyenne et écart-type) en fonc-
tion de la taille de l’ensemble d’apprentissage dans la configuration F2. De
haut en bas, paramètres associés à d̃x, au terme d’interaction θ̃x × d̃x et à
θ̃x
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Figure 3.3 – Coefficient de variation (en pourcentage) calculé à partir
de l’écart-type et de la moyenne des estimations des paramètres pour 100
ensembles d’apprentissage de 33 microstructures. Le graphique de gauche
correspond à la configuration F1, le graphique de droite à la configuration
F2

3.2 Prédiction de la fissure
Nous évaluons ici les performances du modèle avec les paramètres de la
Table 3.1 pour la prédiction de la trajectoire de fissure.
Puisque le modèle est stochastique, il fournitM réalisations de trajectoires,
chacune étant décrite par un ensemble de points de discrétisation de la mi-
crostructure granulaire discrète associée. Pour une microstructure E, nous
désignons par X k

E = {xEi,k}i=1,...,mk
E
l’ensemble des points de la kième réalisa-

tion (k = 1, . . . ,M).

Si l’objectif est de prédire une trajectoire de fissure unique pour approcher
la simulation déterministe du code XPER mais pour un faible coût, une
réalisation médiane peut être construite à partir de l’ensemble des points
X ?
E satisfaisant :

X ?
E = arg min

{X k
E}k=1,...,M

 M∑
j=1,j 6=k

D(X k
E,X

j
E)
 ,
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où D est ici la distance de Fréchet entre deux ensembles de points ([70],
[71]).

Temps de calcul
La Table 3.2 fournit les temps de calcul moyens de construction d’une
réalisation et de la réalisation médiane pour les ensembles d’apprentissage
et de test.

Une itération de l’algorithme (voir algorithme 1) 0.0024
Une réalisation de fissure (M = 1) 0.24
Une réalisation médiane (M = 100) 25

Table 3.2 – Temps de calcul en minutes associé à la prédiction à l’aide du
modèle probabiliste dans le cas d’un seul processeur (équivalent au temps
CPU total puisqu’il n’y a qu’un seul processeur)

En comparant avec la Table 1.3, notre modèle permet donc un gain de
temps de calcul conséquent par rapport au calcul XPER pour le calcul de
la réalisation médiane (réduction du temps de calcul d’un facteur 2575 en
comparant sur le même nombre de processeurs).

En exploitant la réalisation médiane obtenue à partir de M = 100 réali-
sations, nous présentons dans la suite une série de comparaisons entre la
prédiction et la simulation XPER afin de vérifier sur l’ensemble d’appren-
tissage et valider notre modèle sur l’ensemble test.

Cohérence du comportement local de la réalisation
médiane
Nous nous focalisons ici sur les valeurs prises par les indicateurs locaux as-
sociés aux points des réalisations médianes. Comme dans la section 2.2.3,
la Figure 3.4 et la Figure 3.5 représentent les valeurs des indicateurs non
normalisées mais dans ce cas pour les réalisations médianes. En comparant
avec la Figure 2.7 et 2.9, on observe des comportements très similaires.
En effet, dans la configuration F1, on observe une concentration de points
pour de très faibles distances associées au suivi du même granulat (points
verts). On constate également la combinaison de faibles valeurs de dis-
tance (proximité d’un granulat voisin) et d’angle (respect d’une direction
en mode I) quand la fissure traverse la matrice dans les configurations F1
et F2 (points rouges).
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Figure 3.4 – Valeurs des indicateurs dans les configurations F1 (à gauche)
et F2 (à droite) associées aux points sur les réalisations médianes pour les
microstructures de l’ensemble d’apprentissage à granulats carrés
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Figure 3.5 – Valeurs des indicateurs dans les configurations F1 (à gauche)
et F2 (à droite) associées aux points sur les réalisation médianes pour les
microstructures de l’ensemble test à granulats multiformes

De plus, dans la configuration F1, pour consolider la comparaison, la
Table 3.3 fournit la proportion de choix locaux de suivre le même granulat
ou de traverser la matrice. La réalisation médiane privilégie la frontière du
même granulat dans les mêmes proportions que la fissure XPER.

Le terme d’interaction entre les deux indicateurs géométriques a une im-
portance particulière pour reproduire avec fidélité le comportement de la
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Ensemble d’apprentissage Réalisation médiane Fissure XPER
Choix de longer le granulat 95.1% 95.7%

Choix de traverser la matrice 4.8% 4.2%
Ensemble test

Choix de longer le granulat 94.5.% 95.3%
Choix de traverser la matrice 5.4% 4.7%

Table 3.3 – Proportion des choix associés à la réalisation médiane et à la
simulation XPER pour les ensembles d’apprentissage et de test (configu-
ration F1)

fissure dans les deux configurations. Pour illustrer son apport, la modélisa-
tion 2.3.1 est comparée à la même modélisation sans le terme d’interaction.
L’estimation des paramètres du modèle sans interaction exploite également
la base d’apprentissage de 35 microstructures utilisée dans la section 2.2.3
et est aussi optimisé par l’algorithme BFGS. Partant d’une pointe de fis-
sure, la Figure 3.6 et la Figure 3.7 fournissent deux exemples caractéris-
tiques de l’influence du terme d’interaction sur la probabilité des points
du voisinage à être le prochain point rejoint par la fissure. Sur ces figures,
le point orange est la pointe de fissure, les points rouges sont les points
pour lesquels le modèle (avec ou sans interaction) estime une probabilité
supérieure à 10%. La ligne brisée en violet représente la fissure XPER

Figure 3.6 – Étude de l’influence du terme d’interaction dans le modèle
pour la configuration F2, à gauche le comportement du modèle avec inter-
action et à droite le comportement du modèle sans interaction

Dans la configuration F2 (Figure 3.6), le terme d’interaction permet d’aug-
menter la potentialité des points plus éloignés mais situés dans une direc-
tion proche de la direction de mode I. On retrouve ce type de résultat sur
la Figure 3.7 où la fissure a une probabilité non négligeable de rester sur le
même granulat ou de le quitter, ce qui n’est pas le cas avec le modèle sans
interaction qui contraint la fissure à suivre le même granulat.
Le modèle avec interaction est suffisamment flexible pour ne pas privilégier
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Figure 3.7 – Étude de l’influence du terme d’interaction dans le modèle
pour la configuration F1, à gauche le comportement du modèle avec inter-
action et à droite le comportement du modèle sans interaction

systématiquement les points situés dans la direction de mode I. En fonction
de la configuration locale des granulats, c’est le terme de distance qui peut
dominer et conduire à sélectionner des points sur le granulat le plus proche
(Figure 3.8). Dans ce cas, il n’y a aucune différence avec le comportement
prédit par le modèle sans interaction.

Figure 3.8 – Étude de l’influence du terme d’interaction dans le mo-
dèle pour la configuration F2. Cas où les modèles avec et sans interaction
donnent les mêmes résultats

Précision de la réalisation médiane et incertitude de
prédiction
Nous nous intéressons ici à la comparaison de la fissure XPER avec la
réalisation médiane en intégrant l’incertitude de prédiction fournie par le
modèle. La quantification de l’incertitude s’appuie plus précisément sur
l’estimation d’une région de confiance des prédictions à partir d’évaluations
ponctuelles de percentiles. Cela nécessite d’abord une paramétrisation de
chaque trajectoire prédite issue des M réalisations. Dans notre travail, la
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fissure est initialisée sur le bord gauche de la microstructure et se pro-
page jusqu’à la rupture de la microstructure (i.e. jusqu’au bord droit). On
pose L la largeur de la microstructure et l sa hauteur. Par conséquent,
si l’on considère le système de coordonnées cartésiennes dont l’origine se
situe dans le coin inférieur gauche de la microstructure, la kième trajectoire
prédite peut être paramétrée par (x1, hkE(x1)) où hkE : [0, L] → [0, l] est
une fonction linéaire par morceaux. Si (xE,1i,k , x

E,2
i,k ) désigne les coordonnées

dans le système cartésien du point xEi,k situé sur la kième réalisation, cette
fonction s’écrit :

∀x1 ∈ [xE,1i,k , x
E,1
i+1,k], hkE(x1) =

xE,2i+1,k − x
E,2
i,k

xE,1i+1,k − x
E,1
i,k

(x1 − xE,1i,k ) + xE,2i,k

La Figure 3.9 donne une illustration de cette paramétrisation pour un
ensemble de réalisations de trajectoires.

Pour tout x1 ∈ [0, L], l’incertitude est quantifiée à partir de l’estimation des
percentiles à 5 % et 95 % en exploitant l’échantillon (h1

E(x1), . . . , hME (x1)).
Si (h̃1

E(x1), . . . , h̃ME (x1)) est l’échantillon ordonné (ordre croissant), l’inter-
valle d’incertitude en x1 est défini par [h̃b0.05Mc

E (x1), h̃b0.95Mc
E (x1)]. La région

de confiance est alors l’enveloppe convexe de cet ensemble de points. L’in-
certitude de prédiction du modèle peut être quantifiée par le diamètre de
cette région calculé comme la distance de Fréchet entre les courbes infé-
rieure et supérieure définissant cette enveloppe.

Les Figure 3.10 et Figure 3.11 donnent deux exemples de réalisation mé-
diane de fissure et de région de confiance ainsi qu’une comparaison avec la
fissure XPER.

Pour compléter la comparaison, les Figure 3.12 et Figure 3.13 affichent
l’écart basé sur la distance de Fréchet entre la simulation XPER et la
fissure médiane ainsi que l’incertitude pour toutes les microstructures des
ensembles d’apprentissage et test.
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Figure 3.9 – Paramétrisation des trajectoires de fissure. Les points rouges
correspondent à une grille de discrétisation dans la direction x1, les points
bleus sont les couples {(x1, hkE(x1))}k=1,...,100. Le premier point bleu à
gauche correspond à l’initialisation de l’algorithme de prédiction des tra-
jectoires. Il est imposé par la position de la préfissure sur le bord gauche
de la microstructure (préfissure non représentée sur la figure)

Figure 3.10 – Exemple de prédiction de trajectoire pour des granulats
carrés (ensemble d’apprentissage) : simulation XPER (violet), fissure mé-
diane (vert), région de confiance (rouge)
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Figure 3.11 – Exemple de prédiction de trajectoire pour des granulats
multiformes (ensemble d’apprentissage) : simulation XPER (violet), fissure
médiane (vert), région de confiance (rouge)
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Figure 3.12 – Prédiction de la trajectoire de la fissure sur l’ensemble
d’apprentissage (granulats carrés) : écart basé sur la distance de Frechet
entre la fissure médiane et la simulation XPER (vert), diamètre de la région
de confiance (rouge)
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Figure 3.13 – Prédiction de la trajectoire de la fissure sur l’ensemble
test (granulats multiformes) : écart basé sur la distance de Fréchet entre
la fissure médiane et la simulation XPER (vert), diamètre de la région de
confiance (rouge)

Les Figure 3.10 et Figure 3.11 correspondent respectivement aux micro-
structures 31 et 28 sur ces graphiques. Il en ressort que l’écart reste tou-
jours inférieur à l’incertitude. Même si l’écart est toujours du même ordre
de grandeur, on observe toutefois des situations où la précision de la pré-
diction médiane est réduite par rapport aux deux situations présentées sur
les Figure 3.10 et Figure 3.11. Les Figure 3.14 et Figure 3.15 fournissent
les prédictions associées aux plus gros écarts sur l’ensemble d’apprentis-
sage et test. Cette perte de précision peut s’expliquer par la présence de
configuration locale particulière qui offre deux points candidats de même
probabilité à être atteints par la fissure (exemple en abscisse x1 ≈ 0.17
sur la Figure 3.14 et x1 ≈ 0.05 sur la Figure 3.15). Notre modèle étant
probabiliste, chacun de ces deux points est donc atteint par plusieurs fis-
sures prédites de l’ensemble des réalisations. Il n’est donc pas surprenant
que pour certaines microstructures comme celles de la Figure 3.14 et de
la Figure 3.15, la fissure médiane ne corresponde pas au même choix lo-
cal que la fissure XPER. On note toutefois qu’après cette bifurcation, la
trajectoire prédite reste en accord avec la direction horizontale de propa-
gation. De plus, quelle que soit la microstructure, la simulation XPER se
situe toujours dans la région de confiance. Ce dernier résultat est observé
pour toutes les microstructures des ensembles d’apprentissage et de test
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(comparaisons non présentées par souci de clarté dans la description des
résultats de l’étude).

Figure 3.14 – Prédiction de la trajectoire associée à la précision la plus
faible, cas des granulats carrés (ensemble d’apprentissage) : simulation
XPER (violet), fissure médiane (vert), région de confiance (rouge)

Figure 3.15 – Prédiction de la trajectoire associée à la précision la plus
faible, cas des granulats multiformes (ensemble test) : simulation XPER
(violet), fissure médiane (vert), région de confiance (rouge)
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3.3 Prédiction de la tortuosité du chemin de
fissure

Pour chaque microstructure, les tortuosités des M = 100 trajectoires pré-
dites sont calculées et nous nous concentrons sur leur valeur médiane et leur
intervalle d’incertitude. Cet intervalle est obtenu à partir de l’estimation
du percentile, de la même manière que dans la section précédente. L’étude
numérique se limite ici à de la validation sur l’ensemble test de microstruc-
tures à granulats multiformes. La Figure 3.16 affiche les résultats pour
chaque microstructure et une comparaison avec la tortuosité provenant de
la simulation XPER est également effectuée. Les simulations XPER sont
toujours incluses dans l’intervalle de confiance confirmant la bonne perfor-
mance du modèle en terme de validation sur des géométries de granulats
plus complexes.
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Figure 3.16 – Prédiction de la tortuosité sur l’ensemble test (granulats
multiformes) : simulation XPER (violet), tortuosité médiane (vert), inter-
valle d’incertitude (rouge)

Il est également important de garder à l’esprit que le modèle de prédiction
fournit plus d’informations qu’une médiane et un intervalle de confiance. Il
permet de tracer l’histogramme de la tortuosité pour chaque microstructure
(Figure 3.17).

Cette quantité permet d’avoir accès à la répartition des valeurs de la tor-
tuosité à l’intérieur de son intervalle de variation. Elle fournit en particulier
une estimation de la probabilité que la tortuosité appartienne à un sous-
intervalle de variation d’intérêt ou dépasse un seuil fixé. Ce type d’informa-
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Figure 3.17 – Histogramme de la tortuosité pour une microstructure de
l’ensemble test

tion est pertinent dans une démarche de planification d’expériences numé-
riques où l’objectif est de faire des simulations ciblées. Ce point constituera
l’une des perspectives développées à la fin de ce manuscrit.

Enfin, la performance du modèle est étudiée en termes d’estimation de
la densité de tortuosité en tenant compte de l’ensemble des microstruc-
tures. La Figure 3.18 montre que les prédictions issues de notre modèle
permettent d’approcher la variabilité et la valeur la plus vraisemblable de
la tortuosité XPER.
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Figure 3.18 – Comparaison des densités de tortuosité construites à partir
des simulations XPER (bleu) et des prédictions du modèle (orange) pour
les microstructures avec des granulats multiformes (densité obtenue par la
méthode d’estimation par noyau gaussien)

3.4 Influence de la base d’apprentissage
Dans cette section, on propose d’étudier l’influence de la base d’appren-
tissage sur les prédictions associées à l’ensemble test avec granulats mul-
tiformes. Pour cela, on considère des ensembles d’apprentissage de 35 mi-
crostructures avec granulats pentagonaux ou octogonaux numériquement
fissurées par XPER dans les mêmes conditions que celles de la section 1.1.5.
Les paramètres du modèle de prédiction sont à nouveau optimisés par l’al-
gorithme BFGS.

La Figure 3.19 et la Figure 3.20 donnent les résultats relatifs à la construc-
tion de la fissure médiane et à l’incertitude de prédiction pour les trois
types d’ensembles d’apprentissage.
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Figure 3.19 – Comparaison des distances de Fréchet entre la fissure mé-
diane et la fissure XPER pour différentes bases d’apprentissage
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Figure 3.20 – Comparaison des diamètres de la région de confiance de
prédiction pour différentes bases d’apprentissage
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Il en ressort que c’est la base avec granulats carrés qui conduit à la distance
entre la fissure médiane et le calcul XPER la plus faible pour le plus grand
nombre de microstructure. De plus, l’incertitude de prédiction est du même
ordre de grandeur pour les 3 bases. La Table 3.4 renseigne sur la proportion
de fissures XPER contenues dans l’enveloppe de prédiction. On remarque
que la fissure XPER n’est pas toujours contenue dans la région de confiance
quand les bases avec granulats pentagones et octogones sont utilisées.

Sur les Figure 3.21 et Figure 3.22, on s’intéresse aux performances en terme
de prédiction de la tortuosité.
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Figure 3.21 – Comparaison des tortuosités médianes obtenues pour dif-
férentes bases d’apprentissage

Les formes carré et octogone conduisent aux écarts les plus faibles entre
les tortuosités médianes et les tortuosités XPER. Il est important de noter
que la tortuosité médiane associée à l’octogone est toujours la plus élevée.
En effet, l’octogone, étant la forme avec le plus de cotés, elle présentera
moins d’angles élevés par rapport aux carrés et pentagones. Il en résulte
que l’apprentissage pénalisera moins le fait de longer le granulat même au
prix d’un angle fort d’où une tortuosité qui est plus susceptible de prendre
des valeurs élevées. Par ailleurs, on peut remarquer que la tortuosité XPER
est ici toujours contenue dans l’intervalle d’incertitude quelle que soit la
forme étudiée (Table 3.4).
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Figure 3.22 – Comparaison des largeurs de l’intervalle d’incertitude as-
socié à la tortuosité obtenues à partir de différentes bases d’apprentissage

Enfin, la Table 3.5 montre peu d’influence de la base d’apprentissage sur
la moyenne des tortuosités médianes et l’écart-type associé quand toutes
les microstructures sont prises en compte.

Forme des granulats Carré Pentagone Octogone
Fissure XPER 100% 84% 92%

Tortuosité XPER 100% 100% 100%

Table 3.4 – Proportion de microstructures pour lesquelles le calcul XPER
est compris dans la région de confiance/l’intervalle d’incertitude estimé(e)
à partir des différentes bases d’apprentissage

Moyenne Écart-type
Base apprentissage carré 1.17 0.03

Base apprentissage pentagone 1.17 0.03
Base apprentissage octogone 1.19 0.03

XPER 1.17 0.02

Table 3.5 – Moyenne et écart-type des tortuosités médianes selon les
différentes bases d’apprentissage et comparaison avec la tortuosité XPER
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Conclusion
Les performances du nouveau modèle de prédiction ont été évaluées sur
l’ensemble d’apprentissage (microstructures à granulats carrés) et de test
(microstructures à granulats multiformes).
L’estimation des paramètres du modèle a d’abord été étudiée et sa stabilité
par rapport au nombre de microstructures de l’ensemble d’apprentissage
invertiguée. Il est apparu que l’estimation se stabilise rapidement, avec un
coefficient de variation inférieur à 2% pour la majorité des paramètres dans
le cas d’un ensemble à 33 microstructures.
Les performances du modèle ont ensuite été analysées sur la base de l’éva-
luation de trois éléments :

• la fissure médiane qui peut être exploitée pour approcher la fissure
unique simulée par le code de calcul déterministe,

• une région de confiance représentée par une enveloppe convexe esti-
mant la zone où la fissure peut se propager,

• une tortuosité médiane et un intervalle d’incertitude de prédiction
donnant accès à des grandeurs mécaniques d’intérêt.

Cette analyse a montré la cohérence entre les informations fournies par le
modèle et les fissures simulées par le code XPER (proximité entre construc-
tion médiane et simulation, simulation contenue dans la région/l’intervalle
de confiance/d’incertitude).
Enfin, la dernière étude a concerné l’influence de la base d’apprentissage
sur la prédiction fourni par le modèle. Pour cela, plusieurs formes de gra-
nulats ont été considérées. Il en est ressorti que la forme des granulats a
une influence non négligeable sur la précision de la prédiction et l’incerti-
tude associée. De plus, c’est la base avec granulats carrés qui conduit aux
meilleures performances.
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Chapitre 4

Application

Cette section est dédiée à l’étude de la fissuration d’un essai de poutre en
flexion trois points. Il s’agit ici d’appliquer le modèle probabiliste développé
à la section 2.3 à un essai standard dans l’étude des matériaux cimentaires.
Ce modèle nécessite une information mécanique locale pour déterminer le
chemin de fissuration, il s’agit de la direction de propagation. Il est proposé
ici d’obtenir cette quantité en couplant le modèle probabiliste à un code
mécanique, le logiciel Eléments Finis Cast3M [5, 72]. Le calcul Eléments
Finis[73] est réalisé sur une structure élastique et homogène.

La validation de la prédiction issue du couplage est effectuée en réalisant
une comparaison avec le résultat numérique obtenu avec XPER via les
outils développés à la section 3.2. Par ailleurs, le gain de temps de calcul
est souligné. Enfin, les limitations de la démarche et quelques pistes pour
y remédier sont présentées.

4.1 Poutre en flexion trois points
L’application consiste en une poutre bidimensionnelle constituée d’une ma-
trice en mortier et de granulats soumise à une flexion trois points. La ma-
trice et les granulats sont considérés élastiques et les granulats ne sont pas
fissurables. Une pré-fissure est décentrée et la structure est soumise à un dé-
placement imposé sur le milieu de la frontière supérieure (voir Figure 4.1).
Les dimensions et les caractéristiques géométriques de la structure sont
résumées dans la Table 4.1. Les granulats sont choisis de type multiforme
(carré, pentagone, octogone et hexagone) et sont répartis aléatoirement
avec une fraction volumique totale de 25% répartie en 7% de carrés, 6%
d’octogones, 6% pentagones et 6% hexagones (voir Figure 4.2). Il y a envi-
ron 50 granulats dans la hauteur de l’éprouvette, leur taille caractéristique

75



est d’environ 5mm.

Figure 4.1 – Poutre en flexion trois points avec fissure décentrée

Largeur x Hauteur (m2) 3×1
Position du déplacement imposé (m) (1.5,1)
Position pré-fissure (m) (1,0)
Longueur pré-fissure (m) (0.1)
Positions des points d’appui (m) (0.1,0)

Table 4.1 – Poutre en flexion trois points : caractéristiques géométriques

Dans un premier temps et afin de valider la démarche, la fissuration de ce
cas d’étude est simulée avec le logiciel XPER. Les paramètres mécaniques et
cohésifs sont identiques à ceux de la section 1.1.5, décrits dans la Table 1.1
et la Table 1.2. Les paramètres numériques sont résumés dans la Table 4.2.

Nombre de mailles 1 281 257
Nombre de processeurs 81
Temps CPU Total (h) ' 200 000

Table 4.2 – Poutre en flexion trois points : paramètres numériques

Les Figure 4.2 et Figure 4.3 montrent respectivement le faciès de rupture
et un zoom de la zone d’intérêt. La fissure est influencée d’une part par la
sollicitation et, d’autre part, localement macroscopiquement par la micro-
structure (les granulats).

Par la suite, ces deux influences sont prises en compte à l’aide d’un couplage
entre le modèle probabiliste (influence des granulats) et un code mécanique
Eléments Finis (influence de la sollicitation mécanique).
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Figure 4.2 – Poutre en flexion trois points : faciès de rupture obtenu avec
XPER

Figure 4.3 – Poutre en flexion trois points : zoom dans la zone d’intérêt

4.2 Couplage entre le modèle probabiliste
et un code mécanique Éléments Finis

L’approche proposée consiste en un processus itératif :

1. pour une structure considérée comme homogène, la direction princi-
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pale de propagation en pointe de fissure est évaluée par un calcul de
structure aux éléments finis,

2. cette direction de propagation permet de faire propager la fissure via
le modèle probabiliste au travers d’une microstructure sous-jacente
hétérogène.

La première étape est une étape pour déterminer la direction de la fissure,
la deuxième étape est une étape de prédiction de la propagation de fissure.
Le calcul mécanique permet de déterminer localement les directions de pro-
pagation de la fissure et ainsi d’identifier les angles permettant d’orienter le
champ de vision du modèle probabiliste. La détermination de cette orien-
tation locale de la fissure repose sur la recherche des valeurs propres du
tenseur des contraintes en pointe de fissure (directions principales). Dans
cette section, la détermination de l’angle de propagation, sa mise en œuvre
numérique et le couplage sont détaillés. Par ailleurs, cette démarche repose
sur l’introduction d’un paramètre additionnel : la distance selon laquelle se
propage localement la fissure avec le modèle probabiliste sans réévaluer la
direction principale de propagation. Les résultats obtenus sont comparés
avec la simulation obtenue à l’aide d’XPER.

4.2.1 Détermination de l’orientation de propagation
locale de la fissure

La détermination de la direction de propagation principale en pointe de fis-
sure repose sur le calcul des directions principales du champ des contraintes
associées aux contraintes principales notées σI , σII et σIII . En particulier,
la contrainte principale σI est associée à la propagation en mode I.

Les principales étapes de la mise en œuvre numérique sont décrites dans
la suite.

Calcul des contraintes principales pour chaque point de Gauss.
Les points de Gauss ayant une valeur propre σI positive sont conservés.

Définition d’un voisinage de mailles en pointe de fissure. L’esti-
mation de la direction principale de contraintes en pointe de fissure doit se
faire dans un voisinage de la pointe de fissure : ni trop loin pour conser-
ver une sensibilité aux concentrations de contraintes, ni trop proche pour
limiter les erreurs commises en élasticité linéaire en pointe de fissure par
la méthode des éléments finis. Seuls les points de Gauss appartenant à ce
voisinage sont considérés (Figure 4.4). Ce voisinage est choisi circulaire de
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rayon interne 1mm (environ 1/5 ème de la taille des granulats) et de rayon
externe R. Ce rayon R est déterminé par une étude paramétrique qui est
présentée dans une prochaine section. Sa dimension caractéristique doit
être de l’ordre de grandeur de quelques granulats, soit environ 10cm.

Figure 4.4 – Voisinage autour de la pointe de fissure dans lequel sont
estimées les directions principales de contraintes [5]

Courbes d’iso-contraintes principales σI. Les courbes d’iso-contraintes
principales σI , en forme d’"ailes de papillon", permettent de déduire la di-
rection de propagation de fissure en milieu homogène. Cette direction cor-
respond aux creux définis par les iso-courbes (voir Figure 4.5). Une infinité
de courbes d’iso-contraintes pouvant être tracée, seules certaines valeurs
sont retenues. Proche de la pointe de fissure, la contrainte évolue en 1√

2πr
où r désigne la distance à la pointe de fissure. Ainsi, un seuil de contrainte
σseuil est défini tel que : r = 1

2πσ2
seuil

avec r ∈ [10−3, R]. Pour chaque seuil, le
point de Gauss le plus proche de la pointe de fissure dans le cône de centre
la pointe de fissure, d’angle 90° et orienté vers la position de la sollicitation
est retenu (point rouge sur Figure 4.6).
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Figure 4.5 – Courbes d’iso-contraintes principales σI . Les creux des pa-
pillons correspondent aux points retenus pour déterminer la direction de
propagation de la fissure

Figure 4.6 – Sélection des points de Gauss [5]
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Estimation de l’angle de propagation de la fissure. Chaque angle
entre la droite horizontale et la demi droite définie par la pointe de fissure et
le point trouvé à l’aide des courbes d’iso-contraintes principales est calculé.
L’angle de propagation correspond à la moyenne de ces angles dans le
voisinage d’étude (Figure 4.7).

Figure 4.7 – Détermination de l’angle de propagation [5]

4.2.2 Mise en œuvre numérique à l’aide du logiciel
Cast3M

La démarche numérique décrite dans la section 4.2.1 est mise en œuvre à
l’aide du logiciel mécanique Cast3M [72].

Le calcul est réalisé dans le cadre de la mécanique élastique linéaire, sous
l’hypothèse des petites perturbations et en déformations planes. L’objectif
est la prise en compte de la sollicitation dans la propagation de la fissure.
Le matériau est considéré homogène isotrope avec un module d’Young de
E = 30GPa et un coefficient de Poisson de ν = 0.2 [74]. La valeur de
ces propriétés élastiques impacte la valeur des contraintes principales mais
pas celles des directions principales de contraintes : la forme du champ de
contrainte ne dépend pas des valeurs des coefficients d’élasticité. En par-
ticulier, utiliser des propriétés homogènes équivalentes à la microstructure
sous-jacente n’apporterait rien ici dans la recherche de direction de pro-
pagation de la fissure. L’effet local des granulats est pris en compte dans
l’étape de propagation par le modèle probabiliste.
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La résolution numérique de cette étape de prédiction de direction de pro-
pagation de fissure s’effectue en plusieurs étapes :

Génération du maillage. A partir des données géométriques du pro-
blème (dimension de la structure, chargement, densité de maillage) et de la
trajectoire de la fissure obtenue à partir du modèle probabiliste, le maillage
est généré à l’aide du logiciel GMSH [6]. Les tailles de mailles sont don-
nées dans la Table 4.3. Cette étape nécessite un post traitement particulier
car la fissure fournie par le modèle probabiliste est sans épaisseur. Sans
cette épaisseur les points de la fissure sont géométriquement confondus et
GMSH ne peut pas réaliser le maillage car il n’y a donc pas deux lèvres de
fissure. C’est pourquoi on propose de re-créer cette épaisseur pour chaque
point par la procédure 4.2.1 suivante illustreé par la Figure 4.8 tout en
respectant le mode I. La Figure 4.9 montre le résultat obtenue sur GMSH.

Procédure 4.2.1. Soient xi, xi−1 et xi+1 trois points de la fissure et E
la largeur de l’épaisseur. On souhaite déterminer l’épaisseur associée à xi
soient deux points l’un à droite Di et l’autre à gauche Gi, tout deux éloignés
d’une distance d = E

2 . On pose A = xi = (A1, A2), B = xi+1 et C = xi−1.
On souhaite calculer la bissectrice D associée au sommet A du triangle
quelconque ABC. On introduit B′ tel que

−−→
AB′ =

−−→
AB

||
−−→
AB||

et C ′ tel que
−−→
AC ′ =

−→
AC

||
−→
AC||

. Ainsi AB′C ′ forme un triangle isocèle et dans ce cas la médiatrice
du segment B′C ′ est également la bissectrice D issue du sommet A, par
conséquent : ∀M ∈ D, −−→AM.

−−→
B′C ′ = 0. On obtient ainsi l’équation de la

bissectrice, et l’on pose son coefficient directeur t. Ainsi, on peut calculer
les points de l’épaisseur associée le long de la bissectrice D :

Gi =
(
A1 + −d√

1 + t2
, A2 + −d+ t√

1 + t2

)

Di =
(
A1 + d√

1 + t2
, A2 + d+ t√

1 + t2

)

Remarque 4.2.1. Afin de s’assurer de la bonne disposition des points
d’épaisseur de chaque coté de xi, on vérifie à leur création qu’il n’y pas
d’intersection entre les droites Gi−1Gi et Di−1Di. Si une intersection est
détectée, on inverse la position des points Di et Gi en reprenant la procédure
4.2.1 avec d = −d.

Cette procédure permet de conserver une épaisseur constante le long de la
trajectoire mais également de respecter le mode I.
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Figure 4.8 – Illustration de la procédure 4.2.1

Figure 4.9 – Visualisation avec GMSH d’une portion de la fissure avec
épaisseur
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Le maillage est raffiné proche de la sollicitation et de la fissure. Les ca-
ractéristiques du maillage sont décrits dans la Table 4.3. Un exemple de
maillage est montré dans la Figure 4.10 et un agrandissement en figure
Figure 4.11.

Nombre total de mailles 20 466
Taille de maille( en mm) 0.1
Taille de maille autour de la fissure (en mm) 0.005

Table 4.3 – Caractéristiques du maillage

Figure 4.10 – Maillage avec GMSH [6] d’une microstructure fissurée

Figure 4.11 – Agrandissement du maillage avec GMSH [6] d’une micro-
structure fissurée
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Le maillage. Un script Python permet d’écrire le .geo selon les règles
précédentes puis de lancer le maillage avec GMSH afin de récupérer un
fichier .unv transmis à Cast3M

La définition des lois de comportement et des hypothèses.

La résolution de l’équation de la statique : div(σ) + F = 0. La
simulation numérique permet de calculer le champ de déplacements et de
contraintes dans l’ensemble des mailles du domaine. La Figure 4.12 montre
les champs de contraintes obtenus.

Figure 4.12 – Illustration des champs de contraintes principales σI en
pointe de fissure

L’utilisation d’un opérateur de diagonalisation. Cet opérateur per-
met le calcul des valeurs propres de chacun des tenseurs des contraintes en
chaque point de Gauss du domaine. Il permet, en particulier, de calculer la
contrainte principale σI , première valeur propre du tenseur des contraintes
et d’obtenir l’angle de la direction de propagation (voir section 4.2.1).
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L’angle de propagation calculé permet de définir le champ de vision du
modèle probabiliste comme le demi-plan perpendiculaire à cette direction
de propagation de la fissure et situé en amont de la pointe de la fissure
(voir définition 2.1.1).
Il s’agit maintenant de faire propager localement la fissure au sein du milieu
hétérogène à l’aide du modèle probabiliste sur une certaine distance D
avant de réévaluer un nouvel angle de propagation par le code mécanique.
La distance de propagation D est un paramètre important du problème :

• le modèle probabiliste a réalisé son apprentissage à partir de micro-
structures où la fissure rencontre en général environ 25 inclusions, D
doit donc être assez grand pour prendre en compte cette statistique ;

• D doit être suffisamment petit pour permettre une réorientation fré-
quente de la fissure macroscopique.

Dans une prochaine section, on détaillera l’obtention d’une valeur optimale
pour D ainsi que pour deux autres paramètres mécaniques : le rayon du
voisinage et l’épaisseur de fissure.

4.2.3 Couplage
Le modèle probabiliste, à l’aide de la direction de propagation obtenue par
simulation numérique, permet d’effectuer des réalisations de prédiction.
Il s’agit ici de décrire le couplage entre le modèle probabiliste et le code
mécanique.

La Figure 4.13 présente l’algorithme de couplage. Les différentes étapes de
la procédure sont les suivantes :

1. La microstructure fissurée est maillée avec GMSH (Figure 4.10 et
Figure 4.11)

2. À partir du maillage, un calcul mécanique sur un milieu homogène
avec Cast3M permet d’obtenir la direction de propagation (Figure 4.7)

3. À partir de la direction de propagation, le modèle probabiliste dé-
termine sur le milieu hétérogène une propagation de fissure soit une
trajectoire de longueur D.

4. À partir de la nouvelle fissure, un nouveau maillage est généré.

Le processus se répète jusqu’à rupture de la microstructure. Un programme
écrit en Python permet d’effectuer le couplage entre les différentes étapes.
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Figure 4.13 – Algorithme de couplage du code mécanique et du modèle
probabiliste

4.2.4 Étude paramétrique
Dans la méthodologie présentée, trois paramètres sont déterminés par l’uti-
lisateur :

1. le rayon du voisinage R pour déterminer les contraintes

2. l’épaisseur de fissure E

3. la distance de propagation D

Afin d’étudier leurs influences sur le résultat de la prédiction, plusieurs
études paramétriques sont réalisées. L’objectif est donc de déterminer le
meilleur triplet pour le matériau étudié, ici le béton. Les deux premiers
paramètres sont de nature mécanique. Pour caractériser leurs impacts, il
est nécessaire de fixer la valeur de la distance de propagation mais égale-
ment de se baser sur le maximum des probabilités et non plus sur un tirage
aléatoire pondéré. En fixant ces deux conditions, cela permet au modèle
probabiliste d’avoir un comportement "déterministe" et ainsi d’identifier
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distinctement les effets des deux paramètres mécaniques de nature déter-
ministe. Ces deux paramètres ont uniquement un rôle sur la valeur de
l’angle de propagation. On cherche donc à déterminer les valeurs qui per-
mettent d’obtenir la meilleure cohérence avec l’orientation de la fissure
XPER. Pour cela on compare les différentes fissures obtenues, en calculant
leurs distances de Fréchet par rapport à XPER. Les résultats obtenus sont
donnés par la Figure 4.14.

On constate que les plus petites distances semblent être obtenues pour
un rayon du voisinage de 0.1m. De plus, on remarque que pour l’épais-
seur la plus grande 10−1m la fissure est très éloignée de XPER quelle que
soit le rayon du voisinage utilisé. C’est pourquoi cette valeur peut-être di-
rectement éliminée. La Table 4.4 et la Table 4.5 donnent la moyenne des
distances respectivement pour l’ensemble des rayons et pour l’ensemble
des épaisseurs de fissure (sans prendre en compte la valeur de l’épaisseur
10−1m). La moyenne la plus faible est donnée par le rayon 0.1m confirmant
la tendance observée sur la Figure 4.14. Par ailleurs, on peut constater
qu’en moyenne l’épaisseur de fissure ne semble pas impacter beaucoup la
distance, le minimum étant atteint pour 10−2m.

Figure 4.14 – Mesure de la distance de Fréchet entre la fissure prédite et
la fissure XPER en fonction du rayon du voisinage en mètre et de l’épaisseur
de fissure en mètre. Chaque cercle représente, en fonction de sa taille, une
distance par rapport à XPER. Le rayon et l’épaisseur sont donnés en mètres
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Rayon du voisinage (en m) 0.01 0.025 0.05 0.075 0.1
Moyenne des distances 0.027 0.026 0.014 0.012 0.009

Table 4.4 – Étude de la moyenne des distances pour toutes les épaisseurs
pour chaque rayon compris entre 0.01m et 0.1m

Épaisseur de fissure (en m) 10−5 10−4 10−3 10−2

Moyenne des distances 0.017 0.020 0.019 0.016

Table 4.5 – Étude de la distance entre la fissure prédite et XPER pour
tous les rayons pour chaque épaisseur comprise entre 10−1m et 10−4m

De cette première étude, les paramètres mécaniques les plus pertinents
correspondent à un rayon de voisinage R = 10cm et une épaisseur de
fissure E = 1cm.
La seconde étude paramétrique porte sur la distance de propagation. Dans
ce cadre, les paramètres mécaniques sont fixés à R = 10cm et E = 1cm
et le tirage est de nouveau aléatoire pondéré. L’objectif est de calculer une
fissure médiane pour différentes distances de propagation. Pour chaque
fissure médiane obtenue, la distance de Fréchet est calculée par rapport à
la fissure XPER afin de déterminer la distance de propagation optimale.
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Figure 4.15 – Mesure de la distance de Fréchet entre la fissure prédite et
la fissure XPER en fonction de la distance de propagation
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Sur la Figure 4.15, on remarque que les deux écarts les plus faibles sont
obtenus pour une distance de propagation égale à 0.01m et à 0.075m. Le
meilleur résultat correspond à 0.075m, c’est à dire que sur un parcours
d’environ 1m le modèle probabiliste appelle le code mécanique environ 13
fois pour fournir un nouvel angle de propagation (soit tous les 7.5% du
parcours). Les écarts les plus importants sont donnés par les distances de
propagation les plus élevées, on peut supposer que le modèle fonctionne
moins bien avec uniquement trois ou quatre appels au code mécanique, ce
qui ne permet pas une réorientation de fissure macroscopique suffisante. A
contrario, quand la distance d est trop faible, le prédicteur peut être mis en
défaut car il a été calibré sur des microstructures comportant une vingtaine
de granulats. On peut également noter que cette distance D représente un
parcours d’environ 4 granulats traduisant une certaine robustesse.

Au final, le meilleur triplet de paramètres est donc :

R = 10cm,E = 1cm et D = 7.5cm
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4.3 Prédiction et analyse des résultats
Dans cette section, l’objectif est d’analyser les résultats obtenus par le
couplage du modèle probabiliste et du code mécanique avec le triplet de
paramètres issues de l’étude paramétrique. Pour rappel, les paramètres du
modèle probabiliste sont toujours ceux de la Table 3.1.

La validation repose sur les outils présentés au chapitre 3 : l’enveloppe
convexe et la fissure médiane. La fissure médiane est construite à partir
de 100 réalisations et est considérée comme la prédiction optimale. L’en-
veloppe convexe de prédiction (ou région de confiance) est également mise
en place à partir de l’ensemble des 100 réalisations et permet de délimiter
une zone de fissuration, c’est à dire une région dans la microstructure où
la fissure a la plus grande probabilité de se propager.

Remarque 4.3.1. Dans le chapitre 3, la construction de l’enveloppe convexe
repose sur une paramétrisation des fissures supposées se propager du bord
gauche au bord droit de la microstructure. La fissure dans cette application
se déplace du bas vers le haut ce qui requiert d’inverser les axes du repère
dans les expressions fournies au chapitre 3.

La Figure 4.16 et la Figure 4.17 montrent les faciès de rupture respecti-
vement dans la structure et dans une zone d’intérêt obtenus à l’aide du
couplage. La fissure médiane est représentée en vert et la simulation numé-
rique XPER en violet. La prédiction suit bien la fissure simulée par XPER.
En particulier, la prédiction prend correctement en compte l’influence de
la sollicitation. De plus, l’enveloppe convexe contient la fissure issue de
XPER.

La Table 4.6 résume les résultats issus de la prédiction.

Comme dans l’étude numérique effectuée au chapitre 3, on retrouve une
faible valeur de l’écart entre la fissure médiane et la fissure Xper ainsi
qu’un diamètre de la région de confiance supérieur à cet écart. Concernant
la tortuosité, l’erreur relative est de 0.7% et la tortuosité Xper est toujours
contenue dans l’intervalle de confiance.
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Figure 4.16 – Poutre en flexion trois points : prédiction (courbe verte)
et simulation XPER (courbe violette)et en rouge la région de confiance
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Figure 4.17 – Agrandissement de la Figure 4.16
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Distance de Fréchet (fissure médiane et la fissure XPER) 0.010
Diamètre de la région de confiance 0.046
Tortuosité XPER 1.268
Tortuosité médiane 1.258
Borne supérieure de l’intervalle de confiance 1.324
Borne inférieure de l’intervalle de confiance 1.193

Table 4.6 – Analyse de la prédiction

Une prédiction de fissure (une réalisation) : Tr1 0.16
fissure médiane (Tr1 × 100) 16
Modélisation probabiliste 8× 10−4

Calcul mécanique 4× 10−3

Table 4.7 – Temps de calcul (h) pour les prédictions du couplage sur un
seul processeur

La Table 4.7 résume les temps de calcul de la prédiction à l’aide du cou-
plage. Pour obtenir la prédiction optimale (fissure médiane), le temps de
calcul s’élève à 16h. Ce temps est la somme des exécutions du modèle
probabiliste et du code mécanique. Le coût du code probabiliste est prin-
cipalement dû à l’algorithme de détection (voir procédure 2.2.1). Son rôle
est la détection des candidats dans la microstructure, c’est à dire les points
qui respectent les hypothèses (H2) et (H4) (voir section 1.1.3). Le temps
de calcul d’une détection est d’environ 3 secondes pour 120 000 points.
Le temps d’une simulation mécanique est principalement dû au calcul des
contraintes par Cast3M, il est d’environ 10 secondes.

Le gain en temps de calcul par rapport à une simulation avec XPER
est conséquent avec une réduction d’un facteur 12500 (comparaison sur
le même nombre de processeurs).

4.4 Conclusion et discussion
Le couplage du code mécanique et du modèle probabiliste a montré son effi-
cacité sur un cas complexe de fissuration en estimant une zone probable de
fissuration ainsi que la fissure médiane dans un temps de calcul très réduit
par rapport à une simulation de la rupture avec XPER. Cependant, afin
d’évaluer la robustesse du couplage, plusieurs microstructures devront être
simulées. De plus, il sera pertinent d’étudier si les valeurs des paramètres
d’épaisseur de fissure, de rayon du voisinage des contraintes et la distance
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de propagation sont valables pour d’autres tailles de microstructures de
béton numérique, et d’autres chargements.

Le calcul mécanique, effectué sur un milieu homogène, ne prend pas en
compte les hétérogénéités (granulats) dans le calcul du champs de contraintes
et de l’angle de propagation.

Notons que le modèle probabiliste ne permet pas une prédiction pertinente
proche des bords. De plus, le couplage ne permet pas d’accéder aux états de
fissuration. Le but de ce couplage est d’une part de discriminer les calculs
pertinents et d’autre part de sélectionner des zones de fissuration probables
permettant un raffinement adaptatif et une réduction du coût de calcul du
logiciel XPER.
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Conclusions et
Perspectives

Ces travaux de thèse se sont inscrits dans le cadre de l’extension de la du-
rée d’exploitation des centrales nucléaires en s’intéressant plus particuliè-
rement au phénomène de fissuration des matériaux cimentaires. L’objectif
a été de développer une stratégie de réduction du coût de calcul des études
de fissuration réalisées à l’aide de codes mécaniques à champ complet à
l’échelle mésoscopique. Pour cela, un modèle mathématique rapide à éva-
luer a été proposé pour prédire la trajectoire d’une fissure au sein d’une
microstructure de béton. Sa construction a été réalisée en deux étapes.
La première étape a consisté, à partir de considérations mécaniques, à in-
troduire deux indicateurs géométriques apportant des informations sur le
comportement local d’une fissure. Il s’agit de l’angle à réaliser par rap-
port à une direction de propagation locale et de la distance à parcourir
pour atteindre un nouveau point de la fissure (ou point candidat) depuis la
pointe de la fissure. Un algorithme de détection a été développé et permet
d’évaluer automatiquement ces indicateurs pour tous les points candidats
connaissant la pointe de fissure et la direction de propagation locale. Une
étude numérique détaillée de ces indicateurs a été réalisée à partir d’une
base d’apprentissage de microstructures déjà fissurées par le code de calcul
XPER. Elle a montré qu’ils permettent de discriminer le comportement
local de la fissure en prenant en compte deux phénomènes caractéristiques
de la fissuration, la propagation préférentielle sur la frontière des granulats
et la propagation locale en mode I.

Dans un second temps, ces indicateurs ont servi de base au développement
d’un modèle de chaîne de Markov homogène permettant de prédire de
proche en proche le chemin de fissuration. Ce modèle est par construction
probabiliste et, connaissant la direction locale de propagation, permet de
fournir plusieurs réalisations de trajectoires qui peuvent être exploitées
pour quantifier une incertitude de prédiction.
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Par la suite, le nouveau modèle de prédiction a ensuite été vérifié sur un
ensemble d’apprentissage de microstrutures à granulats carrés et validé sur
un ensemble test de microstructures à granulats multiformes. Ses para-
mètres ont été estimés puis une étude de la stabilité de cette estimation
en fonction du nombre de microstructures dans l’ensemble a été menée.
Plusieurs tests numériques ont été effectués en considérant différents types
de quantités d’intérêts :

• la fissure médiane afin d’approcher la fissure simulée par XPER,

• une région de confiance représentée par une enveloppe convexe esti-
mant la zone où la fissure peut se propager,

• une tortuosité médiane et un intervalle d’incertitude de prédiction
donnant accès à des grandeurs mécaniques globales.

Les résultats ont montré une cohérence entre les informations fournies par
le modèle et les fissures simulées par le code XPER. En effet, les réalisa-
tions médianes obtenues sont généralement proches des simulations XPER.
De plus, pour l’ensemble des microstructures étudiées, la fissure XPER
et sa tortuosité sont toujours contenues respectivement dans la région de
confiance et l’intervalle de tortuosité.

Une analyse complémentaire a enfin été fournie pour évaluer l’influence de
la forme des granulats de l’ensemble d’apprentissage sur les performances
du modèle. Il est apparu que c’est la base avec granulat carré qui conduit
aux meilleurs performances.

La dernière contribution décrite dans ce manuscrit concerne l’application
du nouveau modèle sur un cas standard de la mécanique de la rupture, un
essai sur une poutre en flexion trois points. La simulation numérique de
cet essai est particulièrement coûteuse en temps de calcul. La spécificité de
cette application a été la détermination de la direction locale de propaga-
tion de la fissure non connue a priori. Il a ainsi été proposé d’estimer cette
quantité par un code mécanique Éléments Finis. L’analyse des résultats a
montré que le modèle de prédiction est capable d’estimer une fissure mé-
diane proche de la fissure simulée avec une incertitude raisonnable tout en
conduisant à une réduction drastique du temps de calcul.

Plusieurs perspectives sont envisagées pour poursuivre ces travaux.

Il sera nécessaire de valider dans un premier temps la robustesse des para-
mètres estimés par l’étude paramétrique du dernier chapitre pour d’autres
tailles de microstructure mais également d’autres types de chargement.
Dans un second temps, une réflexion pourra être menée sur l’amélioration
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du coût de l’algorithme de détection utilisé par la prédiction probabiliste,
qui à l’heure actuelle est complètement vectorisé mais présente encore un
temps de calcul de quelques secondes lorsque le nombre de points est de
l’ordre de 120 000.

Plusieurs travaux sont également à considérer pour étendre la construction
de notre outil à des situations plus représentatives de celles rencontrées sur
un béton de centrale. Cela inclut notamment de tester la robustesse du
modèle de prédiction à des formes non convexes de granulats comme on
pourrait en trouver dans la microstructure d’un béton réel. On pourra s’in-
téresser aussi au cas de microstructures tri-dimensionnelles qui demandera
une adaptation du modèle et de ses indicateurs ainsi que de l’algorithme
de détection.

D’un point de vue méthodologique, ce travail devra être complété par le
développement d’un algorithme de planification d’expériences afin de réa-
liser de la sélection de microstructures sur un critère mécanique d’intérêt.
Il existe déjà plusieurs contributions dans la littérature traitant de la pla-
nification d’expériences numériques sur la base d’un métamodèle. Il s’agira
donc ici d’exploiter ces idées afin de proposer un critère de planification
exploitant par exemple l’histogramme des tortuosités et permettant d’ex-
plorer toutes les zones d’intérêt de l’ensemble des microstructures.
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