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Introduction

Une grande partie des études des propriétés statistiques des systémes dynamiques (SD)
est basée sur I'existence d’un trou spectral pour 'opérateur de transfert du systéme dyna-
mique, sur un espace fonctionnel bien choisi. Pour une étude élégante de cet opérateur nous
nous réferons aux livres de : Boyarsky et Gora [17], Baladi [I2]. Ces ouvrages s’appuient
sur l'existence d’une mesure de probabilité invariante et absolument continue (PIAC) et
pour plus d’informations nous citons par exemple [I7, 39]. Les théorémes limites centrales
(TLC) [11, B, 8, 10, 15, 21, [36], la décroissance des corrélations (DC) [9, 12] 18, 40], les
lois stables (LS), les lois du logarithme itérées (LLI), le principe des grandes déviations
(PGD) [5], le principe d’invariance presque str (PIPS) [22] 25, 27, 29| 42}, 46], les lemmes
dynamiques de Borel Cantelli (LDBC) et les inégalités de concentration (IK)[4] [16] 19, 28]
sont les propriétés statistiques les plus connues.

Poincaré est le fondateur de la théorie des systémes dynamiques. Des la fin du XIX
ieéme siecle, il a introduit une étude qualitative des solutions d’équations différentielles
qu’il ne pouvait pas résoudre explicitement, en particulier celles des équations régissant le
mouvement des planetes. Cette théorie fournit une description qualitative des phénomenes
naturels tels que ’étude des systéemes de particules sur un réseau ou sur un seul site. La
particule est assujettie a une dynamique déterministe locale, mais elle peut sauter d’'un
site & un autre aléatoirement, voir [39]. L’évolution de ces phénomenes est modélisée par
une transformation de I’espace des états possibles du systeme.

Un systeme dynamique aléatoire peut étre vu comme une composition aléatoire d’ap-
plications agissant sur un méme espace de probabilités (X, A, u), ou les applications
sont choisies selon un processus stationnaire. On obtient une chaine de Markov d’es-
paces d’états X lorsque ce processus consiste en une suite indépendante et identiquement
distribuée d’applications. Plus précisement, si (2, 7,P) est un espace de probabilité, et
T, : X — X, we Q est une famille d’applications telle que (w,z) — T, est mesurable,
on peut définir une chaine de Markov (Y},) par

Yo~ p

Yn+1 = Twn+1 (Yn)>
ou (w), est une suite i.i.d. des variables aléatoires & valeurs dans €2, de loi commune P, et
 est une mesure de probabilité quelconque (stationnaire ou non) sur X. On s’intéressera
dans notre étude aux orbites aléatoires T, o ... o T, x, ou z est choisi aléatoirement
suivant la loi . Dans la suite pour tout w = (w1, ws,...) on posera

Tﬁszn o...0T,.

Kifer a étudié de facon intensive le cas d’un processus i.i.d. dans son livre [35], tandis
que le cas général est abordé dans le livre d’Arnold [7].
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L’existence d’une mesure stationnaire absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue a d’abord été examinée par Pelikan [45] et Morita [44] pour des systémes uni-
dimensionnels, et dans la thése de Hsieh [32] pour le cas mulidimensionnel. Ces systémes
possedent plusieurs propriétés statistiques.

Théorémes limites centrales

Les théoremes limites pour les systemes dynamiques aléatoires se divisent en deux ca-
tégories : d’une part, les résultats de type annealed, ou ’aléa porte a la fois sur le choix de
la condition initiale et le choix des applications itérées, et les résultats de type quenched,
ou l’aléa porte seulement sur le choix de la condition initiale, et qui sont valides pour
presque tout choix des applications itérées.

L’étude de théoremes limites annealed est basé sur ’analyse spectrale de 'opérateur
de transfert en moyenne, généralisant ainsi I’approche utilisée pour les systémes déter-
ministes. Dans ce sens, on peut citer les articles de Baladi [11], Baladi et Young [14] et
Ishitani [33]. Par contre, I’étude de théoréme limite quenched est tres difficile. La décrois-
sance quenched des corrélations a été étudiée grace aux cones de Birkhoff dans [13], 18] 38],
tandis qu’un théoreme de la limite centrale et une loi du logarithme itéré quenched sont
démontrés par Kifer [36] en utilisant une approximation par des martingales. Ces résul-
tats concernent des processus quelconques, non nécessairement i.i.d., ou 'existence d’une
mesure stationnaire absolument continue n’est plus assurée. Dans le cadre i.i.d., on peut
citer les articles [9, 8] sur les automorphismes aléatoires du tore.

Dans cette partie, ’étude de la version quenched du théoréme de la limite centrale
revient a étudier la convergence en loi des sommes de la forme suivante

n—1
Sn(x’w17w2’ .. .) = Z (p(ka .. .Twlx)’
k=0

ou ¢ : X — R un observable vérifiant [y ¢ dp = 0 et les applications T, sont des trans-
formations tirées au hasard d’'un espace X. Cela a fait 'objet de nombreuses ceuvres au
cours des années précédentes, voir [8, 3], [10, 36, 52] et ses références.

Nous examinerons les résultats de [3] sur les versions annealed et quenched du théoréme
de la limite centrale pour les systémes dynamiques aléatoires (SDA) qui présentent une
dilatation uniforme sous un cadre fonctionnel abstrait. En important une technique issue
du domaine des marches aléatoires en environnement aléatoire, Ayer, Liverani et Stenlund
[8] ont démontré un théoréeme de la limite centrale quenched pour les automorphismes
aléatoires du tore. Leur démarche consiste & établir I’existence d’un trou spectral a la fois
pour le systéme initial, et pour le systéme dit "doublé" agissant sur X? via les applications
fw(x,y) = (Tyx,T,y), et dirigé par le méme processus aléatoire donné par (2,P), pour
les choix des applications. Ensuite nous donnerons une condition nécessaire et suffisante
pour le quenched théoreme de la limite centrale sans centrage aléatoire a tenir. Plus préci-
sement, nous allons caractériser la convergence de Sn(@wrwsy) yerg une loi normale pour
presque toutes les séquences wi, wa, --- ou ¢ est BV de moyenne nulle par rapport a la
probabilité stationnaire absolument continue du systéeme. Nous résumons ce résultat dans
le théoréme suivant, et nous renvoyons au deuxieéme chapitre pour les hypotheses exactes
sur I’espace de Banach B, la classe d’observables By ainsi que la signification précise de
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terme "trou spectral". Nous mentionnerons seulement que ce théoreéme s’applique pour des
observables & variation bornée, dans le cas d’une famille finie d’applications dilatantes et
C? par morceaux , qui possédent la propriété du recouvrement aléatoire, c’est a dire que
tout intervalle non trivial recouvrira ’espace tout entier avec probabilité non nulle en un
temps fini.

Théoréme 0.1. Soit {T,,}. une famille finie d’applications uniformmément dilatantes et
C? par morceauz sur [0,1]. On suppose que le systéme posséde la propriété de recouvrement,
et on note u l'unique mesure stationnaire absolument continue par rapport d la mesure de
Lebesgue. Soit ¢ : [0,1] — R a variation bornée. Alors ¢ satisfait le quenched théoréme
de la limite centrale, c’est a dire

1 n—1 i 2
NG (I;J‘P(Tw)—n/xipdu) — N(0,07), quand n — 0

sous la probabilité ju, pour PN -presque tout w, oti 02 est la variance asymptotique annealed
de ¢ si et seulement si

n—1 2
lim QN{g(/Xso(Tﬁw) du(x)—/Xsodu)} AP (w) = 0.

11 faut souligner que, contrairement a [8}, [3], nous n’assumons pas que toutes les appli-
cations T, préservent une mesure commune. Néanmoins, nous montrerons par un contre-
exemple que notre condition nécessaire et suffisante peut échouer lorsque les applications
conservent des mesures différentes, ce qui suggere de rechercher une formulation différente
du théoreme de limite centrale éteinte, avec un centrage aléatoire. Nous en reparlerons
dans le paragraphe [2.3.3

Principe d’invariance presque siir

Nous considérons la dynamique aléatoire engendrée par une mesure inversible qui pré-
serve la transformation o de (2,7,P) dans lui méme appelée transformation de base.
Les trajectoires dans l’espace de phase X sont formées par des concaténations 1 :=
T n-1,0- 0Ty, oT, dune famille d’applications T, : X — X, w € €. Pour un traite-
ment systématique de ces systémes, nous nous référons & [7]. Pour des observables bornés
suffisasamment réguliers v, : X — R, un principe d’invariance presque sir garantit que les
variables aléatoires ¥,n,, o T} peuvent étre associées a des trajectoires d’'un mouvement
brownien, 'erreur étant négligeable par rapport a la longueur de la trajectoire. Dans le
troisieme chapitre, nous considérons que les observables sont définies sur un certain espace
de mesure (X, m) qui est muni d’une notion de variation. En particulier, nous considérons
des exemples ou les observables sont des fonctions & variation bornée. Nous soulignerons
que notre approche est assez similaire a celui de [18], ou les applications T, s’appellent les
applications aléatoires Lasota-Yorke.

Dans un contexte plus général et sous des hypotheses appropriées, Kifer a prouvé des
théoremes de la limite centrale (TLC) et des lois du logarithme itéré dans [[36] en réfé-
rence aux techniques de Philip et Stout [46]. Nous présenterons ici une preuve du (PIPS)
pour notre classe de transformations aléatoires, selon une méthode récemment proposée
par Cuny et Merlevede [22]. Cette méthode est particulierement puissante lorsqu’elle est
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appliquée aux systémes dynamiques non stationnaires. Les auteurs de l'article [29] ont
prouvé le (TLC) pour une grande classe des systémes séquentiels par cette méthode.

Nous soulignerons que les systémes dynamiques aléatoires w-fibrés décrits ci-dessus sont
également non stationnaires puisque nous utilisons des mesures fibrées w-dépendantes (voir
ci-dessous) sur l'espace de probabilité sous-jacent.

La technique de Cuny et Merlevede est basée sur 'approximation des martingales;
c’était montré dans [29] comment satisfaire une des hypotheses principales [22] en utili-
sant un résultat de Sprindzuk [50], qui consiste essentiellement & obtenir une limite presque
stire lorsque ce dernier est connu en norme L!. Pour prouver un tel résultat, nous avons
également besoin de deux autres conditions : (i) lerreur dans I'approximation avec les
martingales doit étre bornée dans un espace de Banach approprié; (ii) La décroissance
quenched des corrélations par rapport aux mesures fibrées doit étre estimée par un taux
sommable.

Nous comparons maintenant nos hypotheéses et nos résultats avec ceux de 'article de
Kifer [36]. Kifer a utilisé une approximation avec les martingales, mais I’erreur d’approxi-
mation martingale dans [36] est donnée en termes de séries infinies (voir l’erreur dans
I’équation (4.18) dans [36]), ce qui semble difficile & estimer sous des hypothéses géné-
rales. Au lieu de cela, notre terme d’erreur est explicitement donné en terme de somme
finie (voir l’égalité), et comme mentionné ci-dessus, nous pouvons l'estimer facile-
ment. En outre, Kifer a invoqué un taux de mélange, mais pour y faire face, il a supposé
des conditions fortes (¢-mélange et a-mélange), qui sont tres difficiles & vérifier sur des
exemples concrets. Nous utilisons une décroissance quenched des corrélations sur un es-
pace d’observables réguliers, par exemple, des fonctions a variation bornée (la décroissance
exponentielle a été démontrée par Buzzi [1§]), avec une addition : la constante qui mesure
la norme de I'observable dans le taux de décroissance est indépendante du bruit w ; Nous
pouvons alors satisfaire les hypotheses du résultat de Sprindzuk.

Le taux que nous obtiendrons en rapprochant notre processus avec une somme de
variables gaussiennes i.i.d est d’ordre n!/4, ce qui correspond & des corrections logarith-
miques prés un taux précédemment obtenu pour des systemes déterministes uniformément
dilatants [27]. Le (PIPS) est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 0.2. Considérons {T,,}cq la famille d’applications aléatoires de Lasota-Yorke
uniformément satisfaite. Alors, la variance 72 augmentera linéairement comme 72 ~ n¥.?
et deux cas présenteront :

(i) soit ¥ = 0, ce qui équivaut a lexistence de ¢ € L*(Q x X) tel que (condition de
cobord)
w = ¢ - (Zs © F7
(ii) ou X2 > 0 et dans ce cas pour P-p.t. w € Q et d € (0,1), en élargissant lespace de

probabilité (X, G, u,,) si nécessaire, il est possible de trouver une séquence (Zy)y de
variables aléatoires gaussiennes centrées indépendantes telle que

NI

) ps

n n
~ 1 1 1
sup | E (Yyhy, © Tf) — E Zy| = o([n§+d(|1ogn5*d\ —|—loglogn§+d)}
Isksn j— k=1

Décroissance des corrélations



INTRODUCTION 15

Nous étudions des compositions aléatoires de la forme T;,, o --- o Tj,,, ou chague
plication est C? par morceaux de l'intervalle unité dans lui méme sans points ¢
(ie. T, # 0 partout), tirée indépendamment des autres d’'un ensemble {7,
selon une distribution de probabilité P(w;). Nous assurons que toutes les appli
uniformément dilatantes vérifiant A\(T},,) > 2.

Nous prouvons des propriétés statistiques, y compris 'existence d’ megure inva-
riable absolument continue et da décroissance des corrélations. Les ét érieures

impliquant des modeéles similaires incluent [I8| 37, 43, [45]. .

Nous avons également appris les travaux treés récents B’l out d’abord,
nous souhaitons explorer la pertinence de la méthode de coup dans le contexte ci-
dessus des applications aléatoires uniformément dilatantes. ode est un outil
souple pour établir des propriétés statistiques relatives a es de perte de mé-
moire et de la décroissance des corrélations. Dans le domain stémes dynamiques,
il a été mis en oeuvre dans divers travaux tels que [20 53,157] et bien d’autres. Une

la plus élémentaire) est trouvée dans [54]. Nous étudie décroissance des corrélations
pour notre systéme dynamique dans [4.8] et [4.9] sou
Plan de la these

Le plan de notre travail est composé :

s dynamiques et a la théorie ergodique
rateur de transfert.

© Le premier chapitre est consacré aux s
ainsi que a l'analyse spectrale de I’

oduisons six hypoyheses du (Hy) au (Hg) sous les-
ede un trou spectral sur un espace de Banach
s résultats annealed pour les applications uniforméme-

o Dans le deuxieme chapitre no
quelles I'opérateur de tran:
B. Nous montrons ensuite

nécessaire et suffisan iquelle la version quenched du théoreme de la limite
centrale est satisfaite

¢ Dans le troisieme chapi us étudions le (PIPS) pour les application aléatoires dila-
tantes par morcéaux s présentons certaines hypotheses sous lesquelles le (PIPS)
sur la méthode d’approximation des martingales de Cuny

apitre quatre le modele précisément et introduisons des
ematiques nécessaires pour comprendre les résultats et les preuves

hapitre nous allons rappeler des notions classiques sur la théorie

et des probabilités, ainsi que quelques notions de base concernant

rocessus stochastiques et une petite présentation sur l’espace des fonctions a
ornée.






Chapitre 1

Systemes dynamiques (SDA) et
théorie ergodique

La théorie des systéemes dynamiques fournit une description qualitative des phénomeénes
naturels. Pour décrire I’évolution de ces phénomeénes, on a besoin de deux choses :

1. Un ensemble dont les éléments représentent les états possibles du systeme dynamique
aléatoire considéré, appelé espace de phases.

2. Une transformation de I’espace de phases dans lui méme décrivant cette évolution
temporelle.

On étudiera dans la suite la théorie déterministe a temps discret, c’est a dire le futur du
systeme est parfaitement déterminé des lors que I'on connait son état initial. Nous allons
brievement rappeler les définitions et les propriétés de base qui nous serviront tout au long
de cette étude. Pour une introduction complete de la théorie ergodique ou des systemes
dynamiques on pourra consulter par exemple [17].

1.1 Systemes dynamiques métriques

Définition 1.1. Un systeme dynamique mesurable (SD) discret est la donnée d'un triplet
(Q,7,0) tel que

1. (Q, 7~') est un espace mesurable,
2. 0 :Q — Q est une application mesurable.
Dans ce cas (0™),¢n est une famille d’applications mesurables de (ﬁ, 7~') dans lui-méme
vérifiant
0 — 7~
1. ¢° = Idg,
2. Pour tous n, m € N, on a

O™ = "o o™,

Définition 1.2. Un systéme dynamique (ijj 0) est dit métrique, noté (Q,’ﬁ P, 0), s’
munit d’une mesure de probabilité P sur (£2,7) telle que

0P =P.

Dans ce cas, on dit aussi que la mesure de probabilité P est #-invariante. Cette invariance
de la mesure est caracterisée par :
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Propriété 1.3. soit P une mesure de probabilité sur (@,'7') P est O-invariante si et
seulement si, pour toute fonction réelle ® € L*(Q,P) on a

/Néoed@:/NCI)dﬁ’.
Q Q

Cette caractérisation des mesures invariantes nous dit que quel que soit ’observable
® d’espérance finie, sa moyenne ne dépend plus du temps. Du point de vue des moyennes
d’ensemble, le régime asymptotique est atteint.

En utilisant différentes mesures invariantes pour distinguer différents régimes de la dyna-
mique. C’est aussi une fagon de sélectionner certaines conditions initiales.

Définition 1.4. Soit A C © . On dit que A est invariant si 0~'A = A. De méme, lorsque
A est mesurable, on dit qu’il est invariant modulo zéro si P[(§71A) A A] = 0.

Classer les différentes orbites de notre systéme revient en fait a trouver des ensembles
invariants sur lesquels la dynamique est semblable. Pour cela nous introduirons la notion
d’ergodicité pour notre systéeme dynamique métrique (2,7, P, 0).

Dans toute la suite, on notera par (£2,7,P,#) un systéme dynamique métrique.

1.2 Théorie ergodique

Définition 1.5. Soit (ﬁ,’]N', ]IND, f) un systeme dynamique. On dit que la mesure P est
ergodique si les seuls ensembles invariants modulo zéro sont les ensembles de mesure 0 ou
1.

Les mesures ergodiques sont donc les mesures de probabilité qui se concentrent sur
des ensembles que 'on ne peut plus subdiviser. En fait, toute mesure invariante est une
combinaison convexe de mesures ergodiques.

Remarque 1.6. On dit que ((2,’7’,@), ) est un systéme ergodique si la mesure P est
ergodique.

On ne pourra plus parler de mesures invariantes si I’on n’avait pas au moins un exemple
existant, voyons donc ’exemple suivant :

Exemple 1.7. Supposons qu’il existe un point w € Q périodique, de période n, i.e. n est
le plus petit entier naturel tel que 0" (w) = w. Alors la mesure P définie par

|
—

P:

~ 17
E ‘ 50%.)7

i
)

(2

est invariante et ergodique.

Revenons sur la notion d’ergodicité par un rappel sur un résutlat intéressant donné
par :

Théoréme 1.8. (théoréme de Birkhoff) Soit (Q,T,P,0) un systéme ergodique et ¢ €

LY(Q,P), alors
1 n—1

Z @ o 0" (w) — /gpd]?’, ppw € Q. (1.1)

20

Remarquons qu’avec X; = ¢ o 0*, on a par invariance de P :

E(Xi):/ﬁgooeidﬁ’:/agodﬁ’.
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Le théoreme du Birkhoff nous donne une premiére propiété :

Proposition 1.9. Soit ¢ : (~2~H R une fonction mesurable. P est ergodique par rapport a
0 sip o 0 = est constante P-presque partout.

Une deuxieme propriété du théoreme de Birkhoff est donnée par le corollaire suivant :

Corollaire 1.10. P est ergodique par rapport a 6 ssi

n—1

1 . - _
lim — S P(07"ANB) = P(A)P(B), VA, BeT.
nggon;(e NB)=PA)P(DB), VA, BeT

Définition 1.11. On dit qu'un endomorphisme mesurable ¢ de I’espace (Q,7T,P) est non
singulier lorsque 0P << P, i.e.

P(E)=0=P(O'E)=0,VEeT.

Définition 1.12. On dit que le systéme (Q, T, ]IND, 0) est faiblement mélangeant si
1 n—1
. g —k ™ ™ _ e
Jim — k}_:o IP(0~*"ANB) -P(A)P(B)|=0, VA, BeT.

Définition 1.13. On dit que le systéme (Q, T, ]IND, 0) est mélangeant si

lim P(#"ANB) —P(A)P(B)=0, VA, BeT.

n—oo

Remarque 1.14. On voit tout de suite que P mélangeante = P faiblement mélangeante
= P ergodique.

On donne maintenant des caractérisations fonctionnelles de ces notions; pour cela on
utilise habituellement 'opérateur d’évolution de Koopman.

Définition 1.15. Soit (ﬁ, T,P, f) un systeme dynamique. On appelle opérateur d’évolu-
tion (ou de Koopman) l'opérateur suivant

U : L°(Q,P) — L®(Q,P)
gr—>gof.

Remarque 1.16. Il est facile de montrer que l'opérateur U est un opérateur continu de
L>*(,P) dans lui méme, c’est a dire pour tout g € L>(Q,P), on a [|Ug]lcc < [|9]loo-

Théoréme 1.17. [[7] Soit (§,7~', P, 0) un systéeme dynamique.

(i) La mesure P est ergodique par rapport a 6 si

noo n

1 n—1 . . . o o
lim—Z/NfUé“ngP:/NdeP’/NngP, Vf e LYQ,P), g € L®(Q,P).
im0 /92 Q Q
(ii) La mesure P est faiblement mélangeante par rapport a 0 si

noo 'n

1 n—1 N N _ o o
lim]—Z/afL{é“ngP’—/ﬁfd]P’/ﬁgdP]:(), Vf e LY (Q,P), g € L>(Q,P).
k=0
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(iii) La mesure P est mélangeante par rapport a 0 si
hm]—/ fuegd]P’ / fd]P’/ gd]P’] =0, Vf € Ll(Q IP’) g€ LOO(Q IP’)

On peut interpréter le mélange selon un point de vue probabiliste. On suppose que la
mesure de probabilité P est mélangeante alors asymptotiquement les ensembles 67" A et
B vont devenir indépendants.

On notera que toute mesure mélangeante est ergodique. Nous pouvons remarquer que la
mesure de Lebesgue m sur le cercle unité S' est mélangeante pour fw = 2w alors qu’elle
n’est jamais mélangeante pour w = w + a (quelque soit a € R).

Remarque 1.18. Le mélange et le mélange faible sont des invariants métriques.

Lorsque la mesure est mélangeante, on peut étudier la vitesse de convergence pour
laquelle la suite précédente va converger vers sa limite dépend du systéeme étudié mais
aussi des fonctions f et g. Nous rappelons ainsi la notion de décroissance des corrélations :

Définition 1.19. Soit (E,||||g) un espace vectoriel normé tel que E C Ll(Q IP’) Soit
¥ : N — R une fonction telle que lim, o, ¥(n) = 0. On dit que le systéme (Q T,P, ) a
une décroissance des corrélations de vitesse W par rapport aux observables de F si

[ [goomsdb- [P [gdbl < v@m)lflslgls.

pour toutes fonctions f : Q—>Ret g: Q>R appartenant a F.

Remarque 1.20. Dans cette these, nous allons s’intéresser seulement aux deux espaces
vectoriels (LX(,P), ||.]l1) et (L°(%, P), ||.]loc) ot P est la mesure de Lebesgue sur €Q.

1.3 Opérateur de Perron-Frobenius et analyse spectrale

Dans ce paragraphe, nous allons définir un outil trés intéressant et essentiel pour
construire des mesures invariantes et en étudier les propriétés statistiques des systemes
dynamiques ainsi engendrés, c’est 'opérateur de Perron-Frobenius. Nous allons présenter
notre cadre de travail en prenant les applications inversibles par morceaux. On référera
par exemple aux livres suivants : [I7, [3T], [34].

Définition 1.21. Un systeme pondéré est la donnée d’un quadruplet ((NZ, ’f, 0, ) tel que
(i) 0 : Q — Q est un endomorphisme inversible par morceaux,
(ii) ¢ : Q — R est un potentiel,

avec () CR.

© est appelé potentiel par analogie avec la mécanique statistique. En fait beaucoup de
termes de systémes dynamiques sont issus de la thermodynamique.

Définition 1.22. On dit que la mesure de probabilité m sur Q) est une mesure conforme
pour le systéme pondéré (€, 7,6, ¢) si A € T ol t) 4 est une injection,

m(6A) :/Aexp(—go)dm.
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Gréce a la conformité de la mesure m, la dérivée de Radon-Nykodim de m par rapport
a la mesure itérée 0m est égale & exp(—¢p). Les mesures conformes ont des propriétés inté-
ressantes qui sont bien exprimées avec un opérateur dual & la dynamique, c’est 'opérateur
de Perron-Frobenius, appelé aussi opérateur de transfert.

Définition 1.23. L’opérateur de Perron-Frobenius du systéme pondéré (§~2,7-,9,g0) est
formellement donné par :

Pflw)= Y exp(p(w))fw).

O(w')=w

Remarque 1.24. Tout d’abord, on rappelle qu’une partition mesurable de ((NZ, 7~', Iﬁ’) est
une famille d’ensembles mesurables W = {W,, € A; a € I} ou I est un ensemble au plus
dénombrable telle que :

P(Q\ U Wao)=0 et P(Wo, NWa,) =0 si ai# as.
acl
On peut donc écrire I'opérateur de transfert en utilisant la partition de la facon suivante

Pf=Y" eaplp o 630)f o ) law.
WeWa

Proposition 1.25. [/7] Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) m est une mesure conforme,

(ii) pour tout ensemble A sur lequel 0 est une application injective,

(iii) pour toute fonction f € L*(€,m),

/fdm:/Pfdm,

(iv) pour toutes fonctions f € L*(Q,m) et g € L=(Q,m),

/Pfgdm:/fg o 0.dm.

La derniere égalité est appelée relation de dualité qui nous permet de déterminer
I'opérateur dual, noté U, de 'opérateur de transfert, donné par Ug = g o 0. U sera appelé
I'opérateur d’évolution, appelé aussi opérateur de Koopman ou opérateur de composition
dans certain ouvrage [47].

Proposition 1.26. L’opérateur de transfert P agissant sur Ll(ﬁ, m) dans lui-méme pos-
seéde les propiétés suivantes :
(a) P est un opérateur linéaire,

(b) P est un opérateur positif, au sens que pour toute application f : Q— Ry, Pf est
positif,
(c) P préserve lintégrale, i.e.

/ﬁPfdm:/ﬁfdm,
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(d) P est une contraction sur Ll(ﬁ, m), c’est a dire pour tout f € Ll(ﬁ,m), on a
IPfllc:, < fllze s

(e) P satisfait la propriété de composition, c’est a dire si l'on note Py, l'opérateur associé
a Uaplication 0; avec i € {1,2}, alors Py, o Py, f = Py, 00,f-

Corollaire 1.27. (i) L’opérateur P est continu;
(it) on a : Pon f = P f.

Les mesures conformes, ayant un lien trés fort avec la dynamique, ne sont pas inva-
riantes en général. Nous introduisons donc le théoréeme suivant pour mettre ’accent sur le
critére qui nous permet d’affirmer ’existence de mesures invariantes absolument continues
par rapport a une mesure conforme.

Théoréme 1.28. [/7] Soit (§~2,7~d7 6, ) un systéme pondéré et m une mesure conforme.
Une mesure de probabilité P absolument continue par rapport a m, de densité h positive,
est invariante ssi Ph = h.

Remarque 1.29. Les mesures invariantes absolument continues par rapport a une mesure
conforme, sont donc exactement les mesures dont les densités sont les points fixes de
I'opérateur de Perron Frobenius, c’est a dire la densité h de la mesure P est les vecteurs
propres associés a la valeur propre A = 1.

on a alors le corollaire suivant :
Corollaire 1.30. Une mesure conforme est invariante si et seulment si P1 = 1.

Voyons qu’il existe une relation tres forte entre la valeur propre 1 pour 'opérateur de
Perron Frobenius et les mesures conformes ; mais le reste du spectre va aussi nous donner
plusieurs informations sur la dynamique. En particulier, on s’intéressera au cas ou l’on
pourra montrer que 'opérateur de Perron-Frobenius est quasi-compact.

Définition 1.31. On dira que 'opérateur de Perron-Frobenius P du systeme (§~2, 7~', 0, )
est quasi-compact (ou qu’il posseéde un trou spectral) sur un espace de Banach B lorsqu’il
vérifie les propositions suivantes :

(1) P n’a qu'un nombre fini de valeurs propres dont 1 sur le cercle unité : Ay, -+, \x de
multiplicité finie : aq,--- , .

(1) P admet la décomposition suivante :

k
P=Y NI + Q,
i=1

ou () est un opérateur linéaire de rayon spectral strictement inférieur a 1 et les II;
sont les projecteurs propres associés aux valeurs propres \;, vérifiant : II;1I; = 0
pour tous i # j et II; Q@ = QII; = 0 pour tout i € {1,--- , k}.

Proposition 1.32. [{7]

Supposons que (SNI,7~', 0, ) posséde une mesure conforme m et que l’opérateur de Perron-
Frobenius associé, noté P, ait un trou spectral sur un sous-espace de Banach dense avec
injection continue. Les propriétés suivantes sont vérifiées :
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(i) 1 appartient au spectre de P, et si l'on que Ay = 1, alors h = 1 A1 est un point fize
de P, de plus c’est une densité (h > 0 et m(h) = 1). La mesure P = hm est donc
une probabilité invariante, absolument continue par rapport a m.

(71) Les projections I1;, P et donc Q ont une unique extension sur LY. De plus, pout tout
j=1,---k, Hj(L}n) C B, et pour tout f € L}, Q"f — 0 dans L}, quand n — .

(iii) Il y a exactement oy mesures invariantes ergodiques absolument continues par rap-
port a m. De plus, u définie au (i) est la "plus grande" mesure invariante absolument
continue, c’est-a-dire que toute mesure invariant absolument continue par rapport a
m est également absolument continue par rapport d P.

(iv) Le spectre périphérique de P est complétement cyclique : pour tout |\| =1 et f tel
que Pf = \f, pour tout k € Z les couples ((‘—%)k|f|,Ak) sont des éléments propres
de P. En particulier ’ensemble G = {A1,--- , \x} des valeurs propres de module 1
est un sous-groupe du cercle unité de dimension finie, ce qui implique que toute le
valeurs propre de module 1 est une puissance entiere d’une racine de ['unité.

(v) il existe une partition de X (modulo P) Wialj = 1,--- a1, 1 =0,--- ,L;j — 1 telle
que tous les ensembles vérifient TW;; = Wj7l+1modLj et telle que pour tous j =
Lo~ a1 etl=0,---,L; — 1 le systéme (WjJ,TLJ',]?DWN) est mélangeant, ot IAPi’ijl
est la mesure restreinte a Wj; normalisée.

La quasi-compacité nous apporte donc plusieurs informations sur le sytéme, mais vé-
rifier cette propriété directement peut étre tres délicat et difficile, pour cela le théoréme
de Tonescu-Tulcea et Marinescu [56] (voir aussi le théoréeme de Hennion [30]) sera
précieux pour nos analyses spectrales puisqu’il nous assure la quasi-compacité de toute
une classe d’opérateurs.

Théoréme 1.33. (Ionescu-Tulcea et Marinescu)[56] B
Sotent (E,||.||1) et (F,||.|l2) deuz espaces de Banach avec E C F' et un opérateur P : E —
E, on prend la norme :

|Pfll2.
1 fll2

|Ple = sup{ feE; f;éo}.

On suppose que

(i) Si fr, € E, f € F, limp_so0 ||fn — fll2 =0 et || fulli < C pour tout n, alors f € E et

(i) H = sup,q | P"|| g < 00
(iii) Il existe k > 1, 0 <r <1 et R < oo tels que pour tout f € E :

IPEflly < 7l flln + RIfl2;

(iv) Si Ey est un sous-ensemble borné de (E,||.||1) alors la fermeture de PFEy est com-
pacte dans (F,||.||2).

Alors si toutes les hypothéses sont verifées, P est un opérateur quasi-compact sur E.

Les cas qui vont nous intéresser le plus souvent sont les suivants :
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Corollaire 1.34. Si l'on prend E = BV ou E =V, et F = L}, munis de leurs normes
usuelles, et que l’on considere 'opérateur de Perron-Frobenius pour P alors il suffit de
vérifier Uhypothése (iii) pour assurer la quasi-compacité de celui-ci.

Remarque 1.35. L’hypothese (iii) est généralement appelée inégalité du type Lasota-
Yorke.

On introduira au deuxiéme chapitre des hypotheses qui permettent d’appliquer le théo-
reme de Ionescu-Tulcea et Marinescu précédent, assurant ’existence de trou spectral pour
des applications uniformément dilatantes en dimension 1 qui sont définies de l'intervalle
[0,1] dans lui méme en prenant les espaces a variation bornée en dimension quelconque
ou les espaces quasi-Hélder. La technique employée consiste a considérer le systeme induit
sur un certain sous-ensemble, est susceptible de posséder un trou spectral.

1.4 Systemes dynamiques aléatoires

Les systeémes aléatoires évoluent comme leur nom l'indique au hasard dans tout ’espace
sans qu’aucune équation ne les régisse, sans qu’aucune prévision exacte soit possible dans
le temps. Nous nous limitons au cas d’un temps discret. Prenons un systeme dynamique
métrique défini dans le premier paragraphe ((~2, ’7~', Iﬁ’, 0) avec 6 est une application inversible.
Considérons X un espace métrique compact qui jouera le role d’espace de phases que 1'on
munit de sa o-algeébre de Borel A.

Définition 1.36. Un systéme dynamique aléatoire (SDA) discret sur (€, T, P) & valeurs
dans (X, A) est la donnée d’un couple (6,7 tel que

1. 0 : QO — Q est une application mesurable et 0P = ﬁ),
2.7 : QO x X — X est une application mesurable.

Définition 1.37. Le (SDA) (6, T) est dit de classe C* si X est une variété différentielle et
si pour tout w € €, 'application
T, : X =+ X

xz— T,,
est de classe CF sur X.

Etant donné un (SDA) discret (6,T), on lui associe 1’équation d’itération aléatoire
(ETA) suivante :

(1.2)
qui admet une solution unique (qui dépend de n, w et x) et qu’on note
e : NxQxX =X

_ (n,w, z) — @(n,w,x).
Pour n € N et w € {2, on note par

o X = X

x = p(n,w, ).
Il est facile de vérifier que :
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T'nfl O...OT SZ’IZ>1
n 0 w w =
_ w w 1.
Yo {Idx sin=0. (1.3)
On remarque que ¢ vérifie la propriété du cocycle, i.e.

(VneN, Yw € Q) : @ZH = goggogolg. (1.4)

Définitions 1.38. 1. L’orbite aléatoire partante de z € X est définie par jz pour
tout w € ﬁ,
2. (0,T) s’appelle SDA généré par des applications aléatoires {7}, }w€§ sur le SD (Q, T.P, 0)
a valeurs dans (X, .A).

Une représentation forte utile de tels systémes est donnée par I’application suivante

F:QxX - QxX
(w, z) = (Ow, T,,z).

Il est facile de voir que
F' w,z) = (0"w, Tyn-1, © ... 0 Ty, o T,x),
pour tous n > 1, w € Q et € X. Donc
F'w, z) = (0"w, p)
Définition 1.39. L’application F, est appelée produit oblique associé au systeme (6, 7).

Remarque 1.40. On remarque que 'application F' est un systeme dynamique détermi-
niste et on observe que la mesurabilité de (6,7) entraine donc la mesurabilité de 1’appli-
cation F'. Réciproquement, toute application construite comme un produit oblique définit
sur sa seconde coordonnée un systéme dynamique aléatoire mesurable (on cite [7] par
exemple). Ainsi, on peut étudier les propriétés statistiques du systéme dynamique aléa-
toire (0, T) en utilisant le systéme dynamique déterministe F' sur lequel on peut appliquer
les résultats classiques de la théorie ergodique.

Nous allons introduire un objet tres intéressant qui nous permet de décrire le comporte-
ment a long terme d’un systéme dynamique aléatoire donné, autrement dit une adaptation
des mesures invariantes au cas aléatoire. Prenons donc une mesure v invariante pour le
systéeme dynamique (Q x X, T®A,F, v) et la projection canonique définie par

TS - Ox X = Q
(w, x) — w.

Soit v une mesure de probabilité sur (ﬁ x X, T ® A) qui est F-invariante, i.e.
Fv=w.

Il est alors clair que

0((m5)v) = TV,

c’est a dire que la mesure marginale de v sur (£2,7) doit étre f-invariante. Dans cette
situation ’aléa est donné a priori, il convient donc de se limiter aux mesures invariantes
qui vérifient

TSV = P.
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Définition 1.41. Une mesure de probabilité v sur (Q x X, T ® A) est dite T-invariante si
1. Fv=v,

2. (mg)v =DP.

Dans toute la suite, on notera par ~ _ _
P5(£2 x X)) I'ensemble de toutes les probabilités sur (2 x X, T ® A) de marginale P et

I(T) = {V € Pﬁ(ﬁ xX):vestT — im)aricmte}.
Dans le cas général, une mesure de probabilité v invariante pour le produit oblique ne
s’écrit pas comme un produit. En particulier 'invariance peut étre exprimée en termes de
désintégration par rapport a ’aléa. Commencons par rappeler un résultat de théorie de la
mesure et on référa au livre d’Arnold [7] pour plus d’informations :

Proposition 1.42. [7] N B N
Toute mesure de probabilité v sur (2 x X, T ® A) de marginale P se désintégre de la fagcon
sutvante : il existe une application

v(): Qx

A [0,1]
(w, B)

%
= y(B)

&

telle que pour Iﬁ’—presque tout w € Q :

(1) v, est une mesure de probabilité sur (X, A),
(ii) w > v, est T-mesurable pour tout B € A,
(iii) pour tout Ae T @ A

V(A) = /5 /X 14 (w, ) (d2)B(dw). (1.5)

De plus cette décomposition est ﬁ—presque—sﬁrement unique.

Remarques 1.43. 1. La formule (|L.5)) s’écrit symboliquement :
v(dw, dz) = vy (dz)P(dw),

2. (iii) est équivalente a chacune des trois propriétés suivantes :
(a) pour tous C € T, B€ A, on a
v(C % B) = [51o(w)vu(B)P(dw),
(b) pour tout A € T®A, ona

n(A) = fﬁ Vg(Ag)ﬁ(dQL
A, = {x €X:(wx) € A},

(c) Pour tout f € L'(u)
Janx Fdv = 5 ( [x flw,2)a(de) ) P(dw).

En appliquant cette désintégration au produit oblique F' il est alors possible de carac-
tériser I'invariance d’une mesure dans le cas aléatoire :
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Lemme 1.44. [7/
Soit v € P5(2 x X). Alors la factorisation de Fyp est donnée par

(FV)g =Th-1,Vp-14; P-S-

Théoréme 1.45. [7]
Soit v € P5(2 x X). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. ve Iﬁ(T),

2. IE(T,I/.|9_17~‘) = Vg, p.Ss.
w

3. Tyvy = Vo p.s.

Soient v € Pi,g(ﬁ x X) et G une sous-tribu de T . Alors la factorisation de la restriction

de v sur GRA par rapport a la restriction de P sur G est appelée probabilité conditionnelle
de v par rapport a G.
Soit (w, B) — F,(B), une telle factorisation. En appliquant la définition et I'unicité de la

factorisation, on voit que

Fy(B) = E(vu(B)|G) :=E(v|G) (B).

w

Exemple 1.46. Soit p une mesure de probabilité sur (X,.4). Alors
vi=P X u,

est un élément de Pﬁ(ﬁ x X). De plus, on a

¢ la factorisation de v est donnée par v, = v, pour presque tout w € Q,

¢ la mesure v esi et seulement si
E(Tpl6~'T) = s p.s. (1.6)

On suppose que les sous-ensembles T et 61T sont indépendants.
Il est facile de vérifier que les sous-ensembles (T,u)(B) et §~1T sont indépendants
ou

(10)(B) = [ 16(Tua)n(dz).

Alors devient
E(T)(B) = [ Bl : Tur € Blu(da) = u(B),

autrement
E(T v) =v.

1.5 Relation entre chaine de Markov et SDA généré par des
applications aléatoires mesurables i.i.d

Nous considérons le systéeme dynamique (6,7"). Un cas particuliérement intéressant
est celui de systemes dynamiques aléatoires générés par la composition d’applications
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d). Plus précisement on prend
une famille de dynamiques indexées sur ’espace des aléas. Soit X un espace métrique
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compact qui jouera le role d’espace de phases que I’on munit de sa o-algebre de Borel A.
Etant donné un processus (wy) i.i.d sur € de loi commune P et I'on définit Porbite aléatoire
d’un point z € X par :

150 =1, o--- o T, .

On commencons par un premier exemple tres simple des systémes dynamiques i.i.d engen-
dré par une suite récurrente aléatoire (Xy,)p>1.

Exemple 1.47. On considere un réel positif a et une suite (wy),>1 de variables aléatoires
i.i.d de loi uniforme sur {—1,1}, on définit donc (X,,) par

Xn+1 = CLXn + Wn+1,

X étant donné. On distingue donc trois cas :

Premier cas : Si a = 1 alors il s’agit d’une marche aléatoire classique unidimensionnelle.
Dans la suite, on peut voir que la suite (X,,) obtenue comme composition de deux
applications affines T (z) = ax — 1 et To(z) = ax + 1, chacune étant choisie avec la
méme probabilité p = 1/2.

Deuxieéme cas : a > 1 il est facile de voir que
P{ lim X, =+o0} =1,
n—o0

n—1 n—2

en écrivant X,, = a"Xo+a" ‘wp_1+a" Fwp_9+ - + wp.

Troisiéme cas : Supposons que a € (0,1). On peur écrire alors pout tout n positif

n
Xn=0a,X"4+Y, ot Y,=> a" Fuw.
k=1

Posons Z, = Y.%_;a* 'wy; le processus (wy) étant donné ii.d, Y, et Z, ont la
méme loi et le fait que a € (0,1), Z, converge presque slirement vers une variable
Z~o supportée sur [—ﬁ, ﬁ] On consideére une fonction f : R — R continue ; alors
par le théoreme de Heine, f est uniformément continue sur le compact [_fla —
| Xol, 7= — | Xo] et donc puisque

(X, —a"Xo) — Xpn| = 0 quand n — oo,

nous avons
|f(Xp —a"Xo) — f(Xn)] — 0 quand n — oo.

En appliquant le théoreme de convergence dominée et le fait que X,, — a" Xy a la
méme la loi que Z, on a alors

lim E(f(Xn)) = lim E(f(Zn)) = lim E(f(Zoo)>

n—oo n—oo n—o0

Ainsi, Z,, converge en loi vers Z,,. Notons F, la fonction de répartition de cette
variable Zoo et p, sa loi. On peut montrer que Fj est continue partout (on réfere
par exemple [23]), en particulier on peut montrer que :

Fy(t) = lim P(Z, <1).

n—o0

On présente un deuxieme exemple :
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Exemple 1.48. Soient
o (2, 7T,P) : Un espace de probabilité,
o (Tw)weg : Une famille de transformations mesurables de X (i.e. Tw : X — X mesurable
pour tout w € ).

On pose alors Q = ON Pensemble des suites & valeurs dans Q, m, : ON = Q la projection
canonique d’indice n € N et T = o(m, : n € N) la plus petite tribu rendant mesurables
tous les m,, n € N.

Il existe alors d’aprés le théoréme d’extension de Kolomogrov une unique mesure de pro-
babilité P = PN telle que : Pour tous k> 1, ny, ..., ny€Net Ay, ..., A, €T :

Plrtn, € A1,..., ™, € A] = P(A1) ... P(Ap).

En particulier (7,)nen sont des variables aléatoires i.i.d de loi commune P.
Soit maintenant ¢ le décalage complet sur £2, i.e.

T(Wiy ey Wnyet) = (W2, 0oy Wny.en). (1.7)

Il est alors clair que (f:l, 7~', ]?’, o) est un systéme dynamique métrique.
Enfin, pour tout w € 2, on définit T, : X — X par

En d’autres termes

T, = T,,.

W1 yeeesWnyern)
Ainsi (¢,T) est un systéeme dynamique aléatoire discret. Il est associé aux variables aléa-

toires i.i.d (mp).

Dans la suite de ce chapitre supposons que (7,7 est un systéeme dynamique aléatoire
ii.d sur (§~2,7~', I?’,&), donc les mesures de probabilité invariantes du produit oblique as-
socié sur lesquelles nous nous concentrerons seront des mesures produits au travers de la
proposition suivante :

Proposition 1.49. v = P 1 est une mesure invariante pour le produit oblique F' si et
seulement si

E((T) +n)(B) = [ Pl € % Tua € B du(a) = u(B).

Ce cas est d’autant plus intéressant que les orbites aléatoires sont alors des processus
de Markov. Rappelons tout d’abord la définition générale d’une probabilité de transition :

Définition 1.50. On appelle noyau Markovien de X dans X toute application
' : XxA— [0,1]
(z,B) — I'(z, B),
vérifiant
1. 2 — I'(z, B) est A — mesurable pour tout B € A,

2. B — I'(x, B) est une mesure de probabilité sur (X,.A) pour tout z € X.
De plus si I'(z, A) = 1, pour tout z, I" est une probabilité de transition de X dans X.
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Proposition 1.51. [/1)] Le processus (Xn)nen défini par X, = T, (Xn—1) 0t {wp nen est
un processus i.i.d. de loi commune P est un processus de Markov homogéne de probabilité
de transition

I'(z,B) :=P{w € Q; T,,x € B}.

Tout systeme dynamique aléatoire i.i.d. définit donc un processus de Markov homo-
gene. Est ce que nous pouvons construire des applications aléatoires i.i.d a partir d’'un
processus de Markov 7 Dans un cadre trés général il est toujours possible de construire un
processus de Markov comme la composition d’applications aléatoires mesurables. Toute la
difficulté de ce probléme surgit lorsque 'on tente de maitriser la régularité de ces applica-
tions. La proposition suivante nous donne une idée sur la construction et pour voir plus
d’informations on se réfera sur [41] et [35].

Proposition 1.52. Pour toute famille de probabilité de transition {I'(x,.)}rex on peut
construire des applications boréliennes T,, de X dans lui-méme qui satisfont I’équation :

I'(z,B) :=P{w € Q; T,,x € B}.
On revient au cas général d’'un systeme i.i.d. ; on en déduit que la mesure v = P® p est
F-invariante si et seulement si p est une mesure stationnaire du processus de Markov ainsi

défini. On utilise la mesure marginale p de v sur 'espace de phases (X,.A) pour étudier
le comportement a long terme des orbites aléatoires.

Définition 1.53. Une telle mesure p sera par extension appelée mesure stationaire du
systéme dynamique aléatoire.

On peut caratériser la propriété de stationnarité par :

Proposition 1.54. Une mesure de probabilité u sur (X, A) est stationnaire pour le sys-
téme dynamique aléatoire (o,T) si et seulement si

H(A) = /Qu(Tw_l(A))dIP(w), VA€ A,
Démonstration. L’invariance de P ® p par F' est équivalente a
P& u(F~)(B x A)) = P(B)u(A),
pour tous ensembles A € A et B € T. Or, pour de tels ensembles, on a
FrOxA) ={(wz)|wes ' (B),zeT;}(A)}=QxK.
On a alors
PopF (B xA) = [ I AP
= [P [ dpu( ()
Q K
= B(B) [ (I (A)dP(),

d’ol lemme. 0
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Cette proposition assure que les mesures stationnaires sont donc celles qui sont inva-
riantes en moyenne sur la famille d’applications {7}, },cq-
Pour mettre 'accent sur les systémes dynamiques aléatoires i.i.d. qui engendrent des pro-
cessus de Markov nous rappelons les principaux objets utilisés dans ce cadre. Il est usuel
de définir un opérateur de transition T agissant sur les fonctions g réelles bornées par :

Ty(z) = /X 9(y) I'(z, dy),

et son opérateur adjoint T* défini sur I’espace des mesures u signées finies par : pour tout
BeA

T(B) = [ D(a,dy) du(a).

Un cas particulier intéressant est celui des processus de Markov dont la probabilité de
transition est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Notons p(z,.) sa
densité. Il est alors pratique de définir une version 7 de T* agissant directement sur les
densités des mesures absolument continues par :

Tf(z) = /X p(z, ) g(2) dz.

Proposition 1.55. Si la probabilité de transition du processus de Markov est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue, alors toutes les mesures stationnaires du
systeme dynamique aléatoire associé sont également absolument continues par rapport da la
mesure de Lebesque et de plus les densités de celles-ci sont les points fixes de lopérateur

T.

Démonstration. On suppose que P(z,.) << m, pour tout z et soit A un borélien tel que
m(A) =0, alors si p est une mesure stationnaire, elle vérifie

pl) = [ Pla. Aduta) = [ [ pla,y)dy dutz) =0
—_———
=0

Le fait que les densités de mesures stationnaires soient les points fixes de I'opérateur de
transfert aléatoire découle directement du fait que la dualité entre celui-ci et 'opérateur
d’évolution est conservée (voir la proposition suivante). O]

Exemple 1.56. On reprend un exemple simple de processus de Markov sur l'intervalle
(0,1) introduit dans [23] défini comme suit : si le processus est dans I’état x, on tire au sort
I'un des deux intervalles (0, z) ou (z, 1), chacun affecté de la méme probabilité % et ensuite
nous choisissons un point y au hasard dans cet intervalle. La densité de la probabilité de
transition est alors :

1

1
h(z,y) = %1(0@) (y) + ml(m) (y)-

On suppose qu'il existe une mesure stationnaire de densité ¢ (le théoreme 1 de [23]) montre
qu’il existe une unique mesure stationnaire pour ce type de systémes) alors g doit vérifier :

On obtient
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Soit
1

9(y) = m7

ce qui correspond a une distribution du type arcsinus puisque la fonction de répartition
est alors

1
F(t) = = arcsin V1.
T

Les auteurs de cet exemple précisent qu'’il est possible de reconstruire ce processus comme
la composition des applications aléatoires suivantes :

T x)=wz et T2z)=X+(1-w)x

w

Les applications T et T2 étant chacune choisie avec probabilité 1/2 et w est uniforme sur
'intervalle (0, 1).

On revient a la famille d’applications T;,,cn. On a rappelé dans les paragraphes et
les objets fondamentaux utilisés en systémes dynamgqiues et théorie ergodique classique
pour étudier chacune d’entre elles du point de vue de la dynamique qu’elle engendre.
On va définir ici les analogues de ces objets qui nous assureront ’étude de la famille
complete dans le cadre du systeme dynamique aléatoire. Sur le modele de la définition des
mesures stationnaires on va utiliser : On suppose que l'espace (X,.4) muni d’une mesure
de probabilité m.

Définition 1.57. La transformation 7, : X — X est appelée non singuliére si m(A4) =0
pour tous w € Q et A € A tel que m(T,;1A) = 0.

On va montrer 'existence et les propriétés statistiques de mesures stationnaires absolu-
ment continues. Pour cela on a besoin d’introduire les opérateurs de transfert et Koopman.
On rappelle ici brievement leur définition, et on renvoie vers les livres de Baladi [12] et de
Boyarsky et Gora [17].

Définitions 1.58. Soit (£2,7,P) un espace de probabilité. Pour toute transformation 7,
non-singuliére on a

1) On définit 'opérateur P de L'(m) dans L(m) par la formule suivante
Pf(z) = /Qow(x)dP(w), Y feL'(m). (1.8)
2) On définit 'opérateur U de L*°(m) dans L°°(m) par la formule suivante
Ugle) = [ Ugla)dP(w), Vg € L(m)
Lemme 1.59. Pour tout g € L*°(m)
Ung(x) = / 9T . T )P (w1, ..., 0m) = /ﬁg(Twn T n)dPw).  (1.9)
Démonstration. On va raisonner par récurrence pour prouver ce lemme.
Pour n =1 il est évident que est juste.
Supposons que est juste a l'ordre n et montrons qu’elle aussi juste a 'ordre (n + 1)

Untlg(z) = /Qm 9Ty - Ty @) dPE" w1, . 1)

_ /QH(g 0 T )T, - - Ty )P (w1, .- i)
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En utilisant le fait que
go Twn+1 € Lm(m)’

et que
d]P’®"+1(w1, e ,wn+1) = H?illdp(wl)

On obtient donc
Ulg@) = [ (] (90 T (T Ty @) P 1, 0) ) dP(nr)
= /n(g 0 Ty o W (T - - Ty ) dPE™ (i, . ., ).
Et d’apres I’hypothese de récurrence on trouve
Utlg(e) = /5 (g © Ty )T, - Toy2)dP(w)
_ /5 9T, T, - . Ty ) dP(w).
Ainsi est juste a l'ordre (n 4 1). D’ott le résultat. O
Remarque 1.60. On prend dans le lemme précedent n = 1 donc
| 9(Tua)dper) = U'g(a) = Ugla) = [ Ungla)dPlen)
par conséquent pour tout g € L°(m)
Uing = g o 1y, (1.10)

pour P-presque tout w € 2.

Il est alors facile de vérifier que U est 'opérateur dual de P, qui est
[ Us@)@dmia) = [ gl@)Pf(@)dm(a). (111)

pour tous f € LY(m) et g € L>(m).

Lemme 1.61. Pour tous f € L'(m) et g € L>®(m), on a

| Ung@ @dm(a) = [ g@)P"f(@)dm(). (1.12)
X X

Démonstration. Pour prouver (1.12]) on utilise le raisonnement par récurrence.
Pour n = 0 et pour tous f € L'(m) et g € L>(m), on a

[ 0@ @) = [ g@f@dm@) = | f@g@dnt) = [ g@)Psa)dn),

donc (|1.12)) est vrai.
Supposons que ([1.12)) est vrai pour n. i.e. pour tous f € L'(m) et g € L>(m), on a

J U@ @am@) = [ gl@)Pf@ydm()
Et montrons que est vrai pour (n + 1). i.e. pour tous f € L'(m) et g € L>(m)

[ U@ f@dm(@) = [ g(@) P f@)dm()
X X
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On a
/U”+lg(f€)f($)dm($) = / U"(Ug)(z) f(z)dm(z).
X X

En utilisant ’hypothése de récurrence pour g(z) = Ug(z) on obtient
| U@ p@yimia) = | Ugla)Pf(w)dm(@)
X X
Et puisque P"f(x) € L'(m) et d’aprés on trouve
[ U@ f@im) = [ g@PE" )@
X X
= [ s@P f@ydmia).

D’ou (1.12)) est vrai pour (n+ 1). O

Nous avons alors d’une part des opérateurs définis a partir du processus de Markov et
d’autre part les opérateurs que nous venons de définir en utilisant directement la famille
{T,}weq- Ces différents opérateurs ayant le méme but : décrire la dynamique aléatoire a
long terme, assuro nous qu’ils sont équivalents :

Proposition 1.62. [/1] On a
(i) Pour toute fonction g € L*>°(X,m), Ug = Tq:
(ii) Pour toute fonction f € LY(X,m), Tf = Pf.



Chapitre 2

Version quenched du théoreme de
la limite centrale

Dans ce chapitre, nous présenterons des résultats sur les théorémes limites pour les
systémes aléatoires issus de l'article [I] écrit en collaboration avec Romain Aimino, et
publié dans Journal of Physics A : Mathematical and Theoretical. Tout d’abord, nous
introduirons notre cadre de travail. Ensuite, nous présenterons deux méthodes qui nous
permettront de prouver l’annealed théoreme de la limite centrale issus du papier [3] : la
premiéere est dite la méthode perturbative de Nagaév et la deuxiéme est dite la méthode
d’approximation par des martingales due a Gordin. Enfin, nous terminerons ce chapitre
par la présentation de notre résultat principal : quenched théoréme de la limite centrale
et par une discussion sur la validité de ce dernier en utilisant un résultat abstrait sur
le quenched théoreme de la limite centrale pour les automorphismes aléatoires du tore
démontré par Ayer, Liverani et Stenlund dans [g].

2.1 Cadre du travail : Définitions, hypothéses et exemples

2.1.1 Cadre de travail

Soit (2,7, P) un espace de probabilité fini, ou P = {p, },ecq est un vecteur de proba-
bilité avec p,, > 0 pour tous w € Q. Soit T' = {7, },eq une famille d’applications i.i.d.
telle que pour tout w € ), T, : X — X est une application définie sur un espace polonais
(X, A).

Pour une suite w = (wi,ws,...) € ON on note par T7" la composition d’applications
aléatoires T, o...oT,, . La chaine de Markov correspondante est définie par :

Y, ~
o (2.1)
Yn+1 - Twn+1(Yn)7

ou p est une mesure de probabilité sur X et (wp), est une suite indépendnate identi-
quement distribuée (i.i.d.) des variables aléatoires, de loi commune P. La mesure p est
stationnaire si Y, est distribuée selon p pour tout n. Nous pouvons relier ce processus
stochastique a un systéme dynamique déterministe F' défini par le produit oblique comme
suit :

F : OVxXx =5 ONxXx

(w,z) = (ow, T, x), (2.2)
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oit o : QN — ON est le décalge a gauche. On a F"(w,z) = (¢"w, T"x), pour tout n > 0.
La mesure de probabilité ;o sur X est stationnaire si et seulement si la mesure PEN @ 1 est
invariante sous F' (voir premier chapitre).

Dans la suite, nous supposerons que ’espace X est muni d’une mesure de probabilité de
référence m telle que chaque application T, n’est pas singuliére par rapport a m. Nous
serons intéressé par l'existence et les propriétés statistiques de la mesure de probabilité
invariante et absolument continue par rapport a m. Dans ce cas, chaque application T,
admet un opérateur de transfert P, : L'(m) — L'(m) satisfaisant la relation de dualité
donnée par :

[ (Popygam= [ 1igoT)dm,
b's X
pour tous f € L'(m) et g € L>®(m).

Définition 2.1. L’opérateur de transfert moyenné P : L'(m) — L!(m), associé au sys-
téme dynamique aléatoire (o,7T"), est défini par :

P=>" p,P..

weN

Lemme 2.2. Soit p une mesure de probabilité, de densité f par rapport d la mesure
de Lebesgue m, invariante et absolument continue. u est stationnaire si et seulement si

Pf=f.
Démonstration. 11 suffit d’appliquer la relation de dualité. ]

Pour garantir 'existence d’un trou spectral, nous introduirons les hypotheses suivantes
sur P :

2.1.2 Hypotheses

Nous supposerons qu'’il existe un espace de Banach (B, ].||) inclus dans L(m) sur
lequel P possede les propriétés spectrales suivantes :
(Hy) L’espace B s’injecte d'une fagon compacte dans L*(m) ;
H,) Les fonctions constantes se trouvent dans B;
H3) B est un treillis de Banach complexe, i.e. pour tout f € B alors |f|, f € B;
Hy)
)

Hs) P satisfait I'inégalité de Lasota-Yorke (LY), i.e. AN > 1, p <1 et K > 0 tels que

B est stable sous l'opérateur P, i.e. P(B) C B, et P agit continument sur 5;

(
(
(
(

IPYFIL < plfIl + Kl fllzs,.  pour f € B. (2.3)

D’apreés Théoreme de Ionescu-Tulcea et Marinescu (voir aussi le théoréeme de Hennion
[30]), ces hypotheses impliquent que le rayon spectrale essentiel de P agit comme opérateur
sur B. D’une part, d’apres I'inégalité de (LY) le rayon spectral est inférieur ou égal a 1.
D’autre part, la mesure m, qui appartient au dual topologique de B, est un point fixe de
P*. Ceci implique que le rayon spectral est supérieur ou égal & 1. D’ou le rayon spectral
est égal a 1. Par conséquent P est quasi-compact de type diagonal sur B (voir[30]). En
particulier P admet la décomposition spectrale suivante :

P = Z NI+ Q, tel que HzH] = 51‘3'1_[@', QIL =110 =0
%
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ol les \; sont des valeurs propres de P de module 1, II; sont des projecteurs de rang fini sur
les espaces propres associés a A; et () est un opérateur borné de rayon spectral strictement
inférieur a 1. De plus, P admet un nombre fini des valeurs propres isolées, de multipli-
cité finie et de module 1. Les autres valeurs propres de P appartiennent a un disque de

1 n—1
rayon strictement inférieur a 1. D’apres Corollaire I11.4 de [30], la suite h,, = — Z PF1
n
k=0

converge vers h € B vérifiant Ph = h. h est un vecteur propre associé a A = 1, h > 0
et / h(z)dm(x) = 1. D’ou lexistence d’une mesure stationnaire absolument continue de
X

densité appartient a B.
L’ensemble des valeurs propres de module 1 consiste en un nombre fini des groupes cy-
cliques [49]. On introduit une hypothése qui nous permet d’éliminer la possibilité d’avoir
du spectre périphérique autre que 1 :

(Hg) 1 est 'unique valeur propre de module 1 simple de P sur le cercle unité.
(Hg) nous garantit I'unicité de la mesure stationnaire absoluement continue notée p de
densité h.

Proposition 2.3. Si (Hy) — (Hg) sont satisfaites alors le systeme (N x X, F, PN @ p)
est exact. En particulier, (QN x X, F,P®N g w) ergodique et mélangeant.

Démonstration. Par les hypotheéses (Hi) a (Hg), P™ converge pour la norme d’opérateur

sur B vers le projecteur II sur I'espace engendré par h avec II(f) = (| fdm)h.

Comme {P" — I}, forme une famille équicontinue d’opérateurs sur L(m). {P™ — 11},
converge vers 0 sur le sous-espace B dense dans L!(m), on a

lim |[P"f — (/ fdm)hl|s, =0, Vf € L' (m).
n—oo X m
Soit ¢ € L'(m), ¥ mesurable borné. On définit ® € L'(P®N ® i) par :

(I)(ﬂa I’) = ¢(x)w(w1, T 7wk)'
D’aprés Lemme 1.1.2 dans [2], il existe x € L'(m) tel que

Lip(w, ) = x(z) pp.
Par Lemme 1.1.3 dans [2], on obtient
LM (w,x) = P'x(z) pp.

Comme
/ xdm = / LEodPN @ = / ddPN @ p,
X ONx X ONx X

il en résulte que L£"® converge vers ( / . ®dP®N @ p)h pour la norme L'(PEN @ p).
QN x X

Puisque I’espace engendré par les ® considérés est dense dans L'(P®N ® p), le méme

argument d’équicontinuité que précédemment montre que cette convergence a lieu pour

n’importe quel ® € L'(P®N®u). En particulier, L® converge pour (QN x X, F) et termine

la preuve puisque PEN @ << PEN @ m. ]

Remarque 2.4. Dans de nombreux cas, les deux hypotheses (Hy) et (Hs) peuvent étre
déduites des hypotheses correspondantes pour 'opérateur P, si les constantes apparaissant
dans les inégalités de Lasota- Yorke sont uniformes vis-a-vis de w. Néanmoins, il est possible
de les établir lorsque I'un des opérateurs P, ne satisfait pas une inégalité de Lasota-Yorke
(généralement lorsque T}, n’est pas uniformément dilatante), comme on va le voir avec la
classe d’exemples suivante.
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2.1.3 Les Applications dilatantes et lisses par morceaux en dimension 1

Définition 2.5. L’application Lasota-Yorke est une application 7 : [0,1] — [0, 1] C? par
morceaux pour A := inf |T'] > 0.

On note par Pr l'opérateur de transfert (qui respecte la mesure de Lebesgue) associé
aT.Ona
f(y)

Prf@ = 2.

Ty=x

pour tout f € L(m).
Nous analyserons les propriétés de spectre de Pp agissant sur ’espace de fonctions a
variation bornée. Pour cela on commence par :

Définition 2.6. Une fonction f : [0,1] — C est a variation bornée si sa variation totale
définit par la formule suivante

Var(f) = sup{Z]f(mH_l) —f(zi)] :n>1,0=20<...<z, =1}
=0

Pour une classe d’équivalence f € L!(m), on définit donc

Var(f) = {Var(g)/ f = g m — presque tout}.

La L. -norme de f par rapport & la mesure de Lebesgue est donnée par

1z, = |, flam.
L’espace
BV :={f € L'(m)/ Var(f) < +o0}

muni de sa norme donnée par

[ fllsv = lIflly, + Var(f), (2.4)

est un espace de Banach satisfaisant les hypotheses (Hi), (Hz) et (Hs) ci-dessus.
Si T est une application de Lasota-Yorke alors on obtient 1'inégalité suivante :

Proposition 2.7. (Inégalité de Lasota Yorke [39])
Pour tout f € BV, on a

2

Var(Prf) < NT)

Var(f) + A, (2.5)

ot A(T) est une constante finie dépend que de T.

Soit © un ensemble fini, conjointement avec un vecteur de probabilité P = {p, },cq et
un nombre fini d’applications de Lasota-Yorke T = {7}, },cq. Nous supposons que

Pw > 0,

pour tout w € €.

Définition 2.8. Le systeme (0,7 est appelé un systéme Lasota-Yorke aléatoire.



2.1. CADRE DU TRAVAIL : DEFINITIONS, HYPOTHESES ET EXEMPLES 39

Le systéme Lasota-Yorke aléatoire (o, T) est dit dilatant en moyenne si

_Z pw

wEQ

L’opérateur de transfert moyenné associé au systéme (o, T') est donné par

F)::Ez:pwfﬁbv
weN
et satisfait
weNn o
ol W= (W1,--+,Wn), Pl = Puy + -+ P, €6 T} =T, ... Ty

Proposition 2.9. Si le systéme (o, T) dilatant en moyenne alors certaines itérations de
lopérateur de transfert moyenné satisfait une inégalité Lasota-Yorke sur BV.

Démonstration. En remplacant Pr par Pr» dans |D on obtient

Var(Pry f) < <7 Var(f) + AT f ey, (2.7)

2
— AMTY)
ceci nous donne
Var(P"f) = Var( Z pZPTg) = Z pZVar(PTﬁf).
wenn weNn
En utilisant on obtient donc

Var(P"f) < pr<

wenn

() + AT £z, )

< 2 X sy )Var<f> + (X AT If I,
wenn wenn
En prenant
Pl
b, = L o PLA(TY).
2oy M 2

En utilisant I'inégalité suivante qu’elle est évidante (raisonnement par réccurence)
A1) = MTw,) - MTwy ),

ceci nous implique

pwl- - Puwn,
E = A".
weon A( T" wenn MNT,,,) - AMT,)

Pour que le systéme (0,7 est dilatant en moyenne il faut que

Pw
A::Z <1,
wel A(IL)

ceci nous signifie que
20" <1,

pour n suffisamment grand, tandis que A,, est fini, donc on obtient
Var(P"f) < 20,Var(f) + AanHL}na
pour tout f € BV. O
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Remarque 2.10. Pelikan ([45]) a montré qu’on peut avoir I'inégalité (2.3) (I'inégalité de
Lasota-Yorke) précédente toujours sous une hypothese plus faible :

Hypothése 2.11. Soit une application aléatoire T" de [0, 1] dans [0, 1] définie par
Ve el0,1], i€ {1,...,n}, T(z)=T,(z) (prob.w),

ou chaque T, vérifie (2.3).

D’apres Théoreme [1.33] il en résulte que I'opérateur de transfert moyenné a la décom-
position spectrale suivante :

P => NI + Q,

ol tous les \; sont les valeurs propres de P de module 1 et les II; sont les projecteurs
propres associés aux valeurs propres \; vérifiant

ILIL; = 64115,
et Q est un opérateur borné de rayon spectral strictement inférieur a 1 vérifiant
QIL; = IL;Q = 0.

Cela implique 'existence d’une mesure fixe absolument continue, avec une densité appar-
tenant a BV. Les techniques standard montrent que 1 est une valeur propre et que le
spectre périphérique est totalement cyclique. Nous allons donner un critere concret veiller
a ce que 1 est une valeur propre simple de P, et qu’il n’y a pas d’autre valeur propre
périphérique. Dans ce cas, nous dirons que (o,7’) est un mélange.

Définition 2.12. Le systéme aléatoire Lasota-Yorke (o,7T") possede la propriété de recou-
vrement aléatoire (RA) si pour tout sous-intervalle non trivial I C [0, 1] il existe n > 1 et
w € Q" tels que

T (I) =1[0,1].

w

Proposition 2.13. Si le systéme (0,T) est dilatant en moyenne et posséde la propriété
(RA) alors (0,T) est un mélange et la densité de sa mesure absolument continue station-
naire unique est bornée loin de 0.

Démonstration. Comme le spectre périphérique de P se compose d’une union finie de
groupes cycliques finis, il existe alors & > 1 tel que 1 est I'unique valeur propre périphérique
de PF.

Il suffit alors de montrer que ’espace propre correspondant est unidimensionnel. C’est a
dire on montre qu’il existe une base de vecteurs propres positifs pour ce sous-espace, avec
des supports disjoints.

Soit une fonction h € BV non nulle vérifiant

(i) h > 0;
(ii) P*h = h.
Il existe un intervalle non-trivial I C [0,1] et @ > 0 tels que
h > alj.

On choisit n > 1 et w* € Q™ tels que

T3 (I) = [0,1],
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car le systéme (o, T') posséde la propriété de recouvrement aléatoire.
Pour z € [0,1], on a
h(z) = P"™h(z) > aP™1;(z).

En utilisant (2.6)) on obtient donc

Pnklj Z pw*PTnklj( )
wreQnk
or on a ( )
1r(y
Proxlp(z) = e (2.8)
e TZ (T2 ()]

on en déduit que

1
PP = 3 W 3 |<T"Ik(>'2> DO <y>\‘

w ean Tnky:x T”k’y x g

T Oé nlf 1[(3/)
M)z onis 2. by Gl

ceci nous montre que

Pk
h(z) > o—
I(TZE) lsup
car il existe toujours un y € I avec Ty = .
Cela implique que h possede un support complet.
Puisque

> 0,

P*h=1.h>0,

donc

(a) h est un vecteur propre positif associé a la valeur propre 1 et comme h € BV alors
BV est un sous espace propre unidimensionnel de X associé a la valeur propre 1
composé des vecteurs propres positifs ;

(b) du = hdm est une mesure stationnaire de probabilité unique absolument continue
dont sa densité h est bornée et loin de 0.

O]

2.1.4 Les Applications dilatantes et lisses par morceaux en dimension
supérieure

On décrit une classe d’applications dilatantes et lisses par morceaux en dimension
finie quelconque introduite par Saussol [48]. On considére my la mesure de Lebesgue d-
dimensionnelle, d(.,.) la distance euclidienne et par 74 le mg-volume de la boule unité de
RC.

Soit M un ensemble compact regulier de R% et T': M — M une application telle qu’il existe
une famille d’ensembles ouverts disjoints U; C M et V; avec U; C V; et les applications
T; : V; — R? satisfont pour certaines 0 < a < 1 et pour certaines ¢y > 0 assez petit :

(1) md(M U; UZ) =0,
(2) pour tout i, la restriction de U; de T et T; coincident et Be,(TU;) C T;(V;),
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(3) pour tout i, T; est un C'-difféomorphisme de V; dans T;V; et pour tous z, yeV;
|det DT;(x) — det DT;(y)| < c|det DT;(z)| d(T;(x), Ti(y)),

avec d(T;(x), T;(y)) < € et pour une constante ¢ > 0 indépendante de i, x et y,
(4) il existe s < 1 tel que pour tous z, y € V; avec d(T;(x), T;(y)) < €, on a

d(z,y) < sd(Ti(x), Ti(y)),

(5) supposons que les frontiéres de U; sont incluses dans un des sous-variétés compactes
embarquées C!' codimension par morceaux. On définit

Y =sup Z t{morceauzx lisses coupant 0 U; et contenant x}.
T .

)

Et

4 _
Mo :50‘_|_7SYM‘
I—s v

Alors ng < 1.

Soit f : R — C une fonction mesurable. Pour un borélien A C R, on définit

osc(f, A) = ess sup | f(x) — f()].

z,ycA

Pour tout € > 0 I'application
z — osc(f, Be(x)),

est une fonction sémi-continue inférieure positive. Alors I'intégrale

/Rd osc(f, Be(z))dx,

est bien définie.
Pour tous f € L! (Rd) et 0 < o <1, on définit

|fla = sup ia osc(f, Be(x))dx.

0<e<ey €7 JR?
Pour un ensemble compact regulier M C R? on définit
Va(M) = {f € L'(RY)/ supp(f) € M, |fla < oo},
muni d’une norme donnée par

[flla =112z, + 1Fla

avec m est la mesure de Lebesgue normalisée de telle sorte que m(M) = 1.

Proposition 2.14. [/8, Lemma 4.1]
1l existe n <1 et D < oo tels que pour tout f € V,

‘PTf|a §n|f|a + DHfHL}n (2'9)
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Supposons maintenant que €2 est un ensemble fini, P = {p, },eq un vecteur de proba-
bilité et {T},},cn une famille finie d’applications dilatantes par morceaux sur M C R%.
On choisit €y assez petit de telle sorte que les hypotheses rappelées auparavant soient
satisfaites par toutes les applications 1, pour le méme ¢; et tel que

1P, fla < nlfla + DWHfHL}nv

pour tout f € V, avecn, < 1et D, < co. on pose 1 = maxn, et D = max D, alors n < 1
et D < oco. Puisque P =}, p, Py, on en déduit immédiatement |Pflo < n|fla + [|fllLy , ce
qui entraine les hypotheses (Hy) et (Hs). Pour vérifier ’hypothese (Hg), on peut procéder
comme dans le cas unidimensionnel, en introduisant ’hypothése de recouvrement :

Proposition 2.15. [2, Proposition 1.1.3.2] Si (o, T) posséde la propriété de recouvrement,
c’est & dire pour toute boule B C M, il existe n > 1 et w € Q" tels que T}(B) = M,
alors 'hypothese (Hg) est vérifiée, et de plus la densité de I'unique mesure stationnaire
absolument continue est bornée inférieurement par une constante ¢ > 0.

2.2 Version annealed du théoréme de la limite centrale

Dans cette section, on examine les résultats de [3] sur les théorémes de limites annealed.
On suppose que le SDA satisfait les hypotheéses (H;) - (Hg) avec un espace Banach B.
Soit Mp I'ensemble des mesures de probabilité sur X qui sont absolument continues par
rapport a m, avec une densité dans B.

Soit By C L'(m) un algebre de Banach muni d’une norme ||.||o pour laquelle il existe
C > 0 telle que

£ gllo < Cllfllollgll,  Vf € Bo, g €B. (2.10)

Comme 1 € B, on voit que cela implique que By s’injecte continuement dans B. Cette
hypothese est satisfaite par By = B car B est un algebre de Banach, ce qui est le cas
lorsque B est 1'espace des fonctions a variation bornée en dimension 1, ou ’espace Quasi-
Holder en dimension quelconque. Dans le cas ou B est I'espace des fonctions & variation
bornée en dimension supérieure, on peut prendre By = Lip pour plus des détails voir [[55],
lemme 6.4]. Dans la suite de ce paragraphe nous allons définir

n—1
Xip(w,z) =Ty, o -+ 0o Tyx) et Sp(w,x)= ZXk’
k=0

avec @ est un obsevable borné de X vers R et X}, est défini sur QY x X. Soit une mesure
de probabilité v € Mpg. Commencgons pour expliquer deux méthodes qui nous permettent
de garantir I’ annealed théoréme de la limite centrale :

2.2.1 Meéthode d’approximation par des martingales :

Les auteurs ont pris une mesure stationnaire p est équivalente a la mesure de référence
m et une famille d’applications {7}, }wecq telle que pour tout w € Q, l'application T, :
X — X est non-singuliére par rapport a u, ce qui nous permet de définir 'opérateur de
transfert moyenné P, du systéme dynamique aléatoire par rapport a la mesure p. Il vérifie
I’égalité suivante
P(hf)

P/t(f):Ta
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pour tout f € L'(u), avec h est la densité de u, P est Popérateur de transfert défini par
rapport a m et X est un espace polonais.

Nous rappelons que 'opérateur de Koopman agit sur les fonctions définies sur X par
Uf(z) = [ f(T,z)dP(w). Nous associons & U une probabilité de transition sur X donnée
par U(z,A) =U(14)(x) = P({w|T,x € A}). Nous rappelons aussi que la mesure station-
naire p vérifie U = U par définition. Nous pouvons alors associer & U et p une chaine de
Markov canonique de la fagon suivante.

Soit Q* = XN = {g = (2,21, -+ ,%p,---)}, muni de la tribu F engendrée par les cy-
lindres. Comme X est polonais, F est la tribu borélienne associée a la topologie produit
sur Q*. Théoreme [1.33| montre qu’il existe une unique mesure de probabilité sur Q* telle
que

z)dpe(x /,ud:ﬁo / U(zo, dz1) - /Uﬂﬁn Ldan f(T0, -+ 5 Tn)

pour tout n et toute fonction mesurable bornée f : 2* — R qui ne dépend que de
xg, - ,Zyn. Si on dénote par x, l'application qui a chaque x associe sa n-ieme coordon-
née, alors (x,)n,>0 est une chaine de Markov définie sur 'espace probabilisé (2%, F, p.),
avec distriubtion initiale u. et probabilité de transition U. Par stationnarité de mesure p,
chaque z, est distribué suivant la loi u.

Soit 7 le déclage a gauche sur 2*. Par stationnarité, p.7 = p.. Soit F' le produit oblique dé-
fini par F(w, ) = (0w, T, x), ol o est le décalage & gauche sur QY. F préserve P*N@p. On
peut relier ce systéme produit oblique au systéme symbolique 7 sur 2*. En effet, 'applica-
tion mesurable ® : QN x X — Q* défini par ®(w,z) = (v, T, 2, , T, 00Tz, ) =
{p(F™(w,z))} = =, envoie PN @ 11 sur p,. et vérifie ® o F = 7 o ®. En d’autres termes,
(%N x X, F,P*N ® ;1) est une extension de (%, 7, ).

Soit m, : ¥ — X la projection définie par m,(zg, - ,Zpn, ) = Tp et T = mp. On re-
leve chaque fonction ¢ : X — R en une fonction ¢, sur Q* par ¢, = ¢ oxw. On a alors
E,(¢) = E,.(¢x). On remarque aussi que 7, =mo 7" et po F" =1, 0 P,

Soit un observable borné & valeurs réelles, appartenant a By, tel que [y @dp = 0.
Ondéﬁnith—goopoFk et Sn:EZ;éXk. Onaalors Xy =pom,o® =y, 070 d.
Ainsi, S, = (Zk 0ProT k) o @, et donc la loi de S,, sous la probabilité PEN @ 1 est
la loi de la n-ieme somme de Birkhoff de I'observable ¢, pour le systeme symbolique
(Q*, 7, pie). Pour démontrer un TLC pour S, il suffit de le démontrer pour 'observable
©r et le systeéme (2%, 7, ). Pour cela, on va utiliser I'opérateur de Koopman U et 1'opé-
rateur de transfert P associés au systeme (%, 7, u.). Comme T, = fi., ces opérateurs
satisfont les relations ﬁkka = f et Ukpkf = E, (f|Fx) pour tout f € L'(u.), o
Fr=17FF = o(ap, 2pp1, ).

Les deux opérateurs P et P, sont liés de la fagon suivante :

Lemme 2.16. [[3], Lemme 33] Pour tout ¢ € L*(u1), on a
Nous introduirons le lemme suivant correspondant pour 'opérateur Pp, associé au
systeme produit oblique (2N x X, F,P®N ® 11). Pour un observable ¢ € L'(u), nous intro-

duisons la notation ¢, = ¢ o p € L'(P®N @ p).

Lemme 2.17. [[3], Lemme 34]

Pp(¢ o p) = (Pup) o p
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2.2.2 La méthode de Nagaév :

On observe que S,, correspond & la somme de Birkhoff classique du systéme produit-
gauche déterministe (QN x X, F,P®N ® 1) pour I'observable ¢ vérifiant ¢(w,z) = p(z).
On supposera sans perte de généralité que [y ¢du = 0 et ¢ borné. La premiere étape est
de prouver 'existence de la variance asymptotique.

Proposition 2.18. (Formule de Green-Kubo)[[3], Proposition 14]
La limite 0 = lim,— oo % Jor Jx S2 dp dP®N egiste et est égale d

+o0o
02:/ chd,u+2Z/ e U™ pdpu. (2.11)
X X

Le critére suivant nous permet de caractériser la situation dans laquelle la variance o2

est nulle.

Proposition 2.19. (cobord aléatoire)[|3], Proposition 16]

La variance asymptotique o satisfait 0 si et seulement s’il existe 1 € L*(u) tel que pour
P-presque tout w € ), on a ¢ = 1 — Y o1, u-presque par tout. Dans ce cas, ¢ est un
cobord aléatoire.

On introduit les opérateurs de Laplace. Pour z € C, on définit I'opérateur P, par
P,(f) = P(e**f). Grace a notre hypothese sur By, P, est un opérateur bien défini et
borné sur B, et de plus 'application z — P, est complexe-analytique sur C. En effet ; si
on définit Cp(f) = P(p"f),ona P, =3, 50 % 220, et cette série converge sur C le fait que
Cn(f) < (Cll¢llo)™||P]|- on a une premiére relation fondamentale :

Lemme 2.20. [[3], Lemme 19] Pour tout n > 0 et tout f € B, on a

/ /ezs’l@’x)f(x)dm( )dPN (w /P”
ov Jx

Si f € B est la densité de la mesure v € Mg par rapport a m, alors d’aprés Lemme
précédent, la fonction génératrice des moments de S, sous la probabilité P*N® v est donnée
par [y PI'(f)dm, ce qui nous permet d’étudier le comportement asymptotique des itérés
des opérateurs de Laplace P,. On remarque que z — P, est une perturbation analytique
de l'opérateur quasi-compact P. Le lemme suivant nous permet de caractériser I’opérateur
P, :

Lemme 2.21. ([3], Lemme 20)

Il existe e > 0, n1 > 0, m2 > 0 et des fonctions complexes-analytiques A(.), h(.), m(.),
Q(.), toutes définies sur Dy = {z € C| |z| < €1}, prenant leurs valeurs respectivement
dans C, B, B*, L(B) et satisfaisant pour tout z € D, ;

(1) A0) =1, h(0) = 1, m(0) = m, Q(0) = Q;

(2) P-(f) = A2)(m(2), [)h(z) + Q(2) [ pour tout f € B;
(3) (m(2), h(2)) = 1;

(4) Q(2)h(z) = 0 et m(2)Q(z) = 0;

(5) IM(2)| > 1 —m;

(6) 1Q(=)"| < C(A —m —m2)".
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De plus pour tous f € B et z € D¢,

[{m, Q(2)" ) < [2[(1 = m = n2)"[[ f]-

Pour n > 0, on remarque que Pl'(f) = A(2)"(m(z), fYh(z) + Q(2)"f. Ainsi, le com-
portement asymptotique de P}' est lié a celui de la valeur propre dominante A(z) dans
un voisinage. Cette derniére satisfait les propriétés suivantes : N (0) = [y pdp = 0 et

MN(0) = 0% > 0. D’aprés le lemme précédent, on a

¢ N2t 1
)\(%)" =1- e + o(g)" — e_%a%, st n — oo,
ainsi, on en déduit que
dtg it it it it 1,2 .
Epeng, (eV" ") = AM—=)"(m(—=), f)(m, h(—=))+(m, Q(—=)) — 7277, si n— oo,

Vo U NG

Ces deux méthodes nous permettent facilement de prouver le théoréme de la limite centrale
pour plus des détails voir [2] [3].

Théoréme 2.22. [[3], Théoréeme 3.5] (Annealed théoréme de la limite centrale)

Pour toute mesure de probabilité v € Mg, le processus (%) converge en loi vers N'(0, 0?)

sous la probabilité PN @ v.

En conséquence de la preuve de [3], on va estimer la vitesse de convergence de la
fonction caractéristique de % :

Lemme 2.23. [3, Lemme 3.10] Pour tout v € Mp,

_ 1+t
O( n )

pour tous t € R et n > 1 tel que NG est assez petit.

.t 202
IEWN@V(eZﬁS") —e

La variance asymptotique o2 peut étre exprimée & partir de n’importe quelle loi initiale

veMpg:

Lemme 2.24. Pour toute mesure v € Mg,

Démonstration. Soit v € Mg une mesure de probabilité dont sa densité est donnée par f.
En utilisant la propriété de dualité pour les opérateurs de transfert, on obtient

n—1 n—1
/ / S2 du dP®N— / / S2dudPN = 3 / GEPE(f—h)dm+2 3 / oPIH (0P (f—h)) dm.
ONx X ONx X =0’ X X

1,7=0
1<j

Puisque [y fdm = [y hdm =1, 0n a

[ PP~ Wy dm| < [olEPHE = Wy, < ClelRIQHS = B < Ol
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D’une autre part,

/Xson‘i(wPi(f—h))dmZ/Xw(/XsﬁPi(f—h)dm>hdm+/X<ij‘i(<pPi(f—h))dm,

et puisque
/ cphdm:/ pdp =0,
X X
et
Q7 (0P (f = )iy, < CN " ellol P(f = W)l < CliglloN,
on obtient
[ PP = W) dm) < CllgloN,

d’ou le résultat apres la sommation. O

On va également utiliser une estimation pour les grandes déviations annealed :

Lemme 2.25. Pour tout v € Mg, il existe C' > 0 tel que pour tout € > 0 assez petit,
PN ® 1(|S,| > ne) < Ce O

Ce lemme est une conséquence directe du principe des grandes déviations [[3], Théo-
réme 3.6], voir aussi [[2], Lemme 1.2.17]. On l'en déduit de la décroissance exponentielle
annealed des corrélations [[3], Proposition 3.1] et de l'approche martingale de Gordin
décrite dans [[6], Proposition 2.5] (voir [[3], paragraphe 4] pour la construction des mar-
tingales).

2.3 Version quenched du théoreme de la limite centrale

Dans ce paragraphe, on va étudier la version quenched du théoréme de la limite centrale
(TLC), c’est a dire a un on va montrer un TLC valable pour presque tout choix de w.
Plus précisement, on étudie les lois limites pour la somme ZZ;& po Tlf, pour w fixé, mais
générique. B

2.3.1 Un approch général

On décrit ici un résultat abstrait, démontré par Ayer. Liverani et Stenlund [8], qui
sera notre outil principal pour étudier le quenched (TLC). On considére ici un sys-
téme dynamique aléatoire i.i.d. {7}, },cq agissant sur X, avec une mesure stationnaire
p1. Soit ¢ : X — R un observable avec [y pdu = 0, et on définit Xy (w,z) = o(Tz) et
Sp(w, ) = ZZ;& Xj(w, ). On aura besoin d’introduire un systéme auxiliaire, défini de la
fagon suivante. L’espace probabilisé est toujours (€2, 7,P). Les applications, que 'on dé-
notera par 7, agissent sur X2 par Tw(x, y) = (T,yx, T,yy). On définit un nouvel observable
& : X2 — R pour ce systéme auxiliaire par &(z,y) = o(x) — p(y), et on désigne par S, sa
somme de Birkhoff associée.

Théoréme 2.26. On suppose qu’il existe 0> > 0 et C > 0 tels que pour tout t € R et

t .
n > 1 avec Jm assez petit,

t2 0'2

i~ S, _tio 1+]¢3
(1) [Epsng,(e'v=") —e™ 5 | < CHE,
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—t202

1L§n 1+t)3
Epeng (ugu (e V") = = C%'

(2)
On suppose de plus que pour tout n > 1, et tout € > 0 assez petit,
pp p que p p
(3) PN @ p (|5 > €) < CeCn.
Alors, le quenched (TLC) est vérifié pour P- presque toute suite w € QN, on a

Zk o ©

\/ﬁ
On peut vérifier les hypothéses de ce théoréme en procédant de la fagon suivante :
Etape 1 On démontre que le systéme aléatoire (Q2,P,T"), qui nous intéresse, vérifie les
hypotheses (Hp) a (Hg) décrit au paragraphe avec un espace Banach B. On vérifie
alors que ¢ appartient & un espace Banach By satisfaisant a la condition . Ainsi, le
SDA (Q,P,T) admet une unique mesure stationnaire x4 absolument continue par rapport a
m. En faisant ’hypotheése que ¢ n’est pas un cobord aléatoire, par Théoréme [2.22] Lemmes
et on sait qu'il existe o2 tel que les points (1) et (3) du Théoréme [2.26] sont

vérifiés.

Etape 2 On démontre que le systéme auxiliaire (Q,]TD,T ) vérifie les hypotheses (Hp) a
(Hg), avec un espace fonctionnel B de fonctions définies sur X2 , avec /i = m ® m mesure
de référence . Ainsi, ce systéme admet une unique mesure stationnaire po absolument
continue par rapport a meo. L’observable ¢ doit appartenir a un espace B qui vérifie la
condition (2 au début du paragraphe. et la mesure u®pu doit appartenir a ./\/l ~ c’est

adire h®@h € B. Il est évident de voir que les marginales de i sont absolument Contmues
par rapport a m et sont stationnaires pour le systéme (ﬁ,ﬁ’,f) Comme g est I'unique
mesure stationnaire absolument continue pour le systeme considéré, on en déduit que les
marginales de /i sont toutes deux égales a p, et donc [y @dfi = 0. Sous ces hypotheses et
par Lemme on sait qu’il existe 2 > 0 (la stricte positivité découle en fait de I’étape
3) tel que

= N(0,0?).

i3, 242 1+ ‘t’?’
Epong(uepu) (e V" ") —e 7| <C N

pour tous t € R et n > 1 avec \tf assez petit.

Etape 3 On démontre que 62 = 202. Ceci entraine que I'hypothese (2) du Théoreme
est validée. Les systémes aléatoires que les on considere dans tout ce chapitre satisfont
les hypotheses (Hp) a (Hg), donc Iétape 1 est ici inexistante. L’étape 2 ne présente pas
en général que des difficultés d’ordre technique : le systéme aléatoire auxiliaire agit sur
un espace de dimension deux fois plus grande que celle du systéme d’origine, ce qui né-
cessite d’utiliser un espace fonctionnel B plus compliqué que B. Ceci est particulierement
vrai lorsque X = [0,1] : en effet, dans ce cas, B est I’espace BV en dimension 1, tandis
que l'on devra choisir pour B I'espace QuasiHolder (ou n’importe quelle autre alterna-
tive comme BV en dimension quelconque). On devra alors tenir compte de I'accumulation
des discontinuités, un phénomeéne qui n’apparait qu’en dimension supérieure ou égale a 2.
Néanmoins, la structure particulierement simple des applications T., (des produits directs)
et des partitions de régularité (composées de rectangles) entraine que les hypothéses clas-
siques ou la dilatation I’emporte sur la complexité sont souvent vraies. Toute la difficulté
réside en réalité dans ’étape 3. Pour démontrer que o2 = 202, on utilisera la formule de
Green-Kubo qui nous donne une expression explicite pour les variances asymptotiques.

On démontrera dans les sous-paragraphes suivants que cette hypothese sur les variances
est satisfaite dans le cas ol toutes les applications T, préservent la mesure . On discu-
tera aussi un cas général (et ouvert) ou la mesure p n’est pas nécessairement préservée
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par toutes les applications. Avant de terminer ce sous-paragraphe, on démontre le lemme
suivant qui nous donne une condition nécessaire pour obtenir le quenched (TLC).

Lemme 2.27. [3, Lemma 7.2] En utilisant les mémes notations précédentes, si on suppose
qu'il existe o2 > 0 et 72 > 0 tel que

1. % converge en loi vers (0, 0?) sous la probabilité PN @ u,

2. % converge en loi vers A'(0,52) sous la probabilité PN @ (1 ® p),

3. pour P¥Nopt. w, % converge en loi vers A/(0,c2) sous la probabilité .

Alors 52 = 202.

2.3.2 Systémes unidimentionnels : Condition suffisante et non nécessaire

Dans ce paragraphe, on va utiliser Théoreme [2.26| pour fournir un conditionnement
concret et suffisant pour que le quenched théoreme de la limite centrale sans centrage
aléatoire est vérifié pour le (SDA) dilatant en dimension 1. Bien que la stratégie puisse
étre appliquée de maniére égale aux systémes a dimension supérieure, on se concentre sur
le cas unidimensionnel afin de maintenir la technicité a un niveau raisonnable.

Soit © un ensemble fini, P = {p, },en un vecteur de probabilité avec p,, > 0 pour chaque
we Q, et T = {T,}weo une famille finie d’applications de Lasota-Yorke sur l'intervalle
[0,1]. On suppose que toutes les applications sont uniformément dilatantes. On suppose
aussi que (Q,P,T") possede la propriété de recouvrement. Par les résultats du paragraphe
2.1.3] on sait qu’il existe une unique mesure stationnaire p absolument continue.

Soit ¢ € BV avec [ ¢dp = 0, qui n’est pas un cobord aléatoire au sens de la Proposition
. Par Théoreme ¢ satisfait ’annealed (TLC), dont la variance asymptotique
a? > 0.

Théoréme 2.28. Le quenched (TLC) est vérifié (i.e. S"\(/%") converge en loi vers N(0, 02)
pour p.t. w) si et seulement si :

nlgqgo;/ (Z/ gpode,u) dPEN () = 0.

Remarques 2.29. (1) La condition du Théoréeme méme s’il semble difficile & vé-
rifier en pratique, a avantage sur la condition 2 = 202 d’impliquer uniquement des
quantités associées au (SDA) qui on est étudié et non un systeme auxiliaire.

(2) Cette condition est trivialement satisfaite si toutes les applications préservent la méme
mesure p. On a généralisé le résultat de [3].

(3) On verra dans la prochaine section que, pour une grande classe de (SDA), chaque fois
que les applications ne préservent pas une mesure invariante commune, nous pouvons
toujours construire un observable pour lequel cette condition n’est pas satisfaite.

Démonstration. La preuve de ce théoreme se fait en 3 étapes :

Etape 1. D’aprés le paragraphe Popérateur de transfert P du systéme (Q,P,T)
admet un trou spectrale sur B = BV. Et puisque B est un algebre de Banach et ¢ € B =
Bg, on en déduit I’étape 1.

Etape 2. On va prouver que 'opérateur de transfert en moyenne P du systeme auxiliaire
admet un trou spectrale sur ’espace Quasi-Holder B= V1(X?). Comme ¢ € By = B ceci
entraine que 1’étape 2 est validée. On commence par la preuve d’une inégalité de Lasota-
Yorke .
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On rappelle les notations du paragraphe[2.1.4] (pour plus des détails voir[48]). On considére
que le cas o = 1. Soit S : M — M une application de classe C? par morceaux sur un
compact régulier M C RY, avec une partition de régularité et injectivité {U;}; qui satisfait
les hypotheses (PFEi), i = 1,2,3,4 de [48] avec une constante €(S) > 0, ¢(S) et s(S) < 1
correspondantes. Il est facile de voir que si T' est une application uniformément dilatante
C? par morceaux sur l'intervalle [0, 1], alors S = T = T x T satisfait ces hypothéses sur
M =1[0,1]% et s(S) = \(T)~ L.

On définit, pour tout 0 < d < ¢y(.5)

(1—s(@)s (@)

ma(T; ' B.(0TU;) N B
Gz(e,0) = sup Z (B

i

)

(1-s(@s®)

et n=(d) = s(T) +2 (sup0<5<5 G%(;(S)> 0. On rappelle que B¢(A) désigne le e-voisinage de
A pour la distance euclidienne.

Soit V1 (M) lespace Quasi-Holder sur M. On rappelle que la définition de cet espace fait
intervenir un parametre €. L'espace Vi (M) ne dépend que du choix de €, mais la sémi-
norme elle en dépend, bien que deux choix de ¢y donneront deux sémi-nomres équivalentes.
On notera la sémi-norme |.|¢, pour souligner la dépendance en €y. L’opérateur de transfert
Pg de S satisfait I'inégalité de Lasota-Yorke suivante sur Vi (M) :

Proposition 2.30. [48, Lemme 4.1] Sous les conditions précédentes, pour tout 0 < ¢y <
eo(T) et f e Vi(M), on a

|Pafle < (14 e(T)s(T)eo ) nz(co)| fleo + AT, c0)IIf |y,

avec A(T, €0) est une constante finie qui ne dépend que de S and €.

On va donne une estimation de la fonction Gg dans le cas ou S =T x T, avec T est
une application de type Lasota-Yorke sur [0, 1]. Si {I;}; est la partition associée a T', alors
la partition de S est donnée par {I; x I;}; ;.

Lemme 2.31. Soit T : [0,1] — [0, 1] une application uniformément dilatante de classe
C? par morceaux et S =T x T : [0,1]?> — [0,1]. Alors il existe §(T") > 0 tl que pour tout
0<e<d<4(T), on

i 64s(T) e
AR LS

Démonstration. On désigne par B°(A) le e-voisinage de A pour la distance (*°. On a

B.(A) C B>X(A). Pour tout i et j, on a T'(f; x I;) = TI; x TI;, qui est un rectanagle dont
les cotés sont paralléles aux axes de coordonnées. Ainsi,

B.(9T(I; x I;)) € BE(OT(I; x ),

ce qui donne

T;5' Bo(OT(I; x 1)) © B (91; % 1),

L’inclusion provient de la structure produit de S. On a alors

TTL(Tijlee(ﬁf(Iiij))ﬂB(ks(f,))é(x)) < (B (OLXI)NB 7 5(7)) < 165(T)e(1—s(T))6

1. Pour tout disque D de rayon R et tout rectangle R = [a, b] X [c, d] dans le plan, on a m(DNBX (OR) <
167 R for any r > 0.
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Pour tout § assez petit, en fonction de T, toute boule B ne recontra qu’au plus

A ! (1-s@)s(®)
4 éléments Tijlee((?T(Ii x 1), d’ott le lemme. O

On peut montrer une inégalité de Lasota-Yorke sur V;([0,1]2) pour 'opérateur P as-
socié au systeme auxiliare (Q,P,S), avec S = {S, }weq = {Tw }wen- On remarque d’abord
que S =T ®T7. On sait aussi qu’il existe A > 1 tel que A(T,) > A pour tout w, et donc

5(S,) = MT,) P < AL
Lemme 2.32. Il existe n > 1, ¢g > 0, < 1 et K > 0 tel que pour tout f € V4(X?), on a
[P fley < 01 fleo + Kl\fHL1 :

Démonstration. Soit egn) > 0 plus petit que 60(T£) W et 0(T,) pour tout w € Q".

w

En sommant les inégalités données par la Proposition [2.30] combiné au Lemme pour
chaque Sf, on obtient

P fl < (042 (A AT ]+ A1
@ = m(l—xn) ) e L
ou A(eén)) est une constante finie que ne dépend que de egn). Comme le terme en face de
| f€<n>| tend vers, il suffit de prendre n assez grnad pour obtenir le lemme. O
0

Proposition 2.33. Si (2,P,T) possede la propriété de recouvrement, c’est a dire pour
toute boule B C M, il existe n > 1 et w € Q" tels que T}(B) = M, alors ’hypothese (Hg)
est vérifiée, et de plus la densité de Punique mesure stationnaire absolument continue est
bornée inférieurement par une constante ¢ > 0.

Ceci montre que 'opérateur P vérifie les hypothéses (Hy) & (Hs) du paragraphe
I1 nous reste a vérifier (Hg), donc il suffit de prouver que le syseme auxiliaire possede la
propriété de recouvrement et d’appliquer la Proposition [2.33]

Lemme 2.34. Le systéeme (Q, P, S) posséde la propriété de recouvrement : pour toute boule
B C[0,1]%, il existe n > 1 et w € Q" tels que SI(B) = [0,1]2.

Démonstration. Soit B C [0,1]? une boule. Il existe deux intervalles non triviaux I et .J
inclus dans [0, 1] tels que I x J C B. Comme le systeme (2,P, T') posséde la propriété de
recouvrement, il existe n; > 1 et w) € Q™ tels que T (1>(I> [0,1]. Soit K C T (J)

un intervalle non trivial. Par la propriété de recouvrement, il existe ny > 1 et w® ) € Qe
tels que 7%, (K) = [0, 1], et donc

7%, (17, () = [0, 1],

w(®2)

En particuleir, T () est surjective. On pose n =ny +ng et w =w@w® Ona

T x J) = TH(I) x T2(J)
= TZ?(QQ) (Tn(ln ) X Tn(Qz) (T£(11>(J))
=T"%([0,1]) x [0,1]

w(2)

= [07 1] )

(1
)

puisque 172 W@ est surjective. O
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Ainsi, l'opérateur de transfert P admet un trou spectral sur V1(X?), ce qui termine
I’étape 2.
Etape 3. D’aprés Lemme le quenched (TLC) est satisfait si et seulement si 52 = 20°2.
Le lemme suivant prouve que que la condition au-dessus est équivalente a la condition
donnée par Théoreme [2.28] ce qui en termine la preuve.

Lemme 2.35. On a 62 = 202 si et seulement si

nlggoﬁ/ (Z/ @ode,u> AP (w) = 0.

Démonstration. Comme la densité h ® h de la mesure p ® p appartient a B= V1(X?), on
a d’apreés Lemme [2.24]

1 &2
Ch nlgglo nEP®N®u®u(S ).

On a

Brovoponl ) = 3 [ [ [ S8BT e, 1)) ()2 )

k,l=0
k L) — ! . SN ().
MZO L[ [ (et = o) (o(The) - o(ty)) duta)dut)dP )

/QN// P(Thw) = o(Thy)) (@(Tix)—sO(Tiy)) du(x)dp(y) AP (w)
XJX

On obtient donc

n—1 2 2
Eoreuen(S2) =2 [ [ (wafa:)) () dP™ () (Z | eThoyina ) 4P (w)

= 2Bpeng, (Sa 2/ (Z/ gpode,u> AP (),

d’ou lemme, le fait que

1
o = lim ~Epeng,(Sy),

par la formule de Green-Kubo.

2.3.3 Un contre exemple

On montre par un contre-exemple que le quenched CLT n’est pas toujours vérifié des
qu’on ne suppose plus que la mesure stationnaire est préservée par toutes les applications
{T,}veq- On considérera deux applications Tp et T de type Lasota-Yorke, uniformément
dilatantes, et possédant toutes les deux la propriété de recouvrement. Par conséquent, elles
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admettent chacune une unique mesure absolument continue et invariante, que 1’on notera
respectivement pg et pq. On supposera que pg # p1. On suppose aussi qu’il existe C' > 0
et A < 1 tels que pour toute suite (wy,) dans {0,1}, tout n = 1 et toute fonction f € BV
d’intégrale nulle par rapport a la mesure de Lebesgue, on a

Hpum o 'Pw1fHBV < C)‘anHBV

Cette hypothese, dite de perte de mémoire exponentielle (voir chapitre 2 de [2]). Elle est
satisfaite dans plusieurs cas, comme par exemple si Ty et T sont suffisamment proches
dans une topologie convenable, ou si Ty et 71 sont deux [-transformations, avec des 3
assez proches.

On considere alors le systeme aléatoire de Lasota-Yorke donné par Q = {0,1}, et py =
p1 = % Il admet lui aussi la propriété de recouvrement, et donc admet une unique mesure
stationnaire absolument continue p. On considére un observable 1) de classe C* tel que

[ wdno# [ wn,
X X
et on pose
p=v— [ vdn
X
On va montrer que ¢ ne vérifie pas le quenched (TLC). D’apreés Théoreme m il s’agit
de montrer que
1 2
/ <ZZI fX ¥ o ka ... Twl d!“’) dIP@N(g) (2.12)
o Vn
ne tend pas vers 0.
En changeant la direction du temps, ¢’est-a-dire en remplagant (w1, - - - ,wy) par (Wy, -« ,w1)
et en appliquant l'opérateur de transfert, (2.12)) se réécrit
n—1 2
P, ...P, hd
/ (Ekl Jx @l - P m) AP (w), (2.13)
o Vn

ou h est la densité de u. Pour toute suite w, on a grace la propriété de perte de mémoire
exponentielle

|Py, ... Py,h— Po, ... Py P, hlgy < CA"

n+1

Par conséquent, P,, ... F,, converge exponentiellement vite vers une fonctionh,, € BV : il
existe C' > 0 et A < 1 telles que pour tout n =1 et tout w,

1Py, ... P, h — hyllpy < CA™

Soit o le décalage & gauche sur I'espace des suites infinies Q. L’équation ([2.13)) se rééerit

alors
2

dP®N (w).

Spot [ horory dm + O )]
Jo 7

On pose
G(g):/ © hy, dm.
e

La fonction G est Lipschitz sur QN pour la distance symbolique dy (w, ) = A@e) avec

s(w,w’) =inf{n > 1 : w, # w,}.
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En effet, si w1 = wl,...,w, = w),, alors

G(w) - G| < [[ellollhe = hullBY
< |hy — Py, ... Py, hl|By
+ |(Puy - - Pa, — Puy .. Py )hl|Bv
+ By oo Puyh — hy|lBy
< CA.

Cette fonction G nous permet de réécrire (2.13) comme

n— 2
/QN <O<1) + Z\;ﬁé G(Ukw)> d]P)®N(g)

Si la fonction G était de moyenne non nulle, alors le théoréeme de Birkhoff pour o (et
Iﬁ’) assurerait que I’équation précédente exploserait, et on aurait gagné. En fait, G est de
moyenne nulle (sa moyenne est I'intégrale de ¢ pour la mesure stationnaire), donc il faut
travailler un peu plus. Comme G est Holder, elle satisfait un théoréme de la limite centrale
pour o. Si ce théoréme limite est non dégénéré, la variance asymptotique est non nulle, et
on obtient . Reste a exclure le cas dégénéré. En ce cas, la fonction G serait un cobord
et méme un cobord Holder (résultat classique de régularité automatique). En particulier,
G devrait étre nulle sur les points fixes de F', et donc G(0,0,0,---) = G(1,1,1,---) = 0.
Comme

7(0,0,0,---) = lim Py'h,

est la densité de la mesure stationnaire po pour 7p, on a

G(0,0,0,"-):/gad,uo et G(l,l,l,---):/ odp .
X b's
Ainsi,

/soduo =/s0du1(= 0).

C’est absurde, car cela contredit le choix de notre fonction ¢.

2.4 Conclusions

L’exemple de contre-exemple précédent suggere fortement que, dans la situation gé-
nérique ou la mesure stationnaire u n’est pas préservée par toutes les applications T, le
quenched (TLC) sans centrage aléatoire n’est pas toujours vérifiée. On pourrait alors étre
tenté de conjecturer qu’il faut un centrage aléatoire nécessaire, i.e. que pour PV,

Sn(g) ) - :U’(Sn(g7 ))

Vn
Un indice dans cette direction est donné par Théoreme [2.28] car il affirme que le quenched
(TLC) sans centrage aléatoire est valable si et seulement si % tend vers 0 dans

=, N(0,0%).

L2(PY), c’est-a-dire si et seulement si la différence entre les deux formulations est négli-
geable en L2.

Dans un article récent de Dobbs et Stenlund [24], 'importance du centrage a été mise en
évidence dans le contexte des systémes dynamiques quasistatiques et en particulier le fait
que la régularité de la distribution initiale joue un réle pour déterminer si un centrage est
admissible ou non, voir la section 3.2 et la discussion apres Théoreme 3.6.



Chapitre 3

Principe d’invariance presque siir
pour les applications aléatoires
dilatantes par morceaux

Dans ce chapitre, on présentera des résultats sur les théoremes limites pour les applica-
tions aléatoires dilatantes par morceaux issues de 'article [25] soumis dans Arxiv. J’avais
callaboré avec Mr. Vaienti tout au début de cette recherche en 'aidant & construire la
martingale qui suivera. Mr. Vaienti m’a donc autorisé a utiliser une partie des résultats de
[25] qui j’adapterai aux applications de 'intervalle de type Lasota-Yorke. On introduira
un cadre fonctionnel abstrait sous lequel on démontrera ’existence d’une mesure de pro-
babilité invariante absoluement continue. Ensuite, on construira la martingale inverse et
établira diverses estimations utiles qui joueront un réle important dans le reste. Puis, on
étudiera le théoreme de Sprindzuk et leurs conséquences. On terminera ce chapitre par
la présentation de notre résultat principal : Principe d’invariance presque siir pour les
applications aléatoires dilatantes par morceaux.

3.1 Préliminaires

On présente dans cette section les applications fibrées et les espaces de fonctions as-

sociés qu’on les utilisera pour former la concaténation aléatoire. On va les appeler des
transformations aléatoires dilatantes, ou applications aléatoires de Lasota-Yorke. On va se
référer a et utiliser les hypotheses générales pour ces applications, telles que proposées par
Buzzi [18] afin d’utiliser ses résultats sur la décroissance quenched des corrélations. Cepen-
dant, on renforcera quelques-unes de ces hypothéses dans le but d’obtenir des théorémes
de limites. Les conditions supplémentaires proposées par les auteurs [25] sont semblables a
celles appelées Dec et Min dans larticle [21], et ont servi a établir une propriété semblable
a la quasi-compacité pour la composition des opérateurs de transfert.
Soit (€2, 7,P) un espace de probabilité et soit une transformation inversible o : Q — Q
qui préserve la mesure P. On supposera que P est ergodique. On prendra comme (X, .A)
I'intervalle unité muni de la sigma-algebre de Borel. On considérira ’espace d’observables
donné par les fonctions & variation bornée. Cette espace est caractérisé par la variation
notée par Var : L'(X, m) — [0, 0] qui satisfait aux conditions suivantes :

(V1) |hlloo < Cvar(||h]]1 + Var(h)) pour certaine constante 1 < Cyg, < 00;

(V) {h: X = Ry : ||h]1 = 1 et Var(h) < oo} est L'(m)-dense dans {h : X — Ry :
1Al = 1}
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On considere la norme suivante
IhllBv = Var(h) + |||,

sur I'espace BV. Nous considérons également la norme suivante
[h]lvar = Var(h) + [|h]|sc,

sur 'espace BV qu’est (bien que différente) équivalente a la norme ||.||gy. Il est évident
que
HhHBV < Hthar- (3'1)

Pour tout n € N et w € 2, on considere

1) =Tyn-1, 0 --- 0o T, (3.2)
et
P'=P, 1, 0P, (3.3)

Définition 3.1. Une famille d’applications aléatoires de Lasota-Yorke (T},)ucq est dite
uniformément satisfaite si :

(A1) L’application (w,z) — (Py,H(w,.))(z) est P x m-mesurable pour toute function
P x m-mesurable H telle que H(w,.) € L'(m) pour p.t. w € Q;

(Az) il existe C' > 0 tel que
|1Puollsy < C|ollBv,
pour ¢ € BV et P-p.t.w € ;
(A3) P-p.t. w € Q,
SUp [|fn+1 © Tont1(u)llBV < 00,
n>0

avec {(én)n>0} C BV et sup, ||¢n|lBv < o0}
(Aq) il existe K, A > 0 tel que

IP2oll gy < Ke |8l v,

pour n > 0, P-p.t. w € Qet ¢ € BV tel que [y pdm =0;
(As) il existe ¢ > 0 tel que
PLLlX > ¢,
pour n > 0, P-p.t. w € Q.

On introduit 'exemple suivant :

Exemple 3.2. (Application Lasota-Yorke aléatoire)
On prend X = [0,1], A une o-algebre sur [0, 1] et m la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. On

consideére
n

Var(g) =  inf sup |h(sk) — h(sk—1)!-
1

h=g(modm) 0=s¢<s1 <-<sp=1 | _

On sait bien que Var satisfait les propriétés (V1) et (V) ou Cygap, Kygr = 1. Pour une
application T": [0,1] — [0, 1] C? par morceaux, on consideére

o(T) = essin frepp|T'|-
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On considére maintenant une application mesurable et & valeurs finies, {T},},cq, C? par
morceaux sur [0, 1] vérifiant (A;) telle que

sup N(T,,) =: N < oo, inf §(T,)=:0>1, et sup|T)|e =D < <.
we we2 wed

Il est prouvé dans [I8] que la famille w — T, w € Q satisfait (Az) avec

N D 1

c=4(5V1)(5 V1) (GG V). (3.4)
pour deux fonctions a valeurs réelles g et go telles que
g1\ 92 = max{g1, g2}.

Il est évident que Var( %) < 522. On note que depuis N, la condition (As) est vérifiée.

La décroissance des corrélations (As) a été traitée dans les Propositions 2.10 et 2.11 dans
[21]. La, des conditions suffisantes ont été énoncé pour les systémes dynamiques séquentiels,
mais ces conditions peuvent étre facilement adaptées a notre approche aléatoire. Conze et
Raugi [21] ont proposé deux types de conditions, dont I'un I’hyopthese (A4). Le premier
type local requiert 'existence d’une application de fibres, applée Ty, dont 'opérateur de
transfert Py est quasi compact et exact. On définit une distance entre deux opérateurs de
transfert P et Py par

d(Pl,PQ) = sup |’P1¢—P2¢H
BV ||¢ll pv <1

Il a été démontré dans [21] qu’il existe un voisinage Uy de Py tel que toutes les concaté-
nations autorisées d’opérateurs de transfert tirées de Uy vérifient (A4).

Pour établir (A4) pour le deuxiéme type, plus général, la dynamique aléatoire non locale,
on requiert deux conditions :

(a) Recouvrement aléatoire : Soit A,, désigné la collection d’intervalles de monotonie pour
Papplication T, et défini par A, = \/;L:_& (T7)~tA,s,- On dit que les applications
aléatoires Lasota-Yorke {7}, },ecq couvrent [0, 1] si pour chaque n > 0, w € Q et
J € A il existe ng tel que T;7°(J) = [0, 1].

(b) Inégalité de Lasota-Yorke uniforme : il existe n € N, 0 < p < 1 et B > 0 tels que
pour p.tw € Q, |[PT||pv < pl|T|Bv + B|IT1-

Pour qu’'une application de Lasota-Yorke possede la propriété de recouvrement, Liverani
[[40], Théoreme 3.6] a établi dans [[40], Lemme 4.2] une décroissance exponentielle des
corrélations pour des fonctions a variation bornée, en utilisant des techniques de cone et la
propriété que la seule densité aléatoire invariante est uniformément bornée. Ces résultats,
en particulier [[40], Lemme 3.5], qui déterminent le taux de décroissance des corrélations,
sont directement applicables dans notre composition aléatoire. Une conséquence directe
de cette décroissance des corrélations résulte de I'exactitude des seuites (7,;,,);>0 pour
chaque w € Q. C’est-a-dire pour tout ¢ € BV avec [ pdm = 0, lim,,_,« || P}¢||1 = 0; voir
par exemple la preuve de la Proposition 3.6 dans [26].

La preuve de 'hypotheése (A4) maintenant est similaire a la preuve de [[21], Proposition
2.11]. En effet, I'exactitude, avec la condition de compacité (pour chaque suite (ij )jeN,
nous garentie 'existence d’une sous-suite convergente) assurent que pour tous g9 > 0
et w € Q, il existe ¢ € N tel que pour tous ¢ € BV avec [¢dm = 0 et j € N,
|PL ol < eoll¢llsv, par un argument diagonal. Cette propriété avec l'inégalité de

olw
Lasota-Yorke uniforme nous donnent (A4) essentiellement comme dans la preuve de [[21],
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Proposition 2.7].

On en déduit par la Proposition 2 dans [4] que 'hypothese (As) est satisfaite en utilisant la
propriété de recouvrement aléatoire et la conditions uniforme de Lasota-Yorke introduite
ci-dessus, et en supposant esssup,eql|T,,| < C'. Conze et Raugi ont démontré (As) dans
[21] pour des compositions de S-transformations avec [ sélectionné & partir des valeurs
d’un intervalle approprié, et que les auteurs de larticle [29] ont déclaré des conditions
suffisantes pour (As) pour des suites d’applications Lasota-Yorke qui sont des translations
d’une application fixe de Lasota-Yorke ou des petites perturbations d’une application fixe
de Lasota-Yorke.

Dans la suite on peut prouver 'existence d’une unique mesure de probabilité invariante
absolument continue dont sa densité donnée par : h :  x X — R, ou les fibres h,, sont
uniformément bornées en utilisant (A;), (A2) et (A4).

3.2 Existence d’'une unique mesure de probabilité invariante
absolument continue

On présente ici une nouvelle preuve de ’existence des mesures conditionnelles adaptées
de P'article [25] ; il s’agit d’une preuve alternative a celle contenue dans l’article [18].

Proposition 3.3. Soit {1, }wecq une famille d’applications de Lasota- Yorke uniformément
satisfaite sur X . Alors il existe une unique fonction mesurable et non négative h : Qx X —
R qui satisfait les propriétés suivantes

he, i= h(w,.) € BV, P(hy) = how el /th dm = 1.
De plus, pour P-p.t. w € Q, on a
esssupyeqllhw| By < 0. (3.5)
Démonstration. Soit
Y = {v :Qx X — R: vmesurable, v, :=v(w,.) € BV et esssup,eqllvel|py < oo}
Alors, Y est un espace de Banach sous la norme

lv]|oo := esssupweq||vw|l BV -

En plus, soit Y7 un ensemble de tout v € Y tel que

/ Vpdm =1,
X

pour P-p.t. w € €. On peut montrer facilement que Y7 est un ensemble fermé de Y et
aussi qu’est un espace métrique complet. On définit une application P : Y; — Y7 par

(P(Q}))w = Fy1,Vo-1y, vEY
En utilisant ’hypothese (Az), donc on obtient

1P (v)lloo = esssupueall(P(v))ullBv < Cesssupueallve-1ullBv = Cllv]o-
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D’une part, en utilisant I’inégalité suivante

/(P(U))w dm = /Pa_1wv(,_1w dm = /'Ua.—lw dm =1,

pour P-p.t. w € Q, on en déduit que P est bien défini. D’autre part on obtient la continuité
de P grace a l'inégalité suivante donnée par

|IP(v) = P(w)|loo < C||Vw|loos pour v, w € Y.

Choisissons ng € N tel que
Ke™ 0 <1,

On choisit arbitrairement v, w € Y7 et en utilisant (A4), on obtient
| Prg (V) — Py (w)|loo < Ke_/\"oesssupweg\\vgfnow — Wy—noyllBY = Ke_)‘"oesssupwegHv — W||oo-

Ceci nous donne que P™ est une contraction sur Yj. Par conséquent, il admet un seul
point fixe h € Y7. On consideére

1~ 1 ~ 1

hy = —hy+ —Py-1,(hy—1,)+ -+ 7P0_—1(n0—1)w(h0.—(n—1)w)7 w € Q.
no no no

On remarque que la densite h est mesurable, non négative et [ h,dm = 1 et un simple

calcul nous donne
P(hy) = hoy-

Finalement, en utilisant (A4) on obtient alors

cmo —1
no(C— 1)

esssupyellhollBy < esssupweQHﬁwHBv < 00.

Ainsi, on a établi I’existence de h. L’unicité est évidente car chaque h, satisfaisant I’asser-
tion du théoreme, est un point fixe de P et donc aussi de P™ ce qui implique qu’il doit
étre unique. O

On note que dans larticle [I8] Buzzi a prouvé le résultat ci-dessus avec un controle

plus faible sur les propriétés de T,,, et a montré I'existence d’une mesure de probabilité
invariante absoulement continue, dont sa densité { h, }.cq alternative sous moins des condi-
tions restrictives. En effet, ce résultat est satisfait avec C' = C(w) tel que logC € L'(P)
sans les conditions (Az) et (Ayg).
Soit p,, la mesure de probabilité sur X, dont sa densité h,,, donnée par du,, = h,dm pour
w € . On étudiera dans le reste de cette section les propriétés de la mesure p,. Tout
d’abord on va montrer que la densité h,, posséde une borne inférieure uniforme gréace a la
condition (As). Puis on utilise I'hypotheése (A4) pour établir la décroissance des corréla-
tions pour les applications Lasota-Yorke qui sera utilisée plus tard.

Lemme 3.4. (Borne inférieure bornée) On a

< essinfh,, pour p.t.w € Q. (3.6)

N O

Démonstration. Soit p,, une mesure de probabilité dont la densité h, donnée par

he = P lx — (PP 1x — hy).

o o "w

EﬂM/’f gmfaff.cam 9
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D’apres ’hypothése (As) on a d’une part

essinfhy, > ¢ — ||Prn,1 = hylloo > ¢ = Coar||P)-ny,1 — hy||BV- (3.7)

—w w
D’une autre part, on a d’apres (Ay)

”P:—”wl - thBV = “Pg—"w(l - hU*”w)HBV < Ke—Anul - ho*"wHBV7

le fait que 1 — hy—n,, € BV et par 'inégalité (3.5)), on obtient

[Pl — hollpy < Ke ™™™,

—ng,

pour certaine constante K > 0. 11 suffit de choisir un entier n tel que

CVarf(/e_)\n <

N O

D’ou lemme. O

Lemme 3.5. (Décroissance des corrélations) Il existe K > 0 et p € (0,1) tels que

| [Erhapin— [sdu. [Gduos| < Klollblar,  (39)

pour tous m >0, 1 € L>®(X,m) et ¢ € BV (X, m).

Démonstration. On commence par un cas simple ol

/)(d)duw:/xgbhwdmzo,

donc

| [ Prhaypim— [ o [ vdnon

< [[9lloo 15 (Phe) 1B -

En utilisant (A4), on obtient

[Pz wdm— [6du,. [ | < Klvlsl6holsy.

Finalement, 'inégalité (3.8)) est satisfaite d’apres (5.21)). Généralement, on suppose que
[ édu. 0.
X
On a

\/pﬁ(thwwdm_/w%. /ﬂ,dum

< Wlloo [ |(P2@ha) dm— [ [ 6hodm]hon)| dm
= | [ ohodml. [ |P2@ = ho)|am

9o | [ 6hodm|-1P2@ ~ b5y

IN

avec

¢ hy = (/gbhwdm)@.
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Notons que
/((I)—hw)dm:O,

et en utilisant (A4), on a donc
0o - hy dm|.||P2(® — hy, < Ke M |9)]|oo - —/ hodm) hy| .
[0l | [ 6 hodm| IP2@ = by < Ke il (6= [ohoam)n,
D’apres les deux inégalités (5.21)) et (3.5]), on obtient
| [ P2y dm — [dus. [wdgne| < K5[0l 0]5v,
pour certaine constante K’ > 0. D’ou lemme d’apres I'inégalité (3.1)). O

Dans la suite, on va étudier le principe d’invariance presque siir par la méthode de
martingale aus sens inverse. Pour cela, on considére un observable ¢ : 2 x X — R. Soit
Yy = Y(w,.), w € £ et supposons que

sup ||¢wHBV < 00. (39)
On considere la somme de Birkhoftf donnée par ZZ;(% Yx, o T, associée a I'observable
2

centrée U, = 1, — [ %, dpi, dont la variance donnée par 72 = EM(ZZ;(I) Jo.kw oT U’j)

3.3 Construction de martingale au sens inverse

Dans cette section, On étudie certaines caractérestiques des mesures fibrées. Puis, on
construit la martingale inverse et on établit diverses estimations utiles qui joueront un réle
important dans le reste du chapitre. Pour w € Q et k£ € N, soit

T3 = (T5)7(A).
On introduit une relation trés importante :

Définition 3.6. (relation de dualité) Pour tous ¢ € L*(X,m) et ¢ € L>(X,m)

/(medm:/ ¢ (¥ o T,,) dm. (3.10)

X X

Lemme 3.7. Pour tousn € N, ¢ € L'(X,m) et » € L®(X,m), on a
/(Pﬁqﬁ)wdm:/ ¢ (¢ o T) dm. (3.11)
X X

Démonstration. On raisonne par récurrence. L’égalité (3.11)) est satisfaite pour n = 1
d’apres 'égalité (3.10)). Supposons que 1’égalité (3.11)) est vérifiée a 'ordre n, i. e.

[ Rz wdm = [ o o T2)dm.
X X
Et montrons qu’elle reste vraie a l'ordre (n + 1). D’apres 1’égalité (3.3 on a
/ (PIH ) hdm = / Pyny(PL) b dm.
X X
D’apres 'hypothese de récurrence et I'égalité (3.2)), on obtient
[ Pt Bzo)bdm = [ 6 0 T o Thdm = [ 06 0 T34 dm.
X X X

D’ou lemme. O
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On présente une relation entre la dynamique et son opérateur de transfert donnée par
le lemme suivant :

Lemme 3.8. On a

Pw((¢ 0 Tw)¢> = wpw¢a
pour tous ¢ € LY(X,m) et € L=°(X,m).

Démonstration. Soit g € L*°(X,m). Puisque
(Y o T,)9 € Ll(Xa m),

et d’apres la relation ([3.10) on obtient donc

J Pl T)ogdm = [ (o) élgoT)am = [ ((Wg)oTu)odm = [ (6P.o)gdm.

ce qui prouve immédiatement le lemme. O

Un lien existe entre la mesure de Lebesgue m et les mesures fibrées pyn, pour tout
w € € donné par I’égalité suivante :

/quhajwdm:/ngd,ugjw. (3.12)

Lemme 3.9. Pour tout ¢ : X - R, on a

/ ¢ o T, du, = / ¢ At - (3.13)
X X
Démonstration. Soit B € A. D’aprés le troisiéme point du Théoréme on obtient

/’LO'U.)(B) - Twﬂw(B)a

ceci équivalent a

/B At () = /B T (€)dptos(€) = /X 15(1) dpiows (1) = /X 15(T) dpio(€).

Ainsi (3.13)) est satisfaite pour ¢ = 1p. Ensuit il suffit de suivre les étapes de la théorie
d’intégration, c’est a dire :

(i) On prend une suite d’observables étagés (¢g,)n qui converge vers 1 quand n — oo,

(ii) ¢ est un observable positif,
(i) & € L (X, o).

D’ou lemme. O

On présente un lemme qui généralise Lemme précédent.

Lemme 3.10. Pour tout observable ¢ : X — R, on a

/X¢ o Ty dpy = /chduanw. (3.14)
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Démonstration. On raisonne par récurrence. Pour n = 1, I’égalité (3.14) est satisfaite en
utilsant Lemme Supposons que (3.14)) est vérifiée a 'ordre n, i.e.

/ ¢ o TMdyy = / & djione- (3.15)
X X
Et montrons qu’elle reste vraie & I'ordre n + 1. D’apres ’égalité (3.2) on a
/ ¢ o T, dpy, = / (¢ 0 Tonw) o T3 dpte-
X X
En utilisant 'hypothése de récurrence puis Lemme [3.9] on obtient
/ (¢ 0 Tyny) o T dpy, :/ ¢ 0 Tyny ditgny, :/ ¢ dpgnri,,.
X X X

D’ou lemme. O

Lemme 3.11. Pourtous ¢ : X - R, 0<[<netwe ona
/X(¢ o TV).(15 o T") dpuy = /ng;.(13 o T dptyr,,. (3.16)

Démonstration. On raisonne par récurrence. L’égalité (3.16]) est vérifiée pour n = [; en
effet

[ 60 T)1m 0 T = [ (6.19) 0 THdus = [ 60 T2 dp
D’apreés Lemme [3.10] on obtient
[ oo Tdn, = [ oduor= [ (6:15) dione.
B B X
Supposons que 1’égalité (3.16)) est satisfaite a 'ordre (n — 1), i. e
/X(¢ o TL).(15 o T") dpuy = /quB o T g,
Et montrons qu’elle reste vraie a l’ordre (n + 1) — [. Par un calcul simple on a
/ ¢.(1p o T, Zj_l )dlu'O'lU.) = /X P. |:(1B 0 Tynt1y) © TOT-LZZ,I} dftgiy,-
En utilisant I’hypothese de récurrence, donc on obtient
/X¢ [(lB o T0"+1w) ° T:l;l} dtgly, = /X(¢ ° ch;)(lB 0 Tynt1y, © TL:L) e
= /X(¢ o T)).(1g o T ) dpy,.

D’ou lemme. O

Lemme 3.12. On a :

n—1
Eo(¢ o TL|T?) = (w) o T (3.17)

w
ha"w
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—1
P:lw (halw¢)
hony,

borélien arbitraire A = (T?)"'B € T pour certain B € A. On a donc

Démonstration. On a ( ) o T7' est T'-mesurable. On prend maintenant un

/ 6o T du, :/ (6 o T) 1adpe, :/ (¢ 0 TL).(1 o T dp, (3.18)
A X X
En utilisant Lemme [3.11] on a donc
/ (¢ o TL) 14 dpse, :/ (p o TL).(1p o T dpu,, :/ (hgi®)-(1p o TV 1) dm. (3.19)
X X X

D’apres Lemme [3.7] on obtient

n—l
/X (hyt#).(1p © TV dim = /X W 15 dpigne. (3.20)
En appliquant de nouveau Lemme [3.11] on en déduit que
n—l n—1
/X W 15 dfign, = /A [(W) o T2 dpr- (3.21)
Ainsi la preuve est terminée d’apres les inégalités (3.18)), (3.19), (3.20) et (3.21)). O
On considere M, et G, définis par
My, = ony + Gn — Gpy1 © Tyny, n €N, (3.22)
ou Gy =0 et _
Gr1 = ng“(wak“hi‘i‘jj Gkh"k“), k € N. (3.23)
Proposition 3.13. On a
E, (M, o T"|7T*1) = 0.
Démonstration. En appliquant Lemme [3.12] on obtient donc
E, (M, o T,|T™) = (W) o T, (3.24)
o T lw

En utilisant (3.22)) on a donc

PU”w(hU"an) _ Pa"w[ha"w@Za"w + honwGn — ha”w(Gn+1 ° Ta"w)]

ho.n-l»lw ho-n-l»lw
En appliquant Lemme pour ¢ = hgny, ¥ = G,y1 puis Proposition on obtient
Pa"w(hanw(Gn—i-l © To’"w)) = Gn—l—lPo”th”w = Gn+1ho-”+1w-

D’apres I'inégalité (3.23)) on a
Po"w(hcr"an) _ 0
ho-'rH»lw ’
D’ou lemme. O

Lemme 3.14. on a
sup |Gyl By < 0.
n>0
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Démonstration. En itérant (3.23)), on obtient

1 n—1
G, = T S P (Wginhgiy), €N (3.25)
oW ]:0

En utilisant (A4) et I'égalité (3.12) on a

-
H ZP:le w(ﬂw UJUJ)HBV < KZ (n=9) Hwaﬂw JJw”BV7
7=0

pour chaque n € N qui est combiné avec les inégalités ((5.20] - . et (| .

impliquent la conclusion du lemme.

Lemme 3.15.
sup | M2| gy < oo.

Démonstration. En utilisant (As) et Lemme donc on obtient
sup HGn—f—l o Ta"wHBV < 00,

le fait que {(Gp)n>0} C BV. D’apres (3.9), (3.22) et Lemme on en déduit que
sup || M2| gy < oo.
D’ou lemme. O

Lemme 3.16. On a
sup [[B, (M o T7571) o < o0
nz

Démonstration. En utilisant Lemme [3.12] on obtient

n

B2 o o7+ = (Frelherslla)y,

ha-n+lw

et d’apres (3.6 on a

1
sup B (M o TZITZ oo < =~ [1Ponis (homes M) oo
n>

En prenant en compte (5.21)), (A2), (3.5) et Lemme et le fait que ||.||cc < Cuarll-||BV
(voir (V1)). D’out lemme. O

3.4 Théoreme de Sprindzuk et conséquences

L’outil principal pour établir le principe d’invariance presque siir est le Théoréme [3.21]
introduit au paragraphe Toutefois, afin de vérifier les hypotheses de ce théoréme, nous
devrons d’abord appliquer le résultat classique suivant en raison de Sprindzuk [50].

Théoréme 3.17. (Inégalité de Gal-Kosma)[50]

Soit (£2,G, ) un espace probabilisé et soit (fi)x>01 une suite de fonctions positives et
mesurables sur Q. Cependant, soient (gi)x, (hk)r deux suites bornées de nombres réels
telles que

0<gr < hy, <M,
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pour tous k > 1 et certain M > 1. Supposons qu’il existe une constante C' > 0 telle que
2
/ (X () =g) duw) <C > Iy (3.26)
& m<k<n m<k<n
pour les entiers naturels arbitraires m et n tels que m < n. Alors, pour chaque € > 0
1 3
Z fr(w) = Z gk—l—O(@f(n)log?“@(n)),
1<k<n 1<k<n
pour p.p.t. w € Q 0t O(n) = 3 <<y hic-
On définit dans la suite les quantités suivantes :

(GK):/[ Y Eu(MEo THTMY - Y E, MkoT’“)rd,uw,

m<k<n m<k<n
et
— [Bu(? o TUTE) EL(MF o TUTE) dp
Une estimation nécessaire de la quantité (DC) — E,(M? o T, j,)]Ew(MJQ o TJ) est donnée
par le lemme suivant :

Lemme 3.18. Pour tous i < j, on a

Pojw(hgjw
haj+1

Démonstration. En utilisant Lemme [3.12] on a pour tout ¢ < j

(DC) :/[(Pw(th?)> . Tj—l—l}’{("]“’(hﬂw)) o T4 dp

Rgitig, Rgitiy,

‘(DC) — Eo(M? o T8).E,(M? o Tg)\ < Kpi—i“H 7 HOO.HMEHW.

En utilisant Lemme [3.10l on obtient

(DC) = / (Po-iw(hginl?))'[(Pajw(ho-jwM]Z)) o Tg:’lw} djigien,,.

ho.i+1w ha.j+1w

D’aprés Lemme on a

(DC) = [ P (i), (M) dm,

ha'f+1w

En utilisant Lemme m 3.10}, I'égalité (3.12)) et Lemme on en déduit que

P, (M?h,_,
Ew ‘0o TJ / ggw dm /WdﬂajJrlw’
ho.j+1w
Ainsi
A } o h
(DO) ~Eu(M? 0 T Eu(M? 0 TS) = [ PL (hyi, M?). (h()) am
ol T w

h
_ /M2 ity Mdugmw

hajJrlw

D’apres I'inégalité (3.8]) on en déduit que

2 i 2 j j—i+1 Pajw(ho]’wMaz) 2
|(DC) = Bu(M? o T}).Eu(M} o TI)| < K=+ |12 var,
ho.j+1w 00
. PRy, M7) 2 n _
en remplacant ¢, ¢, w et n respectivement par ”?11“], p=M:? oc"wet j—1+1.

D’ou lemme. O
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Lemme 3.19. Pour chaque € >0, on a
n—1 n—1 1 3
> EL(ME o TETE) = 3B (ME o Th) + 0(02 (n) log2*0(n)),
k=0 k=0
pour .p.t. w € € o1
n—1
O(n) = > (Bu(M o T5) + | MElvar)- (3.27)
k=0
Démonstration. En fixant w € €. On veux appeler Théoreme [3.17] a
Tk = Ew(Mlg o T£|7j+1) et gy = Ew(Mlg © Tf)
Un calcul simple nous donne
2 ok prkt1y) > ky) 2
GE) = [ (> Bo(MPo TETEN) duw+ [ (Y Bu(ME o TH)) du,
m<k<n m<k<n
=2 (X R o THTE ) due [ (3 Bu(MF o T)) dp
m<k<n m<k<n
En permettant somme et intégrale on obtient
[ B o)) dp = 3 Bu(ME o TE),
m<k<n m<k<n
Et par suite
>k kt1y)? 2 ky)?
(GK) = /( S Eu(ME o TETFY) dpw+ (3 Eu(ME o TH))
m<k<n m<k<n
- 2( Y B o) (X B o THTEY) du,
m<k<n m<k<n
or M2 o Tk est T*!-mesurable donc d’apreés la formule (5.17) on a
Ew(Ml? ° Tf‘ﬁJrl) = Ew(Mlg ° Tf),
on en déduit que
2 kprkt1y) > ok
GK) = [( 3 B o THTE) duy - (Y ELOMF 0 7))
m<k<n m<k<n
En developpant la somme qui est a l'intérieure de l'intégrale, on a donc
GK) = [ X Bu(Mfo THTAN dp (3.28)

m<k<n
FoY [ e T O o TTE) di
m<i<j<n

— 2 Y Eu(M}? o T))Eu(M; o TY).

i
m<i<j<n

(3.29)
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En plus d’apres la formule ([5.17)) on obtient
[ B0 o THTE) < [EL(ME o THTE )l B (M1F o T5).

En utilisant Lemme et I'inégalité (3.28)), donc on a

(GK) < > |[Eu(ME o THTF™)||cEu(ME o T)

m<k<n

oy ol

m<i<j<n

| M [lvar-

o0

Ainsi, I'inégalité (3.26)) est satisfaite en combinant I’hypothese (Asg), les inégalités (3.5)),
(3.6) et Lemmes et avec

hy, = Ew(Mlg © Tf) + ||M13||var'

Finalement le lemme est vérifié directement en appliquant Théoreme [3.17] ]

3.5 Principe d’invariance presque siir

On décrit ici un résultat abstrait, démontré par Cuny and Merlevede [22], qui sera notre
outil principal pour étudier le principe d’invariance presque stir qui est une correspondance
des trajectoires du systéme dynamique avec un mouvement brownien de telle sorte que

Ierreur est négligeable par rapport a la somme de Birkhoff. On commence par la définition
du (PIPS).

Définition 3.20. Pour A € (0, %], et X2 d x d matrice symétrique, sémi-définie positive
(éventuellement dégénérée), on dira qu'un processus (8,), & valeurs dans R? satisfait le
principe d’invariance presque siir avec I’exposant d’erreur X et la covraiance asymptotique
»? §'il existe deux processus (Yy), et (Zy)n, définis sur un autre espace de probabilité,
tels que

1. Les processus (y,)n et (Yy), ont la méme distribution ;
2. Les variables aléatoires (Z,), sont indépendantes et distribuées selon la loi N'(0, %2);

3. presque surement, | ZZ;(IJ Y, — ZZ’;% Zi| = o(n?).
On introduit un théoréme nécessaire pour montrer le (PIPS) :

Théoréme 3.21. (Théoréme de Cuny Merlevéde)[22]
Soit (Xy) une suite des variables aléatoires carrées intégrables adaptées a une filtration
décroissante (Gp)nen. Supposons que

(i) E(XalGni1) = 0 p.s.;
(i) o2 = S 7 E(X}?) — +oo, quand n — oo ;
(iii) sup, E(X2) < +oc.
Cependant, soit (an)nen une suite croissante de nombres positifs telle que les suites (g—g)neN
et (%Z)neN sont décroissante et croissnate respectivement vérifiant

(A) >k {E<X/?’gk+l) - E(Zﬁ)} = o(a,) P-p.s.;

(B) > .>1 a;”E(\XkF”) < 400 pour certain 1 < v < 2.
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Alors élargir notre espace de probabilité si nécessaire s’est possible de trouver une suite
(Zy)k>1 de variables gaussiennes centrées indépendantes avec E(X,f) = E(Z,%) telle que

1
sup Xp — Zrl = olqan||lo + loglog a P — p.s.
k|kz kz | = o{an[l10s(" >| glog an|}?)
On applique Théoreme pour
Xn=M, oT] et G,=T.

D’apres Lemme [3.19|on a

Y [E(XE|Gk1) — E(XP)] = O(by),
P

avec

b, = ©2 (n) log? ™ O(n), (3.30)

ou O(n) est donnée par (3.27). D’une autre part, par Lemme on obtient I’estimation
suivante

O(n) < Dn,

pour certain D > 0 et tout n € N et donc la condition (A) du Théoréme est satisfaite
avec )
an =n2te (3.31)

pour tout d > 0. Dans la suite, on prend d € (0, 1).
On associe a la famille (T},),eq le produit oblique, noté F', donné par

F(w,z) = (0(w), T,(z)). (3.32)
Lemme 3.22. Pour tous i, j € N tels que i < j, on a
E,(X;X;) =0.
Démonstration. En utilisant 'inégalité , on en déduit que
E,(M; o T!|TZ) = 0.

De plus, on a M; o T/ est mesurable par rapport la tribue 7:™! et d’apres la formule

(5.17) on en déduit que
B, (M o TE)(M; o TL)|TIH) = (M o TI)E, (M; o THTI) =0.
D’ou lemme. 0

Le lemme suivant nous permet de caractériser la variance asymptotique :

Lemme 3.23. il existe ¥2 > 0 tel que

1 n—1 _ 9
lim By (Y Gor, 0 TE) =32, (3.33)
k=0

n—oo n

pour P-p.t. w € €.
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Démonstration. Par un calcul simple on obtient

n—1 n—1 n—1
Ew<z¢akon£) ZE ngTk +QZ Z E, waw ¢07w Tgwl)]
k=0 1=0 j=i+1
D’apres Théoréeme on a
1 n—1 » N
lim — 3 B (02, o TF) = /Q /X DF*(w, )2 dp () dP(w),

n—oo n

pour p.p. w € ), ou u est une mesure F-invariante. On considere

w) = ; /wa,x)w( ) dps () = / P fuh)fradm.  (3:34)
En utilisant ( et (3.9), on obtient

DED N AT RIS § A
n=1 n=1

pour certain K et p.p. w € Q. En particulier, ¥ € L!(2) et ainsi il est en résulte encore
d’aprés Théoréme que

1 n—1
lim — U( U (w) dP(w d 3.35
Jm 23 (o) - Z [ Uwa)d(Fw.e) du(w2),  (3.35)
pour p.t. w € . Pour compléter la preuve du lemme, on va montrer que
n—1 n—1 n—1 )
TLILH;O E( z;) z;rlE T;Z)U w Tpoﬂw Ti wl o Zo \I’(O'zw)) = Oa (336)
j=0 j=i i=

pour p.t. w € Q. En utilisant (3.8, on a donc pour p.t. w € Q,

n—1 n—1 n—1 ) n—1 _ _ )
‘ Z Z E wa i waﬂw © TCJr WZ)) - Z \P(Uzw)‘ < ’Eaiw(¢aiw(¢akw ° T:z;z))‘
7=0j=i+1 1=0 —1

3

I
1
NEREINGE:

’/ Pfiw(zl;oiwhaiw)zl;gk-&-lwdm
1 x

=0 k=n—1i
_n—1 oo N p
< BY S foRL
i=0 k=n—i (1=p)
ceci implique facilment (3.36)). En utilisant (3.35)) et (3.36]) on en déduit que
n—1 n—1 00 . _
'L
i S S B Wi 0 T = 30 [ 0,0 0(F(w,0)) (o, )
7=0 j=i+1 n=1
pour p.t. w € €. Ainsi
¥ = Y(w, )’ du(w, +2Z Y(w, 2)Y(F™(w, z)) dp(w, ). (3.37)

Ox X Qx X

D’ou le lemme. O
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On présente des conditions nécessaires et suffisantes pour lequelles ¥2 = 0. On se réfere
A un résultat similaire dans [[36], (2.10)] avec ¢ o F au lieu de ¢ dans I'équation (3.38).

Proposition 3.24. On a X2 = 0 si et seulement s’il existe ¢ € L*(2 x X) tel que
v=¢—¢oF (3.38)

Démonstration. Un calcul simple nous donne

n—1
foo (Z‘” (P dn(oa) = 3 [ PO ) )

n—1n—1
+ 23S [ N w, ) (F (w,2)) duw, )
k=1 j—=0 Q><X
= n |  Pwa)duw, )
OxX
n—1
o 0k
+ 2’;(71—16) Qxx@b(w,x)w(F (w, 7)) dp(w, ).

On en déduit que
n—1 _ 9 N

+ 2 Z 1/1 W, T ¢(Fk(w,x))du(w,x))

Ox X

- 2Zk/ Y(F*(w, ) dp(w, ).

Q><X

On suppose maintenant que ¥2 = 0. Ensuite, d’aprés I’égalité ci-dessus et (3.37) on a
d’une part

/QX)((ZWF’“) du——%Z w (o F*)du— 2Zk P(h o FFYdp. (3.39)

b—1 Ox X

D’une autre part, par (3.8) l'intégrale

(P o F¥),

Ox X

converge exponentiellement rapide vers 0 quand k& — oco. En utilisant ’égalité (3.39) donc
la suite (Xp,), définie par

n—1
Xn(w,z) = Z V(FF(w,z), we® zeX

est bornée dans L?(2 x X). Ainsi ¢ satisfait (3.38)). On a besoin de prendre g = 145 p ou
A€ F et BeBetonobserve que g € L2(Q x X) et

/ gW—é+¢o Fldu = lim Q(J_Xnk + Xy, o T)du
OxX k—oo JOx X
= lim g(th o F™ dy =0,

k—oo JOx X
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ol dans la derniere égalité nous avons utilisé 1) a nouveau. Donc, 1; — J —p+poF =0
qui facilement implique (3.38)).

On suppose maintenant qu'il existe ¢ € L?(Q x X) satisfaisant (3.38]). Donc,

ZwoF’“ 7<¢ ¢ o F™),

et aussi

— 0,

1 n—1 _ )
H% kzow( e < %HQSHLQ(QxX)

quand n — co. En intégrant I’égalité du Lemme ([3.23]) sur Q on en déduit que

= i 175 M,y =
 nooo Vi = Z v L2(2xX)
Ceci conclut la preuve de la proposition. O

Dans le reste, on suppose que Y2 > 0 et on écrit a,, ~ by, il existe ¢ € R* tel que

. Gnp
lim — =c.

On présente un lemme qui nous permet de vérifier la condition (ii) du Théoréme

Lemme 3.25. on a
02 =00 quand n — oo.

Démonstration. En utilisant (3.22)) on obtient donc
n—1 n—1 _
S X = Yor, 0 T =Gy o TE. (3.40)
k= k=0
Ainsi
n—1 2 n—1 _
(X x0) = (3 Gor 0 T8) —2(G o 1) (Z ok 0 TE) +(G2 0 ). (3.41)
k=0 k=0
D’une part d’aprés Lemme et 'hypothése X2 > 0,
n—1 _ 2
=By (Y Wy 0 TE) — 0. (3.42)
k=0
D’une autre part, d’apres (3.9)), (3.41]) et Lemme donc on a
n—1 2
Ew( 3 Xk,) ~ 72, (3.43)
k=0
En utilisant Lemme et (3.43)), on obtient I'estimation suivante
n—1 n—1 9
= Y E(X) =Eu( Y Xi) ~ 7, (3.44)
k=0 k=0

qui est combinée avec (3.42)). D’ou lemme. O
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Le lemme suivant nous permet d’étudier la monotonie des suites (£*)n>n, €t (28 )n>n,-
n —_— n —_

Lemme 3.26. Il existe ng € N tel que les suites (53 )n>ny €t (52 )n>n, sont décroissante
et croissante respectivement.

Démonstration. En utilisant Lemme et I’égalité (3.44]) on obtient

n—1

2
Eu( Y Bu(M} o TH)) ~nx2
k=0
Donc ’égalité (3.31)) nous donne ,
an natd , an, nstd
o n o vn
D’out lemme le fait que d € (0,1/2). O

Comme la conclusion du Théoréme concerne les queues de (£3), et (), elle
restera valable si les hypotheses de monotonicité pour (£2), et (2%), teignent pour n
suffisamment grand et ceux sont vérifiées dans Lemme Enfin, on montrera que la

condition (B) staisfait pour v = 2.

Lemme 3.27. On a
> (X !) < o0

n>1

Démonstration. Puisque
sup || Mp]|co < o0,
n

on a donc
sup || Xy ||oo < 00,
n

et ainsi

Z a,’E, (| XY < C Z a,? < oo.

n>1 n>1

Maintenant, on présente le résultat principal de ce chapitre donné par :

Théoréme 3.28. Considérons {T,},ecq la famille d’applications aléatoires de Lasota-
Yorke uniformément satisfaite. Alors, la variance 72 augmentera linéairement lorsque 72 ~

n
nY? et deux cas présenteront :
(i) soit ¥ = 0, ce qui équivaut a lexistence de ¢ € L*(Q x X) tel que (condition de
cobord) B
Y=¢—¢oF,
(ii) ou ¥? > 0 et dans ce cas pour P-p.t. w € Q et d € (0,1), en élargissant ’espace

de probabilité (X, A, p1,) si nécessaire, il est possible de trouver une suite (Zy)j, de
variables aléatoires gaussiennes centrées indépendantes telle que

N|=

) s

n n
~ 1 1_ 1
sup | " (Vo © TE) = 3 Zk| = of [n2+(|logn | + loglogn=+?)]
Isksn k=1
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Démonstration. En utilisant Théoreme [3.21], on obtient le principe d’invariance presque
stir pour la suite
(Xi)k = (Mg o TSy

D’aprés Lemme et I’égalité (3.40)), on en déduit que le principe d’invariance presque
str satisfait pour la suite (Zx)g N
Zp =1 o T

D’ou la preuve du Théoreme [3.28| est terminée. O

3.6 Conclusion

Les théoremes limites tels que les théoréemes de la limite centrale, le théoreme de la
limite centrale fonctionnelle et la loi du logarithme itéré transfert de la motion brow-
nienne aux séries chronologiques générées par les observations sur le systeme dynamique :
ces derniers résultats seront donc des conséquences immédiates de la preuve du principe
d’invariance presque siir pour les applications aléatoires de type Lasota-Yorke.



Chapitre 4

Décroissance des correlations pour
les applications uniformément
dilatantes par morceaux

Dans ce chapitre nous présenterons notre systéeme dynamique engendré par des appli-
cations uniformément dilatantes C? par morceaux vérifiant des hypotheses bien précises
qui seront introduites dans le premier paragraphe. Ces hypotheses nous garantissent 1’exis-
tence d’'une mesure absoulement continue invariante dont la densité est strictement loin
de zéro. Ensuite, nous utiliserons un argument de couplage pour traiter la composition des
opérateurs associées a notre systéme dynamique. Nous nous référerons a la méthode de
couplage décrit dans le papier [52] pour étudier la décroissance des corrélations de notre
systeme pour des fonctions & variation bornée. Ce travail est en collaboration avec Romain
Aimino.

4.1 Préliminaires

Soit (2, 7,P) un espace de probabilité fini, ou P = {p,},cq est un vecteur de pro-
babilité avec p, > 0 pour tout w € Q. Soit T" = {1, }weq une famille d’applications
uniformément dilatantes C? telle que pour tout w € €, application T, : X — X est
mesurable sur 1" espace polonais (X, .A) et vérifiant \(T,,) = inf [T, | > 2. Nous nous
référerons au pargagraphe
Pour une suite w = (wi,ws,...) € QY, nous notons par 7] 7 la composition d’applications
aléatoires T}, o...oT,,. La chaine de Markov, notée (Yy,),, correspondante est définie par
le systeme d’équations . On peut relier le processus stochastique (Y},),, & Uapplication
F' défini par I'équation . On considere Q l'opérateur associé a (Y},),, donné par

Qf(a) = [ S(Ty)dB(wy), V1 € L=(X,m).
On définit aussi 'opérateur P par
Py(z) = / Long(z)dP(wy), g € LY(X,m),

avec L, : LY(X,m) — L'(X,m) est I'opérateur de transfert de I'application T, associé &
la mesure de Lebesgue m, donné par

Log)= Y AP
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La dualité entre les opérateurs P et Q est donnée par

/g.Qfdm: /Pg.fdm. (4.1)

La mesure de probabilté p est stationnaire pour la chaine de Markov (Y},) si

/Qf dp = /fdu, (4.2)
pour toute fonction mesurable f.

Lemme 4.1. Si p est une mesure absolument continue dont la densité ¢ par rapport a la
mesure de Lebesgue m alors la condition de sationnarité est réduite a

Po = ¢.

Démonstration. D’apres la relation de dualité (4.1]) on a d’une part

/¢.Qg dm = /P¢.g dm,

D’autre part puisque on a p = ¢m on obtient donc

/¢-dim=/diu,

et en utilisant l'inégalité (4.2]) on obtient

/diuz/gduz/g¢dm-

D’out lemme. O

Remarque 4.2. On remarque que la densité ¢ de la mesure stationnaire y est un point
fixe de 'opérateur P et aussi A = 1 est une valeur propre associée au vecteur propre ¢.

Soit un ensemble £ défini par
E={T,,: X - X, \N(T.,,) > 2 et sup ]Tu’%(a:)\ < 00}

On considere

2
U(Twi) = ’
Wi, 7w’ﬂ() L 4 .
et Ay’ 0 une partition de [0, 1] définie par
37 ng
Wi, Wy el —1 -1
Aklf“,kno - Tkl,wl ©rr o Tkno—lywno—lAk”O’w”O N Tk17w1 Ak?v‘”? N Akl’wl‘

Définition 4.3. (Propriété de recouvrement) Il existe ng et N(ng) tels que :

. .- W1, Wng L . 1
(i) La partition A " PR diametre moins que gz
(ii) Pour toute suite w1, -+, Wy(ng) €t k1 -+, En(ng) ON &
Wi, =, Wng _
TWN(nO) o © 0 Twn0+1Ak1 o kng X7

Dans le reste de ce chapitre supposons qu’on a :

(Hp) la famille d’applications {7, } possede la propriété de recouvrement ;
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(H2) pour tout w = (w1, Wy, -+),ona T, €E&;
(H3) v = AllYllpigny >1—-n>0.
Lemme 4.4. Il existe ng, N(ng) et K > 0 tels que pour toute w = (w1, -+, Wn(ny)) €t
¥ > 0 vérifiant
Var(p) <K et /wdu _

Alors il existe un intervalle I, € A:ll ,7::(? de diamétre |I,| = Tlﬂ vérifiant

. 1

Démonstration. Supposons par I’absurde que

1 1
et infe|;, < -.

L =

2K +1 2
Soit I; un élément de A;:ll 7’::00 tel que pour tout j € {1,...,N}, on a
joj+1 i g+l S
I == = t Vary, <V < K.
=R s TR D ¢ Ve sve s

Alors

al N1t 11 1 K
1= [¢du= <S> (= ) <liyd <1 ]
o jz_:l/fj% H_;N(2+Vmﬂw>)—2+NV‘”(¢)—2+N<’

ce qui est absurde. Donc il existe j € {1,---, N} tels que
. 1

O]

Lemme 4.5. Sous les hypothéses (Hy) et (Ha) il existe ng, N(ng) et K > 0 tel que pour
toute suite w = (W1, -+ , WN(ny)) €t ¥ > 0 vérifiant

Var(y) < K et /wdu =1.

Alors . )
— inf N(no)—n > 0.
2yel0d] (T, ()]

£ ) 2

Démonstration. Sous I'hypothese (Hy) il existe y € Iy, tel que T,
et on a

Nng) © " ° Twn0+1 (y) = =,

1 1
L£Nmo=mo (1, Y(z) > 17, (y). - > = > 2k,
v E T U TR TG e U Y

il suffit de prendre k = %infye I, WM En utilisant Lemme VI, C I on a

1

N(ng)—n N(ng)—n N(ng)—n
£w( 0) 0(1/}) 2 Ew( 2 0(1111,1/}) 2 ﬁw( 2 0(2

1
1r,) = 5ﬁjj@w)*m)(1]w) > K,

parce que ¥ > 0. ]
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Proposition 4.6. Sous les hypothéses (Hy) et (Hs) il existe deux constantes finies A > 0
et 0 < <1 telles que

Var(Lly) <n"Var(y) + A/ || dm, Vn > 1, ¢ € BV

o n = % et A est une consatnte finie dépend seulement de T,,.

Démonstration. D’apres Proposition [2.7] on a

Var(ﬁww) < /\(Tw) VLW'<’¢> + A(Tw)HwHL}n-

Donc

Var(L5y) Var(L5 ') + A(Tu, )15 s,

< 2

Or, pour p€ {1,...,n},ona
I£8%N s, < Iy,

on obtient
2 —1
n < n
VCLT(;CUJ@ZJ) = )\(Twn) Var([‘w @Z’) + A(Twn) ||¢||L}n
< 2 Var()+ (14 R Y
S ooy et TR oy L
i1 MT,) MT,) o MTo;) Lo

< p"WVar()+ (L+n+n"+...+ 0" DAY, .
Il suffit de prendre B = A Z?;& n7. D’oil la proposition. O

4.2 Argument de couplage

Introduisons la notion suivante :
Hig ={¢Y: X > R:9 >0, / Ydu=1, Var(y) < K},
X

avec K > 0.

Lemme 4.7. Fizons tout K > 0, alors on a

b= U0 e, v e He

O’L\LK/:#.

—K

Démonstration. Soit v € Hg, un calcul simple nous donne

Var(y) = sup{z |"Z($z+1) - @Z(%)‘}
i=0

— 1 sup{zn: |Y(zir1) — ()|}
i=0

11—«

= 7 L Rvar(zp)

D’ou lemme. O
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Lemme 4.8. Soit ¢ € Hi, pour n assez grand alors il existe K > 0 tel que
L c HK;
K

ot p =LY — kK.

Démonstration. Soit ¢ € Hy. D’apres Lemme onap>0et [ypdu=1-k, donc
ﬁ est une densité de probabilité. Or on a d’apres 'inégalité de Lasota-Yorke

Var(Ll'y) <n"Var(y)+B <n"K+ B < K/, (4.3)

il suffit de prendre n suffisamment grand pour que 7" < ﬁ Donc il existe une constante
K > 0 telle que l'inégalité (4.3)) soit vérifiée. D’ott lemme. O

Soient 1! et ¥? deux densités arbitraires de Hp. Donc d’aprés Lemme on a
=Ly, Lot =K+ (1— R

ou

T (¢5, — ®)
Y = A—r) € Hk. (4.4)

Donc,
o = valley, < (1= &)l — i, -

Laissez-nous formaliser la procédure ci-dessus. Etant donné K > 0. On définit
0 = 0, et 7, = inf{i > k:n'Var(y) + B < K},

pour tout k > 1. Ensuite, étant donné
k
nO:Oet nk:ZTj, (4.5)
j=1

pour tout k£ > 1 avec ng € NU {oco}. En particulier, en utilisant ’argument de couplage
ci-dessus en combinaison avec la L!(m)-contractivité de chaque L, et le fait que

[t — 2|y <2,
on voit que l'inégalité suivante
o = ¢nlley, <201 —r)" V0>,
est vérifiée pour tous ¢!, 1? € Hg. En alternance, en écrivant
N, = max{k >0 : nx <n},
pour le nombre de couplages par le temps n pour la suite w,
[4n = YallLram) < 2(1—&)¥ V>0 (4.6)

Lemme 4.9. Le temps de couplage augmente linéairement par rapport a n.
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Démonstration. Puisque {T,,},cq est une famille d’applications uniformément dilatantes
et soit 7 le temps de couplage qui ne dépend pas de w € Q, alors 7 =+ =71, = 7.
Ainsi n = k7 et par ’égalité (4.5) on a

n
kr<n=k<—.

-
Il suffit de prendre k = [2]. O
Proposition 4.10. Fixons tout
~y
K>—.
L=
Alors
q=mn-+ 2 <
K
Démonstration. Supposons
v L _1-n_ 7 v
K>o—a=<—=>=<1—n= — <1
-9 K- ~ K m=at e s<h
d’out lemme. O

4.3 Deécroissance des corrélations pour les observables BV

Théoréme 4.11. I existe € (0,1) et pour presque tout w, il existe C(w) tel que

L0 Lo (0 = )L my < Clw) max([4'|v, [[9°[|5v ) 7, (4.7)

pour tout n > 0 et toutes densités de probabilité ', 1> € BV . De plus, soit une distribution
de probabilité dv = {dm ot ¢ € BV, on a doncVf € BV, g € L*°(m)

‘/f.g oTy,, o...0T, dv — /fdv/g oT,, © Twldy’
< CW) [®lsv £y llgllee 0 (4.8)

Théoréme 4.12. [ existe deux constantes 6 € (0,1) et C > 0 telles que on a

[ 1-@gdu~ [1an [gdu] < C@)1flav gl 0™ (1.9

pour tout n > 0 et toute fonction a valeurs complezes f € BV et g € L*(m).
On démontrera les deux théorémes précédents dans la suite.

Démonstration. Etant donné deux densités de probabilité ¢!, ¢? € Hg, on a

s = oo < Wk il dme [l — 2 dm.

A B

En utilisant
it = (110 Ty 0 0 Ty 1 = [1€7%]e < [l

on obtient donc

A< [0k oo + W2 ]l00 )PHR > n}) < Cmax(([6" | 5v, 2] v) 9",
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et par 'inégalité (4.6) on en déduit que
B <2(1 —g)"t

pour tout n # n. Finalement, on peut prendre § = max((1 — )¢, 49).
Ainsi I'inégalité est satisfaite pour la classe des densités restreintes.
Notons que

x(n) =1p,5m + 1 - R

est vérifiée pour tout n > 0. Soit une densité de probabilité arbitraire ¢ € BV, définie par

v+ h
=—— h .
=gy B0
Puisque % + h > h, on a donc
1 1
Var(yy) = mV(LT(dj) < EVCLT(I/J).

Ainsi )
Yy € Hi = EVWW) <1=Var(y) < h.
D’apres l'inégalité (4.6) on a
I = alligm < 21 = B+ 298 < 2(1 — k)"
Supposons que g € L>(m) soit & valeurs complexes et f € BV soit a valeurs réelles avec
J f dm = 0. Définissons

Fo f+ 2var(f)
2var(f)

Il est facile de vérifier que f € H;. Donc,
‘/f.g oT,,0...0 Twldm’ = ‘/Cwn °0...0 Ewlf.gdm‘ < lglloollLuwn © + -+ 0 Ly fllL1(m)

= 2var(f) I9llec I£w, © - 0 Loy (f = DllL1(m)
= dvar(f)|glleox(n).

En général, [ fdm = 0 échoue, auquel cas la borne précédente produit

‘/f.g oT,, o...0T,dn — /fdm/g oT, o...0 Twldm’ < Avar(f)|lgllecox(n).

On peut également modifier la mesure dans les intégrales ci-dessus. En effet, soit ¢ €
BV une densité de probabilité et dv = 1dm. Alors d’aprés Proposition [5.32] on vérifie
facilement

Gl =] [ f90Tu, 0. oTudv = [ fdv [goTu, 0. oTudm| < 410lsv]fsvlglcx(n).

(4.10)
De plus, on a

|H|

'/goTwn o...oTwldV—/goTwn o ... oTwldm’

’/¢g oT,, o...o0 Twldm—/d)dm/wg o1, o...o0 Twldm’
dvar () [|glleox(n) < 4l1Y[ BV [|gllox(n). (4.11)

IA
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D’apres les deux inégalités (4.10]) et (4.11) on obtient

V| = ‘/f.goTwn o... oTwldV—/fdu/goTwn o ... 0 Tuyd|
- ‘(/f.goTwn o... oTwldV—/de/goTwn o ... 0 Tuydm)
- (/fdv/goTwn o...oTwldl/—/de/goTwn o ... 0 Tudm)|
< |Gl +IfllsvIH| < 8l1¥lsvIflBVIglecx(n).

Par conséquent, 'inégalité (4.8)) est prouvée pour f fonction réelle. Pour f complexe, une
borne similaire découle de celle ci-dessus avec un préfacteur plus grand. En particulier, on
peut choisir v = u. Comme f et g sont liés, on peut donc estimer

zZ = ‘/f-Q”gdu—/fdu/gdu‘
= | [r-@gdn ~ [ 1du [ Qg
\/f-E[goTwn o...oTwl]dp—/fdu/E[goTwn o .. 0 Ty dyl

EH/f.goTwn o...oT, du — /fd,u/goTwn o ...oTwld,uH

ClllsvIfllvligllcEx(n)]
Clllsvflevigle(D0" + (1 = k)™

D’ou I'inégalité (4.9)) est staisfaite. O]

IAN A IA



Chapitre 5

Concepts de base de la théorie des
mesures et probabilités

Dans ce chapitre nous allons rappeler des notions classiques sur la théorie des mesures
et probabilités, aussi quelques notions de base concernant les processus stochastiques qui
nous les utiliserons dans cette these.

5.1 Tribu et mesurabilité

Soit 2 un ensemble donné. Une tribu 7 sur {2 est une famille de parties de € satisfaisant
les conditions suivantes :
(1) QeT.
(1) Si (Ap)nen est une suite d’éléments dans 7 alors J,,cny An € T
(131) Si A € T alors A€ € T ou A° = Q\ A.
e Le couple (£2,7) est appelé espace mesurable.
e Une intersection finie ou dénombrable de tribus est une tribu.

Définition 5.1. Soit (2,7) un espace mesurable, on appelle mesure positive sur (£2,7)
toute application mesurable y, : @ — [0, +-00] vérifiant :

() px(0) = 0.

(77) Si (Ap)nen est une suite d’éléments dans T, deux a deux disjoints alors,
+oo
M*( U An) = Z'U'*(A")'
neN n=0

(7) Une mesure de probabilité sur (£2,7) est une mesure P de €2 dans [0,1] telle que
P(Q) = 1.

Dans toute la suite notons (€2, 7,P) un espace de probabilité.

Définition 5.2. Soient (Q2,7) et (Q/,']J) deux espaces mesurables. Une application f de
Q dans Q' est dite (7,7 )-mesurable si f~1(A) € T, pour tout A € T, avec

FHA) ={we tel que f(w)e Al

Une fonction f de R & valeurs dans R est dite borélienne si elle est (7, B(R))-mesurable
avec B(R) est la tribu borélienne sur R.
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Proposition 5.3. Soit Y est une variable aléatoire réelle et T-mesurable. Si f est une
fonction borélienne, alors f(Y) est T-mesurable. De plus, Y est la limite croissante de

n
variables aléatoires du type Z aila,.
i=1

Définition 5.4. ( Fonction de répartition)
Soient Y une variable aléatoire réelle sur (2, 7,P) et Py sa loi. On appelle fonction de
répartition de Y, 'application Fy définie par
Fy:R>R, y— Fy(y) =P <y). (5.1)

Si Py a une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue A, alors pour tout y € R,
on a

B ) =P(-co) = [ fOar®). (52)

—0o0
Soient 7 une tribu, P et Q deux mesures positives sur (2,7). On dit que Q est
absolument continue par rapport a IP et on note QQ << P, si, pour tout A € 7, on a

P(A) =0 alors Q(A)=0.

Théoréme 5.5. ( Radon-Nikodym)

Si P et Q deux mesures o-finies sur (2,7T) telles que Q << P, alors il existe une
fonction mesurable positive f sur  qui est la densité de Q par rapport a IP.

Proposition 5.6. Soient (Q,7T) un espace mesurable, Z une variable aléatoire réelle et
(Yi)1<;<p une suite des variables aléatoires. Alors, Z est dite o (Y1,...,Y,)-mesurable si
et seulement s’il existe une fonction A-mesurable h : R™ — R telle que

Z=h(Yi,...,Yy).

Définition 5.7. (Fonction caractéristique)
Soit Y une variable aléatoire définie sur (2, 7,P). On appelle fonction caractéristique
de Y, l'application ¢y : R — C donnée par

oy (t) == E(exp (itY) ) Vvt € R.

Pour tout ¢ fixé, 'application bornée h (w) := exp (itY (w)) est mesurable donc P-
intégrable. Alors, ¢y peut s’écrire sous la forme suivante

oy (8) = [ expity) dPy (y). (5.3)

Soient Y une variable aléatoire réelle définie sur ’espace de probabilité (2, T, P) et Py
sa loi. Alors, Y est P-intégrable si et seulement si

/IyldPy(y)<OO-
R

Son espérance s’exprime par
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Proposition 5.8. La fonction caractérestique de loi normale centrée N'(0,0?%) est donnée
par

avec o > 0.

5.2 Indépendance

Définition 5.9. (Indépendance d’événements)
On dit que deux événements A et B appartenant & une tribu 7 sont indépendants si

P(ANB)=P(A)P(B).

Soit I un ensemble quelconque d’indices. Une famille d’événements (A;);.; sont mu-
tuellement indépendants si pour tout sous-ensemble J fini de I,

P (ﬂAj) =[P 4)). (5.5)

jeJ JjeJ
On note que I'indépendance mutuelle est plus forte que I'indépendance deux & deux.

Définition 5.10. (Indépendance de tribus)
Une famille (Ay,---,F,) de sous-tribus de 7T est dite indépendante si pour tout
Al EFl)"' 7An€Fnu on a

P(AN--NAp)=P(A) - P(A,).

Définition 5.11. (Indépendance de variables aléatoires)

Soit (Y;);c; une famille de variables aléatoires indexée par I telle que pour tout i € I,
Yi : (,T,P) — (&;,B(E;)). On dit que (Y;);c; est une famille de variables aléatoires
indépendantes si pour tout sous-ensemble J fini de I, pour tout j € J, Bj € B(Ej), on a

B(Y; €Bjjed)=[[B(Y; €By).
jeJ

Proposition 5.12. Soit (Y;);c; une famille quelconque de variables aléatoires réelles in-
dépendantes. Alors, pour toute partie finie J de I et toute famille {h;,j € J} de fonctions
boréliennes de R dans C telles que les h; (Y;) sont Py -intégrables. La variable aléatoire

produit, T] h; (Y;), est Py-intégrable telle que
JjeJ

jeJ jeJ

E (th (Y») = TTE (b (¥). (5.6)

Soit (€2, 7) un espace mesurable, on dit que la variable aléatoire réelle
Y : © — R est indépendante de T si les tribus o (V) = {Y~1(B); B € B(R)} et T sont
indépendantes, c’est-a-dire pour tout y € R, A € T, on a

P(AN(Y <y) =P(A)B(Y <y).
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Définition 5.13. Soient Z et Y deux variables aléatoires réelles de carré intégrables (i.e.
E(Z?%) < 400 et E(Y?) < +00). Alors, on a

Cou(Z,Y)=E(ZY)—E(Z)E(Y). (5.7)

Var(Z) = Cov(Z,Z) = E(Z%) — [E(2)]% (5.8)

On dit que deux variables aléatoires réelles Z et Y de carré intégrables sont non
corrélées si

E(ZY)=E(Z)E(Y).

Cette condition équivaut a Cov (Z,Y) = 0. Deux variables aléatoires indépendantes et
de carré intégrable sont non corrélées et la réciproque est fausse en général.
Rappelons quelques inégalités de la théorie

5.3 Convergence de variables aléatoires et théorémes limites

Soit (Y%),>; une suite de variables aléatoires réelles définies sur le méme espace de

probabilité (Q, T, P).

1. La suite Y, converge P-presque siirement vers Y (notation Y, e Y) si

P({wedvi(w) - v})=1 (5.9)
2. La suite Y,, converge vers Y dans LP(Q2,P) (1 <p < o0) (notation Y, ZH Y) si

E(Y,-Y [P) — o0. (5.10)

n—oo

3. La suite Y, converge en probabilité vers Y (notation Y, prep Y’) si pour tout € > 0,
on a
P(|Y,-Y|>¢e) — 0. (5.11)
n—oo

4. La suite Y,, converge en loi vers Y (notation Y, log Y') si pour tout z € R, on a

Fy. (z) — Fy(z). (5.12)

n—oo

5. La convergence presque siire implique la convergence dans LP (p > 1).

6. La convergence presque siire implique la convergence en probabilité.

7. La convergence dans LP(Q,P) (p > 1) implique la convergence en probabilité.
8

. La convergence en probabilité implique la convergence en loi.

Proposition 5.14. (Inégalité de Jensen)

Soit ¢ une fonction réelle convexe et Y une variable aléatoire réelle. Si'Y et ¢(Y') sont
intégrables. Alors

P(E(Y)) < E[o(Y).
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Exemple 5.15. Soit Y € LP(Q, T,P). D’apres la proposition précédente on a donc

[E[X]P < E[IX]"],
le fait que X — ¢(X) = | X| est une fonction convexe.

Théoréme 5.16. (Théoréme de convergence dominée)

Soit (Yn)nen une suite des vraiables aléatoires réelles intégrables qui converge en pro-
babilité vers Y. On suppose qu’il existe une variable aléatoire positive Z telle que ¥Yn >0 ;
| Xn| < Z. Alors

lim E(X,) = E(X).

n—oo
Théoréme 5.17. (Loi faible des grands nombres)

On suppose que (Yi),~, est une suite de variables aléatoires réelles, de méme loi, de
carré intégrables et deux d deux nmon corrélées. Alors on a

1 n 7O
Y VPR (W), (5.13)
"=

Théoréme 5.18. (Loi forte des grands nombres de Khintchine)

On suppose que (Yk)kZI est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, de
méme loi et E(| Y1 |) < 4+00. Alors on a
1< p.s
>V, B E(Y). (5.14)
"=

Théoréme 5.19. (Théoréme de limite centrale)

Soit (Yy) >, une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité
(Q,T,P), indépendantes, de méme loi et de carré intégrables (non p.s. constantes). Posons
m=E (Y1), 0> = Var (Y1). Alors

Sp—E(S,)  Sp—nm iy
_ 9 N (0,1), 5.15
Var (Sy) ovn (0.1) (5.15)

ot N (0,1) est la loi gaussienne centrée réduite.

Lemme 5.20. (Lemme de Borel-Cantelli)
Soit (2, T,P) un espace de probabilités et (Ap)nen+ une suite des éléments de F.

1. i S0 P(A,) < +oo, alors pour une infinité de n

n=1
]P’({w e, we An}) = 0.
2. Siles Ay, sont indépendants avec > P(A,) < +oo, alors pour une infinité de n

P({w e we An}) = 1.
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5.4 Espérances conditionnelles et Martingales

Théoréme 5.21. Soient (2, T,P) un espace de probabilités, G sous tribu de T etY : Q —
[0, +00] une variable aléatoire. Alors il existe une unique (modulo P) variable aléatoire
Z : Q= [0,400] telle que

(1) Z est G-mesurable
(13) Pour tout A€ G on a

/AYdIP’ = /AZd]P’ (5.16)

Définition 5.22. La variable aléatoire Z définie sur (£2,G) s’appelle ésperance condition-
nelle de Z sachant G, notée par X|G.

Proposition 5.23. Soient (2, T,P) un espace de probabilités, Y et Z deuz variables aléa-
toires positives (respectivement P-intégrable) et a, b > 0 (respectivement a, b € R) et G
sous tribu de T

(1) E((aY + b2)|G) = aE(Y|G) + bE(Z|G) p.s.
(2) SiY < Z p.s. alors E(Y\g) < E(Z\g) p.s.
(3) [E(YIG)| < E(|YIG) p-s.
(4) Si X et G (C’est a dire 0(X) et G) sont indépendantes alors E(Y|g) = E(Y)
(5) Si Y1 est G-mesurable alors on a
E(ViY|G) = ViE(Y|G) p.s. (5.17)

(6) Si KC est une sous tribu de G alors on a

E(E(Y|9)[K) =E(Y|K) p.s. (5.18)

Théoréme 5.24. Soient (0, T,P) un espace de probabilités, Y une variable aléatoire P-
intégrable, f : R — R une fonction convezxe positive et G sous tribu de T. Alors

F(E(YIG)) < E(f(V)IG) p-s. (5.19)

Remarque 5.25. En prenant G = {(Z), E } alors on obtient 'inégalité classique de Jensen

1(E(V19)) < E(r(1)I9)

Définition 5.26. Soient 77, T3 et 73 trois sous tribu de 7.
On dit que 77, 73 sont conditionnellement indépendantes par rapport a 7 si : Pour toutes
variables aléatoires positives Y7 est 7i-mesurable et Y3 est T3-mesurable on a

E(V1Ys|T:) = E(Yi|T:) E(Ys|Ts) pos.

Remarque 5.27. En prenant & = {@, E } alors on retrouve l'indépendance classique de

sous tribus
E(YiYs) = E(¥1) E(Y3).
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Définition 5.28. (Martingale)

Soit (Gp)nen une filtration de .
Une chaine stochastique (M,,)nen sur (Q,T,P) a valeurs dans (R, B(R)) est appelée mar-
tingale par rapport a la filtration (G, )nen si

(a) (My)nen est adaptée a (Gn)nen
(b) Pour tout n € N, on a E(|M,]|) < +o0
(c) Pour tout n € N, on a E(M,4+1|G,)) = M, p-s.

5.5 Espace des fonctions a variation bornée
Définition 5.29. La variation totale d’une fonction
{/; : X = R,

sur un intervalle [c, b] est donnée par
variey § = sup{Y_ [(wit1) — ()| : n>1, c=w0 < ... <wn = Db}
=0

La L'-norme de {bv par rapport a la mesure de Lebesgue est donnée par
9l = [ 1dldm.
X
BV ={X - C: UCLT’[Qb]QZ < 400} muni de sa norme donnée par

19l B = vary + 1,
est un espace de Banach.
Définition 5.30. Soient (X, |.|) et (X, |.]le) deux espaces normés.

On dit que g : X — X est une fonction Lipschitzienne s’il existe une constante ¢ > 0 telle
que pour tous x, y € X

lg(z) —gWlle < cllz =yl

De plus, ||.|| s’appelle la norme Lipschitzienne.
Lip(X) est Pensemble des fonctions Lipschitziennes de X & valeurs dans X.
Exemple 5.31. Lip(X) est un espace BV.

Proposition 5.32. Pour tous f et ¢ € BV, on a

Var(f¢) < |[[fllsvlvlsy.

Démonstration. Pour tous f et v € BV, on a
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Var(fi) = sup{d_|(f¥)(wit1) = (fY) ()], 0=20 < -+ <y =1}
i=0
= sup{>_ [f(@is1)¥(miy1) — flz)v(zi)], 0=20 < -+ < =1}
i=0

s> (@) 0isn) — Floen)olen) + Flae)be)
1=0
— f(l‘l)¢(.%‘l)|,0 =g << xTH = 1}

< sup{)_ |f(mip)[[(@is1) — (@), 0 =m0 < -+ <z, =1}

=0

sup{) _ v (zir)[|f (wiz1) — f(2:)],0 = w0 < -+ <y =1}

+
=0
< flVar(®) + ¢l Var(f)
< A hVar@) + 19l Var(f) + Var(H)Var@) + [ fllllél = £l sv Il sy

O]

Proposition 5.33. Soit ¢ € BV et (I})jeq1,... n) une partition finie d'un intervalle I C
0,1] tels que pour tout j € {1,...,N}, on a I; = [aj,a;j+1]. Alors

S Vars, (1) < Var(s).
j=1

Démonstration. Supposons par I’absurde que

z”: Vary,(¢) > Var(i).
j=1

ceci implique

> Varg(v) = ZSl;P (¢p(aj1) — ¢(ag)| > sup Y [(aj1) — ¥(az)l,
= =1

J j=1

ce qui absurde car pour tout j € {1,..., N}, on a

> sup |[(P(aje1) — (ag)] = sup > [¥(ajr1) — P(ay)],

j=1 1J J =1

le fait que I; et I sont des intervalles bornés avec Vary, (¢) = sup; [(¥(aj+1) — ¥(aj)|.
Ainsi, il existe une partition finie (I;);e1,... Ny telle que

S Vars, (1) < Var(s).
j=1

Proposition 5.34. Pour tout f € L'([0,1],m) tel que essinff > 0, alors
Var(f)

Var( (essinf)?’

) <

1
f
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Démonstration. Pour tout f € L1([0,1],m) tel que essinff > 0 on sait bien que
essinff < |f| < esssupf,

ceci imlpique

0c - <1 (5.20)
[fI? ™ (essinff)* '
Un calcul simple nous donne
1 1
Var(?) = sup{Z] (zit1) f(:vl)|, O=xz0<-<xp, =1}
$z+1 — fl®)
= sup ,0=20< - <z = 1}.
{Z | $z)f($z+1) | J
D’apres 'inégalité (5.20)) on obtient
Var() < {Z|f ~f@)), 0=z < <y < 1)
ar(— 7511 T ), 0=x0< - <a, <
7 = (essinff)? P +1) 0
_ Var(f)
~ (essinff)?’
D’ou la proposition. O

Proposition 5.35. Pour tout f : [0,1] - R, g:[0,1] — R appartenant a BV, alors

IfgllBv < 2 fllBv llgllBv- (5.21)
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