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Introduction générale

La Relativité Générale, description théorique actuelle du phénomène de gravitation qui
a été formalisée au début du 20e siècle, permet de décrire avec une précision inégalée les
effets de la gravitation. Cependant, c’est une théorie classique et toutes les tentatives pour
l’unifier avec la description quantique des trois autres interactions fondamentales de la Na-
ture suggèrent l’existence d’une théorie plus complète de la gravitation. Du point de vue
expérimental, si les expériences aux échelles de l’ordre de l’unité astronomique fournissent
des contraintes fortes sur une potentielle déviation à la Relativité Générale, des possibili-
tés de déviation aux courtes distances et aux longues distances sont encore ouvertes. La
validité de la Relativité Générale doit aussi être évaluée à l’aune des observations cosmo-
logiques. En effet, la rotation des galaxies ainsi que la relation entre le décalage vers le
rouge et la luminosité des supernovæ diffèrent des prédictions théoriques. Ces anomalies
sont interprétées comme révélant la présence de « matière noire » et d’« énergie noire », qui
représenteraient respectivement 23% et 73% du contenu de l’Univers. Malgré leur prédo-
minance, ces composantes n’ont été observées que par leur manifestation gravitationnelle.
Il est donc légitime d’envisager la possibilité que la Relativité Générale ne décrive pas
parfaitement la gravitation à ces échelles.

Tester la gravitation sur des distances les plus grandes possibles est donc essentiel
pour compléter les tests expérimentaux faits jusqu’ici. Ce type d’expérience a été réalisé
par la NASA avec les sondes Pioneer 10 et 11 lancées en 1972 et 1973 respectivement.
Le résultat de cette expérience est la mesure d’une accélération anormale dirigée vers
le Soleil dont l’amplitude est de l’ordre de 8× 10−10 m·s−2. C’est l’un des rares signaux
expérimentaux présentant une possible déviation à la Relativité Générale. Étant donné
l’ensemble des mesures réalisées par les sondes Pioneer, ce signal peut être aussi bien un
artefact expérimental qu’une mesure d’une anomalie de gravitation dans le Système Solaire.
Concernant cette deuxième explication, des travaux théoriques ont montré qu’une telle
déviation pourrait être compatible avec les autres tests de la gravitation dans le Système
Solaire. Pour discriminer une explication de l’autre, il aurait été nécessaire de mesurer
l’accélération non-gravitationnelle des sondes.

Face à ce constat, plusieurs missions ont été proposées pour améliorer l’expérience faite
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2 Introduction générale

par les sondes Pioneer. Une idée centrale de ces missions est d’embarquer un instrument
mesurant l’accélération non-gravitationnelle de la sonde, afin de lever l’ambiguïté du ré-
sultat de l’analyse des données des sondes Pioneer. C’est dans ce contexte de test de la
gravitation utilisant la trajectoire d’une sonde spatiale que s’inscrit cette thèse. Pour une
telle expérience, qui demande de restituer une orbite hyperbolique, il est nécessaire d’ef-
fectuer ces mesures sans biais. L’idée est d’ajouter à un accéléromètre électrostatique, qui
repose sur une technologie ayant fait ses preuves en orbite terrestre, une platine rotative
permettant de moduler le signal extérieur et donc de le séparer fréquentiellement du biais
de mesure. Cet instrument, appelé Gravity Advanced Package, est à la base des objectifs
de physique fondamentale de la mission Outer Solar System (OSS) proposée à l’ESA en
décembre 2010.

Pour couvrir les différents aspects d’un test de la gravitation dans le Système Solaire
utilisant la trajectoire d’une sonde interplanétaire, cette thèse commence par une présenta-
tion rapide de la confrontation de la Relativité Générale à l’expérience en mettant l’accent
sur la mission OSS. Àprès ce chapitre de rappel du contexte, on en viendra au travail réalisé
pendant cette thèse. Dans le chapitre 2, l’instrument est présenté dans son ensemble, en
s’attachant à ses performances. Le chapitre suivant décrit comment utiliser l’instrument
composé d’un accéléromètre électrostatique et d’une platine rotative pour effectuer des
mesures sans biais. Dans ce chapitre, on s’attache aussi à déterminer la précision qu’il est
possible d’obtenir sur les mesures d’accélération non-gravitationnelle de la sonde. Dans le
chapitre 4, l’approche théorique développée au chapitre 3 est validée expérimentalement.
Enfin, le dernier chapitre s’intéresse à l’utilisation, lors de la restitution d’orbite, des me-
sures d’accélération non-gravitationnelle. La méthodologie développée pour introduire ces
mesures permet de calculer la précision avec laquelle il est possible de mesurer le champ
de gravité et donc de détecter une éventuelle anomalie gravitationnelle.
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4 Chapitre 1. Tests de la gravitation à l’échelle du Système Solaire

Au début du 20e siècle, la physique classique semble proposer une description complète
de la Nature à travers les lois de la thermodynamique, la description newtonienne de la
gravitation et les lois de Maxwell. La théorie de Newton [1], qui fait la synthèse des travaux
de Copernic, Kepler et Galilée entre autres, s’appuie sur le calcul différentiel développé
par Fermat et Leibniz pour formaliser la description du phénomène de gravitation. Cette
formalisation s’appuie sur des systèmes de coordonnées absolues et la notion de référentiel
galiléen. Mais la physique classique se heurte à un problème théorique important : la non-
invariance des équations de Maxwell par les transformations de Galilée. Pour pallier ce
problème ainsi que celui de la propagation de la lumière en tant qu’onde, le concept d’éther
comme support de la propagation du champ électromagnétique est utilisé. Il est cependant
incompatible avec les expériences de Michelson et Morley [2, 3] et de Kennedy-Thorndike
[4, 5] qui montrent que la vitesse de la lumière est isotrope quel que soit le référentiel.

En 1905, Einstein propose la théorie de la Relativité Restreinte [6] qui refonde la phy-
sique classique en laissant de côté la gravitation : alors que l’information ne peut se propager
qu’à une vitesse inférieure à celle de la lumière dans le monde relativiste, la gravitation
newtonienne est une force à distance instantanée. La Relativité Restreinte, qui lève le pro-
blème de l’éther, nécessite donc de repenser la gravitation pour en donner une description
relativiste. L’effort déployé dans cette direction donne naissance à la théorie de la Relativité
Générale qui généralise le principe de relativité en y incluant la gravitation.

1.1 La théorie de la Relativité Générale et ses extensions en
champ faible

Il faut une dizaine d’années pour formaliser une description relativiste de la gravitation
[7, 8]. La difficulté essentielle est que le champ gravitationnel dont dérive la force de gra-
vitation ne peut être traité comme les autres champs, tel que le champ électromagnétique.
Ce caractère singulier est déjà visible dans la formulation newtonienne. Pour une particule
de masse inertielle mi et de charge q dans un potentiel électrique φe, la deuxième loi de
Newton s’écrit

mia = q∇φe, (1.1)

où a est l’accélération tridimensionnelle de la particule et ∇ est l’opérateur gradient. Pour
cette même particule de masse gravifique mg plongée dans le potentiel gravitationnel φg,
on a

mia = mg∇φg. (1.2)

Les constantes q et mg caractérisent le couplage de la particule avec le champ électrique
et le champ gravitationnel respectivement. La masse inertielle mi caractérise quant à elle
la réponse de la particule à toute force exercée sur elle. L’égalité entre mi et mg, qui
caractérise l’interaction gravitationnelle, apparaît comme une coïncidence inexplicable pour
la physique classique. Cette propriété, érigée comme base de la Relativité Générale, conduit



1.1. La théorie de la Relativité Générale et ses extensions en champ faible 5

à énoncer le principe d’équivalence, qui postule que les lois de la physique sont identiques
dans tous les référentiels.

En Relativité Générale, la gravitation est décrite par la géométrie de l’espace-temps.
Cette théorie s’appuie sur un domaine des mathématiques récent au début du 20e siècle,
celui des variétés différentiables, qui permet de décrire des espaces courbes grâce à une
métrique. Dans ce sens, la Relativité Générale est une théorie métrique de la gravitation [9].

Introduction à la théorie de la Relativité Générale

La Relativité Générale repose sur le principe que la géométrie qui nous entoure n’est
pas euclidienne mais courbe. Cette courbure est créée par la répartition de masse-énergie.
Il est donc nécessaire de relier la géométrie de l’espace-temps à la distribution de matière,
c’est-à-dire de relier le tenseur métrique gµν au tenseur énergie-impulsion Tµν . L’action qui
décrit la dynamique du champ gravitationnel est l’action d’Einstein-Hilbert

S[gµν ] =

∫ [
c4

16πG
R+ Lm

]√
|g|d4x (1.3)

où G est la constante de gravitation 1, c est la vitesse de la lumière 2, g est le déterminant
du tenseur métrique gµν et Lm est le Lagrangien des champs de matière. R est la courbure
scalaire 3 donnée par R = gµνRµν , où Rµν = ∂ρΓ

ρ
µν − ∂µΓρρν + ΓσµνΓρσρ − ΓρµσΓσνρ est le

tenseur de Ricci avec Γλµν les symboles de Christoffel déduits de la métrique de la manière
suivante

Γλµν =
1

2
gλρ
(
∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρgµν

)
. (1.4)

En considérant la variation de l’action pour une variation infinitésimale de la métrique,
l’extrêmisation de l’action d’Einstein-Hilbert conduit aux équations d’Einstein

Eµν = Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG
c4

Tµν (1.5)

avec Eµν le tenseur d’Einstein et Tµν le tenseur énergie-impulsion défini par

Tµν =
2√
|g|
δ(
√
|g|Lm)

δgµν
. (1.6)

Les équations d’Einstein permettent de calculer la métrique de l’espace-temps lorsque la
répartition d’énergie est connue.

Il reste à déterminer le mouvement d’une particule dans cet espace-temps. Considérons
un système dont les coordonnées (ct,x,y,z) sont notées qi(τ), avec i ∈ J1; 4K. La dérivée de
qi(τ) par rapport au temps propre τ est notée q̇i(τ). La trajectoire effectivement suivie par

1. G = 6.67428(67)× 10−11 m3·kg−1·s−2 [10, 11]
2. c = 299 792 458 m·s−1 (exact) [10, 11]
3. Dans les formules, la convention de sommation d’Einstein a été adoptée : lorsqu’un même indice

apparaît une fois en position supérieure et une fois en position inférieure, on sous-entend la sommation sur
toutes les valeurs que peut prendre cet indice.
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le système entre τ1 et τ2, les qi en τ1 et τ2 étant fixées, est celle qui vérifie les équations
d’Euler-Lagrange. Ceci permet de montrer que le mouvement d’une particule libre est
décrit par une courbe auto-parallèle paramétrée par le temps propre τ . On dit alors que
la particule suit une géodésique ou une trajectoire géodésique. Soient xk les coordonnées
curvilignes de la particule et tk les coordonnées du vecteur tangent, c’est-à-dire

tµ =
dxµ

dτ
, (1.7)

une courbe C est dite auto-parallèle si

tµ∇µtν = 0 (1.8)

où ∇µ représente la dérivation covariante de Levi-Civita. Cette opération est une applica-
tion, définie sur une variété différentiable, qui associe un tenseur de type 4 (k,l+ 1) à tout
tenseur de type (k,l). Elle est définie de la manière suivante

∇iP
j1...jp

k1...kq
= ∂iP

j1...jp
k1...kq

+

p∑
α=1

Γjαil P
j1...l...jp

k1...kq
−

p∑
β=1

ΓlikβP
j1...jp

k1...l...kq
(1.9)

et a la particularité d’être compatible avec la métrique, c’est-à-dire que ∇µgνρ = 0.

La solution de Schwarzschild

Si l’on s’intéresse aux tests de la gravitation dans le Système Solaire, une description
simple consiste à étudier le cas d’un espace-temps déformé par un corps sphérique et
statique de masse M�. Il est possible de calculer exactement la métrique statique et à
symétrie sphérique, dite de Schwarzschild. En coordonnées sphériques (ct,r,θ,φ) et dans la
jauge isotrope d’Eddington [12, 13], la métrique s’écrit

ds2 = g00(r)c2dt2 + grr(r)
[
dr2 + r2(dθ2 + sin2(θ)dφ2)

]
(1.10)

avec

g00(r) = −
(

1− Φ(r)/2

1 + Φ(r)/2

)2

et grr(r) =

(
1 +

Φ(r)

2

)4

(1.11)

où Φ(r) = −GM�
rc2

est le potentiel newtonien de la physique classique normalisé par la
vitesse de la lumière au carré.

La gravitation dans le Système Solaire peut être traitée dans la limite des champs
faibles. Cette limite suppose que le potentiel newtonien est petit devant 1, c’est-à-dire
Φ � 1. M� étant la masse du système solaire, on a Φ(1 UA) ≈ 1× 10−8 � 1. Une
description cohérente de la métrique dans cette limite nécessite de développer g00 à l’ordre
Φ2, g0i à l’ordre Φ3/2 et gij à l’ordre Φ [14, sec. 3.2]. La solution de Schwarzschild dans la

4. Un tenseur de type (k,l) est un tenseur k fois contravariant et l fois covariant.
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jauge d’Eddington devient alors

ds2 =
[
−1 + 2Φ− 2Φ2 +O(Φ3)

]
c2dt2 +

[
1 + 2Φ +O(Φ2)

] [
dr2 + r2(dθ2 + sin2(θ)dφ2)

]
.

(1.12)

Le formalisme « Parameterized Post-Newtonien »

Dans toutes les théories métriques de la gravitation, malgré l’existence possible d’autres
champs, le seul champ qui joue un rôle dans les équations du mouvement est la métrique
de l’espace-temps à travers l’équation (1.8). Les autres champs qui peuvent exister inter-
viennent seulement dans le calcul de cette métrique. Ainsi, la métrique et les équations du
mouvement sont les seuls éléments utiles pour le calcul d’effets observables, dans l’optique
de tests de la gravitation.

Dans la limite des champs faibles, la comparaison des théories métriques de la gravita-
tion devient, grâce au formalisme « Parameterized Post-Newtonian » (PPN), particulière-
ment simple. Dans ce formalisme, la métrique est exprimée comme une expansion de Taylor
en terme du potentiel newtonien réduit Φ introduit précédemment. Il apparaît que, dans
la limite des champs faibles, la métrique prédite par de nombreuses théories métriques de
la gravitation rentre dans le formalisme PPN [14, p. 28].

Dans le cas général, le formalisme PPN fait intervenir 10 paramètres. Chacun d’entre
eux mesure un effet particulier qui peut conduire à une violation de la Relativité Générale.
Dans le cadre considéré dans la section précédente, à savoir pour une métrique statique et
isotrope, l’extension PPN fait intervenir deux paramètres seulement, β et γ, de la manière
suivante {

g00(r) = −1 + 2Φ(r)− 2βΦ(r)2 (1.13a)

grr(r) = 1 + 2γΦ(r) (1.13b)

En comparant ces deux équations à la métrique de Schwarzschild (1.12), on s’aperçoit que
β = γ = 1 en Relativité Générale. De manière générale, le paramètre γ mesure la courbure
de l’espace produite par une masse au repos et le paramètre β mesure la non-linéarité de
la loi de la gravitation.

La dépendance d’échelle

En 1986, suite à une réanalyse détaillée des expériences d’Eötvös [15], l’existence d’une
cinquième force de la nature fut suggérée [16]. Elle se manifesterait comme une modification
du potentiel newtonien Φ en lui ajoutant un potentiel de type Yukawa

Φ(r) + δΦ(r) = −GM�
c2r

(1 + αe−r/λ) (1.14)

où α mesure l’intensité de ce potentiel et λ mesure sa portée.
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Du point de vue phénoménologique, l’ajout de ce potentiel permet de paramétrer une
déviation au potentiel newtonien dépendante de l’échelle grâce au paramètre λ, ce que ne
permet pas le formalisme PPN. De point de vue théorique, ce potentiel de Yukawa peut
être interprété comme décrivant l’existence d’une particule couplée au champ de gravité
ayant une masse m reliée à la portée λ par la relation de Yukawa mc = h/λ, où h est la
constante de Planck 5.

Extensions métriques de la Relativité Générale en champs faible

Une approche plus générale permet d’englober les deux types d’extension présentés
ci-dessus. Il s’agit d’une extension de la relation d’Einstein (1.5) produite naturellement
par des corrections radiatives à la Relativité Générale [17]. La relation de proportionnalité
entre le tenseur d’Einstein et le tenseur énergie-impulsion est généralisée par une relation
linéaire dans le domaine de Fourier [18, 19]

Eµν [k] = χ ρσ
µν [k]Tρσ [k]. (1.15)

où k est le vecteur d’onde quadri-dimensionnel et χ ρσ
µν le tenseur de proportionnalité.

Dans le cas du Système Solaire, cette généralisation génère des perturbations à la mé-
trique de Schwarzschild (1.10). La métrique peut alors être paramétrée par deux potentiels
supplémentaires δΦN (r) et δΦP (r) tels que [20–23]{

g00(r) = −1 + 2Φ(r) + 2δΦN (r) (1.16a)

grr(r) = 1 + 2Φ(r) + 2δΦN (r)− 2δΦP (r) (1.16b)

Le potentiel δΦN (r) représente une modification du potentiel newtonien. Les expériences
de « cinquième force » présentées précédemment rentrent dans ce cadre. Le second potentiel
δΦP (r) fait passer le paramètre PPN γ du statut de constante à celui de fonction dépen-
dante de la distance au Soleil. La fonction δΦN (r) est très contrainte expérimentalement
par les mouvements des planètes. Quant au potentiel δΦP (r), il a, comme le paramètre γ,
une influence sur la propagation de la lumière. Ainsi, les expériences de déflexion [24–26]
de la lumière par le Soleil donnent des contraintes sur ce potentiel.

1.2 Confrontation de la Relativité Générale aux expériences
à grande échelle

Dans la section précédente, différents cadres théoriques permettant de tester la gravi-
tation dans le Système Solaire ont été présentés. Ils permettent de confronter les mesures
expérimentales dans un cadre unifié. Un bref récapitulatif de ces expériences est présenté
maintenant, en considérant d’abord les mesures dans le Système Solaire, puis les observa-
tions à plus grande échelle.

5. h = 6,626 068 96( 33)× 10−34 J·s [10, 11]
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À l’échelle du Système Solaire

Sur le plan théorique, la Relativité Générale s’imposa par sa cohérence interne et par
sa capacité à faire vivre la gravitation dans un monde relativiste. Sur le plan expérimental,
elle reçut très tôt deux confirmations éclatantes. L’avance du périhélie de Mercure était un
problème non résolu en mécanique céleste depuis sa découverte par Le Verrier en 1859. La
valeur moderne de cette avance par rapport aux prédictions de la théorie classique est de
43 arc-secondes par siècle. La théorie de la Relativité Générale rend compte de cette valeur
de manière naturelle en préservant l’accord de la théorie avec les observations des autres
planètes. Aujourd’hui, les mesures de la position du périhélie de Mercure permettent de
contraindre les valeurs des paramètres PPN. Einstein proposa aussi de mesurer la dévia-
tion de rayons lumineux par un corps massif. La prédiction de la Relativité Générale fut
confirmée expérimentalement par l’astronome britannique Eddington en 1919 [27].

Aujourd’hui, les expériences de déflexion de la lumière permettent de contraindre la
valeur du paramètre PPN γ. Mais la meilleure mesure de ce paramètre vient de la mesure
de la variation du délai Shapiro due à la présence d’un corps massif. Cette expérience, faite
avec la sonde Cassini lors d’une conjonction solaire [26], a montré que

γ = 1 + (2, 1± 2, 3)× 10−5. (1.17)

Le suivi de la distance Terre-Lune grâce au « Lunar Laser Ranging » (LLR) permet de
mesurer le paramètre PPN β [28, 29]. Mais ce sont les éphémérides des planètes [30, 31]
qui produisent les meilleures contraintes sur ce paramètre, à savoir

0, 99995 < β < 1, 0002. (1.18)

À l’heure actuelle, aucune de ces mesures n’a montré d’écart à la Relativité Générale.
Concernant les expériences de type « cinquième force », les limites obtenues à ce jour sur

les paramètres α et λ du potentiel de Yukawa sont données dans la figure 1.1. De nombreuses
mesures expérimentales sont disponibles pour des distances comprises entre le millimètre
et l’échelle de distance du Système Solaire. À l’inverse, pour λ < 1 mm et λ > 104 UA, des
fenêtres restent ouvertes pour des déviations au potentiel newtonien 6. Dans le cadre de
cette thèse, l’intérêt se porte sur les distances de l’ordre de la taille de l’orbite des planètes
externes du Système Solaire. L’idée principale pour tester la gravitation à ces échelles
est d’observer les mouvements des objets dans le Système Solaire et de les comparer aux
prédictions théoriques. En particulier, il est possible d’utiliser une sonde spatiale comme
une masse test. Cette approche a un avantage majeur par rapport à l’observation des
planètes : la possibilité d’avoir des instruments à bord de la sonde spatiale qui permettent
de connaître sa trajectoire de manière précise.

Ce type d’expérience a été réalisé par la NASA lors de l’extension des missions Pioneer
10 et 11 lancées le 3 mars 1972 et le 5 avril 1973 respectivement [34, 35]. Le résultat est la

6. 1 UA = 149 597 870 691 m [33]
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Figure 1.1 – Les régions en couleur correspondent aux couples (α,λ) paramétrant une
déviation au potentiel newtonien du type potentiel de Yukawa (cf. eq. (1.14)) exclus ex-
périmentalement. D’après [32], figure réalisée par J. Coy, E. Fischbach, R. Hellings, C.
Talmadge et E. M. Standish.

mesure d’une accélération anormale dirigée vers le Soleil avec une amplitude de l’ordre de
8× 10−10 m·s−2 [36, 37], l’un des rares signaux expérimentaux présentant une possible dé-
viation à la Relativité Générale [38, 39]. Un signal similaire d’amplitude 26,7× 10−10 m·s−2

dirigé vers le Soleil a été observé avec la sonde Cassini [40]. L’expérience réalisée avec les
sondes Pioneer a donné lieu à une importante mobilisation concernant l’analyse des don-
nées [41–43] et des signaux périodiques ont aussi été mis en évidence [44–49]. Malgré les
efforts de la communauté scientifique, l’origine de cette anomalie n’est toujours pas ex-
pliquée [50] : elle peut être un artefact expérimental [51–60] comme un indice important
pour la physique fondamentale [32, 61]. En effet, un tel signal pourrait résulter d’une
dépendance d’échelle de la loi de la gravitation, dont pourraient rendre compte les ex-
tensions métriques de la Relativité Générale discutées à la section 1.1 ou des extensions
faisant intervenir d’autres champs [62–64]. Quoi qu’il en soit, les modélisations actuelles de
l’accélération non-gravitationnelle des sondes sont limitées à une incertitude de l’ordre du
nm·s−2 : pour lever cette limitation, une mesure directe de cette accélération est nécessaire.

Aux échelles cosmologiques

Ces études doivent être inscrites dans un contexte où d’autres considérations poussent à
s’interroger quant à la validité de la Relativité Générale aux échelles cosmologiques. Il s’agit
de la matière noire et de l’énergie noire, deux notions distinctes introduites empiriquement
pour expliquer les observations astronomiques. La matière noire, qui représente 23 % [65]
du contenu de l’Univers, a été introduite pour expliquer les courbes de rotation des galaxies
[66]. Elle est observée également dans les expériences de « lentilles gravitationnelles » et est
nécessaire pour les modèles de formation des galaxies. L’énergie noire, qui représente 73 %
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[65] du contenu de l’Univers, a été introduite pour expliquer l’accélération de l’expansion
de l’Univers [67, 68]. Malgré leur prévalence dans l’Univers, elles n’ont jamais été observées
par un autre moyen que des mesures gravitationnelles. Même si la physique des particules
propose des particules candidates au statut de matière noire et d’énergie noire [69–71],
l’hypothèse selon laquelle la Relativité Générale n’est pas une description exacte de la
gravitation à ces échelles doit être explorée [72–75].

Unification des interactions fondamentales

Au delà des considérations observationnelles présentées ci-dessus, une autre motivation
d’ordre théorique pousse à continuer à tester la Relativité Générale. Il s’agit du fait que
c’est une théorie classique. À l’inverse, les trois autres interactions fondamentales (interac-
tion forte, faible et électromagnétique) sont décrites par le Modèle Standard, qui s’appuie
sur une description quantique de la Nature. Cette incapacité à fondre dans une même théo-
rie une description quantique de la Nature avec la compréhension actuelle de la gravitation
suggère de modifier la Relativité Générale. Les modèles théoriques candidats pour unifier
la gravitation avec les trois autres interactions fondamentales donnent naissance à des dé-
viations aux prédictions de la Relativité Générale. Dans cette optique, tester la gravitation
à l’échelle du Système Solaire, comme le propose la mission Outer Solar System, peut
conduire à des résultats expérimentaux essentiels pour faire progresser la compréhension
de la loi de gravitation.

1.3 La mission Outer Solar System

La mission Outer Solar System (OSS) [76] a été proposée à l’ESA et à la NASA en
décembre 2010 dans le cadre de l’appel à proposition Cosmic Vision pour une mission de
taille M avec un lancement aux alentours de 2022. Elle fait suite à la proposition Odyssey
[77], qui a été soumise à l’ESA en 2007, et a fait l’objet d’une étude par le CNES [78]. La
mission OSS a été portée à la connaissance de la NASA qui a reconnu que ses objectifs
étaient en phase avec les objectifs scientifiques du 2010 Science Plan for NASA’s Science
Mission Directorate [79].

Cette mission combine des objectifs de planétologie et de physique fondamentale, sui-
vant ainsi la recommandation de l’ESA [80]. Les objectifs scientifiques allient une explo-
ration du système de Neptune et d’un objet de la ceinture de Kuiper à des tests de la
gravitation à l’échelle du Système Solaire. Dans les deux paragraphes suivants, ces deux
catégories d’objectifs sont décrites avec les instruments mis en œuvre pour les atteindre.
Ensuite, le profil de la mission est rapidement étudié. Bien que la mission OSS n’ait pas
été retenue par l’ESA lors d’une compétition avec de nombreuses autres propositions, les
expériences de physique fondamentale portées par la mission OSS ont été jugées être des
objectifs scientifiques de premier plan. Ces objectifs sont d’ailleurs repris dans la feuille de
route de l’ESA pour les missions de physique fondamentale dans l’espace [80].
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Physique fondamentale

La partie « physique fondamentale » de la mission OSS est organisée autour de deux
objectifs scientifiques qui ont trait aux tests de la gravitation. Le premier objectif est de
dresser une cartographie du champ de gravité sur la trajectoire de la sonde afin d’effectuer
des comparaisons avec les prédictions théoriques et de détecter une éventuelle anomalie.
Le second concerne la mesure du paramètre PPN γ.

Plusieurs concepts de mission ont déjà été proposés pour tester la gravitation dans le
Système Solaire [77, 81–86], en améliorant l’expérience faite avec les sondes Pioneer 10 et
11. L’idée centrale est de mesurer les forces non-gravitationnelles agissant sur la sonde afin
de résoudre l’ambiguïté du signal Pioneer.

La sonde OSS embarque les instruments nécessaires à la radio-science. Ces instruments
permettent de mesurer l’accélération de la sonde grâce au décalage Doppler du lien radio.
Lors de la phase de restitution d’orbite, ces mesures sont utilisées pour reconstituer la
trajectoire. Dans un cadre post-newtonien, le lien radio donne l’accélération Doppler de la
sonde le long de la ligne de visée, aDoppler. Cette accélération Doppler inclut l’accélération
non-gravitationnelle de la sonde, aNG, et un terme aautre. Ce dernier terme contient l’ac-
célération de la sonde due à la courbure de l’espace-temps, l’interaction du lien radio avec
le champ gravitationnel, le mouvement de la station sur Terre suivant la sonde, et les effets
d’aberration. Soit u le vecteur unitaire dirigeant la ligne de visée, on a la formule simplifiée
suivante

aDoppler = aNG · u+ aautre (1.19)

Lorsque aDoppler est l’unique observable, il est nécessaire d’utiliser des modèles pour
corriger aNG · u afin d’accéder à aautre. Cette approche est celle utilisée actuellement pour
toutes les sondes interplanétaires [87, 88]. Mais la restitution d’orbite est alors entachée
d’erreurs dues à l’incertitude des modèles. Et même si l’accélération non-gravitationnelle
moyenne était correctement modélisée, ses fluctuations temporelles ne seraient pas prises
en compte.

Le Gravity Advanced Package (GAP) [89], accéléromètre électrostatique avec correction
de biais, qui est présenté en détail dans le chapitre 2, mesure le long de deux axes perpen-
diculaires (dirigés par les vecteurs unitaires e1 et e2) la valeur sans biais de l’accélération
non-gravitationnelle de la sonde aNG. Les techniques utilisées pour faire une mesure sans
biais d’accélération et la précision des mesures sont présentées aux chapitres 3 et 4. Lorsque
u est dans le plan généré par e1 et e2, on peut récupérer la quantité aautre en combinant
l’accélération Doppler et les mesures du GAP. Ces mesures supplémentaires améliorent la
restitution d’orbite pour trois raisons. Tout d’abord, elles suppriment des paramètres à
estimer. Ensuite, elles mesurent les fluctuations temporelles aléatoires qui ne peuvent pas
être prises en compte par les modèles. Enfin, elles permettent de supprimer des corrélations
qui apparaissent entre les quantités déterminées lors de la restitution d’orbite. Cet aspect
de la mission OSS est abordé en détail au chapitre 5.

Concernant le paramètre PPN γ, la mesure la plus précise à l’heure actuelle est celle
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effectuée par la sonde Cassini lors d’une occultation [26]. La mission OSS propose de réitérer
cette expérience en utilisant un lien laser. L’amélioration de la précision de la mesure
provient du fait que les fréquences optiques sont supérieures aux fréquences radio et sont,
par conséquent, moins sujettes à la dispersion dans le plasma solaire. De plus, comme
expliqué ci-dessus, la sonde OSS bénéficiera d’une trajectographie améliorée. L’objectif de
la mission OSS est de mesurer γ avec une précision de 10−7.

Planétologie

L’objectif scientifique principal de la mission OSS en planétologie est le système de
Neptune. Cet objectif se décline en plusieurs thèmes qui touchent à la compréhension
dans son ensemble de Neptune et de son environnement. Après le survol par Voyager 2 en
1989 [90], un nouveau survol permettrait de faire des observations avec des instruments
plus précis, mais aussi d’analyser les changements qui ont pu apparaître depuis la mission
Voyager.

Dans ce contexte, la trajectoire de la sonde et les instruments scientifiques permettent
tout d’abord d’améliorer la compréhension du système d’anneaux autour de Neptune et
de son interaction avec les petits satellites [91]. En effet, alors que les systèmes anneaux-
satellite étaient supposés être stables sur des durées de plus de 106 ans, des observations
récentes ont montré que la dynamique de ces systèmes est beaucoup plus rapide [92].

Concernant l’observation de Neptune, plusieurs aspects sont étudiés. Tout d’abord, la
trajectoire de la sonde permet de contraindre les modèles de structure interne. À l’heure
actuelle, l’intérieur de Neptune est supposé être composé de roche et de glace [93, 94]
mais il est mal connu [95]. Une autre problématique est celle de l’atmosphère : Voyager
a révélé l’existence d’une atmosphère très dynamique [96, 97] alors même que Neptune
est très distant du Soleil. La mission OSS permet d’améliorer la compréhension de la
dynamique de l’atmosphère en observant la turbulence atmosphérique avec une résolution
impossible à atteindre avec des télescopes placés sur Terre [98]. Enfin, le dipôle magnétique
de Neptune, comme celui d’Uranus, est très penché et est déporté par rapport au centre de la
planète [99–101]. Cela conduit à ce que le champ magnétique subisse des modifications très
importantes avec la rotation de la planète dans le vent solaire [102]. Le survol de Neptune
par OSS permet de comprendre la dynamique du champ magnétique et peut fournir des
indications sur la période de rotation de l’intérieur de Neptune et sur la composition du
plasma dans la magnétosphère [103, 104].

La mission OSS survole aussi le satellite Triton, qui est probablement le seul grand
satellite du Système Solaire à ne pas s’être formé autour de sa planète comme en atteste son
orbite rétrograde très inclinée. L’exploration de Triton a donc pour objectif de comprendre
son origine et son histoire, et de fournir des éléments sur la formation et l’évolution du
Système Solaire. De même que pour Neptune, la dynamique de l’atmosphère est étudiée,
avec une attention particulière portée sur sa variabilité saisonnière [105, 106]. Enfin, la
trajectoire de la sonde OSS permet de déterminer la structure interne de Triton [107] et si
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un océan est présent sur Triton comme cela a été avancé [108], ce qui en ferait une cible
de choix pour l’astrobiologie.

Enfin, un objet de la ceinture de Kuiper est visité. La compréhension de l’histoire
du Système Solaire a été révolutionnée par la découverte de la ceinture de Kuiper [109].
Les objets la composant présentent une diversité remarquable de leurs propriétés [110].
L’objectif pour cette phase de la mission est de collecter suffisamment de données pour
comparer Triton avec l’objet de la ceinture de Kuiper survolé.

Pour remplir ces différents objectifs, la sonde est équipée des instruments suivants :
une caméra haute résolution et une caméra grand angle avec un imageur dans le proche
infrarouge, un magnétomètre, un instrument de mesure des ondes dans les plasmas, un
spectromètre dans l’ultra-violet, un imageur thermique et un détecteur de poussières.

Description de la mission

La capacité à mener à bien les objectifs scientifiques décrits ci-dessus dépend fortement
de la conception de la sonde spatiale et de la trajectoire choisie. Le profil de mission
retenu doit permettre de mettre en orbite une sonde de 500 kg (masse prenant en compte
l’ensemble de la sonde spatiale, les instruments scientifiques et les ergols) sur une trajectoire
interplanétaire. De plus, la mission doit respecter les critères de coût : une enveloppe de
470 Me sans les instruments est allouée par l’ESA plus une contribution similaire de la
NASA, principalement pour le lanceur.

Figure 1.2 – Deux orbites possibles pour la mission OSS avec un lancement en 2020 avec
des fly-by de Venus, de la Terre et de Saturne [76].

La trajectoire retenue doit permettre de visiter Neptune et Triton ainsi qu’un objet
de la ceinture de Kuiper, avec une durée maximale du transfert jusqu’à Neptune fixée à
13 ans. Par ailleurs, l’optimisation de trajectoire a été effectuée avec l’objectif de minimiser
la quantité d’ergol à bord ainsi que la vitesse à l’infini initiale. Au vu de ces contraintes, les
deux trajectoires présentées en figure 1.2 ont été retenues. Dans les deux cas, des rebonds
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gravitationnels sont prévus pour que la sonde spatiale acquiert l’énergie suffisante pour
aller à Neptune : cette approche évite d’utiliser un lanceur puissant et donc coûteux, mais
allonge la durée de la mission. Concernant la visite d’un objet de la ceinture de Kuiper,
le rebond gravitationnel sur Neptune doit permettre de choisir parmi de nombreux objets
[111]. Neptune étant hors du plan de l’écliptique, les conjonctions solaires utilisées pour la
mesure du paramètre PPN γ ont lieu au début de la mission à 2,1 UA et à 4,3 UA. Enfin,
pour les tests de la gravitation à l’échelle du Système Solaire, ils sont effectués durant les
phases balistiques interplanétaires.

Figure 1.3 – Intérieur de la sonde OSS vu de dessus [76].

L’architecture de la sonde est présentée en figure 1.3. L’électricité à bord est fournie
par deux réacteurs nucléaires ASRG (Advanced Stirling Radioisotope Generator) [112], qui
produisent 146 W en début de vie et 125 W après 14 ans. L’organisation de la sonde est
contrainte par les besoins des instruments en terme de positionnement. Par exemple, les
instruments d’imagerie doivent être placés sur la face de la sonde qui aurait pointer vers la
surface de la planète lors des survols. Une attention particulière est accordée au position-
nement des ASRG afin de minimiser leur impact sur le reste de la sonde. Les contraintes
les plus sévères viennent du Gravity Advanced Package. En effet, la force de gravité de la
sonde sur le GAP, ainsi que les accélérations d’entraînement et de Coriolis, sont mesurées
par l’instrument. La configuration optimale est donc que le centre de gravité de la sonde
et des ergols soit confondu avec le point d’application des forces non-gravitationnelles et
le GAP, afin d’annuler ces signaux parasites. Pour répondre à cette contrainte, le Gravity
Advanced Package est placé au centre de la sonde spatiale et les quatre réservoirs d’hydra-
zine [113] (un monergol d’impulsion spécifique égal à 220 s) sont répartis symétriquement
autour. Un système permet de transférer des ergols d’un réservoir à l’autre afin de contrôler
la position du centre de gravité. Il est aussi important d’assurer un alignement stable entre
le GAP et l’antenne qui est utilisée pour la radio-science puisque les données de ces deux
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instruments sont utilisées conjointement pour la restitution d’orbite.
Deux modes de fonctionnement sont envisagés durant la mission : un mode où la sonde

est stabilisée suivant les trois axes et un mode spinné pendant les périodes d’hibernation.
L’attitude de la sonde est asservie par des capteurs stellaires et des gyromètres, et contrôlée
par des roues de réaction.
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Avec l’amélioration constante de la précision des instruments de mesure, l’espace est
devenu un endroit privilégié pour tester les deux théories fondamentales de la physique :
la Relativité Générale et la Mécanique Quantique [114]. C’est dans ce cadre que la mission
OSS, présentée au chapitre précédent, a été pensée. Son principal objectif concernant la
physique fondamentale est de fournir une mesure du champ de gravité à l’échelle du Système
Solaire. Pour cela, le lien radio entre la sonde et les stations terrestres est utilisé afin de
déterminer la trajectoire de la sonde. Cette mesure effectuée avec le lien radio dépend non
seulement de la métrique dans le Système Solaire mais aussi des forces non-gravitationnelles
qui s’appliquent sur la sonde. Pour exploiter au mieux cette mesure, il est donc nécessaire
de mesurer par ailleurs l’accélération non-gravitationnelle de la sonde. Comme la sonde est
sur une trajectoire hyperbolique, ces accélérations doivent être mesurées sans biais.

Le Gravity Advanced Package [89] est un instrument conçu pour remplir cet objectif.
Destiné à être embarqué sur la mission OSS, il a aussi été proposé sur la mission Laplace
[115]. Il est composé de l’accéléromètre électrostatique MicroSTAR, qui effectue les mesures
d’accélération, et d’une platine rotative, appelée historiquement Bias Rejection System, qui
permet de corriger le biais de mesure de MicroSTAR. Dans ce chapitre, on commence par
présenter en détail le Gravity Advanced Package conçu et développé à l’Onera. Ensuite,
le principe de fonctionnement de MicroSTAR est détaillé. Les défauts de l’accéléromètre
sont aussi discutés et le bruit de mesure est caractérisé. Enfin, le Bias Rejection System
est étudié en détail du point de vue de la performance de l’instrument.

2.1 Présentation du Gravity Advanced Package

Dans cette section, une présentation générale du Gravity Advanced Package est faite
après une brève description de l’accélérométrie spatiale pour la physique.

2.1.1 Accélérométrie spatiale pour la physique

Un accéléromètre placé dans une sonde spatiale mesure l’accélération non-gravitationnelle
de celle-ci. Cette accélération provient, entre autres, des forces de frottement qui s’exercent
sur la sonde, de la pression de radiation solaire et du rayonnement thermique anisotrope. Le
principe de la mesure accélérométrique est de mesurer l’accélération relative d’une masse
d’épreuve libre par rapport à une cage solidaire de la sonde. La mesure de cette accélération
non-gravitationnelle peut être effectuée de différentes manières.

Une première configuration consiste simplement à observer la position de la masse
d’épreuve : aucune force n’est appliquée pour la maintenir au centre de la cage. Cette mesure
de position est utilisée pour asservir la trajectoire de la sonde. En pratique, l’information de
position relative de la masse d’épreuve par rapport à la cage est injectée dans la boucle de
contrôle des propulseurs qui agissent de telle sorte que la sonde spatiale suive exactement
la même trajectoire que la masse d’épreuve. De cette manière, la masse d’épreuve et la
sonde suivent une trajectoire géodésique. Cette configuration a été retenue pour la mission
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LISA [116–118] qui est destinée à détecter des ondes gravitationnelles [119].
Une deuxième possibilité consiste à asservir la masse d’épreuve pour qu’elle reste au

centre de la cage et à utiliser la sortie de l’accéléromètre pour asservir les propulseurs de
sorte que la sonde suive une trajectoire géodésique. Cette configuration a été retenue pour
le satellite Microscope [120–125] qui est destiné à tester le Principe d’Équivalence avec une
précision relative de 10−15 .

Un autre cas de figure est celui où la masse d’épreuve est asservie sans que la trajectoire
de la sonde ne soit asservie sur les mesures de l’accéléromètre. Dans ce cas, les mesures
Doppler permettent d’estimer l’accélération totale de la sonde et les mesures de l’accéléro-
mètre fournissent l’accélération non-gravitationnelle de celle-ci. En utilisant conjointement
ces deux mesures, il est possible d’obtenir le mouvement géodésique de la sonde. Cette
configuration est celle retenue pour la mission OSS : comparée aux deux autres configura-
tions présentées précédemment, cette solution est la plus simple car elle ne nécessite pas
de propulseurs délivrant des poussées très précises. Elle est donc beaucoup mieux adaptée
à une mission interplanétaire avec des contraintes de masse très sévères.

On peut aussi envisager des accéléromètres sans asservissement de la masse d’épreuve,
par exemple un système masse–ressort où la variation de position donne, via la constante
de raideur du ressort, l’accélération non gravitationnelle du satellite.

L’accélérométrie spatiale peut aussi être utilisée pour la géodésie, c’est-à-dire pour
l’étude de la forme de la Terre. En effet, la trajectoire d’un satellite autour de la Terre
dépend du potentiel gravitationnel de la Terre ainsi que des forces non-gravitationnelles
telles que la pression de radiation solaire, l’albédo terrestre et les frottements atmosphé-
riques. De même que pour les missions de physique fondamentale, un accéléromètre permet
de mesurer ces forces afin de récupérer la trajectoire géodésique du satellite. La mission
CHAMP (CHAllenging Minisatellite Payload) [126] a été lancée en 2000 pour améliorer la
connaissance de la traînée atmosphérique. Mais l’apport de cette mission sur la connais-
sance du potentiel terrestre est rapidement apparu [127, 128]. La mission GRACE (Gravity
Recovery And Climate Experiment) [129] a fait suite à la mission CHAMP avec des ob-
jectifs spécifiques de géodésie. Elle a été lancée en 2002. Cette mission est composée de
deux satellites jumeaux, en orbite autour de la Terre, liés par un faisceau micro-ondes. Les
informations sur la position relative des satellites ont permis de caractériser le champ de
gravité spatialement [130] et temporellement [131]. La mission de géodésie la plus récente
utilisant des accéléromètres est la mission GOCE (Gravity field and steady-state Ocean
Circulation Explorer) [132–134] lancée en 2009. Elle a pour objectif de mesurer le gradient
de gravité. Pour cela, six accéléromètres sont utilisés pour former un gradiomètre. Comme
pour la mission Microscope, un système de compensation de traînée est asservi sur les ac-
céléromètres pour compenser les forces non-gravitationnelles suivant l’axe de la trajectoire.
Les accéléromètres des mission CHAMP, GRACE, GOCE et Microscope ont été conçus et
réalisés par l’Onera.

Dans tous ces cas, les mesures accélérométriques fournissent une observable supplé-
mentaire qui permet d’améliorer la restitution d’orbite pour les trois raisons évoquées au
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chapitre précédent et détaillées au chapitre 5.

2.1.2 Présentation générale

Figure 2.1 – Vue explosée du cœur mécanique de l’accéléromètre électrostatique. La posi-
tion et l’attitude de la masse d’épreuve sont contrôlées par six paires d’électrodes dont les
potentiels sont définis par une boucle de rétro-action. Sur chaque plaque en ULE, quatre
butées empêchent la masse d’épreuve de toucher les électrodes.

Pour les satellites autour de la Terre, les signaux d’intérêt sont modulés à une fréquence
multiple de la fréquence orbitale, de telle sorte que le biais de l’instrument qui est dans
le continu ne pose pas de problème. À l’inverse, comme la sonde OSS a une trajectoire
hyperbolique, un biais de mesure non-nul serait préjudiciable car il ne permettrait pas de
tester sans ambiguïté la loi de gravitation. Comme les accéléromètres électrostatiques ont
un biais de mesure, une platine rotative, appelée Bias Rejection System, est ajoutée à l’ac-
céléromètre MicroSTAR. L’objectif de précision en terme d’accélération sur la trajectoire
de la sonde est fixé à 10 pm·s−2, en accord avec les besoins exprimés par la communauté de
physique fondamentale [80]. Pour garder des marges, l’objectif de précision pour le Gravity
Advanced Package est fixé à 1 pm·s−2.

La platine rotative permet de faire tourner l’accéléromètre autour d’un de ses axes
de mesure. De cette façon, elle permet de moduler le signal extérieur sur deux des axes
de mesure, alors que le biais de mesure reste dans le domaine continu. Cette modulation
permet de séparer dans le domaine fréquentiel le signal extérieur du biais de l’instrument.
En appliquant une procédure de traitement du signal adaptée aux mesures effectuées par
l’instrument, il est donc possible de séparer le signal extérieur du biais de mesure.

L’accéléromètre MicroSTAR hérite de l’expertise de l’Onera dans les domaines de l’ac-
célérométrie et de la géodésie avec les missions CHAMP, GRACE et GOCE et la mission
Microscope qui est en préparation [135–137]. Une technologie similaire à celle des accélé-
romètres de la mission GOCE, actuellement en orbite, est utilisée. Des améliorations ont
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été réalisées afin de réduire la masse, la taille et la consommation de l’accéléromètre. Le
principe de MicroSTAR est de détecter par mesure capacitive tout mouvement de la masse
d’épreuve par rapport à la cage et d’agir sur cette masse d’épreuve grâce aux forces électro-
statiques, afin qu’elle reste au centre de la cage [138]. Ainsi, la masse d’épreuve est fixe par
rapport à la cage de l’accéléromètre dans la bande de fréquence de contrôle de la boucle
de rétro-action.

Figure 2.2 – Le cœur de MicroSTAR est placé sur une semelle qui permet de faire l’in-
terface avec le Biais Rejection System. L’enceinte à vide, autour de laquelle se trouve
l’électronique de proximité, assure un vide meilleur que 10−5 Pa.

La masse d’épreuve est dans une cage composée de six plaques identiques (fig. 2.1).
Cette configuration a été retenue afin de diminuer les coûts ainsi que les délais de pro-
duction. Tous les composants sont fabriqués avec le même matériau en silice « Ultra-Low
Expansion » (ULE) produit par Corning [139]. La masse d’épreuve est un cube de 2 cm de
côté et pèse 18 g. Elle est recouverte d’une couche d’or et reliée à deux sources de tension
de telle sorte que deux faces opposées aient une polarisation opposée. Sur chaque plaque
en ULE, deux électrodes sont gravées par une machine à ultra-son brevetée par l’Onera
[140]. La position et l’attitude de la masse d’épreuve par rapport à la cage (six degrés de
liberté) sont contrôlées par les six paires d’électrodes. Les électrodes sont positionnées de
telle sorte que les degrés de liberté sont couplés deux par deux (cf. section 2.2.1). Ainsi,
l’accéléromètre est complètement symétrique. Du fait du choix des entrefers, il ne peut être
lévité sous une accélération de 1 g : les performances de l’instrument devront être testées
dans une tour de chute [141], comme cela est fait pour les accéléromètres de la mission Mi-
croscope [142]. Le cœur de MicroSTAR se trouve sur une semelle qui permet de l’interfacer
avec le Bias Rejection System. L’enceinte à vide dans laquelle est placé l’accéléromètre
permet de maintenir un vide avec un niveau meilleur que 10−5 Pa. La masse de l’ensemble
présenté en figure 2.2 est estimée à 1,4 kg.

Le Bias Rejection System est une platine rotative composée d’un actionneur angulaire
et d’un encodeur angulaire haute résolution qui fonctionne en boucle fermée [143]. Une
technologie piezo-électrique est envisagée pour l’actionneur. Cela permet de réduire le poids
en supprimant l’usage de roues dentées. Le moteur piezo-électrique est utilisé dans un mode
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« slip-stick ». Enfin, même si les moteurs piezo-électriques ont un moment non nul lorsqu’ils
ne sont pas alimentés, un système de blocage additionnel sera implémenté pour éviter tout
mouvement lors du lancement ou des manœuvres. Le poids de ce sous-système n’excède
pas 1,1 kg. L’ICU pèse quant à elle 1,0 kg, ce qui mène à un poids total de 3,5 kg.

2.1.3 Architecture de l’accéléromètre MicroSTAR

Taille de la masse d’épreuve 20× 20× 20 mm3

mA Masse de la masse d’épreuve 18 g
Σ Surface d’une électrode 94 mm2

e Entrefer nominal 0,3 mm
IA Inertie de la masse d’épreuve 1200 g·mm2

Table 2.1 – Paramètres de l’accéléromètre MicroSTAR.
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Figure 2.3 – Architecture de l’accéléromètre MicroSTAR. Le capteur mécanique est consti-
tué de la masse d’épreuve et des électrodes. L’électronique de proximité est composée de
toutes les fonctions représentées sur ce schéma. La sortie de l’instrument est envoyée vers
l’ICU qui fait l’interface avec la sonde spatiale.

Comme cela a été mentionné, les accéléromètres développés par l’Onera utilisent le
principe de la suspension électrostatique d’une masse d’épreuve. La masse d’épreuve est
asservie au centre de la cage grâce aux tensions appliquées sur les électrodes. La détection
de la position de la masse d’épreuve se fait aussi grâce aux électrodes avec un détecteur
capacitif [144, 145] qui mesure la distance entre chaque électrode et la masse d’épreuve.
Comme la même électrode sert pour la détection et pour l’action, il est nécessaire de
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séparer ces deux fonctions fréquentiellement. Pour cela, le potentiel sur une face de la
masse d’épreuve est défini comme suit (cf. fig. 2.3) :

– Deux faces opposées ont un potentiel opposé. À l’inverse, deux électrodes opposées
ont le même potentiel. Cette configuration a été retenue car elle évite le recours à des
transformateurs différentiels. La simplification de l’électronique de détection permet
ainsi de diminuer la masse de l’instrument.

– Un potentiel constant Vp est appliqué à la masse d’épreuve. Ce potentiel sert à lui
appliquer une force.

– Un potentiel Vd, à la fréquence fd = 105 Hz, sert à la détection.
Pour appliquer ces potentiels, la masse d’épreuve est reliée à deux sources de tensions par
l’intermédiaire de deux fils d’or.

Comme pour tout système asservi, l’action est déterminée en fonction de la mesure
de l’état du système. Dans le cas de MicroSTAR, la loi de commande est un opérateur
linéaire Proportionnel-Intégral-Dérivé (PID) analogique. La sortie de ce correcteur, après
amplification (avec un gain Gm) et conversion digitale, devient la sortie de l’accéléromètre.

2.1.4 Description détaillée de l’instrument

Cette partie a pour objectif la mise en place des notations qui permettent de décrire
la partie mécanique de l’instrument. Comme l’instrument a un mouvement de rotation,
un transfert de moment cinétique de l’instrument vers la sonde a lieu, ce qui peut gêner
le contrôle d’attitude de la sonde. Pour étudier cette problématique, une partie tournante
destinée à annuler les transferts de moment cinétique est ajoutée au Gravity Advanced
Package. On considère les sous-systèmes suivants :

– A : Masse d’épreuve.
– T : Cage de l’accéléromètre et partie tournante du Bias Rejection System.
– D : Partie tournante du système de compensation du moment cinétique.
– S : Sonde à l’exception de la masse d’épreuve.
– S̃ = S\(T∪D) : Sonde à l’exception de la masse d’épreuve, de la cage de l’accéléro-

mètre, de la partie tournante du Bias Rejection System et de la partie tournante du
système de compensation du moment cinétique.

mΞ désigne la masse du solide générique Ξ ∈ {A; T; D; S; S̃} et IΥ
Ξ désigne le tenseur

dyadique 1 d’inertie du solide Ξ au point quelconque Υ. Les points A S, D et S̃ sont
respectivement les centres d’inertie des solides A, S, D et S̃. C est le centre de la cage
de la masse d’épreuve, R est un point fixé au Bias Rejection System sur l’axe de rotation.
Enfin O est le centre d’un référentiel galiléen (par exemple : le barycentre du Système
Solaire).

Les solides A, T, D et S̃ définis ci-dessus sont supposés indéformables. On suppose
de plus que la distribution de masse du solide S est fixe : en particulier la position de

1. Il s’agit d’un tenseur de type (1,1), c’est-à-dire une fois covariant et une fois contravariant.
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son centre d’inertie et son tenseur d’inertie sont des constantes. L’étude des déformations
mécaniques, dues par exemple aux contraintes mécaniques, aux variations de température
ou au vieillissement des matériaux, sort du cadre de cette thèse. On fera aussi l’hypothèse
que les centres de gravité et les centres d’inertie sont confondus pour tous les solides
considérés. Cela revient à négliger les forces de marée, c’est-à-dire à supposer que le gradient
de gravité est négligeable à l’échelle de la sonde, ce qui est une hypothèse vérifiée dans le
cas considéré ici.

Afin de décrire le fonctionnement de l’instrument, il est nécessaire d’introduire les
repères suivants ainsi que les lois de transformation entre ces repères :

– R0

(
O, e0

x, e
0
y, e

0
z

)
: repère du Système Solaire supposé galiléen. On suppose que le

vecteur e0
x est perpendiculaire au plan de l’orbite moyen de la sonde.

– R1

(
S, e1

x, e
1
y, e

1
z

)
: repère de la sonde non spinné.

– R2

(
S, e2

x, e
2
y, e

2
z

)
: repère lié à la sonde. Si la sonde est spinnée, R2 est en rotation

par rapport à R1 autour de l’axe e1
y = e2

y, qui est le vecteur unitaire pointant de la
Terre vers la sonde. L’angle dépendant du temps qui paramètre cette rotation est
noté ψ (cf. fig. 2.4).

– R3

(
R, e3

x, e
3
y, e

3
z

)
: repère lié au Bias Rejection System. La matrice de passage entre

les repères 2 et 3 est indépendante du temps, en supposant la sonde indéformable.
– R4

(
R, e4

x, e
4
y, e

4
z

)
: repère lié à la partie tournante du Bias Rejection System. En

faisant l’hypothèse qu’il n’y a pas de précession, les repères 3 et 4 sont en rotation
l’un par rapport à l’autre autour de l’axe e3

x = e4
x. L’angle dépendant du temps qui

paramètre cette rotation est noté θ et appelé angle de modulation (cf. fig. 2.4).
– R5

(
C, e5

x, e
5
y, e

5
z

)
: repère lié à la cage de l’accéléromètre. Les trois axes définis par

les vecteurs unitaires du repère sont les axes de mesure de l’accéléromètre. La matrice
de changement de repère T5←4 est indépendante du temps. Dans le cas idéal, T5←4

est égale à l’identité et RC est porté par e4
x.

– R6

(
A, e6

x, e
6
y, e

6
z

)
: repère lié à la masse d’épreuve. Lorsque l’accéléromètre est asservi,

les repères R5 et R6 sont égaux.
– R9

(
R, e9

x, e
9
y, e

9
z

)
: repère lié à la partie tournante du système de compensation du

moment dynamique. Dans le cas idéal, les repères 3 et 9 sont en rotation l’un par
rapport à l’autre autour de l’axe e3

x = e9
x. On note θD(t) l’angle dépendant du temps

qui paramètre cette rotation.

On note Tj←i la matrice de passage entre la base i
(
eix, e

i
y, e

i
z

)
à la base j

(
ejx, e

j
y, e

j
z

)
,

c’est-à-dire que jv = Mj←i
iv avec v un vecteur et jv les composantes de ce vecteur dans

la base Rj . On a en particulier :

T2←1 =

cos(ψ) 0 − sin(ψ)

0 1 0

sin(ψ) 0 cos(ψ)

 et T4←3 =

1 0 0

0 cos(θ) sin(θ)

0 − sin(θ) cos(θ)

 (2.1)
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Figure 2.4 – Figures de changement de base

11

7

5

6

8

3

4

21

10
9

12

ex
5 ey

5

ez
5

Figure 2.5 – Numérotation des électrodes de l’accéléromètre MicroSTAR.

Il est aussi nécessaire d’indicer les 12 électrodes de l’accéléromètre MicroSTAR. On
définit la numérotation des électrodes de la manière suivante (cf. fig. 2.5) :

– Les électrodes k et k + 6 se font face.
– Les électrodes 1 et 2 sont sur la face perpendiculaire à l’axe e5

x, les électrodes 3 et
4 sont sur la face perpendiculaire à l’axe e5

y, et les électrodes 5 et 6 sont sur la face
perpendiculaire à l’axe e5

z.
– Le vecteur uk est orienté de la masse d’épreuve vers la cage de l’accéléromètre. Ainsi,
uk = −uk+6 et on a u1 = u2 = e5

x, u3 = u4 = e5
y et u5 = u6 = e5

z.
– On appelle Uk le point au centre de l’électrode k.
– (AU1 ∧ u1) · e5

y < 0, (AU3 ∧ u3) · e5
z < 0 et (AU5 ∧ u5) · e5

x < 0. Ces conditions sont
équivalentes à U1U2 · e5

z < 0, U3U4 · e5
x < 0 et U5U6 · e5

y < 0.

Par définition de l’instrument, pour k ∈ J1; 6K, le potentiel de la masse d’épreuve en
regard de l’électrode k est Vp et le potentiel de la masse d’épreuve en regard de l’électrode
k + 6 est −Vp. De plus, V k

e = V k+6
e , où V k

e est le potentiel de l’électrode k. On note δk
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l’entrefer correspondant à l’électrode k ∈ J1; 12K.

Enfin, on introduit les forces et les moments qui influent sur le comportement de l’ins-
trument. Υ est un point quelconque de l’espace :

– FNGext→S : forces non gravitationnelles exercées par le milieu extérieur sur la sonde.
– FGext→S : forces gravitationnelles exercées par le milieu extérieur sur la sonde.
– FNGext→A : forces non gravitationnelles exercées par le milieu extérieur sur la masse

d’épreuve.
– FGext→A : forces gravitationnelles exercées par le milieu extérieur sur la masse d’épreuve.
– FGS→A : forces gravitationnelles exercées par la sonde sur la masse d’épreuve.
– F orS→A : forces exercées par la sonde sur la masse d’épreuve par l’intermédiaire du fil

d’or.
– F elecS→A(V k

e , Vp, δk) : forces électrostatiques exercées par la sonde sur la masse d’épreuve.
– MNG

Υ,ext→S : moment des forces non gravitationnelles exercé par le milieu extérieur
sur la sonde au point Υ.

– MG
Υ,ext→S : moment des forces gravitationnelles exercé par le milieu extérieur sur la

sonde au point Υ.
– MNG

Υ,ext→A : moment des forces non gravitationnelles exercé par le milieu extérieur
sur la masse d’épreuve au point Υ.

– MG
Υ,ext→A : moment des forces gravitationnelles exercé par le milieu extérieur sur la

masse d’épreuve au point Υ.
– MG

Υ,S→A : moment des forces gravitationnelles exercé par la sonde sur la masse
d’épreuve au point Υ.

– Mor
Υ,S→A : moment exercé par la sonde sur la masse d’épreuve par l’intermédiaire du

fil d’or au point Υ.
– M elec

Υ,S→A(V k
e , Vp, δk) : moment des forces électrostatiques exercé par la sonde sur la

masse d’épreuve au point Υ.

2.2 Principe de fonctionnement de MicroSTAR

Cette section va permettre, en s’appuyant sur les notions introduites précédemment, de
définir précisément le signal mesuré par l’instrument GAP. L’accélération non-gravitationnelle
de la sonde spatiale est bien sûr mesurée mais d’autres termes indésirables viennent s’ajou-
ter au signal.

2.2.1 Fonctionnement mécanique de l’accéléromètre

Dans cette partie, la dynamique de la masse d’épreuve est étudiée. Cela permet de
relier la force et le moment exercés par les électrodes sur la masse d’épreuve aux autres
quantités qui influent sur la dynamique de la masse d’épreuve [146–148]
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Moment dynamique

Le théorème du moment dynamique appliqué au point S à la masse d’épreuve A dans
R0 supposé galiléen donne

∆S
A/R0

= M elec
S,S→A(V k

e , Vp, δk) +MG
S,S→A +Mor

S,S→A +MNG
S,ext→A +MG

S,ext→A. (2.2)

où ∆S
A/R0

est le moment dynamique du solide A par rapport au repère R0 au point S.
De même, le théorème du moment dynamique appliqué au point S à la sonde S dans R0

donne

∆S
S/R0

= −M elec
S,S→A(V k

e , Vp, δk)−MG
S,S→A −Mor

S,S→A +MNG
S,ext→S +MG

S,ext→S. (2.3)

Les moments dynamiques qui apparaissent dans les équations (2.2) et (2.3) peuvent s’ex-
pliciter de la manière suivante

∆S
A/R0

= ∂R6

[
IAA

]
· Ω6/0 + Ω6/0 ∧ IAA · Ω6/0

+ IAA ·
(
∂R0

[
Ω4/0

]
+ ∂R4

[
Ω6/4

]
+ Ω4/0 ∧ Ω6/4

)
+mASA ∧ ΓA/R0

(2.4)

et

∆S
S/R0

= ∂R2

[
I S̃
S̃

]
· Ω2/0 + Ω2/0 ∧ I S̃S̃ · Ω2/0 + I S̃

S̃
· ∂R0

[
Ω2/0

]
+mS̃SS̃ ∧ ΓS̃/R0

+ ∂R4

[
ICT

]
· Ω4/0 + Ω4/0 ∧ ICT · Ω4/0 + ICT · ∂R0

[
Ω4/0

]
+mTSC ∧ ΓC/R0

+ ∂R9

[
IDD

]
· Ω9/0 + Ω9/0 ∧ IDD · Ω9/0 + IDD · ∂R0

[
Ω9/0

]
+mDSD ∧ ΓD/R0

(2.5)

où ΓA/R0
désigne l’accélération du point A par rapport au repère R0 et ∂Ri [·] désigne la

dérivation d’un vecteur par rapport au repère Ri.

En soustrayant les équations (2.2) et (2.3), on obtient une équation qui permet de lier
le moment appliqué par les électrodes sur la masse d’épreuve à la dynamique angulaire de
celle-ci

2M elec
S,S→A(V k

e , Vp, δk)+2MG
S,S→A+2Mor

S,S→A+MNG
S,ext→A+MG

S,ext→A−MNG
S,ext→S−MG

S,ext→S =

∂R6

[
IAA

]
·Ω6/0+Ω6/0∧IAA·Ω6/0+IAA·

(
∂R0

[
Ω4/0

]
+ ∂R4

[
Ω6/4

]
+ Ω4/0 ∧ Ω6/4

)
+mASA∧ΓA/R0

− ∂R2

[
I S̃
S̃

]
· Ω2/0 − Ω2/0 ∧ I S̃S̃ · Ω2/0 − I S̃S̃ · ∂R0

[
Ω2/0

]
−mS̃SS̃ ∧ ΓS̃/R0

− ∂R4

[
ICT

]
· Ω4/0 − Ω4/0 ∧ ICT · Ω4/0 − ICT · ∂R0

[
Ω4/0

]
−mTSC ∧ ΓC/R0

− ∂R9

[
IDD

]
· Ω9/0 − Ω9/0 ∧ IDD · Ω9/0 − IDD · ∂R0

[
Ω9/0

]
−mDSD ∧ ΓD/R0

(2.6)

Il est possible de simplifier cette équation : S étant le centre de masse de la sonde,
MG
S,ext→S = 0.
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En additionnant les équations (2.2) et (2.3), on obtient une équation où les moments
internes à la sonde ont été éliminés

MNG
S,ext→A +MG

S,ext→A +MNG
S,ext→S +MG

S,ext→S =

∂R6

[
IAA

]
·Ω6/0+Ω6/0∧IAA·Ω6/0+IAA·

(
∂R0

[
Ω4/0

]
+ ∂R4

[
Ω6/4

]
+ Ω4/0 ∧ Ω6/4

)
+mASA∧ΓA/R0

+ ∂R2

[
I S̃
S̃

]
· Ω2/0 + Ω2/0 ∧ I S̃S̃ · Ω2/0 + I S̃

S̃
· ∂R0

[
Ω2/0

]
+mS̃SS̃ ∧ ΓS̃/R0

+ ∂R4

[
ICT

]
· Ω4/0 + Ω4/0 ∧ ICT · Ω4/0 + ICT · ∂R0

[
Ω4/0

]
+mTSC ∧ ΓC/R0

+ ∂R9

[
IDD

]
· Ω9/0 + Ω9/0 ∧ IDD · Ω9/0 + IDD · ∂R0

[
Ω9/0

]
+mDSD ∧ ΓD/R0

(2.7)

Cette équation est utile pour étudier l’impact de la rotation de l’accéléromètre sur l’attitude
de la sonde au paragraphe 2.4.4.

Résultante dynamique

Le théorème de la résultante dynamique appliqué à la masse d’épreuve A dans le repère
R0, qui est galiléen par hypothèse, donne

mAΓA/R0
= F elecS→A(V k

e , Vp, δk) + FGS→A + F orS→A + F autreS→A + FNGext→A + FGext→A. (2.8)

De manière similaire, le théorème de la résultante dynamique appliqué au solide S dans le
repère R0 donne

mSΓS/R0
= −F elecS→A(V k

e , Vp, δk)− FGS→A − F orS→A − F autreS→A + FNGext→S + FGext→S. (2.9)

Afin de combiner les équations (2.8) et (2.9) en supprimant les accélérations de la masse
d’épreuve et de la sonde par rapport au référentiel galiléen, on utilise la relation

ΓA/R0
= ∂2

R0
[OA] = ∂2

R0
[OS] + ∂2

R0
[SA] = ΓS/R0

+ ∂2
R0

[SA] (2.10)

qui permet d’obtenir une équation qui décrit la dynamique de la masse d’épreuve par
rapport à la sonde

∂2
R0

[SA] = − 1

mS
FNGext→S +

(
1

mA
+

1

mS

)
F elecS→A(V k

e , Vp, δk)

+

(
1

mA
+

1

mS

)(
FGS→A + F orS→A + F autreS→A

)
+

1

mA
FGext→A −

1

mS
FGext→S +

1

mA
FNGext→A

(2.11)

Les formules de changement de repère permettent d’expliciter le membre de gauche de
l’équation précédente et de faire apparaître les termes appelés communément accélération
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d’entraînement et accélération de Coriolis

∂2
R0

[SA] = ∂2
R2

[SR] + 2.Ω2/0 ∧ ∂R2 [SR] + ∂R2

[
Ω2/0

]
∧ SR+ Ω2/0 ∧

(
Ω2/0 ∧ SR

)
+∂2

R4
[RC] + 2.Ω4/0 ∧ ∂R4 [RC] + ∂R4

[
Ω4/0

]
∧RC + Ω4/0 ∧

(
Ω4/0 ∧RC

)
+∂2

R6
[CA] + 2.Ω6/0 ∧ ∂R6 [CA] + ∂R6

[
Ω6/0

]
∧ CA+ Ω6/0 ∧

(
Ω6/0 ∧ CA

)
(2.12)

La combinaison des deux équations précédentes permet d’obtenir une relation entre la
force électrostatique appliquée à la masse d’épreuve et la force non-gravitationnelle qui
s’exerce sur la sonde(

1

mA
+

1

mS

)
F elecS→A(V k

e , Vp, δk) =
1

mS
FNGext→S −A1 −A2 +A3 +A4 (2.13)

avec les quantités A1, A2, A3 et A4 définies de la manière suivante

A1 =

(
1

mA
+

1

mS

)
F orS→A (2.14a)

A2 =

(
1

mA
+

1

mS

)
FGS→A + ∆ag +

1

mA
FNGext→A +

(
1

mA
+

1

mS

)
F autreS→A (2.14b)

A3 = ∂2
R2

[SR] + 2.Ω2/0 ∧ ∂R2 [SR] + ∂R2

[
Ω2/0

]
∧ SR+ Ω2/0 ∧

(
Ω2/0 ∧ SR

)
(2.14c)

+∂2
R4

[RC] + 2.Ω4/0 ∧ ∂R4 [RC] + ∂R4

[
Ω4/0

]
∧RC + Ω4/0 ∧

(
Ω4/0 ∧RC

)
A4 = ∂2

R6
[CA] + 2.Ω6/0 ∧ ∂R6 [CA] + ∂R6

[
Ω6/0

]
∧ CA+ Ω6/0 ∧ (Ω6/0 ∧ CA)(2.14d)

où le terme ∆ag, défini par

∆ag =
1

mA
FGext→A −

1

mS
FGext→S, (2.15)

est relié au gradient de gravité et à la distance entre le centre de gravité de la sonde et
celui de la masse d’épreuve.

L’équation (2.13) est le pendant de l’équation (2.6). Elles permettent de connaître la
force et le moment électrostatique à appliquer à la masse d’épreuve pour la garder immobile
par rapport à la cage. Comme cette force et ce moment sont les sorties de l’instrument, ces
deux équations donnent les quantités mesurées. En pratique, on s’intéresse principalement
à l’équation (2.13) car elle donne accès à l’accélération non-gravitationnelle de la sonde.
L’équation (2.6) donne des informations sur l’attitude de la sonde, qui a peu d’intérêt pour
les tests de la gravitation dans le Système Solaire.

2.2.2 Force électrostatique dans le cas unidimensionnel

Afin d’expliciter la force et le moment appliqués à la masse d’épreuve par les électrodes,
calculons la force qui s’applique à une masse d’épreuve dans le cas unidimensionnel de la
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Figure 2.6 – Schéma d’un accéléromètre électrostatique unidimensionnel. Les condensa-
teurs formés par une électrode et une face de la masse d’épreuve sont appelés A et B. l est
la longueur d’un côté de la masse d’épreuve. eB et eA sont les entrefers des condensateurs
B et A respectivement. Le schéma n’est pas à l’échelle puisque eA et eB sont par hypothèse
très petits devant l. La surface d’une électrode est notée Σ. Les potentiels des électrodes
et de la masse d’épreuve sont indiqués sur le schéma par les quantités Ve et Vp. Enfin, σ1

A,
σ2
A, σ

2
B et σ1

B sont les densités surfaciques de charge.

figure 2.6. Les potentiels sur les électrodes et sur la masse d’épreuve sont dans la même
configuration que pour GAP, c’est-à-dire que deux faces opposées de la masse d’épreuve ont
leur potentiel opposé et deux électrodes opposées ont le même potentiel Ve. Une électrode
et une face de la masse d’épreuve forment un condensateur ; on les note A et B. Les
entrefers sont notés respectivement eA et eB. Les quantités σ1

A, σ
2
A, σ

2
B et σ1

B sont les
densités surfaciques de charge et on appelle σT la densité surfacique de charge totale :
σT = σ1

A + σ2
A + σ2

B + σ1
B. Les interactions entre le condensateur A et le condensateur B

sont négligeables, ce qui est justifié par le fait que les entrefers sont très petits devant la
taille de la masse d’épreuve (cf. tableau 2.1). En négligeant les effets de bord, c’est-à-dire
en supposant que le champ électrique est porté par le vecteur u, on peut relier les densités
surfaciques de charge aux potentiels sur les électrodes

σ1
B = −ε0(Ve + Vp)/eB + σT /2 (2.16a)

σ2
B = ε0(Ve + Vp)/eB (2.16b)

σ2
A = ε0(Ve − Vp)/eA (2.16c)

σ1
A = −ε0(Ve − Vp)/eA + σT /2 (2.16d)

Pour calculer la force exercée par les électrodes sur la masse d’épreuve, une approche
énergétique est utilisée. L’énergie d’interaction du condensateur A est donnée par la formule
suivante

WA = −
Σσ1

Aσ
2
AeA

2ε0
+

Σσ1
Aσ

2
A

4ε0
lim

L→+∞

∫ L

−L
dz (2.17)
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L’énergie d’interaction du condensateur B est obtenue en remplaçant l’indice A par B. La
force F exercée par les électrodes sur la masse d’épreuve dérive de l’énergie d’interaction
donnée ci-dessus et vaut donc, en remarquant que le terme avec l’intégrale ne dépend pas
des entrefers

F =

[
− dWA

d(−eA)
− dWB

deB

]
u =

Σ

2ε0

[
−σ1

Aσ
2
A + σ1

Bσ
2
B

]
u (2.18)

En introduisant les potentiels Ve et Vp ainsi que la charge totale σT , on obtient

F · u = − Σε0
2eB2

(Ve + Vp)
2 +

Σε0
2eA2

(Ve − Vp)2 +
ΣσT

4

(
Ve + Vp
eB

− Ve − Vp
eA

)
(2.19)

Remarque 1 Les équations (2.16b) et (2.16c) montrent que la charge de la masse
d’épreuve est indépendante de la charge totale de l’instrument σT .

Remarque 2 L’équation (2.19) fait intervenir la charge totale de l’instrument. Pour
pouvoir négliger le terme faisant intervenir σT , il faut que 2σT � 4ε0V/e, où V est l’ordre
de grandeur des potentiels Ve et Vp. En prenant V = 5 V et les valeurs de l’entrefer e
et de la surface d’une électrode Σ données dans le tableau 2.1, on obtient la condition
2ΣσT � 5,5× 10−11 C. On supposera dans toute la suite que cette condition est vérifiée,
l’équation (2.19) devient alors

F · u = − Σε0
2eB2

(Ve + Vp)
2 +

Σε0
2eA2

(Ve − Vp)2 (2.20)

2.2.3 Mesures effectuées par l’accéléromètre

Pour expliciter la force et le moment appliqués par les électrodes à la masse d’épreuve,
il faut exprimer les entrefers δk en fonction de la position de la masse par rapport à la cage,
dans l’hypothèse des petits mouvements. On note e l’entrefer (par hypothèse, égal pour
toutes les électrodes) lorsque la masse est au centre de la cage et ne fait pas d’angle avec
celle-ci et d le bras de levier des électrodes. On note θx, θy et θz les petites rotations de la
masse d’épreuve autour des axes e5

x, e5
y et e5

z respectivement et px, py et pz ses déplacements
le long de ces axes, c’est-à-dire

CA = pxe
5
x + pye

5
y + pze

5
z (2.21)

et

T6←5 =

1 0 0

0 cos(θx) − sin(θx)

0 sin(θx) cos(θx)

 .
 cos(θy) 0 sin(θy)

0 1 0

− sin(θy) 0 cos(θy)

 .
cos(θz) − sin(θz) 0

sin(θz) cos(θz) 0

0 0 1


(2.22)
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On obtient ainsi

δ1 = e− px − θzd δ7 = e+ px + θzd (2.23a)

δ2 = e− px + θzd δ8 = e+ px − θzd (2.23b)

δ3 = e− py − θxd δ9 = e+ py + θxd (2.23c)

δ4 = e− py + θxd δ10 = e+ py − θxd (2.23d)

δ5 = e− pz − θyd δ11 = e+ pz + θyd (2.23e)

δ6 = e− pz + θyd δ12 = e+ pz − θyd (2.23f)

Les développements limités de l’inverse de l’entrefer au carré pour px,y,z � e et θx,y,zd� e

permettent d’exprimer la force électrostatique exercée par la sonde sur la masse d’épreuve
F elecS→A.e

5
x = 2ε0Σ

e3

[
px(V 1

e
2

+ V 2
e

2
+ 2Vp

2) + θzd(V 1
e

2 − V 2
e

2
)− eVp(V 1

e + V 2
e )
]

F elecS→A.e
5
y = 2ε0Σ

e3

[
py(V

3
e

2
+ V 4

e
2

+ 2Vp
2) + θxd(V 3

e
2 − V 4

e
2
)− eVp(V 3

e + V 4
e )
]

F elecS→A.e
5
z = 2ε0Σ

e3

[
pz(V

5
e

2
+ V 6

e
2

+ 2Vp
2) + θyd(V 5

e
2 − V 6

e
2
)− eVp(V 5

e + V 6
e )
]

De même, le moment des forces électrostatiques exercé par la sonde sur la masse
d’épreuve a pour expression

M elec
D,S→A.e

5
x = 2ε0Σd

e3

[
py(V

4
e

2 − V 3
e

2
) + θxd(2Vp

2 − V 3
e

2 − V 4
e

2
) + eVp(V

3
e − V 4

e )
]

M elec
D,S→A.e

5
y = 2ε0Σd

e3

[
pz(V

6
e

2 − V 5
e

2
) + θyd(2Vp

2 − V 5
e

2 − V 6
e

2
) + eVp(V

5
e − V 6

e )
]

M elec
D,S→A.e

5
z = 2ε0Σd

e3

[
px(V 2

e
2 − V 1

e
2
) + θzd(2Vp

2 − V 1
e

2 − V 2
e

2
) + eVp(V

1
e − V 2

e )
]

En combinant l’équation (2.13) avec l’expression de la force électrostatique déterminée
à la section 2.2.1, et en introduisant les quantités

ω2
p =

mA +mS

mAmS

4ε0Σ

e3
Vp

2 (2.24a)

Ge =
mA +mS

mAmS

2ε0Σ

e2
Vp (2.24b)

on obtient en projection sur le vecteur unitaire e5
x l’équation

A4.e
5
x − ω2

ppx −
ω2
p

2Vp
2

[
(V 1
e

2
+ V 2

e
2
)px + (V 1

e
2 − V 2

e
2
)θzd

]
=

−Ge(V 1
e + V 2

e )−
[

1

mS
FNGext→S −A1 −A2 +A3

]
.e5
x (2.25)

Pour les directions e5
y et e5

z, une équation similaire décrit la dynamique de la masse
d’épreuve. Le terme A4.e

5
x dépend de la position de la masse d’épreuve par rapport au

centre de la cage. Le terme de raideur électrostatique −ω2
ppx est, contrairement aux oscil-

lateurs harmoniques, négatif. Cela signifie qu’il est déstabilisant pour la masse d’épreuve.
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Les termes à droite du signe égal sont (i) le contrôle et (ii) le terme qui pousse le système
hors de l’équilibre. Le facteur Ge est le facteur de sensibilité de l’instrument.

La boucle d’asservissement permet de contrôler les quantités V k
e de telle sorte que

px,y,z = 0 et θx,y,z = 0, ce qui implique A4 = 0. Les sorties de l’accéléromètre sont les
quantités GmV k

e , Gm étant défini à la section 2.1.3,sxsy
sz

 ∆
= Gm

V
1
e + V 2

e

V 4
e + V 5

e

V 5
e + V 6

e

 = −Gm
Ge

[
1

mS
FNGext→S −A1 −A2 +A3

]
5

(2.26)

On appellera mesures effectuées par l’accéléromètre suivant les axes x, y et z les quantités
suivantes mx

my

mz

 ∆
= − Ge

Gm

sxsy
sz

 =

[
1

mS
FNGext→S −A1 −A2 +A3

]
5

(2.27)

où les quantitésA1,A2 etA3 sont définies par les équations (2.14). Le termeA1 correspond à
la force exercée par les fils d’or sur la masse d’épreuve. Dans le repère R5, les composantes
de ce vecteur varient lentement et il peut donc être assimilé à un biais de mesure. En
appelant borx , bory et borz les composantes de −A1 dans R5, on a

mx

my

mz

 =

[
1

mS
FNGext→S −A2 +A3

]
5

+

b
or
x

bory

borz

 (2.28)

Pour la suite de la discussion, on introduit a = 1
mS
FNGext→S − A2 + A3, qui est le signal

mesuré par l’instrument.

Remarque Quelle que soit la position de l’instrument, c’est-à-dire du point A, il est
possible de relier l’accélération de la sonde en A par rapport à R0 à l’accélération de
gravité de la sonde et à la mesure a sans faire intervenir les termes d’inertie et de Coriolis

ΓA/R0
=

mS

mA +mS
a+

1

mS
FGext→S +

[
∆ag +

1

mA

(
FGS→A + FNGext→A + F autreS→A

)]
(2.29)

2.3 Performance de l’accéléromètre électrostatique

Les paramètres géométriques et électroniques de l’instrument ont été supposés parfaite-
ment connus jusqu’ici. Il y a cependant une différence entre la valeur réelle des paramètres
et leur valeur supposée. Cela conduit à un facteur d’échelle, à un facteur quadratique dans
la chaîne de mesure ainsi qu’à un biais de mesure. En plus de ces défauts, les composants
mécaniques et électroniques de l’instrument génèrent du bruit qui se retrouve dans la me-
sure finale : la mesure est entachée d’un bruit qui sera décrit comme un processus aléatoire.
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Enfin, on a vu que l’instrument mesure l’accélération non-gravitationnelle de la sonde à
laquelle s’ajoutent d’autres termes. On discutera comment ces termes peuvent dégrader la
mesure de l’accélération non-gravitationnelle.

2.3.1 Facteur d’échelle, facteur quadratique et couplage

Afin de déterminer l’impact de la mauvaise connaissance des paramètres de l’accéléro-
mètre sur la qualité des mesures, on introduit les quantités étoilées, qui sont les quantités
qu’on croit mesurer. Par exemple, la valeur réelle du gain électrostatique est Ge alors que
la valeur utilisée pour traiter les données est G∗e. Et on note δGe = G∗e −Ge.

En ne considérant que la mesure suivant x et en supposant que les écarts entre les
valeurs réelles et les valeurs utilisées sont petits devant les valeurs des paramètres, on a par
différentiation logarithmique

m∗x = − G
∗
e

G∗m
sx = mx +mx

(
−δGm
Gm

+
δΣ

Σ
− 2

δe

e
+
δVp
Vp

)
(2.30)

L’équation de mesure (2.28) devient alorsmx

my

mz

 =

k1x 0 0

0 k1y 0

0 0 k1z

[ 1

mS
FNGext→S −A1 −A2 +A3

]
5

(2.31)

avec pour ν ∈ {x; y; z}

k1ν = 1− δGm,ν
Gm,ν

+
δΣν

Σν
− 2

δeν
eν

+
δVp
Vp

(2.32)

En procédant de la même manière, on peut faire apparaître des facteurs quadratiques
qui proviennent de la dissymétrie entre deux électrodes complémentaires. On note δΣ̃ la
différence de surface entre deux électrodes complémentaires et on appelle bc le biais du
détecteur de position capacitif. Cela fait apparaître le facteur quadratique suivant

k2 =
1

4GeVp

δΣ̃

Σ
+

ωp
2bc

4VpGe
2 (2.33)

Comme pour les facteurs linéaires, les facteurs quadratiques sont différents suivant chaque
axe de mesure.

En plus des erreurs ci-dessus, s’ajoute la possibilité d’avoir une erreur d’orthogonalité
entre les électrodes. Cela implique que la direction dans laquelle s’effectue la mesure n’est
pas exactement la direction souhaitée. Cela se traduit, dans l’équation (2.31), par l’ajout
d’une matrice de couplage proche de la matrice identité.
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2.3.2 Biais de l’instrument

Le biais sur l’axe x correspond à la différence entre l’espérance mathématique de la
mesure mx et la quantité k1xax + k2xax

2 que l’instrument est censé mesurer, ax étant le
signal extérieur suivant l’axe x de l’instrument, c’est-à-dire la projection de a sur e5

x. Il
s’agit d’une quantité dont les variations temporelles sont déterministes. Le biais de mesure
dû au fil d’or a été introduit précédemment. Les autres sources de biais sont :

– les défauts de symétrie de la surface des électrodes ;
– le détecteur capacitif ;
– l’amplificateur de mesure ;
– la différence de potentiel de contact ;
– des forces induites par le gaz résiduel dans l’enceinte à vide et le gradient de tempé-

rature.

L’ensemble de ces contributions conduisent à une estimation du biais de 2× 10−6 m·s−2

[47, p. 130].

2.3.3 Bruit de mesure
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Figure 2.7 – Racine-carré de la densité spectrale de puissance de bruit de MicroSTAR
(en m·s−2·Hz−1/2). Les contributeurs principaux sont les fils d’or à basses fréquences, la
détection capacitive à hautes fréquences et le convertisseur analogique-numérique pour les
fréquences entre 10−2 et 10−1 Hz.

Le bruit de l’instrument est un processus stochastique stationnaire de moyenne nulle
(cf. annexe B). L’analyse du bruit de l’instrument repose sur des modèles [149–152], des
mesures expérimentales au sol [153] et des mesures en orbite [154, 155]. La figure 2.7
montre, pour les paramètres donnés dans le tableau 2.1 et pour une plage de mesure
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±1,8× 10−4 m·s−2, la racine carré de la densité spectrale de puissance du bruit, ainsi que
les différentes contributions :

– Le contrôleur Proportionnel-Intégral-Dérivée (PID) est un contributeur mineur. Cette
fonction est réalisée par des amplificateurs opérationnels.

– Le terme « Recombinaison » correspond au bruit introduit par la recombinaison pour
passer des actions sur les degrés de liberté aux actions sur les électrodes.

– Le terme « Contact-Potential-Difference » (CPD) fait référence aux fluctuations de
potentiel à la surface des électrodes, aussi appelé « patch effect » [156–158]. Le po-
tentiel chimique, qui est la somme du potentiel électrique et de la fonction travail, est
constant à la surface de l’électrode. Les variations spatiales du potentiel électrique
proviennent des variations spatiales de la fonction travail qui sont dues à la com-
position atomique des matériaux. Il y a de plus des fluctuations temporelles dues à
l’évolution des caractéristiques des matériaux.

– Les bruits parasites sont : le bruit de piston, le bruit de pression de radiation, le
dégazage asymétrique, ainsi que le bruit d’amortissement dû aux deux fils d’or.

– Le terme « Détecteur » correspond au bruit généré par l’électronique qui mesure la
position de la masse d’épreuve grâce à la mesure de la capacité créée par chaque
entrefer.

– Le terme « Mesure » correspond au bruit des amplificateurs utilisés pour mesurer le
potentiel sur les électrodes.

– Le convertisseur analogique-numérique (ADC) introduit un bruit de quantification
dans la chaîne de mesure qui est constant pour toutes les fréquences. Sa valeur aug-
mente avec la plage de mesure de l’instrument et décroit avec le nombre de bits
disponibles.

Ce bruit peut être décrit analytiquement par la formule suivante

√
Se(f) = K

√
1 +

(
f

4.2 mHz

)−1

+

(
f

0.27 Hz

)4

(2.34)

avec
K = 5,7× 10−11 m·s−2·Hz−1/2 (2.35)

Il est aussi possible de décrire le bruit de l’accéléromètre en utilisant la variance d’Allan
(AVAR) [159] définie par

Ae(τ, fc) = 2

∫ fc

0
Se(f)

sin4(πτf)

(πτf)2
df (2.36)

où fc est la fréquence de coupure du filtre-passe bas utilisé avant numérisation des données.
Dans le cas de MicroSTAR, fc ≈ 1 Hz. Une expression simplifiée de la variance d’Allan
pour 2πτfc � 1 est

Ae(τ, fc) = K2

[
1

2τ
+ 2 ln(2)× 4.2 mHz +

f3
c

3π2τ2
× (0.27 Hz)−4

]
(2.37)
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Figure 2.8 – Racine carrée de la variance d’Allan du bruit de mesure de l’accéléromètre
MicroSTAR. Les courbes sont indicées par la fréquence de coupure du système. L’approxi-
mation 2πτfc � 1 n’est pas faite sur ces courbes.

2.3.4 Termes parasites

L’équation (2.28) explicite l’ensemble des termes mesurés par l’accéléromètre en plus
de l’accélération non-gravitationnelle de la sonde. Ces termes sont qualifiés de “parasites”
dans le sens où ils viennent perturber la mesure et ne peuvent pas être supprimés par le
Bias Rejection System. Nous allons dans cette section caractériser ces termes et montrer
qu’ils peuvent être négligés par la suite.

Auto-gravité

Le terme
(

1
mA

+ 1
mS

)
FGS→A correspond à la force de gravité exercée par la sonde spa-

tiale sur la masse d’épreuve. Ce terme est indépendant de la conception de l’instrument
mais dépend de la répartition de masse de la sonde spatiale et du positionnement de l’ins-
trument dans la sonde. La maîtrise de ce terme est cruciale pour assurer la performance
de l’instrument.

La répartition de masse peut varier au cours du temps, avec en particulier la consom-
mation d’ergol. La mission OSS [76], présentée au chapitre précédent, propose une solution
innovante. L’instrument est au centre de la sonde et les quatre réservoirs d’ergol sont dispo-
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sés symétriquement autour de l’instrument. De plus, les réservoirs peuvent communiquer,
de telle sorte qu’il est possible de maîtriser le remplissage relatif de chaque réservoir. De
plus, à l’intérieur des réservoirs, des membranes contraignent la position des ergols afin de
maîtriser le terme d’auto-gravité.

Gradient de gravité

Le terme ∆ag correspond au gradient de gravité. L’amplitude de ce terme peut être
majorée facilement. En introduisant rs la distance du centre de masse de la sonde au Soleil
et δr la distance entre S et A, on a la majoration suivante∣∣∣∣∣∣∣∣ 1

mA
FGext→A −

1

mS
FGext→S

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2GM�
rs3

δr (2.38)

En supposant que la sonde est à une unité astronomique du Soleil et que δr est égale à
un mètre, la borne vaut 7,9× 10−14 m·s−2, ce qui est un ordre de grandeur inférieur à
1 pm·s−2.

Forces non-gravitationnelles

La masse d’épreuve est placée dans une enceinte à vide afin de la soustraire aux forces
non-gravitationnelles extérieures. Il est néanmoins possible qu’elle subisse une force électro-
magnétique. En effet, d’après les équations (2.16b) et (2.16c), la masse d’épreuve a une
charge qui peut être évaluée à 6Σε0V/e avec V le potentiel appliqué à la masse d’épreuve,
égal à 5 V, et Σ et e la surface d’une électrode et l’entrefer respectivement (cf. tableau 2.1).
Cette formule permet d’estimer la charge de la masse d’épreuve à 8,3× 10−11 C. On sup-
pose que la vitesse de la sonde interplanétaire est de 104 m·s−2. La valeur moyenne du
champ magnétique étant de 6× 10−9 T [160], l’ordre de grandeur de l’accélération électro-
magnétique de la masse d’épreuve est 9,2× 10−14 m·s−2. Cette valeur est complètement
compatible avec les performances souhaitées pour l’instrument. De plus, comme la sus-
ceptibilité magnétique de la masse d’épreuve est nulle, le gradient de champ magnétique
n’induit pas de force sur la masse d’épreuve.

Accélérations inertielles

Le dernier terme à considérer concerne les forces inertielles : il s’agit du terme A3. On
supposera ici que RC = 0 car c’est un paramètre interne au Gravity Advanced Package qui
sera traité à la section 2.4.3. L’amplitude du terme A3 dépend de la conception de la sonde
spatiale de manière importante, tout comme l’auto-gravité. En effet, placer l’instrument au
centre de masse de la sonde permet d’annuler ce terme. De plus, la précision du contrôle
d’attitude influera sur la qualité de la mesure. Ces considérations ne sont pas liées à l’ins-
trument mais à son intégration dans la sonde. Pour la mission OSS, les mesures seront
effectuées lorsque la sonde est stabilisée suivant les trois axes, ce qui assure le contrôle de
ces accélérations inertielles.
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2.4 Platine rotative pour correction du biais

Comme cela a été mentionné précédemment, le Bias Rejection System permet de faire
des mesures d’accélération sans biais bien que l’accéléromètre MicroSTAR ait un biais.
Dans cette section, on présente dans un premier temps le principe de la correction du biais,
sujet qui est développé dans les deux prochains chapitres. On s’intéresse ensuite au Bias
Rejection System en terme de précision de mesure.

2.4.1 Principe de la correction du biais

On introduit les quantités ax, ay et az qui sont les composantes dans le repère R5 du
signal a mesuré par l’accéléromètre. Les quantités aX , aY et aZ sont les composantes de ce
vecteur dans le repère R0. Pour simplifier la discussion, on fait les hypothèses suivantes :

– Les axes des repères R0 et R1 sont confondus. Et on suppose que le vecteur e0
x est

perpendiculaire au plan de l’orbite de la sonde.
– De même, les axes des repères R2 et R3 sont confondus.
– On suppose que la masse d’épreuve est asservie.
– On suppose dans un premier temps que les axes des repères R4 et R5 sont confondus.

Ces hypothèses conduisent aux égalités

ax = cos(ψ)aX − sin(ψ)aY (2.39a)

ay = sin(θ) sin(ψ)aX + cos(θ)aY + sin(θ) cos(ψ)aZ (2.39b)

az = cos(θ) sin(ψ)aX − sin(θ)aY + cos(θ) cos(ψ)aZ (2.39c)

On a vu précédemment que la chaîne de mesure conduit à obtenir les quantités (avec
ν ∈ {x; y; z})

mν = k1νaν + k2νaν
2 + bν + nν (2.40)

La sonde de la mission OSS est stabilisée selon les trois axes. L’angle ψ est donc
constant au cours du temps. Pour séparer le biais de MicroSTAR du signal qu’on souhaite
mesurer, on utilise le fait que l’angle θ peut varier. Il n’est donc pas possible de faire des
mesures sans biais sur l’axe x de l’accéléromètre. De plus, comme aX est l’accélération
non-gravitationnelle dans la direction perpendiculaire au plan de l’orbite, cette quantité
est la moins intéressante à déterminer. On va donc prendre ψ = 0 , ce qui signifie que
l’axe de rotation du Bias Rejection System est perpendiculaire au plan de l’orbite. En
supposant, pour faciliter la présentation, que les facteurs linéaires et quadratiques sont
nuls (δk1ν = k2ν = 0), cela conduit à

my = cos(θ)aY + sin(θ)aZ + by (2.41a)

mz = − sin(θ)aY + cos(θ)aZ + bz (2.41b)
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L’accélération non-gravitationnelle de la sonde dans le repère galiléen R0 est modulée
par l’angle θ alors que le biais de mesure de l’instrument ne l’est pas. Il est donc possible
de séparer le biais de l’instrument du signal qu’on souhaite mesurer.

On peut prendre par exemple θ = ωpt, avec ωp une pulsation de rotation constante.
Lors du traitement des données, on multiplie my et mz par cos(ωpt). Pour l’axe y, on
obtient la quantité suivante

m̃y =
1

2
aY +

1

2
[cos(2ωpt)aY + sin(2ωpt)aZ ] + by cos(ωpt) (2.42)

Le signal extérieur qu’on souhaite mesurer sans biais est ramené dans le continu. À l’in-
verse, le biais de l’accéléromètre est modulé à la pulsation ωp. Le biais est supposé varier
temporellement de telle sorte que la transformée de Fourier de by cos(ωt) est nulle aux
basses fréquences. En appliquant un filtre passe-bas à m̃y, on récupère le signal extérieur
sans biais.

2.4.2 Incertitude de mesure introduite par la platine rotative

Tout comme les défauts de l’accéléromètre, les défauts de la platine rotative intro-
duisent des incertitudes dans la mesure. Dans cette section, on s’intéresse à la matrice de
passage T5←4 qui doit nominalement être égale à l’identité. En pratique, on étudie l’angle
de précession et la précision sur l’angle θ. Pour les raisons évoquées ci-dessus, on prend
ψ = 0 rad.

On suppose que le repère R5 est obtenu à partir du repère R4 en faisant une rotation
d’un angle φ � 1 autour de l’axe défini par le vecteur normé [dx; dy; dz]. La matrice de
passage s’écrit alors

T5←4 = Id + φ

 0 dz −dy
−dz 0 dx

dy −dx 0

+ φ2

dxdx − 1/2 dxdy dxdz

dxdy dydy − 1/2 dydz

dxdz dydz dzdz − 1/2

+ o(φ2)

(2.43)

Précession

L’erreur due à la précession correspond aux conditions suivantes dx = dy = 0 et dz = 1.
Cela permet d’exprimer le signal à mesurer dans le référentiel R5 de l’accéléromètre
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axay
az

 =

 aX

aY cos(θ) + aZ sin(θ)

−aY sin(θ) + aZ cos(θ)

+ φ

aY cos(θ) + aZ sin(θ)

−aX
0



+
φ2

2

 −aX
−aY cos(θ)− aZ sin(θ)

−aY sin(θ) + aZ cos(θ)

+ o(φ2) (2.44)

Lorsque φ = 0 , on retrouve les équations (2.41). Concernant l’erreur induite par
l’angle φ au premier ordre, celle-ci apparaît comme un biais de mesure sur l’axe y. Elle
est supprimée grâce à la correction du biais. Le terme qu’il faut contraindre est donc ce-
lui d’ordre φ2. En notant ||a|| l’amplitude du signal à mesurer, l’erreur introduite par la
précession est égale à

Ep =
φ2||a||

2
(2.45)

Pour l’application numérique, on suppose que la pression de radiation solaire est le
contributeur principal à l’accélération non-gravitationnelle de la sonde. Cette accélération
résulte de l’action des photons solaires sur la surface de la sonde. La puissance portée par
les photons solaires par unité de surface à une unité astronomique du Soleil, appelée d0, est
approximativement égale à P = 1,366× 103 W·m−2 [161]. En considérant que le coefficient
balistique de la sonde est égal à CB = 0,1 m2·kg−1, ce qui est l’ordre de grandeur pour
la mission Laplace [115], l’accélération due à la pression de radiation solaire est égale à
CBP/c = 4,6× 10−7 m·s−2 à une unité astronomique du Soleil, avec c la vitesse de la
lumière. Lorsque la sonde est à la distance d du Soleil, il faut multiplier cette valeur par
(d0/d)2. En prenant cette valeur numérique pour le signal extérieur ||a|| et en cherchant à
avoir Ep � 1 pm·s−2, il faut que

φ� 2,1× 10−3 rad. (2.46)

Erreur sur l’angle de rotation

On se place dans le même cadre que ci-dessus mais avec dy = dz = 0 et dx = 1. Cela
revient à considérer qu’il y a une erreur φ sur l’angle θ. L’accélération mesurée est dans ce
cas axay

az

 =

 aX

aY cos(θ + φ) + aZ sin(θ + φ)

−aY sin(θ + φ) + aZ cos(θ + φ)

 (2.47)

Cette erreur est similaire à une erreur de pointage de la sonde d’un angle φ autour de
l’axe e2

x. En terme dynamique, cela signifie que le signal est modulé avec un déphasage
inconnu. Si le déphasage est constant, cela ne pose pas de problème dans le processus de
démodulation. Par contre, après avoir démodulé le signal, il restera un facteur cos(φ) qui
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empêchera de déterminer la valeur réelle de l’accélération. L’erreur introduite par cette
contribution est donc égale à

Ep = φ||a|| (2.48)

En reprenant les valeurs numériques précédentes, il faut, dans ce cas, que φ� 2,2× 10−6 rad.
C’est la condition qui s’applique à tous les angles impliquant le pointage du Gravity Ad-
vanced Package par rapport au référentiel R0, comme par exemple l’attitude de la sonde
ou le positionnement de l’instrument par rapport à la sonde.

2.4.3 Décentrage de l’accéléromètre par rapport à la platine rotative

On a supposé jusqu’à maintenant que le centre de l’accéléromètre MicroSTAR était sur
l’axe de rotation de la platine rotative. En pratique, cela n’est pas parfaitement le cas. La
quantité suivante mesure l’erreur due au décentrage de l’accéléromètre par rapport à l’axe
de rotation de la platine rotative

E = 2Ω4/3 ∧ ∂R4 [RC] + ∂R4

[
Ω4/3

]
∧RC + Ω4/3 ∧ (Ω4/3 ∧RC) (2.49)

Il s’agit des termes inertiels dus à la rotation de l’accéléromètre. Par hypothèse, Ω4/3 =

θ̇e
3|4
x . On peut, de plus, supposer sans restreindre la généralité que le décentrage est égal à

l dans la direction e4
y, c’est-à-dire que RC = l e4

y. Cela implique

E = Eze
4
z − Eye4

y (2.50)

avec Ey = θ̇2l et Ez = θ̈l.
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Figure 2.9 – Décentrage l en fonction de l’erreur Ey pour une rotation uniforme. Les
courbes sont indicées par la fréquence de rotation fp.

Les figures 2.9 et 2.10 permettent de connaître les valeurs maximales du décentrage
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Figure 2.10 – Décentrage l en fonction de l’erreur Ez pour une rotation uniformément
accélérée. Les courbes sont indicées par l’accélération angulaire θ̈ (rpm = nombre de révo-
lution par minute).

l étant donné une valeur maximale de l’erreur. Elles montrent que, pour une vitesse et
une accélération angulaire raisonnable étant donné l’instrument considéré, les niveaux de
décentrage à respecter pour obtenir des précisions de l’ordre de 1 pm·s−2 sont très inférieurs
au micromètre. Ce sont des niveaux hors de portée en terme de fabrication de l’instrument.
Cela conduit à décider de ne faire des mesures que lorsque MicroSTAR n’est pas en rotation
afin de ne pas ajouter aux mesures les termes parasites considérés ici. Cela permet en outre
d’éviter que les vibrations générées par le moteur de la platine rotative dégradent la qualité
des mesures.

À l’inverse, l’étude du décentrage permet de fixer une limite maximale sur la vitesse
et l’accélération angulaire de la platine rotative étant donné la plage de mesure de MiroS-
TAR qui est ±1,8× 10−4 m·s−2. On suppose qu’il est possible d’avoir un décentrage égal à
10−4 m. Cela conduit à une vitesse angulaire maximale de 1,3 rad·s−1, soit une fréquence
de rotation égale à 0,43 Hz. De même, cela conduit à une accélération angulaire maximale
de 1,8 rad·s−2, soit 34,4 rpm·s−1.

2.4.4 Transfert de moment cinétique

Pour finir l’étude du Bias Rejection System, on étudie le transfert de moment cinétique
entre le Gravity Advanced Package et la sonde spatiale. Pour cela, on utilise l’équation
(2.7) avec les hypothèses suivantes :

– Les moments extérieurs sont nuls.
– La masse d’épreuve est immobile par rapport à la cage, c’est-à-dire Ω6/4 = 0. Cela

est justifié lorsque l’accéléromètre est asservi.
– Les accélérations angulaires par rapport au repère R0 sont négligeables.
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– La sonde est stabilisée suivant les trois axes, c’est-à-dire Ω3/1 = 0.
On suppose de plus que

Ω4/2 = θ̇e1
x , Ω9/2 = θ̇De

1
x et Ω2/0 = θ̇sate

1
x (2.51)

et on note I∆
acc l’inertie des solides C∪A autour de l’axe de rotation, I∆

sat l’inertie du solide
S̃ autour de l’axe de rotation et I∆

D l’inertie du solide D autour de l’axe de rotation. Les
inerties sont supposées constantes en fonction du temps. Cela conduit à l’équation

θ̈sat =
−1

I∆
sat + I∆

acc + I∆
D

(
I∆
accθ̈ + I∆

D θ̈D

)
(2.52)

Supposons maintenant que θ̈D = −Kθ̈ avecK une constante positive. On introduit l’inertie
résiduelle I∆

res définie par I∆
res = KI∆

D − I∆
acc. On obtient alors la formule

θ̈sat =
I∆
res

I∆
sat + I∆

acc + I∆
D

θ̈ ≈ I∆
res

I∆
sat

θ̈ (2.53)

S’il n’y a pas de contrôle d’attitude de la sonde, on peut intégrer deux fois cette équation
différentielle avec des conditions initiales nulles

I∆
res =

θsat
θ
I∆
sat (2.54)
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résiduelle du Gravity Advanced Package. Les courbes sont indicées par l’inertie de la sonde
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Pour illustrer numériquement le transfert de moment cinétique entre le Gravity Ad-
vanced Package et la sonde spatiale, considérons la mission Laplace. D’après [115, p.116],
les valeurs propres de la matrice d’inertie valent 8000 kg·m2 et 21 000 kg·m2. La figure 2.11
permet de relier, pour un demi-tour du Gravity Advanced Package et sans contrôle d’at-
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titude, l’inertie résiduelle à la rotation de la sonde. Le transfert de moment cinétique est
minimum lorsque l’axe de rotation est un axe où l’inertie de la sonde est la plus grande.

Les exigences concernant la précision de pointage sur la mission Laplace [115, p.114]
sont les suivantes en mode science :

– stabilité de 0,7 arcsec = 5,40× 10−7 rad sur 1 seconde.
– connaissance du pointage à 0,5 arcsec = 3,86× 10−7 rad près.

Pour que l’instrument ne vienne pas perturber le contrôle d’attitude de la sonde, il faut donc
que l’inertie résiduelle soit inférieure à 10−3 kg·m2. Comme le Gravity Advanced Package
sans système de compensation de moment cinétique vérifie cette condition, il n’est pas
nécessaire d’en ajouter un.
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Le Gravity Advanced Package se compose de l’ensemble des sous-systèmes nécessaires
pour réaliser des mesures sans biais de l’accélération non-gravitationnelle d’une sonde spa-
tiale. Pour ce faire, le Bias Rejection System est utilisé pour moduler le signal mesuré
par l’accéléromètre MicroSTAR de telle sorte qu’il soit séparé fréquentiellement du biais
de mesure. Cette idée est similaire à celle de la détection hétérodyne. Elle nécessite néan-
moins les développements supplémentaires présentés dans ce chapitre car l’accéléromètre
délivre des mesures suivant trois axes et il n’est pas possible d’avoir une rotation à vitesse
angulaire constante de MicroSTAR.

Le formalisme [162] développé spécifiquement pour corriger le biais de mesure permet
de définir un signal de modulation périodique, i.e. une variation temporelle pour l’angle θ
qui paramètre la rotation de MicroSTAR, ainsi qu’un algorithme de traitement des données
qui permet, à partir des mesures brutes, d’obtenir d’un côté le biais de l’instrument et de
l’autre le signal sans biais. Du processus décrit dans ce chapitre découlent la valeur moyenne
ainsi que la pente du signal extérieur et du biais sur chaque période de modulation. On les
qualifiera de « quantités démodulées » dans la suite.

3.1 Position du problème

3.1.1 Mesures effectuées par l’instrument

Dans le chapitre précédent, il a été montré que l’accéléromètre MicroSTAR introduit
sur chaque axe de mesure un biais b, du bruit e, ainsi qu’un facteur d’échelle k1 et un
facteur quadratique k2. Le long d’un axe, on appelle a le signal à mesurer et m la mesure
effectuée par MicroSTAR. Le signal extérieur est l’accélération non-gravitationnelle de la
sonde et, dans la suite, on utilisera indifféremment ces deux dénominations pour désigner
la quantité a. La relation entre a et m s’écrit

m = k1a+ k2a
2 + b+ e (3.1)

Le biais correspond à la différence entre l’espérance mathématique de la mesure m et
la quantité k1a + k2a

2, que l’instrument est censé mesurer. Il s’agit d’une quantité dont
les variations temporelles sont déterministes. Le bruit de l’instrument, quant à lui, est un
processus stochastique stationnaire de moyenne nulle caractérisé par sa densité spectrale
de puissance Se (en m2·s−4·Hz−1) dont l’expression a été donnée au chapitre précédent
(p. 36). Le facteur d’échelle k1 provient de la connaissance imparfaite du gain de la chaîne
de mesure. Avec une connaissance parfaite de l’instrument, le facteur d’échelle serait égal
à l’unité. De manière générale, on supposera qu’il est proche de l’unité.

L’accéléromètre MicroSTAR effectuant des mesures suivant les trois dimensions de l’es-
pace, la même relation est valide pour chaque axe de mesure. Dans l’équation ci-dessous,
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les indices x, y et z désignent les trois axes de l’instrumentmx

my

mz

 =

k1xax + k2xax
2 + bx + ex

k1yay + k2yay
2 + by + ey

k1zaz + k2zaz
2 + bz + ez

 (3.2)

avec

– mx, my, mz : mesures délivrées par l’accéléromètre MicroSTAR selon respectivement
les directions e5

x, e5
y, e5

z, fixes par rapport à MicroSTAR.
– bx, by, bz : biais de l’accéléromètre MicroSTAR.
– ex, ey, ez : bruits de mesure de l’accéléromètre MicroSTAR.
– k1x, k1y et k1z : facteurs d’échelle selon les trois axes.
– k2x, k2y et k2z : facteurs quadratiques selon les trois axes.
– ax, ay, az : accélérations non-gravitationnelles selon les directions e5

x, e5
y, e5

z.

Dans cette équation, le couplage entre les axes introduit au chapitre précédent (cf. sec-
tion 2.3.1) n’est pas pris en compte. Son influence sur le traitement du signal accéléromé-
trique est étudié à la section 3.5.5 de ce chapitre.

Comme l’accéléromètre est monté sur une platine rotative, les quantités aκ (κ ∈
{x; y; z}) ne sont d’aucun intérêt pour la restitution d’orbite. La matrice de changement
de base T5←0 entre les repères R0 (galiléen) et R5 (celui dans lequel les mesures sont ef-
fectuées) permet de ramener les mesures de MicroSTAR dans le référentiel du Système
Solaire, supposé galiléen axay

az

 = T5←0

aXaY
aZ

 (3.3)

où aν (ν ∈ {X;Y ;Z}) sont les composantes du signal dans le référentiel du Système Solaire.
Ce sont les quantités dont la connaissance est nécessaire pour mesurer l’impact des forces
non-gravitationnelles sur la trajectoire de la sonde. Dans le cas où celle-ci est stabilisée
suivant les trois axes, on peut supposer que la matrice de passage T1←0, entre le référentiel
de la sonde et celui du Système Solaire, est égale à l’identité. Cette configuration est celle de
la mission OSS [76] et est celle étudiée dans un premier temps. Dans le cas où la sonde est
spinnée autour d’un axe, cette matrice de passage n’est plus constante : la configuration est
alors plus complexe mais permet de supprimer le biais suivant les trois axes de l’instrument
(cf. section 3.6).

Pour expliciter la matrice de passage T5←0, on suppose tout d’abord que le Bias Rejec-
tion System est fixe par rapport au satellite. Cela se traduit, sans restreindre la généralité,
par T3←1 = Id. On suppose de plus que l’alignement entre la partie tournante de la platine
rotative et l’accéléromètre n’introduit pas d’erreur, c’est-à-dire T5←4 = Id. Cette hypothèse
est légitime au vu de la discussion de la section 2.4.2. Le passage entre le repère galiléen
R0 et le repère lié à l’accéléromètre R5 n’est plus paramétré que par l’angle θ, qui est une
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quantité contrôlée et connue à tout instant. On a alors sans perte de généralité

T5←0 =

1 0 0

0 cos(θ) sin(θ)

0 − sin(θ) cos(θ)

 (3.4)

En ne retenant que le plan perpendiculaire à l’axe de rotation de l’accéléromètre dirigé
suivant e5

x, on obtient{
my = k1y [cos(θ)aY + sin(θ)aZ ] + k2y [cos(θ)aY + sin(θ)aZ ]2 + by + ey (3.5a)

mz = k1z [− sin(θ)aY + cos(θ)aZ ] + k2z [− sin(θ)aY + cos(θ)aZ ]2 + bz + ez (3.5b)

Les mesures suivant les axes y et z sont des combinaisons des quantités aY et aZ .
Cela, associé au fait que la variation temporelle de l’angle θ peut être contrôlée, permet de
mesurer aY et aZ sans biais. Au contraire, cela n’est pas possible suivant l’axe X : pour
cela il faudrait une deuxième platine rotative ou que le satellite soit en rotation autour d’un
axe (cf. section 3.6). L’impossibilité d’avoir une mesure sans biais suivant l’axe X n’est pas
pénalisant si l’instrument est orienté de telle sorte que cet axe soit perpendiculaire au plan
de l’orbite moyen.

Dans la suite de ce chapitre, on suppose que N mesures sont effectuées à une fréquence
d’échantillonnage notée fs. Cela correspond à un pas de temps δt = 1/fs. Pour une quantité
générique x, on note xk la valeur échantillonnée de x à l’instant k × δt (k ∈ J1;NK), et
x est un vecteur de MN,1(R) dont les composantes sont les valeurs de x à chaque pas
d’échantillonnage.

3.1.2 Linéarisation du problème

Une première étape pour séparer le signal du biais de l’instrument est de linéariser les
équations (3.5) afin de pouvoir les écrire de manière matricielle. Pour ce faire, on suppose
que k2y = k2z = 0. On montre par la suite que cette hypothèse n’est pas restrictive dans
le cadre étudié ici. Les deux matrices diagonales

Λc = diag[cos(θk)] et Λs = diag[sin(θk)], k ∈ J1;NK (3.6)

appartenant àMN (R), permettent d’écrire les équations (3.5) de la manière suivante{
my = k1y [ΛcaY + ΛsaZ] + by + ey (3.7a)

mz = k1z [−ΛsaY + ΛcaZ] + bz + ez (3.7b)

Pour la suite, on utilise une formulation complètement matricielle

M = JD + E (3.8)
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avec D ∈M4N,1(R), M ∈M2N,1(R), E ∈M2N,1(R) et J ∈M2N,4N (R) définies par

D =


aY

aZ

by

bz

 , M =

[
my

mz

]
, E =

[
ey

ez

]
et J =

[
k1yΛc k1yΛs IdN 0

−k1zΛs k1zΛc 0 IdN

]
(3.9)

3.1.3 Solution générale

L’ensemble des solutions de l’équation (3.8) est de cardinal infini. Il s’agit de l’espace
affine Dp+ker(J), où ker(J) le noyau de J et Dp est une solution particulière de l’équation,
par exemple

Dp =


0

0

my

mz

 . (3.10)

Cette résolution formelle n’est pas d’une grande utilité car elle fournit une infinité de solu-
tions et ne permet pas de caractériser les quantités aY et aZ. Dans la suite, on développera
une stratégie de mesure et de traitement du signal qui permet d’accéder à des informations
pertinentes sur ces quantités, ainsi que sur le biais de l’instrument.

3.2 Correction du biais de l’accéléromètre

Comme cela est indiqué ci-dessus, il est impossible de déterminer les valeurs des quan-
tités inconnues à chaque pas d’échantillonnage. Il est donc nécessaire de restreindre l’infor-
mation qu’on souhaite obtenir. Une manière de procéder est de chercher les projections de
aY et aZ sur un sous-espace vectoriel de dimension pa ≤ N dont une base est composée
des colonnes de la matrice Va ∈MN,pa(R) qui sont supposées orthogonales pour le produit
scalaire usuel sur RN . On appelle sous-espace vectoriel Va le sous-espace vectoriel engen-
dré par les colonnes de Va. Par conséquent, le but est d’obtenir les valeurs numériques de
(V ′aVa)

−1V ′aaY et (V ′aVa)
−1V ′aaZ connaissant my et mz. De même, pour le biais, on intro-

duit une matrice Vb ∈ MN,pb(R), avec pb ≤ N , et on cherche les valeurs numériques de
(V ′bVb)

−1V ′bby et (V ′bVb)
−1V ′bbz. Comme on dispose de N mesures sur chaque axe, il n’est

pas possible d’obtenir plus de 2N informations sur les accélérations et les biais. Il faut donc
que les matrices Va et Vb vérifient pa + pb ≤ N .

Pour les accélérations non-gravitationnelles, on ne connaît pas les facteurs d’échelle et
il n’est donc pas possible de les supprimer de la mesure. On introduit donc les quantités
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suivantes qui sont celles qu’on souhaite déterminer

ãY = k1y(V
′
aVa)

−1V ′aaY (3.11a)

ãZ = k1z(V
′
aVa)

−1V ′aaZ (3.11b)

b̃y = (V ′bVb)
−1V ′bby (3.11c)

b̃z = (V ′bVb)
−1V ′bbz (3.11d)

et on introduit X ∈M2pa+2pb,1(R) défini de la manière suivante

X =


ãY

ãZ

b̃y

b̃z

 (3.12)

En introduisant la matrice de projection globale P ∈M4N,2pa+2pb(R) et la matrice des
facteurs d’échelle K ∈M2pa+2pb(R) définies par

P = diag(Va;Va;Vb;Vb) (3.13)

K = diag(k1y; k1z; 1; 1) (3.14)

on peut exprimer X de la manière suivante

X = K(P ′P )−1P ′D (3.15)

3.2.1 Conditions pour la correction du biais

En multipliant l’équation (3.7a) par V ′aΛc, l’équation (3.7b) par −V ′aΛs, et en sommant
les deux équations obtenues, on obtient

V ′a
[
k1yΛc

2 + k1zΛs
2
]
aY + V ′a [k1y − k1z] ΛcΛsaZ

+ V ′aΛcby − V ′aΛsbz + V ′aΛcey − V ′aΛsez = V ′aΛcmy − V ′aΛsmz (3.16)

De manière similaire, en multipliant l’équation (3.7a) par V ′aΛs, l’équation (3.7b) par V ′aΛc,
et en sommant les deux équations obtenues, on obtient

V ′a
[
k1yΛs

2 + k1zΛc
2
]
aZ + V ′a [k1y − k1z] ΛcΛsaY

+ V ′aΛsby − V ′aΛcbz + V ′aΛsey − V ′aΛcez = V ′aΛsmy − V ′aΛcmz (3.17)

Afin de déterminer V ′aaY et V ′aaZ à partir de my et mz sans connaître le biais de l’ac-
céléromètre, il faut annuler certains termes. On va tout d’abord supposer que la matrice Λs

est nulle, c’est-à-dire que l’angle θ ne prend que les valeurs 0 rad et π rad. Cette condition 1

1. On aurait pu supposer que Λc = 0, de tel sorte que θ ne prennent que les valeurs π/2 rad et 3π/2 rad.
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sera un prérequis pour les signaux de modulation introduits à la section 3.2.5. Elle permet
d’éliminer les termes faisant intervenir la différence des facteurs d’échelle. Concernant les
termes faisant intervenir les facteurs quadratiques (qui n’apparaissent pas dans les équa-
tions), ces conditions impliquent qu’ils sont constants et permet donc de les traiter comme
un biais : cela justifie a posteriori leur suppression lors de la linéarisation des équations.
Si l’on a de plus la condition suivante

Va
′Λcbκ = 0, avec κ ∈ {y; z}, (3.18)

alors {
V ′ak1yaY = V ′aΛcmy − V ′aΛsmz − V ′aΛcny + V ′aΛsnz (3.19a)

V ′ak1zaZ = V ′aΛsmy + V ′aΛcmz − V ′aΛsny − V ′aΛcnz (3.19b)

En terme fréquentiel, les conditions (3.18) se traduisent par l’orthogonalité dans L2(R) de
Fδt{vka cos(θ)} et Fδt{bκ}, où vka est la k-ième colonne de la matrice Va et Fδt la trans-
formée de Fourier à temps discret (cf. annexe A). Cette équation signifie que le biais et le
signal modulé doivent être orthogonaux dans le domaine fréquentiel. L’approche temporelle
utilisée ici a cependant deux avantages. Il est beaucoup plus facile de faire des hypothèses
sur le comportement temporel du signal extérieur et du biais que sur leur composition
fréquentielle. Et, comme on travaille avec des données discrètes, on a dans le domaine tem-
porel des signaux qui prennent N valeurs alors qu’ils sont représentés par des fonctions
continues dans le domaine de Fourier.

Il est possible d’appliquer le même processus pour déterminer la valeur de V ′bby et V ′bbz

à partir de my et mz. Pour V ′bby, on multiplie l’équation (3.7a) par V ′b et pour V ′bbz, on
multiplie l’équation (3.7b) par V ′b . Si les conditions suivantes sont vérifiées

Vb
′Λcaκ = 0, avec κ ∈ {Y; Z}. (3.20)

avec l’hypothèse que Λs = 0, alors{
V ′bby = V ′bmy − V ′bey (3.21a)

V ′bbz = V ′bmz − V ′bez (3.21b)

Sous les conditions (3.18) et (3.20), il est possible de déterminer respectivement la
projection des vecteurs k1yaY et k1zaZ sur le sous-espace vectoriel Va et la projection des
vecteurs by et bz sur le sous-espace vectoriel Vb. Il y a cependant un problème puisque
les évolutions temporelles du signal à mesurer et du biais de l’instrument ne sont pas
contrôlées : on ne connaît pas en pratique aY, aZ, by et bz, ce qui pose le problème de la
vérification des conditions (3.18) et (3.20). Jusqu’à maintenant, aucune hypothèse n’a été

Cela revient à déplacer l’origine des angles de π/2 rad. Dans ce cas, les quantités k1zaY et k1yaZ sont
déterminées à la place des quantités k1yaY et k1zaZ. En pratique, cela peut-être utilisé pour déterminer
expérimentalement le rapport k1y/k1z qui doit être théoriquement égal à l’unité.
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faite sur l’évolution temporelle de ces quantités. Pour aller plus loin, il est nécessaire d’être
plus explicite.

On va supposer que les biais by et bz appartiennent au sous-espace vectoriel défini
par les colonnes de la matrice V̂b ∈ MN,p̂b(R), avec p̂b ≤ N . Sous cette hypothèse, les
conditions (3.18) deviennent

V ′aΛcV̂b = 0 (3.22)

De la même manière, on peut supposer que aY et aZ appartiennent au sous-espace
vectoriel défini par les colonnes de la matrice V̂a ∈ MN ;p̂a(R), avec p̂a ≤ N . Dans ce cas,
les conditions (3.20) deviennent

V ′bΛcV̂a = 0 (3.23)

Les matrices V̂a et V̂b définissent les sous-espaces vectoriels dans lesquels vivent le signal
et le biais respectivement. Les sous-espaces vectoriels Va et Vb doivent donc être des sous-
espaces vectoriels de ceux définis par V̂a et V̂b. Par conséquent, il est légitime d’utiliser les
mêmes vecteurs de base, de telle sorte que Va et Vb sont composés d’une sous-collection
des colonnes des matrices V̂a et V̂b respectivement 2. Par analogie avec la définition de X,
on introduit X̂ défini par

X̂ =


âY

âZ

b̂y

b̂z

 =


(V̂ ′aV̂a)

−1V̂ ′aaY

(V̂ ′aV̂a)
−1V̂ ′aaZ

(V̂ ′b V̂b)
−1V̂ ′bby

(V̂ ′b V̂b)
−1V̂ ′bbz

 = (P̂ ′P̂ )−1P̂ ′D (3.24)

avec P̂ ∈M4N,2pa+2pb(R) définie par

P̂ = diag(V̂a; V̂a; V̂b; V̂b) (3.25)

Si l’on choisit pour les matrices Va et Vb les sous-espaces vectoriels les plus grands qui
permettent de capturer l’évolution temporelle des quantités considérées, on a Va = V̂a et
Vb = V̂b. Dans ce cas, les conditions présentées ci-dessus permettant de séparer le signal
d’intérêt et le biais deviennent

V ′bΛcVa = 0 (3.26)

Dans le cas où ces conditions de démodulation ne sont pas vérifiées, on ne récupère
pas parfaitement le signal d’intérêt ou le biais de l’instrument : les termes Va′Λcbκ et
Vb
′Λcaκ s’ajoutent (κ ∈ {y; z}) comme indiqué par les équations (3.16) et (3.17). Il n’est

pas possible cependant de donner l’amplitude de ces quantités dans le cas général.

2. Cela implique, entre autre, que les matrices V ′aV̂a et V ′b V̂b ont des composantes nulles hors de la
diagonale.
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3.2.2 Spécification des matrices de projection

Pour la suite de la discussion, il est nécessaire de donner une expression explicite pour
les matrices Va, Vb, V̂a et V̂b. Pour cela, on suppose que pour chaque période du signal
de modulation τ , il y a exactement un nombre q ∈ N∗ de mesures, ce qui se traduit par
q = τfs. On peut dans un premier temps introduire la matrice suivante

V1 =


1q 0

. . .

0 1q

 (3.27)

où 1q est une matrice de Mq,1(R) dont les coefficients sont 1. La matrice V1 est une
matrice sans dimension. Un signal qui appartient au sous-espace vectoriel V1 est constant
par morceau. C’est une hypothèse très restrictive car, sauf pour un signal constant, elle
n’assure pas la continuité.

Le sous-espace vectoriel défini par la matrice suivante permet de capturer les pentes

V2 =


tq 0

. . .

0 tq

 (3.28)

où tq est une matrice deMq,1(R) telle que tqk = (k− q/2)δt. La matrice V2 a la dimension
d’un temps. Dans le cas où la période de modulation τ est assez petite devant le temps
caractéristique de variation du biais et du signal, on peut légitimement faire l’hypothèse
que le signal et le biais sont affines par morceau, c’est-à-dire appartiennent au sous-espace
vectoriel engendré par V1 et V2.

On peut aussi s’intéresser aux variations sinusoïdales à une fréquence fh en introduisant
la matrice

V3 =


cq 0

. . .

0 cq

 (3.29)

où cq est une matrice de Mq,1(R) telle que cqk = cos(2πkfhδt). La matrice V3 est une
matrice sans dimension.

Enfin, le biais de MicroSTAR dépend de la température. Comme la période du signal
de modulation sera faible devant le temps caractéristique de variation de la température,
il est légitime de supposer la température affine par morceau.

La matrice V1 est particulièrement intéressante pour les traitements des données car
elle permet d’obtenir la valeur moyenne de l’accélération non-gravitationnelle du satellite
sur chaque période de modulation. Or la variation d’impulsion du satellite sur une période
τ , notée

−−−−→
∆pNG, due aux forces non gravitationnelles est égale à la moyenne de ces forces
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sur τ
−−−−→
∆pNG =

∫ t0+τ

t0

−−→
FNG(t)dt (3.30)

3.2.3 Approche par la méthode des moindres carrés

L’approche développée dans la section précédente s’apparente à une résolution par la
méthode des moindres carrés, présentée en annexe C, d’une version modifiée de l’équa-
tion (3.8). Cette approche est intéressante car elle permet de traiter des cas plus généraux
comme la correction de biais sur les trois axes de l’instrument. Il n’est pas possible de
résoudre l’équation (3.8) car on ne connaît pas la matrice J du fait de la mauvaise connais-
sance des facteurs d’échelle. On introduit donc la matrice J0 qui est la matrice J avec les
facteurs d’échelle égaux à l’unité. On va donc résoudre le problème des moindres carrés
suivant

J0PX = M (3.31)

La méthode des moindres carrés usuelle donne

X = (P ′J ′0J0P )−1P ′J ′0M = (P ′J ′0J0P )−1P ′J ′0JP̂ X̂ (3.32)

On veut que ce calcul donne la valeur de X telle que définie par l’équation (3.15). Il faut
donc que

(P ′J ′0J0P )−1P ′J ′0JP̂ = K(P ′P )−1P ′P̂ (3.33)

Cette égalité permet de retrouver les conditions données par les équations (3.22) et (3.23).
Dans le cas simplifié où P = P̂ , cette équation se réduit à

P ′J ′0JP = P ′J ′0J0PK (3.34)

Dans le cas où l’instrument est parfaitement connu, c’est-à-dire J0 = J et K = Id, l’équa-
tion ci-dessus est toujours vérifiée. La seule condition nécessaire pour appliquer la méthode
des moindres carrés, et donc séparer le signal du bruit, est rg(J0P ) = 2pa+2pb. Cela signifie
qu’il suffirait que l’angle de modulation prenne deux valeurs différentes quelconques. Cette
approche n’est pas réalisable pour deux raisons : l’hypothèse sur les facteurs d’échelle n’est
en pratique pas vérifiée et il est nécessaire de faire des demi-tours pour pouvoir considérer
les termes avec les facteurs quadratiques comme des biais (cf. section 3.2.1).

L’approche présentée ci-dessus permet de présenter de manière très compacte les calculs
effectués jusqu’ici. Elle permet aussi d’utiliser la méthode des moindres carrés généralisées
(cf. p. 141) pour calculer X

XMCG = (P ′J ′0Ω−1J0P )−1P ′J ′0Ω−1M (3.35)

où Ω est la matrice de covariance du bruit de mesure de l’accéléromètre MicroSTAR,
c’est-à-dire Ωij = R((i − j)δt) avec R la fonction d’autocorrélation du bruit de mesure,
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transformée de Fourier de la densité spectrale de puissance du bruit Se.

3.2.4 Masquage

Comme cela a été mentionné dans le chapitre précédent à la section 2.4.3, les mesures
effectuées lorsque l’accéléromètre MicroSTAR est en rotation sont polluées par les forces
d’entraînement et de Coriolis qui s’exercent sur la masse d’épreuve. Pour écarter ce pro-
blème, les mesures utilisées dans le traitement des données sont seulement celles effectuées
lorsqu’il n’y a pas de rotation. Cela exclut donc une rotation à vitesse angulaire constante
comme celle introduite dans le chapitre précédent pour expliquer le principe de la correction
du biais.

Lors du traitement du signal, il est nécessaire de supprimer les données acquises lors
des phases de mouvement de la platine rotative. On appellera par le suite ce traitement
« masquage ». Considérons la matrice diagonale M ∈ MN (R) définie par : Mkk = 1 si
θ̇k = 0 et θ̈k = 0, et Mkk = 0 sinon 3. Dans toutes les équations précédentes, il faut alors
remplacer Va par Ṽa = MVa et Vb par Ṽb = MVb.

La durée du masquage est un paramètre clé dans la précision des quantités démodulées :
plus le masquage est long, plus le nombre de points de mesure non-utilisés est important et
plus la précision est mauvaise. On appellera TM la durée totale du masquage par période.

En pratique, le masquage peut être plus long que la durée de retournement. Par exemple,
si l’on souhaite un amortissement des vibrations générées par le moteur de la platine
rotative, il peut être intéressant de prolonger le masquage au delà de la fin de la période
de retournement. Dans la suite, cette problématique ne sera pas prise en compte et on ne
s’intéressera qu’au masquage du point de vue de son impact sur le traitement des données.

3.2.5 Signaux de modulation

En s’appuyant sur les conditions nécessaires pour une séparation du signal et du biais
(cf. eq. (3.22) et (3.23)), il est possible de construire un signal de modulation θ(t). Pour
cela, on va s’appuyer sur les différentes matrices qui ont été introduites à la section 3.2.2 et
plusieurs situations sont envisagées. Dans tous les cas, on suppose que θ(t) est périodique
de période τ . De plus, il a été décidé précédemment que les mesures sont réalisées lorsque
θ est égal à 0 rad ou π rad.

Retournement régulier

Le signal de modulation 1 présenté en figure 3.1 vérifie l’égalité suivante : Ṽ ′1ΛcṼ1 = 0.
Cela signifie qu’il est possible de récupérer la valeur moyenne du signal sur chaque période
de modulation si le biais est constant sur chaque période de modulation, et réciproquement.

3. θ̇ et θ̈ sont respectivement la vitesse et l’accélération angulaire.
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Figure 3.1 – Signal de modulation 1. Deux périodes sont représentées, séparées par des
cercles (◦). La durée du masquage par période vaut 33 % de la période pour la représentation
graphique.

À l’inverse, Ṽ ′1ΛcṼ2 6= 0 : dès qu’on se place sous l’hypothèse plus réaliste que le signal
et le biais sont affines par morceau, il n’est plus possible de retrouver leur valeur moyenne.
La quantité (Ṽ ′1 Ṽ1)−1Ṽ ′1ΛcṼ2 peut être approximée par τ/8 et croît donc avec la durée de
modulation.

Concernant la variation sinusoïdale, le terme (Ṽ ′1 Ṽ1)−1Ṽ ′1ΛcṼ3 est un vecteur colonne
dont les composantes peuvent être approximés par les valeurs de la fonction suivante cal-
culées aux instants d’échantillonnage

h(t) =
1

τ

[∫ t+τ/2

t
cos(2πfhλ)dλ−

∫ t+τ

t+τ/2
cos(2πfhλ)dλ

]

=
1− cos (πfhτ)

πfhτ
sin
[
2πfh

(
t+

τ

2

)]
(3.36)

Cette expression montre que pour les variations hautes fréquences, c’est-à-dire pour 2πfh �
1/τ , h et donc (Ṽ ′1 Ṽ1)−1Ṽ ′1ΛcṼ3 sont très petits devant l’unité. On peut donc supposer
que la condition de démodulation est vérifiée. En pratique, cela signifie que si le signal
extérieur est perturbé par des vibrations hautes fréquences, ces composantes sont écartées
lors du traitement des données. Le calcul est légèrement différent pour les deux signaux de
modulation présentés ci-dessous mais la conclusion est la même concernant les vibrations
hautes fréquences.

Retournement régulier déphasé

Le signal de modulation 2 présenté en figure 3.2 est le même que le signal de modula-
tion 1 avec un déphasage de τ−TM

4 . Cela permet d’améliorer les capacités de ce signal en
terme de séparation du biais et du signal. En effet, on a toujours Ṽ ′1ΛcṼ1 = 0, mais on a
maintenant Ṽ ′1ΛcṼ2 = 0. Il permet donc de récupérer les valeurs moyennes du signal exté-
rieur lorsque le biais a une variation affine par morceau avec le temps, et réciproquement.
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Figure 3.2 – Signal de modulation 2. Deux périodes sont représentées, séparées par des
cercles (◦). La durée du masquage par période vaut 33 % de la période pour la représentation
graphique.

Estimation des variations linéaires
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Figure 3.3 – Signal de modulation 3. Deux périodes sont représentées, séparées par des
cercles (◦). La durée du masquage par période vaut 33 % de la période pour la représentation
graphique.

Pour finir, le signal de modulation 3 (cf. fig. 3.3) permet d’avoir Ṽ ′2ΛcṼ2 = 0, ainsi que
Ṽ ′1ΛcṼ2 = Ṽ ′1ΛcṼ1 = 0. Ce signal est obtenu par minimisation d’une fonction coût. On
suppose qu’il est de période égale à 1 unité arbitraire et qu’il est symétrique par rapport à
1/2. Il est paramétré par ta et tb tels que

θ(t) =


0 si t ≤ ta − TM/2 (3.37a)

π si ta + TM/2 ≤ t ≤ tb − TM/2 (3.37b)

0 si tb + TM/2 ≤ t ≤ 1/2 (3.37c)

et les instants t pour lesquels aucune valeur n’est définie correspondent aux périodes de
rotation qui sont masquées lors du traitement des données. La condition Ṽ2ΛcṼ2 = 0 est
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Figure 3.4 – Évolution du signal de modulation 3 en fonction du rapport de la durée du
masquage sur la période de modulation TM/τ . Le temps est représenté en abscisse et TM/τ ,
exprimé en pourcentage, est représenté en ordonnée. Les courbes indiquent les valeurs de
l’angle θ : entre deux courbes de même style l’angle θ varie, entre les courbes (-) et (·) et
entre les courbes (- -) et (- ·) θ = π rad, et θ = 0 rad sinon.

équivalente, dans le domaine continu, aux trois égalités suivantes∫ 1

0
m(t) cos(θ(t, ta, tb))dt =

∫ 1

0
tm(t) cos(θ(t, ta, tb))dt =

∫ 1

0
t2m(t) cos(θ(t, ta, tb))dt = 0

(3.38)
où m(t) est la fonction de masquage dans le continu.

Pour trouver les valeurs de ta et tb qui permettent de vérifier ces conditions, on introduit
la fonction coût

c(ta, tb) =

(∫ 1

0
m(t) cos(θ(t, ta, tb))dt

)2

+

(∫ 1

0
m(t)t cos(θ(t, ta, tb))dt

)2

+

(∫ 1

0
m(t)t2 cos(θ(t, ta, tb))dt

)2

. (3.39)

Les valeurs de ta et tb qui minimisent c sont celles qui permettent de satisfaire la condition
Ṽ2ΛcṼ2 = 0. Contrairement aux deux autres signaux de modulation présentés précédem-
ment, ce signal dépend de la durée de masquage TM , comme en atteste la figure 3.4.

Dans toute la suite de ce chapitre, on ne considère que ce signal car c’est celui qui
présente les meilleures caractéristiques en terme de séparation du biais et du signal. Ces
trois signaux sont utilisés lors de la validation expérimentale de la méthode présentée au
chapitre suivant.
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3.3 Quantités démodulées

3.3.1 Estimations du signal et du biais

Le paragraphe précédent a permis d’établir une méthode pour séparer le signal extérieur
du biais de l’instrument. En pratique, on obtient la moyenne du signal et du biais sur une
période de modulation ainsi que leur pente. On définit formellement ces quantités de la
manière suivante

ã1
Y = k1y(Ṽ

′
1 Ṽ1)−1Ṽ ′1aY = (Ṽ ′1 Ṽ1)−1Ṽ ′1Λcmy (3.40a)

ã1
Z = k1z(Ṽ

′
1 Ṽ1)−1Ṽ ′1aZ = (Ṽ ′1 Ṽ1)−1Ṽ ′1Λcmz (3.40b)

b̃1
y = (Ṽ ′1 Ṽ1)−1Ṽ ′1by = (Ṽ ′1 Ṽ1)−1V ′1my (3.40c)

b̃1
z = (Ṽ ′1 Ṽ1)−1Ṽ ′1bz = (Ṽ ′1 Ṽ1)−1V ′1mz (3.40d)

Ces quantités sont des vecteurs colonne dont chaque composant correspond à une période
de modulation. Ces vecteurs correspondent respectivement aux valeurs moyennes sur une
période de l’accélération suivant Y et suivant Z (axes de la sonde) et du biais suivant y et
suivant z (axe de MicroSTAR). De la même manière, on définit les vecteurs suivants

ã2
Y = k1y(Ṽ

′
2 Ṽ2)−1Ṽ ′2aY = (Ṽ ′2 Ṽ2)−1Ṽ ′2Λcmy (3.41a)

ã2
Z = k1z(Ṽ

′
2 Ṽ2)−1Ṽ ′2aZ = (Ṽ ′2 Ṽ2)−1Ṽ ′2Λcmz (3.41b)

b̃2
y = (Ṽ ′2 Ṽ2)−1Ṽ ′2by = (Ṽ ′2 Ṽ2)−1V ′2my (3.41c)

b̃2
z = (Ṽ ′2 Ṽ2)−1Ṽ ′2bz = (Ṽ ′2 Ṽ2)−1V ′2mz (3.41d)

qui contiennent les valeurs de la pente du signal extérieur et du biais. Pour caractériser
la qualité des mesures effectuées avec le Gravity Advanced Package, on va calculer la
précision sur ces quantités. En pratique, on peut considérer ces vecteurs comme les valeurs
de signaux discrets dont le pas de temps est τ . On introduira donc les matrices de covariance
correspondant à chacune de ces quantités.

Dans les définitions ci-dessus, par souci de légèreté, le bruit de mesure n’apparaît pas.
Pour le calcul de la précision, il suffit de se souvenir que la mesure my est entachée d’un
bruit ey et la mesure mz, d’un bruit ez. Les bruits ey et ez sont supposés indépendants et
caractérisés par la même densité spectrale de puissance notée Se.

3.3.2 Caractérisation des mesures d’accélération

Dans un premier temps, on calcule la précision sur les mesures sans biais du signal.
Pour cela, la manière la plus simple de procéder est de remarquer que, par exemple, la
quantité

(Ṽ ′1 Ṽ1)−1Ṽ ′1Λcmy = (Ṽ ′1Λ′cΛcṼ1)−1Ṽ ′1Λ′cmy (3.42)
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Figure 3.5 – Courbes réalisées pour le signal de calibration 3 (cf. fig. 3.3) avec une période
de modulation τ de 600 s (1/τ = 1,67× 10−3 Hz), une durée de masquage TM de 200 s et
une fréquence d’échantillonnage fs de 1 Hz.
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est la solution par la méthode des moindres carrées de l’équation ΛcṼ1X = M . L’annexe
C donne l’expression de la matrice de covariance de la solution en fonction de la DSP du
bruit.

On note cik ∈ MN,1(R) la i-ème colonne de la matrice ΛcṼk. Comme on suppose que
les bruits sur les axes de mesure y et z sont décorrélés, on a pour (k; p) ∈ {1; 2}2 et
(i; j) ∈ J1;N/qK2

Cov(ãkYi, ã
p
Yj) = Cov(ãkZi, ã

p
Zj) =

∫ 1
2δt

− 1
2δt

Se(f)

(
Fδt{cik}(f)Fδt{cjp}(f)

qk · δt2

)
df (3.43)

avec qk la norme d’une colonne de la matrice Ṽk et

Cov(âk
Yi, â

k
Zj) = 0 (3.44)

Les covariances ci-dessus présentent la particularité de ne dépendre que de la différence
i− j. On peut introduire la fonction d’autocorrélation

Rkp(l) = Cov(ãkYi+l, ã
p
Yi) = Cov(ãkZi+l, ã

p
Zi). (3.45)

Le résultat de l’intégrale dans l’équation (3.43) dépend de la densité spectrale de puis-
sance de bruit, qui a déjà été caractérisée à la section 2.3.3, et des transformées de Fourier
Fδt{cik}. Afin d’avoir une représentation graphique du calcul de ces intégrales, ces trans-
formées de Fourier sont représentées en figure 3.5.

Les figures 3.6 montrent quant à elle les représentations graphiques des fonctions R11,
R22, et R12. On remarque que les fonctions d’autocorrélation R11 et R22 sont presque celles
d’un bruit blanc. Par conséquent, on pourra supposer que les pentes et les moyennes sont
indépendantes entre deux périodes de modulation. À l’inverse, la fonction d’autocorrélation
R12 n’est pas celle d’un bruit blanc : R12(0) et R12(1) sont du même ordre de grandeur.
Cela vient du fait que la pente d’un signal entre deux périodes de modulation dépend de
la valeur moyenne de ce signal sur chacune de ces deux périodes de modulation.

On peut aussi caractériser la précision sur les quantités démodulées en terme fréquen-
tiel : les densités spectrales de puissance correspondant à ces fonctions d’autocorrélation
sont représentées en figure 3.7. Les figures 3.7(a) et 3.7(a) confirment que la moyenne et la
pente du signal sont entachées d’un bruit blanc.
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Figure 3.6 – Fonctions d’autocorrélation R11[k], R22[k] et R12[k] définies par l’équation
(3.45) pour le signal de calibration 3 (cf. fig. 3.3) avec une période de modulation τ de
600 s, une durée de masquage TM de 200 s et une fréquence d’échantillonnage fs de 1 Hz.
Les valeurs pour k = 0 sont R11(0) = 1,80× 10−23 m2·s−4 et R22(0) = 4,70× 10−19 m2·s−6.
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Figure 3.7 – Densités spectrales de puissance S11, S22 et S12 pour le signal de calibration 3
(cf. fig. 3.3) avec une période de modulation τ de 600 s, une durée de masquage TM de
200 s et une fréquence d’échantillonnage fs de 1 Hz.
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3.3.3 Caractérisation des mesures de biais
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Figure 3.8 – Fonction d’autocorrélation R22
b , équivalent pour le biais de la fonction R22.

Le signal de calibration 3 (cf. fig. 3.3) est utilisé avec une période de modulation τ de
600 s, une durée de masquage TM de 200 s et une fréquence d’échantillonnage fs de 1 Hz.
La valeur pour k = 0 est R11

b (0) = 8,6× 10−28 m2·s−6.

On peut utiliser la même approche pour caractériser la précision sur la moyenne et la
pente du biais de mesure. Cette approche se heurte cependant à un problème. En effet, la
formule est la même que celle de l’équation (3.43) sauf qu’il faut considérer la transformée
de Fourier à temps discret d’une colonne de V1 et d’une colonne de V2. Or la transformée
de Fourier à temps discret d’une colonne de V1 est un sinus cardinal : comme Se(f) est
équivalente à 1/f lorsque f tend vers zéro, l’intégrale diverge.

Ce problème est intrinsèque à un bruit de mesure avec une remontée en 1/f aux basses
fréquences lorsqu’on calcule la précision d’une moyenne de mesures. Une des manières de
traiter un tel bruit est d’utiliser la variance d’Allan introduite au chapitre précédent (cf.
p. 37). Dans le cas considéré ici, d’après les équations (3.40c) et (3.40d), la moyenne du
biais est égale à la moyenne de la mesure de l’accéléromètre. La variance d’Allan de la
moyenne du biais est donc égale à celle de l’accéléromètre MicroSTAR, en ne prenant pas
en compte les période de masquage. Par exemple, pour une période de modulation de 600 s

et pour une fréquence d’échantillonnage de 1 Hz, la variance d’Allan de la moyenne du biais
sur une période est égale à Ae(600 s, 1 Hz) = 8× 10−12 m·s−2.

Concernant la précision sur la pente du biais, il n’y a pas de divergence de l’intégrale
car les colonnes de la matrice V2 ont une moyenne nulle. La figure 3.8 montre la fonction
d’autocorrélation et la figure 3.9 la densité spectrale de puissance correspondante. On
observe que ces courbes sont proches de celles caractéristiques d’un bruit blanc.
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Figure 3.9 – Densités spectrales de puissance S22
b , transformée de Fourier de R22

b . Le
signal de calibration 3 (cf. fig. 3.3) est utilisé avec une période de modulation τ de 600 s,
une durée de masquage TM de 200 s et une fréquence d’échantillonnage fs de 1 Hz.

3.3.4 Caractérisation avec les moindres carrés généralisés

Dans la section 3.2.3, on a expliqué comment le traitement des données peut se formali-
ser en utilisant la méthode des moindres carrés. La méthode des moindres carrés généralisés
(MCG) a aussi été introduite car elle permet d’obtenir un estimateur dont la variance est
minimale. Si l’on résout le problème JX = M+E, la matrice de covariance de l’estimateur
de X est

VMCG = (J ′Ω−1J)−1 (3.46)

où Ω est la matrice de covariance de E. La méthode des moindres carrés généralisés s’ap-
parente au filtrage optimal (cf. annexe C) : dans le premier cas, le problème est exprimé
dans le domaine temporel, et dans le second cas, dans le domaine fréquentiel. Il est pos-
sible d’exprimer les composantes de J ′Ω−1J en utilisant la densité spectrale de puissance
correspondant à ω : si v et w sont deux vecteurs colonnes, alors

v′Ω−1w =

∫ 1
2δt

− 1
2δt

1

Se(f)
Fδt{v}(f)Fδt{w}(f)df (3.47)

Il est possible d’utiliser cette méthode pour traiter les données. Dans le cas de l’ac-
céléromètre MicroSTAR et des signaux de modulation retenus, le gain apporté par cette
méthode est faible. En effet, la figure 3.5(a) montre que la transformée de Fourier est piquée
autour de la fréquence de modulation 2/τ avec une largeur fréquentielle égale à 1/τ . Par
conséquent, en utilisant le théorème de Parseval, on voit que le bruit est sélectionné autour
de la fréquence 2/τ(∫ 1

2δt

− 1
2δt

1

Se(f)
|Fδt{ci}(f)|2 df

)−1

≈ 1

τ
Se

(
2

τ

)
≈
∫ 1

2δt

− 1
2δt

Se(f)

∣∣∣∣Fδt{ci}(f)

q.δt

∣∣∣∣2 df (3.48)
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Figure 3.10 – Fonctions d’autocorrelation R11
∗ [k], R22

∗ [k] et R12
∗ [k] calculées par la mé-

thode des moindres carrés généralisés pour le signal de modulation 3 (cf. fig. 3.2) avec une
période de modulation τ de 600 s, une durée de masquage TM de 200 s et une fréquence
d’échantillonnage fs de 1 Hz. Les valeurs pour k = 0 sont R11

∗ (0) = 1,68× 10−23 m2·s−4 et
R22
∗ (0) = 5,22× 10−28 m2·s−6.

Les figures 3.10 montrent les fonctions d’auto-corrélation du signal extérieur lorsque les
moindres carrés généralisés sont utilisés. On voit qu’elles sont très similaires à celles de la
figures 3.6. Pour la figure 3.6(a), on a une valeur de 1,80× 10−23 m2·s−4 pour k = 0 alors
que pour la figure 3.10(a), on a 1,68× 10−23 m2·s−4. Il n’est donc pas forcément judicieux
d’utiliser les moindres carrés généralisés car les résultats dépendent de la caractérisation
du bruit de mesure, via Se, qui peut être erronée (cf. section C.4.1).

3.4 Utilisation des mesures d’accélération sans biais

À partir des mesures de la moyenne de l’accélération non-gravitationnelle sur chaque
période de modulation de durée τ , il est possible d’obtenir des informations supplémentaires
sur des durées plus longues.

3.4.1 Mesure de la moyenne

On peut dans un premier temps chercher à augmenter la précision de la mesure de
l’accélération non-gravitationnelle. Pour ce faire, il faut calculer la moyenne sur des durées
plus longues que la période de modulation. La figure 3.11 montre la valeur de la précision
en fonction du temps d’intégration. Comme le bruit peut être assimilé à un bruit blanc, la
précision décroit en 1/

√
T , où T est le temps d’intégration.

Il serait possible, pour déterminer la moyenne sur une durée T , d’utiliser directement
un signal de modulation de période τ = T , comme sur la figure 3.12. Cette approche a
deux inconvénients. Tout d’abord, elle ne permet pas d’avoir accès à des variations sur
des durées inférieures à T . De plus, elle conduit à une dégradation de la précision sur la
moyenne. En effet, dans ce cas, le bruit de MicroSTAR est sélectionné à la fréquence 2/T

et Se(2/T ) > Se(2/τ) lorsque T > τ et τ > 20 s, ce qui est le cas ici.
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Figure 3.11 – Précision sur la moyenne du signal extérieur en fonction du temps d’intégra-
tion, en supposant soit que les moyennes du signal sur chaque période sont indépendantes
soit qu’elles suivent la fonction d’autocorrélation de la figure 3.6(a). La figure est réalisée
pour le signal de modulation 3 (cf. fig. 3.3) avec une période de modulation τ de 600 s, une
durée de masquage TM de 200 s et une fréquence d’échantillonnage fs de 1 Hz. Elle montre
que l’hypothèse d’indépendance est correcte. Pour un temps d’intégration de 3 heures, la
précision est égale à 1 pm·s−2 pour la moyenne de l’accélération.
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Figure 3.12 – Cette figure est identique à la figure 3.11 mais la période de modulation
est égale à la durée d’intégration. La précision est moins bonne que dans la figure 3.11 car
plus la durée d’intégration augmente, plus la fréquence à laquelle est sélectionné le bruit
de MicroSTAR est petite, sachant qu’il y a une remontée en 1/f aux basses fréquences de
la DSP.

3.4.2 Variations sinusoïdales

Il est aussi possible de chercher des variations sinusoïdales à une fréquence donnée
f∗ de l’accélération non-gravitationnelle. Le but est alors de trouver les coefficients α et
β d’un signal temporel α cos(2πf∗t) + β sin(2πf∗t) en utilisant les valeurs moyennes de
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Figure 3.13 – Covariances des quantités α et β telles que définies par l’équation (3.49). Les
figures correspondent au signal de modulation 3 (cf. fig. 3.3) avec une période de modulation
τ de 600 s, une durée de masquage TM de 200 s et une fréquence d’échantillonnage fs de
1 Hz. L’optimisation a été faite avec 60 points, i.e. la taille de la matrice F dans l’équation
(3.49) est 60× 2 et le temps total d’intégration est 60× τ = 10 h.

l’accélération non-gravitationnelle sur chaque période de modulation. Il est possible de
caractériser l’incertitude sur α et β. Soit p le nombre de périodes de modulation considéré,
de telle sorte que pq = N . On appelle Ωd ∈ Mp(R) la matrice de covariance définie
par Ωdij = R11[i − j] et l’on définit la matrice F ∈ Mp,2(R) par Fk1 = cos(2πf∗τk) et
Fk2 = sin(2πf∗τk). La matrice de covariance pour α et β est alors[

Cov(α, α) Cov(α, β)

Cov(α, β) Cov(β, β)

]
= (F ′F )−1F ′ΩdF (F ′F )−1 (3.49)

La figure 3.13 montre, pour un jeu de paramètres donnés (τ = 600 s, TM = 200 s,
fs = 1 Hz), les variations des composantes de la matrice de covariance en fonction de
1/(τf∗). La valeur minimale sur l’axe x a été fixée à 2, c’est-à-dire f∗ = 1/(2τ). Cela
vient du théorème de Nyquist-Shannon [163] qui ne permet pas de récupérer des variations
sinusoïdales à des fréquences supérieures à la moitié de la fréquence d’échantillonnage, qui
est égale à 1/τ dans ce cas.

À l’inverse, lorsque 1/(τf∗) devient grand, l’incertitude diverge. La valeur pour laquelle
cela arrive dépend de la taille de la matrice F , c’est-à-dire du nombre de points utilisés
pour déterminer la sinusoïde : plus il y a de points, plus il est facile de déterminer un signal
à basse fréquence. Pour τ = 10 min et f∗ la fréquence d’une période de révolution de la
Terre, le ratio des fréquences est 1/(τf∗) = 144. Dans ce cas particulier, avec 60 points de
mesure (ce qui correspond à 10 heures de mesure) et pour une période de modulation de
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10 min 
√

Cov(α, α) = 8,7× 10−13 m·s−2 (3.50a)√
Cov(β, β) = 7,3× 10−13 m·s−2 (3.50b)

Cov(α, β) = −5,7× 10−26 m2·s−4 (3.50c)

Ces valeurs numériques montrent qu’il est possible d’obtenir, dans cette configuration,
l’amplitude d’une sinusoïde avec une précision meilleure que 1 pm·s−2.

3.5 Discussion

3.5.1 Optimisation du signal de modulation
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Figure 3.14 – Précision sur la valeur moyenne de l’accélération pour un temps d’intégration
d’une heure et pour le signal de modulation 3 (cf. fig. 3.3). Les courbes sont paramétrées
par la durée du masquage. La ligne pointillée montre la période de modulation qui donne
la meilleure précision étant donné une durée de masquage.

Jusqu’à maintenant, une seule période de modulation (τ = 10 min) et une seule durée
de masquage (TM = 200 s) ont été considérées. Cependant, la précision sur les quantités
démodulées dépend de leur valeur. La figure 3.14 montre la précision sur la moyenne du
signal sans biais pour un temps d’intégration de 1 heure pour le calcul effectué avec les
moindres carrés (a) et les moindres carrés généralisés (b). Ces valeurs sont calculées en
prenant la valeur de R11[0] et en la multipliant par

√
τ/T où τ est la période de modulation

et T est la durée d’intégration, prise égale à 1 heure. Comme cela a déjà été mentionné,
plus la durée de masquage est longue, plus la valeur numérique de la précision est grande.
Pour des raisons techniques, il n’est pas possible de retourner l’accéléromètre trop vite : la
durée de masquage minimal dépendra de la vitesse maximum de rotation.
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Comme indiqué précédemment, on voit que la différence entre la méthode des moindres
carrés et celle des moindres carrés généralisés est faible, bien que cette dernière donne des
valeurs pour la précision légèrement plus faible. L’utilité principale de ces courbes est de
connaître la période de modulation qui minimise la précision étant donnée une durée de
masquage.

3.5.2 Filtrage avant numérisation

Afin d’obtenir la formule (3.43), il est nécessaire de supposer que le signal mesuré
par MicroSTAR est filtré avant conversion digitale par un filtre passe-bas de fréquence de
coupure 1/(2δt) afin de supprimer les effets de repliement spectral (cf. annexe A). Dans le
domaine temporel, cela signifie que la convolution avec

h(t) =
1

δt
sinc

(
πt

δt

)
(3.51)

est effectuée avant conversion digitale. Dans le cas considéré ici, il peut être légitime d’utili-
ser un autre filtre. En effet, on s’est intéressé en particulier à déterminer la valeur moyenne
du signal et du biais sur chaque période de modulation. Cependant, avec le filtre ci-dessus,
les données numérisées ne sont pas les moyennes sur la durée d’échantillonnage δt. L’idée
est donc d’utiliser une moyenne glissante avec le filtre

hm(t) =


1

δt
si − δt

2
≤ t ≤ δt

2
(3.52a)

0 sinon (3.52b)

Dans ce cas, le filtre dans le domaine de Fourier a pour expression F{hm}(f) = sinc(πf/fs).
Par conséquent le bruit n’est pas parfaitement filtré pour des fréquences supérieures à fs :
dans les équations précédentes, la densité spectrale de puissance Se devrait être remplacée
par S̃e définie par

S̃e(f) =
∑
k∈Z

sinc

(
π(f + kfs)

fs

)
Se(f + kfs). (3.53)

Si la formule analytique de Se est utilisée telle quelle, cette somme diverge du fait du
terme en f4. Pour lever ce problème, il faut simplement considérer que l’accéléromètre a
une fréquence de coupure au-delà de laquelle la sommation s’effectue sur des termes nuls.

3.5.3 Spécifications sur la platine rotative

Dans tout ce qui précède, on a considéré la matrice J parfaitement connue. Ce n’est
cependant pas le cas car la définition de la matrice J fait intervenir l’angle θ et la connais-
sance de θ peut être dégradée par un biais et du bruit. Ainsi, il y a une différence entre la
valeur réelle de l’angle de rotation noté θ∗, et l’angle de rotation mesurée noté θ

θ = θ∗ + bθ + δθ (3.54)
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où bθ est un biais déterministe et δθ un processus stochastique stationnaire de moyenne
nulle qui décrit le bruit qui s’ajoute à la mesure de l’angle θ. Cela conduit à un bruit sur
les matrices Λc and Λs décrit par

δΛc = diag[cos(θk + δθk)− cos(θk)] ≈ −diag[δθk sin(θk)] (3.55)

et
δΛs = diag[sin(θk + δθk)− sin(θk)] ≈ diag[δθk cos(θk)] (3.56)

L’impact du biais bθ sur la mesure a été estimé précédemment (cf. section 2.4.2). Il a été
montré que bθ doit être inférieur à 10−5 rad pour avoir une mesure à 1 pm·s−2 près. Dans
les équations (3.7), ey et ez sont les bruit introduits par l’accéléromètre MicroSTAR sur
chacun des axes. Ils n’incluent pas le bruit sur la mesure de l’angle θ. Pour en tenir compte,
il est possible d’introduire un bruit généralisé : les quantités ey et ez sont remplacées par
ẽy = ey + êy et ẽz = ez + êz avec{

êz = k1y [δΛcay + δΛsaz] (3.57a)

êz = k1z [−δΛsay + δΛcaz] (3.57b)

Ces bruits additionnels dépendent des valeurs de ay et az et de δΛc et δΛs. Par conséquent,
plus le signal à mesurer est faible, plus le bruit induit par l’incertitude sur la mesure de θ
sera faible.

Jusqu’ici, on a considéré que δΛc et δΛs sont nulles, c’est-à-dire que la seule source de
bruit prise en compte est l’accéléromètre. Ici, ce bruit généralisé va permettre de donner
des spécifications sur la quantité δθ pour atteindre les objectifs de précision souhaités pour
l’instrument (cf. section 3.5.3). Le but est que ce soit le bruit de l’accéléromètre MicroSTAR
qui soit le facteur limitant pour la précision. Pour avoir un tel résultat, il faut que

∫ 1
2δt

− 1
2δt

Sê(f) |Fδt{ci}(f)|2 df �
∫ 1

2δt

− 1
2δt

Se(f) |Fδt{ci}(f)|2 df (3.58)

où Sê est la densité spectrale de bruit de ê dû à la platine rotative. En supposant que
ay ≈ az ≈ aNG, on a ê = δθaNG. Comme le traitement du signal sélectionne le bruit à la
fréquence 2/τ , il faut que Sê(f) � Se(f) pour f ∈ [1/(τ); 3/(τ)]. Par conséquent, il faut
que

∀f ∈
[

1

τ
;

3

τ

]
, Sδθ(f)� Se(f)

aNG2
(3.59)

Pour calculer aNG, on suppose que le contributeur principal à la force non-gravitationnelle
est la pression de radiation solaire et que la sonde spatiale est à une unité astronomique
d0 du Soleil : on prend, comme à la section 2.4.2, aNG = CBP/c = 4,6× 10−7 m·s−2. Pour
la valeur minimale de Se, la condition s’écrit√

Sδθ(f) = 1,3× 10−4 rad·Hz−1/2. (3.60)
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3.5.4 Connaissance des facteurs d’échelle

On peut appliquer la méthode introduite ci-dessus pour déterminer la stabilité néces-
saire des facteurs d’échelle pour obtenir la précision de mesure souhaitée. En effet, jusqu’à
maintenant, les facteurs d’échelle ont été supposés constants. En pratique, ils peuvent varier
avec une composante déterministe et une composante stochastique.

Comme le facteur d’échelle est indissociable de l’accélération, dans le sens où on mesure
le produit des deux, la partie déterministe du facteur d’échelle doit être mesurée séparément
pour être ensuite retirée [164]. Si l’on souhaite une précision finale sur l’accélération de
1 pm·s−2, il faut que la connaissance du facteur d’échelle soit précise à 1 pm·s−2/a∗, où a∗

est l’amplitude du signal extérieur.

Concernant la partie stochastique de la variation temporelle du facteur d’échelle, on
introduit Sk1 sa densité spectrale de puissance. D’après la section précédente, pour que ce
bruit soit négligeable devant celui de MicroSTAR, on doit avoir√

Sk1(f)� 1,3× 10−4 Hz−1/2. (3.61)

3.5.5 Orthogonalité des axes de mesure

On a supposé dès le début de ce chapitre que les axes de mesure de l’accéléromètre
MicroSTAR étaient orthogonaux en supprimant la matrice de couplage. Supposons que les
axes de mesure réels ne soient par parfaitement alignés avec les axes de mesure supposés
et restreignons nous au plan défini par les axes x et y. L’angle θe mesure l’écart à l’ortho-
gonalité entre ces deux axes de mesure. On suppose ici que selon la direction y, l’axe de
mesure réel et l’axe de mesure supposé sont confondus. Les équations (3.5) deviennent (en
annulant les facteurs quadratiques){

my = k1y [cos(θ)(aY + sin(θe)aZ) + sin(θ) cos(θe)aZ ] + by + ny (3.62a)

mz = k1z [− sin(θ)(aY + sin(θe)aZ) + cos(θ) cos(θe)aZ ] + bz + nz (3.62b)

Ainsi, en appliquant les méthodes développées dans ce chapitre, on obtiendra sans biais les
quantités aY + sin(θe)aZ et cos(θe)aZ . Pour avoir une précision p, il faut donc que{

| sin(θe)aNG| ≤ p (3.63a)

|(1− cos(θe))aNG| ≤ p (3.63b)

En prenant p = 1 pm·s−2 et aNG = CBP/c = 4,6× 10−7 m·s−2, il faut avoir une connais-
sance de θe à 2,2× 10−6 rad près. A l’inverse, si l’on cherche une précision de 1 pm·s−2 mais
que l’orthogonalité ne peut être connue qu’à 2,2× 10−5 rad, avec les mêmes données pour
calculer la pression de radiation solaire, il faut se placer au-delà de 3 UA du Soleil.
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3.6 Correction du biais sur trois axes

Dans tout ce chapitre, on s’est intéressé à la correction du biais de MicroSTAR dans la
configuration de l’instrument GAP, c’est-à-dire avec une seule platine rotative. La configu-
ration retenue permet de faire des mesures sans biais selon les deux axes perpendiculaires à
l’axe de rotation. Dans le cas où celui-ci est perpendiculaire au plan de l’orbite moyen, cela
permet d’avoir toutes les informations nécessaires pour la restitution d’orbite. Il peut être
néanmoins intéressant de faire des mesures sans biais suivant les trois axes. Dans un pre-
mier temps, on démontre qu’il est nécessaire d’avoir deux axes de rotation non-colinéaires.
On détermine ensuite les conditions sur les deux angles paramétrant les rotations pour
avoir des mesures sans biais et on donne deux exemples concrets de signaux de calibration.
Il est bien sûr possible, comme pour la correction du biais sur deux axes, de calculer les
précisions obtenues après traitement des données.

3.6.1 Nombre de rotations nécessaires

Supposons qu’une seule rotation, paramétrée par l’angle θ, permette de modifier l’orien-
tation de l’accéléromètre MicroSTAR. Les équations de mesure peuvent se mettre sous la
forme

QJX = M + E (3.64)

avec Q ∈ M3N,1(R) une matrice de changement de base qui code l’orientation de l’accé-
léromètre par rapport à la partie tournante de la platine rotative. Dans ce cas, la matrice
J0 ∈M6N,12N (R) est égale à

J0 =

IdN 0N 0N IdN 0N 0N

0N Λθc Λθs 0N IdN 0N

0N −Λθs Λθc 0N 0N IdN

 (3.65)

et la matrice P vaut
P = diag(Va;Va;Va;Vb;Vb;Vb) (3.66)

Pour effectuer des mesures sans biais après traitement du signal, il faut que rg(QJ0P ) =

3pa + 3pb. Pour Va = Vb = V1, cette condition n’est pas vérifiée. Une telle configuration ne
permet donc pas de déterminer la valeur moyenne du signal et du biais sur une période de
modulation. Il est donc nécessaire de disposer de deux rotations.
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3.6.2 Conditions pour la correction du biais

On suppose maintenant que l’accéléromètre MicroSTAR peut tourner autour de son
axe x et de son axe y. La matrice de changement de base T5←0 s’écrit

T5←0 =

1 0 0

0 cos(θ) sin(θ)

0 − sin(θ) cos(θ)


cos(ψ) 0 − sin(ψ)

0 1 0

sin(ψ) 0 cos(ψ)

 (3.67)

où ψ est l’angle qui paramètre la rotation autour de l’axe y. En omettant les facteurs
quadratiques et les bruits de mesure, les mesures accélérométriques sont donc reliées aux
composantes du signal dans le repère du Système Solaire de la manière suivante

ax = k1x [cos(ψ)aX − sin(ψ)aZ ] + bx (3.68a)

ay = k1y [sin(θ) sin(ψ)aX + cos(θ)aY + sin(θ) cos(ψ)aZ ] + by (3.68b)

az = k1z [cos(θ) sin(ψ)aX − sin(θ)aY + cos(θ) cos(ψ)aZ ] + bz (3.68c)

On introduit les quatre matrices suivantes, appartenant àMN (R), avec k ∈ J1;NK

Λθc = diag[cos(θk)] et Λθs = diag[sin(θk)] (3.69)

Λψc = diag[cos(ψk)] et Λψs = diag[sin(ψk)] (3.70)

Cela permet d’écrire les équations de mesures (3.68) de manière complètement matricielle

JD = M + E (3.71)

avec D ∈M6N,1(R), M ∈M3N,1(R), E ∈M3N,1(R) et J ∈M6N,12N (R) définies par

D =



aX

aY

aZ

bx

by

bz


, M =

mx

my

mz

 , E =

ex

ey

ez

 (3.72)

et

J =

 k1xΛψc 0N −k1xΛψs IdN 0N 0N

k1yΛθsΛψs k1yΛθc k1yΛθsΛψc 0N IdN 0N

k1zΛθcΛψs −k1zΛθs k1zΛθcΛψc 0N 0N IdN

 (3.73)

En faisant le même raisonnement que dans la section 3.2.3, on en déduit que la démodula-
tion fonctionne suivant les trois axes, dans le cas simplifié où P = P̂ , si

P ′J ′0JP = P ′J ′0J0PK (3.74)
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avec
P = diag(Va;Va;Va;Vb;Vb;Vb) (3.75)

À partir de cette égalité, on déduit les conditions suivantes. Tout d’abord, il faut que
P ′J ′0J0P soit inversible, ce qui nécessite que rg(J0P ) = 3pa + 3pb. Ensuite, en exprimant
cette égalité terme à terme, on obtient

Va
′ΛψcVb = 0papb (3.76a)

Va
′ΛψsVb = 0papb (3.76b)

Va
′ΛθcVb = 0papb (3.76c)

Va
′ΛθsVb = 0papb (3.76d)

Va
′ΛθcΛψcVb = 0papb (3.76e)

Va
′ΛθcΛψsVb = 0papb (3.76f)

Va
′ΛθsΛψcVb = 0papb (3.76g)

Va
′ΛθsΛψsVb = 0papb (3.76h)


Va
′(k1xΛψc

2 + k1yΛθs
2Λψs

2 + k1zΛθc
2Λψs

2)Va = k1xIdpa (3.77a)

Va
′(k1yΛθc

2 + k1zΛθs
2)Va = k1yIdpa (3.77b)

Va
′(k1xΛψs

2 + k1yΛθs
2Λψc

2 + k1zΛθc
2Λψc

2)Va = k1zIdpa (3.77c)


Va
′(k1y − k1z)ΛθsΛθcΛψcVa = 0pa (3.78a)

Va
′(k1y − k1x)ΛθsΛθcΛψsVa = 0pa (3.78b)

Va
′ΛψcΛψs(−k1x + k1yΛθs

2 + k1zΛθc
2)Va = 0pa (3.78c)

Les équations (3.77) et (3.78) sont vérifiées si les angles θ et ψ ne prennent lors des
mesures que les valeurs 0 rad et π rad. C’est cette approche qui avait été utilisée dans la
cadre de la correction du biais sur deux axes. Dans ce cas, il n’y a qu’à vérifier les équations
suivantes 

Va
′ΛψcVb = 0papb (3.79a)

Va
′ΛθcVb = 0papb (3.79b)

Va
′ΛθcΛψcVb = 0papb (3.79c)

3.6.3 Exemples de signaux de modulation

Pour conclure cette discussion sur la correction de biais suivant trois axes, on introduit
des signaux de modulation qui permettent de vérifier les conditions ci-dessus dans le cas
d’un satellite non-spinné et dans le cas d’un satellite spinné.
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Figure 3.15 – Signaux de modulation pour une correction du biais sur trois axes. Deux
périodes sont représentées, séparées par des cercles (◦). Le temps de masquage par période
pour la représentation graphique vaut 10 % de la période. Sur ces courbes, la rotation est
instantanée bien que ce ne soit pas le cas en pratique.

La figure 3.15 propose des variations de θ et ψ qui permettent de vérifier les conditions
(3.79) pour Va et Vb appartenant à l’ensemble {V1, V2}. La variation temporelle de l’angle
θ est exactement identique au signal de modulation 3. Pour l’angle ψ, on répète le signal
de modulation 3 sur chaque période pour laquelle l’angle θ est constant. Cela permet de
vérifier la condition (3.79c).

Il est possible d’avoir des signaux de modulation plus simples pour lesquels les condi-
tions sont vérifiées seulement pour Va = Vb = V1. Pour cela, on prend le signal de modula-
tion 1 pour θ et le signal de modulation 2 pour ψ.

Sonde spinnée

Dans le cas d’une sonde en rotation autour d’un de ses axes, une des rotations nécessaires
pour supprimer le biais sur les trois axes est réalisée par le mouvement de la sonde. Une
seule platine rotative suffit et l’on suppose que son axe de rotation est perpendiculaire à
l’axe de rotation de la sonde. On suppose que l’angle ψ décrit la rotation de la sonde à la
fréquence fe, c’est-à-dire

ψ(t) = 2πfet. (3.80)

Dans cette configuration, on ne peut plus considérer que l’on fait des mesures seulement
lorsque les angles valent 0 rad et π rad. Si les facteurs d’échelle sont parfaitement connus,
c’est-à-dire égaux à l’unité, cela implique que la condition (3.74) est toujours vérifiée. La
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seule chose dont il faut s’assurer est que rg(J0P ) = 3pa+3pb. Cela est vérifié si, par exemple,
le signal de modulation 2 est utilisé pour l’angle θ. Dans le cas où les facteurs d’échelle ne
sont pas égaux à l’unité, les équations (3.77) et (3.78) ne seront pas parfaitement vérifiées.
Il y aura donc un mélange du signal et du biais ainsi qu’un mélange des mesures suivant
des axes différents. En pratique, le problème ne se pose pas car la mission OSS propose
une sonde stabilisée suivant les trois axes.
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Le chapitre précédent a permis de développer une approche innovante concernant l’uti-
lisation du Gravity Advanced Package d’une part et le traitement des données d’autre part.
La méthodologie développée permet de séparer le biais de mesure de l’accéléromètre du
signal extérieur et donc d’obtenir, après traitement des données, des mesures d’accéléra-
tion sans biais. Le but de ce chapitre est de présenter une validation expérimentale de ces
méthodes de mesure et de traitement des données [165].

Il est démontré dans ce chapitre qu’il est possible de séparer parfaitement le biais du
signal extérieur sur des données expérimentales, lorsqu’on se place dans les conditions pré-
sentées précédemment. Concernant la précision sur la mesure des accélérations sans biais,
l’écart-type obtenu expérimentalement est comparé à la précision attendue théoriquement.

Comme le Gravity Advanced Package n’est pas disponible, des instruments commer-
ciaux ont été utilisés : le système de mesure qui remplace le Gravity Advanced Package
ainsi que l’ensemble de l’expérience sont décrits à la section 4.1. Dans la section 4.2, la mé-
thodologie de mesure ainsi que le traitement des données sont présentés. Enfin, les résultats
sont discutés dans la section 4.3.

4.1 Montage expérimental

Figure 4.1 – L’attitude du pendule est contrôlée par des actionneurs (entourés en rouge).
Le DM1 (entouré en vert) est utilisé par le système d’asservissement pour contrôler l’incli-
naison du pendule. Cela permet de supprimer le bruit sismique. Les deux accéléromètres
Q-Flex (A et B) placés sur la platine rotative Newport (entourés en bleu) sont utilisés pour
faire les mesures. L’électronique n’est pas visible sur cette image.

Le montage expérimental est présenté en figure 4.1. Il se compose de deux systèmes.
D’un côté, le système de mesure est utilisé pour remplacer le Gravity Advanced Package :
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il est décrit à la section 4.1.1. De l’autre, le pendule contrôlé par un accéléromètre élec-
trostatique, appelé DM1, est utilisé pour imposer une accélération connue au système de
mesure : il est décrit en section 4.1.2.

4.1.1 Système de mesure

Le système de mesure utilisé pour mimer le Gravity Advanced Package est composé
de :

– une platine rotative RGV100BL fabriquée par Newport [166] qui correspond au Bias
Rejection System. L’axe de rotation est noté x et il est vertical. Comme pour le
Gravity Advanced Package, la rotation est paramétrée par un angle θ. La répétabilité
angulaire est égale à 0,0003 °. Étant donné le bruit des accéléromètres Q-Flex, le bruit
introduit par la platine rotative est négligeable.

– deux accéléromètres Q-Flex QA-700 fabriqués par Honeywell [167]. Ce sont des ac-
céléromètres mono-axial et ils sont positionnés de telle sorte que les axes de mesure
soient perpendiculaires. Les Q-Flex A et B mesurent le champ de gravité local le long
des axes z et y, respectivement, du repère lié à la partie en rotation de la platine
Newport.

Q-Flex A Q-Flex B
Q-Flex + convertisseur 0.8376 V.s2.m−1 0.8120 V.s2.m−1

amplificateur 1010.9 990.54
Total G̃A = 846.73 V.s2.m−1 G̃B = 804.32 V.s2.m−1

Table 4.1 – Mesures expérimentales des gains des chaînes de mesure des Q-Flex A et B

La sortie d’un Q-Flex est un courant proportionnel à l’accélération mesurée. La chaîne
de mesure d’un accéléromètre est composée d’un convertisseur courant-tension et d’un
amplificateur. Afin d’obtenir le gain de tout l’instrument, le processus d’étalonnage est
effectué en deux étapes. Tout d’abord, le gain de l’accéléromètre avec le convertisseur
courant-tension est mesuré. Pour ce faire, l’axe de mesure du Q-Flex est placé vertica-
lement de telle sorte que le champ de gravité local g est mesuré ; ensuite, l’instrument
est retourné afin de mesurer −g. En soustrayant et en additionnant ces deux mesures, et
connaissant la valeur du champ de gravité local, le facteur d’échelle et le biais du Q-Flex
avec son convertisseur courant-tension sont déterminés 1. Dans un deuxième temps, le fac-
teur d’échelle de l’amplificateur est obtenu en mesurant précisément la sortie (en V) en
fonction de l’entrée (en V). Les valeurs numériques sont données dans le tableau 4.1 : G̃A et
G̃B désignent les valeurs expérimentales alors que GA et GB sont les valeurs exactes. Cela
permet d’introduire les facteurs d’échelle sur chaque axe : ky = G̃B/GB et kz = G̃A/GA,

1. On pourrait étalonner le gain en positionnant l’accéléromètre horizontalement. Cette approche est
cependant moins performante car lorsque l’angle γ, qui mesure l’écart à l’horizontalité ou la verticalité, est
proche de 0 rad, cos(γ) ∼ 1 − γ2/2 et sin(γ) ∼ γ. L’écart à la verticalité a donc un impact en γ2 sur la
projection de la gravité sur l’axe de mesure alors que l’écart à l’horizontalité à un impact en γ.
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qui sont petits devant 1.

Les valeurs numériques sont choisies pour que les gains de toute la chaîne de mesure
des Q-Flex soient comparables à celui du DM1 (cf. section 4.1.2). Il est aussi possible de
connaître approximativement les valeurs numériques du biais de toute la chaîne de mesure
pour les Q-Flex A et B, respectivement bA = −224,50 V et bB = −52,19 V.
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Figure 4.2 – Schéma de la chaîne de mesure : l’ordinateur est utilisé pour enregistrer et
traiter les données et pour contrôler la platine rotative. Un filtre passe-bas est placé avant
le convertisseur analogique-numérique (ADC) pour éviter le repliement de spectre.

Finalement, les données ont besoin d’être numérisées pour le post-traitement. Pour
cela, un filtre passe-bas SR640 [168] est utilisé pour supprimer le repliement de spectre lors
de la numérisation réalisée avec le convertisseur analogique-numérique NI 6033 [169]. La
caractérisation de ces systèmes en terme de biais, facteur d’échelle et bruit a été réalisée
et est utilisée lors du traitement des données. Pour toutes les expériences, la fréquence de
coupure du filtre est égale à la moitié de la fréquence d’échantillonnage pour supprimer le
repliement de spectre. Un schéma de la chaîne de mesure est présenté en figure 4.2.
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Figure 4.3 – Racine carrée de la densité spectrale de puissance du bruit du Q-Flex A et
de sa chaîne de mesure. Le modèle analytique est celui donné par l’équation (4.1).
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Afin de comparer la précision expérimentale à celle prévue théoriquement, il est né-
cessaire de caractériser le bruit de mesure des Q-Flex. La densité spectrale de puissance
mesurée est présentée en figure 4.3. Elle peut être approchée par les fonctions analytiques
SQA(f) = S(f)/G̃A

2
et SQB = S(f)/G̃B

2
(en m2·s−4·Hz−1) correspondant respectivement

aux Q-Flex A and B avec

S(f) = 3.1925× 10−5 V2.Hz−1 +
9.052× 10−8 V2.Hz0.6384

f1.6384
(4.1)

Pour les fréquences au-dessus de 2× 10−1 Hz, le modèle analytique ne correspond pas
aux mesures expérimentales de la DSP. En effet, à ces fréquences, le bruit électronique des
Q-Flex est dominé par le bruit sismique filtré par la fonction de transfert du pendule. Ce
n’est cependant pas un problème car ces fréquences sont trop élevées pour jouer un rôle
dans cette expérience. Pour les fréquences en dessous de 2× 10−1 Hz, le bruit des Q-Flex
est plus grand que le bruit du pendule de plusieurs facteurs d’échelle (cf figure 4.4). Cela
signifie que dans cette expérience, il n’est nécessaire de considérer que le bruit des Q-Flex.

4.1.2 Pendule asservi horizontalement
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Figure 4.4 – Racine carrée de la densité spectrale de puissance du bruit du pendule. En
dessous de 2× 10−1 Hz, le pendule est asservi sur les sorties de l’accéléromètre DM1 et
le bruit descend approximativement à 3× 10−8 m·s−2·Hz−1/2. Au dessus de 2× 10−1 Hz,
le pendule est asservi sur le sol et le bruit sismique, filtré par la fonction de transfert du
pendule, est dominant.

Le pendule est utilisé comme un moyen de fournir un signal connu au système de mesure
avec un bruit caractérisé par la figure 4.4. Pour atteindre ce niveau de bruit, le pendule
est monté sur une dalle de béton découplée du sol. De plus, les sorties d’un accéléromètre
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électrostatique, appelé DM1, sont utilisées comme capteurs : les boucles d’asservissement
sont conçues de telle sorte que les sorties dans le plan horizontal (axes Y et Z du DM1)
soient nulles. Cet accéléromètre est un modèle d’ingénierie pour la mission Aristoteles [170].
Le tableau 4.2 donne les valeurs expérimentales des gains suivant les deux axes horizontaux
du DM1, G̃Y et G̃Z . Les valeurs exactes sont notées GY et GZ . Comme pour les Q-Flex,
on introduit les facteurs d’échelle sur chaque axe kY = G̃Y /GY et kZ = G̃Z/GZ .

Axe Y Axe Z
G̃Y = 805 V.s2.m−1 G̃Z = 825 V.s2.m−1

Table 4.2 – Gains des chaînes de mesure des deux axes horizontaux de l’accéléromètre
DM1 [171].

DM1 BRS

A

B

Figure 4.5 – Le repère local (X0,Y0,Z0) est défini de telle sorte queX0 soit vertical. L’angle
φ mesure l’inclinaison du pendule par rapport à l’horizontal autour de l’axe dirigé par Y0.
L’angle α, non représenté sur le schéma, mesure l’inclinaison du pendule par rapport à
l’horizontal autour de l’axe dirigé par Z0.

Du fait des biais de mesure bY et bZ du DM1 le long des axes Y et Z, les axes horizontaux
du DM1 sont perpendiculaires au champ de gravité local avec une erreur. De plus, il est
possible d’incliner le DM1 d’un angle connu. Pour ce faire, des entrées secondaires sur les
axes Y et Z, notées VY et VZ (en V), permettent d’introduire un offset. Étant donné les
gains indiqués dans le tableau 4.2, les angles d’inclinaison φ et α du DM1 (cf. fig. 4.5),
respectivement autour des axes Y0 et Z0, sont égaux à

φ =
bZ − VZ
gGZ

=
1

g

[
bZ
GZ
− kZcZ

]
(4.2a)

α =
bY − VY
gGY

=
1

g

[
bY
GY
− kY cY

]
(4.2b)

où cY = VY /G̃Y et cZ = VZ/G̃Z sont les offsets en terme d’accélération et g l’accélération
de la pesanteur. Une amplitude typique pour VY et VZ est 1,5 V, ce qui conduit à une
inclinaison de l’ordre de 2× 10−4 rad et une projection de la gravité locale sur le plan
Y − Z de l’ordre de 2× 10−3 m·s−2.
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4.2 Méthode expérimentale et traitement des données

4.2.1 Modélisation de l’expérience

L’inclinaison du DM1 par rapport au référentiel local est paramétrée par les angles
φ et α. Du fait des incertitudes expérimentales, l’alignement entre le DM1 et la platine
rotative n’est pas parfaitement connu. Par conséquent, l’inclinaison de la platine rotative
par rapport au référentiel local est paramétrée par les angles φ̃ = φ + φ0 et α̃ = α + α0,
où φ0 et α0 sont des angles constants mais inconnus. Pour ces expériences, α a été fixé à
0, ce qui veut dire que seules des rotations autour de l’axe Y ont été appliquées.

0 45 90 135 180 225 270 315
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2
x 10

−3

θ (degrés)

Q
−

F
le

x
 (

m
.s

−
2
)

 

 
m

y

m
z

fit

Figure 4.6 – Sorties des Q-Flex en fonction de l’angle θ avec α = φ = 0. L’amplitude
des courbes est liée à l’accélération extérieure et la valeur moyenne est due au biais et à la
précession du système de mesure.

En appelant my et mz les mesures (en m·s−2) faites respectivement par les Q-Flex A
et B, elles sont égales au premier ordre à{

my = ky [aY cos(θ) + aZ sin(θ)] + by (4.3a)

mz = kz [−aY sin(θ) + aZ cos(θ)] + bz (4.3b)

avec aY et aZ les accélérations extérieures (en m·s−2){
aY = gα0 (4.4a)

aZ = −gφ̃ (4.4b)

et by et bz les biais de mesure (en m·s−2) de tout le système de mesure (Q-Flex + platine
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rotative) {
by = bB/G̃B + gβB (4.5a)

bz = bA/G̃A − gβA (4.5b)

où βA et βB sont les angles de précession des Q-Flex A et B respectivement. Les biais bA
et bB sont connus expérimentalement (cf. section 4.1.1) mais βA et βB ne le sont pas, de
telle sorte que les valeurs de by et bz ne sont pas connues a priori.

Les équations (4.3) sont exactement similaires à celles étudiées au chapitre précédent.
Ainsi, cette expérience est bien représentative des mesures effectuées par le Gravity Advan-
ced Package lors d’une mission interplanétaire. Les conclusions de cette expérience pourront
donc s’appliquer à celle qui serait effectuée avec le GAP à bord d’une sonde interplanétaire.
La figure 4.6 montre la variation de my et mz en fonction de l’angle θ de la platine rotative.
Les données sont réduites et conduisent aux valeurs numériques suivantes{

my = [−2,94 cos(θ)− 2,98 sin(θ)− 14,33 ]× 10−4 m·s−2 (4.6a)

mz = [−3,34 cos(θ) + 3,02 sin(θ) + 10,54 ]× 10−4 m·s−2 (4.6b)

En utilisant la valeur moyenne de chacune des courbes et connaissant le biais de chaque
Q-Flex, il est possible de déterminer les valeurs numériques des angles de précession :
βA = −8,07× 10−5 rad et βB = 1,40× 10−4 rad.

4.2.2 Description des mesures

Concernant l’accélération extérieure appliquée sur l’axe Z, cZ , contrôlée par l’inclinai-
son φ du pendule, deux types de signaux ont été utilisés. Dans un cas, une inclinaison
constante du pendule a été appliquée avec différentes valeurs pour l’offset 2 VY du DM1 :
0 V, 0,5 V, 1 V et 1,5 V. Les données collectées avec ces signaux sont utilisées dans les
sections 4.3.1 et 4.3.3. Dans le second cas, l’inclinaison du pendule est soumise à une varia-
tion sinusoïdale et triangulaire d’amplitude 1 V et de différentes périodes : 0,75 min, 1 min,
5 min, 60 min. Ces données expérimentales sont utilisées dans la section 4.3.2.

Les signaux temporels utilisés pour l’angle θ sont ceux présentés au chapitre précé-
dent. Plusieurs périodes de modulation ont été utilisées : 1 min, 5 min, 20 min et 50 min.
La fréquence d’échantillonnage utilisée a été principalement 10 Hz. D’autres fréquences
d’échantillonnage ont été utilisées afin de montrer expérimentalement que la précision des
quantités traitées ne varie pas avec ce paramètre sur une certaine plage. Pour toutes les
données utilisées, la durée des mesures était égale à 100 fois la période de modulation (par
exemple, pour une période de modulation de 50 min, la durée de l’expérience était 3 jours
et 11 heures).

2. Ces offsets correspondent à une accélération, cZ , projetée dans le plan Y − Z de 0 m·s−2,
6,06× 10−4 m·s−2, 1,21× 10−3 m·s−2 et 1,82× 10−3 m·s−2 respectivement



4.3. Résultats et discussion 89

4.2.3 Traitement des données

Le traitement des données suit exactement la procédure développée au chapitre pré-
cédent pour le Gravity Advanced Package avec une correction du biais sur deux axes en
utilisant une platine rotative. Comme on l’a vu au chapitre précédent, les facteurs d’échelle
ne permettent pas de déterminer l’accélération extérieure seule. On introduit donc les
quantités âY = kyaY et âZ = kzaZ .

4.3 Résultats et discussion

L’expérience décrite ci-dessus permet d’atteindre deux objectifs. Tout d’abord, une
validation du modèle présenté en section 4.2.1 est fournie. Dans la section 4.3.2, il sera dé-
montré que les techniques de traitement du signal développées permettent sur des données
réelles de supprimer le biais d’une mesure accélérométrique. Enfin, la méthode de calcul de
la précision des mesures sera validée avec une confirmation expérimentale.

4.3.1 Détermination de l’orientation relative

On a vu lors de la modélisation de l’expérience que la valeur numérique des facteurs
d’échelle n’est pas connue. Il est possible en agrégeant tous les résultats expérimentaux de
déterminer des combinaisons numériques de ces facteurs. En effet, pour chaque expérience
avec une inclinaison constante du pendule cZ , une valeur de âz, accélération extérieure
vue par les Q-Flex sans biais, est déterminée. Les équations (4.2a) et (4.4b) permettent de
relier théoriquement ces deux quantités

âZ = kzkZcZ − kz
[
bZ
GZ

+ gφ0

]
. (4.7)

Expérimentalement, on obtient ces valeurs numériques

âZ = 0.964× cZ + 2.8757× 10−4 m.s−2. (4.8)

Les résidus de l’optimisation sont présentés en figure 4.7. Les valeurs numériques des
résidus montrent un très bon accord entre la formule théorique et les données. La valeur
expérimentale de kzkZ , qui est proche de 1, montre que les valeurs numériques G̃A et G̃Z
utilisées pour traiter les données sont proches des valeurs réelles. À l’inverse, cela ne permet
pas de déterminer indépendamment les valeurs de bZ et φ0.

4.3.2 Validation expérimentale du principe de démodulation

Dans cette partie, deux cas de figures sont détaillés. Le premier cas présente une sépa-
ration parfaite du biais et du signal extérieur. Dans le second cas, on vérifie expérimenta-
lement les résultats obtenus lorsque les conditions pour une démodulation correcte ne sont
pas vérifiées.
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Figure 4.7 – Résidus pour la détermination des valeurs numériques des coefficients de
l’équation (4.7). Les croix (x) correspondent aux périodes de modulation de 1 min, les
étoiles (*) à 5 min, les points (·) à 20 min et les cercles (o) à 50 min.

Séparation parfaite des valeurs moyennes du signal extérieur et du biais

Dans un premier temps, considérons un cas pour lequel il est possible de récupérer la
pente du biais et du signal extérieur : les conditions V1ΛcV1 = V1ΛcV2 = V2ΛcV2 = 0 sont
vérifiées par le signal de modulation et le signal extérieur est a priori affine par morceau.
Pour cela, le signal extérieur est une variation triangulaire de l’inclinaison du pendule et
le signal de modulation est le signal 3 (cf. p. 60). Les résultats du traitement des données
sont présentés en figure 4.8.

Plusieurs choses permettent de s’assurer que le traitement des données permet de récu-
pérer correctement la moyenne du signal extérieur et du biais de mesure sur chaque période
de modulation. Tout d’abord, le biais obtenu est constant, ce qui est attendu puisque la
température est constante. Deuxièmement, la moyenne de l’accélération obtenue après
traitement correspond parfaitement à l’accélération appliquée, comme le montre la figure
4.8(b). Cela valide expérimentalement la séparation du signal extérieur et du biais lorsque
leur valeur moyenne sur chaque période est considérée.

La figure 4.8(c) montre le résultat du calcul de la pente du signal extérieur. La pente du
biais a une variation qui ressemble à celle du signal extérieur, ce qui est incompatible avec
le fait que le biais est constant pendant toute la durée de l’expérience. Ce problème vient
probablement du fait que la pente du signal extérieur n’est pas parfaitement constante sur
chaque période de modulation. Ce constat sur le calcul de la pente du signal extérieur ne
remet cependant pas en cause la validité des valeurs moyennes obtenues précédemment.
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(a) Moyenne de l’accélération et du biais sur une
période de modulation obtenue après traitement
des données brutes. L’équation (4.7) a été utilisée
pour corriger les mésalignements.
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(b) Différence entre la moyenne de l’accélération
mesurée, obtenue après traitement des données,
et la moyenne de l’accélération appliquée. L’équa-
tion (4.7) a été utilisée pour corriger les mésali-
gnements.
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(c) Pente de l’accélération et du biais sur une pé-
riode de modulation.

Figure 4.8 – Conditions expérimentales : le signal extérieur suit une variation triangulaire
de période égale à 60 min avec une amplitude Vz = 1 V ; le signal de modulation est le
signal 3 (cf. p. 60) avec une période de 1 min. Dans les figures (a) and (c), la ligne (-)
représente le signal extérieur appliqué, les points (•) représentent l’accélération obtenue
expérimentalement après traitement des données, c’est-à-dire sans biais, et les cercles (◦)
représentent le biais obtenu après traitement des données.

Démodulation imparfaite

Pour illustrer le comportement du traitement des données lorsque les conditions de
démodulation ne sont pas respectées (cf. section 3.2.1), considérons les conditions expé-
rimentales suivantes : le signal extérieur a une variation sinusoïdale avec une période de
60 min avec une valeur pic à pic de 1 V ; le signal de modulation est le signal 1 (cf. p. 59)
avec une période de 5 min.

Les données sont traitées de deux manières différentes. Dans un cas, le signal de mo-
dulation 1 (cf. p. 59) est utilisé, et dans l’autre cas, un déphasage de τ−TM

4 est introduit et
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(a) Moyenne de l’accélération et du biais sur une
période de modulation obtenue après traitement
des données. Le traitement des données a été ef-
fectué avec le signal de modulation 1. La valeur pic
à pic de la variation du biais obtenu avec le trai-
tement des données est égale à 3,06× 10−4 m·s−2.
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(b) Moyenne de l’accélération et du biais sur une
période de modulation obtenue après traitement
des données. Le traitement des données a été ef-
fectué avec le signal de modulation 2.

Figure 4.9 – Conditions expérimentales : le signal extérieur suit une variation sinusoïdale
de période égale à 60 min avec une amplitude Vz = 1 V ; le signal de modulation est le
signal 1 (cf. p. 59) avec une période de 5 min. La ligne (-) représente le signal extérieur
appliqué, les points (•) représentent l’accélération après traitement, c’est-à-dire sans biais,
et les cercles (◦) représentent le biais obtenu après traitement des données. L’équation (4.7)
a été utilisée pour corriger les mésalignements.

les données expérimentales sont traitées en utilisant le signal de modulation 2 (cf. p. 60).
Les résultats sont donnés en figure 4.9.

Comme la sinusoïde ne peut pas être considérée comme étant constante par mor-
ceau, V1Λcaκ 6= 0 pour le signal de modulation 1. Par conséquent, la valeur moyenne
du biais calculée est la somme de la valeur moyenne réelle et d’un terme additionnel,
kz(V1

′V1)−1V1
′ΛcaZ. Ce terme est un vecteur colonne. Chacune de ses valeurs peut être

approximée par la fonction suivante évaluée aux instants d’échantillonnage

h(t) =
1

τ

[∫ t+τ/2

t
c0
Z cos(ωλ)dλ−

∫ t+τ

t+τ/2
c0
Z cos(ωλ)dλ

]

=
2c0
Z

ωτ

[
1− cos

(ωτ
2

)]
sin
(
ωt+

ωτ

2

) (4.9)

où τ est la période de modulation, ω est la pulsation de la sinusoïde et c0
Z est son ampli-

tude. Pour les conditions expérimentales de la figure 4.9(a), la valeur pic à pic de h est
3,15× 10−4 m·s−2 et son déphasage est 17,5 min. Cela correspond parfaitement à la partie
sinusoïdale du biais démodulé de la figure 4.9(a).

Les résultats du traitement des données avec le signal de modulation 2 sont présentés
en figure 4.9(b). Dans ce cas, comme V1

′Λcaκ = 0 a priori, il n’y a pas de mélange lors du
traitement des données entre le biais et le signal : il est possible de récupérer les bonnes
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valeurs de la moyenne du biais et de la moyenne de l’accélération après traitement des
données. On s’aperçoit cependant que le biais n’est pas parfaitement constant sur la figure
4.9(b) alors qu’il devrait l’être. Cela vient du fait que l’hypothèse selon laquelle la sinusoïde
est affine par morceau n’est pas parfaitement correcte, en particulier aux extrema.

4.3.3 Précision des mesures

L’un des objectifs de cette expérience est de valider expérimentalement la précision
sur la moyenne de l’accélération sans biais. Pour cela, les données obtenues avec une in-
clinaison constante du pendule sont agrégées. La précision théorique sur la moyenne du
signal extérieur, pour un temps d’intégration T , s’exprime en utilisant la densité spectrale
de puissance du bruit du Q-Flex A (cf. eq. (4.1)) et le signal de modulation. Dans cette
section, on utilise le signal de modulation 3 car c’est celui qui présente les meilleures per-
formances en terme de séparation du biais et du signal. La formule complète a été donnée
dans le chapitre précédent et est utilisée pour le traitement des données. Par simplicité, on
s’appuie ici sur la formule simplifiée qui donne la précision σ pour un temps d’intégration
T et une période de modulation τ

σ(τ, T ) ≈

√
1

T
SQ

(
2

τ

)
(4.10)

Il a été démontré que le bruit sur les moyennes des quantités démodulées est un bruit blanc.
Par conséquent σ(τ, T1) =

√
T2/T1 × σ(τ, T2).
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Figure 4.10 – Précision (1σ) de la moyenne de l’accélération après traitement en fonction
de la période du signal de modulation pour un temps d’intégration de 1 heure. Les barres
montrent l’intervalle de confiance à 99 %. Les données ont été obtenues avec une fréquence
d’échantillonnage de 10 Hz et le signal de modulation 3. Chaque point est le résultat d’une
statistique sur 200 à 700 données expérimentales. La précision théorique est tracée en
utilisant la formule générale donnée au chapitre précédent.
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Les valeurs théoriques de la précision sont comparées aux données expérimentales dans
la figure 4.10. Les points expérimentaux sont obtenus en calculant l’écart-type des valeurs
expérimentales de âZ lorsque le pendule a une inclinaison constante. Comme le bruit du
pendule est négligeable devant celui des Q-Flex, la source de bruit dans les mesures de âZ
est le bruit de mesure des Q-Flex. En calculant l’écart-type, on a donc accès à la précision
sur âZ .

La figure 4.10 montre que les valeurs expérimentales sont en très bon accord avec
les prédictions théoriques sur l’ensemble de la gamme de période de modulation qui est
envisagée pour le Gravity Advanced Package. Par conséquent, ces expériences valident
l’approche théorique développée au chapitre précédent. Le fait que les Q-Flex aient un
bruit de mesure plus élevé que celui de l’accéléromètre MicroSTAR ne remet pas en cause
la validation du principe.

Fréquence (Hz) Précision (m.s−2)
10 1.6631× 10−7

100 1.5718× 10−7

200 1.2524× 10−7

Table 4.3 – Influence de la fréquence d’échantillonnage sur la précision de la moyenne
de l’accélération après traitement des données. Les précisions sont données pour un temps
d’intégration égal à 1 heure. Conditions expérimentales : le signal extérieur est constant
avec une amplitude Vz = 0 V ; le signal de modulation est le signal 3 avec une période de
1 min. La précision théorique attendue est 1.8073× 10−7 m.s−2.

L’effet de la fréquence d’échantillonnage a aussi été étudié. Comme les harmoniques du
signal de modulation décroissent rapidement, il est attendu que la précision ne dépende pas
de la fréquence d’échantillonnage tant que celle-ci est deux ordres de grandeur plus grande
que la fréquence de modulation. C’est pour cette raison que la fréquence d’échantillonnage
n’apparaît pas dans la formule (4.10). Dans ces expériences, la plus grande fréquence de
modulation est 1/60 s = 0,0167 Hz et les fréquences d’échantillonnage explorées sont 10 Hz,
100 Hz et 200 Hz, qui sont bien deux ordres de grandeur plus grandes que 0,0167 Hz. Les
résultats sont résumés dans le tableau 4.3 et montrent que la précision ne dépend pas de
manière significative de la fréquence d’échantillonnage.

4.4 Conclusion

L’expérience présentée dans ce chapitre était conçue pour valider la méthodologie dé-
veloppée pour supprimer le biais des mesures effectuées avec le Gravity Advanced Package.
Pour ce faire, deux accéléromètres Q-Flex montés sur une platine rotative ont été placés
sur un pendule dont l’inclinaison était contrôlée grâce à un accéléromètre électrostatique
ultra-sensible.

Les données expérimentales ont fourni une validation expérimentale de la méthode. La
capacité lors du traitement des données à séparer le biais de l’instrument du signal extérieur
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a été démontrée expérimentalement ainsi que la supériorité du signal de modulation 3 par
rapport au signal de modulation 1. Concernant la précision des mesures sans biais, les écart-
types expérimentaux ont été comparés aux précisions théoriques et un très bon accord a
été obtenu. Ainsi cette validation expérimentale conforte les développements théoriques
effectués dans le chapitre précédent.
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L’obtention de mesures d’accélération sans biais avec un accéléromètre électrostatique
a été le principal sujet abordé jusqu’ici. Les chapitres précédents ont permis de démontrer
qu’il est possible d’effectuer des mesures sans biais de l’accélération non-gravitationnelle
d’une sonde spatiale grâce au Gravity Advanced Package. La caractérisation de ces mesures
en terme de précision a été effectuée et validée expérimentalement. En s’appuyant sur les
conclusions des chapitres précédents, on suppose qu’il est possible d’effectuer ces mesures
avec un bruit blanc gaussien, dont l’écart-type est de 1 pm·s−2 pour une durée d’intégration
de 3 heures.

Comme cela est décrit dans le chapitre 1, le but est d’utiliser ces mesures pour améliorer
la restitution d’orbite afin de pouvoir identifier une éventuelle anomalie gravitationnelle.
Pour ce faire, il est nécessaire d’incorporer dans le processus de restitution d’orbite les
mesures d’accélération non-gravitationnelle de la sonde.

Dans un premier temps, les principes généraux de la trajectographie sont présentés,
en particulier la simulation d’une trajectoire et l’optimisation non-linéaire. Ensuite, ce
cadre général est modifié pour introduire les mesures d’accélération non-gravitationnelle.
Ces outils étant mis en place, il est possible de déterminer le niveau à partir duquel il
est possible de détecter une anomalie gravitationnelle. Enfin, l’exactitude des paramètres
déterminés lors d’un processus d’optimisation est discutée.

5.1 Principes généraux de la trajectographie

La trajectographie est le processus qui consiste à déterminer la trajectoire d’un objet
dans l’espace à partir d’informations partielles sur cette trajectoire. Ces informations sont
limitées par les moyens d’observation. On utilise principalement le décalage Doppler des
ondes radio échangées entre la sonde et la Terre. Cette observable permet d’avoir accès à
la vitesse de la sonde par rapport à la Terre le long de la ligne de visée. On peut aussi
avoir accès à la position angulaire de la sonde sur le ciel grâce au VLBI (Very-Long-
Baseline Interferometry), ainsi qu’à la distance de la sonde par rapport à la Terre grâce au
« ranging ». Pour restituer l’ensemble de la trajectoire à partir des informations disponibles,
il faut pouvoir calculer une trajectoire à partir des lois physiques qui régissent le mouvement
d’un objet. Le calcul de cette trajectoire dépend de quantités qui ne sont pas a priori
connues, comme les conditions initiales ou les forces non-gravitationnelles qui s’exercent
sur la sonde. Ces paramètres inconnus sont déterminés en utilisant les observations et des
modèles.

La méthodologie générale pour traiter le problème de la restitution d’orbite est donc
la suivante. On définit un ensemble de paramètres qui influent sur la trajectoire. Dans
un premier temps, on donne à ces paramètres des valeurs numériques arbitraires qui per-
mettent de calculer une trajectoire. À partir de cette trajectoire, on calcule les observables
théoriques, aux instants des mesures réalisées sur la trajectoire réelle, et on compare ces
observables calculées aux observables réelles. La différences de ces quantités correspond
aux résidus.
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Si les paramètres étaient parfaitement connus et si les modèles physiques utilisés pour
calculer la trajectoire et les observables étaient parfaits, les résidus prendraient la forme
d’un bruit gaussien. Pour s’approcher le plus possible de cet état, il est nécessaire d’effectuer
une optimisation par rapport à la valeur des paramètres. C’est ce processus d’optimisation
qui est appelé « restitution d’orbite ».

En pratique, la restitution d’orbite nécessite donc deux ingrédients : la simulation d’une
trajectoire et l’optimisation par rapport aux paramètres. Ces deux thèmes sont abordés
dans cette section après avoir introduit les hypothèses de travail.

5.1.1 Position du problème

L’objectif principal de ce chapitre est d’estimer le niveau à partir duquel il est possible de
détecter une anomalie gravitationnelle de forme donnée en utilisant les mesures disponibles
avec le lien radio et l’instrument GAP. La modélisation sera donc simplifiée afin d’évaluer
spécifiquement l’influence de ces deux mesures, indépendamment d’autres phénomènes qui
entrent en compte lors de la restitution d’orbite. On travaille donc avec les hypothèses
suivantes.

On considère le mouvement de la sonde spatiale dans le champ de gravité créé par le
Soleil, supposé être le centre du référentiel galiléen considéré. En plus des forces gravita-
tionnelles exercées par le Soleil sur la sonde, on considère que la force due à la pression
de radiation solaire est la seule force non-gravitationnelle qui s’exerce sur la sonde. Le cal-
cul de la trajectoire s’effectue dans le cadre de la mécanique classique. Comme cela a été
montré dans les modèles d’extension de la Relativité Générale [172], il est légitime de mo-
déliser l’anomalie gravitationnelle comme une accélération supplémentaire qui s’exerce sur
la sonde spatiale et qui dépend de la distance au Soleil ou du temps [46], cette accélération
n’étant pas mesurée par le GAP. Enfin, on ne considère que des trajectoires radiales car les
sondes interplanétaires sont, de manière générale, sur des orbites hyperboliques et ont donc
un mouvement angulaire faible. Le mouvement de la Terre est néanmoins pris en compte.
Concernant les observables, on dispose de la mesure du Gravity Advanced Package ainsi
que l’observable Doppler. La mesure de « ranging » sera traitée séparément à la section
5.3.4. Quant à la mesure de la position angulaire sur le ciel grâce au VLBI, celle-ci ne sera
pas étudiée car on ne considère ici que des trajectoires radiales.

Observable d’accélération

L’observable d’accélération est fournie par le Gravity Advanced Package. On suppose
que c’est une mesure de l’accélération non-gravitationnelle de la sonde spatiale uniquement,
effectuée avec une bruit blanc gaussien dont l’écart-type est égal à

10−12 m·s−2 ×
√

3 h

∆t
(5.1)

où ∆t est la durée de la mesure.

http://www.rapport-gratuit.com/
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Observable Doppler

Figure 5.1 – Densité spectrale de puissance du bruit de mesure affectant le lien Dop-
pler aller-retour. Données expérimentales de la mission Cassini entre les année 2001 et
2002 [87]. La résolution en fréquence est de 7 mHz. Les flèches marquent les fréquences
correspondantes à un jour sidéral ainsi que neuf harmoniques.

L’observable Doppler fait référence au décalage Doppler, D, du signal radio reçu par la
Terre après avoir été transmis à la sonde. Son calcul requiert les positions et vitesses de la
sonde et de la Terre. On utilise l’indice a pour désigner la Terre au moment de l’émission,
l’indice c pour désigner la Terre au moment de la réception et l’indice b pour désigner la
sonde lorsqu’elle reçoit l’onde radio. L’observable Doppler s’exprime de la manière suivante

D = 1− dabdbc (5.2)

où

dab =

√
1− va2/c2

1 + uab · va/c2

1 + uab · vb/c2√
1− vb2/c2

(5.3)

où uab est le vecteur unitaire de a vers b. dbc se déduit de dab en remplaçant a par b, et b
par c. Dans ces formule vi désigne la vitesse de la sonde ou de la Terre (i ∈ {a, b, c}).

La mesure de cette observable est soumise à un bruit. Pour ce chapitre on utilise les
caractéristiques du lien radio de la mission Cassini [87, 173]. Les mesures expérimentales
permettent de déterminer une formule analytique pour la densité spectrale de puissance
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Figure 5.2 – Représentation graphique de l’équation (5.4) destinée à modéliser les résultats
expérimentaux de la figure 5.1.

du bruit de l’observable Doppler, SD (en Hz−1)

SD(f) =
10−29.6

f
+ 10−24.2 Hz−3/2f1/2 (5.4)

Accélération de la sonde spatiale

On suppose que la seule force gravitationnelle qui s’exerce sur la sonde spatiale est celle
due au Soleil. Son expression est

GM�
r(t)2

(5.5)

où r(t) est la distance de la sonde au Soleil. Elle est attractive et dirigée radialement. Dans
toute la suite, on suppose parfaitement connues M� la masse du Soleil 1 et G la constante
de gravitation 2.

Outre les forces gravitationnelles qui s’exercent sur la sonde, il y a aussi des forces
non-gravitationnelles. Ces forces peuvent être de plusieurs origines : pression de radiation
solaire, rayonnement thermique anisotropique de la sonde, manœuvres. . . Pour le problème
qui nous intéresse, on ne prendra en compte que la force due à la pression de radiation
solaire. En effet, elle ne dépend que d’un nombre limité de paramètres et a une variation
avec la distance au Soleil bien définie. La pression de radiation solaire correspond à l’action
des photons solaires sur une surface. La puissance P portée par les photons solaires à une
unité astronomique du Soleil est égale approximativement à 1,366× 103 W·m−2 [161]. En
notant CB le coefficient balistique de la sonde spatiale, l’accélération due à la pression de
radiation est radiale et égale à

CBP

c

(
d0

r(t)

)2

(5.6)

1. M� = 19 891× 1026 kg [174]
2. G = 6,674 28× 10−11 m3·kg−1·s−2 [10, 11]
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où c est la vitesse de la lumière. Cependant, le coefficient CBP dépend de nombreux
paramètres, de telle sorte qu’il est difficile a priori de lui donner une valeur numérique : il
sera déterminé lors du processus d’optimisation.

Paramètres à déterminer

Pour mener à bien la restitution d’orbite, il est nécessaire d’identifier les paramètres à
déterminer lors du processus d’optimisation. Sous les hypothèses simplificatrices énoncées
précédemment, on considère les quatre paramètres suivants :

– la position initiale notée r0 ;
– la vitesse initiale notée v0 ;
– le coefficient aNG = CBP/c qui décrit l’intensité de l’accélération due à la pression

de radiation solaire ;
– le coefficient ga qui décrit l’intensité de l’anomalie gravitationnelle en terme d’accé-

lération de la sonde (cf. section 5.3.2).

5.1.2 Simulation d’une trajectoire et équations variationnelles

Comme cela a été mentionné, une des composantes du processus de restitution d’orbite
est la simulation de la trajectoire de la sonde à partir des conditions initiales et des forces
extérieures qui s’exercent sur la sonde. Cet aspect est présenté ci-dessous dans le cas général,
indépendamment des hypothèses faites ci-dessus, mais sans les mesures du GAP.

Équation différentielle

On introduit la fonction h qui dispose de toutes les qualités de régularité nécessaire
pour la suite

h : R× R6 × Rp → R6

(t, s, µ) → h(t, s, µ)

où

– t est la variable de temps.
– s ∈ R6 est le vecteur d’état. Il est composé des composantes de position et des

composantes de vitesse dans le repère galiléen lié au Soleil.
– µ ∈ Rp est le vecteur des paramètres.

On introduit de plus s0, le vecteur d’état à l’instant initial t0. Par souci de simplicité
dans les notations, on introduit le vecteur κ ∈ R6+p défini par κ =

[
s0 µ

]
. L’évolution

temporelle de l’état du système est régie par l’équation différentielle suivante

dx

dt
= h(t, x, µ) (5.7)
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d’inconnue x ∈ R6 vérifiant la condition initiale x(t0) = s0. La fonction h découle des lois
physiques. Il s’agit d’une équation différentielle ordinaire du premier ordre.

Dans le cadre de la dynamique newtonienne en trois dimensions, x est composé de deux
vecteurs de taille 3 dont l’un est le dérivé de l’autre

x =

[
p

ṗ

]
(5.8)

où p est le vecteur position. De même, les composantes de la fonction h sont

h =

[
hp

hṗ

]
(5.9)

avec hp(t, x, µ) = ẋ et hṗ(t, x, µ) l’accélération totale de la sonde.

Le théorème de Cauchy-Lipschitz [175, 176] garantit l’existence et l’unicité de la solution
de cette équation différentielle. Cette solution est l’application suivante

sκ : R → R6

t → sκ(t)

En pratique, cette équation différentielle sera résolue numériquement avec l’algorithme de
Runge-Kutta d’ordre 4 [177]. Cela permet d’obtenir, pour chaque pas de temps et pour
un vecteur κ donné, la position et la vitesse de la sonde spatiale. On introduit de plus les
fonctions suivantes

s : (t, κ)→ sκ(t) (5.10)

st : κ→ s(t, κ) (5.11)

qui vérifient sκ = s(·, κ) et st = s(t, ·).

Équation variationnelle

Dans l’optique de la restitution d’orbite, il est aussi nécessaire de connaître la sensibilité
de l’état s par rapport aux paramètres et aux conditions initiales. Plus précisément, il est
utile d’être capable de déterminer à chaque pas de temps la matrice de sensibilité A définie
par

A : R → M6,6+p(R)

t → dst
dκ

(κ)

Pour cela, on établit l’équation différentielle vérifiée par la matrice A. Par définition de la
fonction st,

dA

dt
(t) =

d

dt

(
t→ dst

dκ
(κ)

)
=

d

dt

(
∂s

∂κ

)
(t, κ) (5.12)
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En remarquant, grâce à l’indépendance des variables κ et t, que

d

dt

(
∂s

∂κ

)
=
∂
(
∂s
∂κ

)
∂t

∂t

∂t
+
∂
(
∂s
∂κ

)
∂κ

∂κ

∂t
=

∂

∂t

(
∂s

∂κ

)
(5.13)

d

dκ

(
∂s

∂t

)
=
∂
(
∂s
∂t

)
∂t

∂t

∂κ
+
∂
(
∂s
∂t

)
∂κ

∂κ

∂κ
=

∂

∂κ

(
∂s

∂t

)
(5.14)

et en supposant que s vérifie le théorème de Schwartz, c’est-à-dire que ses dérivées partielles
existent et sont continues, on peut intervertir l’ordre des dérivées partielles et on obtient

dA

dt
(t) =

d

dκ

(
∂s

∂t

)
(t, κ) =

d

dκ

(
κ→ dsκ

dt

)
(t, κ) =

d

dκ
(κ→ h(t, sκ, µ)) (5.15)

dont on déduit l’équation variationnelle [178, chap. 2]

dA

dt
=
∂h

∂s
A+

∂h

∂κ
(5.16)

De même que pour l’équation différentielle (5.7), il est possible d’intégrer cette équation
numériquement avec l’algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4 [179].

Pour rendre cette équation différentielle plus explicite, on introduit la position initiale
p0 et la vitesse initiale ṗ0. Cela permet d’écrire

A =

[
∂p
∂p0

∂p
∂ṗ0

∂p
∂µ

∂ṗ
∂p0

∂ṗ
∂ṗ0

∂ṗ
∂µ

]
,
∂h

∂s
=

[
0 Id
∂hṗ
∂p

∂hṗ
∂ṗ

]
et

∂h

∂κ
=

[
0 0 0

0 0
∂hṗ
∂µ

]
(5.17)

5.1.3 Optimisation non-linéaire

À partir de la simulation de la trajectoire de la sonde, il est possible de calculer l’ob-
servable Doppler simulée à chaque pas d’échantillonnage. Cela donne le vecteur colonne
Ds(κ) ∈ RN qui dépend des paramètres κ et où N est le nombre de points d’échantillon-
nage. L’observation de la trajectoire de la sonde grâce au lien radio permet de connaître
les valeurs expérimentales de cette observable à chaque point d’échantillonnage, consignées
dans le vecteur D ∈ RN . On introduit le vecteur des résidus appartenant à RN défini par

ξ(κ) = Ds(κ)−D (5.18)

Le but de la restitution d’orbite est de minimiser, par rapport à la variable κ, la fonction
f définie par

f : R6+p → R+

κ → 1

N
ξ(κ)′ξ(κ)
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La fonction f est non-linéaire et il faut donc utiliser une méthode itérative pour en
trouver le minimum. La très populaire méthode de Nelder-Mead [180, 181] pourrait être
utilisée mais ne tire pas partie du calcul de la matrice de sensibilité présentée ci-dessus.
On utilisera donc une approche beaucoup plus simple, avec la méthode de Newton [182].
L’application classique de cette méthode en trajectographie [178] consiste à itérer de la
manière suivante

κn+1 = κn − (B′B)−1B′ξ (5.19)

où la matrice B ∈MN,6+p(R) est le gradient de ξ par rapport à κ

B =
dξ

dκ
=
dDs

dκ
(5.20)

Cette méthode consiste à suivre la pente de la fonction f . Ainsi, en l’absence de minima
locaux, elle permet de manière certaine d’atteindre le minimum de la fonction f . La valeur
de κ qui réalise ce minimum, notée κ∗, est celle pour laquelle l’orbite restituée correspond
au mieux à l’orbite observée. Le calcul de dDs

dκ s’effectue en deux temps : la matrice de
sensibilité permet de connaître la dérivée de l’état par rapport à κ et la dérivation analytique
de la formule (5.2) permet de connaître la dérivée de Ds par rapport à l’état.

5.1.4 Précision sur les paramètres déterminés

Comme dans tout processus de mesure, les observations sont sujettes à du bruit qui
conditionne la précision sur les paramètres déterminés lors du processus d’optimisation. Le
but est de caractériser la précision sur la valeur de κ∗ connaissant le bruit de mesure sur
D. Pour cela, linéarisons Ds autour de κ∗. Cela donne

Ds(κ) = Ds(κ
∗) + J ′D(κ− κ∗) (5.21)

où JD est une matrice deM1,6+p(R) définie par

JD =
dDs

dκ
(κ∗) (5.22)

Le but de la minimisation de la fonction f est d’obtenir l’égalité Ds = D. Avec la formule
précédente, cette égalité peut se mettre sous forme matricielle Jκ = m avec J = dDs

dκ (κ∗)

et
m = D −Ds(κ

∗) + J ′Dκ
∗ (5.23)

On retrouve un problème linéaire classique d’optimisation. Sous cette forme, il est possible
de calculer la matrice de covariance des paramètres déterminés, à savoir de κ∗. Comme le
bruit de mesure sur le lien Doppler est caractérisé par une densité spectrale de puissance
qui est équivalente à 1/f lorsque f tend vers 0, on utilise la caractérisation spectrale de la
méthode des moindres carrés généralisés, présentée en annexe C. Cette approche permet
d’éviter la divergence lors du calcul de la covariance. Ainsi, la matrice de covariance de κ∗
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due au bruit sur l’observable Doppler, notée CovD(κ∗) est l’inverse de la matrice W dont
les composantes sont donnés par

Wij =

∫ 1
2δt

− 1
2δt

Fδt{vi}Fδt{vj}
SD(f)

df (5.24)

où vi est la i-ième colonne de la matrice JD et Fδt{·} est la transformée de Fourier à temps
discret (cf. annexe A).

La matrice de covariance permet de déterminer le niveau à partir duquel il est possible
de détecter une anomalie gravitationnelle.

5.2 Incorporation de l’accélération non-gravitationnelle

Dans la section précédente, la méthode classique de restitution d’orbite a été présentée.
Dans cette approche, les forces non-gravitationnelles qui s’exercent sur la sonde spatiale
sont modélisées et dépendent de paramètres qui sont estimés dans le processus d’optimisa-
tion. Il est possible de vérifier après coup que les modèles d’accélération non-gravitationnelle
correspondent aux mesures effectuées par l’accéléromètre. Mais cette approche ne permet
pas de tirer partie des mesures directement lors de la restitution d’orbite. Il est donc né-
cessaire de modifier le cadre présenté précédemment.

5.2.1 Exemple de missions spatiales

Plusieurs missions spatiales embarquent un ou plusieurs accéléromètres pour améliorer
leur retour scientifique : les récentes missions de géodésie GRACE et GOCE, ainsi que la
mission BepiColombo [183] dont le lancement vers Mercure est prévu en 2015. Pour ces trois
missions, les mesures d’accélération non-gravitationnelle par un accéléromètre sont utilisées
dans une phase où la sonde est en orbite autour de la Terre ou de Mercure. Par conséquent,
le biais de mesure peut être estimé lors de la détermination d’orbite car le mouvement est
périodique [184, 185]. Ces missions ne sont donc pas confrontées aux spécificités de la
mission OSS. C’est pour cela qu’une approche spécifique a été développée.

5.2.2 Généralisation de la modélisation dynamique

Tout d’abord, le vecteur µ des paramètres à déterminer se voit supprimer l’ensemble
des paramètres qui modélisent les accélérations non-gravitationnelles qui s’exercent sur la
sonde. Sous les hypothèses de travail, il s’agit du seul paramètre aNG. Les mesures des
accélérations non-gravitationnelles doivent être directement incluses dans la fonction qui
contrôle la dynamique de la sonde spatiale. Ainsi, la fonction h introduite à la section 5.1.2
devient

h : R× R6 × Rp × RN → R6

(t, s, µ, a) → h(t, s, µ, a)
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où a est le vecteur contenant les mesures d’accélération non-gravitationnelle à chaque
point d’échantillonnage. On introduit de plus le vecteur κ̃ défini de la manière suivante
κ̃ =

[
s0 µ a

]
.

Le raisonnement permettant d’obtenir l’équation variationnelle est toujours valide, à
la différence que, maintenant, la matrice A est le gradient de l’état par rapport à κ̃. On
obtient donc

dA

dt
=
∂h

∂s
A+

∂h

∂κ̃
(5.25)

avec

A =

[
∂p
∂p0

∂p
∂ṗ0

∂p
∂µ

∂p
∂a

∂ṗ
∂p0

∂ṗ
∂ṗ0

∂ṗ
∂µ

∂ṗ
∂a

]
,
∂h

∂s
=

[
0 Id
∂hṗ
∂p

∂hṗ
∂ṗ

]
et

∂h

∂κ̃
=

[
0 0 0 0

0 0
∂hṗ
∂µ

∂hṗ
∂a

]
(5.26)

5.2.3 Précision sur les paramètres déterminés

Pour évaluer la précision sur les paramètres déterminés lors de l’optimisation, il faut
maintenant aussi prendre en compte le bruit de mesure du Gravity Advanced Package.
Le principe est le même que précédemment, mais le bruit de l’accéléromètre n’influe pas
directement sur l’observable Doppler.

Appelons na ∈ RN le vecteur bruit de mesure du GAP. On suppose que na est très
petit devant a de telle sorte qu’il est possible de faire un développement limité

Ds(κ
∗, a+ na) = Ds(κ

∗, a) + J ′ana (5.27)

où Ja est une matrice deM1,N (R) définie par

Ja =
dDs

da
(κ∗, a) (5.28)

En terme de bruit équivalent sur l’observable Doppler, le bruit de mesure du GAP se
traduit par le bruit J ′ana dont la matrice de covariance est

Ωa = JaΩJ
′
a (5.29)

où Ω est la matrice de covariance de na (cf. proposition 10, p. 131). Comme na est un bruit
blanc, la matrice Ω est diagonale. Le calcul du gradient de Ds par rapport à a s’effectue
en utilisant la dernière colonne de la matrice de sensibilité (5.26) calculée à chaque pas de
temps et en utilisant la définition de l’observable Ds en fonction de la position et de la
vitesse de la sonde.

On peut maintenant se replacer dans le cadre développé au paragraphe 5.1.4 et prendre
en compte le bruit de mesure de l’accéléromètre. Cela permet de calculer la matrice de
covariance sur κ∗ due aux bruit de mesure de GAP, notée Cova(κ∗). Comme la matrice Ωa
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est connue, on peut exprimer Cova(κ∗) à l’aide de la méthode des moindres carrés

Cova(κ∗) = (J ′DJD)−1J ′DΩaJD(J ′DJD)−1 (5.30)

5.3 Détection d’une anomalie gravitationnelle

Maintenant que les mesures d’accélérations non-gravitationnelles ont été introduites
dans le processus de restitution d’orbite, le but est de déterminer avec quel niveau il est
possible de détecter une anomalie gravitationnelle. Pour ce faire, la simulation numérique de
la trajectoire d’une sonde permet de déterminer la covariance des paramètres à déterminer
lors de la restitution d’orbite et en particulier de l’anomalie gravitationnelle.

5.3.1 Présentation de la méthodologie

Le principe de la démarche est relativement simple. Il s’agit de simuler une trajectoire
avec une anomalie gravitationnelle dépendant d’un paramètre puis de calculer la précision
attendue sur ce paramètre en utilisant les équations variationnelles.

Dans cette première approche, il n’y a pas de restitution d’orbite qui est effectuée. On
se sert simplement de l’orbite simulée pour calculer la matrice de covariance de κ∗. La
simulation est effectuée avec un pas de temps de 30 min, une distance initiale au Soleil de
2 UA et une vitesse initiale égale à 1,01 fois la vitesse de libération.

5.3.2 Modèle d’anomalie de gravitation

On considère trois modèles d’anomalie gravitationnelle de forme arbitraire. Comme
indiqué, cette anomalie est modélisée comme une accélération supplémentaire de la sonde
spatiale qui dépend d’un paramètre ga. Cette accélération n’est pas mesurée par le GAP.
Elle ne dépend que de la distance de la sonde au Soleil et est dirigée radialement. Le premier
type d’anomalie est constante. Le second type d’anomalie a une variation sinusoïdale avec
le temps

ga cos

(
2πt

TE

)
(5.31)

où TE est la période de révolution de la Terre autour du Soleil 3. Enfin, le troisième type
d’anomalie a une variation linéaire avec la distance au Soleil

ga
r(t)

d0
(5.32)

En pratique, il est nécessaire d’avoir une valeur numérique de ga pour effectuer les simula-
tions. On prendra donc ga = −10−9 m·s−2.
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Figure 5.3 – Représentation graphique des variances et covariances des paramètres de
l’orbite dans le cas d’une anomalie gravitationnelle constante. Les contributions du bruit
de mesure de l’observable Doppler et de l’accélération sont représentées séparément. Les
courbes dépendent de la durée de l’arc considérée.

5.3.3 Résultats

L’étude présentée ci-dessus permet d’obtenir les variances et covariances des quantités
suivantes : position initiale, vitesse initiale et anomalie gravitationnelle. On peut calcu-

3. TE = 365,256 363 004 jours
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Figure 5.4 – Représentation graphique de la précision sur l’amplitude de l’anomalie gra-
vitationnelle (en m·s−2). Les contributions du bruit de mesure de l’observable Doppler et
de l’accélération sont représentées séparément. Les courbes dépendent de la durée de l’arc.

ler séparément l’impact du bruit de mesure du GAP et de l’observable Doppler. Les fi-
gures 5.3 montrent les résultats complets pour une anomalie gravitationnelle constante.
Tout d’abord, il faut noter que c’est le lien radio et non l’accéléromètre qui est limitant en
ce qui concerne la précision des quantités déterminées. Il est aussi important de noter que
les variances et covariances diminuent lorsque le temps d’intégration augmente. Concernant
le seuil de détection de l’anomalie gravitationnelle, la figure 5.3(a) montre que le niveau de
détection pour une durée d’intégration de 21 jours est de 10−11 m·s−2.

Les courbes de la figure 5.4 montrent quant à elles la précision sur l’amplitude de l’ano-
malie gravitationnelle pour une variation sinusoïdale et une variation linéaire de celle-ci.
Pour une durée de l’arc de 25 jours, on est capable de détecter une anomalie gravitation-
nelle sinusoïdale ou variant linéairement avec la distance dont l’amplitude est de l’ordre de
10−11 m·s−2.

Ces résultats supposent qu’aucune manœuvre n’est effectué pendant toute la durée de
l’arc, c’est-à-dire pendant une vingtaine de jours. Ce scénario de mission est envisageable
puisque la sonde Cassini n’a pas subi de manœuvre pendant une soixantaine de jours lors
des phases d’occultation solaire en juin 2002 et juillet 2003 [24]. La durée maximale d’un arc
sans manœuvre dépend des contraintes de la mission, qui peuvent nécessiter de dé-saturer
les roues de contre-réaction. La présence de manœuvres n’est cependant pas préjudiciable
à la qualité de la restitution d’orbite tant qu’elles induisent des accélération de la sonde
dans la plage de mesure du Gravity Advanced Package (±1,8× 10−4 m·s−2). Dans ce cas,
l’amplitude des manœuvres est mesurée et le même raisonnement que précédemment peut
être effectué.
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5.3.4 Mesure de distance

Jusqu’ici, l’information de distance apportée par le « ranging » n’a pas été utilisée. Elle
est cependant d’un intérêt majeur concernant la connaissance de l’accélération gravitation-
nelle de la sonde. Celle-ci dépend de la distance au Soleil et dans tout ce précède, elle est
supposée parfaitement connue. Or, d’après la courbe 5.3(b) il y a une incertitude sur la
position initiale de 104 m pour un arc de 25 jours. Cela se traduit par une erreur sur la
valeur de l’accélération gravitationnelle à 2 UA du Soleil approximativement égale à

2GM�
2 UA3 104 m ≈ 10−10 m·s−2 (5.33)

Cette erreur perturbe la détection d’une anomalie gravitationnelle. Elle peut être sup-
primée en utilisant l’information de « ranging ». Avec les technologies actuelles [186, 187], il
est possible de connaître la distance avec une exactitude de 1 m. Ce niveau de performance
a été démontré avec la sonde Messenger [188]. En utilisant cette information, l’erreur sur
l’accélération gravitationnelle de la sonde tombe à 10−14 m·s−2, un niveau parfaitement
compatible avec la détection d’une anomalie gravitationnelle.

5.4 Discussion sur l’exactitude des paramètres déterminés

Nous nous sommes intéressés jusqu’à maintenant à la détermination du niveau à partir
duquel il est possible de détecter une anomalie gravitationnelle. Les résultats présentés
précédemment ont permis de donner des valeurs numériques. Ils indiquent aussi que c’est
le lien radio, et non les mesures d’accélération, qui limite le niveau de sensibilité. Un
raisonnement trop rapide conclurait donc que le Gravity Advanced Package n’est pas utile.
Cette section va traiter de cette problématique et plus particulièrement de la question
de l’exactitude des paramètres déterminés ou, autrement dit, des biais qui entachent les
valeurs des paramètres déterminés.

5.4.1 Remarques générales

Pour aborder le thème de l’exactitude, nous allons tout d’abord considérer un cas simpli-
fié d’optimisation linaire avec la méthode des moindres carrés. Considérons un phénomène
qui dépend, entre autre, de deux paramètres a et b. On effectue N mesures sur ce système,
placées dans le vecteur m. On suppose que les mesures dépendent linéairement de a et de
b de telle sorte que

m = ava + bvb (5.34)

avec va un vecteur connu. À l’inverse, l’influence du paramètre b est soumise à un bruit
de telle sorte que vb = v0

b + vn
b où v0

b est connu. Pour relier ce problème à la trajectogra-
phie, a peut être considéré comme l’amplitude de l’anomalie gravitationnelle et b comme
l’amplitude de l’accélération due à la pression de radiation solaire.
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La détermination des paramètres a et b avec la méthode des moindres carrés donne[
a

b

]
= (J ′J)−1J ′m (5.35)

avec J =
[
va v0

b

]
une matrice de taille N × 2. Dans le cas où les colonnes de J sont

orthonormées, on a simplement a = va
′m.

Supposons maintenant qu’il est possible de mesurer indépendamment la contribution
du paramètre b, c’est-à-dire la quantité bvb. Cela se fait, dans notre cas, avec le Gravity
Advanced Package. La détermination de a donne alors

ã = va
′(m− bvb) (5.36)

Il y a donc une différence a − ã = bva
′vn

b qui provient de la non-orthogonalité de va et
de vn

b. La valeur déterminée a souffre donc d’un biais par rapport à la valeur réelle de ce
paramètre ã. Ce phénomène est illustré dans le cas de la restitution d’orbite ci-dessous.

5.4.2 Apport de la mesure des accélérations non-gravitationnelles
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Figure 5.5 – Racine carrée de la densité spectrale de puissance du bruit de pression
de radiation solaire en terme d’accélération pour une sonde avec un coefficient balistique
CB = 0,1 m2·kg−1 à 1 UA du Soleil [189]. La bosse à 3 mHz correspond aux oscillations du
Soleil de période 5 minutes.

La mesure des accélérations gravitationnelles par le Gravity Advanced Package permet
dans le cadre de la trajectographie de supprimer des paramètres à déterminer et donc de
diminuer l’erreur d’exactitude comme cela a été illustré au paragraphe précédent. Cette ap-
port est utile si l’erreur d’exactitude sans les mesures du GAP est très supérieure à l’erreur
de précision. Pour cela, il est nécessaire de quantifier le niveau de bruit sur l’accélération
non-gravitationnelle de la sonde spatiale.
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On considère toujours une sonde équivalente à celle de la mission Laplace, qui a un
coefficient balistique CB = 0,1 m2·kg−1 [115], placée à une unité astronomique du Soleil.
L’accélération due à la pression de radiation solaire a un bruit caractérisé par la densité
spectrale de puissance de la figure 5.5.

Pour quantifier l’apport de cette mesure en terme d’exactitude, la démarche suivante
est adoptée. Une simulation de trajectoire est effectuée avec un bruit sur l’accélération non-
gravitationnelle de la sonde décrit par la DSP de la figure 5.5, renormalisée en fonction
de la distance au Soleil. La restitution d’orbite est effectuée sans mesure des accélérations
non-gravitationnelles par le GAP mais avec le modèle de pression de radiation solaire.
Le but est ensuite, comme dans la section précédente, de comparer les valeurs réelles des
paramètres d’accélération non-gravitationnelle et d’anomalie gravitationnelle (qui auraient
été obtenues avec le GAP) aux valeurs obtenues suite à la restitution d’orbite. Dans cette
section, on considère une anomalie gravitationnelle constante.

Pour une valeur de l’anomalie de gravitation de −10−9 m·s−2, la valeur obtenue avec une
restitution d’orbite ne prenant pas en compte les mesures du GAP est de−1,49× 10−5 m·s−2

pour cette anomalie. Il s’agit d’un écart de 4 ordres de grandeur. Cela démontre l’intérêt
de l’accéléromètre en terme de détection d’une anomalie gravitationnelle.

5.5 Conclusion

L’utilisation des mesures du Gravity Advanced Package dans le processus de restitution
d’orbite a pour objectif d’en améliorer la qualité. En effet, ces mesures permettent de
supprimer des paramètres à déterminer. Cela implique la suppression de corrélations et
permet de capturer des variations temporelles qui ne sont pas forcément correctement
modélisées.

Les simulations présentées dans ce chapitre ont permis de valider l’intérêt du Gravity
Advanced Package pour la mesure du champ de gravitation dans le Système Solaire puisqu’il
permet de séparer l’effet d’une accélération non-gravitationnelle de l’effet d’une anomalie
gravitationnelle. Il a de plus été possible de calculer un niveau de détection : avec un
arc de 21 jours, il est possible de détecter une anomalie gravitationnelle constante dont
l’amplitude est 10−11 m·s−2. Pour des anomalies ayant une variation sinusoïdale ou linéaire
avec la distance au Soleil, la sensibilité à une anomalie gravitationnelle est du même ordre
de grandeur. Ces valeurs correspondent aux objectifs définis comme intéressants par la
feuille de route de l’ESA [80].
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Conclusion générale

La théorie de la Relativité Générale a passé avec succès de nombreux tests expérimen-
taux mais des raisons importantes, rappelées dans l’introduction, incitent à pousser plus
avant les tests de la gravitation dans le Système Solaire. C’est dans cette optique que la
mission Outer Solar System a été proposée à l’ESA en décembre 2010 dans la cadre de
l’appel à mission Cosmic Vision. Cette mission avait pour vocation d’allier des objectifs de
planétologie au niveau du système de Neptune et de la ceinture de Kuiper, avec des objec-
tifs de physique fondamentale liés au test de la gravitation à l’échelle du Système Solaire.
Pour ce second objectif, la mission OSS prévoyait de mesurer le paramètre PPN γ lors
de conjonctions solaires et de réaliser une cartographie de la gravitation dans le Système
Solaire en utilisant la trajectoire de la sonde interplanétaire. C’est de ce dernier aspect que
le travail présenté dans cette thèse traite.

L’utilisation d’une sonde spatiale pour tester la gravitation dans le Système Solaire
repose sur la détermination de son orbite. La connaissance de l’orbite doit être suffisamment
précise pour pouvoir fournir un test des prédictions théoriques. Jusqu’à maintenant, la
restitution d’une trajectoire reposait principalement sur l’observable Doppler qui est la
mesure du déphasage du lien radio dû à l’effet Doppler. Ce déphasage renseigne sur la vitesse
de la sonde et permet de déterminer le trajectoire grâce à un processus d’optimisation.
Cette approche laisse cependant une ambiguïté qu’il n’est pas possible de lever si les forces
non-gravitationnelles s’exerçant sur la sonde ne sont pas mesurées indépendamment. Cette
ambiguïté provient du fait que, du point de vue de l’observable Doppler, une anomalie de
gravitation et une accélération non-gravitationnelle peuvent être confondues. C’est pour
lever cette ambiguïté que la mission OSS embarque le Gravity Advanced Package, qui
permet d’effectuer des mesures sans biais de l’accélération non-gravitationnelle. Il est alors
essentiel que le biais de mesure soit nul car si ce n’était pas le cas, l’ambiguïté mentionnée
ci-dessus ne pourrait pas être levée à une valeur inférieure à celle du biais.

Une partie importante de cette thèse est consacrée à l’étude du Gravity Advanced
Package. Cet instrument est composé d’une platine rotative et d’un accéléromètre élec-
trostatique optimisé pour une mission interplanétaire en terme de masse, de volume et de
puissance consommée. Le principe de l’accéléromètre est la lévitation d’une masse d’épreuve
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grâce à des forces électrostatiques qui la contrôlent suivant les six degrés de liberté. Les
valeurs des forces électrostatiques appliquées à la masse d’épreuve, qui est complètement
isolée de l’extérieur à l’exception de deux fils d’or, constituent les sorties de l’instrument.
De ce fait, l’instrument permet de mesurer l’accélération non-gravitationnelle de la sonde à
laquelle s’ajoute d’autres termes comme l’auto-gravité ou les forces inertielles. Une partie
de ces termes parasites se traduit par des biais de mesure alors qu’une autre partie se
traduit par un signal indésirable. Dans la cadre de l’étude faite ici, ce signal indésirable
est supposé négligeable, hypothèse réaliste mais qui nécessite une intégration minutieuse
de l’instrument dans la sonde spatiale. Pour supprimer le biais de mesure, la platine ro-
tative permet de retourner l’accéléromètre autour d’un de ses axes de mesure. De cette
manière, il est possible de calibrer deux axes sur les trois. Pour que l’accéléromètre soit le
facteur limitant en terme de performance, il faut que la précision angulaire de la platine
rotative ainsi que de tous les alignements soient de l’ordre de 10−6 rad. Concernant les
performances de l’accéléromètre électrostatique, l’existence d’un facteur d’échelle et d’un
facteur quadratique sur chaque axe de mesure a été mis en évidence. Ils doivent être ca-
librés indépendamment. De plus, le bruit de mesure a été caractérisé en terme de densité
spectrale de puissance.

Après avoir caractérisé indépendamment les deux sous-systèmes du Gravity Advan-
ced Package, une méthode de mesure et de traitement des données a été développée pour
effectuer des mesures d’accélération sans biais alors que l’accéléromètre électrostatique dé-
livre des mesures biaisées. L’idée sous-jacente est de moduler le signal extérieur de telle
sorte qu’il soit séparé fréquentiellement du biais de l’instrument qui reste dans le domaine
continu. Du fait des contraintes instrumentales, il n’est cependant pas possible d’effectuer
une détection hétérodyne classique et une approche dans le domaine temporel a été implé-
mentée. Les conditions de démodulation, sous lesquelles il est possible, après traitement des
données, de récupérer le signal sans biais, ont permis de définir les variations temporelles
qu’il faut appliquer à l’angle paramétrant la rotation de la platine rotative. L’approche dé-
veloppée permet d’obtenir in fine la moyenne ainsi que la pente du signal extérieur sur une
période de modulation. Il est aussi possible de quantifier la précision de ces quantités, ce qui
est essentiel dans l’optique des tests de la gravitation. La précision sur la moyenne dépend
tout d’abord de la période de rotation car le bruit de l’accéléromètre est sélectionné à la
fréquence de modulation. Elle dépend aussi de la durée du masquage, qui correspond aux
périodes de mouvement de la platine rotative, car ces données ne sont pas utilisées. Enfin,
la durée d’intégration joue un rôle. Une combinaison optimale et techniquement raison-
nable consiste à considérer une période de modulation de 600 s et une durée de masquage
de 200 s. Pour un temps d’intégration de 3 h, la précision sur la moyenne de l’accélération
non-gravitationnelle de la sonde spatiale est alors de 1 pm·s−2.

La caractérisation des quantités démodulées découle d’un travail analytique basé sur
la connaissance de la densité spectrale de puissance du bruit de mesure de l’accéléromètre
électrostatique. La méthode développée est validée expérimentalement grâce à un pendule
asservi horizontalement qui permet d’appliquer des accélérations connues à un système mi-
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mant le Gravity Advanced Package mais avec des performances moindres. Cette validation
expérimentale repose sur deux piliers. Tout d’abord, il est démontré que la méthodologie
mise en place permet effectivement d’obtenir des mesures sans biais. De plus, la préci-
sion obtenue expérimentalement sur les quantités démodulées correspond bien à la valeur
prédite. Sur ce dernier point, l’accord entre les courbes expérimentales et les courbes théo-
riques est très bon, ce qui apporte une confirmation à l’ensemble de la méthodologie mise
en place. Cette méthodologie, qui a été exploitée dans le cas particulier de l’obtention de la
valeur moyenne du signal extérieur, a une formulation très générale qui permet de l’adapter
très facilement à la recherche d’autres types de signaux comme, par exemple, des variations
sinusoïdales. Elle peut aussi être généralisée à la correction du biais suivant trois axes.

L’instrument, malgré ses très bonnes performances, n’a cependant d’intérêt que dans
le cadre de son utilisation pour améliorer la qualité de la restitution d’orbite. De manière
qualitative, son intérêt réside dans le fait qu’il mesure l’accélération non-gravitationnelle de
la sonde, permettant ainsi de faire la différence entre une anomalie gravitationnelle et une
accélération non-gravitationnelle mal modélisée. Pour quantifier le niveau de l’anomalie
de gravitation qui pourrait être détectée avec cet instrument, le processus classique de
restitution d’orbite a été adapté afin d’introduire les mesures de l’accéléromètre. Dans un
cadre simplifié, il a été démontré que les données limitantes en terme de détection d’une
anomalie sont celles issues du lien radio. Plusieurs modèles d’anomalie gravitationnelle ont
été étudiées et il a été montré qu’il est possible de détecter une anomalie constante avec
une précision de 10−11 m·s−2 pour un arc d’une durée de 21 jours.

Ces résultats montrent l’intérêt d’embarquer un accéléromètre à biais corrigé à bord
d’une sonde interplanétaire, en terme de compréhension de la gravitation dans le Système
Solaire. Bien que la mission OSS n’ait pas été retenue par l’ESA, le développement du
Gravity Advanced Package suit son cours et un prototype devrait être réalisé en 2013.
Lorsqu’il sera disponible, les méthodes de correction de biais présentées dans ce manuscrit
seront mises en œuvre sur cette instrument. Celui-ci sera aussi testé en microgravité à la
tour de chute du ZARM (Center of Applied Space Technology and Microgravity, Brême,
Allemagne) pour vérifier ses performances. Ces deux caractérisations expérimentales de
l’instrument permettront d’obtenir, en particulier, des informations sur son biais et sur
l’efficacité de la méthode de correction du biais.

Concernant l’envoi de cette instrument sur des sondes interplanétaires, des propositions
de missions seront soumises à l’ESA lors des prochains appels à idées. Ces propositions al-
lieront probablement des objectifs de physique fondamentale et de planétologie, comme la
mission « Outer Solar System ». Concernant la planétologie, le Gravity Advanced Package
pourrait apporter des informations essentielles sur les champs de gravité des objets survo-
lés, à l’image des missions GRACE et GOCE. La gravimétrie d’objets autres que la Terre
présente néanmoins des spécificités qu’il faudra prendre en compte en évaluant l’apport
scientifique du Gravity Advanced Package. Mais que ce soit pour la physique fondamen-
tale ou pour la gravimétrie, il conviendra de pousser plus avant l’intégration des mesures
d’accélération non-gravitationnelle dans les logiciels de restitution d’orbite interplanétaire.
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Le but de cette annexe est de servir de support à la lecture de la thèse, et non d’exposer
de manière exhaustive la théorie de Fourier. La transformée de Fourier est tout d’abord
introduite avec la convention utilisée dans cette thèse. La transformée de Fourier à temps
discret et la transformée de Fourier discrète sont ensuite définies. Les propriétés essentielles
de chacun de ces objets sont rappelées et les liens entre les différentes transformées de
Fourier sont explicités.

A.1 Transformée de Fourier

Définition 1. Soit g ∈ L1(Rd), on appelle transformée de Fourier de g la fonction,
notée F{g}, définie pour ξ ∈ Rd par

F{g}(ξ) =

∫
Rd
g(x)e−i2πξ·xdx (A.1)

où ξ · x = ξ′x est le produit scalaire canonique sur Rd.

Théorème 1 (Inversion de Fourier). Soit g ∈ L1(Rd) telle que F{g} ∈ L1(Rd). On a alors

g = F−1{F{g}} (A.2)

où F−1{h} est la transformée de Fourier inverse de h ∈ L1(Rd) définie par

F−1{h}(x) =

∫
Rd
h(ξ)ei2πξ·xdξ (A.3)

Théorème 2 (Théorème de Parseval). Soient g et h dans L1(Rd) telles que leur transfor-
mée de Fourier soit dans L1(Rd). Les fonctions g, h et leurs transformées de Fourier sont
alors de carré sommable et on a∫

Rd
g(x)h(x)dx =

∫
Rd
F{g}(ξ)F{h}(ξ)dξ (A.4)

Proposition 1. Les propriétés suivantes sont vérifiées pour g et h dans L1(Rd).

1. Convolution : Le produit de convolution est désigné par ∗, c’est-à-dire que (g∗h)(t) =∫
g(t− u)h(u)du.

F{g ∗ h}(ξ) = F{g}(ξ)F{h}(ξ) (A.5)

2. Symétrie
F{g}(ξ) = F{g}(−ξ) et F{g(−x)}(ξ) = F{g}(−ξ) (A.6)

3. Translation

F{g(x−x0)}(ξ) = e−i2πx0·ξF{g}(ξ) et F{ei2πx·ξ0g(x)}(ξ) = F{g}(ξ− ξ0) (A.7)
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4. Dilatation : Soit λ ∈ R∗

F{g(x/λ)}(ξ) = |λ|dF{g}(λξ) (A.8)

5. Dérivation : On suppose de plus que g est de classe C1 et que ses dérivées partielles
sont sommables.

F{∂g/∂xk}(ξ) = i2πξkF{g}(ξ) et F{xkg(x)}(ξ) =
i

2π

∂F{g}
∂ξk

(ξ) (A.9)

A.2 Transformée de Fourier à temps discret

Dans cette section, on s’intéresse à un signal discret G, élément de Zd → C. En in-
troduisant δt ∈ R∗+, G peut être vu comme la discrétisation d’un signal g : Rd → C,
c’est-à-dire que G[i] = g(i× δt) avec i ∈ Zd.

Définition 2. Soient G ∈ L1(Zd) et δt ∈ R∗+. On appelle transformée de Fourier à
temps discret de G la fonction, notée Fδt{G}, définie pour ξ ∈ Rd par

Fδt{G}(ξ) = δt
∑
k∈Zd

G[k]e−i2πTk·ξ (A.10)

Remarque 1. En une dimension (d = 1), la transformée de Fourier à temps discret est
une fonction 1/δt-périodique.

Remarque 2. En une dimension (d = 1), on peut traiter les signaux discrets dans le
même cadre que les signaux continus en utilisant le peigne de Dirac, défini par

cδt(t) =
+∞∑

n=−∞
δ(t− nδt) (A.11)

Comme g(t)cδt(t) =
∑+∞

n=−∞G[n]δ(t− nδt) et F{δ(t− nδt)} = e−i2πfkδt, on a

Fδt{G} = δtF{gcδt} (A.12)

Définition 3. Soit h ∈ L1(Ωδt) où Ωδt = [−1/(2δt); 1/(2δt)]d, on appelle transformée de
Fourier à temps discret inverse de h la fonction, notée F−1

δt {h}, définie pour k ∈ Zd

par :

F−1
δt {h}[k] =

∫
Ωδt

h(ξ)e2πiδtk·ξdξ (A.13)

Théorème 3 (Inversion de Fourier). Soit G ∈ L1(Zd). On a :

G = F−1
δt {Fδt{G}}. (A.14)
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Démonstration. On note G̃(ξ) = Fδt{G}(ξ). Dans toute la suite, k est fixe :

F−1
δt {G̃}[k] =

∫
Ωδt

G̃(ξ)e2πiδtk·ξdξ

=

∫
Ωδt

δt
∑
l∈Zd

G[l]e−i2πδtl·ξei2πδtk·ξdξ

= δt

∫
Ωδt

∑
l∈Zd

G[l]ei2πδt(k−l)·ξdξ

On introduit la suite de fonctions ηj définie par

ηj(ξ) =
∑

l∈[−j;j]d
G[l]ei2πδt(k−l)·ξ (A.15)

qui converge, lorsque j tend vers +∞, vers

η(ξ) =
∑
l∈Zd

G[l]ei2πδt(k−l)·ξ (A.16)

Pour tout j, |ηj(ξ)| ≤
∑

l∈Zd |G[l]| qui est sommable sur Ωδt par hypothèse. Le théorème
de convergence dominée de Lebesgue assure que∫

Ωδt

ηj(ξ)dξ −→
j→+∞

∫
Ωδt

η(ξ)dξ (A.17)

Or l’intégrale∫
Ωδt

ηj(ξ)dξ =

∫
Ωδt

∑
l∈[−j;j]d

G[l]ei2πδt(k−l)·ξdξ =
∑

l∈[−j;j]d
G[l]

∫
Ωδt

ei2πδt(k−l)·ξdξ (A.18)

tend vers ∑
l∈Zd

G[l]

∫
Ωδt

ei2πδt(k−l)·ξdξ (A.19)

lorsque j tend vers l’infini. On a donc en prenant la convention que sinc(0) = 1 :

F−1
δt {G̃}[k] = δt

∑
l∈Zd

G[l]

∫
Ωδt

ei2πδt(k−l)·ξdξ

=
∑
l∈Zd

G[l]
d∏
p=1

sinc(π(kp − lp))

=
∑
l∈Zd

G[l]δ(k − l) = G[k]

Cela conclut la démonstration.
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Théorème 4 (Théorème de Parseval). Soient G et H des éléments de L1(Zd),

δt
∑
k∈Zd

G[k]H[k] =

∫
Ωδt

Fδt{G}(f)Fδt{H}(f)df (A.20)

Démonstration. L’interversion de l’intégrale et de la somme infinie se justifie comme dans
la démonstration précédente. Cela étant acquis, le calcul suivant donne directement le
résultat souhaité :∫

Ωδt

Fδt{G}(f)Fδt{H}(f)df =

∫
Ωδt

δt
∑
l∈Zd

G[l]e−i2πδtl·fδt
∑
k∈Zd

H[k]ei2πδtk·fdf

= δt2
∑
l∈Zd

∑
k∈Zd

G[l]H[k]

∫
Ωδt

ei2πδt(k−l)·fdf

= δt
∑
k∈Zd

G[k]H[k]

où l’intégral de ei2πδt(k−l)·f sur Ωδt a été calculée dans la démonstration précédente.

Proposition 2 (Convolution). Soient G et H des éléments de L1(Zd). Le produit de
convolution de G par H est défini par (G ∗H)[l] =

∑
k∈Zd G[k]H[l − k]. On a la relation

suivante :
Fδt{G ∗H}(ξ) =

1

δt
Fδt{G}(ξ)Fδt{H}(ξ) (A.21)

Démonstration. Le théorème de Fubini autorise l’interversion des sommes infinies dans le
calcul ci-dessous :

Fδt{C}(ξ) = δt
∑
l∈Zd

∑
k∈Zd

G[k]H[l − k]e−i2πδtn·ξ

= δt
∑
k∈Zd

G[k]
∑
p∈Zd

H[p]e−i2πδt(p+k)·ξ

= δt
∑
k∈Zd

G[k]e−i2πδtk·ξ
∑
p∈Zd

H[p]e−i2πδtp·ξ

=
1

δt
Fδt{G}(f)Fδt{H}(f)

Proposition 3. Soient G et H dans L1(Zd). On a les propriétés suivantes :

1. Symétrie

Fδt{G}(ξ) = Fδt{G}(−ξ) et Fδt{G[−k]}(ξ) = Fδt{G}(−ξ) (A.22)

2. Translation
Fδt{G[k − k0]}(ξ) = e−i2πδtk0·ξFδt{G[k]}(ξ) (A.23)

Démonstration. La preuve de ces relations s’effectue par changement de variable.
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A.3 Transformée de Fourier discrète

Dans cette section, on s’intéresse à un signal discret Gk, k ∈ J0, N−1Kd. En introduisant
δt ∈ R∗+, G peut être vu comme la discrétisation d’un signal g : Rd → C sur une durée
N × δt, c’est-à-dire G[i] = g(i × δt) avec i ∈ Zd. On introduit la transformée de Fourier
discrète de G, notée Fd{G}, ainsi que quelques unes de ses propriétés. On indice le signal
discret de 0 à N − 1 afin de faciliter le passage entre Gk et G[k] : on posera que Gk = G[k]

de telle sorte que G0 corresponde bien à g(0).

Définition 4. Soit (Gk)k∈J0,N−1Kd un signal discret. On appelle transformée de Fourier
discrète de G la fonction Fd{G} : J0, N − 1Kd → C définie par

Fd{G}l =
∑

k∈J0,N−1Kd
Gke

−i 2π
N
kl (A.24)

Définition 5. Soit (Hk)k∈J0,N−1Kd , on appelle transformée de Fourier discrète in-
verse de H la fonction F−1

d {H} : J0, N − 1Kd → C définie par

F−1
d {H}l =

1

Nd

∑
k∈J0,N−1Kd

Hke
i 2π
N
kl (A.25)

Théorème 5 (Inversion de Fourier). Soit (Gk)k∈J0,N−1Kd un signal discret. On a :

G = F−1
d {Fd{G}}. (A.26)

La transformée de Fourier discrète est un produit tensoriel. Considérons comme espace
vectoriel de base l’espace vectoriel CN de dimension N sur le corps C. (Gk)k∈J0,N−1Kd est
dans ce cadre un tenseur d fois contravariant : dans le cadre du calcul tensoriel, on le note
Gk1...kd . Introduisons le tenseur d fois covariant et d fois contravariant suivant

F k1...kd
j1...jd

= exp

[
−i2π

N

d∑
l=1

jlkl

]
(A.27)

appelé tenseur de Fourier. La transformée de Fourier discrète peut alors s’écrire de manière
tensorielle :

Fd{G}l = Fd{G}l1...ld = F l1...ld
i1...id

Gi1...id (A.28)

En dimension 1 (d = 1), le tenseur E est une fois covariant et une fois contravariant.
C’est donc une application linéaire et la transformée de Fourier discrète peut donc s’expri-
mer comme un produit matriciel. On introduit la matrice F définit pour (k; l) ∈ J0, N−1K2

par Fkl = ω0
kl où ω0 = e−i2π/N . On a alors en considérant G comme un vecteur colonne

de taille N :
Fd{G} = FG (A.29)
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Comme FF/N est l’identité deMN (C), on a bien

F−1
d {H} =

1

N
FH. (A.30)

Proposition 4 (Convolution). Soient (Gk)k∈J0,N−1Kd et (Hk)k∈J0,N−1Kd . Le produit de
convolution de G par H est défini par (G ∗ H)k =

∑
p∈J0,N−1Kd GpHk−p. On a la rela-

tion suivante :
Fd{G ∗H} = Fd{G}Fd{H} (A.31)

A.4 Liens entre les transformations de Fourier

Pour cette section, on se place en dimension 1 (d = 1). Cela signifie qu’on ne considère
que des signaux temporels.

Proposition 5. Soient g ∈ L1(R) et G sa discrétisation à la fréquence 1/(δt), i.e. ∀k ∈ Z,
G[k] = g(k × δt). La relation entre la transformée de Fourier de g et Fδt{G} est :

Fδt{G}(f) =

∞∑
k=−∞

F{g}
(
f − k

δt

)
(A.32)

Démonstration. D’après l’équation (A.12), on sait que Fδt{G}(f) = δt (F{g} ∗ F{cδt}) (f).
La formule de Poisson

F{cδt}(f) =
1

δt

∞∑
k=−∞

δ

(
f − k

δt

)
, (A.33)

qui donne la transformée de Fourier du peigne de Dirac, permet de déduire le résultat
souhaité.

En traitement du signal, les signaux sont en général filtrés avant d’être numérisés.
Supposons donc que g est la convolution d’un signal analogique s avec un filtre h, c’est-à-
dire que g = s ∗ h. L’équation (A.32) donne dans ce cas :

Fδt{G}(f) =
∞∑

k=−∞
F{s}

(
f − k

δt

)
F{h}

(
f − k

δt

)
(A.34)

Si h représente un filtre passe-bas parfait de fréquence de coupure 1/(2δt), l’équation ci-
dessus se réduit à

∀f ∈
[
− 1

2δt
;

1

2δt

]
, Fδt{G}(f) = F{s} (f) (A.35)

et on a alors égalité entre Fδt{G} et F{s} sur la bande de fréquence couverte par la
transformée de Fourier à temps discret. On appelle cela un filtrage anti-repliement car le
filtre h empêche les fréquences supérieures à 1/(2δt) du signal s de se “replier” dans la
bande de fréquence [−1/(2δt); 1/(2δt)]. Ce résultat est connu sous le nom de théorème de
Nyquist-Shannon [163].
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Proposition 6. Soit G ∈ L1(Z). On définit H la restriction de G à J0, N−1K, c’est-à-dire
que H[k] = G[k] si k ∈ J0, N − 1K et H[k] = 0 sinon. H peut donc aussi être vu comme
un élément de J0, N − 1K → C. On a l’égalité suivante entre la transformée de Fourier à
temps discret et la transformée de Fourier discrète :

Fδt{H}(f) =
δt

N

N−1∑
l=0

Fd{H}l
1− ei2π(l−fδtN)

1− ei2π(l−fδtN)/N
(A.36)

Démonstration. La démonstration consiste à expliciter les définitions des transformées de
Fourier et se réduit à l’interversion de deux sommes finies :

Fδt{H}(f) = δt
N−1∑
k=0

Hke
−i2πδtkf =

δt

N

N−1∑
k=0

N−1∑
l=0

Fd[H]le
i 2π
N
lke−i2πδtkf

=
δt

N

N−1∑
l=0

Fd[H]l

N−1∑
k=0

(
ei

2π
N

(l−δtNf)
)k

La formule donnant la somme des termes d’une suite géométrique

N−1∑
k=0

αk =
1− αN

1− α
(A.37)

permet de conclure la démonstration.

Inversement, la relation entre la transformée de Fourier à temps discret et la transformée
de Fourier discrète est :

∀k ∈ J0, N − 1K,Fd{H}k =
1

δt
Fδt{H}

(
k

δtN

)
(A.38)
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B.1 Processus stochastiques continus

On se contentera de définir les processus stochastiques de manière intuitive. Si x : R→
C est un processus stochastique, pour tout t dans R, x(t) est une variable aléatoire à valeur
dans C. On ne considérera que des processus stochastiques gaussiens.

B.1.1 Fonction de corrélation

Définition 6. Soient x et y deux processus stochastiques. On appelle fonction de cor-
rélation de x et y la fonction, notée R̆xy, définie par

R̆xy(t1, t2) = E
[
x(t1)y(t2)

]
(B.1)

où E est l’opérateur espérance.

Définition 7. Soit x un processus stochastique. On dit que ce processus est stationnaire si
ses propriétés statistiques sont invariantes par un changement de l’origine des temps.

Définition 8. Soient x et y deux processus stochastiques stationnaires. On appelle fonc-
tion de corrélation stationnaire de x et y la fonction, notée Rxy, définie par

Rxy(τ) = Rxy(t1 − t2) = R̆xy(t1, t2) = R̆xy(t+ τ, t) (B.2)

B.1.2 Densité spectrale de puissance

Définition 9. Soient x et y deux processus stochastiques. La densité spectrale de puis-
sance (DSP) S̆xy est la transformée de Fourier de la fonction de corrélation

S̆xy(f1, f2) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

R̆xy(t1, t2)e−i2π(t1f1+t2f2)dt1dt2 = F{R̆xy}(f1, f2) (B.3)

Définition 10. Soient x et y deux processus stochastiques stationnaires. La densité spec-
trale de puissance stationnaire Sxy est la transformée de Fourier de la fonction de
corrélation stationnaire

Sxy(f) =

∫ ∞
−∞

Rxy(t)e
−i2πtfdt = F{Rxy}(f) (B.4)

On utilisera souvent l’autocorrélation de x qui est Rxx et sa densité spectrale de puis-
sance Sxx, qu’on pourra noter respectivement Rx et Sx.

Définition 11. On appelle densité spectrale de puissance unilatérale de x, un pro-
cessus stochastique stationnaire réel, la fonction Sssx : R+ → R définie par :

∀f ∈ R+, S
ss
x (f) = 2Sx(f) (B.5)
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Comme on a supposé que x est à valeurs réelles, sa fonction d’autocorrélation est réelle.
Donc Sx(−f) = Sx(f) : Sssx contient autant d’informations que Sx.

Proposition 7. Soient x et y deux processus stochastiques stationnaires et T ∈ R∗+. On
définit les versions tronquées xT et yT de x et y respectivement par :

xT (t) =

{
x(t) si |t| ≤ T (B.6a)

0 sinon (B.6b)

yT (t) =

{
y(t) si |t| ≤ T (B.7a)

0 sinon (B.7b)

On a le résultat suivant

Sxy

(
f1 − f2

2

)
= lim

T→∞

2S̆xT yT (f1, f2)∫ T
−T e

−iπu(f1+f2)du
(B.8)

Démonstration.

S̆xT yT (f1, f2) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

E
[
xT (t1)yT (t2)

]
e−i2π(t1f1+t2f2)dt1dt2 (B.9a)

=

∫ T

−T

∫ T

−T
Rxy(t1 − t2)e−i2π(t1f1+t2f2)dt1dt2 (B.9b)

On effectue le changement de variable suivant :[
u

v

]
= Φ−1(t1, t2) =

[
1 1

1 −1

][
t1

t2

]
⇔

[
t1

t2

]
= Φ(u, v) =

1

2

[
1 1

1 −1

][
u

v

]
(B.10)

Comme le déterminant de JΦ, la matrice jacobienne de Φ, est égal à −1/2, l’intégrale
double peut se réécrire :

S̆xT yT (f1, f2) =
1

2

∫ 2T

−2T
Rxy(v)e−iπv(f1−f2)dv

∫ 2T

−2T
e−iπu(f1+f2)du (B.11)

On obtient le résultat souhaité en divisant cette équation par
∫ 2T
−2T e

−iπu(f1+f2)du et en
prenant la limite T →∞.

Corollaire 1. En posant f = f1 = −f2, on obtient :

Sxy(f) = lim
T→∞

S̆xT yT (f,−f)

2T
(B.12)

Proposition 8. Soient x et y deux processus stochastiques stationnaires et T ∈ R∗+. xT et
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yT sont définies de la même manière que dans la proposition 7. On a le résultat suivant :

Sxy(f) = lim
T→∞

E
[
F{xT }(f)F{yT }(f)

]
2T

(B.13)

Démonstration. On utilise le résultat du corollaire 1 et on calcule SxT yT (f,−f) d’une autre
manière. Pour cela, on introduit la suite de fonction (ηj)j∈N définie par

ηj(f) =

∫ Tj

−Tj

∫ Tj

−Tj
xT (t1)yT (t2)e−i2π(t1f−t2f)dt1dt2 (B.14)

avec (Tj)j∈N une suite à valeur dans R∗+ qui tend vers +∞. La suite ηj converge simplement
vers

η(f) = F{xT }(f)F{yT }(−f) (B.15)

et ∀i ∈ N,∀f ∈ R, |ηj(f)| ≤ |η(f)| par définition de xT et yT . Le théorème de conver-
gence dominée de Lebesgue s’applique et on peut donc intervertir les intégrales sur R avec
l’opérateur espérance.

S̆xT (f,−f) = = E [F{xT }(f)F{yT }(−f)] (B.16a)

= E
[
F{xT }(f)F{yT }(f)

]
(B.16b)

On obtient ainsi le résultat souhaité.

Proposition 9. Soient x1 et x2 deux processus stochastiques. Soit h1 et h2 deux fonctions
de R dans C. On introduit les processus stochastiques y1 = h1 ∗ x1 et y2 = h2 ∗ x2. Les
densités spectrales de puissance S̆x1x2 et S̆y1y2 sont reliées par :

S̆y1y2(f1, f2) = S̆x1x2(f1, f2)F{h1}(f1)F{h2}(−f2) (B.17)

Démonstration. Par définition de la fonction de corrélation et du produit de convolution,

R̆y1y2(t1, t2) = E [y1(t)y2(0)] = E

[∫ ∞
−∞

x1(u)h1(t1 − u)du

∫ ∞
−∞

x2(v)h2(t2 − v)dv

]
.

(B.18)
En intervertissant l’opérateur espérance et les intégrales avec le théorème de Fubini, on
obtient :

R̆y1y2(t1, t2) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

Rx1x2(u, v)h1(t1 − u)h2(t2 − v)dudv (B.19)

On pose h(t1 − u, t2 − v) = h1(t1 − u)h2(t2 − v), ce qui permet d’écrire

R̆y1y2(t1, t2) = (Rx1x2 ∗ h)(t1, t2) (B.20)
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On obtient directement

R̆y1y2(f1, f2) = Sx1x2(f1, f2)F{h}(f1, f2) (B.21)

Enfin, étant donné la définition de h, F{h}(f1, f2) = F{h1}(f1)F{h2}(f2). Le fait que
F{h2}(f2) = F{h2}(−f2) permet de conclure.

Corollaire 2. Soient x1 et x2 deux processus stochastiques stationnaires. Soient h1 et
h2 deux fonctions de R dans C. On introduit les processus stochastiques y1 = h1 ∗ x1 et
y2 = h2 ∗ x2. Les densités spectrales de puissance Sx1x2 et Sy1y2 sont reliées par :

Sy1y2 = Sx1x2F{h1}F{h2} (B.22)

Démonstration. Cette égalité découle directement du corollaire 1 et de la proposition 9.

B.1.3 Covariance

On travaille dans cette partie avec des processus stochastiques de moyenne nulle. Dans
le cas où l’espérance du processus s considéré n’est pas nulle, on introduit le processus
stochastique s−E(s), où E est l’espérance mathématique.

Définition 12. Soient x et y deux processus stochastiques de moyenne nulle. On appelle
covariance de x et y à l’instant t, notée Vxy(t), la quantité

Vxy(t) = Rxy(t, t) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

S̆xy(f1, f2)ei2πt(f1+f2)df1df2 (B.23)

Définition 13. Soient x et y deux processus stochastiques stationnaires de moyenne nulle.
La covariance de x et y, indépendante du temps, est notée Vxy et est égale à

Vxy = Rxy(0) =

∫ ∞
−∞

Sxy(f)df (B.24)

Dans le cas d’un seul processus stochastique, on note Vx = Vxx et on parle de variance.
C’est une quantité qui est, par définition, toujours positive. On introduit de plus l’écart-
type σx =

√
Vx.

Proposition 10. Soient xk, k ∈ J1;NK, N processus stochastiques stationnaires de moyenne
nulle à valeurs dans C. On définit la matrice Ω par Ωkl = E [xk(0)xl(0)], appelée matrice
de covariance. Soit M ∈ MN (C). On introduit yk, k ∈ J1;NK, N processus stochastiques
définis par 

y1

...
yN

 = M


x1

...
xN

 (B.25)
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La matrice de covariance Ω̃ définie par Ω̃kl = E [yk(0)yl(0)] est égale à

Ω̃ = MΩM ′ (B.26)

Démonstration. La démonstration consiste principalement à intervertir des sommes finies
avec l’opérateur espérance :

Ω̃kl = Ωykyl = E [yk(0)yl(0)] = E

[
N∑
m=1

Mkmxm(0)
N∑
n=1

Mlnxn(0)

]
(B.27a)

=
N∑
m=1

N∑
n=1

MkmMlnE [xm(0)xn(0)] (B.27b)

=
N∑
m=1

N∑
n=1

MkmVxmxnM
′
nl = (MΩM ′)kl (B.27c)

Le calcul étant valable pour tout k et l dans J1;NK, on en déduit le résultat souhaité.

Proposition 11. Soient e et m deux processus stochastiques stationnaires de moyenne
nulle. On connaît Sem. On définit x = e ∗ hx et y = m ∗ hy. On a alors

Vxy =

∫ ∞
−∞

Sem(f)F{hx}(f)F{hy}(f)df (B.28)

Démonstration. Ce résultat découle directement du corollaire 2 (p. 131) et de la définition
de la covariance.

B.1.4 Dérivée d’un processus stochastique

Définition 14. Soit x un processus stochastique stationnaire. On dit que x est dérivable
si toutes ses réalisations sont dérivables. On note ẋ la dérivée de x.

Proposition 12. Soit x un processus stochastique stationnaire à valeurs dans C dérivable
dont la dérivée est notée ẋ :

Sẋ(f) = (2πf)2Sx(f) (B.29)

Démonstration. Soit xT la version tronquée de x telle que définie dans la proposition 8. On
appelle ẋT la version tronquée de ẋ et ∂xT /∂t la dérivée de xT par rapport à t. ẋT = ∂xT /∂t

presque partout au sens des ensembles mesurables. On a alors :

Sẋ(f) = lim
T→∞

E
[
|F{ẋT }(f)|2

]
2T

(B.30)

= lim
T→∞

E
[
|F{∂xT /∂t}(f)|2

]
2T

(B.31)

= lim
T→∞

|i2πf |2
E
[
|F{xT }(f)|2

]
2T

(B.32)

= (2πf)2Sx(f) (B.33)
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Corollaire 3. Soit x : R→ C un processus stochastique stationnaire dérivable n fois dont
la dérivée k-ième, avec k ∈ J0;nK, est notée x(k) :

Sx(k)(f) = (2πf)2kSx(f) (B.34)

B.2 Processus stochastiques discrets

Dans le cas de processus stochastiques discrets, on retrouve des résultats similaires à
ceux de la section précédente. On considérera X et Y comme deux processus stochastiques
discrets venant de la discrétisation de deux processus stochastiques continus, x et y respec-
tivement, avec un pas de temps noté δt. L’utilisation du peigne de Dirac permet d’adapter
au cas discret les résultats présentés dans le cas continu. On se contentera donc de donner
les définitions et résultats essentiels, en explicitant les liens avec le cas continu.

B.2.1 Fonction de corrélation

Définition 15. Soient X et Y deux processus stochastiques discrets indicés par Z. On
appelle fonction de corrélation de X et Y la fonction, notée R̆XY , définie par

R̆XY [k, n] = E
[
X[k]Y [n]

]
(B.35)

Définition 16. Soient X et Y deux processus stochastiques stationnaires discrets indicés
par Z. On appelle fonction de corrélation stationnaire de X et Y la fonction, notée
RXY , définie par

RXY [l] = RXY [k − n] = R̆XY [k, n] = R̆XY [p+ l, p] (B.36)

Ces fonctions de corrélation peuvent être reliées à celles de processus stochastiques
continus qui ont été discrétisés : RXY [k, n] = Rxy(k× δt, n× δt) et RXY [p] = Rxy(p× δt).

B.2.2 Densité spectrale de puissance

Définition 17. Soient X et Y deux processus stochastiques stationnaires discrets. La den-
sité spectrale de puissance stationnaire SXY est la transformée de Fourier à temps
discret de la fonction de corrélation

SXY (f) = δt
∑
k∈Z

RXY [k]e−i2πkδtfdt = Fδt{RXY }(f) (B.37)



134 Annexe B. Processus stochastiques

La formule (A.32) permet d’établir le lien entre les densités spectrales de puissance des
processus continus et des processus discrets :

SXY (f) =
∑
k∈Z

Sxy

(
f − k

δt

)
(B.38)

Proposition 13. Soient X1 et X2 deux processus stochastiques stationnaires réels discrets.
Soient H1 et H2 deux éléments de RZ. On introduit les processus stochastiques Y1 = H1∗X1

et Y2 = H2 ∗X2. Les densités spectrales de puissance SX1X2 et SY1Y2 sont reliées par :

SY1Y2 = SX1X2

Fδt{H1}Fδt{H2}
δt2

(B.39)

Démonstration. Ce résultat peut se démontrer en effectuant le même raisonnement que
pour la démonstration de la proposition 9. On peut aussi démontrer cette proposition en
utilisant directement le résultat de la proposition 9 :

Sỹ1ỹ2 = Sx̃1x̃2F{h̃1}F{h̃2} (B.40)

où une quantité avec un tilde est égale à la quantité sans tilde multipliée par le peigne
de Dirac noté cδt. D’après une remarque faite dans la section A.2, Fδt{G} = δtF{g̃} =

δtF{cδtg} où G est la discrétisation de g. On a donc

Sỹ1ỹ2 = Sx̃1x̃2
Fδt{H1}Fδt{H2}

δt2
(B.41)

Enfin, comme RXY est la discrétisation de Rxy, Sx̃ỹ = SXY /δt, ce qui achève la démons-
tration.

B.2.3 Covariance

On travaille dans cette partie avec des processus stochastiques de moyenne nulle. Dans
le cas où l’espérance du processus S considéré n’est pas nulle, on introduit le processus
stochastique S −E(S).

Définition 18. Soient X et X deux processus stochastiques stationnaires discrets de moyenne
nulle. On appelle covariance de X et Y , notée VXY , la quantité

VXY = RXY (0) =

∫ 1
2δt

− 1
2δt

SXY (f)df (B.42)

Dans le cas d’un seul processus stochastique, on note VX = VXX et on parle de variance.
On introduit de plus l’écart-type σX =

√
VX .

Proposition 14. Soit E un processus stochastique stationnaire discret de moyenne nulle
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correspondant à la discrétisation de n avec un pas de temps δt. On définit X = E ∗HX et
Y = E ∗HY . On a alors

VXY =

∫ 1
2δt

− 1
2δt

SE(f)
Fδt[HX ](f)Fδt[HY ](f)

δt2
df. (B.43)

Si E est la discrétisation d’un processus stochastique continu e, le lien entre SE et Se est
donné par la proposition 5.

Démonstration. Ce résultat découle directement de la proposition 13 et de la définition de
la covariance.

Pour finir, la proposition 10 est aussi valable pour des processus stochastiques discrets.
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Le but de la méthode des moindres carrés est de déterminer, à partir de données expéri-
mentales souvent entachées de bruit, les paramètres d’un modèle mathématique décrivant
ces données. Cette méthode a été développée indépendamment par Legendre [190] et Gauss
[191]. La modélisation mathématique permet d’ajouter de l’information aux données qui
sont utilisées pour déterminer les paramètres inconnus. Pour ce faire, le traitement des
données minimise la différence entre les données expérimentales et le modèle. Ainsi, la mé-
thode des moindres carrés [191, 192] peut être vue comme un problème de minimisation,
qui dépend donc de la norme utilisée.

Cette annexe propose une approche générale de la méthode des moindres carrés en
considérant une norme générale dérivant d’un produit scalaire. Après avoir rappelé quelques
définitions et résultats, les propriétés de la méthode des moindres carrés sont détaillées.
Ensuite, deux normes particulières sont considérées. Enfin, l’équivalence entre une mé-
thode des moindres carrés particulière et le filtrage optimal est montrée. Cela permet la
généralisation de la technique du filtrage optimal utilisée en traitement du signal.

C.1 Position du problème

C.1.1 Processus de mesure et paramétrisation

Considérons un signal temporel déterministe s : R → C. On suppose que l’instrument
utilisé pour mesurer ce signal fait des mesures sans biais mais que du bruit est ajouté dans
la processus de mesure. Par conséquent, la mesure est m(t) = s(t) + e(t), où e est un
processus stochastique gaussien de moyenne nulle. Ce processus est supposé stationnaire
et sa densité spectrale de puissance, notée S, ainsi que sa fonction d’autocorrélation, notée
R, sont supposées connues.

On suppose que N ∈ N∗ mesures sont effectuées avec un pas de temps constant appelé
δt ∈ R∗+. Le signal est filtré avant numérisation par un filtre passe-bas dont la fréquence
de coupure est 1/(2δt) afin d’éviter les effets de repliement spectral. Dans cette annexe, la
notation y désigne un vecteur deMN,1(C), dont les composantes sont les valeurs de y aux
instants d’échantillonnage y×δt après filtrage par le filtre anti-repliement. On suppose que
le signal s dépend linéairement de p paramètres, appelés xl avec l ∈ J1; pK, tel quel

∀k ∈ J1;NK, sk =

p∑
l=1

xlfl(k × δt), (C.1)

où fl sont p fonctions définies sur R. Cette équation peut être écrite sous forme matricielle
s = Jx, avec J ∈MN,p(C) et Jkl = fl(k×δt). Comme les mesures sont entachées de bruit,
cela conduit à

m = Jx + e. (C.2)

Le vecteur e est un vecteur aléatoire de moyenne nulle dont la matrice de covariance, notée
Ω, est définie par Ωij = R((i − j)δt). Le but de la méthode des moindres carrés, ou de
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toute procédure d’identification, est d’obtenir x∗ un estimateur linéaire non-biaisé de x,
c’est-à-dire de la forme x∗ = Am avec A ∈ Mp,N et E[x∗] = x. Avant d’aller plus loin, la
section suivante généralise certaines définitions données dans l’annexe A.

C.1.2 Définitions et résultats généraux

Considérons G : Z×J1; pK→ C vérifiant les propriétés suivantes : ∀l ∈ J1; pK,
∑

k |Gkl| <
∞. La transformée de Fourier à temps discret (TFTD) de G, appelée Fδt{G}, est l’appli-
cation définie par

∀f ∈ R, ∀l ∈ J1; pK, Fδt{G}l(f) = δt
∑
k∈Z

Gkle
−i2πkfδt. (C.3)

La transformée de Fourier à temps discret inverse d’une application h : R× J1; pK→ C est
l’application, appelée F−1

δt {h}, définie par

∀k ∈ Z, ∀l ∈ J1; pK, F−1
δt {h}kl =

∫ − 1
2δt

− 1
2δt

hl(f)e2πikfδtdf. (C.4)

Par extension, la TFTD peut être définie pour une matriceM ∈MN,p(R). En introduisant
M̆ : Z× J1; pK→ C définie par M̆kl = Mkl si k ∈ J1;NK et M̆kl = 0 sinon, la TFTD de M
est définie par Fδt{M} = Fδt{M̆}.

Étant donné deux applications A et B appartenant à Z × J1; pK → C, la quantité
(A|B) ∈Mpp(C) est le produit scalaire matriciel de A et B défini par

∀(k; l) ∈ J1; pK2, (A|B)kl =
∑
j∈Z

AjkBjl. (C.5)

Le théorème de Parseval implique

∀(k; l) ∈ J1; pK2, (A|B)kl =
1

δt

∫ − 1
2δt

− 1
2δt

Fδt{A}k(f)Fδt{B}l(f)df. (C.6)

Finalement, soit Q une application Z → C. L’application LQ, appelée convolution
généralisée, est définie par

∀X : Z× J1; pK→ C, ∀(k; l) ∈ Z× J1; pK, LQ(X)kl =
∑
i∈Z

Qk−iXil, (C.7)

et la notation LQ(X) = Q ∗X est utilisée. L’application inverse de LQ, définie par LQ ◦
L−1
Q = L−1

Q ◦ LQ = Id, a l’expression suivante :

L−1
Q (Y ) = F−1

δt

{
δt2

Fδt{Q}

}
∗ Y. (C.8)
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C.2 Solution générale par la méthode des moindres carrés

L’estimateur des moindres carrés est la quantité x∗, telle que la norme de m− Jx est
minimale pour x = x∗. Le résultat dépend donc du choix de la norme sur l’espace vectoriel.
Dans cette annexe, on suppose que la norme dérive d’un produit scalaire, défini pour y et
z dansMN,1(C) par

〈y|z〉P = y′Pz (C.9)

où y′ est la transposée complexe de y. La norme est une application linéaire définie par
|x|P =

√
〈x|x〉P . Comme |m− Jx|P 2 est convexe pour chaque composante de x et que

la norme est toujours positive, elle est minimale lorsque sa dérivée s’annule : 2(J ′PJx −
J ′Pm) = 0. Sous l’hypothèse que J ′PJ est inversible, c’est-à-dire que J est de rang p,
l’estimateur est égal à

x∗ = (J ′PJ)−1J ′Pm. (C.10)

Comme E [x∗] = (J ′PJ)−1J ′PE [Jx + e] = x, cet estimateur est un vecteur aléatoire
gaussien sans biais et sa matrice de covariance Vx∗ est égale à

Vx∗ = (J ′PJ)−1J ′P ′ΩPJ(J ′PJ)−1. (C.11)

Définition 19 (Définition formelle de la méthode générale des moindres carrés). Soient
N ∈ N∗ et p ∈ N∗ avec p ≤ N . PN est l’ensemble des matrices de taille N ×N symétriques
et définies positives. RN,p est l’ensemble des matrices de taille N×p de rang p. La méthode
des moindres carrés est définie par l’application suivante

Mc : (PN ,RN,p,MN,1) → Mp,1 (C.12)

(P, J,m) → (J ′PJ)−1J ′Pm (C.13)

Le résultat présenté ci-dessous, dont la démonstration est directe, est d’un intérêt ma-
jeur pour le traitement des données lorsque plusieurs méthodes des moindres carrés sont
utilisées successivement. En effet, il donne les conditions sur les produits scalaires et les
matrices de projection pour que le résultat de l’optimisation globale soit indépendant des
étapes.

Proposition 15 (Transitivité). Soit (N0, N1, N2) ∈ (N∗)3 avec N2 ≤ N1 ≤ N0. P0, P1 et
P̃0 appartiennent respectivement à PN0 , PN1 et PN0. J0 et J1 appartiennent respectivement
à RN0,N1 et RN1,N2.

∀m ∈MN0,1 , Mc(P1, J1,Mc(P0, J0,m)) = Mc(P̃0, J0J1,m) (C.14)

est équivalent à

(J ′1P1J1)−1J ′1P1(J ′0P0J0)−1J ′0P0 = (J ′1J
′
0P̃0J0J1)−1J ′1J

′
0P̃0 (C.15)
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Proposition 16. Soient N ∈ N∗ et p ∈ N∗ avec p ≤ N . J appartient à RN,p et P
appartient à PN . x∗ et Vx∗ sont définis par les équations (C.10) et (C.11) respectivement.
Alors :

– Il existe J̃ ∈ RN,p et C ∈Mp,p tels que det(C) 6= 0, J̃ = JC et J̃ ′P J̃ = Id.
– x∗ = CJ̃ ′Pm et Vx∗ = CJ̃ ′PΩP J̃C ′.

La première partie de cette proposition vient de l’algorithme de Gram-Schmidt. La
seconde partie est intéressante car elle permet d’éviter les instabilités numériques lorsque
det(J ′PJ) est proche de 0. Ainsi, cette proposition permet d’implémenter les moindres
carrés en évitant une inversion matricielle numériquement instable et en la remplaçant par
un processus de Gram-Schmidt, qui ne génère pas d’instabilité numérique.

Parmi l’ensemble des choix possibles pour la matrice P , il y a deux manières usuelles
de définir le produit scalaire : elles seront développées dans les deux sections suivantes. La
plus simple est P = Id et l’autre possibilité est P = Ω−1.

C.3 Moindres carrés usuels

Dans cette section, P = Id. Dans ce cas, x∗ = (J ′J)−1J ′m et Vx∗ = (J ′J)−1J ′ΩJ(J ′J)−1.
Il est important de remarquer qu’en général cet algorithme n’est pas transitif au sens de
la proposition 15. La variance de l’estimateur peut être exprimée en utilisant la densité
spectrale de puissance du bruit de mesure :

Vx∗ = (J ′J)−1W (J ′J)−1 (C.16)

avec W ∈Mp,p(C) défini par

Wkl =

∫ 1
2δt

− 1
2δt

S(f)
Fδt{J}k(f)Fδt{J}l(f)

T 2
df (C.17)

Démonstration. Le but est d’exprimer W en utilisant la DSP du bruit :

Wkl = (J ′ΩJ)kl =

N∑
j=1

Jjk

N∑
i=1

R((j − i)δt)Jil (C.18)

La somme sur i est une convolution et la somme sur j est un produit scalaire. Exprimer
ces deux sommes avec les transformées de Fourier de J et R en utilisant le théorème de
Parseval (cf. eq. (C.6)) permet de conclure.

C.4 Moindres carrés généralisés (MCG)

L’autre approche, appelée « moindres carrés généralisés », est définie par P = Ω−1.
Dans ce cas, x∗ = (J ′Ω−1J)−1J ′Ω−1m et Vx∗ = (J ′Ω−1J)−1. C’est la définition de P qui
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donne la valeur minimale à Vx∗ [192] pour la relation d’ordre ≤ surMk(C) définie par

A ≤ B ⇔ ∃M ∈ Pk(C) ∪ {0k}, A+M = B. (C.19)

Contrairement au cas précédent, cette méthode est transitive, ce qui est un avantage sup-
plémentaire au fait que la matrice de covariance de l’estimateur Vx∗ est minimale.

Dans ce contexte, il est nécessaire de calculer l’inverse de la matrice de covariance Ω. En
inversant Ω, les informations sur les corrélations entre les événements séparés par une durée
supérieure à N×δt sont perdues, alors qu’elles sont présentes dans la fonction de corrélation
R. Pour tirer partie de cette observation, l’idée est d’étendre artificiellement la taille des
vecteurs jusqu’à l’infini en les remplissant avec des zéros. Pour ce faire, introduisons J̆ :

Z× J1; pK→ C et m̆ : Z→ C définis par

∀(i; j) ∈ Z× J1; pK, J̆ij =

{
Jij si i ∈ J1;NK (C.20a)

0 sinon (C.20b)

∀i ∈ Z, m̆i =

{
mi si i ∈ J1;NK (C.21a)

0 sinon (C.21b)

La matrice Ω étant symétrique, le produit matricielle ΩY avec Y une matrice compor-
tant N lignes peut être remplacé par le produit de convolution généralisé. Calculer l’inverse
de la matrice Ω lorsque N →∞ est équivalent à calculer l’inverse de l’application LR (cf.
section C.1.2). L’estimateur devient

x∗ =
(
J̆
∣∣∣LR−1(J̆)

)−1 (
J̆
∣∣∣LR−1(m̆)

)
, (C.22)

et la variance
Vx∗ =

(
J̆
∣∣∣LR−1(J̆)

)−1
. (C.23)

Cette variance est plus petite que celle calculée avec des matrices de taille finie car elle
est calculée de manière optimale dans un espace plus grand et que plus d’informations sur
le bruit sont utilisées dans le traitement des données.

Dans le cas où p = 1, les données ne dépendent que d’un seul paramètre et les équations
précédentes peuvent s’écrire :

x∗ =

(∫ − 1
2δt

− 1
2δt

|Fδt{J}(f)|2

S(f)
df

)−1 ∫ − 1
2δt

− 1
2δt

Fδt{J}(f)Fδt{m(f)}
S(f)

df, (C.24)

et

Vx∗ =

(∫ − 1
2δt

− 1
2δt

|Fδt{J}(f)|2

S(f)
df

)−1

. (C.25)
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C.4.1 Influence de la connaissance de la densité spectrale de puissance

L’approche présentée ci-dessus dépend de manière importante de la connaissance de la
densité spectrale de puissance (DSP) du bruit. Il est donc nécessaire de quantifier l’erreur
qui est faite si une mauvaise DSP est utilisée pour traiter les données. Appelons S̊ la DSP
utilisée pour traiter les données et S la vraie DSP. On suppose qu’il existe w : R → C tel
que

S̊(f) = S(f) + εw(f) (C.26)

avec ε� 1 et ∀f ∈ R, |w(f)| ≤ |S(f)|. Pour des raisons de simplicité, p est supposé être égal
à 1, c’est-à-dire que J est une matrice colonne. Nous appelons x̊∗ et V̊x∗ respectivement
l’estimateur et la variance de la méthode des MCG utilisée avec S̊. L’estimateur x̊∗ est
toujours sans biais. La covariance est quant à elle égale à

V̊x∗ =

(∫ − 1
2δt

− 1
2δt

|Fδt{J}(f)|2

S̊(f)
df

)−2 ∫ − 1
2δt

− 1
2δt

S(f)

S̊2(f)
|Fδt{J}(f)|2df (C.27)

La formule de Taylor conduit à

V̊x∗ − Vx∗

Vx∗
= ε2

Vx∗

∫ − 1
2δt

− 1
2δt

w2(f)

S3(f)
|Fδt{J}(f)|2df − Vx∗

2

(∫ − 1
2δt

− 1
2δt

w(f)

S2(f)
|Fδt{J}(f)|2df

)2
+o(ε2),

(C.28)
ce qui montre que l’erreur est d’ordre 2 en ε.

C.4.2 Filtrage optimal

Le but de cette dernière partie est de montrer l’équivalence de la technique de filtrage
optimal [193] et de la méthode des moindres carrés généralisés présentée précédemment.
La technique du filtrage optimal a pour objectif de maximiser par rapport à h : R→ C le
rapport signal-sur-bruit suivant au temps t0

S

N
=

ys(t0)√
E[|ye(t0)|2]

(C.29)

où ys et ye sont les convolutions de h avec s et e respectivement. Le but est de détecter le
signal s dans un signal entaché du bruit e. Le filtre h qui maximise le rapport signal-sur-
bruit est défini par sa transformée de Fourier [194, §10.1] :

Fδt{h}(f) = K
Fδt{s}
S(f)

e−i2πft0 (C.30)

où K est un coefficient. h est appelé « filtre adapté ». En posant

K =

(∫ − 1
2δt

− 1
2δt

|Fδt{s}|2

S(f)

)−1

, (C.31)
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on trouve la même expression que dans l’équation (C.24), à l’exception de l’exponentiel
faisant intervenir t0, qu’il suffit de prendre égal à 0. Cela démontre l’équivalence entre le
filtrage optimal et les moindres carrés généralisés dans la limite infinie. La méthode des
MCG a l’avantage de permettre de déterminer plusieurs paramètres, c’est-à-dire d’identifier
plusieurs motifs dans les données. Elle permet aussi d’appréhender la corrélation entre les
paramètres en déterminant la matrice de covariance. À l’inverse, le filtrage optimal ne
permet de rechercher qu’un seul motif.
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