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Introduction

La justification de la tenue des structures aéronautiques soumises à des chargements
dynamiques tels que des impacts de débris de pneu, des chocs d’oiseau ou des situations
de crash est primordiale pour la certification finale d’un avion. Pour chaque scénario,
plusieurs jeux de paramètres doivent être considérés (angle d’impact, vitesse, masse... )
et dans chaque cas, la vérification de critères de sécurité, tels que la non perforation ou
la tenue résiduelle de la structure, doit être démontrée. Durant le processus de design,
il est inenvisageable de réaliser des essais pour tester l’ensemble des configurations et
fixer le design des différentes structures pour des questions de coût et de délais. Aussi, les
méthodes de simulations numériques sont largement utilisées chez Airbus pour retenir la
meilleure solution en terme de sécurité et de coût.

LGB area

Tyre debris 

CWB rear spar

Tyre debris 

Cockpit

Bird strike

Inlet

Bird strike

FIGURE 1: Exemple de calculs de vulnérabilité (Airbus)

L’utilisation croissante des matériaux composites dans les structures concernées par
ces chargements dynamiques fait apparaître de nouveaux enjeux. En effet, le même ni-
veau de confiance que dans le cas de structures métalliques doit pouvoir être apporté à des
simulations de chocs sur des structures en composite. Cependant, représenter le compor-
tement des composites stratifiés pour ces chargements requiert une bonne connaissance
des phénomènes de dégradation. Dans le cas d’impact, le mode d’endommagement prin-
cipal est le délaminage. Il présente la particularité d’être peu visible et peut parfois être
très étendu. Dès lors, l’apport de la simulation numérique pour prédire ces délaminages
est un point clé du dimensionnement, notamment pour la prédiction de la tenue résiduelle
de la structure.
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2 Introduction

Les modèles éléments finis couramment utilisés chez Airbus pour la représentation
des stratifiés sont des modèles de coques multi-couche permettant de représenter l’or-
thotropie du matériau. Les dégradations au sein du matériau sont prises en compte via
des critères d’initiation, puis des lois d’évolution de l’endommagement dans les plis de
l’empilement. Dans cette approche, le délaminage n’est pas modélisé. Cette modélisation
macroscopique est valide jusqu’à l’apparition des premiers dommages dans la structure.
Bien qu’incomplète, elle offre l’avantage de pouvoir mener des calculs sur des structures
de grandes dimensions pour des coûts de calcul raisonnables, en terme de degrés de liberté
et de temps de calcul. Néanmoins, afin d’améliorer la conception et les performances des
structures en composite, la représentation du délaminage et sa prise en compte en cours
de calcul sont souhaitables. Dès lors, une échelle de modélisation plus fine est nécessaire.

FIGURE 2: Exemple de structure industrielle standard soumise à des chocs à l’oiseau
(Airbus)

Le méso-modèle composite présenté dans [Ladevèze, 1995] considère la structure
composite stratifiée comme un empilement de plis homogènes et d’interfaces assurant le
transfert des contraintes et déplacements entre les plis. La représentation effective dans le
maillage des interfaces entre les plis du stratifié permet ainsi de modéliser explicitement le
délaminage via leur dégradation [Allix et Ladevèze, 1992, Schellekens et de Borst, 1993].
L’utilisation de ce type de modélisation requiert le maillage de chaque pli du stratifié avec
des éléments 3D et l’insertion d’éléments dédiés pour les interfaces. L’application d’un
tel modèle à une structure industrielle similaire à celle présentée figure 2 conduit cepen-
dant à un nombre de degrés de liberté prohibitif. En effet, la longueur caractéristique de
la process zone, zone en cours d’endommagement en pointe de délaminage, conduit à
l’utilisation d’un maillage très fin pour pouvoir représenter correctement le phénomène.
La bonne description du champ de contrainte dans cette zone peut ainsi conduire à l’utili-
sation de plusieurs éléments dans l’épaisseur de chaque pli du stratifié. Les tailles carac-
téristiques des éléments utilisés sont alors de l’ordre de 0.1mm. D’autre part, la présence
des interfaces réduit considérablement le pas de temps de calcul dans le cas d’un schéma
explicite, et conduit donc à une augmentation importante des itérations par rapport à des
calculs classiques. Les calculs résultants de cette modélisation sont donc hors de portée
des moyens de calcul actuels, et une approche spécifique doit être mise en œuvre.

Dès lors, l’objectif du travail présenté ici est de mettre en place une méthode de calcul
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Introduction 3

permettant de représenter correctement les phénomènes de dégradation dans le composite,
tout en gardant des temps de calcul raisonnables. À terme, cette méthode devra fonction-
ner dans le logiciel de calcul Abaqus utilisé chez Airbus.

La spécificité des structures considérées est leur taille importante. La présence de ces
fissures dans la structure modifie sa raideur, et a donc une incidence sur son comportement
global. D’autre part, la longueur de la process zone est très faible devant les dimensions
de la structure à modéliser. L’utilisation du méso-modèle n’est ainsi nécessaire que dans
une partie restreinte de la structure, pour pouvoir représenter l’initiation et la propagation
du délaminage.

Deux échelles de modélisation de la structure doivent dès lors être considérées : au
niveau local pour prédire l’évolution des dégradations du matériau ; au niveau global pour
rendre compte du comportement modifié de la structure. D’autre part, dans un cadre dy-
namique, ceci implique également de considérer des temps caractéristiques d’évolution
différents dans chaque modèle local et global, et donc de pouvoir introduire des pas de
temps différents.

Le méso-modèle n’étant nécessaire que dans une zone limitée de la structure, une
modélisation de type coque peut être utilisée dans le reste de la structure. Pour faciliter
un raccord avec des modèles 3D, des éléments de coque 3D paraissent pertinents pour
représenter la structure à l’échelle macroscopique. La construction de tels éléments n’est
cependant pas directe, et nécessite la mise en place d’une démarche spécifique afin d’évi-
ter des phénomènes de blocage. L’enjeu est alors de pouvoir représenter de façon précise
le champ de déformation dans la coque.

Deux approches sont couramment utilisées dans la littérature. La première solution
consiste à adapter les éléments 3D linéaires classiques via des méthodes permettant de re-
présenter correctement les déformations dans l’élément [Bathe et Dvorkin, 1984, Simo et
Rifai, 1990]. L’autre choix possible est de repartir de la théorie des coques [Parisch, 1995].

Pour coupler les deux modélisations, on se propose de mettre en place une méthode
multi-échelle en espace et en temps. En ce qui concerne le couplage en espace, des mé-
thodes multi-échelles basées sur des décompositions de domaine constituent un premier
point d’entrée [Mandel, 1993, Farhat et Roux, 1991, Ladevèze, 1999]. La particularité du
problème conduit également à s’intéresser à des méthodes de type superposition. Dans ce
cas là, un maillage raffiné est superposé, dans les zones d’intérêt, au maillage global de
la structure étudiée [Whitcomb, 1991], [Guidault et al., 2008]. Ces méthodes permettent
ainsi de conserver le maillage global de la structure tout en précisant la modélisation d’une
zone restreinte. Pour le cas qui nous intéresse ici, le comportement macroscopique de la
structure est connu : c’est un comportement de coque. Conserver un maillage global de
la structure pendant toute la durée du calcul impose que cette échelle macroscopique soit
alors continue.

Le second point à prendre en compte concerne la discrétisation temporelle du pro-
blème et le schéma de résolution. En effet, des schémas explicites sont traditionnellement
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utilisés pour résoudre les problèmes de choc. Dès lors, le pas de temps du calcul est fixé
par le plus petit élément du maillage. Les méthodes de sous-cyclage [Belytschko et al.,
1979] ou mixtes en temps [Belytschko et Mullen, 1978, Hughes et Liu, 1978] permettent
d’adapter schéma de résolution et pas de temps aux différentes zones de la structure. Les
travaux de [Gravouil et Combescure, 2001] utilisent ces approches couplées avec une mé-
thode de décomposition de domaine. Ils constituent le point de départ de l’étude présentée
ici.

L’approche choisie consiste alors à utiliser un maillage global de la structure par des
éléments de coque 3D, constituant une représentation continue du comportement macro-
scopique de la structure. La superposition de maillages utilisant une modélisation de type
méso-modèle dans les zones d’intérêt de la structure permet alors de prévoir l’initiation
et la propagation du délaminage dans la structure. Les conséquences des dégradations
locales du matériau sont alors répercutées au niveau macroscopique par le calcul d’un
résidu d’équilibre.

Le document est organisé comme suit :
– La première partie présente une étude bibliographique des différents points d’intérêt
du problème.
• Le chapitre 1 présente le contexte industriel de cette étude. Les chocs sur les stra-
tifiés et les dégradations résultantes sont étudiées. Les simulations numériques
actuellement réalisées sont détaillées en soulignant leurs limitations et les be-
soins industriels en terme de résultats.

• Dans le chapitre 2, une étude bibliographique des modélisations du délaminage
conduit à s’intéresser à deux échelles de modélisations du phénomène, macrosco-
pique et mésoscopique. D’une part, représenter le délaminage à l’échelle macro-
scopique conduit à s’intéresser aux représentations de type coque des stratifiés.
Les modes de représentation de fissures à cette échelle sont également considé-
rés. D’autre part, l’utilisation d’une modélisation plus fine du stratifié conduit à
l’étude de méthodes permettant de réduire les temps de calcul. Aussi, des ap-
proches de décomposition de domaine et multi-échelles en temps ou en espace
sont considérées.

– La seconde partie du manuscrit présente les développements réalisés en s’appuyant
sur l’étude bibliographique. Les exemples présentés ici sont des cas 2D.
• Dans le chapitre 3, les équations du problème et les problématiques liées à l’uti-
lisation d’un méso-modèle composite dans un cadre dynamique sont présentées.
La finesse des maillages et les pas de temps nécessaires à une bonne représenta-
tion des phénomènes de dégradations sont notamment soulignés. Les tailles des
modèles éléments finis dans le cas de structures industrielles sont alors prohibi-
tifs.

• Dans le chapitre 4, les équations d’une méthode multi pas de temps sont adaptées
au cas du suivi de propagation du délaminage.
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• Ceci conduit dans le chapitre 5 à la définition d’une représentation de coque 3D
du stratifié. La taille des modèles éléments finis et les temps de calcul peuvent
ainsi être réduits en utilisant ces éléments dans les parties de la structure éloi-
gnées de la zone de chargement. Une étude du couplage de ces éléments avec
une description de type méso-modèle est réalisée : la qualité de représentation
des phénomènes de dégradations est ainsi conservée. Cependant, le suivi du dé-
laminage requiert une évolution de la modélisation en cours de calcul.

• Enfin, afin de s’affranchir de processus de remaillages, le chapitre 6 présente
une méthode multi-échelle en espace et en temps. Cette approche est basée sur
l’utilisation d’un maillage global de coque de la structure et de patchs locaux. Ces
derniers sont activés dans les zones en cours de dégradation quand cela s’avère
nécessaire et sont superposés au maillage global qui reste fixe au cours du calcul.
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Cadre de l’étude et contexte scientifique
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CHAPITRE

1 Contexte industriel

Dans ce chapitre, le contexte industriel de l’étude est présenté. Dans un
premier temps, les mécanismes de dégradations des composites strati-
fiés soumis à des chocs sont étudiés. Les simulations numériques réali-
sées chez Airbus pour ces cas sont ensuite présentées.
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1 Cadre de l’étude

Le travail présenté ici a pour origine une problématique industrielle. Le service “Vul-
nérabilité” d’Airbus a pour vocation l’étude des chargements dynamiques sur les diffé-
rentes structures de l’avion, telles que le fuselage ou la voilure. Les études menées dans
ce service constituent une aide au design des structures et un support pour la phase de
certification de l’avion.

Les problèmes de crash et d’impact rentrent dans ce cadre. Pour les problèmes d’im-
pact, les cas considérés sont des impacts d’oiseau ou de débris de pneu. Les principaux
points à vérifier sont alors la non perforation des structures impactées et la tenue rési-
duelle de la structure après le choc. Ces deux points permettent d’une part d’assurer la
sécurité des systèmes internes à l’avion situés derrière la structure impactée, et d’autre
part de vérifier que les charges en vol peuvent encore être supportées par la structure. A
titre d’exemple, une dizaine d’impacts d’oiseau par jour est recensée à travers le monde.
Les principales zones d’impact sont le cockpit et le bord d’attaque des ailes.

Les moyens mis en place pour ces études sont des essais et des simulations numé-
riques. Afin de réduire les coûts de développement, la part de la simulation numérique
pour le dimensionnement des structures sous impact est devenue prépondérante : les
études paramétriques et les différentes configurations envisagées sont étudiées par ce
biais. La configuration finale retenue est justifiée soit par un essai, soit par une simulation
numérique. Les simulations numériques sont alors utilisées seulement si les méthodes
sont matures pour l’application considérée et ont été préalablement validées et corrélées
avec des essais.

La part croissante des matériaux composites dans les structures considérées nécessite
la mise en place d’approches dédiées afin de représenter au mieux les scénarios de dé-
gradation de ces matériaux. L’utilisation de critères de rupture de pli permet de vérifier
la non perforation des structures mais limite la description des dégradations. Des phé-
nomènes tels que le délaminage, qui entraîne une réduction de raideur des structures, ne
sont que rarement représentés et pris en compte dans les calculs. Le délaminage est alors
représenté via des modèles simplifiés et à l’échelle macroscopique de la structure.

2 Dégradation des composites stratifiés

Dans cette partie, les matériaux qui seront considérés dans la suite de l’étude sont
présentés afin de cerner les différents points à prendre en compte dans la modélisation.
Les scénarios de dégradation du matériau sont notamment soulignés.

2.1 Description des composites stratifiés étudiés

Les composites considérés ici sont des stratifiés. Ils sont constitués par un empilement
de plis élémentaires unidirectionnels (c.f. figure 1.1). Chaque pli est constitué de fibres
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continues, qui peuvent être en carbone ou en verre, orientées dans la même direction
et noyées dans une matrice en résine. Une zone riche en matrice, l’interface, assure la
cohésion entre les plis de l’empilement. Les fibres ont un diamètre de l’ordre de 100 µm.
L’épaisseur d’un pli est de l’ordre de 0,1mm, et les stratifiés utilisés dans les structures
aéronautiques ont des épaisseurs de quelques millimètres.

fibre

matrice

pli élémentaire empilement

FIGURE 1.1: Description d’un composite

L’intérêt principal de ce type de matériau réside dans la possibilité d’adapter leurs
propriétés mécaniques au chargement appliqué à la structure. En effet, l’orientation spé-
cifique des fibres définit l’orientation du pli par rapport à la direction de chargement. Les
propriétés mécaniques du stratifié sont directement liées à la séquence d’orientation des
différents plis dans l’empilement. Dès lors, le matériau peut être défini pour tenir au mieux
le chargement auquel il est destiné. Macroscopiquement, le stratifié a un comportement
orthotrope.

2.2 Description des modes de dégradations

La structure spécifique des stratifiés entraîne des modes de dégradations particuliers
qui ont été étudiés à travers de nombreuses campagnes expérimentales. Les différents
scénarios sont présentés dans la figure 1.2.

A l’échelle du pli, deux principaux modes de dégradations continues peuvent appa-
raître. Les décohésions fibres / matrice résultent d’une dégradation de l’interface entre les
deux constituants du plis. D’autre part, des microvides ou microfissures apparaissent dans
la matrice. Ces dégradations sont essentiellement déclenchées par la présence de défauts
de fabrication.

La coalescence de ces dégradations dans le pli conduit à l’apparition de fissures trans-
verses, traversant toute l’épaisseur du pli. Ces fissures se propagent parallèlement aux
fibres.

Ces fissures se propagent ensuite dans l’interface, zone riche en matrice située entre
les plis, créant ainsi des micro-délaminages. Ce phénomène correspond à la séparation
locale des plis de l’empilement. Ce micro-délaminage peut conduire à des délaminages
de plus grande ampleur visibles à l’échelle macroscopique, correspondant à la séparation
de plis adjacents dans le stratifié.
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FIGURE 1.2: Description des dégradations dans un stratifié

Outre ce mécanisme de couplage entre fissuration transverse et délaminage, des sol-
licitations macroscopiques du stratifié peuvent engendrer des macro-délaminages. Les
propriétés mécaniques de l’empilement sont alors considérablement réduites. C’est en
particulier dans ce cadre que se place cette étude.

Enfin, dans chaque pli, les fibres sont chargées différemment en fonction de l’orienta-
tion des plis. Même si leur contrainte à rupture est élevée, elles peuvent cependant rompre
dans le cas de sollicitations sévères de traction ou de compression. Les critères liés à ce
phénomène restent une question ouverte, récemment étudiée dans [Hinton et al., 2004].

(a)

(b) (c)

FIGURE 1.3: Exemple de choc de pneu sur un panneau composite : montage (a), zone
impactée (b) et zone délaminée après le choc (c) (Airbus)
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Dans les structures aéronautiques, le délaminage est le phénomène de dégradation le
plus problématique. Dans le cas de choc, il peut se propager sur des surfaces très impor-
tantes, s’étendant souvent au delà de la zone de chargement initial. Les ordres de gran-
deurs associés aux aires délaminées sont ainsi similaires à ceux de la structure impactée.
De plus, le délaminage n’est pas forcément visible à l’oeil nu (c.f. figure 1.3). La capa-
cité à prévoir son apparition dans le cas de chargement dynamique est donc indispensable
pour vérifier la tenue des structures stratifiées.

3 Caractéristiques des calculs réalisés

Le logiciel éléments finis utilisé chez Airbus pour le calcul de choc est Abaqus/Explicit.
Un exemple de maillage est donné dans la figure 1.4. Les structures considérées sont des
coques, comportant un rayon de courbure. Leur épaisseur peut varier entre 2 et 10mm
selon les zones de l’avion considérées.

Classiquement, des raidisseurs sont ajoutés à ces structures. Également en composite,
leur épaisseur reste faible devant leur dimension dans le plan. Ils sont représentés expli-
citement dans le maillage éléments finis. Dans l’exemple présenté ici, l’espacement entre
deux raidisseurs est d’environ 100mm, et les dimensions dans le plan d’environ 1m par
0,5m.

FIGURE 1.4: Exemple de maillage d’un panneau composite (Airbus)

3.1 Modèle éléments finis

Les stratifiés sont représentés avec des éléments de coque multi-couches. Dans ces
éléments, un point d’intégration est défini pour chaque pli de l’empilement. Le compor-
tement de chaque pli est ainsi pris en compte séparément. L’utilisation de ces éléments
assure une représentation correcte de la cinématique globale de la structure étudiée en
prenant en compte son caractère orthotrope. D’autre part, les coûts de calculs associés en
terme de degrés de liberté restent raisonnables.
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L’impacteur est représenté explicitement pour le calcul. Pour des problèmes d’impact
d’oiseau, cette approche permet notamment de suivre l’écoulement de l’oiseau au cours
du temps et de représenter ainsi l’évolution de la distribution des efforts en espace et en
temps sur la structure considérée. Dans le cadre des certifications, la masse des impac-
teurs considérés est de 1,8 kg environ pour une vitesse initiale de l’ordre de 180 m/s.

La taille des éléments définissant la structure est généralement de 5mm par 5mm.
Dans les zones de détails, le maillage doit être raffiné et les tailles caractéristiques des
éléments sont alors plus faibles. Cette discrétisation conduit à des modèles comptant en-
viron 100000 degrés de liberté pour l’exemple présenté ici. Dans le cas de structures plus
grandes, les modèles peuvent atteindre jusqu’à 50 millions de degrés de liberté.

La définition des conditions aux limites constitue un point sensible dans ce genre de
problème. En effet, la taille de la structure considérée influe de façon notable sur la repré-
sentativité des résultats. L’utilisation de structures de grande taille assure une meilleure
représentation des phénomènes structuraux globaux. Les phénomènes parasites engen-
drés par les conditions aux limites sont en effet amoindris dans la zone d’intérêt du cal-
cul. Cependant, traiter des structures de grande dimension conduit inévitablement à la
manipulation de modèles éléments finis importants.

A contrario, une structure de taille réduite conduira à des modèles avec peu de degrés
de liberté mais sera peu représentative du comportement réel.

3.2 Schéma de résolution et temps de calcul

La durée des chocs simulés est de l’ordre de 3ms. Pour résoudre ces problèmes de
dynamique transitoire, des schémas de résolution explicite sont utilisés. Ils permettent en
effet de limiter les coûts de calcul par l’utilisation de matrice masse diagonale.

Cependant, ces schémas sont conditionnellement stables, ce qui conduit à une limita-
tion du pas de temps de calcul. Le calcul du pas de temps critique du calcul est directement
lié au plus petit élément du maillage. Ce point peut être limitant dans de nombreux cas,
notamment en présence de détails tels que des trous ou des congés, dans la structure. Le
maillage doit en effet être raffiné dans ces zones, conduisant à l’utilisation d’éléments
de taille caractéristique plus faible. Bien que ces détails représentent des zones très res-
treintes, le pas de temps de calcul pour l’ensemble de la structure est fixé par les éléments
permettant de les décrire.

Pour les tailles de maille classiquement utilisées, le pas de temps de calcul est de
l’ordre de 10−4ms. Les temps de calcul sont de l’ordre de 24h (un seul processeur).

� Remarque : Dans Abaqus, une fonction de sub-cycling est disponible. Elle permet
de définir une zone réduite de la structure dans laquelle le maillage, plus fin, limiterait le
pas de temps global. Des pas de temps différents sont alors utilisés dans cette zone et le
reste de la structure, ce qui permet de réduire le nombre d’itérations et de diminuer ainsi
les coûts de calcul. Nous reviendrons sur ce type d’approches dans la partie 3.3.
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3.3 Critères de dimensionnement

La détection des dégradations dans les stratifés est réalisée via l’utilisation de critères
de rupture dans les plis. Différents critères existent dans la littérature et dans les codes
commerciaux.

Les premiers critères mis en place sont dérivés des critères traditionnellement utilisés
pour les matériaux métalliques, tel que le critère de Von Mises. Le critère de Tsaï-Hill
[Hill, 1950], [Azzi et Tsaï, 1965], permet de prendre en compte les contraintes à rupture
de l’empilement dans les différentes directions. Le matériau ne subit pas de dégradation
tant que :

I =
σ2
11

X2 −
σ11σ22

X2 +
σ2
22

Y 2 +
σ12

S2
< 1 (1.1)

Des contraintes à rupture différentes en traction et en compression sont prises en compte
dans les directions 1 et 2. Selon le signe des contraintes σ11 et σ22, les grandeurs X et Y
prennent la valeur des contraintes à rupture en traction ou en compression. La grandeur S
correspond à la contrainte en rupture en cisaillement.

Le critère de Tsaï-Wu [Tsaï et Wu, 1971] prend une forme assez proche :

I = F1σ11+F2σ22+F11σ2
11+F22σ2

22+F12σ11σ22+F33σ2
12 < 1 (1.2)

Les différents coefficients ne sont plus fonction du signe des contraintes mais prennent
directement en compte les contraintes à rupture des cas en traction et compression dans
les directions 1 et 2.

Ces critères permettent de déterminer la rupture finale du composite et sont appliqués
en post-traitement du calcul. L’apparition et la propagation des dégradations dans le maté-
riau ne sont pas répercutées dans la structure au cours du calcul. Ils constituent cependant
une indication pertinente sur les zones sensibles de la structure.

D’autres critères ont par la suite été développés et ont récemment été comparés dans
[Hinton et al., 2004]. L’un des critères étudié est celui de Hashin [Hashin, 1980], implanté
dans de nombreux logiciels industriels de calcul, notamment dans Abaqus. Ce critère est
couramment utilisé chez Airbus dans les simulations de choc sur des stratifiés. Ce critère
permet de différencier la rupture de la fibre et de la matrice, et est en fait composé de 4
critères élémentaires :

– Rupture des fibres en traction : I ft =

(
σ11

X f
t

)2

+
σ2
12+σ2

13

S f
L
2 < 1

– Rupture des fibres en compression : I fc =
σ11

Y f
c

< 1

– Rupture de la matrice en traction :

Imt =

(
σ22+σ33

Xm
t

)2

+
σ2
12+σ2

13

SmL
2 +

(
σ2
23−σ22σ33

SmT
2

)2

< 1 (1.3)
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– Rupture de la matrice en compression :

Imc =
1

Ym
c

((
Ym
c

2SmT

)2

−1

)
(σ22+σ33)+

(
σ22+σ33

2Smt

)2

+
σ2
23−σ22σ33

SmT
2 +

σ2
12+σ2

13

SmL
2 < 1

(1.4)

Ce critère permet de détecter dans l’empilement les plis dans lesquels des ruptures de
fibre ou de matrice apparaissent. Il peut être couplé avec une loi d’endommagement. Dans
ce cas là, il est utilisé en tant que critère d’initiation de l’endommagement et couplé avec
des lois appropriées.

3.4 Résultats obtenus et limitations

Les simulations utilisant des éléments de coques multi-couche permettent d’avoir
accès à un certain nombre d’informations concernant les plis du stratifié, comme par
exemple les déformations dans chaque pli. L’utilisation de critères présentés précédem-
ment permet par exemple de déterminer les plis rompus au cours du calcul. En revanche,
avec des approches de ce type, aucune information n’est disponible sur le délaminage,
phénomène qui apparaît entre les plis du stratifié.

Pour combler cette lacune, une modélisation différente est parfois utilisée. Le strati-
fié est alors arbitrairement séparé en deux stratifiés, maillés chacun par des éléments de
coque multi-couches. Des éléments cohésifs sont alors placés entre les deux coques ainsi
créées (c.f. figure 1.5). Des lois d’endommagement dans les éléments cohésifs permettent
alors de représenter le délaminage dans cette interface.

Interface

FIGURE 1.5: Exemple de prise en compte d’une interface délaminante dans un maillage

Ce type de modélisation permet d’avoir une information partielle et peu prédictive sur
le délaminage. En effet, une seule et unique interface de l’empilement est alors considérée
comme pouvant potentiellement subir des dégradations. Le choix qui est fait au moment
du maillage sur l’emplacement de cette interface influe directement sur les résultats ob-
tenus et ne permet pas de tenir compte des phénomènes de multi-délaminages observés
pour de tels chargements.
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4 Bilan

Le besoin industriel est d’avoir accès à une estimation des zones délaminées dans les
structures composites stratifiées après un choc. Pour obtenir cette information, un effort de
modélisation doit être réalisé, les outils utilisés actuellement ne permettant pas d’obtenir
des résultats fiables. Cependant, les coûts de calcul doivent rester réalistes vis à vis des
cycles de développement.

Le premier constat est que deux échelles spatiales de dégradations sont en jeu dans
ce type de problème. D’un côté, à l’échelle du pli, des dégradations très localisées appa-
raissent. Ces dernières donnent lieu d’autre part à des zones délaminées qui sont elles très
étendues. La conséquence macroscopique des dégradations à l’échelle du pli est alors une
modification de la rigidité de la structure.

Le premier point à considérer est alors la définition d’un modèle pour prédire l’ini-
tiation puis la propagation du délaminage dans la structure. Pour ce point, différentes
échelles spatiales de modélisation sont possibles. Elles sont présentées dans le chapitre
2-1.

Le principal effet du délaminage sur le comportement global de la structure est une
modification de la raideur. Aussi, le deuxième point à étudier est le moyen de représenter
macroscopiquement le comportement sain ou fissuré de la structure étudiée. Le chapitre
2-2 présente les problématiques liées aux éléments de coque 3D et les méthodes existantes
pour représenter les fissures à l’échelle macroscopique.

Pour prendre en compte le délaminage dans le calcul, le recours à des modélisations
plus fines du stratifié, à l’échelle mésoscopique, est indispensable. Dans ce type d’ap-
proche, chaque pli du stratifié est maillé par des éléments 3D et des éléments dédiés re-
présentent les interfaces entre les plis. Il est alors intéressant d’évaluer la taille du modèle
éléments finis obtenu.

Dans le cas d’une structure d’un mètre carré, composée d’une dizaine de plis d’une
épaisseur de 0.1mm, le nombre de degrés de liberté atteint 2 milliards. Pour des problèmes
de dynamique, le pas de temps de calcul doit également être pris en compte. La taille des
éléments des plis ainsi que la raideur des éléments d’interface sont pris en compte pour
le calcul du pas de temps. Alors qu’avec des éléments de coque multi-couches, les pas de
temps sont de l’ordre de 10−4ms, les approches à l’échelle mésoscopique nécessitent des
pas de temps de l’ordre de 10−5ms.

Le dernier point à considérer est donc la réduction des coûts de calcul liés à cette
modélisation du délaminage. Le chapitre 2-3 présente différentes techniques permettant
de traiter ces points.
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CHAPITRE

2 Etude bibliographique

Dans cette partie, une étude bibliographique est réalisée sur les prin-
cipaux aspects mis en jeu dans la résolution du problème posé. Dans
un premier temps, les différentes modélisation proposées pour décrire
le délaminage sont exposées. Les applications numériques associées à
ces modèles conduisent alors à s’intéresser d’une part aux modèles de
type coque et d’autres part aux méthodes multi-échelles.
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1 Modélisation du délaminage

Pour le problème que l’on souhaite traiter, le macro-délaminage est le principal mode
de dégradation à représenter. Les différents types de modélisation sont liés au point de
vue adopté pour le décrire.

À une échelle macroscopique, ce phénomène peut être vu comme une fissure dans
l’épaisseur de la plaque. Des critères en contrainte permettent alors de prédire son ini-
tiation. Des approches issues de la mécanique de la rupture peuvent être utilisées pour
définir la propagation du délaminage.

À une échelle mésoscopique, le délaminage peut être considéré comme la dégradation
progressive d’une mince couche de matrice. Les modèles développés s’attachent alors à
décrire la dégradation des interfaces du matériau par des lois de type endommagement ou
plasticité.

Le délaminage est une conséquence des différentes dégradations qui apparaissent à
l’échelle du pli du stratifié, les fissures transverses notamment. Aussi, une représentation
explicite de ces scénarios dans les plis du stratifié permet une modélisation plus précise
du processus de délaminage.

1.1 Caractérisation du délaminage

Le délaminage correspond à la séparation de plis adjacents d’un composite stratifié.
Cette séparation physique correspond à la dégradation de la fine couche de matrice liant
les plis du stratifié entre eux (c.f. figure 2.1). Ce phénomène entraîne une diminution de
la raideur de la structure, qui peut conduire à sa ruine.

(a)

(b)

FIGURE 2.1: Interfaces saines (a) et délaminées (b)

Les phases d’initiation et de propagation sont traditionnellement différenciées.
L’initiation correspond physiquement à l’apparition de dégradations dans une inter-

face saine. Deux causes principales peuvent alors être identifiées. Dans les zones de bord
du stratifié, une concentration importante des contraintes hors plan apparaît dans une
couche mince, provoquant la dégradation de l’interface [Wang et Choi, 1982]. C’est le
cas de jonctions entre plaques stratifiées par exemple : les trous présents dans les plaques
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constituent des zones de bord qui, sous chargement, peuvent être à l’origine de départ de
délaminages.

D’autre part, les délaminages qui apparaissent dans une zone quelconque interne du
composite sont causés par des phénomènes de microfissuration dans les plis. Lorsqu’elles
les atteignent, ces microfissures se propagent le long des interfaces, créant ainsi des
délaminages locaux, puis macroscopiques. Ce genre de phénomène peut apparaître par
exemple lors de choc sur une structure stratifiée.

La caractérisation expérimentale du délaminage est ainsi basée sur des essais clas-
siquement utilisés en mécanique de la rupture, et donnent accès aux taux de restitution
d’énergie critique Gc associés aux modes d’avancée de la fissure : mode d’ouverture
(mode I), de cisaillement plan (mode II) et antiplan (mode III) (c.f. figure 2.2). Des essais
en mode mixte permettent de plus d’identifier d’éventuels phénomènes de couplage entre
ces modes. Ces différents essais, appliqués aux matériaux composites, sont présentés dans
[Lévêque, 1998].

(a) (b) (c)

FIGURE 2.2:Modes de propagation : (a) ouverture, (b) cisaillement plan et (c) anti-plan

Dans le cas de choc sur des structures composites, le comportement dynamique global
de la structure joue un rôle important dans la propagation du délaminage. Il est alors
difficile de distinguer les effets dynamiques liés au matériau lui même de ceux liés à la
géométrie de la structure. Une donnée importante à considérer et prendre en compte est
la vitesse de propagation du délaminage dans la structure. Dans le cas d’un essai en mode
II, la valeur des taux de restitution d’énergie critique varie avec la vitesse d’avancée de la
fissure dans le matériau [Guimard et al., 2010].

1.2 Approches macroscopiques

Cette échelle de modélisation correspond directement aux observations expérimen-
tales décrites plus haut. L’initiation et la propagation sont traitées séparément. Les mo-
dèles associés sont basés sur la définition de critères en contrainte pour la phase d’initia-
tion. Pour la phase de propagation, des critères énergétiques issus de la mécanique de la
rupture sont utilisés.
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1.2.1 Modélisation de l’initiation

Les principaux critères pour prédire un départ de délaminage sont focalisés sur l’étude
des bords libres. Ils permettent de comparer l’état de contrainte dans la structure avec les
contraintes à rupture du matériau. Le critère défini dans [Brewer et Lagace, 1988] prend en
compte l’ensemble des composantes du vecteur des contraintes normales, sous la forme :

(  ̄13
σR
13

)2

+

(  ̄23
σR
23

)2

+

(
<  ̄33 >+

σR,t
33

)2

+

(
<  ̄33 >−

σR,c
33

)2

< 1

Les quantités σR
i j désignent les contraintes à rupture associées aux différents modes d’ou-

verture de fissure. Les quantités  ̄ doivent être représentatives de l’état de contrainte
dans la zone de bord considérée. Cependant, le calcul analytique du champ de contrainte
montre des singularités, rendant impossible le calcul direct du champ de contrainte dans
l’interface du matériau sur un bord de la structure. Partant de ce constat, [Nuismer et
Whitney, 1974] définissent une longueur caractéristique lc, qui correspond à la zone su-
bissant des dégradations. La définition de cette longueur lc diffère selon les auteurs. Par
exemple, dans [Kim et Sony, 1984], les auteurs considèrent qu’elle dépend de l’épaisseur
des plis adjacents alors que [Brewer et Lagace, 1988] la considèrent comme étant une
caractéristique de l’interface, à définir expérimentalement.

Dès lors, deux solutions existent pour le calcul de la quantité  ̄. Dans le premier cas, ̄ est défini comme la contrainte calculée à une distance lc du bord du stratifié : ̄ =  (lc) (2.1)

Les critères basés sur cette formule sont appelés Point Stress.
La seconde solution, qui correspond aux critères Average Stress, est basée sur le calcul

d’une moyenne des contraintes dans la zone de bord définie par la grandeur lc, soit : ̄ =
1
lc

∫ lc

0
 dl (2.2)

Une autre voie consiste, à l’instar de [Leguillon, 1999], à étudier la singularité du
champ de contrainte sur un bord libre. Une analyse asymptotique permet alors de définir
des facteurs d’intensité de contrainte de l’interface. Pour les stratifiés, ce calcul nécessite
la prise en compte des micro-défauts sur le bord de la plaque : les facteurs d’intensité
de contrainte ainsi définis sont alors fonction de l’épaisseur des plis du stratifié. Cette
méthode se rapproche de celle proposée par [Irwin, 1957] pour modéliser la propagation
de fissure.

1.2.2 Modélisation de la propagation

Les approches permettant de décrire la propagation du délaminage sont principale-
ment issues de la mécanique de la rupture. Ces modèles assimilent le délaminage à une
rupture fragile de l’interface, qui ne peut avoir que deux états, sain ou rompu. Des critères
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énergétiques, tel le critère de Griffith [Griffith, 1924], permettent de décrire les conditions
nécessaires à la propagation d’une telle fissure.

La comparaison du taux de restitution d’énergie G sur le front de délaminage avec un
taux critique Gc permet de déterminer son avancée. Dans le cas des stratifiés, les critères
classiquement utilisés couplent les taux de restitution d’énergie des différents modes de
propagation du délaminage :

(
GI

Gc
I

)α

+

(
GII

Gc
II

)β

+

(
GIII

Gc
III

)γ

> 1 (2.3)

Les taux de restitution d’énergie critiques, Gc
I , GIIc et GIIIc, peuvent être déterminés

expérimentalement. Les coefficients de couplage α, β et γ permettent de moduler le poids
donné à chaque mode de propagation. Suivants le matériaux étudié, d’autres critères basés
sur les mêmes quantités sont proposés [Benzeggagh et Aboura, 1991].

1.2.3 Exemple d’application numérique

L’application de la mécanique de la rupture aux calculs éléments finis a donné nais-
sance aux méthodes de type crack closure. Ces méthodes ont tout d’abord été utilisées
pour calculer la propagation de fissures dans des matériaux homogènes avant d’être ap-
pliquées aux stratifiés. Un maillage classique est utilisé, la propagation de la fissure dans
le maillage conduisant à un remaillage par séparation des nœuds en jeu.

Deux variantes existent, toutes deux basées sur les travaux de [Irwin, 1957]. L’hy-
pothèse principale consiste à supposer que l’énergie ∆Eo(δa) nécessaire à propager la
fissure d’une longueur δa est identique à l’énergie ∆E f (δa) nécessaire pour refermer une
fissure de même longueur.

Dans la première variante de la méthode, notée CCT dans la figure 2.3, le calcul de
l’énergie ∆Eo est mené via deux calculs éléments finis successifs. On considère ici la
fissure à venir : dans l’état actuel cette fissure est maintenue fermée. Les efforts de réaction
R à la pointe de fissure sont tout d’abord calculés. Ils sont ensuite appliqués au problème
ce qui permet de calculer les déplacements uR correspondants. L’énergie nécessaire pour
maintenir la fissure fermée est alors estimée par :

∆E =
1

2
R ·uR (2.4)

La seconde variante de la méthode, initialement proposée dans [Rybicki et Kanninen,
1977], est classiquement désignée par l’appellation Virtual Crack Closure Technique (c.f.
figure 2.3). On considère ici que la fissure de longueur δa qui va se propager est identique
à celle qui existe déjà dans la structure. Aussi, c’est l’énergie nécessaire à la refermeture
de la fissure déjà existante qui est ici évaluée. Les efforts de réaction sont calculés comme
précédemment en pointe de fissure courante, tandis que les déplacements sont ceux des
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Front de fissure courant

Front de fissure futur

CCT VCCT

R

uR uP

δa

FIGURE 2.3: Configurations utilisées pour le calcul de ∆E dans les approches CCT et
VCCT

nœuds en amont de la fissure :

∆E =
1

2
R ·up (2.5)

Dans les deux cas, l’expression des énergies ainsi calculées sert de base au calcul des
taux de restitution d’énergie associés aux différents modes. Une revue détaillée du calcul
du taux de restitution d’énergie G est réalisée dans [Krueger, 2004]. L’application d’un
critère de Griffith tel que présenté plus haut permet alors de propager la fissure si né-
cessaire : les nœuds du maillage sont alors dédoublés sur toute la longueur de la fissure
nouvellement créée.

Pour des stratifiés, le champ de contrainte est singulier en pointe de délaminage. L’ap-
plication de la méthode VCCT peut être réalisée de deux façons pour contourner ce pro-
blème.

La première solution est de représenter explicitement l’interface dans le maillage avec
des éléments 3D, similaires à ceux utilisés dans le reste du maillage mais possédant les
caractéristiques mécaniques de l’interface. La fissure se propage alors dans un milieu ho-
mogène, prévenant ainsi d’éventuelles oscillations de la solution en pointe de fissure (voir
par exemple [Raju et al., 1988]). Le coût de calcul associé à cette solution est cependant
important, la taille des éléments nécessaires au maillage de la zone de l’interface étant
très faible.

Une autre solution est de conserver un maillage classique de la structure, mais de
venir le raffiner en pointe de délaminage (voir par exemple [Krueger et Minguet, 2007]).
La taille caractéristique des éléments doit cependant être choisie avec soin : trop grands,
ils conduisent à une estimation erronée deG ; trop petits, ils entraînent une dépendance de
la solution au maillage. D’autre part, des opérations de remaillage sont alors nécessaires
à chaque avancée du délaminage.
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� Remarque : Ces méthodes sont basées sur des calculs globaux sur l’ensemble de
la structure pour déterminer les efforts de réaction R et les champs de déplacement u
nécessaires au calcul de ∆E. En présence de plusieurs fissures dans la structure, la question
de l’interaction entre les fissures se posent alors.

• Bilan
À une échelle de modélisation macroscopique des stratifiés, les phénomènes d’initia-
tion et de propagation du délaminage sont modélisés par des approches différentes.
L’intérêt des critères d’initiation doit être souligné. Ils constituent en effet un outil
intéressant pour repérer les zones à risque dans une structure.
En ce qui concerne la propagation, les techniques présentées ici conduisent à l’utili-
sation de maillages très raffinés en pointe de délaminage ainsi qu’à des remaillages,
ce qui peut s’avérer coûteux sur de grandes structures. Enfin, le cas de la multi-
fissuration peut être problématique, l’évaluation des critères énergétiques étant réali-
sée sur la structure toute entière et non uniquement en pointe de fissure.

1.3 Modélisation mésoscopique

À l’échelle mésoscopique, les interfaces sont explicitement représentées dans la mo-
délisation. Le méso-modèle développé dans [Ladevèze, 1992] postule que le compor-
tement du stratifié peut être représenté en utilisant deux entités élémentaires : le pli et
l’interface, qui est dès lors considérée comme une entité à part entière dans le modèle
(c.f. figure 2.4). Plis et interfaces disposent chacun de leur propre loi de comportement.
Nous ne présentons ici que le comportement associé à l’interface.

Le rôle de l’interface est d’assurer le transfert des déplacements et des contraintes
entre deux plis adjacents du stratifié. La représentation du délaminage passe alors par la
définition d’une loi de comportement pour l’interface rendant compte des dégradations.

Pli élémentaire

Interface

n

FIGURE 2.4:Méso-modèle composite

Deux familles de modélisation peuvent alors être distinguées. La différence entre ces
deux approches réside dans la façon dont l’interface est considérée pour développer sa loi
de comportement. La première famille est issue des modèles de zones cohésives et utilise
des lois de comportement discrètes basées sur les grandeurs associées à la mécanique de
la rupture. La seconde famille part du postulat que les interfaces sont des milieux continus
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à part entière. L’utilisation de la mécanique continue de l’endommagement permet alors
de décrire la dégradation des interfaces. Cette seconde voie de modélisation constitue un
des ingrédients du méso-modèle développé dans [Ladevèze, 1992].

Les grandeurs utilisées pour définir une loi de comportement de l’interface sont les
mêmes dans les deux cas. L’épaisseur physique des interfaces est très faible devant les
épaisseurs des plis du stratifié. Aussi, les grandeurs associées à sa description sont clas-
siquement le saut de déplacement [u] entre les plis adjacents et les contraintes hors plan ·n, n représentant le vecteur normal au plan de l’interface.

Physiquement, l’interface correspond à une zone riche en matrice. Les raideurs k0i
découlent directement des caractéristiques Em

i de la matrice, et sont évaluées par :

k0i =
Em
i

e

où e représente l’épaisseur physique de l’interface, classiquement de l’ordre de 1/10 de
l’épaisseur des plis. Les raideurs associées aux interfaces sont donc très grandes, ce qui
correspond à une cohésion parfaite entre les plis du stratifié.

1.3.1 Interfaces cohésives

Les modèles de zones cohésives, initialement mis en place dans [Dugdale, 1960] et
[Barenblatt, 1962], considèrent que la zone en pointe de fissure possède des caractéris-
tiques mécaniques dégradées. Contrairement à la mécanique de la rupture, une phase de
transition existe donc entre l’état sain et l’état fissuré. L’application à la modélisation du
délaminage consiste à assimiler l’interface entre les plis du stratifié à une zone cohésive.

La loi de comportement couramment associée aux zones cohésives est une loi bili-
néaire liant la contrainte au saut de déplacement (c.f. figure 2.5). Initialement proposée
dans [Hillerborg et al., 1976] pour décrire la fissuration des bétons, des lois similaires
ont par la suite été développées pour décrire le délaminage [Schellekens et de Borst,
1993, Alfano et Crisfield, 2001].

La première partie de la loi concerne la description d’une interface parfaite, que l’on
peut assimiler à un comportement élastique. Elle correspond à une cohésion parfaite entre
les deux plis adjacents et ne doit permettre que des déformations faibles dans l’interface.

La seconde partie de la loi décrit la phase de dégradation durant laquelle les con-
traintes diminuent progressivement quand [u] augmente. Enfin, la rupture de l’interface se
traduit par des tractions nulles sur les plis adjacents.

Pour modéliser les dégradations dans l’interface, des lois inspirées de la mécanique de
l’endommagement [Alfano et Crisfield, 2001] ou de la plasticité [Hashagen et de Borst,
2000] sont classiquement utilisées.
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σ

[u]

[u]

σmax

δmax δr

Gc

FIGURE 2.5: Loi de comportement des interfaces cohésives

Exemple de loi basée sur la mécanique de l’endommagement La loi discrète de l’in-
terface peut prendre la forme suivante [Alfano et Crisfield, 2001] :





si max
t<τ

([u])< δmax, σ = k [u]

si δmax <max
t<τ

([u])< δr, σ = k(1−d) [u] ,d ∈ [0,1]

si δr <max
t<τ

([u]), σ = 0

(2.6)

Le paramètre d correspond à l’endommagement de l’interface. Il est ici calculé à partir
du saut de déplacement [u] entre les plis [Alfano et Crisfield, 2001] :

d =
δr

δr−δmax

(
max
t<τ

(< [u]>+)−δmax

maxt<τ (< [u]>+)

)
(2.7)

où< ·>+ renvoie la partie positive de la quantité considérée. La prise en compte de l’his-
toire du matériau, via l’utilisation du plus grand saut de déplacement enregistré, assure
l’irréversibilité du processus de dégradation.

Les différentes grandeurs nécessaires à la définition de la loi de comportement sont
directement liées aux grandeurs issues de la mécanique de la rupture. σmax correspond
à la contrainte normale à rupture de l’interface. Les valeurs δmax et δr sont choisies de
telle sorte que l’énergie dissipée au cours de la phase de dégradation soit égale au taux de
restitution d’énergie critique Gc [Jansson, 2002].

La prise en compte des différents modes de propagation du délaminage est assurée
par la définition d’un saut de déplacement équivalent ˆ[u], combinant les sauts de dépla-
cement associés à chaque mode. L’utilisation d’un critère similaire à celui présenté dans
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l’équation 2.3 permet alors de fixer les grandeurs δ̂max et δ̂r à utiliser dans la loi de com-
portement décrite dans l’équation 2.6.

Exemple d’utilisation de la plasticité Un autre moyen de représenter l’évolution pro-
gressive des dégradations dans l’interface est l’utilisation de lois inspirées de la plasticité
[Hashagen et de Borst, 2000]. La phase de dégradation de l’interface est ainsi assimilée à
une phase d’écrouissage. Deux grandeurs supplémentaires sont définies : σy correspond
au début de la phase d’écrouissage ; σu correspond à la contrainte maximum entraînant la
ruine du matériau. La loi définie diffère donc de la loi bilinéaire classique (c.f. figure 2.6).

Par analogie avec la théorie de la plasticité, le saut de déplacement est séparé en deux
parties :

[u] = [u]e+[u] f (2.8)

où [u]e correspond à la partie "élastique" du saut de déplacement, tandis que [u] f décrit
l’ouverture de la fissure, à rapprocher des déformations plastiques. La contrainte dans
l’interface est alors évaluée par :

σ = k([u]− [u] f ) (2.9)

De même, une fonction de charge f est définie :

f (σ,λ) = g(σ)+ σ̄ (2.10)

λ représente le multiplicateur de plasticité et g une fonction pondérant les composantes
du champ de contrainte. Enfin σ̄ représente les contraintes équivalentes dans l’interface.
On pourra noter que la fonction f prend directement en compte les différents modes de
propagation du délaminage à travers les composantes des contraintes.

La vérification de l’inégalité f < 0 entraîne un comportement élastique de l’interface,
sa non-vérification correspondant à un comportement plastique.

Finalement, la loi de comportement plastique associée à l’interface peut être résumée
ainsi (c.f. figure 2.6) :





Si σ < σy, σ = k [u]

Si σy < σ < σu, σ = k
(
[u]− [u] f ( f ,λ)

)

Si σ > σu, σ = 0

(2.11)

� Remarque : Comme nous avons vu précédemment, cette loi peut être reliée à la
mécanique de la rupture via l’énergie dissipée au cours de la phase d’écrouissage, qui
correspond alors au taux de restitution critique Gc. La grandeur k utilisée dans la phase
de cohésion ne correspond pas à une grandeur physique de l’interface, mais doit être vue
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σ

[u]

[u]

σy

σu Gc

FIGURE 2.6: Loi de plasticité des interfaces cohésives

comme un coefficient de pénalisation. Cette partie de la loi ne doit pas participer à la
dissipation d’énergie. Le coefficient k doit être choisi suffisamment grand pour vérifier
ce principe. Cependant, une valeur trop élevée conduit à une oscillation de la solution
[de Borst et Remmers, 2006].

D’autre part, pour des raisons numériques, le retour à 0 lorsque la contrainte atteint σu,
ce qui correspond à la fissuration de l’interface, est traduit en réalité par un comportement
adoucissant. Là encore, pour minimiser la contribution énergétique le retour à une valeur
nulle doit se faire rapidement.

1.3.2 Interfaces endommageables

Dans l’approche développée au LMT, l’interface est considérée comme un milieu
continu. Elle correspond physiquement à la zone riche en matrice située entre les plis
du stratifié. A ce titre, la modélisation des dégradations dans l’interface est réalisée de
manière similaire à celle des plis. La mécanique continue de l’endommagement permet
ainsi de décrire la dégradation progressive des interfaces.

1

2
3

FIGURE 2.7: Base d’orthotropie de l’interface
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Les interfaces sont alors considérées comme des entités surfaciques [Allix et Lade-
vèze, 1992]. Le comportement d’une interface est défini dans la base d’orthotropie locale
(1,2,3) caractérisée par la direction 1, bissectrice des angles formés par les plis adjacents
à l’interface (c.f. figure 2.7).

L’énergie de déformation associée à une interface saine est alors décrite par :

ed =
1
2

(
k03 [u]

2
3+ k10 [u]

2
1+ k02 [u]

2
2

)
=
1

2

(
σ2
33

k03
+

σ2
31

k10
+

σ2
32

k02

)
(2.12)

Cette énergie s’exprime en fonction des sauts de déplacements et des raideurs surfa-
ciques k0i de l’interface.

Les dégradations dans l’interface sont représentées via des variables d’endommage-
ment notées d1, d2 et d3, associées au trois modes d’ouverture de l’interface. Dès lors,
l’énergie de déformation de l’interface endommagée s’écrit :

ed =
1

2

(
< σ33 >

2
+

(1−d3)k03
+

< σ33 >
2
−

k03
+

σ2
31

(1−d1)k10
+

σ2
32

(1−d2)k02

)
(2.13)

Dans le cas de l’ouverture en mode I, l’ouverture et la fermeture de fissure sont consi-
dérées séparément, seule l’ouverture de fissure conduit à une évolution de l’endomma-
gement. Les forces thermodynamiques associées aux variables d’endommagement sont
classiquement définies par :





Yd3 =
∂ed
∂d3

=
1

2

< σ33 >
2
+

(1−d3)2k03

Yd1 =
σ2
31

(1−d1)2k10

Yd2 =
σ2
32

(1−d2)2k02

(2.14)

La faible épaisseur de l’interface permet de faire l’hypothèse que l’endommagement
se développe dans les 3 directions simultanément. On définit alors d tel que d = d1 =
d2 = d3. L’effort thermodynamique Y associé à d est défini par un couplage des efforts
thermodynamiques Ydi :

Y = sup
t<τ

(
Yα
d3
+
(
γ1Yd1

)α
+
(
γ2Yd2

)α
)1/α

(2.15)

Les paramètres γi permettent de pondérer le rôle des modes d’ouverture dans l’évolution
de l’endommagement. Des lois d’endommagement classiques peuvent être utilisées :





f (Y ) =

(
n

1+n
Y
Yc

)n

et d = f (Y ) si d < 1

d = 1 sinon
(2.16)
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Le paramètre Yc correspond à une énergie critique menant à la rupture de l’interface,
directement liée aux taux d’énergie critique Gc associés aux modes d’ouverture.

L’atout majeur de ce type de modèle est l’utilisation d’une unique variable d’endom-
magement pour décrire le processus de dégradation. Dans le cas de modes mixtes, les taux
de restitution d’énergie critique associés aux différents modes sont utilisés pour décrire
l’endommagement [Allix et Corigliano, 1996].

Dans le cas de chargement dynamique, des travaux ont été menés par [Corigliano
et al., 2006] et [Allix et Deü, 1997]. Dans ce dernier cas, l’utilisation d’une loi d’en-
dommagement à taux limité pour les interfaces endommageables permet de limiter la vi-
tesse d’évolution de l’endommagement et de rendre compte des chargements dynamiques.
Cette loi sera décrite dans la seconde partie.

1.3.3 Prise en compte des phénomènes microscopiques

Les différentes modélisations présentées précédemment prennent en compte unique-
ment le délaminage comme dégradation. Cependant, pour certaines séquences d’empile-
ment, et dans certains cas de chargement, la prise en compte des dégradations dans les plis
est indispensable pour avoir une représentation correcte des zones délaminées [Lévêque,
1998]. Des approches basées sur une représentation mésoscopique du stratifié (plis et
interfaces), mais prennant en compte les dégradations dans les plis pour définir l’endom-
magement de l’interface ont ainsi été développées.

Une première approche permettant de lier l’endommagement des plis et des interfaces
a été proposée dans [Guinard et al., 2002]. L’endommagement dans l’interface est alors
calculé à partir de la différence d’endommagement dans les plis adjacents :

d =
d++d−

2
(2.17)

Dans [Lubineau et al., 2006], une version améliorée du méso-modèle est proposée.
Le calcul de l’endommagement de l’interface en mode I n’est pas modifié, tandis que
l’endommagement en cisaillement est fonction des endommagements dans les plis adja-
cents ainsi que de l’endommagement en mode I. Dans ce cas, la réalisation de calculs
à l’échelle microscopique, décrivant l’ensemble des processus de dégradation à l’échelle
du pli, permet de déterminer un endommagement équivalent pour le pli. Ceci est réalisé
via l’écriture d’une équivalence énergétique entre le modèle microscopique complet et le
modèle mésoscopique.

Une autre approche consiste à introduire dans les plis une représentation explicite des
fissures transverses. Ces dernières constituent en effet un des éléments déclencheurs du
délaminage.

L’approche proposée dans [Van Der Meer et Sluys, 2010] introduit ainsi dans le calcul
les fissures observées expérimentalement. Elles sont représentées dans le calcul grâce à la
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méthode des nœuds fantômes. Cette méthode permet de représenter une fissure dans un
maillage en dédoublant l’élément dans lequel la fissure apparaît. L’influence des fissures
transverses sur les interfaces est prise en compte via une intégration aux nœuds des élé-
ments d’interface. Les informations relatives aux fissures y sont en effet disponibles.

Dans les travaux de [Trovalet, 2010], les fissures sont représentées de manière discrète
dans les plis et leur apparition est déterminée par le calcul de problèmes à l’échelle mi-
croscopique. Les calculs réalisés avec cette approche conduisent à des résultats proches
de ceux observés expérimentalement.

1.3.4 Applications numériques

Le choix d’une modélisation mésoscopique du stratifié conduit naturellement à une
description explicite de l’interface dans le maillage. Deux types de représentations se re-
trouvent dans la littérature.

Représentation explicite des interfaces La prise en compte des interfaces est clas-
siquement réalisée via l’utilisation d’éléments dédiés. Les plis sont maillés avec des élé-
ments 3D classiques ou des éléments de coques. Les éléments d’interface sont alors placés
entre les plis. Ce type de modélisation se prête à l’utilisation de lois cohésive [Alfano et
Crisfield, 2001] ou endommageable

Représentation des fissures Dans [de Borst et Remmers, 2006], le délaminage est
considéré comme une fissure, orientée dans une structure de type plaque. A ce titre, l’in-
terface n’est pas maillée explicitement par des éléments, mais est représentée dans les
éléments de plaque avec la méthode X-FEM. Nous reviendrons sur les principes de cette
méthode dans la section suivante.

Des éléments de coques 3D sont alors utilisés. Une loi de comportement semblable
aux lois discontinues présentées plus haut permet alors de gérer l’ouverture de la fissure.
Ce type de modèle permet d’éviter la représentation explicite de toutes les interfaces du
stratifié, et conduit à un nombre de degrés de liberté moindre.

� Remarque : Pour le type de problème présenté ici, la position des interfaces et des
fissures est connue a priori. Cette particularité permet de placer des éléments dédiés avant
le calcul et d’introduire des raideurs d’interface. Des méthodes similaires sont cependant
utilisées pour d’autres types de matériaux pour lesquels le trajet de fissuration est plus
complexe. La zone de fissuration n’étant pas connue a priori, les interfaces sont intro-
duites dans le maillage au fur et à mesure du calcul [Pandolfi et al., 2000], [Zhou et al.,
2005].
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• Bilan :
Deux voies numériques sont ainsi possibles pour représenter le délaminage : repré-
senter explicitement l’ensemble des interfaces du stratifié ou prendre en compte ce
délaminage dans une représentation macroscopique de type coque du stratifié. Bien
que la prise en compte du comportement microscopique des plis du stratifié conduise
à des résultats plus précis, les coûts de calcul sont prohibitifs pour ces approches.

1.4 Bilan

Plusieurs critères doivent être pris en compte pour choisir la modélisation la mieux
adaptée. Les délaminages que l’on souhaite représenter ici ont des aires importantes, qui
peuvent être équivalentes à l’aire de la structure considérée. D’autre part, les problèmes
considérés sont dynamiques. Enfin, les impacts sur des stratifiés génèrent fréquemment
plusieurs fronts de délaminage dans la pièce.

Le choix d’une modélisation à l’échelle mésoscopique du matériau semble donc être
adapté à ce type de problème. Deux approches sont alors envisageables. Une représenta-
tion complète de l’ensemble des interfaces du stratifié permet une représentation précise
du processus de dégradation des interfaces. En outre, dans un cadre dynamique, la prise
en compte de la séparation explicite des plis du stratifié permet une meilleure représen-
tation des phénomènes. Ce type d’approche conduit cependant à des tailles de modèles
éléments finis prohibitifs. Une méthode adaptée est donc nécessaire pour réduire les coûts
de calcul.

La seconde approche est basée sur une représentation de la fissure dans la structure
par le biais de méthodes telles que X-FEM ou E-FEM. Ce type de représentation ne re-
quiert pas une représentation de l’ensemble des interfaces et conduit donc à des modèles
de taille plus raisonnable.

Aussi, deux points seront considérés par la suite. D’une part les approches basées sur
une représentation de type méso-modèle conduisent à considérer des méthodes de type dé-
composition de domaine ou multi-échelle afin de garder des coûts de calcul raisonnables.
D’autre part, la représentation des fissures dans un maillage de type coque conduit à étu-
dier les éléments de coques 3D, ceci afin de pouvoir représenter la fissure apparaissant
dans l’épaisseur de la coque. Les méthodes permettant de représenter la fissure au sein
des éléments de coque sont ensuite étudiées.

Dans cette étude, le macro-délaminage constitue le principal phénomène de dégrada-
tion. Aussi, les dégradations dans les plis ne seront pas considérés.
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2 Modélisation des structures élancées

Les travaux présentés ici sont concentrés sur des structures stratifiées élancées. La
représentation des structures élancées telles que les plaques ou les coques s’appuie sur
des théories prenant en compte les particularités géométriques de ces structures (épais-
seur faible devant les dimensions dans le plan). En utilisant des hypothèses sur l’état de
contraintes dans de telles structures, elles conduisent à une définition spécifique de leur
cinématique. Les théories les plus connues sont celles développées par Kirchhoff pour les
plaques minces et celle de Reissner-Mindlin [Reissner, 1985], [Mindlin, 1951] pour les
plaques épaisses. Pour les composites stratifiés, ces théories ont été reprises en prenant
en compte l’empilement de plis élémentaires. Ainsi, la Classical Laminate Theory est ba-
sée sur la théorie de Kirchhoff-Love tandis que la First Order Shear Deformation Theory
reprend les hypothèses de la théorie de Reissner-Mindlin.

L’application des théories citées ci-dessus à la construction d’éléments finis a conduit
au développement de nombreux éléments [Yang et al., 2000]. Deux grandes familles
d’éléments peuvent être distinguées : les éléments plans et les éléments dit de coques
3D.

Les éléments plans sont largement utilisés. Ils décrivent le comportement de la surface
moyenne de la plaque, et comportent des degrés de liberté en déplacement et en rotation.
Leur utilisation permet de mener des calculs à moindre coût sur des structures de plaque.
En effet, ces éléments peuvent avoir de grandes dimensions dans le plan, même si l’épais-
seur réelle de la structure est faible.

Pour certains problèmes, le recours à une modélisation 3D est cependant indispen-
sable. Deux approches peuvent alors être envisagées : le couplage de modélisation coque
avec une modélisation 3D, ou l’utilisation d’éléments dits de coques 3D. Cette seconde
approche permet en outre d’envisager une représentation macroscopique des fissures au
sein des éléments, via les approches macroscopiques détaillées dans la section 1.

2.1 Difficultés numériques

L’utilisation d’une représentation 3D des structures élancées conduit à des difficultés
numériques. Dans le cas de raccord entre des modèles plans et 3D, une mauvaise trans-
mission d’information entre les deux types de modélisation peut entraîner la présence de
contraintes parasites.

D’autre part, l’utilisation d’éléments 3D linéaires dans des configurations élancées
conduit à des phénomènes de blocage que nous allons détailler.

2.1.1 Raccords de modèles coques et de modèles 3D

Les techniques de raccord entre des modélisations de dimensions différentes (2D/1D
ou 3D/2D) sont essentiellement basées sur une continuité des déplacements entre les mo-
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dèles. L’enjeu est alors d’imposer un champ de déplacement cohérent avec les deux dis-
crétisations. Par la suite, pour simplifier le propos, nous considérons un raccord entre un
maillage 1D et 2D (c.f. figure 2.8).

Le déplacement associé au maillage 1D est noté u. Il est fonction des degrés de liberté
en déplacement u dans la direction x et w dans la direction z, et en rotation θ.

Le déplacement d’un pointM du maillage 2D est notéU . Il s’exprime en fonction des
degrés de liberté en déplacementU etW aux nœuds.

Une approche proposée dans les logiciels éléments finis commerciaux consiste à réa-
liser un raccord rigide entre les deux modèles. Au niveau du raccord, le déplacement
du modèle 1D est imposé à l’ensemble des nœuds du maillage 2D. Bien qu’étant très
simple à mettre en œuvre, ce raccord contraint le maillage 2D à conserver une épaisseur
constante au niveau du raccord. Pour un coefficient de poisson non nul du matériau, des
sur-contraintes apparaissent alors dans le maillage 2D.

u

U

Raccord rigide Raccord compatible Élément de transition

U(M) = u U(M) = u+ zMθz

x

zM

FIGURE 2.8: Raccord entre des modèles 1D et 2D

Une autre technique, conduisant à de meilleurs résultats, consiste à reconstruire les
déplacements dans l’épaisseur de la structure à partir des degrés de liberté de l’élément
de poutre, soit :

U(M) = ux+wz+ zMθz (2.18)

Des exemples de raccords basés sur cette méthode sont présentés dans [Wyart et al.,
2007] pour un raccord entre plaques et modèle 3D, et dans [Allix et al., 2006] pour un
raccord entre poutre et modèle 3D.

Le raccord peut aussi être réalisé avec des éléments de transition. Dans ce cas, un
élément spécifique est construit. Le nombre de nœuds de l’élément tient compte de la dis-
crétisation utilisée dans chaque maillage, et les fonctions de forme sont compatibles avec
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celles des deux modèles (voir par exemple [Gruttmann et Wagner, 1996, Schiermeier
et al., 1999]). Ces éléments ne sont cependant pas génériques et doivent être adaptés à
chaque maillage utilisé et à chaque type d’élément.

Une autre voie qui peut être utilisée pour le raccord consiste à imposer la continuité
des travaux sur la frontière entre les deux modèles [McCune et al., 2000], soit :

Pu+Qw+Mθ =

∫
A
(σxxU+ τxzW )dA (2.19)

où A désigne la section de la poutre considérée. P, Q et M représentent les efforts et
moment généralisés dans le modèle 1D.

Cette expression permet alors d’écrire les degrés de liberté de poutre en fonction des
degrés de liberté du modèle 2D. L’équilibre des contraintes et des déplacements est ainsi
assuré entre les deux maillages.

Des solutions analytiques en contraintes sont cependant utilisées dans l’équation 2.19,
ce qui limite l’utilisation de ce type de raccord à des cas simples.

2.1.2 Phénomènes de blocage

Les caractéristiques géométriques des plaques, à savoir une épaisseur faible devant
les dimensions dans le plan, conduisent à des blocages. Ces phénomènes numériques
correspondent à une mauvaise représentation du comportement de la structure.

Ils apparaissent essentiellement pour des éléments 3D possédant des fonctions de
forme linéaires, mais sont aussi présents dans les éléments plans de plaque. Différentes
causes sont clairement identifiées dans la littérature [Hauptmann et al., 2001, Briassoulis,
1988].

• Le blocage en cisaillement transverse, ou transverse shear locking, résulte de
l’incapacité d’éléments utilisant une interpolation linéaire des déplacement à repré-
senter les déformations et contraintes de cisaillement transverse quand l’épaisseur
devient très petite.

• Le blocage de membrane, ou membrane locking, correspond à l’apparition de dé-
formations de membrane parasites. Ce phénomène est dû au couplage des déforma-
tions normales avec les déformations de cisaillement dans le plan.

• Le blocage dans l’épaisseur, ou thickness locking, apparaît lorsqu’une interpola-
tion linéaire des déplacements w dans la direction de l’épaisseur de la plaque est
utilisée. La déformation normale calculée est alors constante dans l’épaisseur, vio-
lant ainsi l’hypothèse de contrainte plane. En effet, cette hypothèse permet d’écrire
εzz directement en fonction des déformations de membrane qui sont linéaires dans
l’épaisseur. Cette incohérence conduit alors à un comportement trop raide de la
plaque.

Afin de pallier ces difficultés, des méthodes numériques spécifiques à chacun de ces
phénomènes ont été développées. Elles sont largement utilisées dans la littérature pour

Sur une stratégie multi-échelle d’analyse des grands délaminages en dynamique transitoire



Modélisation des structures élancées 37

développer des éléments finis de plaque aussi bien en 2D qu’en 3D. Ces différentes tech-
niques sont décrites dans la section suivante.

• Bilan :
D’une part, une représentation correcte du comportement des structures minces par
des éléments 3D passe par une représentation adaptée des déformations dans l’élé-
ment, et surtout conforme à la théorie. D’autre part, la qualité d’un raccord entre
modèle 3D et modèle de type plaque dépend de la bonne représentation du champ de
déplacement à la jonction entre les modèles.
Un élément de coque 3D représentant de façon précise à la fois les déplacements et
les déformations semble donc nécessaire dans le problème que l’on souhaite traiter.

2.2 Développement d’éléments de coques 3D

Afin de prévenir les phénomènes de blocage, l’utilisation d’éléments 3D pour repré-
senter des coques nécessite leur adaptation. Plusieurs voies sont alors possibles. Deux
grandes familles de techniques sont présentes dans la littérature.

Une première famille consiste à réutiliser des éléments 3D linéaires classiques et à
adapter leur comportement pour qu’ils puissent représenter correctement le comportement
de structures élancées (c.f. par exemple [Klinkel et Wagner, 1997] et [Brank et al., 2002]).
L’objectif majeur est alors d’avoir une représentation correcte de l’évolution des contrain-
tes et déformations dans l’épaisseur ou le plan de l’élément. Deux méthodes sont princi-
palement utilisées, et souvent combinées, la méthode ANS (Assumed Natural Strain) et
la méthode EAS (Enhanced Assumed Strain).

La seconde famille de méthodes consiste à construire l’élément en repartant de la
théorie des plaques et en la modifiant éventuellement afin de prendre en compte leur
épaisseur [Parisch, 1995].

2.2.1 Adaptation des éléments linéaires

Considérons un élément fini 3D linéaire classique. L’objectif est de modifier sa formu-
lation de telle sorte que même déformé, il soit à même de représenter un comportement de
type plaque (c.f. figure 2.9). Dans les deux méthodes présentées ici, le nombre de nœuds

ξ
η

ζ

x
y

z

FIGURE 2.9: Utilisation d’éléments de coques 3D
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de l’élément et ses fonctions de forme ne sont cependant pas modifiées.

La méthode ANS (Assumed Natural Strain) Initialement développée dans [Bathe
et Dvorkin, 1984] pour empêcher le phénomène de blocage en cisaillement transverse
dans des éléments plans, elle a ensuite été reprise pour formuler de nombreux éléments
de coque 3D (voir par exemple [Parisch, 1995, Klinkel et al., 1999, Ausserer et Lee,
1988, Bischoff et Ramm, 1997, Hauptmann et al., 2001]). Le principe est de modifier
l’expression des déformations transverses εξζ et εηζ afin de les forcer à varier linéaire-
ment dans le plan moyen de la plaque tout en restant constantes dans l’épaisseur.

Pour cela, des points de collocation, notés M = {A,B,C,D} dans la figure 2.10, sont
définis dans l’élément. Les déformations sont évaluées en ces points de l’élément à partir
des déplacements aux nœuds et des fonctions de forme de l’élément. Ceci conduit à une
nouvelle expression des déformations transverses :

A

B C

D

FIGURE 2.10: Définition des points de collocation dans un élément 3D

{
εξζ (ξ,η,ζ) = (1−η) ε̄Bξζ+(1+η) ε̄Dξζ

εηζ (ξ,η,ζ) = (1−ξ) ε̄Aηζ +(1+ξ) ε̄Cηζ

(2.20)

De la même façon, en utilisant des points de collocation dans la direction ζ, les dé-
formations normales εζζ peuvent être modifiées de façon à les contraindre à avoir une
variation linéaire dans l’épaisseur de l’élément [Klinkel et al., 1999]. Les phénomènes de
blocage liés à une mauvaise représentation des déformations dans l’épaisseur sont ainsi
supprimés.

Dès lors, le champ de déformation dans l’élément est défini sous forme matricielle
par :

εe = Q ε̄ (2.21)

où la matrice Q contient les interpolations nécessaires, ce qui conduit à l’expression sui-
vante des puissances virtuelles élémentaires :

∀(u∗),
∫

Ω
ε̄T (u∗)Q T

CQ ε̄(u)dΩ = P ext (2.22)
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Sa discrétisation conduit à une expression modifiée de la matrice de raideur de l’élément,
qui est dès lors capable de représenter les déformations de plaque.

La méthode EAS (Enhanced Assumed Strain) Cette méthode a été mise en place
dans [Simo et Rifai, 1990] pour améliorer le comportement de membrane d’éléments
plans. Le principe est d’enrichir les déformations de membrane de l’élément par un terme
supplémentaire :

εm = εcm+ ε̃m

εc correspond aux déformations classiques, ε̃ est la partie enrichie des déformations. Une
formulation variationnelle de type Hu-Washizu [Washizu, 1982] est alors utilisée :

∀(u∗,ε∗),
∫

Ω
 : εc(u∗)dΩ+

∫
Ω
 : ε̃∗dΩ = P ext (2.23)

La discrétisation du terme ε̃ conduit à la définition de degrés de liberté supplémen-
taires :

ε̃ =M ·αe (2.24)

Les fonctions d’interpolation M sont choisies de telle sorte que les déformations varient
linéairement dans le plan (ξ,η). D’autre part, l’évaluation de la partie enrichie des défor-
mations est discontinue entre les éléments.

La discrétisation de l’équation 2.23 conduit alors à l’expression matricielle au niveau
élémentaire : [

Ke Le
LTe He

]
·

{
ue
αe

}
=

{
fe
he

}
(2.25)

où Ke correspond à la matrice raideur classique de l’élément, construite à partir des fonc-
tions de forme des déplacements ; He est construite à partir des fonctions d’interpolation
M associées aux degrés de liberté αe ; Le est une matrice de couplage entre les degrés de
liberté ue et αe.

Les déformations ε̃ étant discontinues entre éléments, les degrés de liberté associés
sont locaux à l’élément. Ils peuvent donc être condensés au niveau élémentaire, ce qui
conduit à une formulation de l’élément en déplacement uniquement, sans recours à des
degrés de liberté supplémentaires.

Exemple de construction d’élément pour les stratifiés Dans [Klinkel et al., 1999],
un élément de coque 3D pour les stratifiés est développé. Il est construit sur la base d’un
élément brique linéaire, tel que celui représenté dans la figure 2.9. Les méthodes ANS et
EAS sont combinées pour le formuler.

Les déformations transverses et de cisaillement transverse sont réécrites en utilisant
la méthode ANS. D’autre part, les déformations normales sont réécrites par la même
méthode, de telle sorte qu’elles soient constantes dans l’épaisseur de l’élément. Dans les
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deux cas, des points de collocation sont définis sur la surface moyenne de l’élément de
référence. Enfin, les déformations de membrane sont enrichies en utilisant la méthode
EAS. Finalement, le champ de déformation ε de l’élément est de la forme :

ε = Q ε̄+ ε̃

L’utilisation de cette expression dans l’équation 2.23 conduit alors à l’expression sui-
vante à discrétiser :

∀(u∗,αe
∗),

∫
Ω

ε̄T (u∗)Q T
C(Q ε̄(u)+Mαe)dΩ

+

∫
Ω

α∗e
TMT

C(Q ε̄(u)+Mαe)dΩ = P ext

où C représente le comportement du matériau. Cette expression conduit à une équation
matricielle du type de l’équation 2.25, où :

Ke =
∫

ΩQ
TCQ dΩ

Le =
∫

ΩQ
TCMdΩ

He =
∫

ΩMT
CMdΩ

(2.26)

z
y

x ζe
ξe ηe

ζp

ξp

ηp

Élément de référence Référence pour les plis

FIGURE 2.11: Définition des éléments de référence pour l’intégration d’un élément de
coque 3D pour stratifiés [Klinkel et al., 1999]

Pour des stratifiés, la difficulté vient de l’intégration du comportement dans l’épais-
seur, celui-ci variant en fonction de l’orientation des plis. Dans [Klinkel et al., 1999],
l’intégration est réalisée pli par pli, ce qui nécessite de mettre en place l’équivalent d’un
élément de référence pour le pli (c.f. figure 2.11) Par exemple, le calcul de Ke est réalisé
de la façon suivante :

Ke = ∑
plis

(

∑
Gauss

ωgQ
T
g CpQgdet(Jp)

)
det(Je)

Les points de Gauss sont ainsi définis dans chaque pli du composite afin de pouvoir réa-
liser l’intégration. Cette approche est similaire à celle utilisée dans les éléments de coque
multicouche.
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FIGURE 2.12: Notations [Parisch, 1995]

2.2.2 Modification de la théorie des plaques

Un autre moyen de construire des éléments 3D capables de représenter les compor-
tements de coques est de repartir de la théorie des coques en enrichissant par exemple le
champ de déplacement [Parisch, 1995]. Cette approche a été reprise dans [Hashagen et
de Borst, 2000] pour les composites stratifiés.

Le champ de déplacement 3D est exprimé en ajoutant un terme quadratique en ζ afin
de représenter la variation d’épaisseur de la plaque (c.f. figure 2.12) :

u= u0(ξ,η)+ζu1(ξ,η)+
(
1−ζ2

)
u2(ξ,η) (2.27)

Le champ de déformation associé à ce déplacement est ainsi automatiquement linéaire
en ζ. Les termes u0, u1 et u2 dépendent exclusivement des coordonnées dans le plan (ξ,η)
de la plaque, et représentent respectivement :

• u0 : le déplacement de la surface moyenne de la plaque, exprimé comme le dépla-
cement moyen des surfaces supérieure et inférieure de la plaque,

• u1 : le déplacement du vecteur D normal à la surface moyenne,
• u2 : le changement d’épaisseur de la plaque, colinéaire au vecteur d, et mesuré par
un paramètre supplémentaire w.

Les éléments construits à partir de cette expression des déplacements possèdent 8
nœuds, correspondant aux nœuds classiques d’un élément brique linéaire. Des degrés de
liberté en déplacement sont associés à ces nœuds. Des nœuds supplémentaires internes
sont ajoutés sur la surface moyenne de l’élément, auxquels sont associés des degrés de
liberté d’allongement, correspondant au paramètre w.

La discrétisation des déplacements u de l’équation 2.27 conduit à définir des fonctions
de forme distinctes pour u0, u1 et u2 dans le plan (ξ,η). La dépendance en ζ des dépla-
cements est directement fixée dans l’expression de u. D’autre part, les degrés de liberté
d’allongement w sont condensés au niveau élémentaire de façon à ne conserver que des
degrés de liberté en déplacement dans l’élément.
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Cependant, malgré cette formulation, il est nécessaire d’utiliser la méthode ANS pour
supprimer le phénomène de blocage en cisaillement transverse.

• Bilan
Les éléments de coques 3D permettent de représenter le comportement des plaques en
représentant explicitement leur épaisseur. Cependant, dans tous les cas, l’expression
des déformations dans les éléments doit être modifiée pour éviter les phénomènes de
blocage. Ceci est principalement dû à l’utilisation de fonctions de forme de degrés
faible. L’utilisation des déplacements aux nœuds de l’élément n’est pas suffisant pour
décrire correctement le champ de déformation. En effet, le parti pris est de limiter au
maximum le nombre de nœuds de l’élément.
L’élément défini par Parisch décrit de façon plus riche le déplacement dans l’épais-
seur de la plaque au prix de l’ajout de degrés de liberté internes à l’élément. Cepen-
dant, cette description n’est pas suffisamment riche pour s’affranchir totalement des
méthodes d’adaptation des matrices raideurs.

2.3 Représentation de fissures macroscopiques

À une échelle macroscopique de représentation de la structure doit être associée une
modélisation macroscopique des fissures présentes dans la structure. Par la suite, le trai-
tement de la propagation de la fissure dans la structure ne sera pas abordé. On suppose
que la position et l’orientation de la fissure dans la structure est déjà connues. La problé-
matique ici est de pouvoir représenter cette fissure dans un maillage déjà existant. Deux
grandes familles d’approches peuvent être distinguées.

L’approche la plus naturelle consiste à représenter explicitement la fissure dans le
maillage. Dans le cas de coques, la fissure définie par le délaminage partage la coque
existante en deux nouvelles coques. Cette approche permet une représentation précise de
la nouvelle cinématique de la structure.

Afin de pallier ces problèmes, des techniques d’enrichissement de la cinématique des
éléments ont été mises en place. Dans ce cas là, le maillage initial n’est pas modifié. Des
degrés de liberté supplémentaires sont ajoutés soit aux nœuds du maillage, soit localement
dans les éléments.

2.3.1 X-FEM

La méthode X-FEM (eXtended Finite Element Method) est basée sur la partition de
l’unité [Babuska et Melenk, 1997]. Initialement proposée dans [Moës et al., 1999], elle
permet notamment de représenter une fissure existante en enrichissant par des degrés de
liberté supplémentaires les nœuds des éléments traversés par la fissure.
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FIGURE 2.13: Représentation d’une fissure par les méthodes E-FEM (enrichissement des
éléments) et X-FEM (enrichissement des nœuds)

Le champ de déplacement dans le maillage est composé de deux parties : la représen-
tation éléments finis classiques du champ de déplacement dans un maillage sans fissure
d’une part ; la représentation de la discontinuité des déplacements introduite par la pré-
sence de la fissure d’autre part. Soient N l’ensemble des nœuds du maillage et Nc l’en-
semble des nœuds des éléments traversés par la fissure. Le champ de déplacement s’écrit :

u(x) =
N

∑
k=1

ϕk(x)uk+
Nc

∑
i=1

H (x)ϕi(x)ai (2.28)

où ϕ sont les fonctions de forme éléments finis classiques, uk les degrés de liberté
en déplacements, ai les degrés de liberté de “discontinuité” permettant de représenter la
fissure. La fonction de Heaviside H est définie par :

H (x) =

{
1 ∀x ∈Ω+

−1 ∀x ∈Ω−
(2.29)

� Remarque : La représentation du front de fissure est gérée par des degrés de liberté
spécifiques et des fonctions permettant de représenter la solution en pointe de fissure dans
les éléments contenant le front de fissure. Nous ne présentons ici que le volet permettant
de représenter une fissure déjà existante dont l’emplacement est connu.

La taille du problème est augmenté du nombre de degrés de liberté nécessaires à la
description de la fissure par rapport au problème non fissuré. Les degrés de liberté de dé-
placement et de discontinuité sont déterminés simultanément lors de la résolution. Cette
méthode permet en outre un trajet de fissure continu d’un élément à l’autre.

Dans [Remmers, 2006], la X-FEM est utilisée en combinaison avec des éléments de
coque 3D pour représenter le délaminage dans un stratifié de façon macroscopique. Les
éléments de coque 3D permettent de représenter le comportementmacroscopique de l’em-
pilement en réduisant la nombre de degrés de liberté par rapport à une modélisation de
type méso-modèle. L’enrichissement de la cinématique permet de représenter l’avancée
de la fissure dans la structure. Dans le cas précis du délaminage, le chemin de propagation
est connu puisqu’il suit les interfaces entre les plis. Aussi, un critère en contrainte sur le
front de délaminage est utilisé pour propager le délaminage dans les éléments.
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2.3.2 E-FEM

Les méthodes de type E-FEM (Embedded Finite Elements Method) introduisent des
enrichissements au niveau élémentaire. Plusieurs voies sont alors possibles pour représen-
ter la discontinuité. Dans [Jirasek, 2000], une classification est réalisée. La discontinuité
peut être représentée soit par un enrichissement des déformations (type SOS) soit des
déplacements (types KOS et SKON). La plupart des formulations de la littérature sont
toutefois du dernier type. Dans tous les cas, la continuité des tractions est imposée en
moyenne le long de la discontinuité.

Soient N l’ensemble des nœuds du maillage et Ec l’ensemble des éléments traversés
par la fissure. La discontinuité est introduite dans le champ de déplacement sous la forme
suivante [Oliver, 1996] :

u(x) =
N

∑
k=1

ϕk(x)uk+
Ec

∑
e=1

M e(x)βi (2.30)

où βi représentent les degrés de liberté élémentaires représentant la discontinuité et M e la
fonction associée et définie par :

M e(x) = H (x)−
Ne

∑
n=1

H (xn)ϕn(x) (2.31)

La résolution du problème conduit alors à des problèmes locaux sur les éléments pour
déterminer les degrés de liberté βi. À l’échelle globale de la structure, ces degrés de liberté
n’apparaissent donc pas, et la taille du problème reste inchangée.

Les degrés de liberté βi peuvent être considérés comme des sauts de déplacements
dans l’élément. À l’origine, ce type de méthode a été introduite dans des éléments tri-
angulaires, et le saut de déplacement était alors considéré comme constant le long de la
discontinuité. Cette hypothèse conduit à une représentation non continue de la fissure d’un
élément à l’autre. De plus, l’utilisation avec des éléments quadratiques ne permet pas de
représenter correctement la cinématique de l’élément fissuré.

Des travaux ont ainsi été menés afin d’introduire des sauts de déplacement non constants
le long de la fissure. Dans [Alfaiate et al., 2003] une interpolation linéaire du saut de dé-
placement le long de la fissure est réalisée. Deux degrés de liberté sont alors nécessaires
pour représenter la discontinuité. Les développements de cette approche pour la représen-
tation du délaminage dans des stratifiés ont été menés dans [Armero et Linder, 2008]. Le
recours à une interpolation linéaire du saut de déplacement le long de l’interface permet
d’obtenir des résultats cohérents avec les observations expérimentales.

Cependant, pour améliorer la représentation cinématique de l’élément fissuré, la prise
en compte des modes de corps rigides est nécessaire. Dans [Manzoli et Shing, 2006],
pour définir la fissure dans l’élément, la déformation est ainsi séparée en deux parties :
une partie décrivant la déformation du milieu continu de l’élément et une seconde partie
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décrivant les déformations dues à la séparation de l’élément en deux parties. Là encore,
deux degrés de liberté permettent de décrire la fissure créée.

• Bilan
L’utilisation de ces méthodes dans le cadre d’une prise en compte macroscopique du
délaminage est intéressante car le maillage initial de la structure n’est pas modifié.
Dans le cas des méthodes de type E-FEM, le caractère local des degrés de liberté
supplémentaires nécessaire à la description de la fissure peut être un plus pour le
problème que l’on souhaite traiter.

2.4 Bilan

La représentation macroscopique du stratifié doit d’une part assurer une représentation
exacte du comportement de la structure et d’autre part permettre un couplage efficace et
correct avec une modélisation 3D plus fine. Ce dernier point passe par une interpolation
pertinente des déplacements dans l’élément.

Afin d’opérer un choix pertinent pour l’échelle globale de la structure, on s’attachera
donc dans un premier temps à définir le champ de déplacement conforme à la théorie des
plaques.
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3 Approches multi-échelles et de sous-structuration

La résolution de problèmes de grande taille a conduit à la mise en place de techniques
spécifiques pour diminuer les coûts de calcul. Par la suite, une distinction est réalisée
entre les approches en espace et en temps. Les premières ont été initialement conçues
pour des problèmes de statique en vue de traiter un grand nombre de degrés de liberté.
Elles peuvent être néanmoins appliquées à des problèmes de dynamique. Les approches en
temps prennent en compte également la discrétisation temporelle réalisée pour résoudre
les problèmes de dynamique.

3.1 Méthodes de décomposition de domaine

Les méthodes de décomposition de domaine sont toutes basées sur le même principe :
séparer la structure étudiée en sous-domaines et interfaces afin de réaliser des calculs en
parallèle et réduire les temps de calcul (c.f. figure 2.14). Le raccord entre les différents
sous-domaines conduit à la résolution d’un problème grossier, sur l’ensemble des inter-
faces, permettant de transmettre les informations des sous-domaines à l’ensemble de la
structure.

Ω

Ω1

Ω2

Γ

FIGURE 2.14:Méthodes de décomposition de domaine

Initialement développées pour traiter des problèmes de statique, ces approches sont
applicables à des problèmes de dynamique. En effet, à chaque pas de temps tn+1 du calcul,
le problème à traiter peut se ramener à un problème similaire à ceux rencontrés en statique,
sous la forme :

Ax= f (2.32)

oùA est une matrice, x et f des vecteurs, qui prennent les formes suivantes selon la nature
du problème traité :

Statique Dynamique
A M M+β∆t2K
x u ün+1 (ou un+1, u̇n+1)

f Fext
n+1 Fext +g(un, u̇n, ün)

(2.33)
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Les matrices K etM sont respectivement les matrices raideur et masse de la structure
étudiée, tandis que Fext représente les efforts extérieurs appliqués au système. Enfin, pour
le problème dynamique, une discrétisation temporelle permet de se ramener à l’équation
2.32. L’utilisation d’un schéma de Newmark conduit à calculer la solution au pas de temps
tn+1 en fonction de la solution au pas tn précédent, représenté ici par le terme g. ∆t re-
présente alors le pas de temps du calcul et β un paramètre du schéma de discrétisation
temporelle. Nous reviendrons plus en détail sur ce point dans le chapitre 3.

Trois familles de méthodes de décomposition de domaine sont présentes dans la litté-
rature : les approches primales, les approches duales et les approches mixtes. La principale
différence entre ces méthodes se situe au niveau du type de raccord réalisé entre les sous-
domaines. Le système d’équation à résoudre peut, dans tous les cas, s’écrire sous la forme
[Gosselet et Rey, 2006] :





∀s ∈ [1,N],Asxs = f s+λs

Continuité des quantités cinématiques : ∑
s
C
sxs = 0

Continuité des efforts d’interfaces : ∑
s
C
sλs = 0

(2.34)

λs représente l’effort des sous-domaines adjacents sur le sous-domaine s. Les matrices Cs

permettent de récupérer les degrés de liberté du sous-domaine s situés sur les interfaces.

� Remarque : L’extension des méthodes de décomposition de domaine à des pro-
blèmes de dynamique n’est cependant pas directe. Les questions de stabilité doivent no-
tamment être prises en compte.

3.1.1 Approches primales

Dans les approches primales, les quantités cinématiques sont privilégiées pour réaliser
le raccord : leur continuité est initialement supposée. L’équilibre des efforts λ est ensuite
recherché. Après réorganisation des degrés de liberté en degrés de liberté internes, notés
i, et d’interface, notés f , la condensation du problème sur les interfaces revient à résoudre
le système d’équation suivant :





Spx f = bp

∀s ∈ [1,2],xsi = (As
ii)
−1
(
f s−As

i f x f
) (2.35)

L’opérateur Sp est le complément de Schur primal. Il est obtenu, tout comme le vecteur

Sur une stratégie multi-échelle d’analyse des grands délaminages en dynamique transitoire



48 Etude bibliographique

b, par élimination des degrés de liberté internes :





Sp = A f f −
2

∑
s=1

(
A
s
f i (A

s
ii)
−1

A
s
i f

)

bp = λ−
2

∑
s=1

(
A
s
f i (A

s
ii)
−1 f s

) (2.36)

Le problème se ramène ainsi à un problème sur les interfaces, de taille plus faible que
le problème d’origine, puisque seuls les degrés de liberté sur les interfaces sont concer-
nés. La résolution du problème consiste alors à déterminer les quantités cinématiques de
l’interface, x f . La solution interne à chaque sous-domaine est ensuite obtenue par post-
traitement.

La résolution du problème d’interface passe par l’inversion de la matrice Sp, qui peut
s’avérer coûteuse. Ce constat a conduit à la mise en place de méthodes de résolution telle
que la méthode BDD [Mandel, 1993]. L’objectif est alors de réduire le coût de calcul du
problème d’interface. L’utilisation d’un préconditionneur permet dans un premier temps
d’obtenir à moindre coût une approximation de l’inverse de Sp. L’équilibre des efforts
d’interface est ensuite obtenu via une méthode itérative de type gradient conjugué.

3.1.2 Approches duales

Dans les approches duales, c’est le champ d’effort sur les interfaces qui est privilégié.
Les efforts sont supposés continus sur l’interface, et les quantités cinématiques associées
sont recherchées. La condensation du problème aux interfaces conduit alors au système
d’équation suivant :

{
Sdλ f = bd

∀s ∈ [1,2],xs = (As
ii)
−1 ( f s−Csλ f

) (2.37)

L’opérateur Sd est le complément de Schur dual. Comme précédemment, il est obtenu par
élimination des degrés de liberté des sous-domaines :





Sd =
2

∑
s=1

(
C
sT (As)−1Cs

)

bd =
2

∑
s=1

(
(As

ii)
−1 f s

) (2.38)

Les inconnues du problème d’interface sont ici les efforts sur les interfaces. Comme
pour l’approche primale, le problème d’interface est tout d’abord résolu. Les solutions
dans les sous-domaines sont obtenues par post-traitement de la solution aux interfaces.

En pratique, dans les problèmes de statique, le calcul de Sd n’est pas direct. En effet,
les matrices de raideur associées à des domaines flottants, i.e. sans conditions aux limites,
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ne sont pas inversibles. Le recours à une matrice inverse généralisée Ks+ revient à définir
les déplacements des interfaces à un mouvement de corps rigide près :

xsf =K
s+ (

f s−C
sλ f

)
+αs

R
s (2.39)

où Rs représente l’ensemble des mouvements de corps rigide du sous-domaine, et αs leur
amplitude, qu’il reste alors à déterminer.

Dans la méthode FETI, (Finite Element Tearing and Interconnecting) proposée dans
[Farhat et Roux, 1991], une étape de projection permet de définir ces mouvements de
corps rigides. L’utilisation d’une méthode itérative de type gradient conjugué est ensuite
utilisée pour déterminer les déplacements d’interface. À ce titre, cette méthode peut être
vue comme une méthode multi-échelle du point de vue des déplacements. Un enrichis-
sement du problème d’interface à conduit au développement de la FETI-DP (Dual - Pri-
mal) : le problème de projection initial peut alors être vu comme un problème macrosco-
pique enrichi.

L’extension de la méthode FETI à des problèmes de dynamique a été étudiée dans
[Farhat et al., 1993, Farhat et al., 1995]. Dans ce cas là, le problème des sous-domaines
flottants n’existe plus. Le recours à l’aspect multi-échelle de la FETI n’est plus nécessaire.
D’autre part, la discrétisation temporelle utilisée dans les problèmes de dynamique permet
de lier directement déplacements, vitesses et accélérations. Une seule de ces quantités
cinématiques doit dès lors être déterminée.

3.1.3 Approches mixtes

Dans les approches mixtes, aucune quantité (cinématique ou d’effort) n’est privilé-
giée dans le problème d’interface. La recherche simultanée de la continuité de ces deux
quantités est réalisée via la définition d’une nouvelle quantité d’interface, définie comme
la combinaison linéaire des quantités cinématiques et d’effort :

µ
f
= λ f +kx f (2.40)

Cette nouvelle inconnue est homogène à un effort. Le paramètre k représente la raideur
de l’interface. Il est intéressant de souligner que cette écriture permet de définir un com-
portement propre à l’interface.

Un problème condensé en fonction de cette nouvelle inconnue peut alors être défini,
et prend la forme :

Smµf
= bm (2.41)

La matrice Sm fait intervenir la matrice de Schur primale et la raideur de l’interface,
de même que bm. La résolution du problème d’interface conduit donc au calcul de µf

puis

par post-traitement aux quantités cinématiques x f et d’effort λ f de l’interface.
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Plusieurs méthodes ont été proposées dans la littérature dans le cadre d’approches
mixtes, telles que la FETI-2fields [Series et al., 2003] et la méthode Latin. Nous dévelop-
pons ici à titre d’exemple la méthode Latin micro/macro [Ladevèze et al., 2001], qui est
un algorithme particulier de résolution des problèmes mixtes. En outre, cette méthode est
multi-échelle en espace.

L’interface est considérée ici comme une sous-structure à part entière, comportant ses
propres degrés de liberté cinématiques,W , et en effort, F , définis par :

{
W = x|Γ
F =  ·n|Γ (2.42)

Le caractère multi-échelle de la méthode est introduit au niveau des interfaces. Des
quantités macroscopiquesWM et FM sont définies : elles représentent classiquement les
mouvements de corps rigides et les extensions des interfaces. Les quantités microsco-
piques associées sont définies de telle sorte qu’elles soient découplées des quantités ma-
croscopiques :

{
W =WM+Wm

F = FM+Fm tel que
∫

Γ
F ·WdS=

∫
Γ
FM ·WMdS+

∫
Γ
Fm ·WmdS

Le caractère mixte de la méthode repose sur la vérification simultanée de la continuité
des quantités macroscopiques cinématiques et en effort :

{
WM

1 =WM
2

FM
1 +FM

2 = 0

Le problème d’interface à résoudre concerne alors uniquement les quantités macro-
scopiques. La matrice associée à la résolution de ce problème représente le comportement
homogénéisé global de la structure.

Γ

Ad

sre f

E− E+

sn

s̃n

FIGURE 2.15: Illustration de l’algorithme associé à la méthode Latin

L’algorithme de résolution du problème ainsi défini est basé sur la séparation des
équations en deux groupes, notés Ad et Γ :
• Ad regroupe les équations linéaires, éventuellement globales du problème,
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• Γ rassemble les équations locales, éventuellement non linéaires.

La recherche de la solution est alors menée de façon itérative entre les deux groupes
d’équations jusqu’à convergence (c.f. figure 2.15) : la solution finale vérifie alors l’en-
semble des équations du problème. Le lien entre les deux groupes d’équations est réalisé
via des directions de recherche (E+ et E−).

De par la définition des interfaces, des comportements complexes peuvent être intro-
duits, comme la gestion du contact [Ladevèze et al., 2002, Odièvre et al., 2010] ou la
prédiction de délaminage [Kerfriden et al., 2009].

L’application de cette méthode dans un cadre dynamique a été réalisée dans [Odièvre
et al., 2010].

• Bilan :
Les méthodes de décomposition de domaine permettent de diminuer les temps de cal-
cul efficacement. La condensation du problème sur les interfaces permet de réduire la
taille des problèmes traités, et met ainsi en place un problème grossier sur l’ensemble
de la structure.
Un point intéressant de la méthode Latin pour notre étude est la mise en place d’un
problèmemacroscopique, et plus précisément la séparation d’échelle opérée. En effet,
un comportement global de la structure peut ainsi être défini, ce qui peut s’avérer
utile pour la prise en compte du comportement global de plaque d’une structure par
exemple.

3.2 Méthodes de superposition

Plusieurs niveaux de modélisation sont parfois nécessaires pour représenter le com-
portement d’une structure. Les méthodes présentées ici proposent de venir superposer une
modélisation plus fine dans les zones d’intérêt de la structure, sans modifier le maillage
global de la structure.

3.2.1 Méthodes de réanalyse

Ces méthodes permettent de réaliser des analyses plus précises dans des zones res-
treintes de la structure à partir d’un calcul grossier sur une structure de taille plus impor-
tante. Elles ne sont pas basées à proprement parler sur une superposition de modèles, mais
sur une substitution de la solution dans une zone donnée de la structure.

Méthodes d’analyse descendantes Les méthodes d’analyse descendantes sont classi-
quement utilisées dans l’industrie pour analyser le comportement d’une zone locale de la
structure. Le principe est alors de réaliser un premier calcul sur la structure globale consi-
dérée, maillée grossièrement, puis de définir une zone réduite pour laquelle un calcul plus
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précis est nécessaire. Un maillage raffiné, comportant tous les détails utiles, et une modé-
lisation adaptée du matériau (plasticité, endommagement) sont alors utilisés pour mener
un nouveau calcul. Les conditions aux limites sont alors directement tirées du calcul glo-
bal et peuvent être soit des conditions en déplacement soit en effort.

Ce type de méthode permet ainsi de réaliser à moindre coût des simulations sur des
zones sensibles d’une structure. Cependant, l’effet de la zone d’intérêt sur l’ensemble
de la structure n’est pas pris en compte, le transfert d’informations ne se faisant que du
maillage grossier vers le maillage local.

Méthodes d’analyse locale/globale Pour prendre en compte l’influence du comporte-

ment local sur la structure globale, des approches permettant le dialogue des deux échelles

ont été mises en place. Dans [Whitcomb, 1991], une méthode d’analyse locale/globale est

proposée. Deux maillages sont réalisés (c.f. figure 2.16) : un maillage global de l’en-

semble de la structure, et un maillage local sur une zone d’intérêt. Ce second maillage

peut non seulement être plus raffiné, mais comporter également des détails structurels qui

n’apparaissent pas dans le modèle global. Cependant, maillages local et global doivent

être compatibles.

Maillage global

Maillage local

Kl

uG

R

K
g
G

Kl
G

FIGURE 2.16: Méthode d’analyse locale/globale [Whitcomb, 1991]

Le calcul est alors réalisé ainsi :

• Résolution du problème sur le maillage global :

(
K

g
G+K

l
G

)
uG = Fext (2.43)

• Résolution du problème sur le maillage local :

Klul = λ (2.44)

Les conditions aux limites λ imposées sur le bord du domaine sont les déplacements

obtenus à l’étape globale.
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• Calcul du résidu d’équilibre entre les deux solutions :

R=
(
K

g
G+Kl

)
u−Fext (2.45)

où le vecteur des déplacements u est un assemblage des solutions dans les zones
locale et globale de la structure. La matrice raideur utilisée pour le calcul du résidu
correspond à l’assemblage de la matrice raideur du maillage local dans la zone
de superposition, et de la matrice raideur du maillage global dans le reste de la
structure.

• Calcul d’une correction à apporter à la solution globale :
{

∆uG =−
(
K

g
G+K

l
G

)−1
R

uG← uG+∆uG
(2.46)

Après la correction de la solution globale, le calcul de la zone d’intérêt est à nouveau
réalisé. Des itérations sont menées jusqu’à convergence.

La convergence de cette méthode est montrée à travers divers exemples pour lesquels
le maillage local introduit une perte de raideur de la structure, notamment dans le cas
de la présence de trous ou de l’utilisation de lois d’endommagement [Whitcomb et Woo,
1993a, Whitcomb et Woo, 1993b]. Dans le cas où le maillage local conduit à un rai-
dissement de la structure, la convergence n’est plus assurée. La correction apportée à la
solution locale doit alors être relaxée.

Dans [Gendre et al., 2009], une approche similaire est adoptée afin de mettre en place
une méthode de calcul locale/globale non intrusive. La solution du problème est alors dé-
finie de telle sorte que dans la zone de superposition des modèles, la solution soit celle du
maillage local ; dans le reste de la structure, la solution est celle du maillage global. Deux
types de raccord sont définis, le premier en déplacement et le second mixte. L’objectif
principal de l’approche mise en place est de pouvoir utiliser ce type de méthode dans des
logiciels commerciaux.

3.2.2 Méthode Arlequin

Introduite par [Ben Dhia, 1998], l’objectif de la méthode Arlequin est de réaliser le
couplage de modèles de finesses différentes, aussi bien au niveau de la formulation que de
la discrétisation éléments finis. Les deux domaines en présence ne sont pas raccordés sur
une surface frontière mais dans un volume, ce qui implique qu’une partie de la structure
est représentée par les deux modèles à la fois, c’est la zone de collage (c.f. figure 2.17).
Dans cette partie de la structure, les deux modèles en présence sont mis en compétition
via l’utilisation d’une pondération de leur contribution respective dans l’expression du
principe des puissances virtuelles.

Considérons une structure linéaire Ω représentée par une modélisation grossière dans
ΩM et par une modélisation fine dans une zone Ωm. La résolution de ce problème par la
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ΩM

Ωm
Ωc

FIGURE 2.17: Exemple de définition de domaines pour la méthode Arlequin

méthode Arlequin conduit à définir trois ingrédients : une zone de collage Ωc, un champ
de pondération α et un espace médiateurM .

La zone de collage entre les deux modèles correspond à la partie de la structure dans
laquelle les deux modélisations cohabitent. C’est sur ce volume que le raccord entre les
deux modèles est écrit.

Le champ de pondération α fixe la contribution énergétique de chaque modèle dans la
zone de collage Ωc. Il prend une valeur comprise entre 0, dans le domaine grossier, et 1,
dans le domaine local. Le travail virtuel intérieur d’une solution (uG,ul) s’écrit alors :

∀(uG
∗
,ul

∗
), a

(
uG,ul,uG

∗
,ul

∗
)
=

∫
ΩM

(1−α) G : !(uG∗)dΩ

+
∫

Ωm

α l : !(ul∗)dΩ

La solution ul est définie dans Ωm, uG est définie dans ΩM. De même, en notant f d les
efforts volumiques et Fe les efforts surfaciques, le travail des efforts extérieurs l s’écrit
comme :

∀(uG
∗
,ul

∗
), l(uG

∗
,ul

∗
) =

∫
ΩM

(1−α) f
d
·uG

∗
dΩ+

∫
Ωm

α f
d
·ul

∗
dΩ

+
∫

∂Ω f∩∂ΩM

(1−α)Fe ·uG
∗
dS+

∫
∂Ω f∩∂Ωm

αFe ·ul
∗
dS

Enfin, l’espace médiateur M définit l’espace des multiplicateurs de Lagrange utilisés
pour contrôler l’écart entre les solutions ul et uG dans la zone de collage. Classiquement,
cet espace est choisi égal à H 1(Ωc).

Finalement, le problème consiste à trouver une solution (uG,ul,λ) vérifiant :

∀(uG
∗
,ul

∗
,λ∗),

{
a
(
uG,ul,uG

∗
,ul

∗
)
+ 〈λ,(uG

∗
−ul

∗
)〉= l(uG

∗
,ul

∗
)

〈λ∗,(uG−ul)〉= 0
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où 〈·, ·〉 désigne le produit scalaire dans H 1(Ωc). Dès lors, la solution du problème s’écrit :

u=





uG dans ΩG\Ωc

ul dans Ωl\Ωc

αul+(1−α)uG dans Ωc

(2.47)

Plusieurs cas de figure sont possibles. Dans le cas d’un zoom, une modélisation fine
est superposée à la modélisation existante dans une partie de la structure. La zone de col-
lage Ωc est alors confondue avec le modèle fin Ωm. Dans le cas d’une substitution, une
partie du maillage grossier ΩM est remplacée par une modélisation fine Ωm. La zone de
collage doit être définie sur le pourtour de Ωm. Enfin, pour la jonction entre deux modèles,
la zone Ωc représente la zone de recouvrement partiel des deux domaines considérés.

Cette méthode a été appliquée au suivi de fissure dans [Ben Dhia et Jamond, 2010].
Pour ce problème, un patch est défini en pointe de fissure et se déplace avec son avancée
dans la structure. Le raccord est alors équivalent à une substitution.

Cependant, la méthode présente quelques difficultés. La qualité du raccord entre les
deux modèles dépend de la zone de recouvrement et du choix de discrétisation de l’espace
médiateur M . D’autre part, la qualité de la solution obtenue dépend de la taille du patch
utilisé.

3.2.3 Méthodes multi-grilles

Le principe des méthodes multi-grilles, initiées par [Fedorenko, 1964], est de superpo-
ser plusieurs échelles de discrétisation pour résoudre le problème. La résolution s’appuie
sur des méthodes de résolution itératives, de type gradient conjugué ou Gauss Seidel.
L’objectif de ces méthodes est d’améliorer la convergence du calcul en traitant les diffé-
rentes longueurs d’onde de la solution finale séparément.

G

l

FIGURE 2.18: Définitions de grilles de résolution pour la résolution d’un problème avec
la méthode multi-grille.

Considérons un problème élastique résolu sur deux grilles (c.f figure 2.18). La solution
du problème s’écrit comme la somme des contributions de l’échelle fine et de l’échelle
grossière :

u= uG+ul
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uG représente la solution sur la maille grossière, soit la solution à grande longueur de
variation ; ul est la solution sur la maille fine, la solution à petite longueur de variation.
Afin de faire communiquer les deux échelles de résolution, des matrices de restriction R
et de prolongement P entre les deux échelles sont définies. La résolution du problème
s’organise alors comme suit :

• Échelle fine :
� Plusieurs itérations sont réalisées avec la méthode choisie. Cette opération de
lissage conduit à une solution intermédiaire, dont l’erreur commise est à grande
longueur de variation : uil

� Le résidu d’équilibre sur l’échelle fine est alors calculé et restreint sur l’échelle
grossière RG = RRl .

• Échelle grossière :
� Le problème de résidu sur l’échelle grossière est alors résolu, conduisant à une
solution uiG

� La solution à l’échelle globale est ensuite prolongée sur l’échelle fine, et la so-
lution sur l’échelle fine mise à jour : ∆uil = PuiG et ui+1l = uil +∆uil

� Si la solution à petite longueur de variation est modifiée, de nouvelles boucles
d’itération sur l’échelle fine sont réalisées.

Le côté systématique de cette méthode présente de grands avantages : plusieurs ni-
veaux de discrétisation peuvent ainsi être mis en œuvre. Suivant le type de problème
considéré, le nombre de grilles peut être important. Dans [Rannou et al., 2009], le calcul
de suivi de fissure réalisé fait ainsi appel à 9 grilles successives. La X-FEM est utilisée
sur la grille la plus fine pour prédire l’avancée de la fissure, les autres grilles permettant
d’améliorer la convergence des calculs.

Pour les approches nécessitant plusieurs grilles, l’organisation du dialogue entre les
différents niveaux de discrétisation conduit à la mise en place de cycles de calcul. Les
cycles en V font dialoguer successivement les différentes échelles, tandis que les cycles
enW font appel à des boucles d’itérations entre niveaux intermédiaires de discrétisation
(c.f. figure 2.19).

FIGURE 2.19: Niveaux de discrétisation et cycles de calcul
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• Bilan
Les méthodes de superposition présentées ici permettent d’utiliser plusieurs niveaux
de discrétisation spatiale pour résoudre le problème, ce qui constitue une approche
intéressante pour le problème que nous souhaitons traiter.
Les méthodes de type local/global présentent l’avantage d’avoir deux niveaux de so-
lutions, local et global. Le maillage global n’est jamais modifié, ce qui constitue un
point intéressant. Les maillages utilisés doivent cependant être compatibles.
De même, dans le cas de la méthode Arlequin, l’utilisation de patch suivant le front
de fissure réduit considérablement la zone de modélisation fine sans avoir recours
au remaillage. Néanmoins, la zone de collage entre les deux modèles présente des
difficultés de discrétisation : dans le cas de matériaux composite, un mauvais raccord
peut conduire à des départs de délaminage parasite.
D’autre part, les méthodes multi-grilles permettent de superposer des niveaux de dis-
crétisation spatiale différents, permettant ainsi d’accélérer la convergence des calculs.
Il est cependant difficile de donner un sens physique aux grilles grossières. Cette ap-
proche peut être vue comme une sorte d’homogénéisation numérique.

3.3 Approches multi-échelles en temps

La majorité des problèmes de dynamique tels que les problèmes de choc ou de crash
est résolue à l’aide de schéma de résolution de Newmark explicite. Bien que ce schéma
permette de réduire les coûts de calcul, il est conditionnellement stable. Le pas de temps
du calcul est alors piloté par le plus petit élément du maillage de la structure. Cependant,
dans de nombreux problèmes, le maillage fin est restreint à une partie de la structure, et
un pas de temps très petit est utilisé dans des zones de la structure où cela est inutile. Afin
de pallier à ce problème, plusieurs voies ont été explorées.

3.3.1 Méthodes mixtes en temps

Les méthodes mixtes en temps permettent de coupler des schémas de résolution ex-
plicite et implicite. Le principe consiste alors à partitionner le maillage et à résoudre le
problème dans chaque partition de façon différente. Deux grandes familles d’algorithme
de résolution existent, selon si la partition de la structure est réalisée par éléments [Hughes
et Liu, 1978] ou par nœuds [Belytschko et Mullen, 1978]. Pour ce type de méthodes, le
pas de temps de calcul reste constant dans l’ensemble de la structure. Un maillage global
de la structure est réalisé, la partition est effectuée après la mise en place du maillage.

Partition par éléments [Hughes et Liu, 1978] L’algorithme de résolution basé sur une
partition par éléments consiste à séparer le maillage en deux groupes, que l’on notera I et
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E I nœuds
e

nœuds
i

éléments
IE

FIGURE 2.20: Partition par éléments et par nœuds

E (c.f. figure 2.20). Dans l’ensemble de la structure, les paramètres β et γ du schéma de
résolution de Newmark sont identiques.

Les matrices masse et raideur de chaque groupe sont assemblées sur les éléments cor-
respondant, et notéesMI ,ME , KI , KE . Il est important de noter ici que la structure totale
possède des matrices masse M et raideur K correspondant à l’assemblage des matrices
MI et ME , et KI et KE respectivement. A ce titre, l’équation à résoudre, discrétisée en
espace, s’écrit :

MÜ+KU = F (2.48)

La distinction entre les deux groupes d’éléments intervient lors de la discrétisation
en temps de cette équation. Au groupe d’élément I, un schéma de résolution implicite
est attribué. Un schéma implicite modifié est attribué au groupe E, qui consiste en deux
étapes de prédiction et correction.

Le problème final à résoudre sur la structure comporte alors deux étapes :
– Prédiction :

(
M+β∆t2KI

)
Ün+1 = Fn+1−KpU

– Correction :Un+1 =
pUn+1+β∆t2Ün+1

Cet algorithme de résolution attribue un schéma explicite au groupe d’éléments E
dans le sens où la matrice raideur associée à la partition n’entre pas en compte dans le
calcul de la prédiction. Cependant, contrairement à un schéma explicite traditionnel, la
solution en déplacement au pas de temps tn+1 dépend de la solution en accélération à ce
même pas de temps.

� Remarque : La stabilité de ce schéma est assurée dès lors que la stabilité du schéma
implicite d’une part et implicite modifié d’autre part est vérifiée.

Partition par nœuds [Belytschko et Mullen, 1978] Deux groupes de nœuds sont défi-
nis ici, notés i et e (c.f. figure 2.20). En conséquence, des éléments, notés IE, possèdent
des nœuds appartenant aux deux groupes. Le groupe de nœuds e se voit attribuer un
schéma de résolution explicite classique (β = 0, γ = 1/2), tandis qu’un schéma implicite
est affecté au groupe i (β = 1/4, γ = 1/2).

La partition des nœuds conduit à une réorganisation des degrés de liberté de la struc-
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ture et des équations sous la forme :

[
Me 0
0 M

i

]{
Üe

Ü i

}
+

[
Ke Kei

Kie Ki

]{
Ue

U i

}
=

{
Fe

F i

}
(2.49)

La discrétisation en temps des degrés de liberté explicites e et implicites i conduit
alors à l’expression suivante dans chaque partition :





Ue
n+1 = 2Ue

n−Ue
n−1+∆t2Me−1

(
Fn−KeUe

n−KeiU i
n

)

U i
n+1 =

(
4

∆t2
Mi+Ki

)−1(
F i
n+1−

4

∆t2
MiU i

n−
4

∆t
MiU̇ i

n−MiÜ i
n+KieUe

n+1

)

(2.50)

Pour les nœuds “explicites”, seules des quantités du pas de temps précédent sont né-

cessaires pour le calcul. Les nœuds “implicites” nécessitent cependant la connaissance

de la quantité U e
n+1 ce qui impose un ordre dans la résolution des équations : d’abord la

résolution de la partie explicite, puis de la partie implicite.

� Remarque 1 : Pour des pas de temps différents dans les parties explicites et impli-

cites, des nœuds “d’interface” doivent être définis. Ils correspondent à une zone tampon

entre les zones implicites et explicites. En effet, pour ces nœuds, un manque d’informa-

tion apparaît, dû au retard de résolution dans la zone implicite. Ces nœuds ont alors un

traitement double. Tant que des informations venant de la zone implicite existent, ils ap-

partiennent au groupe “explicite” ; ils passent ensuite dans le groupe des nœuds implicites.

� Remarque 2 : Pour ce schéma, on retrouve les mêmes conditions de stabilité que

pour un schéma explicite classique.

3.3.2 Méthodes de sous-cyclage

Les méthodes de sous-cyclage, ou multi-pas de temps, ont été initialement proposées

dans [Belytschko et al., 1979]. Elles permettent d’utiliser des discrétisations temporelles

différentes dans une même structure. Ces méthodes sont surtout utilisées dans le cadre de

schéma de résolution explicite. L’objectif est alors de pouvoir résoudre à moindre coût

des problèmes pour lesquels un maillage très raffiné est utilisé dans une zone restreinte de

la structure. Dans ce cas là, c’est en effet la zone raffinée de la structure qui impose le pas

de temps de calcul pour l’ensemble de la structure. Cette méthode permet alors de limiter

le nombre d’itérations dans la zone de maillage “grossier”.

Une partition par nœuds est définie. Le choix des pas de temps dans les partitions est

réalisé de telle sorte que :

∆T = N∆t < ∆T c
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où ∆t est le pas de temps de calcul dans la zone raffinée, ∆T c le pas de temps critique de la
zone grossière et N un entier. L’utilisation d’un schéma explicite pour les deux partitions
implique que pour un pas de temps donné, seules les données du pas de temps précédent
sont nécessaires. Cependant, dans la partition i, des informations sont manquantes pour
les pas de temps intermédiaires. Une interpolation linéaire en temps des quantités est alors
effectuée pour récupérer les données nécessaires au calcul dans la partie e.

Les méthodes mixtes en temps et de sous-cyclage ont par la suite été couplées pour
permettre le couplage de schéma explicite et implicite en utilisant des pas de temps de
calcul différents dans la structure [Belytschko et al., 1985].

3.3.3 Méthode multi-pas de temps

L’approche suivie dans [Gravouil et Combescure, 2001] permet l’extension des mé-
thodes de décomposition de domaine duales à des problèmes de dynamique. Le recours
aux techniques de sous-cyclage et mixte en temps rend cette approche multi-échelle en
temps. La décomposition de la structure en sous-domaine rend possible l’utilisation de
maillages de nature et de raffinement différent.

∆tA

∆tB

t

ΩA

(γA,βA)

ΩB

(γB,βB)

Γ

FIGURE 2.21: Principe de la méthode multi pas de temps [Gravouil et Combescure, 2001]

Considérons une structure décomposée en s sous-domaines. Le problème à résoudre
est alors de la forme :





∀k ∈ [1,s],MkÜ k
+KkU k = Fext +CkTΛ

∑
k

C
kU̇ k

= 0
(2.51)

La deuxième équation représente la continuité des vitesses sur les frontières entre sous-
domaines. La matrice Ck permet dans chaque sous-domaine k de récupérer les degrés de
liberté en vitesse des nœuds sur la frontière et d’assurer la continuité des vitesses avec
les degrés de liberté en regard dans les sous-domaines adjacents. Le multiplicateur de La-
grange Λ est global sur l’ensemble des frontières de la structure.
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L’application du schéma de Newmark (équation 3.21) à l’équation 2.51 permet de
réécrire le problème discrétisé en espace et en temps :





∀k ∈ [1,s],(Mk+βk∆t
2
kK

k)︸ ︷︷ ︸
M̃k

Ü k
nk+1 = Fext

nk+1−KU pk+CkTΛn+1

∑
k

C
kU̇k

= 0
(2.52)

La résolution du problème est alors réalisée en deux étapes :
– la résolution d’un problème dit libre, dans lequel on considère chaque sous-domaine

séparément,
– la résolution d’un problème dit lié, dans lequel tous les sous-domaines sont recollés

entre eux. Ce problème est global sur l’ensemble des frontières de la structure.
Pour cela, l’accélération est considérée comme la somme des solutions à ces deux

problèmes :
Ün+1 = ÜFree

n+1 +ÜLink
n+1 (2.53)

Ainsi, le problème 2.52 peut être réécrit sous la forme :

Problème libre : ∀k ∈ [1,s],M̃kÜkFree
n+1 = Fext

nk+1−KU pk

Problème lié : ∀k ∈ [1,s],M̃kÜkLink
n+1 = CkTΛ j

Λ j =H−1B

(2.54)

avec : 



H=−∑
k

γk∆tkC
k(M̃k)−1CkT

B= ∑
k

CkU̇ k
j
Free (2.55)

Le vecteur B représente le saut des vitesses obtenues dans la résolution des problèmes
libres. Il doit être recalculé pour chaque pas de temps t j où le problème lié est résolu.

La matrice H est une matrice globale sur la structure, et relie les domaines adjacents
entre eux. Elle peut être calculée une seule fois en début de calcul dans le cas où M̃

k

n’est pas modifiée en cours de calcul (schéma de résolution explicite ou comportement
linéaire). D’autre part, la forme de cette matrice dépend des schémas de résolution choisis
dans les différents sous-domaines : pour des schémas de résolution explicites et des ma-
trices masses diagonales, H−1 est diagonale ; à l’inverse, l’utilisation de schéma implicite
dans un ou plusieurs sous-domaines conduit à une matrice H−1 pleine.

Cette méthode a initialement été mise en place pour des problèmes dans lesquels la
zone d’intérêt est très restreinte. Pour un trop grand nombre de sous-domaines, la taille et
la nature de la matrice H entraînent des coûts de calcul importants.

Dans le cas où des pas de temps différents sont utilisés dans les sous-domaines, le
problème lié est résolu pour chaque pas de temps fin. Une procédure semblable à celle

Sur une stratégie multi-échelle d’analyse des grands délaminages en dynamique transitoire



62 Etude bibliographique

(a) (b)

FIGURE 2.22: Raccord mortar (a) et optimum (b)

utilisée dans les méthodes de sous-cyclage présentées précédemment est alors mise en
place.

D’autre part, un maillage plus fin peut être utilisé dans un des domaines, ce qui peut
conduire à des maillages non coïncidents au niveau des frontières. Des raccords de type
mortar (discrétisation de la frontière sur le maillage le plus fin), ou optimum (discré-
tisation sur l’ensemble des nœuds sur la frontière) peuvent alors être utilisés [Herry,
2002, Faucher et Combescure, 2003].

En chaque nœud de la frontière, les vitesses correspondant à chaque domaine doivent
alors être estimées. Dans le cas de nœuds coïncidents, la valeur de la vitesse est direc-
tement connue. Dans le cas contraire, les fonctions de forme des éléments sont utilisées.
Pour des éléments linéaires, ceci correspond à une interpolation linéaire en espace des
vitesses sur la frontière.

La stabilité de ce schéma est étudiée dans [Combescure et Gravouil, 2002]. Pour pré-
server la stabilité et la précision des schémas utilisés dans les différents sous-domaines,
l’énergie dissipée au niveau des frontières doit être nulle [Farhat et al., 1993] : une pro-
duction d’énergie entraîne des instabilités tandis qu’une dissipation d’énergie conserve la
stabilité mais diminue la précision.

Plus précisément, pour des pas de temps de calcul identiques dans l’ensemble des
sous-domaines, les conditions de stabilité sont inchangées dans le cas d’une continuité
des vitesses ou des accélérations sur les frontières si le même paramètre γ est utilisé dans
l’ensemble des sous-domaines. Pour une continuité des déplacements, des conditions de
stabilité supplémentaires dans les sous-domaines apparaissent.

Dans le cas d’une continuité des vitesses aux frontières et pour des pas de temps dif-
férents dans les sous-domaines, la stabilité du schéma global dépend de la stabilité dans
chaque sous-domaine. Cependant, l’utilisation d’une interpolation linéaire en temps des
vitesses peut conduire à une dissipation d’énergie sur les frontières.

Dans [Gravouil et Combescure, 2003], les auteurs utilisent cette méthode en combi-
naison avec la méthode multi-grille. Le principe est alors de réaliser une décomposition de
domaine de la structure en utilisant des maillages coïncidents, et de superposer une grille
fine sur un des sous-domaines définis. Considérons un problème décomposé en deux sous-
domaines ΩA et ΩB (c.f. figure 2.23). Un pas de temps et un schéma de résolution sont
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ΩA

(γA,βA)
ΩB

(γB,βB)

FIGURE 2.23: Utilisation de deux échelles spatiales

attribués à chaque sous-domaine. La résolution du problème est similaire à celle présen-
tée plus haut, seul le problème libre du domaine ΩB, où deux grilles sont superposées, est
modifié.

Pour ce domaine, le pas de temps de calcul et le schéma de résolution sont identiques
dans les deux grilles. A chaque pas de temps, le problème multi-grille est résolu tel que
présenté dans la section 3.2.3. Le problème global n’est pas modifié : le raccord en vitesse
est réalisé sur le maillage grossier.

• Bilan
Dans le cadre de notre étude, le couplage de discrétisations temporelles différentes
est crucial pour réduire les coûts de calcul. L’utilisation de méthodes de ce type est
un point de départ intéressant.
L’approche multi-grille, si elle permet de coupler des maillages de finesses diffé-
rentes, ne semble cependant pas applicable telle quelle à notre problème. D’une part,
la méthode présentée ici a été mise en place dans le cas d’un nombre limité de sous-
domaines. Dans notre cas, le nombre de sous-domaines en jeu est potentiellement
trop important pour que la méthode reste efficace. D’autre part, les mêmes remarques
que pour les méthodes multi-grilles classiques sont applicables.

3.4 Bilan

Les approches présentées ici présentent toutes des avantages vis à vis du problème que
nous souhaitons traiter. D’un point de vue numérique, les approches de type décomposi-
tion de domaine permettent de réduire les temps de calcul en divisant la structure globale,
ce qui peut s’avérer très utile dans le cas de structures de taille industrielle.

De plus, les méthodes de superposition présentent l’avantage de pouvoir utiliser conjoin-
tement une modélisation globale grossière de la structure et une modélisation locale plus
riche dans une zone restreinte. Dans ce cadre, il serait intéressant d’avoir accès d’une part
à une réponse globale macroscopique de la structure, tout en pouvant évaluer de façon
plus locale les zones délaminées de la structure.
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Enfin, dans un cadre dynamique, les approches de type multi-domaine multi pas de
temps font parties des plus avancées dans le domaine. Ce type d’approche sert donc de
base au travail présenté ici.
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Vers une méthode multi-échelle pour la
prédiction du délaminage en dynamique
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CHAPITRE

3 Analyse du problème

Dans ce chapitre, les choix retenus pour la modélisation du stratifié sont
présentés. Dans un premier temps, les équations de la dynamique et leur
discrétisation spatiale et temporelle sont rappelées. Les conséquences,
en terme de coût de calcul, de l’utilisation d’une méso-modélisation du
stratifié sont présentées.
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1 Définition d’un cas d’étude

La structure finale à calculer est une structure de type coque soumise à un choc d’oi-
seau, telle que celle présentée dans la partie 1. Pour calculer ce problème, l’oiseau est
explicitement modélisé.

Une première simplification de ce problème consiste à considérer une partie de la
structure, restreinte à l’intervalle entre deux raidisseurs (c.f. figure 3.1). Cette structure
est alors assimilable à une plaque plane. Des conditions aux limites en appui simple per-
mettent de prendre en compte la présence des raidisseurs.

L’impact de l’oiseau peut être représenté via un chargement équivalent. Pour être re-
présentif, deux paramètres doivent alors être pris en compte. D’une part la valeur de l’ef-
fort appliqué au cours du temps, d’autre part l’écoulement de l’oiseau, correspondant à
une pression variable en espace.

F

t

F

t

P

r τ f

L
x

x

y
z

z

e

e

FIGURE 3.1: Définition du problème 2D

Une simplification du problème en un cas 2D revient alors à considérer une coupe
de cette plaque, en faisant l’hypothèse de déformations planes. Le chargement imposé
peut être considéré comme une rampe, de temps caractéristique τ f , suivi d’un plateau où
l’effort est considéré comme constant. Sur les exemples considérés par la suite, les ordres
de grandeur de τ f observés expérimentalement sont conservés. Les durées des chocs sont
choisies de telle sorte que des dégradations apparaissent dans la structure.

Les cas considérés ici s’appuieront sur cette simplification. Ils sont tous construits sur
le même principe, résumé dans la figure 3.1. On notera x la direction dans le plan de la
plaque et z la direction normale.

2 Équations du problème

Dans cette section, les équations utilisées pour résoudre le problème de choc à l’oiseau
sont présentées. La solution recherchée est fonction de l’espace et du temps.
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2.1 Équations continues de la dynamique

Considérons une structure composite stratifiée occupant le domaineΩ et constituée de
Np plis adjacents notés P. On notera f e(t) le chargement dynamique imposé à la structure
sur une partie ∂Ω f de sa frontière, ud le déplacement imposé sur une partie ∂Ωu et f d
l’effort volumique.

∂Ω f

∂Ωu

f e(t)

FIGURE 3.2: Problème de référence

Le stratifié est représenté en utilisant une modélisation à l’échelle mésoscopique [La-
devèze, 1995]. La structure est ainsi considérée comme un empilement de plis P et d’in-
terfaces IP+P− (c.f. figure 3.3). Le problème de référence dynamique s’écrit alors :

Trouver la solution (ü(M, t), (M, t)) vérifiant les équations suivantes :

• Equilibre dynamique :

∀u∗,
∫

Ω

(
ρü− f

d

)
u∗dΩ+

∫
Ω
 : ! (u∗)dΩ =

∫
∂Ω f

f e u∗dS (3.1)

• Conditions aux limites :
– En déplacement : ∀M ∈ ∂Ωu, u(M, t) = ud
– En effort : ∀M ∈ ∂Ω f ,  (M, t) ·n= f e(M, t)

• Conditions initiales :
∀M ∈Ω, u(M, t0) = u0,

u̇(M, t0) = v0,
(3.2)

• Loi de comportement :
– Des plis :

∀M ∈Ωpli, ∀t ∈ [0,T ],  = C : !(u) (3.3)

où C représente le tenseur de Hooke associé au comportement des plis et !(u) le
tenseur des déformations défini par :!(u) = 1

2

(
∂u
∂M

+

(
∂u
∂M

)T
)

(3.4)
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– Des interfaces :
∀M ∈ΩI, I ·n= APP′ [u] (3.5)

où APP′ représente le comportement des interfaces qui sera explicité plus loin.
Le comportement des plis est considéré par la suite comme linéaire élastique. Les

interfaces sont définies comme des entités surfaciques entre les plis et assurent le transfert
des contraintes et des déplacements entre les plis adjacents du composite. Elles n’ont
pas d’épaisseur physique. La figure 3.3 précise le repère (n, t) lié à l’interface, que l’on
notera IP+P− . Les quantités relatives aux plis supérieur et inférieur sont indicées ·

+ et ·−

respectivement.

P+

IP+P−

P−

(a)

IP+P−

t

n

(b)

FIGURE 3.3: Définition des plis et interface (a) et du repère lié à l’interface (b)

La position de l’interface est définie par rapport à la position des plis adjacents. Elle
correspond à la surface moyenne entre deux plis du stratifié, soit :

IP+P− = {x/x=
x++ x−

2
} (3.6)

De même, le saut de déplacement [u] dépend des déplacements entre les deux plis
adjacents :

[u] = u+−u− = [un]n+[ut ] t (3.7)

L’état de contrainte d’une interface est ainsi caractérisé par la contrainte  I · n. La loi
de comportement associée, définie par l’opérateur AP+P− , lie le saut de déplacement [u]
et la contrainte  ·n :

{
( I ·n) ·n=  n = k+n (1−dn)< [un]>+ +k−n < [un]>−

( I ·n) · t =  t = kt(1−dt)[ut ]
(3.8)

Les paramètres kn et kt représentent respectivement les pseudo-raideurs normales et
tangentielles de l’interface. Les opérateurs < ·>+ et < ·>− renvoient respectivement la
partie positive et négative de la grandeur considérée.

On notera dans l’équation 3.8 la différence de comportement introduite pour l’ouver-
ture et la fermeture de fissure pour  n. L’ouverture de fissure entraîne une diminution de la
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raideur induite par le paramètre dn tandis qu’à la fermeture de la fissure, la raideur initiale
est récupérée.

Les variables dn et dt permettent de décrire l’endommagement de l’interface dans les
directions n et t. Cette valeur varie de 0 pour une interface saine à 1 pour une sépara-
tion complète des plis (délaminage). L’énergie de déformation de l’interface peut s’écrire
comme :

ed =
1

2

(
(1−dn)k

+
n <

[
un
]
>+ +k−n <

[
un
]
>− +(1−dt)kt

[
ut
])

(3.9)

Les forces thermodynamiques associées aux endommagements dn et dt sont définies en
dérivant l’énergie de déformation par rapport à dn et dt respectivement :




Yn =
∂ed
∂dn

=
1

2
k+n <

[
un
]
>2

+

Yt =
1

2
kt
[
ut
]2 (3.10)

Par hypothèse, les variables d’endommagement dn et dt seront considérées comme
égales et notées dès lors d. La force thermodynamique Y associée à d est définie en cou-
plant Yn et Yt :

Y = sup
t<τ

(
Yα
n +

(
γYt

)α
)1/α

(3.11)

α et γ sont des paramètres matériau qui permettent de moduler l’influence des modes
d’ouverture de fissure. Classiquement, le coefficient α est pris égal à 1. Le paramètre γ est
identifiable par des essais en mode II et III.

L’évolution de l’endommagement est donnée par une loi à effet retard [Allix et Deü,
1997], décrite par :





ḋ =
1
τC

(
1− e−a< f (Y )−d>+

)
et d =

∫
ḋdt si d < 1

d = 1 sinon
(3.12)

τC et a sont des paramètres du modèle. Ils peuvent être assimilés au temps minimal avant
rupture et au caractère plus ou moins fragile de la rupture. La fonction f est définie à
partir des efforts thermodynamiques :

f (Y ) =
α

1+α

(
Y −Y0

YC−Y0

)α

(3.13)

Les valeurs Y0 et YC sont des valeurs critiques correspondant respectivement à l’initiation
de l’endommagement et à la rupture. Elles peuvent être reliées directement aux sauts de
déplacements correspondants (c.f. équation 3.10).

La figure 3.4 présente ainsi l’évolution de la contrainte ( I ·n) · t en fonction du saut
de déplacement tangentiel [U ]n. À noter que dans le cas de couplage entre les endomma-
gements normaux et tangentiels, les contraintes ( I ·n) · t dépendent à la fois des sauts de
déplacements [U ]n et [U ]t .
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FIGURE 3.4: Loi de comportement tangentielle de l’interface

� Remarque : Dans un cadre dynamique, l’utilisation d’une loi d’endommagement
classique ne permet pas de prédire la vitesse de propagation du délaminage. Il existe en
effet une vitesse limite, visible expérimentalement. L’utilisation d’une loi d’endomma-
gement à taux limité, en bornant la vitesse d’évolution de l’endommagement, permet de
reproduire les vitesses mesurées expérimentalement [Guimard et al., 2010].

2.2 Discrétisation spatiale des équations

Une approximation éléments finis est utilisée pour résoudre le problème. Plis et inter-
faces sont considérés séparément.

Plis du stratifié La discrétisation des plis est assurée par des éléments finis linéaires.
Dans les cas 2D étudiés ici, des éléments Q4 sont utilisés. Les déplacements sont alors
approchés par : {

up(x, t) =Nl {U(t)}
ε(x, t) =Bl {U(t)}

(3.14)

Nl et Bl représentent respectivement les matrices des fonctions de forme et de leurs
dérivées. {U(t)} représente le vecteur des degrés de liberté en déplacement définis aux
nœuds du maillage.

Interfaces délaminantes Un élément d’interface comporte 4 nœuds, correspondant aux
nœuds des plis adjacents (c.f. figure 3.5). La discrétisation spatiale des interfaces est donc
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directement liée à celle des plis. L’expression discrétisée du saut de déplacement [u] est
obtenue à partir de l’équation 3.7. Les déplacements u+ et u− sont discrétisés à partir des
degrés de liberté et des fonctions de forme des plis adjacents :

[u] = LΦ{U(t)} (3.15)

Φ est une matrice contenant les fonctions de forme des éléments des plis et L une matrice
de localisation. Par analogie avec les éléments finis classiques, on noteraBi = LΦ.

+ +

−
−

IP+P−

FIGURE 3.5: Définition d’un élément d’interface

Equation dynamique discrétisée Dans l’équation 3.1, il convient de séparer le com-
portement des interfaces et des plis. La discrétisation des plis conduit classiquement à la
construction de matrices masseM et raideur K définies par :

{
M=

∫
ΩNl

TρNl dΩ
K=

∫
ΩBl

T
CBl dΩ

(3.16)

Le comportement des interfaces intervient dans la partie de l’équation relative à la
matrice raideurK. Comme dans [Pechnik, 2005] et [Guimard, 2009], un effort équivalent
est calculé pour prendre en compte les interfaces délaminantes :

F i =

∫
S
Bi

T ·ndS (3.17)

Il convient de traiter séparément les parties normale et tangentielle de la contrainte  · n
afin de prendre en compte la différence de comportement (c.f. équation 3.8). Par exemple,
la composante tangentielle des efforts de l’interface sera définie par :

F i =

[∫
S
Bi

T (1−d)ktBi dS

]
{U(t)} (3.18)

Dans tous les cas, on peut se ramener à une expression du type :

F i =Ki{U(t)} (3.19)

où la matrice Ki contient les différentes composantes du terme lié aux interfaces et prend
en compte leur endommagement. En pratique, l’effort résultant F i(t) est directement cal-
culé sans construire la matrice Ki.

L’équation dynamique discrétisée en espace conduit finalement à l’expression sui-
vante :

M{Ü(t)}+K{U(t)}= Fext(t)−F i(t) (3.20)
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2.3 Discrétisation temporelle des équations

La discrétisation temporelle du problème est assurée en utilisant un schéma de New-
mark [Newmark, 1959]. Les vitesses et déplacements au pas de temps tn+1 sont exprimés
en fonction de la solution au pas de temps courant et au pas de temps précédent tn par les
relations : 




Un+1 =Un+∆tU̇n+(
1

2
−β)∆t2Ün

︸ ︷︷ ︸
pU

+β∆t2Ün+1

U̇n+1 = U̇n+∆t(1− γ)Ün︸ ︷︷ ︸
pU̇

+γ∆tÜn+1

(3.21)

Les quantités pU et pU̇ sont appelées prédicteurs. Elles dépendent uniquement des quan-
tités cinématiques calculées au pas de temps tn précédent.

Ce schéma en temps est caractérisé par les coefficients β et γ qui définissent le type de
schéma d’intégration utilisé. Un schéma explicite est caractérisé par β = 1/2 et γ = 0 : ce
schéma est utilisé dans les cas test présentés par la suite.

D’autre part, un schéma de Newmark explicite est conditionnellement stable. Le pas
de temps ∆t utilisé dans les calculs doit être inférieur à une valeur critique notée ∆tc. Nous
reviendrons sur ce point dans la section 3.

L’application du schéma de Newmark à l’équation 3.20 conduit à l’expression discré-
tisée en temps suivante :

(
M+β∆t2 (K+Ki)

)
{Ü}n+1 = Fext

n+1− (K+Ki){
pU}n+1 (3.22)

Dans le cas d’un schéma explicite, l’effort F i dépend directement de la solution au
pas n précédent. L’endommagement éventuel dans les interfaces peut ainsi être calculé
directement à partir de la solution au pas de temps n. La discrétisation en temps de l’en-
dommagement (c.f. équation 3.12) conduit à l’écriture suivante :





dn+1 = dn+
∆t
τC

(
1− e−a< f (Yn+1)−dn>+

)
si dn+1 < 1

dn+1 = 1 sinon
(3.23)

3 Contraintes liées à l’utilisation du méso-modèle

Pour représenter correctement l’initiation et la propagation du délaminage, une atten-
tion particulière doit être portée à la discrétisation temporelle et spatiale du problème à
traiter.

3.1 Définition du pas de temps de calcul

Le pas de temps du calcul est subordonné ici à deux conditions, l’une numérique,
l’autre physique. D’une part, le choix d’un schéma de résolution temporel explicite exige
un pas de temps de calcul inférieur au pas de temps critique du schéma. Ce choix assure un
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calcul stable. D’autre part, la loi à effet retard qui gère l’évolution de l’endommagement
dans les interfaces introduit un temps caractéristique τc. Le pas de temps choisi doit dès
lors prendre en compte cette grandeur afin de décrire de façon pertinente l’évolution de
l’endommagement dans l’interface.

3.1.1 Calcul du pas de temps critique

Dans un premier temps, intéressons-nous au pas de temps critique du schéma de ré-
solution de Newmark explicite. Il est calculé à partir de la plus grande valeur propre du
système [Belytschko et Hughes, 1983]. Afin de simplifier le calcul de ce pas de temps
critique, cette valeur propre est classiquement majorée par la plus grande valeur propre
parmi les éléments, ou encore par ∆tc < l/c, où l est la longueur caractéristique du plus
petit élément du maillage et c la vitesse des ondes dans le matériau.

Dans le problème que nous souhaitons traiter, deux types d’éléments cohabitent, des
éléments d’interface, sans épaisseur et sans masse, et des éléments classiques Q4. L’utili-
sation directe de la formule ci-dessus n’est dès lors plus possible. Un calcul spécifique du
pas de temps critique doit être mis en place.

A titre d’exemple, considérons une structure barre de section S, encastrée à une extré-
mité et soumise à un effort dynamique (c.f. figure 3.6), maillée par trois éléments barre. Le
module d’Young dans les barres est noté E, la masse volumique ρ. Des éléments de type
interface, sans épaisseur physique, sont insérés entre chaque élément barre. La raideur de
l’interface est notée k.

F

l

Interface

FIGURE 3.6: Définition du problème dynamique unidimensionnel

La prise en compte des interfaces nécessite la construction de la matrice Ki décrite
dans l’équation 3.19. La matrice assemblée du problème conduit ainsi à l’expression :

Keq =




ES
l
+ kS −kS 0 0 0

−kS
ES
l
+ kS −

ES
l

0 0

0 −
ES
l

ES
l

+ kS −kS 0

0 0 −kS
ES
l

+ kS −
ES
l

0 0 0 −
ES
l

ES
l




(3.24)
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Pour obtenir un calcul simple du pas de temps critique, on va se ramener au calcul
des valeurs propres élémentaires. Pour cela, la raideur d’une interface est scindée à part
égale entre les deux éléments barre adjacents. Les matrices raideur et masse de l’élément
modifié s’écrivent alors :

K
e
eq =




ES
l

+
kS
2

−
kS
2

−
kS
2

ES
l

+
kS
2


 M

e
eq = ρSl

[
1 0
0 1

]
(3.25)

La valeur propre de l’élément ainsi modifié conduit alors à une expression du pas de
temps critique prenant en compte la raideur de l’interface :

∆tmc = l

√√√√
ρ

E+
kl
S

(3.26)

L’utilisation de cette formule pour le calcul du pas de temps critique conduit à des
calculs stables pour le problème présenté ici.

A titre de comparaison, sans prise en compte des éléments d’interface, le calcul clas-
sique du pas de temps critique conduit à la valeur du pas de temps critique classique pour
des éléments barre, soit :

∆tcc = l

√
ρ

E
Cette valeur du pas de temps est plus grande que ∆tmc : l’utilisation de ce pas de temps
conduit donc à des calculs instables.

On pourra noter dans l’équation 3.26 que plus l’interface est raide, plus le pas de temps
critique est faible. A l’inverse, pour une interface très souple, on se rapproche du pas de
temps critique classique ∆tcc , la valeur limite k = 0 correspondant à l’absence d’interface
dans le problème.

Cette estimation du pas de temps, même si elle se révèle exacte, nécessite la construc-
tion de la matrice raideur Ki des interfaces, ce qui est d’une part inutile dans le calcul
à suivre, et d’autre part coûteux en temps de calcul. Une estimation directe de ce pas de
temps critique peut être réalisée par la méthode du pas de temps nodal utilisée par exemple
dans le logiciel éléments finis Radioss [Pechnik, 2005] :

∆tc <min
i, j

√
2mi j

ki j
(3.27)

Les coefficients mi j et ki j représentent respectivement les termes de la matrice masse
et raideur du problème étudié. Les matrices masses utilisées dans les calculs explicites
étant diagonales, ce calcul est rapide car il nécessite uniquement le calcul de la diagonale
de la matrice Ki.

Sur une stratégie multi-échelle d’analyse des grands délaminages en dynamique transitoire



Contraintes liées à l’utilisation du méso-modèle 77

3.1.2 Prise en compte de la grandeur τc

La grandeur τC peut être assimilée à un temps caractéristique d’endommagement de
l’interface. En effet, la loi d’endommagement à effet retard retenue pour l’interface intro-
duit, via ce paramètre, une vitesse d’endommagement maximale ḋ= 1/τC. Ainsi, le temps
minimal pour que l’endommagement d’un point de l’interface passe de 0 à 1 correspond
τC.

Ainsi, lors du choix d’un pas de temps de calcul, il convient de vérifier que celui-ci
est inférieur à la grandeur τC. De cette façon, l’évolution de l’endommagement peut être
suivie au cours du temps avec précision.

Les valeurs prises pour τC sont typiquement de l’ordre de 10−3ms. Dans les exemples
présentés par la suite, les pas de temps critique sont de l’ordre de 10−5ms. Une discréti-
sation pertinente de l’évolution de l’endommagement est donc assurée.

3.2 Définition du maillage

Le suivi du délaminage dans les interfaces nécessite de décrire correctement l’évolu-
tion de l’endommagement dans la process zone, et donc de prêter une attention particu-
lière à la discrétisation spatiale des interfaces. Une estimation de cette longueur pour une
rupture en mode II est donnée dans [Guimard, 2009] :

la =

√√√√√Eh

(
1−

ȧ
c

)

k
(3.28)

où h est l’épaisseur du pli, E est le module d’Young des plis, k la raideur de l’interface,
c la vitesse de propagation des ondes dans les plis, ȧ la vitesse d’avancée du délaminage
dans l’interface.

La longueur de la process zone est ainsi directement liée à la raideur de l’interface :
plus cette interface est raide, plus la est petite et donc plus la rupture sera brutale.

� Remarque : Dans les gammes de vitesses étudiées ici, la longueur la de la process
zone est indépendante de la vitesse de propagation du délaminage.

Considérons l’exemple présenté dans la figure 3.7 (a), constitué de deux plis et d’une
interface. Le délaminage s’initie au niveau des conditions aux limites et se propage vers
le centre de la plaque (c.f. figure 3.7 (b)).

La figure 3.8 présente d’une part l’évolution de l’endommagement au point d’initia-
tion du délaminage et d’autre part l’évolution de l’endommagement le long de l’interface
à l’instant d’initiation du délaminage. Les caractéristiques du calcul conduisent à une es-
timation de la longueur la de la process zone de 2mm. Pour des maillages suffisamment
fins, on retrouve la valeur de la calculée analytiquement (c.f. figure 3.8 (b)).
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FIGURE 3.7: Définition du problème test et zone délaminée en fin de calcul
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FIGURE 3.8: Étude de raffinement de maillage

Il est important de remarquer que le maillage à utiliser doit être très fin : à partir d’élé-
ments de taille la/3, les résultats convergent (c.f. figure 3.8 (a)).

� Remarque : La corrélation entre longueur analytique et calculée de la process zone
est due ici au fait que le problème traité dans l’exemple comporte seulement 2 plis. Le
problème traité est donc proche du cas considéré pour calculer la longueur la.
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4 Bilan et objectifs

Dans cette partie, les difficultés liées à la prédiction du délaminage dans un cadre dy-
namique ont été soulignées. Les tailles de maille et les pas de temps d’un calcul explicite
conduisent rapidement à des coûts de calcul prohibitifs, aussi bien en termes de degrés de
liberté que de temps de calcul. L’objectif des travaux présentés par la suite est de proposer
une approche permettant de réduire ces coûts de calcul tout en conservant une prédiction
précise du délaminage.

La longueur caractéristique de la process zone est très faible devant les dimensions
de la structure. C’est essentiellement cette zone qui doit être modélisée finement afin de
prédire la propagation du délaminage. Au cours d’un calcul tel que celui présenté dans la
partie 1, une grande partie de la structure conserve un comportement purement élastique
pendant une durée relativement importante à l’échelle du calcul. Aussi, une représentation
de type méso-modèle n’est pas nécessaire pendant tout le calcul.

Enfin, on peut remarquer qu’une fois le délaminage initié, des zones de la structure se
retrouvent délaminées, mais ne voit plus leur endommagement modifié. Là encore, une
modélisation de type méso-modèle devient superflue.

L’approche que l’on souhaite mettre en place est basée sur ces différentes observa-
tions. L’objectif final est d’utiliser une représentation globale continue de type coque sur
l’ensemble de la structure. Cette modélisation, qui n’est jamais modifiée au cours du cal-
cul, permet de conserver les habitudes de simulation et de maillage couramment utilisées
chez Airbus et de réduire les coûts de calcul dans les zones non endommagées.

Les zones d’initiation et de propagation du délaminage étant très limitées dans l’es-
pace, elles peuvent être modélisées séparément sous-forme de patchs. Cette approche
assure l’utilisation d’un modèle approprié dans les zones critiques de la structure tout en
limitant au maximum le nombre de degrés de liberté du problème sans remaillage. Ces
patchs seront activés pour suivre le délaminage dans la structure.

Les zones délaminées lors d’un choc étant du même ordre de grandeur que la structure
elle-même, il est important de prévoir une procédure pour désactiver les patchs qui seront
devenus inutiles et pour prendre en compte la fissure créée directement dans le maillage
global. Dans le cas contraire, l’ensemble de la structure se retrouverait très rapidement
maillée finement.

Plusieurs points doivent alors être étudiés. D’une part, les pas de temps de calcul
pour les schémas explicites dépendent de la modélisation utilisée. L’utilisation du méso-
modèle conduit notamment à des pas de temps très faibles. Dans des maillages de type
coque, les pas de temps de calcul sont plus grands. Pour en tirer parti, une approche telle
que la méthode multi pas de temps définie dans [Gravouil et Combescure, 2001] peut être
utilisée.

D’autre part, la modélisation de type coque doit pouvoir assurer un couplage correct
avec une modélisation 3D et permettre la prise en compte de fissure dans l’épaisseur. Pour
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ces raisons, des éléments de coque 3D semblent plus appropriés.

La suite de cette partie s’organise de la façon suivante. Dans un premier temps, l’ap-
proche multi pas de temps est adaptée à l’utilisation du méso-modèle. Une modélisation
de type coque est ensuite proposée. Le couplage du méso-modèle et du modèle de coque
est testé. Enfin, une approche multi-échelle en temps et en espace est proposée, selon le
principe décrit ci-dessus.
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CHAPITRE

4 Prédiction du délaminage
par une méthode de
décomposition de domaine
multi pas de temps

Dans ce chapitre, la méthode de décomposition de domaine multi pas
de temps proposée dans [Gravouil et Combescure, 2001] est étudiée et
adaptée au cas de la prédiction de l’initiation et de la propagation du
délaminage en dynamique transitoire.
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1 Définition du problème

Dans cette section, le problème de choc décrit dans la partie 3 est résolu en utilisant
la méthode multi-pas de temps [Gravouil et Combescure, 2001]. Les équations de la mé-
thode sont adaptées au cas du délaminage.

Afin de ne pas confondre interfaces délaminantes du méso-modèle et interfaces entre
sous-domaines, ces dernières seront par la suite désignées par frontières.

1.1 Décomposition en sous-domaines du problème

La première étape consiste à décomposer la structure plaque en sous-domaines et
frontières. Par la suite, les sous-domaines seront indicés par k et leur nombre total sera
noté s. Au vue des particularités de la structure, les sous-domaines sont définis de telle
sorte que les frontières entre sous-domaines soient perpendiculaires à la fibre moyenne de
la plaque (c.f. figure 4.1). Les frontières correspondent alors à des sections de la plaque.
De plus, chaque sous-domaine est assimilable à une plaque stratifiée.

FIGURE 4.1: Décomposition en sous-domaines du stratifié

Le maillage est réalisé séparément dans chaque sous-domaine. La discrétisation des
plis peut être différente d’un sous-domaine à l’autre : les maillages des plis peuvent être
non coïncidents sur les frontières. Cependant, afin de suivre les délaminages dans la struc-
ture, les interfaces doivent être compatibles entre les domaines.

1.2 Équations du problème

Dans chaque sous-domaine, les équations du problème sont celles précisées dans
l’équation 3.22. L’application de la méthode multi pas de temps conduit alors au système
d’équation :




∀k ∈ [1,s],
(
Mk+βk∆t2kK

k)
{
Ü}nk+1 = Fext

nk+1
−F i

nk+1

−Kk {pU}nk+1+CkT{Λ}nk+1

∑
k

C
k{U̇k

}n+1 = 0
(4.1)

Comme proposé dans [Gravouil et Combescure, 2001], le problème est alors résolu en
deux étapes, en séparant la solution en accélération en deux parties (c.f. équations 2.53).
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Dans un premier temps, les problèmes d’équilibre dynamique sont résolus séparément
dans chaque sous-domaine (problème libre) puis liés entre eux en imposant la continuité
des vitesses aux frontières (problème lié).

L’application de l’équation 2.53 au schéma de Newmark défini dans l’équation 3.21
conduit à une partition des déplacements et vitesses en parties libres et liées :





Uk
nk+1

= pUk
nk+1+βk∆t

2
kÜ

k,Free
nk+1︸ ︷︷ ︸

U k,Free
nk+1

+βk∆t
2
kÜ

k,Link
nk+1︸ ︷︷ ︸

Uk,Link
nk+1

U̇k
nk+1 =

pU̇k
nk+1+ γk∆tkÜ

k,Free
nk+1︸ ︷︷ ︸

U̇k,Free
nk+1

+γk∆tkÜ
k,Link
nk+1︸ ︷︷ ︸

U̇k,Link
nk+1

(4.2)

Plaçons-nous dans le cadre d’un schéma de résolution explicite. Dans ce cas là, β = 0
et donc les déplacements dépendent uniquement de la solution au pas de temps précédent.
Ceci a une conséquence directe sur le calcul des efforts d’interface F i qui peuvent être
exprimés en fonction du saut de déplacement (c.f. équation 3.19) : ils sont directement
définis par la solution au pas de temps précédent, et donc par la partie libre des dépla-
cements Uk,Free

nk+1
. Ces efforts apparaissent donc uniquement dans l’équation du problème

libre, ce qui permet de simplifier le problème. Les interfaces délaminantes n’apparaissent
pas en effet dans le problème lié.

Le problème à résoudre prend alors la forme :

Problème libre : ∀k ∈ [1,s],MkÜkFree
nk+1 = Fext

nk+1
−F i

nk+1
−Kk pUk

Problème lié : ∀k ∈ [1,s],MkÜkLink
nk+1 = CkTΛnk+1

Λnk+1 =H−1Bnk+1

(4.3)

La matriceH est une matrice globale sur l’ensemble de la structure, et est définie par :

H=−∑
k

γk∆tkC
k(Mk)−1CkT (4.4)

D’autre part, le vecteur Bnk+1 mesure l’écart des vitesses calculées pour le problème
libre de part et d’autre de la frontière :

Bnk+1 = ∑
k

C
kU̇k,Free

nk+1 (4.5)

Ainsi, pour le problème libre, les équations à résoudre sont identiques à celles pré-
sentées dans le chapitre 3. Pour la résolution du problème lié, l’utilisation de maillages
non conformes pour les plis et de pas de temps différents dans les sous-domaines doit être
considérée.
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1.2.1 Traitement de maillages incompatibles

Considérons deux sous-domaines adjacents A et B dont les maillages sont incompa-
tibles, i.e. les nœuds de part et d’autre de la frontière ne sont pas coïncidents (c.f. figure
4.2). On pourra cependant noter que, pour suivre le délaminage, les interfaces sont com-
patibles. L’équation de continuité des vitesses 4.1 en un point M de la frontière Γ peut
s’écrire sous la forme :

∀M ∈ Γ, u̇A(M) = u̇B(M) (4.6)

Le premier point consiste à définir une discrétisation de la frontière Γ entre les sous-
domaines. Des raccords mortar ou optimum peuvent être utilisés [Herry, 2002, Faucher et
Combescure, 2003]. Dans le cas d’un raccord mortar (c.f. figure 4.2(a)), la discrétisation
de l’interface est fixée par le maillage le plus fin. Pour un raccord optimum, les deux
maillages sont pris en compte et la discrétisation de la frontière correspond à la réunion
des deux maillages sur la frontière (c.f. figure 4.2(b)).

(a) (b)
A B

Γ

FIGURE 4.2: Discrétisation des frontières pour des maillages des plis non conformes (a)
mortar, (b) optimum

Le second point à prendre en compte est l’estimation des vitesses sur les nœuds de la
frontière. Pour cela, il suffit d’utiliser les fonctions de forme des éléments du maillage.
Ceci revient dans le cas présent à réaliser des interpolations linéaires en espace des vi-
tesses des nœuds les plus proches. Ces interpolations sont prises en compte lors de la
construction des matrices de localisation C associées aux différents domaines.

Par la suite, des raccords de type mortar seront utilisés.

1.2.2 Traitement de pas de temps de calcul différents

Considérons un cas où des pas de temps différents sont utilisés dans les sous-domaines.
Les équations 4.3 doivent être résolues à chaque pas de temps tnk . Notons ∆tck le pas de
temps critique de calcul de chaque sous-domaine k. Afin de disposer d’instants de coïn-
cidence au cours du calcul [Gravouil et Combescure, 2001], les pas de temps de chaque
sous-domaines sont alors calculés à partir du pas de temps minimal sur l’ensemble des
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sous-domaine, noté ∆tmin (c.f. figure 4.3). Ils sont déterminés de telle sorte que :

∀k ∈ [1,s], ∃Nk ∈ N tel que :

{
∆tk < ∆tck
∆tk = Nk min

s
(∆ts) = Nk ∆tmin

(4.7)

A

B

t0 tn

t j

∆tA

∆tmin

t

FIGURE 4.3: Discrétisation temporelle dans les sous-domaines A et B

Le problème lié devant être résolu sur tous les pas de temps les plus fins, les solutions
en vitesse pour l’ensemble des sous-domaines doivent être connues à chaque piquet de
temps de calcul t j du domaine le plus fin. Dans le domaine A, il est donc nécessaire
d’évaluer les vitesses aux pas de temps t j de l’échelle temporelle fine. Ces vitesses n’étant
pas calculées, une interpolation linéaire en temps est réalisée entre les quantités calculées,
similaire à celle adoptée dans les méthodes de sous-cyclage [Belytschko et al., 1979] :

U̇ k
j =

tn− t j
tn− t0

U̇ k
0 +

t j− t0
tn− t0

U̇ k
n (4.8)

Les multiplicateurs de Lagrange Λ peuvent ainsi être évalués sur l’échelle fine de dis-
crétisation en temps (c.f. équation 4.3).

1.2.3 Mise en œuvre numérique

L’algorithme de résolution est présenté dans l’algorithme 1. L’avancée en temps se
fait sur le pas de temps minimal du calcul. Pour avoir une solution complète dans le
sous-domaine considéré, le problème lié doit être résolu pour chaque pas de temps de la
discrétisation temporelle du sous-domaine. Ainsi, pour obtenir la solution complète dans
les domaines possédant le pas de temps de calcul minimal, la solution libre des sous-
domaines plus grossiers doit être estimée. Dans ces derniers, le problème lié n’est résolu
qu’aux pas de temps tn de coïncidence entre les discrétisations temporelles. Il faut alors
disposer des solutions libres dans les sous-domaines fins.
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Algorithm 1 Méthode multi pas de temps appliquée à une structure stratifiée
Initialisation :

� Chargement des maillages
� Calcul des pas de temps critiques de chaque sous-domaine
� Calcul des pas de temps de calcul
Boucle sur les pas de temps les plus fins
for t j = 0. . .∆tmin . . .T do
Mise à jour du marqueur temporel général : jg = jg+1
Résolution des problèmes libres :
Boucle sur les sous-domaines
for k = 1 . . .Nsd do
if jk < jg then

� Calcul des efforts d’interface
� Résolution de l’équilibre dynamique :MkÜ kFree

nk+1 = Fext
nk+1

−F i
nk+1

−K
kU pk

� Mise à jour du marqueur temporel local : jk = jk+Nk

else
� Interpolation des vitesses sur les pas de temps non calculés

end if
end for
Résolution du problème lié :

� Calcul des multiplicateurs de Lagrange : Λ jg =H−1B jg
for k = 1 . . .Nsd do
if jk < jg then

� Calcul des parties "liées" de la solution :MkÜkLink
nk+1 = CkTΛnk+1

� Mise à jour de la solution : Ük
jg = Ük,Free

jg +Ük,Link
jg

end if
end for

end for
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2 Application au cas test 2D

L’objectif de cette partie est de valider l’approche de décomposition de domaine dans
le cas d’une structure stratifiée modélisée par le méso-modèle. On vérifiera notamment
si l’utilisation de pas de temps différents dans les sous-domaines, ou des discrétisations
différentes, permettent de suivre correctement l’évolution du délaminage à travers les dif-
férents sous-domaines.

Considérons le même problème que celui proposé dans la partie 3.2 et rappelé dans la
figure 4.4. La plaque est composée de deux plis de composite et d’une interface délami-
nante. Un chargement dynamique est appliqué au centre de la plaque.

Fe

t

x

FIGURE 4.4: Définition du problème traité

2.1 Définition des maillages et des calculs

Les maillages utilisés sont résumés dans la figure 4.5. Le maillage de référence (c.f.
figure 4.5(a)) est un maillage classique, les deux plis sont maillés séparément. Les deux
maillages suivants sont réalisés en séparant le problème en trois sous-domaines. Dans le
premier cas, des maillages identiques sont utilisés dans les trois sous-domaines (c.f. figure
4.5(b)). On désignera par la suite cette discrétisation par le terme de maillage compatible.
Dans le second cas, un maillage plus grossier est utilisé dans le domaine central (c.f. fi-
gure 4.5(c)).

Nombre de
Maillages Désignation calcul Pas de temps degrés de liberté
Référence ref ∆tr 11232

Compatible Comp1 ∀i,∆ti = ∆tr 11266
Comp2 ∆t2 = ∆tr, ∆t1 = ∆t3 = 1/2∆tr

Incompatible Incomp1 ∆ti = ∆tr 9208

TABLE 4.1: Définition des calculs multi pas de temps

Sur une stratégie multi-échelle d’analyse des grands délaminages en dynamique transitoire



88 Prédiction du délaminage par une méthode de décomposition de domaine

Les différents calculs sont résumés dans le tableau 4.1. Pour les maillages compa-
tibles, la méthode est testée avec des pas de temps égaux dans les trois sous-domaines,
puis avec des pas de temps plus faibles que le pas de temps critique dans les deux sous-
domaines aux extrémités. Ceci permet de valider l’interpolation temporelle des vitesses
qui est réalisée.

Dans le cas des maillages incompatibles, on pourra remarquer que la finesse des
maillages varie peu entre les sous-domaines. En effet, afin de représenter correctement
la cinématique de la plaque, le maillage doit rester fin, même au centre. De plus, le déla-
minage se propageant entre les sous-domaines, il faut un maillage suffisamment fin pour
représenter correctement son avancée dans la structure. Comme précédemment, des pas
de temps coïncidents puis différents sont utilisés dans les sous-domaines.

A B

ld = 30mm

(a)

A B

ld

(b)

A B

ld

(c)

FIGURE 4.5: Définition des maillages (a) de référence, (b) compatible, (c) incompatible
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2.2 Comparaison des résultats

0 10 20 30 40
0

0.02

0.04

0.06

t(
m
s)

x(mm)

Référence
Comp1
Comp2

(a)

0 0.02 0.04 0.06 0.08

0

0.5

1

d
t(ms)

A

B

(b)

FIGURE 4.6: Evolution du front de délaminage (a) et de l’endommagement aux points A
et B (b) dans le cas de maillages compatibles

Dans le cas de maillages compatibles, les résultats obtenus en appliquant la méthode
de décomposition de domaine sont identiques à ceux du calcul de référence. La figure 4.6
(a) présente la propagation du délaminage dans l’interface, tandis que la figure 4.6(b) pré-
sente l’évolution de l’endommagement en deux points de l’interface définis dans la figure
4.5. Le point A correspond au point d’initiation du délaminage ; le point B correspond au
premier point situé après la frontière entre sous-domaines.

La présence d’une frontière ne présente aucune difficulté pour le suivi du délaminage :
l’utilisation d’une méthode de décomposition de domaine permet de suivre le délaminage
d’un sous-domaine à l’autre. L’utilisation de pas de temps différents dans les différents
domaines n’entraîne pas de difficultés particulières. De plus, les déformations au niveau
de la frontière ne présentent pas de discontinuité (c.f. figure 4.8).

Pour les exemples utilisant des maillages incompatibles, les mêmes observations peu-
vent être faites (c.f. figure 4.7). Les différences qui apparaissent au niveau de l’évolution
de l’endommagement restent limitées et apparaissent quand le délaminage atteint la zone
centrale, maillée grossièrement. Le retard du délaminage est alors limité à quelques pas
de temps.

Ainsi, il apparaît à travers ces exemples qu’imposer la continuité des vitesses entre
les domaines est suffisant pour transmettre les informations relatives à l’interface d’un
sous-domaine à l’autre.
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FIGURE 4.7: Evolution du front de délaminage (a) et de l’endommagement aux points A
et B (b) dans le cas de maillages incompatibles
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FIGURE 4.8: Évolution au cours du temps des déformations sur les frontières entre sous-
domaines (gauche : εxx, milieu : εzz, droite : εxz)
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3 Bilan et limitations

L’utilisation de la méthode multi pas de temps pour le suivi du délaminage conduit
à des résultats satisfaisants. L’initiation du délaminage est prédit avec précision, et la
propagation de la fissure ainsi créée entre les sous-domaines est possible.

Cependant, cette approche seule ne peut suffire à traiter des problèmes de grande taille.
En effet, la bonne représentation de la cinématique du problème impose l’utilisation d’un
maillage fin : le nombre de degrés de liberté reste alors élevé. Le gain en temps de calcul
est négligeable : l’utilisation d’un maillage raffiné impliquant des pas de temps de calcul
proches, voire identiques, à ceux utilisés dans les zones de présence de délaminage.

Afin de gagner en degrés de liberté et en temps de calcul, une modélisation spécifique
des zones non endommagées est alors nécessaire. Étant donné le type de structure étudiée,
une représentation de type plaque ou coque permet de réduire le nombre de degrés de
liberté ainsi que les pas de temps de calcul.
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CHAPITRE

5 Choix d’une représentation
macroscopique de coque 3D

Dans ce chapitre, une représentation de l’échelle globale de coque est
définie. Dans un premier temps, les champs de contrainte et de dépla-
cement exacts dans l’épaisseur de la plaque sont construits de façon
analytique. Un élément permettant de les représenter correctement est
alors choisi et validé.
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1 Objectifs

L’objectif de cette partie est de choisir un élément permettant de représenter le com-
portement du stratifié à l’échelle macroscopique. Au vu des dimensions caractéristiques
des structures étudiées, le stratifié peut être assimilé à une coque. L’élément défini dans
cette partie sera utilisé pour réaliser un maillage global de la structure.

De plus, le couplage d’un élément de type coque avec une modélisation 3D du stratifié
nécessite de prêter une attention particulière à la qualité du raccord entre les modèles. En
effet, une mauvaise description du champ de contrainte à ce niveau peut entraîner une
concentration de contraintes, et donc un départ de délaminage parasite dans le modèle
3D.

Le choix d’un élément 3D avec des inconnues de type déplacements est ainsi privilé-
gié. Pour assurer son utilisation sur des zones importantes, l’élément doit être capable de
représenter de façon quasi-exacte les contraintes et la cinématique de la structure mince
étudiée. Une étude menée en statique a ainsi servi de base au choix de l’élément fini 3D
correspondant. L’élément a été testé sur des cas simples afin de vérifier son comportement
pour les situations 2D en déformations planes simplifiées étudiées ici

2 Reconstruction des contraintes et déplacements 3D

Soit une plaque stratifiée d’épaisseur constante 2h décrite par sa surface moyenne Σm

(c.f. figure 5.1 ). Le nombre de plis de la plaque sera noté nP. Cette plaque est soumise
sur ces surfaces supérieure et inférieure, Σ+ et Σ−, à des chargements surfaciques p. Une
partie de sa surface latérale Σl , notée Σl

f est soumise à un effort F l ; sur l’autre partie,

notée Σl
u, les déplacements sont imposés.

Le problème à résoudre s’écrit alors :
• Equation d’équilibre : div = 0
• Chargements sur Σ+ :  + = τ+c + p+z
• Chargements sur Σ− :  − = τ−c + p−z
• Chargements sur Σl

f : F
l = plz+h

• Déplacements imposés Σl
u :U = 0, (U · z),n = 0

Σ+

Σm
Σ−

FIGURE 5.1: Géométrie de la plaque
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Les équations de la théorie de Kirchhoff-Love sont le point de départ de l’étude menée
ici. Appliquées à une structure stratifiée, elles constituent la Classical Laminate Theory.

La première hypothèse de cette théorie statue que tout segment normal à la surface
moyenne Σm reste normal à Σm. Ceci conduit à une expression simplifiée des déplace-
ments dans la plaque, qui sont définis à partir des déplacements de la surface moyenne
Σm, notés V dans le plan et w hors plan :

U(m,z) =V (m)+w(m)z− zgrad
m
(w(m)) (5.1)

Cette expression des déplacements conduit à écrire les déformations planes  ̃ comme
la somme des contributions de membrane γ et de courbure χ. ̃= γ+ zχ tel que

{
γ = ε(V )

χ =−grad(grad
m
w)

(5.2)

La seconde hypothèse de la théorie de Kirchhoff-Love considère la contrainte normale
au plan de la plaque, ! · z, comme nulle. Le champ de contrainte se réduit alors à la partie
plane des contraintes, notée !̃. Cette hypothèse permet alors de définir la matrice Kcp

liant les déformations et les contraintes planes :!̃ =Kcp ̃ (5.3)

Dans le cas d’un stratifié, Kcp dépend du pli considéré et varie donc dans l’épaisseur
de la plaque. Le comportement global du stratifié peut alors s’exprimer à partir de l’effort
N et du momentM résultant :

{
N=

∫ h
−h σ̃dz=<Kcp > γ+< zKcp > χ

M=
∫ h
−h z σ̃dz=< zKcp > γ+< z2Kcp > χ

(5.4)

L’opérateur < ·> renvoie la moyenne de la quantité considérée. Pour des stratifiés symé-
triques, le couplage entre les comportements de membrane et de courbure disparaît.

L’équilibre de la plaque stratifiée peut alors s’écrire en fonction des quantités résul-
tantes : {

divm (divmM)+hdivm (τ+c + τ−c )+(p++ p−) = 0

divm (N)+(τ+c + τ−c ) = 0
(5.5)

2.1 Reconstruction du champ de contrainte

Considérons maintenant le champ de contrainte 3D dans la plaque. La partie hors plan
du champ de contrainte,  · z, est décomposée en cisaillement et contrainte normale : · z= σxz

σyz

σzz



=

{
σc
σzz

}
(5.6)
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L’équilibre 3D de la plaque peut alors se réécrire en prenant en compte les différentes
composantes du champ de contrainte :

{
divm ̃+σc,z = 0

divσc+σzz,z = 0
(5.7)

L’intégration de ces équations dans l’épaisseur de la plaque et la prise en compte
des conditions aux limites sur les faces supérieure et inférieure conduit à l’équation 5.5,
équilibre généralisé des plaques.

D’autre part, il est possible à partir de cette expression de l’équilibre de définir le
champ de contrainte dans chaque pli du stratifié :





 ̃ =Kcp(γ+ zχ)

σc =−
∫ z
−hdivm ̃ dz − τ−c

σzz =−
∫ z
−hdivmσcdz − p−

(5.8)

Les contraintes ainsi définies vérifient l’équilibre 3D de la plaque et permettent de
calculer le champ de contrainte en tout pli de l’empilement.

Pour une quantité a donnée, on peut définir les ordres de grandeurs suivant :




∂a
∂m

= o(
a
L
)

∂a
∂z

= o(
a
h
)

(5.9)

où L se rapporte aux dimensions dans le plan de la plaque, et h à l’épaisseur. À partir
des équations d’équilibre 5.8, une estimation des ordres de grandeur des contraintes de
cisaillement et hors plan de la plaque conduit alors à :





‖σc‖= o(
h
L
)‖ ̃‖

‖σzz‖= o(
h2

L2
)‖ ̃‖ (5.10)

�Remarque : Une approximation de ce champ de contrainte au premier ordre conduit
ainsi au champ de contrainte suivant :





 ̃
σc = 0
σzz = 0

(5.11)

On retrouve ainsi les hypothèses du modèle de Kirchhoff-Love.
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Flexion pure Pour développer le raisonnement plus avant, considérons le cas d’une
plaque stratifiée en flexion pure. Le seul chargement est imposé sur la surface Σl

f , les
efforts surfaciques sur les faces Σ+ et Σ− sont pris comme nuls. L’expression des dépla-
cements est réduite à :

U(m,z) = w(m)z− zgrad
m
(w(m)) (5.12)

et les équations en efforts généralisés se réduisent à :
{

divm (divmM) = 0⇔ divm(divm(χ)) = 0

N= 0
(5.13)

Le champ de contrainte reconstruit peut alors s’écrire :




 ̃ = zKcp χ

σc =−
(∫ z
−h zKcp dz

)
divm(χ)

σzz = 0

(5.14)

Dans le cas d’une plaque homogène isotrope, les calculs analytiques peuvent être en-
core développés. Le module d’Young est noté E et le coefficient de Poisson ν. La relation
de comportement 3D s’écrit : =

E
1+ν

(!+ ν

1−2ν
Tr(!)I3) (5.15)

Le comportementKcp défini en 5.3 peut alors s’écrire : ̃ =Kcp(zχ) =
E

1+ν

(!̃+ ν

1−ν
Tr(!̃)I2) (5.16)

La définition du moment résultant donné dans l’équation 5.4 permet d’exprimerM en
fonction des déplacements w de la plaque :

M=−
2h3

3

E
1+ν

(
grad

m
(grad

m
(w(m))+

ν

1−ν
△m(w)I2

)
(5.17)

D’autre part, l’équation 5.4 permet d’écrire les contraintes  ̃ directement en fonction
du moment résultantM :  ̃ =

3

2h3
zM (5.18)

En introduisant l’expression développée de M dans l’équation 5.18 et en utilisant
l’équation 5.8, le champ complet des contraintes 3D peut être reconstruit :





 ̃ =−z
E

1+ν

(
grad

m
(grad

m
(w(m))+

ν

1−ν
△m(

0w)I2

)

σc =
1

2
(z2−h2)

E
(1+ν)(1−ν)

(
grad

m
(△m(w)

)

σzz = 0

(5.19)
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Traction pure En considérant de même un problème de traction pure sur une plaque
homogène isotrope, le champ de déplacement dans la plaque est réduit à la composante
dans le plan :

U(m,z) =V (m) (5.20)

Le moment généralisé M s’annule et les contraintes  ̃ s’expriment directement en
fonction des efforts généralisés :  ̃ = N (5.21)

De plus, les équations d’équilibre 5.5 deviennent alors :

divmN= 0 (5.22)

Le champ de contrainte 3D s’exprime alors :





 ̃ =
E

(1+ν)

(
γ+

ν

1−2ν
divγI2

)

σc = 0

σzz = 0

(5.23)

On obtient ainsi une expression du champ de contrainte 3D dans la plaque, sous les
hypothèses de Kirchhoff-Love.

2.2 Reconstruction du champ de déplacement

Dans cette partie, le cas d’une plaque en flexion est considérée. La dérivation di-
recte des déplacements donnés dans l’équation 5.12 ne permet pas d’obtenir le champ de
contrainte exact de l’équation 5.19. La construction d’un déplacement cohérent avec le
champ de contrainte est réalisée de façon itérative en évaluant l’erreur entre la solution
3D et la solution issue des déplacements. Une correction est alors apportée au champ de
déplacement de façon à annuler l’erreur commise la plus grande [Allix et Dupleix-Cou-
derc, 2009].

Les notations utilisées par la suite seront les suivantes :
• la solution de référence en contrainte sera notée  c. Cette solution correspond au
champ de contrainte donné dans l’équation 5.14 pour une plaque stratifiée et dans
l’équation 5.19 pour une plaque homogène isotrope ;

• la solution en déplacement à l’itération i sera notée iU ;
• le champ de contrainte à l’itération i sera défini par i ̂ = C!(iU).
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2.2.1 Cas d’une plaque stratifiée

Le déplacement initial,U0, correspond au déplacement de l’équation 5.12. Le champ
de contrainte 3D déduit de ce déplacement s’écrit alors, pour chaque pli de l’empilement :





0̂̃ =

(
K̃(·) −

A

C
Tr(A(·))

)(
−zgrad

m

(
grad

m
(w)
))

0σ̂c = 0

0σ̂zz = Tr
[
−z A grad

m

(
grad

m
(w)
)]

(5.24)

où K̃ correspond aux termes de la matrice de comportement 3D du pli relatifs au compor-
tement dans le plan, A au comportement en cisaillement transverse etC au comportement
hors plan.

Ainsi, l’utilisation des déplacements de la théorie des plaques pour contruire le champ
de contrainte conduit à une erreur sur σzz de l’ordre de o(‖ ̃c‖). Pour diminuer cette
erreur, on ajoute un terme correctif 1W = 1w(m,z)z au champ de déplacement 0U , tel
que :

1σ̂zz = 0 =C 1w,z+Tr
[
A

(
−zgrad

(
grad

m
(w(m)

))]
(5.25)

Le terme correctif en déplacement dépend ainsi de z et varie dans l’épaisseur de la
plaque en fonction du pli considéré :

1w=

∫ z

−h

1

C(z)
Tr
[
A(z)

(
−z grad

(
grad

m
w
))]

dz+ c(m) (5.26)

où la constante d’intégration c(m) reste à déterminer. L’expression corrigée 1U du champ
de déplacement conduit alors au champ de contrainte suivant :





1̂̃ = 0̂̃ 
1σ̂c = A(z)

(
1

2
grad

m
(1w(m,z))

)

1σ̂zz = 0

(5.27)

1W ne modifiant que la partie normale des déplacements, le champ de contrainte 0̂̃ n’est
pas modifié. Cependant, cette correction conduit à une erreur 1σ̂c. L’ordre de grandeur de

cette erreur dépend du terme c(m). Elle est au maximum de
h
l
o(‖ ̃c‖).

2.2.2 Cas d’une plaque homogène isotrope

Pour développer le raisonnement, le cas d’une plaque homogène isotrope est mainte-
nant considéré.
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Correction au premier ordre Comme pour la plaque stratifiée, le déplacement initial,
U0, correspond au déplacement de l’équation 5.1. Le champ de contrainte déduit de ce
déplacement conduit à l’expression suivante :





0̂̃ =−z
E

1+ν

(
grad

m

(
grad

m
(0w
)
+

ν

1−2ν
△m(

0w)I2

)

0σ̂c = 0
0σ̂zz =−z

Eν

(1+ν)(1−2ν)
△m(

0w)

(5.28)

L’erreur la plus grande est commise sur la contrainte normale σzz, et est de l’ordre de
oerr = o(‖ ̃c‖). Un terme de correction 1w · z est ajouté au champ de déplacement 5.1 et
défini de telle sorte que 1σ̂zz = 0, soit

1w,z= z
ν

1−ν
△m(

0w) ⇒ 1w=
z2

2

ν

1−ν
△m(

0w)+ c(m) (5.29)

où c est une constante d’intégration qui sera précisée plus loin. L’expression du champ de
déplacement corrigé 1U est alors :

1U =
(
w(m)+1w

)
z− zgrad

m

(
w(m)+ 1w

)
(5.30)

Le nouveau champ de contrainte déduit des déplacements 1U s’écrit alors :




1̂̃ =−z
E

1+ν

(
grad

m
(grad

m
(0w)+

ν

1−ν
△m(

0w)I2

)

1σ̂c =
E

2(1+ν)
grad

m
(1w)

1σzz = 0

(5.31)

Comme dans le cas de la plaque stratifiée, 1w · z ne modifie que la partie normale des

déplacements, le champ de contrainte plan 0̂̃ n’est donc pas modifié. La correction ainsi
apportée permet de retrouver des contraintes normales nulles. Cependant, une erreur de

l’ordre de 1e=
h
l
o(‖ ̃c‖) est commise sur les contraintes en cisaillement.

Correction au second ordre De la même façon, un terme de correction 2V doit être
apporté aux déplacements dans le plan de telle sorte que 2σ̂c = 0, ce qui conduit à l’ex-
pression de 2V et c :





grad
m
c(m) =−h2

1
1−ν

(
grad

m
(△m(

0w)
)

2V ,z(m,z) = z2
2−ν

2(1−ν)
grad

m
(△m(

0w))
(5.32)
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soit : 



c(m) =−
h2

1−ν
△m(

0w)

2V (m,z) = z3
2−ν

6(1−ν)
grad

m

(
△m(

0w)
) (5.33)

Ainsi, le déplacement obtenu après cette correction est de la forme :

2U(m,z) =

(
0w(m)+

1

1−ν
(ν

z2

2
−h2) grad

m
(△m(

0w))

)
z

+grad
m

(
−z0w(m)+ z3

2−ν

6(1−ν)
△m(

0w)

) (5.34)

Le champ de contrainte correspondant s’écrit alors :




2̂̃ =
E

1+ν

[
grad

m

(
grad

m
(−z0w(m)+ z3

2−ν

6(1−ν)
△m(

0w))

)

+z
ν

1−ν
△m(

0w)I2
]

2σ̂c =
1

2
(z2−h2)

E
(1+ν)(1−ν)

(
grad

m
(△m(

0w))
)

2σ̂zz = 0

(5.35)

Il faut noter qu’une erreur de l’ordre de 3e=

(
h
l

)3

o(‖ ̃c‖) est commise sur les con-

traintes dans le plan associées à la théorie de Kirchhoff-Love. Une correction des dépla-
cements au second ordre est suffisante.

On pourra noter que les champs ainsi reconstruits vérifient toutes les équations du
problème, sauf les équations de bord de la plaque.
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3 Choix d’un élément

Nous avons défini un champ de déplacement 3D permettant d’exprimer un champ de
contrainte exact au second ordre issu de la théorie des plaques. Ceci peut être utilisé de
deux façons : soit pour réaliser un raccord en déplacement entre des éléments de plaque
classiques et une modélisation 3D, soit pour définir un élément de coque 3D avec des
degrés de liberté en déplacement.

Le choix d’utiliser un élément de coque 3D s’impose ici. D’une part, le couplage avec
une modélisation 3D sera directe. D’autre part, les fissures considérées prennent place
dans l’épaisseur des plaques. L’introduction future d’une représentation simplifiée de ces
fissures dans des éléments 3D paraît plus judicieuse.

3.1 Définition de l’élément

L’élément à utiliser dans notre problème doit être capable de représenter les dépla-
cements obtenus en 5.35. Les exemples développés ici étant des exemples 2D, l’élément
choisi sera un élément 2D, que l’on peut voir comme une poutre comportant une épais-
seur explicite. L’élément Q16 est retenu. Cet élément possède 16 nœuds (c.f. figure 5.2)

ξ

η

x

z

FIGURE 5.2: Élément Q16 dans ses configurations de référence et déformée

et des fonctions de forme cubiques dans les deux directions de l’espace, notées Nc. Ces
dernières sont construites à partir des fonctions de forme de Lagrange cubiques unidi-
mensionnelles. Ainsi, en tant qu’élément de Lagrange, les monômes ci-dessous sont re-
présentés dans la discrétisation [Zienkiewicz et Taylor, 1967] :

1
x z

x2 xz z2

x3 x2z xz2 z3

x3z x2z2 xz3

x3z2 x2z3

x3z3

(5.36)

Il en résulte que l’intégration numérique exacte des matrices raideur et masse de l’élé-
ment requiert l’utilisation de 16 points de Gauss.
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� Remarque : Pour des problèmes 3D, l’élément équivalent au Q16 serait un élé-
ment à 64 nœuds, possédant des fonctions de forme cubiques dans les trois directions de
l’espace. Dans ce cas là, des techniques de condensations doivent être envisagées pour
réduire le nombre de degrés de liberté de l’élément.

Les déplacements dans l’élément peuvent ainsi s’écrire sous deux formes différentes.
D’une part, les déplacements s’écrivent classiquement à partir des fonctions de forme et
des degrés de liberté de l’élément :

u(x,z) = ∑
i
Nc
i ui (5.37)

D’autre part, ils peuvent également s’exprimer dans la base des polynômes définie en
5.36 :

u(x,z) = ∑
{i, j}

xiz j ai j (5.38)

Les coefficients ai j peuvent être exprimés à partir de combinaisons linéaires des degrés
de liberté en déplacements dans l’élément en développant l’expression 5.37.

On pourra noter que certains monômes présents dans la discrétisation (c.f. 5.36) sont
inutiles pour représenter correctement les déplacements. Par la suite, on vérifiera qu’ils ne
constituent pas des termes parasites dans la solution, ce qui pourrait entraîner un blocage
de l’élément.

3.2 Validation

L’objectif de cette section est de valider l’élément Q16 en statique et en dynamique.
Pour cela, des problèmes académiques sont considérés (c.f. figure 5.3) et résolus par la
méthode des éléments finis en utilisant des éléments Q16 et Q4. On vérifiera notamment
que des phénomènes de blocage n’apparaissent pas dans les éléments Q16. Les maillages
utilisés dans les calculs sont résumés dans le tableau ci-dessous.

Type Type de problème
d’éléments e= 3mm, L= 45mm e= 3mm, L= 80mm

Éléments Éléments Éléments Éléments
Maillages épaisseur longueur Maillages épaisseur longueur

CA
3 1 3 CB

3 1 3
Q16 CA

2 1 2 CB
2 1 2

CA
1 1 1 CB

1 1 1
RA
1 4 60 RB

1 4 106
Q4 RA

2 8 120 RB
2 8 213

RA
3 12 180 RB

3 12 320

TABLE 5.1: Définition des maillages utilisés pour la validation du Q16.
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Statique Les solutions analytiques de problèmes 2D de traction, flexion pure et flexion

simple sont connues en déformations planes [Timoshenko et Goodier, 1970]. Tous les cas

test considérés par la suite sont élastiques linéaires.

(a) (b) (c)

P

P
M

L

c

FIGURE 5.3: Définition des cas test de traction (a), flexion simple (b) et flexion pure (c)

La figure 5.4 résume les erreurs en déplacements en bout de poutre par rapport à la
solution analytique pour les différents problèmes. Ces erreurs restent très faibles même
pour de très grands élancements de l’élément.

5 10 15 20 25 30

0

0.01

0.02 Traction

Flexion pure
Flexion simple

E
rr
eu

r
(%

)

L/e
FIGURE 5.4: Evolution de l’erreur en déplacement en bout de poutre en fonction de

l’élancement des éléments

Enfin, la figure 5.5 présente les coefficients ai j définis dans l’équation 5.38. Les va-
leurs analytiques de ces coefficients sont ici comparées à leur valeur issue des calculs.
Le point important à vérifier ici est la valeur des termes dits “parasites”, i.e. qui ne sont
pas utiles à la description de la solution. Pour les trois problèmes académiques traités, ces
termes restent petits devant les coefficients nécessaires à la description du comportement.
Autrement dit, même si la description utilisée ici est plus riche que nécessaire, le compor-
tement est décrit avec précision.

Le second point à vérifier est la bonne représentation des contraintes. La figure 5.6
résume les erreurs en contraintes aux points de Gauss des éléments pour les différents
types de problème. Même pour de grands élancements, les erreurs en contraintes restent
très faibles. Elles sont de plus localisées au niveau des conditions aux limites. Ces erreurs
sont essentiellement dues à la différence entre les conditions aux limites analytiques et
réelles dans le calcul éléments finis.
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FIGURE 5.5: Évaluation des coefficients ai j (c.f. équation 5.38) pour les problèmes de
traction (1re ligne), flexion pure (2e ligne) et flexion simple (3e ligne) - Maillage CB
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FIGURE 5.6: Erreurs relatives sur les contraintes pour les problèmes de (a) traction, (b)
flexion et (c) flexion simple.

Dynamique Seul le problème de flexion simple est considéré ici. Les résultats présentés
ici sont résolus avec un schéma explicite. Ceci implique la détermination du pas de temps
critique du calcul. Dans le cas d’éléments linéaires, les formules approchées présentées
dans la partie 3 permettent une approximation rapide de ce pas de temps. Pour des élé-
ments d’ordre élevé, tels que lesQ16, ces formules ne peuvent être utilisées [Bathe, 2006].
En effet, les nœuds internes de l’élément sont plus raides et les estimations utilisant des
longueurs caractéristiques surestiment le pas de temps réel. Dès lors, pour calculer le pas
de temps critique, il faut revenir à la définition et calculer la fréquence propre maximale
parmi tous les éléments du maillage.

Le tableau 5.2 illustre ces remarques et présente l’évaluation du pas de temps critique
pour un maillage Q16 avec les différentes méthodes évoquées dans le chapitre 3. Le pas
de temps critique véritable est celui évalué avec la méthode utilisant les pulsations propres
de l’élément. La formule du pas de temps nodal, retenue précédemment pour estimer les
pas de temps critiques en présence d’interfaces, conduit ici à une surestimation du pas de
temps critique, et donc à des calculs instables.

Les figures 5.8 et 5.7 présentent les résultats en déplacements, vitesses et accélérations
pour les différents maillages. Les solutions en déplacements et en vitesses sont identiques

Méthode Expression Valeur estimée (ms)
Épaisseur de

∆tc = e/c 2.60 10−4
l’élément

Distance minimale
∆tc =

e/3
c

0.87 10−4
entre les nœuds
Pas de temps

∆tc = min
i, j

√
2mi j/ki j 0.63 10−4

nodal
Pulsation propre ∆tc = min

k
(2/ωe

k) 0.51 10−4
élémentaire

TABLE 5.2: Evaluation du pas de temps critique dans le cas du maillageCB
3
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FIGURE 5.7: Comparaison des solutions en déplacements, vitesse et accélération en bout
de poutre entre les maillages de référence et Q16 (problème e= 3mm, L= 45mm)
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FIGURE 5.8: Comparaison des solutions en déplacements, vitesse et accélération en bout
de poutre entre les maillages de référence et Q16 (problème e= 3mm, L= 80mm)
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pour les différents maillages. On pourra noter des erreurs plus importantes dans les accé-
lérations pour les maillages composés d’un unique élément. L’allure globale de l’accélé-
ration est capturée, mais pas les variations à plus petite longueur d’onde.
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FIGURE 5.9: Déformation εxz pour le problème e= 3mm, L= 45mm en fin de calcul. (a)
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3 , (b)C

A
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La figure 5.9 présente les déformations en cisaillement en fin de calcul pour les dif-
férents maillages. Des résultats semblables sont obtenus pour les maillages avec des élé-
ments Q4 et Q16. On notera cependant pour le maillage CA

1 une différence notable au
niveau de l’encastrement. Ceci confirme les différences constatées pour les accélérations.

3.2.1 Bilan

Les éléments Q16 qui sont testés ici permettent d’assurer une représentation précise
du comportement des structures élancées. Même pour des élancements importants, les
résultats obtenus sont très proches des solutions analytiques pour les différents problèmes
en statique. Pour les problèmes de dynamique, les résultats obtenus sont proches de ceux
obtenus avec des maillages Q4.
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4 Couplage des éléments Q16 avec le méso-modèle

La méthode définie dans le chapitre 4 est modifiée en introduisant des éléments Q16
définis plus haut. Leur utilisation est dédiée aux zones de la structure dans lesquelles
aucun délaminage n’apparaît. Ceci permet de diminuer le nombre de degrés de liberté
dans les zones non critiques de la structure tout en conservant une représentation précise
du comportement de la zone.

4.1 Équations

L’utilisation d’éléments Q16 dans le maillage n’entraîne que peu de modifications
dans les équations à utiliser. Le seul point à modifier concerne la résolution du problème
global et le calcul du vecteur B (c.f. équation 4.3).

Q16 Q4 , pli +

Γ Q4 , pli −

FIGURE 5.10: Discrétisation de la frontière entre un domaine Q16 et un domaine Q4

Considérons une frontière Γ entre un maillage réalisé avec des éléments Q4 et un
maillage réalisé avec des éléments Q16 (c.f. figure 5.10). La discrétisation de la condition
de continuité des vitesses sur Γ conduit à l’équation :

∀x ∈ Γ, nl{U̇
1}|Γ = nc{U̇

2}|Γ (5.39)

où nl et nc sont respectivement les fonctions linéaires et cubiques unidimensionnelles
associées aux maillages Q4 et Q16 respectivement. Dès lors, la matrice de localisationCl

pour le maillageQ4 n’est pas modifiée par rapport aux précédents problèmes. Cependant,
la matrice Cc associée au Q16 doit tenir compte de cette discrétisation. Les coefficients
de la matrice sont ainsi calculés à partir des fonctions de forme nc le long de Γ.

4.2 Application

La méthode décrite ci-dessus est appliquée sur le cas 2D défini dans la figure 5.11. La
structure 2D considérée est un stratifié constitué de 10 plis. Un effort réparti est appliqué
au centre de la structure, son amplitude évolue avec le temps sous forme de rampe. Le
temps caractéristique de l’évolution de l’effort est de 0,1ms pour une durée de choc de
0,15ms.
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z
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e
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3m
m

FIGURE 5.11: Définition de l’exemple d’étude

Afin d’illustrer le couplage d’un maillageQ16 avec un maillage plus fin de type méso-
modèle, le calcul de ce problème est réalisé de différentes façons.

Dans un premier temps, un calcul de référence est réalisé. L’ensemble de la structure
est maillée finement sur la base du méso-modèle.

Par la suite, des maillages prenant en compte la localisation de l’initiation puis de
la propagation du délaminage sont réalisés. Les zones de la structure ne voyant pas le
délaminage sont ainsi maillées avec des éléments Q16 .

4.2.1 Calcul de référence

Pour le calcul de référence, le maillage est représenté dans la figure 4.2.1. La struc-
ture est décomposée en trois sous-domaines de longueurs égales. Dans chacun d’eux, un
maillage explicite des plis est réalisé et des éléments d’interface sont utilisés entre chaque
pli.

FIGURE 5.12: Définition du maillage utilisé dans le calcul de référence

Les principales caractéristiques du calcul sont résumées dans le tableau suivant :
Les raideurs d’interface sont choisies de telle sorte qu’une discrétisation d’un élément

par pli soit suffisante pour représenter l’évolution du délaminage. La taille caractéristique
des éléments dans les zones maillées en Q4 correspond à un dixième de l’épaisseur e de
la plaque.

La figure 5.13 présente la déformée et les zones délaminées en fin de calcul. Le déla-
minage s’initie au centre de la plaque dans l’interface médiane, puis se propage vers les
extrémités de la plaque. Des délaminages similaires apparaissent ensuite dans les autres
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∆t 1,66.10−5ms
degrés de liberté 26760

Temps CPU 18h
Eplis 200000MPa

k+n = kt 30000MPa/mm2

TABLE 5.3: Caractéristiques du calcul de référence

interfaces délaminantes de l’empilement. On pourra noter également l’apparition de dé-
laminages plus tardifs au niveau des conditions aux limites (c.f. figure 5.14).

La figure 5.15 présente l’évolution de l’endommagement le long de l’interface mé-
diane à l’instant de l’initiation du délaminage. La longueur de la process zone pour ce
problème est ainsi de l’ordre de 10mm.

Considérons l’interface médiane au niveau de la frontière Γ1, et plus particulièrement
les efforts Λ qui sont appliqués sur les plis supérieurs et inférieurs pour réaliser le raccord
entre sous-domaines. La figure 5.16 présente leur évolution au cours du temps. L’évolu-
tion de l’endommagement dans cette même interface au point le plus proche de Γ1 est
reportée.

La composante tangentielle appliquée est identique sur chacun des deux plis jusqu’à
l’apparition d’endommagement dans l’élément d’interface contigu à la frontière. Des dif-
férences apparaissent avec l’apparition de l’endommagement et s’accentuent nettement
avec l’arrivée du front de délaminage sur la frontière. En effet, tant que l’endommage-
ment est nul, les nœuds des plis supérieurs et inférieurs sont confondus. Des informa-
tions identiques sont donc transmises pour ces nœuds au niveau de l’interface. Lorsque
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FIGURE 5.13: Déformée (a) et profil de délaminage (b) en fin de calcul pour le problème
de référence

Sur une stratégie multi-échelle d’analyse des grands délaminages en dynamique transitoire



112 Choix d’une représentation macroscopique de coque 3D

0 50 100 150 200

0.02

0.07

0.12

1

2

3

4

5

6

7

8

9

t(
m
s)

x(mm)

FIGURE 5.14: Évolution du front de délaminage dans les interfaces (numérotées de 1 à
9) en fonction du temps - Calcul de référence

l’endommagement augmente puis atteint 1, les deux nœuds ne sont plus confondus et
des informations différentes transitent donc par la frontière. Des observations similaires
peuvent être faites pour la composante normale.

Ainsi, les multiplicateurs de Lagrange permettent d’obtenir une information sur le
délaminage dans la zone de la frontière dès que de l’endommagement apparaît dans l’élé-
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FIGURE 5.15: Évolution de l’endommagement le long de l’interface médiane à l’instant
d’initiation du délaminage
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FIGURE 5.16: Évolution des multiplicateurs de Lagrange et de l’endommagement pour
le calcul de référence

ment d’interface proche de cette frontière. Autrement dit, l’arrivée du délaminage peut
être détectée quand le front de délaminage se situe à une distance égale à la longueur
de la process zone. Dès lors, l’étude de l’évolution des multiplicateurs de Lagrange sur
les frontières n’apportent pas d’informations pertinentes supplémentaires par rapport à
l’utilisation de la longueur de la process zone en tant que critère.

4.2.2 Adaptation du maillage à la zone délaminée

L’objectif de cette partie est de réaliser un calcul identique au problème de référence
présenté précédemment en utilisant un maillage fin uniquement dans les zones de la struc-
ture où l’initiation du délaminage a lieu (c.f. figure 5.17). Trois maillages différents sont
réalisés, la différence se situant au niveau de la longueur lQ4 du domaine central. Dans
cette zone, un maillage identique au calcul de référence est réalisé. Dans le reste de la
structure, des éléments Q16 sont utilisés. Pour ces calculs, on arrêtera la comparaison

lQ4

FIGURE 5.17:Maillage couplant des éléments Q16 avec le méso-modèle

avec le calcul de référence avant le départ du délaminage au niveau des appuis. Le tableau
5.4 résume les principales caractéristiques des calculs.

La figure 5.19 présente pour les différents calculs l’évolution du délaminage au cours
du temps. Les figures 5.18 présentent la comparaison des aires délaminées dans l’inter-
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Zone adaptée Cas limite Cas défavorable
lQ4 120mm 80mm 40mm

degrés de liberté 16100 10750 5470
∆t2 1,66.10−5ms

∆t1 = ∆t3 2∆t2
Temps CPU 7,5h 6h 2,5h

TABLE 5.4: Caractéristiques des calculs couplant éléments Q16 et méso-modèle

face médiane et l’évolution de l’endommagement le long de cette même interface pour le
même pas de temps de calcul. Les différents résultats sont analysés par la suite.

Zone adaptée Pour ce premier maillage, les longueurs des différentes zones du maillage
sont définies de telle sorte que la zone délaminée n’atteigne jamais les frontières entre les
sous-domaines.

Les résultats obtenus pour cet exemple sont identiques aux résultats du calcul de ré-
férence, aussi bien en terme d’instant d’initiation que d’aire délaminée à la fin du calcul
(c.f. figure 5.18). L’utilisation d’éléments Q16 dans les zones non endommagées de la
structure permet donc de représenter correctement la cinématique générale de ces zones
et assure une prédiction correcte des dégradations dans la zone de la structure concernée.
On pourra noter que, à qualité de résultat identique, le nombre de degrés de liberté est ici
pratiquement divisé par deux, ainsi que le temps de calcul.

Cas limite : arrivée du délaminage sur une frontière Pour ce cas, la zone centrale
est définie de telle sorte que le délaminage atteigne les frontières entre sous-domaines
à la fin du calcul. La figure 5.18 montre que l’instant d’initiation du délaminage est si-
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FIGURE 5.18: Comparaison de l’évolution de l’endommagement dans l’interface mé-
diane
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FIGURE 5.19: Avancée du délaminage et déformation εxz pour les différents maillages :
référence (1ère ligne), lQ4 = 120mm (2ème ligne), lQ4 = 80mm (3ème ligne), lQ4 = 40mm

(4ème ligne)
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milaire au calcul de référence. On peut cependant noter une différence dans l’évolution
de l’endommagement dans la zone proche des frontières entre sous-domaines (c.f. figure
5.18).

Considérons le raccord réalisé entre les modèlesQ4 etQ16, et plus particulièrement ce
qui se passe au niveau d’une interface (c.f. figure 5.20). Au début du calcul, les nœuds des
plis supérieurs et inférieurs sont confondus, en particulier au niveau de la frontière. Dans
le cas du raccord entre deux modélisations identiques, où des interfaces sont présentes de
part et d’autre de la frontière, cela ne pose pas de problème : l’ouverture de l’interface
d’un côté de la frontière est transmise au domaine adjacent.

Quand le raccord se fait entre le méso-modèle et des éléments Q16, l’interface est
liée à une modélisation dans laquelle elle n’a pas de correspondance effective. Les nœuds
de l’interface étant confondus en début de calcul, leur discrétisaiton sur la frontière Γ
entre les sous-domaines est également confondue : il y a bien deux nœuds différents sur
l’interface, mais superposés. Ayant les mêmes coordonnées, des vitesses identiques sont
imposées aux deux nœuds de l’interface au cours du calcul. Ils sont ainsi artificiellement
maintenus confondus. L’endommagement, piloté par le saut de déplacements entre les
plis supérieurs et inférieurs, ne peut donc pas évoluer.

Γ

FIGURE 5.20:Discrétisation de la frontière entre deux modélisation de type méso-modèle
et entre deux modélisations différentes

Pour représenter correctement la propagation du délaminage, la modélisation doit être
modifiée au moment opportun. Un premier indicateur de changement est la longueur de
la process zone. Un critère de changement de modélisation peut en effet être le suivant :
quand le front de délaminage est à une distance de la frontière égale à la longueur de la
process zone, un changement de modélisation doit être réalisé dans la zone maillée avec
des éléments Q16 .

Pour le calcul de référence, nous avons vu que les multiplicateurs de Lagrange peuvent
également constituer un indicateur. La figure 5.21 présente l’évolution des composantes
tangentielles et normales de ces multiplicateurs. Comme précédemment, on considère ici
les efforts Λ appliqués sur les plis supérieur et inférieur de l’interface médiane sur la fron-
tière Γ1. L’évolution de l’endommagement dans l’interface la plus proche est reportée.
Comme pour le calcul de référence, les multiplicateurs ne représentent pas un indicateur
pertinent pour définir un changement de modélisation à l’approche du front de délami-
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FIGURE 5.21: Évolution des multiplicateurs de Lagrange et de l’endommagement pour
le calcul lQ4 = 80mm

Cas défavorable : non détection du changement de modélisation Pour ce dernier
maillage, la longueur de la zone centrale est encore réduite. L’initiation du délaminage est
alors retardée par rapport au calcul de référence. Le délaminage apparaissant dans l’inter-
face médiane atteint très rapidement les frontières du domaine. De plus, des délaminages
apparaissent dans l’ensemble des interfaces de l’empilement plus tôt que dans le calcul
de référence (c.f. figure 5.19).

Pour cet exemple, la figure 5.18(b) montre que la totalité de la process zone n’est pas
contenue dans le domaine central. Cet exemple montre ainsi que la description correcte
de l’initiation du délaminage requiert l’utilisation d’un domaine maillé finement suffisam-
ment grand pour que la totalité de la process zone soit définie.

4.2.3 Conclusions

Le couplage des éléments Q16 et du méso-modèle conduit à des résultats probants.
L’instant et la localisation du délaminage sont prédits précisément, ainsi que les aires
délaminées. Les éléments Q16 permettent donc de représenter correctement la cinéma-
tique globale de coque de la structure. Il faut cependant noter que quand le délaminage
approche des frontières entre les domaine Q4 et Q16, la propagation du délaminage est
faussée.

En effet, l’absence d’interfaces délaminantes dans les zones maillées par des éléments
Q16 entraîne des sous-estimations des endommagements dans les zones proches des fron-
tières. Des délaminages parasites au niveau des raccords sont ainsi évités.

Cette lacune de modélisation met en lumière deux points importants. D’une part, si la
zone maillée avec des éléments Q4 est trop restreinte, le délaminage atteint rapidement
les limites de modélisation. Son initiation risque d’autre part d’être mal estimée. Une
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estimation de la longueur de la process zone est donc nécessaire pour définir une zone
suffisamment grande.

D’autre part, un changement de modélisation doit être effectué pour pouvoir suivre la
propagation du délaminage. Des critères doivent être mis en place pour détecter l’instant
de ce changement. La longueur de la process zone semble être a priori un indicateur per-
tinent.

Enfin, des délaminages peuvent aussi s’initier dans des zones représentées avec une
modélisation de coque comme nous l’avons vu dans l’exemple présenté ici. Un critère est
alors nécessaire pour détecter ce cas de figure. Dans ces travaux, nous ne nous intéresse-
rons pas à ce point, mais il est cependant important de le garder à l’esprit pour la mise en
place de la méthode finale.

5 Bilan

Dans cette partie, nous avons présenté une méthode de reconstruction des déplace-
ments de plaque exacte à l’ordre deux. Ceci nous a permis de définir pour la suite de
l’étude un élément Q16, qualifié de coque 3D, permettant de représenter à moindre coût
la cinématique globale du stratifié.

Sur un exemple, le couplage des modélisations "3D" et "coque" a été vérifié. Des li-
mitations ont ainsi pu être identifiées quant au suivi du délaminage dans la structure. Un
changement de modélisation est notamment nécessaire avant que le délaminage n’atteigne
les frontières du domaine maillé finement. Avec la méthode présentée ici, ceci conduirait
à un remaillage des zones maillées avec des éléments de coque et à un nouveau calcul des
matrices de raideurs, masse et localisation nécessaires au calcul.

Afin d’éviter ce processus coûteux de remaillage, une méthode conservant la modéli-
sation globale de coque est présentée dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE

6 Utilisation d’une échelle
globale continue de coque
pour le calcul multi-échelle
temps-espace du
délaminage

Afin d’éviter tout remaillage en cours de calcul, la méthode mise en
place ici permet d’utiliser une échelle globale de coque sur l’ensemble
de la structure étudiée avec des patchs locaux, permettant de raffiner la
modélisation. Les problématiques liées au couplage des échelles spa-
tiales et temporelles sont soulignées et illustrées sur des exemples aca-
démiques.
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1 Principes généraux et équations du problème

L’objectif de la méthode présentée ici est de tirer parti de deux caractéristiques du
problème à traiter. D’une part, les structures sont de type coque et ont des dimensions
caractéristiques importantes. Des éléments de coque peuvent être utilisés. Ils permettent
de limiter les coûts de calcul tout en assurant une représentation précise de la dynamique
de la structure.

D’autre part, l’estimation précise des zones délaminées requiert l’utilisation d’une
modélisation fine du matériau. La longueur caractéristique de la process zone du phéno-
mène étant très petite devant les dimensions de la structure, nous avons vu dans le chapitre
précédent que le maillage fin d’une zone restreinte est suffisant pour prédire précisément
initiation et propagation.

1.1 Présentation générale de la méthode proposée

La méthode proposée ici est ainsi basée sur l’utilisation d’un maillage global de la
structure, réalisé avec des éléments de coque 3D. Dans les zones d’intérêt de la structure,
des patchs locaux utilisant le méso-modèle sont superposés au maillage coque existant. Ils
permettent alors de décrire l’initiation puis la propagation du délaminage dans la structure.
La figure 6.1 présente le type de maillage utilisé.

Par la suite, la zone de la structure maillée avec des éléments de type coque sera notée
ΩG et la zone maillée finement Ωl. On notera Ωg

G la partie de la structure où un unique
maillage de coque existe, soit Ωg

G = ΩG\Ωl. Enfin, on notera Γ l’ensemble des frontières
entre le domaine global et le patch local.

ΩG

Ωl

Γ Ωl

tnG tnG+1∆tG

∆tl

Ωg
G

tnl

FIGURE 6.1:Définition du problèmemulti-échelle considéré : maillages et discrétisations
temporelles associées

Le domaine global ΩG est maillé par des éléments Q16. Dans le domaine local Ωl,
un maillage plus fin, utilisant des éléments linéaires Q4 et éventuellement des éléments
d’interface, est réalisé. Les frontières entre les deux domaines sont notées Γi.

Gestion des échelles spatiales Au niveau spatial, on se propose de coupler les deux
maillages au niveau des frontières communes, et de suivre ainsi une approche similaire à
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celle adoptée dans [Whitcomb, 1991] et [Gendre et al., 2009]. Les problèmes à traiter ici
sont cependant des problèmes de dynamique transitoire.

Plusieurs choix de modélisation sont faits ici :
– les patchs sont toujours coïncidents avec un élément de coque 3D du maillage global

(c.f. figure 6.1) ;
– les frontières entre maillages sont orientées dans l’épaisseur de la coque. Autre-
ment dit, le transfert d’information entre les deux modèles se fait uniquement dans
l’épaisseur de la plaque, la frontière entre les modèles est toujours coïncidente avec
un côté d’un élément de coque ;

– les efforts extérieurs et conditions aux limites sont appliqués uniquement sur le
maillage global.

Ainsi, les informations transmises de l’échelle globale vers l’échelle locale doivent
rendre compte de la cinématique globale de la structure. A l’inverse, les informations
transmises depuis l’échelle locale vers l’échelle globale doivent refléter le changement de
raideur éventuel de la structure, causé par le délaminage.

Gestion des échelles temporelles L’utilisation de schéma explicite conduit à des pas
de temps critiques différents dans le maillage local et global. Afin de tirer parti de ce
point, on se propose de conserver les pas de temps optimaux dans chacun des maillages
et de s’inspirer des travaux de [Gravouil et Combescure, 2001] pour réaliser le couplage
temporel entre les domaines.

Le pas de temps du domaine global sert de référence pour le calcul. La figure 6.1
présente la discrétisation temporelle associée à chaque maillage. Soit ∆tG le pas de temps
lié au maillage global de la structure et ∆tl celui du maillage local. Comme précédemment,
le pas de temps global est choisi de telle sorte qu’il soit un multiple du pas de temps local,
tout en restant inférieur au pas de temps critique du maillage global (c.f. équation 4.7).

Évolution de la modélisation La propagation du délaminage dans la structure nécessite
de considérer l’évolution de la modélisation au cours du calcul. D’une part, l’activation
de nouveaux patchs doit permettre de suivre l’avancée du délaminage dans la structure.
D’autre part, la présence d’une fissure dans l’épaisseur de la plaque engendrant des mo-
difications dans son comportement, les changements de raideurs doivent être répercutés
dans le maillage global.

Ces deux points nécessitent la mise en place de critères pour décider d’activer ou
désactiver des patchs. Quand des patchs sont désactivés, la fissure présente dans la struc-
ture doit être prise en compte dans le maillage global de coque, ce qui nécessite la mise en
place d’une modélisation particulière de ce cas. Le travail présenté ici est concentré sur
la mise en place du couplage entre les deux échelles de modélisation, ces deux points ne
sont donc pas abordés ici. Ils représentent cependant des ingrédients indispensables pour
la mise en place d’une méthode multi-échelle temps-espace complète de représentation
du délaminage.
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1.2 Équations du problème

Les équations du problème sont similaires à l’équation 4.1. La principale différence
réside dans le fait qu’une distinction est réalisée entre les sous-domaines. On dispose
désormais d’un domaine “global” associé au maillage global de la structure, et de sous-
domaines “locaux” associés aux patchs. Les équations de ces deux types de domaine sont
alors considérées séparément. Pour développer les équations, on se place dans le cas d’un
problème similaire à celui décrit dans la figure 6.1, c’est à dire ne comportant qu’un seul
patch local.





(
MG+βG∆t2GK

G)
{
Ü}GnG+1 = Fext

nG+1
−KG {pU}GnG+1+RG

nG+1(
M

l +βl∆t2l K
l)
{
Ü}lnl+1 =−K

l {pU}lnl+1+Rl
nl+1

∑
k

C
k{U̇k

}nl+1 = 0
(6.1)

Les matrices Ck représentent comme dans les chapitres précédents des matrices de lo-
calisation permettant de récupérer les degrés de liberté sur les frontières entre les maillages.
Les termes RG

nG+1 et Rl
nl+1 renvoient aux informations transmises entre les deux échelles.

La première question à étudier est alors le type d’information à transmettre entre les
échelles. Dans un deuxième temps, il est important d’étudier la gestion de pas de temps
de calcul différents dans les deux maillages considérés.

2 Gestion des échelles spatiales

Dans cette section, les pas de temps sont considérés comme étant égaux dans les deux
maillages. L’objectif est ici de définir les quantités qui vont être transmises entre les deux
échelles de modélisation au cours du calcul. On considérera par la suite l’exemple défini
dans la figure 6.1.

Les informations transmises du maillage global vers le maillage local doivent per-
mettre à ce dernier de se déformer selon la cinématique macroscopique de la structure.
À l’inverse, les dégradations apparaissant dans le maillage local doivent être répercutées
au niveau du maillage global pour représenter au mieux la cinématique macroscopique
endommagée.

2.1 Analyse des difficultés

L’application directe de la méthode multi-pas de temps (c.f. équation 4.3) sur le mail-
lage considéré ici conduit à des résultats erronés et à un comportement trop raide de la
structure.

À titre d’illustration, considérons l’exemple d’une poutre en flexion (c.f. figure 6.2).
Le maillage global est réalisé par des éléments Q16 et un maillage local est superposé
dans la zone proche de l’encastrement (maillage M). La figure 6.3 présente le déplace-
ment en bout de poutre comparé avec le calcul de référence d’une part, et le calcul avec
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décomposition de domaine correspondant d’autre part (maillage D). Alors que la solution
obtenue avec la méthode de décomposition de domaine multi pas de temps présentée pré-
cédemment est identique à la solution de référence, la solution issue du calcul avec une
superposition des maillages donne des résultats très différents.

F

D

M

FIGURE 6.2: Exemple de flexion simple
et maillages : décomposition de domaine

(D) et superposition (M)

0 0.2 0.4 0.6
−6

−3

0

référence
D
M

t(ms)

u

FIGURE 6.3: Comparaison des déplace-
ments en bout de poutre pour les diffé-

rents maillages

Considérons le premier pas de temps de calcul. La résolution des problèmes “libres”
dans les domaines local et global conduit, dans le domaine global, à la solution exacte
du problème pour ce pas de temps : u̇G,F = u̇G. Dans le domaine local, rien ne se passe
puisqu’aucun effort n’est appliqué : u̇l,F = 0.

Le raccord entre les modèles est réalisé lors de la résolution du problème “lié”. La
continuité des vitesses est alors imposée au niveau des frontières entre les deux domaines.
Le saut de vitesse B entre les deux solutions du problème “libre” est ainsi calculé, et sert
de base pour le calcul des efforts Λ à appliquer, qui peuvent être exprimés sous la forme :

Λ = meq
u̇G

∆t
(6.2)

où meq est homogène à une masse et ∆t est le pas de temps du calcul. L’application de ces
efforts à chacun des domaines conduit ainsi au calcul d’un terme correctif qui va venir

modifier la solution du problème global, soit : ˜̇uG = u̇G+ u̇G,cor. La solution calculée à
l’issue du processus pour le problème global ne correspond donc pas à la solution réelle
recherchée. Une adaptation de la méthode utilisée jusqu’à présent doit donc être réalisée.

2.2 Différenciation des problèmes local et global

Une approche similaire est conservée, mais la résolution des problèmes local et global
sont différenciés.

Dans le problème global, la solution est séparée en deux parties. La première, notée
uG,p correspond à la solution élastique du problème. Pour un comportement purement
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élastique, cette solution est exacte, les éléments ayant été choisis dans l’optique de repré-
senter la solution de coque exacte. Le maillage local n’est alors pas pris en compte. La
seconde partie de la solution, uG,c correspond à une correction éventuelle apportée par le
maillage local. La solution du problème global s’écrit donc :

uGn+1 = uG,pn+1+uG,cn+1 (6.3)

Pour le problème local, on conserve la séparation de la solution en une partie libre et
une partie liée :

ulj+1 = ul,Fj+1+ul,Lj+1 (6.4)

2.2.1 Résolution du problème local

On se place ici à un pas de temps tn+1 du calcul et on suppose que l’on dispose de la
solution uG,p pour ce même pas de temps.

La résolution du problème “libre” consiste alors à résoudre l’équation :

M
lÜ l,F

n+1 =−F
i
n+1−K

lU pl
n+1 (6.5)

où F i représente les efforts des interfaces présentes dans le maillage. On pourra noter
l’absence d’effort extérieur dans cette équation, ceux-ci étant appliqués uniquement sur
le maillage global.

Pour le problème “lié”, les vitesses du problème global u̇G,pn+1|Γ sont imposées sur les
frontières Γ, ce qui revient à résoudre les équations :

{
MlÜ l,L

n+1 = ClTΛn+1

ClU̇ l
n+1+CGU̇G,p

n+1 = 0
(6.6)

En introduisant l’équation 6.4 dans l’équation ci-dessous, les équations à résoudre
deviennent :

{
M

lÜ l,L
nl+1 = C

lTΛnl+1

Λnl+1 =Hl−1
Bl
nl+1

(6.7)

La matrice Hl est une matrice concernant l’ensemble des frontières du domaine local
avec le maillage global. Elle est définie par :

H
l = γl∆tC

l(Ml)−1
C
lT (6.8)

Le vecteur Bl permet de mesurer l’écart entre la solution en vitesse du problème global
et du problème local :

Bl
nl+1 = C

lU̇ l,F
nl+1+C

GU̇G,p
nl+1 (6.9)
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� Remarque : La forme de la matrice H
l est semblable à la matrice H définie dans

les chapitres précédents dans le cas d’une décomposition de domaine classique. Il est
important de souligner que la matrice utilisée ici ne dépend cependant que des quanti-
tés relatives au maillage local. En effet, les vitesses du domaine global sont considérées
comme des données, et non comme une variable incomplète à corriger.

Illustration : Considérons le problème de flexion défini dans la figure 6.2. Le problème
local est maintenant résolu selon la méthode décrite ci-dessus. La solution globale ne tient
pas compte de la solution locale.

0 20 40

−3

−1.5

0

FIGURE 6.4: Déformées des maillages
global et local (amplification : x10)
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FIGURE 6.5: Déplacements en bout de
poutre pour la méthode modifiée

La figure 6.4 présente la superposition des déformées des maillages local et global.
Plusieurs points peuvent ainsi être soulignés :

– réaliser un transfert d’information au niveau de la frontière dans l’épaisseur de la
coque est suffisant pour déformer le maillage local et assurer la représentation du
comportement local ;

– choisir d’imposer les vitesses calculées dans le problème global au maillage local
est un choix permettant de représenter correctement la déformée ;

– imposer les conditions aux limites au maillage global est suffisant pour assurer des
conditions aux limites similaires dans le maillage local.

D’autre part, la représentation exacte de la solution globale est conservée (c.f. 6.5) : les
déplacements en bout de poutre sont maintenant similaires à ceux du calcul de référence.

Enfin, la figure 6.6 présente une comparaison des champs de déformation en cisaille-
ment dans les deux maillages. Dans le maillage local, les déformations obtenues sont
similaires à celles que l’on peut observer dans le maillage global.

2.2.2 Correction apportée au problème global

La modification des caractéristiques mécaniques dans le problème local doit être ré-
percutée dans le problème global. Pour évaluer l’écart entre solutions locale et globale,
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(a) (b)

FIGURE 6.6: Comparaison des déformations en cisaillement dans le maillage local (a) et
global (b)

un résidu d’équilibre est alors calculé.

Considérons le problème défini dans la figure 6.1. On se place à l’instant tn+1, où l’on
dispose de la solution globale U̇G,p

n+1 et de la solution locale U̇
l
n+1. À ce stade du calcul,

ces solutions vérifient respectivement les équilibres locaux et globaux suivants :

Équilibre local : MlÜ l
n+1 =−F

i
n+1−KlU pl

n+1+ClTΛn+1

Équilibre global : MGÜG,p
n+1 = Fext

n+1−KGpUG
n+1

(6.10)

La prise en compte des résultats du domaine local dans le domaine global passe par la
correction de la solution globale. Les questions qui se posent concernent alors la nature du
résidu à calculer entre les deux solutions, et à quel instant apporter la correction calculée.

2.2.3 Nature du résidu

Dans l’approche suivie dans [Gendre et al., 2009], le résidu d’équilibre est calculé en
comparant les efforts de réaction des maillages local et global le long de la frontière entre
les modélisations. Dans le cas d’un problème de dynamique, le résidu équivalent s’écrit
donc :

Rλ = C
GT
(
M

G
c {Ü

G}+K
G
c {U

G}−Fext
)
+C

lT
(
M

l{Ü l}+K
l{U l}

)
(6.11)

Un autre approche consiste à évaluer si la solution obtenue dans le domaine local
vérifie l’équilibre global. Pour cela, on introduit dans l’équilibre du problème global la
solution locale calculée, soit :

∀uG
∗
, RlG(u

G∗) =
∫

ΩGg

ρüGuG
∗
dΩ+

∫
ΩGg

 G : !(uG∗)dΩ

+
∫

Ωl

ρüluG
∗
dΩ+

∫
Ωl

 l : !(uG∗)dΩ−
∫

∂Ω f

f euG
∗
dS

(6.12)
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La discrétisation éléments finis conduit alors à l’expression matricielle :

RlG =M
G
c {Ü

G}+K
G
c {U

G}+M
lG{Ü l}+K

lG{U l}−Fext (6.13)

où les matrices MG
c et KG

c représentent les matrices masse et raideur du maillage global
de coque assemblées dans le domaine Ωg

G. Les matricesM
lG et KlG sont des matrices de

couplage entre les discrétisations coque et 3D, définies par :
{

MlG =
∫

Ωl
ρNGT

NldΩ

KlG =
∫

Ωl
BGT

CBldΩ
(6.14)

où NG, Nl sont les fonctions de forme associées aux éléments des maillages global et local
respectivement ; BG, Bl sont les matrices des dérivées de ces fonctions de forme ; C est la
matrice de comportement du matériau considéré.

L’avantage de cette seconde approche est la prise en compte de la discrétisation du
domaine global dans le calcul du résidu, ce qui permet de comparer des quantités macro-
scopiques dans le calcul du résidu.

2.2.4 Nature de la correction

Comme pour le problème local, la correction üG,cn+1 est calculée en appliquant le char-
gement résiduel Rn+1 sur le problème global, soit :

M
GÜG,c

n+1 = Rn+1 (6.15)

Les corrections en vitesse et déplacements s’écrivent alors, en reprenant le schéma de
Newmark : 




U̇G,c
n+1 = γ∆tGÜ

G,c
n+1

UG,c
n+1 = β∆t2GÜ

G,c
n+1

(6.16)

Dans le cas d’un schéma explicite (β = 0), la correction s’applique uniquement aux
vitesses et accélérations. Les déplacements sont impactés uniquement au pas de temps
suivant.

2.3 Illustrations

Les exemples présentés ici sont basés sur un cas test 1D (c.f. figure 6.7). Dans un
premier temps, le même pas de temps est utilisé dans les maillages global et local.

Deux cas sont considérés : El = EG et El = 1/2EG. Les résultats des calculs multi-
échelles sont comparés à la solution du problème de référence mono-échelle associé défini
dans la figure 6.7. L’arrêt des itérations pour un pas de temps est fixé par un critère, basé
sur la comparaison entre les efforts résiduels calculés et l’effort extérieur appliqué à la
structure au pas de temps considéré. Dans les deux cas présentés ici, le résidu à la fin des
itérations est de l’ordre de 10−4Fext .
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FIGURE 6.7: Exemples 1D de référence (a) et multi-échelle (b)

Dans le cas où El = EG, la solution du problème global est la solution recherchée,
le problème local n’apporte donc aucun renseignement supplémentaire. Le nombre d’ité-
rations sur chaque pas de temps est alors très faible pour les deux types de résidus (c.f.
figure 6.8). Quand El = 1/2EG, le nombre d’itérations est plus important. Le comporte-
ment global et le comportement local sont alors différents, et la modification de rigidité
du maillage local doit être répercutée au niveau global. Le taux de convergence pour les
deux résidus est semblable (c.f. figure 6.9).

Les figures 6.10 et 6.11 présentent les déplacements, vitesses et accélérations pour le
calcul de référence et les calculs multi-échelles en 2 nœuds du maillage (définis dans la
figure 6.7). Le calcul réalisé avec le résidu de type Rλ présente des résultats similaires au
calcul de référence, notamment au niveau des déplacements et des accélarations.

On pourra noter que les résultats obtenus avec le résidu de type RlG présentent des
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FIGURE 6.8: Évolution du nombre d’itérations pour chaque pas de temps pour les diffé-
rents problèmes
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FIGURE 6.9: Évolution de la norme du résidu au cours des itérations pour un pas de
temps

différences relativement importantes par rapport au calcul de référence. On pourra no-
tamment noter un décalage temporel de la solution par rapport au calcul de référence.

Ainsi, la solution obtenue avec le résidu de type Rλ permet d’obtenir de meilleurs
résultats.
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FIGURE 6.10: Comparaison des quantités cinématiques pour le cas du résidu Rλ (cas
El = EG)
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FIGURE 6.11: Comparaison des quantités cinématiques pour le cas du résidu RlG (cas
El = EG)

3 Gestion des échelles temporelles

Considérons maintenant une discrétisation temporelle différente dans les maillages
local et global. Le pas de temps dans le maillage local sera noté ∆tl, celui dans le maillage
global ∆tG.

3.1 Algorithme de résolution

Les pas de temps sont définis tels que :
{

∆tl < ∆tcl
∆tG = N ∆tl tel que ∆tG < ∆tcG

(6.17)

où ∆tcl et ∆tcG sont les pas de temps critiques dans chacun des maillages, et N un entier.
On se place ainsi dans les conditions de stabilité décrites dans [Combescure et Gravouil,
2002].

L’avancée du calcul dans le temps est pilotée par la discrétisation temporelle du pro-
blème global. Considérons un cycle de calcul entre tnG et tnG+1. Dans un premier temps,
le calcul est réalisé sur le maillage global, ce qui permet d’obtenir une solution uG,p as-
sociée au maillage global au pas de temps tnG+1. Ces résultats sont ensuite utilisés pour
résoudre le problème dans le maillage local sur la discrétisation temporelle fine du pro-
blème. Lorsque les problèmes local et global disposent des solutions au pas de temps
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global tnG+1, une correction peut être apportée à la solution globale si nécessaire.

L’algorithme de résolution est décrit dans l’algorithme 2. On pourra noter que la cor-
rection de la solution globale entraîne des itérations sur le problème local. En effet, le
calcul de la solution locale est basé sur les vitesses calculées dans le problème global.
Une modification de la solution globale affecte donc la solution locale.
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Algorithm 2 Méthode multi-échelle en espace et en temps
Initialisation :

� Chargement des maillages
� Calcul des pas de temps de calcul ∆tl et ∆tG = N∆tl

Boucle sur les pas de temps ∆tG
while t < T do

� Résolution du problème global :
if jg 6= j then

� Résolution du problème global : MGÜ jg = Fext
jg −KGpUG

� Mise à jour du marqueur temporel global : jg = jg+N
end if

Jusqu’à convergence des calculs
while ‖R jg‖> α do

� Résolution du problème local : itérations sur les pas de temps locaux ∆tl
for il = 1...N do

� Interpolation des vitesses globales sur les pas de temps locaux

� Calcul des multiplicateurs de Lagrange : Λ jl =Hl−1
B jl

� Résolution du problème “libre” : MlÜ l,F
jl =−Kl pU l

� Résolution du problème "lié" :MlÜ l,L
jl = ClTΛ jl

� Mise à jour de la solution : Ü l
jl = Ü l,F

jl +Ü l,L
jl

� Mise à jour du marqueur temporel local : jl = jl+1
end for

� Correction du problème global :
� Évaluation du résidu :

R jg =
(
MG

c {Ü
G}+KG

c {U
G}−Fext

)
+
(
MlG{Ü l}+KlG{U l}

)

if ‖ R jg ‖> α then

� Résolution du problème résiduel :MGÜG,c
jg = R jg

� Correction de la solution : ÜG
jg = Ü jg +ÜG,c

jg

� Mise à jour du marqueur temporel local : jl = jl−N
else

� Mise à jour du marqueur temporel : t = t+∆tG
end if

end while
end while
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FIGURE 6.12: Interpolations linéaire et cubique des vitesses

3.2 Interpolation des vitesses du problème global

Le problème global n’est résolu que sur les pas de temps globaux ∆tG. Aussi, pour
pouvoir résoudre le problème local sur tous les pas de temps fins ∆tl, la solution en vitesse
du problème global sur les frontières entre sous-domaines doit être évaluée. Dans le cas
du schéma de résolution multi-échelle mis en place ici, deux approximations différentes
de ces vitesses sont envisagées (c.f. figure 6.12).

Pour illustrer les propos, un problème 1D défini dans la figure 6.13 sera utilisé.

∆tG

∆tl

F t0 t jG

t jlA

B

FIGURE 6.13: Échelles temporelles associées aux maillages global et local

3.2.1 Interpolation linéaire des vitesses

De la même façon que dans les chapitres 4 et 5, les vitesses du problème global sont
interpolées linéairement en temps, soit :

U̇G(t jl) =
t jG− t jl

∆tG
U̇G(t0)+

t jl − t0
∆tG

U̇G(t jG) (6.18)

Ce type d’interpolation revient à considérer l’accélération constante sur l’intervalle de
temps ∆tG.
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FIGURE 6.14:Comparaison des quantités cinématiques pour le calcul multi-pas de temps
(interpolation linéaire des vitesses)

La figure 6.14 présente une comparaison des solutions en déplacement, vitesse et ac-
célération entre les problèmes de référence et multi-échelle.

Des différences importantes apparaissent sur les différentes quantités cinématiques
considérées. Au niveau des déplacements, la valeur moyenne est notamment estimée cor-
rectement, mais les oscillations dues au caractère dynamique du problème sont atténuées.

Au niveau des accélérations, des oscillations importantes apparaissent dans le cas du
nœud A, intérieur au domaine local : la solution obtenue oscille autour de la solution de
référence recherchée. Ces oscillations se retrouvent dans tout le domaine local, en parti-
culier au niveau des frontières (c.f. figure 6.15). Sur un pas de temps ∆tG, au lieu d’être
constantes, les accélérations du maillage local oscillent entre une valeur maximale et mi-
nimale.

Pour expliquer ce phénomène, considérons un nœud du maillage local sur la frontière
Γ. On notera : ∆tG = N∆tl , et t jl un instant quelconque sur la discrétisation temporelle
locale défini par t jl = Nl∆tl.

On impose la vitesse de la solution globale sur le problème local. Cette vitesse est
estimée par une interpolation linéaire en temps (c.f. équation 6.18), qu’on peut réécrire
comme :

u̇l =
N−Nl

N
u̇0+

Nl

N
u̇N (6.19)

Le schéma de Newmark (équation 3.21) et l’expression des vitesses ci-dessus per-
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FIGURE 6.15: Solution en accélération sur la frontière Γ1 dans les maillages global et
local (interpolation linéaire) : (a) N=5, (b) N=6

mettent d’écrire l’accélération au pas de temps t jl+1 sous la forme :

ül+1 =
1

γ∆tG
(u̇N− u̇0)+

γ−1

γ
ül (6.20)

Considérons maintenant le cas d’un schéma de Newmark explicite, soit γ = 1/2. En
écrivant ül comme précédemment, on obtient alors :





ül+1 = ül−1

ül+1+ ül
2

=
u̇N− u̇0

∆tG
= ¯̇u

(6.21)

Autrement dit, avec un schéma explicite et une interpolation linéaire des vitesses, la
moyenne des accélérations sur un pas de temps local est égale à l’accélération moyenne
sur l’intervalle de temps ∆tG. D’autre part, les accélérations oscillent entre deux valeurs.
On retrouve donc bien ce qu’on peut observer sur la figure 6.15.

� Remarque : On pourra noter que dans le cas où N est pair, on obtient : üN = ü0 = 0.
Dans ce cas là, la solution en accélération oscille donc entre 0 et 2 ¯̇u (c.f. figure 6.15(b)).

3.2.2 Interpolation cubique des vitesses

Afin d’améliorer les résultats et d’éviter ces oscillations dues au schéma d’intégration,
une interpolation cubique des vitesses est maintenant réalisée. Ne disposant d’informa-
tions qu’aux deux instants t0 et t jG , on définit la vitesse à l’instant t jl à partir des vitesses
et accélérations par :

U̇G(t jl) = T1U̇
G(t0)+T2Ü

G(t0)+T3U̇
G(t jG)+T4Ü

G(t jG) (6.22)
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FIGURE 6.16: Solution en accélération sur la frontière Γ1 dans les maillages global et
local (interpolation cubique)

où les termes Ti sont les fonctions d’interpolation temporelle quadratiques suivantes :

s=
t jl − t0

∆tG
et





T1 = 1−3s2+2s3

T2 = ∆tG
(
s−3s2+ s3

)

T3 = 3s2−2s3

T4 = ∆tG
(
−s2+ s3

)
(6.23)

Évaluer les vitesses globales sur l’échelle temporelle fine par ce moyen permet ainsi de
tirer parti de l’ensemble des informations disponibles sur l’échelle temporelle grossière.

La figure 6.16 présente la solution en accélération pour les problèmes global et local
sur la frontière Γ1. Les oscillations ont disparues. Sur un pas de temps ∆tG, les accéléra-
tions dans le domaine local sont linéaires par rapport au temps.

La figure 6.17 présente les résultats en déplacement, vitesse et accélération des pro-
blèmes de référence et multi-échelle en bout de poutre et en un nœud du maillage local.
Les solutions obtenues en déplacements sont maintenant identiques au problème de ré-
férence. Les résultats obtenus en vitesse et en accélération sont également améliorés par
rapport au calcul utilisant une interpolation linéaire des vitesses, notamment au niveau
des accélérations. Les oscillations de la solution sont en effet moins importantes.
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FIGURE 6.17:Comparaison des quantités cinématiques pour le calcul multi-pas de temps
(interpolation cubique des vitesses)

4 Bilan

Dans cette partie, les principales idées pour le développement d’une méthode multi-
échelle en temps et en espace ont été présentées. Les premiers calculs sur des cas uni-
dimensionnels montrent des résultats encourageants. Ils ont de plus permis de souligner
les problèmes liés à la mise en place complète de la méthode, notamment au sujet de
l’estimation des quantités globales sur l’échelle fine et de la synchronisation des calculs.

Une évolution importante de la méthode sera la répercussion à l’échelle globale de la
structure des modifications de raideur observées dans le maillage local. En effet, dans la
méthode présentée ici, seules les quantités cinématiques du problème global sont corri-
gées. La désactivation du maillage local sans mise à jour des propriétés mécaniques du
problème global entraînerait donc des résultats erronés.
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Conclusions et
perspectives

La principale idée à l’origine de cette thèse est qu’il est possible de réaliser le calcul
précis de l’apparition et du développement de grands délaminages de structures com-
posites sous impact en s’appuyant sur les progrès récents des approches multi-échelles.
Aussi, dans le cadre de ces travaux, une stratégie multi-échelle en espace et en temps
dédiée au calcul d’impact sur des structures composites a été proposée. Cette approche
répond aux besoins industriels en termes de coûts de calcul et de prédictivité des résultats.

L’analyse du problème à traiter a orienté le travail vers une analyse couplée à deux
échelles. Contrairement aux méthodes de décomposition de domaine classiques, l’échelle
macroscopique est ici connue et facilement identifiable. Cette description macroscopique,
issue de la théorie des plaques ou coques, doit rester inchangée pendant tout le calcul.
Cette contrainte constitue l’originalité de l’approche envisagée, mais en engendre les prin-
cipales difficultés.

Aussi, la stratégie proposée permet de tirer parti des différentes échelles du problème,
aussi bien au niveau spatial que temporel, en mettant en place une échelle globale conti-
nue sur l’ensemble de la structure via l’utilisation d’un maillage de coque 3D. Dans les
zones où cela s’avère nécessaire, un maillage local de type méso-modèle est superposé,
permettant de déterminer les dégradations subies par le stratifié. L’utilisation de pas de
temps de calcul différents et adaptés dans les domaines local et global permet en outre
de réduire les itérations temporelles liées à la résolution du problème global. Le couplage
entre les deux modélisations est assuré via l’échange d’informations sur les frontières.
L’avantage de cette méthode par rapport à des méthodes de décomposition de domaine
est la conservation tout au long du calcul d’un maillage fixe global et continu de la struc-
ture.

Dans un premier temps, l’application de méthodes de décomposition de domaine clas-
siques au suivi du délaminage a été étudiée. Les limites de ces méthodes pour ce type de
problème ont ainsi été mises en lumière : si le caractère prédictif des calculs est conservé,
la taille des modèles générés reste importante sans simplification des zones non dégra-
dées.

Ce constat a ainsi conduit à la mise en place d’une représentation de coque 3D du
stratifié, pour représenter les sous-domaines de la structure non dégradés en cours de
calcul. L’élément ainsi défini permet de réduire le nombre de degrés de liberté tout en
conservant une description correcte de la cinématique de la coque. Le choix d’éléments
de coque “3D” est justifié par la localisation des fissures dans l’épaisseur des structures.
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De plus, la qualité du couplage entre les deux types de modélisation est ainsi assurée :
l’élément de coque 3D choisi permet une représentation correcte à la fois des champs de
contrainte et de déplacement.

D’autre part, dans le cadre d’un schéma de résolution explicite, ce type d’élément
permet l’utilisation d’un pas de temps de calcul plus grand. Le choix de la méthode multi
pas de temps développée dans [Gravouil et Combescure, 2001] pour résoudre le problème
permet de coupler les échelles de discrétisation temporelle des deux domaines et conduit
à des résultats conformes aux calculs de référence.

Cependant, bien que permettant une réduction conséquente des coûts de calcul, l’uti-
lisation d’éléments de coque 3D en combinaison avec une méthode de décomposition de
domaine présente des limites. La propagation du délaminage dans la structure peut en
effet s’étendre jusqu’à des sous-domaines initialement non concernés par les dégrada-
tions, et donc maillés par des éléments de coque 3D. Le suivi du délaminage dans de tels
sous-domaines requiert alors l’application de procédures de remaillage, introduisant une
méso-modélisation.

L’amélioration de la stratégie passe alors par l’abandon de la méthode de décompo-
sition de domaine et par l’utilisation d’une échelle globale continue sur l’ensemble de
la structure. La superposition de maillages locaux dans les zones d’intérêt permet alors
d’utiliser une modélisation plus fine du matériau de façon restreinte et de s’affranchir du
remaillage. Le couplage spatial des deux domaines est réalisé par transfert d’informations.
Des quantités cinématiques sont transmises du domaine global vers le domaine local, tan-
dis que des efforts résiduels sont transférés du domaine local vers le domaine global. Ce
deuxième point permet seulement une prise en compte partielle des dégradations locales
dans le domaine global, aucune mise à jour des caractéristiques matériau n’étant réalisée.

Le recours à des discrétisations temporelles différentes dans les domaines local et
global a une influence sur le transfert des informations. D’une part, les quantités cinéma-
tiques du domaine global doivent être estimées sur l’échelle temporelle locale, plus fine,
pour mener à bien les calculs dans le domaine local. D’autre part, le transfert des efforts
résiduels vers le domaine global ne peut avoir lieu que pour les pas de temps effectivement
calculés. Toute correction de la solution globale conduit alors à des itérations à l’intérieur
d’un pas de temps jusqu’à convergence entre les solutions globale et locale.

Les premières études ont permis la compréhension des problèmes liés à la mise en
place de la méthode. Néanmoins, à l’issue de ces travaux, les perspectives de recherche
restent ouvertes.

En premier lieu, la stratégie proposée doit être finalisée afin de la rendre opérationnelle
au niveau industriel. Le premier point à traiter concerne la gestion des domaines locaux.
L’activation automatique des patchs locaux dans la structure passe par la définition de cri-
tères pertinents, soit pour prédire l’initiation d’un nouveau délaminage, soit pour suivre
un délaminage existant dans la structure. Les critères en contrainte classiquement utilisés
sont une voie d’étude possible. D’autre part, afin de limiter la taille des modèles, la désac-
tivation des domaines locaux devenus superflus en cours de calcul passe par la prise en
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compte des fissures existantes au sein du maillage global. Les voies à explorer sont alors
les approches de type fortes discontinuités d’une part (X-FEM, E-FEM), la mise en place
de raideur équivalente d’autre part.

De plus, l’extension de la méthode à l’utilisation du méso-modèle amélioré ou à des
problèmes en grandes transformations doit être envisagée.

L’utilisation de la méthode dans un cadre industriel nécessite son adaptation à des
problèmes 3D. Un choix devra notamment être fait au niveau des éléments utilisés dans
le maillage de coque : utilisation d’éléments de coques multi-couches ou extension de
l’élément Q16 choisi dans le cadre 2D.

Enfin, l’implémentation de la stratégie dans un code industriel constitue une avancée
majeure et une étape indispensable vers son utilisation industrielle. La première étape
consiste alors à définir les points d’entrée possibles dans le logiciel. On pourra noter
par exemple dans Abaqus/Explicit la présence de méthodes de sous-cyclage, utilisant des
techniques assez proches de celles appliquées pour le couplage des échelles temporelles
dans la stratégie proposée.
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