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NOTATIONS

1. Minucules lettrines

dij
dik
bi
Xi

Uk

Eléments de la i-ieme ligne et de la j-ieme colonne de la matrice A
Coefficient de la variable k de la ieme contrainte

Second menbre ou seuil de la contrainte i

Variables de décision

Variable d’écart associée a la kiéme contrainte

2. Majuscules lettrines

Ai

A

X

Xo
AX
Arg
ANN

Bt
B(x,r)
Co*
Co-
Co(S)
Card()
Cpc
Cm
D()
Diam(A)
FC
Fr()

Points ou vecteurs de composantes les coefficients des variables de la
contraintes i

Matrice des coefficients
Décision-action- veteur

Point de décision

Produit entre la matrice des coefficients A et le vecteur inconnu X
Argument

Axe de Non-Négativité

Boule

Boule fermée

Boule ouverte de centre x et de rayon r
Codne de non-negativité

Cone de négativité

Enveloppe convexe de S

Cardinal

Complexité dans le pire des cas
Complexité moyenne

Distance

Diamétre d’une partie A

Forme Canonique

Frontiére

Xi



FNN Face de Non-Négativité
H Ensemble de tous les indices des contraintes

HP() HyperPlan

| Ensemble des indices associés a 1’ensemble des variables de ba

initiale
J Ensemble des indices associes aux variables initiales de bas
Inf La valeur minimale d’un ensemble
K Le corps d’un espace vectoriel &’
Li Limite inferieure .\
Max Maximum
Min Minimum
P Polyédre ~
R Ensemble des nombres réels @
R" Ensemble de n-uplets de nombres ré
R(O,Ux) k-iéme axe de non négativité ine O
R(O,-Uy) k-iéme axe de négativité is e O
R Rayon
Sup Superieure ou valeur 'rie¢
Ta Topologie induite %
Ui Limite superieure
\/ Voisinage
\Y/ Espace vectorie

3. Minuscules grcq
B Be
o
4. Majuscule
X
D Ide

0 Matrice intercepte
I Produit
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5. Notations spéciales

3 Il existe

€ Appartient

¢ N’appartient pas

* Différent

C Inclu

U Union

N Intersection

Qi Projection du centre O d’un repére dans un hyperplan HP(Ai,bi)
Qj Projection du centre O d’un repére dans un hyperplan HP(Aj,bj)
> Supérieure

> Supérieure ou égale

< Inferieure

< Inferieure ou égale

A Et

<A, B> Produit scalaire entre les deux vecteurs A et B

\4 Quelque soit

[a ;b] Intervalle de borne inférieure a et de borne supérieure b

6. Abréviations

PLNE Programmation Linéaire en Nombres Entiers
PL Programmation Linéaire

PPL Probléme de Programmation Linéaire

MZ Modélisation topo-géométrique Marc et Zo

ZCT Zone de Contraintes Techniques
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INTRODUCTION ET POSITION DU PROBLEME

L’objectif, dans sa définition ou dans la recherche de son obtention demeure éternellement le
trait d’union de tout étre humain que ce soit individuel ou de groupe (association,
organisation, entreprise, ...) sur cette terre. Toutefois, ’atteinte de cet objectif ne constitue en
rien la fin mais au contraire ouvre un autre point d’union qui n’est autre que son optimisation.
Un état qui assure le développement et la pérennisation des activités humaines. Ainsi,
nombreuses sont depuis tout le temps les études ou recherches qui se focalisent dans ce

domaine.

La branche de la mathématique est la plus sollicitée dans cet axe de recherche. Les
différentes recherches établies dans le domaine reposaient sur la détermination de la solution

optimale.
Problématique

Force est de constater que les colts de ces différentes approhes variaient. La problématique
qui se pose alors est : «Comment minimiser les col(ts de résolution du probléme de

programme linéaire ? ».

De nombreux travaux ont ét¢ apparus qui d’une maniere générale recherchaientt a simplifer
les différentes contraintes associées a 1’optimisation de 1’objectif : c’est la recherche des
contraintes redondantes. Autrement dit la détermination des contraintes inutiles qui
n’affectent pas la solution optimale mais reduisent de mani¢re conséquente le colit de

résolution d’un probléme de programmation linéaire.
C’est dans cette perspective que 1’idée de projet de these est née et nous a amenée a choisir le
Sujet

“Modélisation topo-géométrique MZ (Marc et Zo) de recherche de contraintes redondantes

dans un un probléme de programmation linéaire”.
Obijectif

La thése dans son essence vise a apporter d’une maniere générale une nouvelle approche de

la recherche de contraintes redondantes dans un probleme de programmation linéaire.

1



Nombreux sont les travaux réalises dans ce domaine mais ils utilisaient dans la plupart des cas

le domaine de I’analyse, de I’algébre maticielle ou du combinatoire.
Resultat attendu

Ainsi au terme de cette recherche, nous établissons un nouveau modeéle ou un algorithme qui
permet de rechercher des contraintes redondantes dans un probléme de programmation

linéaire : le modele topo-géomlétrique MZ.
Meéthodologie

Dans sa base la modélisation topo-géométrique MZ utilise comme son nom I’indique, la
théorie de la topologie et de la géométrie vectorielle. Elle est surtout axée sur 1’étude
comparative géométriqgue deux a deux des hyperplans associés au probléeme de

programmation linéaire.

La présentation comprend les parties suivantes :

- Le chapitre 1 présente dans un premier temps 1’historique et la genése du
probléme de PL et I’état de 1’art.

- Puis dans un second temps le chapitre 2 étale la formulation théorique base

du nouveau modele de recherche de contraintes redondantes et les objets alimentés

- Par la suite dans un troisieme temps, le chapitre 3 décrit ’application du
modéle Topo-géométrique MZ dans la recherche de contraintes redondantes pures.

- Dans un quatriéme temps, nous avancerons dans le chapitre 4 la démarche
de recherche de contraintes pseudo-redondantes par le méme modele Topo-géométrique
MZ.

- Enfin le chapitre 5 développe la simulation de la nouvelle théorie et le

compare avec quelques démarches déja existantes et présentés également dans cet ouvrage
comme un état de I’art. La complexité des algorithmes est abordée pour servir dans la

comparaison entre les différentes recherches de la détection de contraintes redondantes.



CHAPITRE 1
THEORIES SUR L’OPTIMISATION SOUS
CONTRAINTES

1.1 Introduction

Ce chapitre constitue la base de la thése étalée a travers la genése, 1’état de D’art sur
I’optimisation sous contraintes, 1”aspect technique mathématique du probléme de "PL et la

complextité de I’algorithme.

1.2 Historique et evolution de Programmation lineaire

Les premiers mathématiciens qui se sont occupés dudit problémes, que 1’on ne hommait pas

encore a I’époque « programmes linéaires » (P.L.), sont :
- Laplace (1749-1827) et le baron Fourier.

- Le russe Kantorovitch en 1939 a imaginé une méthode inspirée des multiplicateurs
de Lagrange, classiques en mécanique, pour résoudre des « programmes de transport ».

- La contribution décisive a été 1’invention de 1’algorithme du SIMPLEXE, développé
a partir de 1947 notamment par G.B. Dantzig et le mathématicien V. Neumann.

- Au milieu des années 80, I’indien N. Karmarkar a proposé une nouvelle méthode
créée aux Bell Laboratories qui permettait de résoudre de trés gros probléemes linéaires, par

une démarche « intérieure » au polyedre des solutions admisisibles.

1.3 Définition de programmation linéaire (PL)

1.3.1 Quelques définitions

Selon W.J. Baumaul [1.01], la programmation linéaire est une technique mathématique
d'optimisation (maximisation ou minimisation) de fonction a objectif linéaire sous des
contraintes ayant la forme d'inéquations linéaires. Elle vise a sélectionner parmi différentes

actions celle qui atteindra le plus probablement I'objectif vise.

R. Dorfman [1.02] et P. Samuelson [1.03], ajoutent que la programmation linéaire est une
méthode de détermination du meilleur plan d'action pour réaliser des objectifs donnés dans

une situation ou les ressources sont limitées. C'est donc une méthode de résolution du



probleme économique, soit dans le cadre d'une économie globale, soit dans celui du

secteur public, soit dans une entreprise particuliére.

Globalement et pratiquement, la programmation linéaire traite d'une maniere générale d'un
probleme d'allocation de ressources limitées parmi des activités concurrentes et ce d'une fagon
optimale. La grande variété de situations auxquelles la programmation linéaire peut
s'appliquer est remarquable. Cela va de I'affectation de personnel a certaines taches au
probléme de la répartition de ressources brutes limitées pour la production de plusieurs objets.

La programmation linéaire emploie un modele mathématique qui décrit le probleme réel.
L'adjectif "linéaire” indique que toutes les fonctions mathématiques de ce modele sont
linéaires tandis que le terme "programmation” signifie essentiellement planification. Ainsi, la
programmation linéaire consiste a planifier certaines activités soumises a des restrictions en
vue d'un rendement optimal, c'est-a-dire en vue d'un résultat qui atteint le but visé parmi
plusieurs solutions alternatives réalisables.

1.3.2 Notations et définitions

Le probleme général de programmation linéaire est la recherche de I'optimum (minimum ou
maximum) d'une fonction linéaire de n variables xj (j = 1,2,...,n) liées par des équations ou

inéquations linéaires appelées contraintes.

Parmi les contraintes, on distingue généralement celles du type xj > 0 (ou xj < 0), imposant a
une partie ou a I'ensemble des variables d'étre non négatives (ou non positives). Les variables
peuvent prendre n'importe quelles valeurs réelles satisfaisant aux contraintes.

On peut toujours supposer que certaines des inéquations ont été multipliées par -1 de fagon
que toutes les inégalités soient dans le méme sens (> par exemple), et que certaines des
variables ont été remplacées par leurs opposées pour que les contraintes du type xj > 0 ou xj <
0 soient toutes des conditions de non négativité. La formulation algébrique de la définition
précédente est alors:

n
Minimiser (ou maximiser) z = ch X
=1

n
Sujet a: > aiXj > bi, 1=1,2,...,p
=1



n
2aix] = b, i=p+1,p+2,..,m
=1

xi>0,j=12,..q
Xj quelconque, j= q+1,9+2,..,n,

ou les constantes ¢;, ajj et bi sont des nombres réels.

n
On se référe a la forme linéaire: X cjX;
=1

a minimiser comme étant la fonction objective (ou la fonction de colt ou de criteres) et aux

équations
n
2.aix >bi,
=1

et
n
2. aijXj =bi
=1

comme étant les contraintes. Pour une solution réalisable x, une contrainte d'inégalité est dite

active ou saturée si la contrainte est satisfaite avec égalité.

Ce modéle de programmation linéaire est présenté de maniere générale comme un probléme
d'allocation des ressources limitées parmi des activités concurrentes et ce d'une fagon
optimale. On y retrouve donc m types de ressources et n types d'activités; en général, m est
beaucoup plus petit que n. Evidemment, les ressources sont nécessaires pour réaliser les
activités et les premieres sont en quantité limitée (le vecteur b); par conséquent, I'allocation
des ressources doit étre faite de maniére optimale c'est-a-dire, de facon & optimiser la mesure

de performance z.

Dans ce modele, les éléments ajj, bi, et ¢ constituent la quantité de ressources dépensees de
type i pour la réalisation d'une activité de type j, la quantité de ressources limitées de type i et
la performance obtenue lors de la réalisation d'une activité de type j, respectivement.

Tous les développements ultérieurs dans ce cours seront établis sous la condition

fondamentale de non-négativité de I'ensemble des variables, condition qui est imposée a priori
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dans la plupart des problemes économiques, et a laquelle on peut dailleurs toujours se
ramener. Les méthodes de calcul s'appuient sur cette condition de non-négativité et font jouer

aux contraintes Xj > 0 un role particulier.

1.4 Géométrie de la programmation linéaire

Cette section a pour but principal de definir les notions geométriques mais également leur
interprétation algébrique qui seront necessaires a la compréhension des solutions
algorithmiques utilisées en programmation linéaire. En particulier, nous verrons que la notion
de convexité et la géométrie des polyedres et polytopes vont jouer un rdle prépondérant en

programmation linéaire.
1.4.1 Ensembles convexes, cones, hyperplans, polyédres et polytopes

Définition 1.01
Un sous-ensemble C c V d’un espace vectoriel V est convexe si et seulement si:

VzeC, VyeC (1=-MNz+iyeC Yrelo, 1] (1.01)

Cette définition signifie qu’un ensemble C est convexe si le segment joignant deux de ses

points quelconques est contenue dans 1’ensemble C.

Figure 1.01 : Deux ensembles convexes et un ensemble non convexe

1.4.2 Propriétés

- L’intersection d’une collection arbitraire d’ensembles convexes est un ensemble convexe.
C=NCi,i=1,2,...,n estconvexe.
- Si C est convexe et f € R, I’ensemble :

BC = {x € R": x=Pc c € C} est convexe.
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- Si C, D sont deux sous-ensembles convexes de V alors 1’ensemble

C+D={xeR":x=c+d,ceC,deD} estconvexe.

Définition 1.02

Soient x1, - - - xk € R", une combinaison convexe de x1, - - - ,xk est le vecteur
k k
Z,‘hi.n,. A; E—[].Z,‘ai =1
=1 =1 (102)

Définition 1.03

Soit S c V, Dl’enveloppe convexe de S, notée co(S), est I’ensemble défini comme
I’intersection de tous les ensembles convexes contenant S. L’enveloppe convexe est le plus

petit ensemble convexe de V contenant S.

co(S)={> Xzi :m €S N=0 Y A=1}
: i (1.03)

L’envelo ppe convexe des vecteurs x1, - - - Xk € R", co{x1, - - - ,xk} est I’ensemble de toutes

les combinaisons convexes (2.1).

Remarque
L’enveloppe convexe d’un nombre fini de vecteurs de R" est un ensemble convexe.

Figure 1.02 : Enveloppes convexes de points et d'un ensemble

Définition 1.04
Un sous-ensemble K < V est un cdne si et seulement si

vVxeK, L>0, Ax € K. (1.04)



Un cone qui possede la propriété de convexité est un cone convexe.

Vd,

Figure 1.03 : Deux cones non convexes et un cone convexe

1.4.3 Géométrie du programme linéaire

Définition 1.05
Soita#0 € R"et ¢ € R. L’ensemble défini par :

H={IER“:¢1*I=;:} (105
1.05

est un hyperplan de R"

Figure 1.04 : Hyperplan et demi-plan x €H, x1 g H—, x2 € H+

H est une variété linéaire de dimension n — 1 de R". Un hyperplan est la frontiére du demi-
plan correspondant et le vecteur a est perpendiculaire a ’hyperplan.
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Définition 1.06

Soient a # 0 € R", ¢ € R. On considére I’hyperplan :
H=xeR":atx=c¢ (1.06)

On définit alors, a partir de H les demi-plans fermés positif et négatif, donnés par :
Hi={zeR" : alr < c}
H_= {.1‘ eER" : a'r> r"} (1.07)

qui sont des espaces convexes.

Définition 1.07

Un hyperplan support d’un ensemble convexe C tel que int(C) = @ en un point x € 6C ou

frontiere de C est défini par :

JdJa#0eR" : a'(z-T)=20VzeC Hs={reR"|a'(zx-1)=0}

Figure 1.05 : Hyperplan support d’un ensemble convexe C

Définition 1.08

Un polyédre P c R" est un ensemble décrit par

P={z€R" : Cz>c} (1.08)

onC e R"*" ot ¢ € R,

Définition 1.09

Un polyedre est formé comme I’intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermes.
Un ensemble S < R" est borné s’il existe K € R tel que la valeur absolue de chaque

composante de chaque élément de S est plus petite que K.
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Définition 1.10

Un polyédre convexe et borné est un polytope convexe.

£1

Iz

Figure 1.06 Polyédre convexe et polytope

Ce qui précéde permet de définir une des proriétés fondamentales des problémes de

programmation linéaire utilisée en particulier par la méthode du simplexe.

1.5 Optimisation sous contraintes

Nous allons maitenant retrace le probleme de programmation linéaire sous son aspect
purement mathématique plus exactement algébrique.
Un probléme d’optimisation sous contraintes concerne essentiellement les programmes

mathématiques de la forme,

Optimiser f(x)

Sous les contraintes

g;(x) <a,i=1:k
h(x) 2b,i=k+1:m
X€eS

ou f : E —K, la fonction-objectif a maximiser ou a minimiser, K est

un corps, R ou C,

E est un K-espace vectoriel euclidien de dimension n.
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gi: E —K, fonction exprimant les conditions d’exigences maximales.

hi: E —K, fonction exprimant les conditions d’exigences minimales.

Comme E est isomorphe & R", on peut toujours identifier E a R".

S € c R", éventuellement, S € c Z", I’ensemble des variables.

Un vecteur x, x € S assurant les contraintes est une solution réalisable du probléme.

En notant S, I’ensemble des solutions réalisables, S peut étre vide et le probléme n’a pas de

solution.
Si s # @, il existe au moins une solution x* ol f(x*) est maximale ou minimale.

Une relaxation consiste a supprimer une contrainte du probléme : ¢’est le cas de redondance

de la contrainte.

Dans cet ouvrage, nous nous intéressons aux problémes d’optimisation linéaire, plus

précisément de programmations linéaires de la forme :

Optimiser Z=<c,xx >

sous les contraintes

AX<h
{Az.xzb2
avecx> 0
ceR"b eRk,b2 e R™*

Az une matrice n x Kk,

Az une matrice n x (m — k) ,
1.6 Algorithme en programmation lineaire

En mathématiques, les probléemes de programmation linéaire PL sont des problémes
d’optimisation ou la fonction objectif et les contraintes qui représentent les

conditionnalités sont toutes linéaires. La programmation linéaire est alors un domaine
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central de I’optimisation, car les problémes de PL sont les plus faciles du fait que toutes
les contraintes y étant linéaires. Beaucoup de problémes réels de la recherche
opérationnelle peuvent étre exprimés comme un probleme de PL. Pour cette raison un
grand nombre d’algorithmes pour la résolution d’autres problémes d’optimisation sont

fondés sur la résolution de problémes linéaires.

Le terme programmation linéaire suppose que les solutions a trouver doivent étre
représentées en variables réelles. S’il est nécessaire d’utiliser des variables discrétes dans

la modélisation du probleme, on parle de programmation linéaire en nombres entiers.

La programmation consiste alors a déterminer disons n-variables afin d’optimiser
I’objectif linéaire sous différentes contraintes traduites dans la pratique sous forme
d’inégalités ou égalités, étant donné que ces derniéres nécessitent 1’utilisation des
ressources ou moyens limités dans 1’obtention de I’objectif. Le nombre de contraintes
allant de 1 a m. De telles contraintes permettent d’inclure des contraintes de signe, ou

I’adoption de 1I’écriture matricielle.

D’un point de vue géométrique, comme nous 1’avons déja présenté plus haut, les
contraintes linéaires forment un polyedre convexe. Si la fonction objectif est elle aussi

linéaire, tous les optimaux locaux sont également des optimaux globaux.

De nombreuses difficultés peuvent se présenter dans la recherche ou le calcul de cet
objectif, pour ne citer que les deux cas ou il n’existe pas de solution optimale. Le premier
est lorsque les contraintes se contredisent mutuellement (par exemple). Dans un tel cas, le
polytope est vide et il n’y a pas de solution optimale puisqu’il n’y a pas de solution du

tout. Le PL est alors infaisable ou incompatible.

Une autre situation ou le polyédre est non-borné dans la direction définie par la fonction
objectif. Dans ce cas, il n’y a pas de solution optimale puisqu’il est possible de construire
des solutions satisfaisant les contraintes avec des valeurs arbitrairement élevées (ou

basses) de la fonction objectif.
1.6.1 Genese de ’algorithme de PPL

Quant a la recherche ou la détermination de 1’objectif, 1’algorithme du simplexe de G.
Dantzig [1.04] est le plus connu pour résoudre les problemes de PL en construisant tout

d’abord une solution réalisable qui est un sommet du polytope puis en se déplacant selon
12



les arétes du polytope pour atteindre des sommets pour lesquels la valeur de 1’objectif est
de plus en plus grande, jusqu’a atteindre I’optimum. Bien que cet algorithme soit efficace
en pratique et qu’il soit assuré de trouver 1I’optimum, sa démarche dans le pire cas peut étre
mauvaise. Il est ainsi possible de construire un PL pour lequel la méthode du simplexe

requiert un nombre d’étapes exponentiel en la taille du probléme.

Le premier algorithme polynomial pour la PL a été proposé par L. Khachiyan [1.05] en
1979. 1l est basé sur la méthode de I’ellipsoide en optimisation non linéaire précédemment
proposée par N. Shor [1.06] . Cette méthode est elle-meme une généralisation de la

méthode de ’ellipso”1de en optimisation convexe due a A. Nemirovski [1.07] .

Cependant, I’efficacité pratique de ’algorithme de L. Khachiyan [1.08] est décevante :
I’algorithme du simplexe est pratiquement toujours plus performant. En revanche, ce
résultat a encourage la recherche dans les méthodes de point intérieur. Par opposition a
I’algorithme du simplexe qui considére uniquement la frontiere du polytope définie par les

contraintes, les méthodes de point intérieur évoluent a I’intérieur du polytope.

En 1984, N. Karmarkar [1.09] propose la méthode projective. C’est le premier algorithme
efficace a la fois en théorie et en pratique. Sa complexité dans le pire cas est polynomiale
et les expérimentations sur les problémes pratigues montrent que la méthode peut
raisonnablement étre comparée a I’algorithme du simplexe. Depuis lors, plusieurs
méthodes de point intérieur ont été proposees et étudiées. Une des méthodes les plus
celébres est la méthode prédictive/corrective qui fonctionne trés bien en pratique meme si

son étude théorique est encore imparfaite.

Pour la résolution pratique de problémes de PL ordinaires, il est actuellement commun de
considérer comme équivalentes les (bons) codes basés sur les méthodes dérivées du
simplexe ou du point intérieur. De plus, pour la résolution de problemes de grande taille,

une technique comme la création de colonnes peut se révéler extr"emement efficace.

Les solveurs basés sur la PL sont de plus en plus utilisés pour 1’optimisation de divers
problémes industriels tels que 1’optimisation des flux de transports ou la planification de la
production. Toutefois, les modéles de PL se révelent insuffisants pour représenter de
nombreux problémes, la programmation linéaire en nombres entiers (PLNE) permet alors

de modéliser un grand nombre de problémes supplémentaires.
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Quand on utilise le Solveur d’Excel, par exemple, pour résoudre les problémes de
Simplexe, on établit toutes les equations en donnant, par défaut, une valeur de 1, a tous les
inconnus. Cela permet de calculer le bénéfice de la solution et I’utilisation des ressources
dans les contraintes linéaires. C’est ensuite le travail du Solveur de changer les valeurs des

variables pour maximiser, ou minimiser, selon le cas, la fonction objectif.

L’avantage du Solveur d’Excel est qu’il est a la portée de tous et relativement facile a
utiliser comparativement aux logiciels qui résolvent des problemes de programmation
linéaire comme ou Simplex, par I’entrée des données sous forme matricielle qui peut étre

rébarbative a beaucoup d’utilisateurs.

Cote application, la programmation linéaire est essentiellement utilisée pour résoudre des
problémes d’optimisation a moyen et long terme (problémes stratégiques et tactiques, dans
le vocabulaire de la recherche opérationnelle). Les domaines d’application de ces
problemes sont trées nombreux aussi bien dans la nature des probléemes abordés
(planification et controle de la production, distribution dans des réseaux) que dans les
secteurs d’industrie : industrie manufacturiere, énergie (pétrole, gaz, électricité, nucléaire),
transports (aériens, routiers et ferroviaires), télécommunications, industrie forestiere,

finance.
1.6.2 Les domaines d’application

La technique de la programmation lineaire est couramment appliquée dans 1’industrie
pétroliere. C’est 'une des industries, si ce n’est la principale qui utilise quotidiennement la
PL (programmation linéaire). Elle est considérée comme 1’outil qui permet au raffineur de
faire la détermination optimale de production d’une raffinerie. Pour ce faire, le programme

doit tenir compte d’un certain nombre de contraintes telles que :

les bruts disponibles, leurs rendements et les qualités des coupes,

les spécifications des produits afabriquer,

les limitations de débouchés pour certains produits,

les capacités des unités,

les modes de réglages des installations, — les capacités de stockage disponibles.
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La PL peut également étre utilisée dans d’autres domaines du raffinage, par exemple :

les calculs de la composition optimale des mélanges de produits (carburants, gasoils,

fuels) en tenant compte des spécifications.

I’optimisation dans ’utilisation des installations,

les calculs de I’obtention du meilleur préchauffage des bruts et des charges,

la détermination du meilleur équilibre “vapeur-¢électricité” d’une raffinerie.
En dehors des raffineries, on peut utiliser la PL dans la recherche opérationnelle pour :
- batir des plans a long/moyen et court termes d’une compagnie pétroliere,
- optimiser le fonctionnement d’une flotte de tankers et la mise en place des produits.

Ces différents éléments suscités et constatés nous ont emmenés a procéder a la réalisation de

cette étude.

1.6.3 Formulation ou modélisation d’un PPL

Nous présentons ci-dessous des notions de base de :

1.6.3.1 Modélisation

La modélisation d’un probléme linéaire consiste a identifier:
- les variables.
- Les différentes contraintes auquelles sont soumises ces variables.
- L’objectif visé (optimisation).

1.6.3.2 Les étapes de modélisation

- La détermination des variables de décision
les variables x1,x2,....., xn sont appelées des variables de décision ou variables réelles du

probléme.

- La détermination des contraintes :
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La contrainte peut étre assimilée a un obstacle.tel que les limitations techniques scientifiques,

économiques, les lois de la nature, les délais, etc.
- La détermination de la fonction objectif (économique)

La fonction objectif (économique) est une fonction qui permet de determiner 1I’optimum (max

de profit /min des Codt)

Le but du probleme d'optimisation est alors de minimiser ou de maximiser cette fonction

jusqu'a lI'optimum, par différents procédés comme la méthode graphique.
La fonction objectif est une forme linéaire en fonction des variables de décision de type:
Max(ou min)z =c1 X1+ C2 X 2 +....+ Cn Xn

ou les coefficients cs,...,cn doivent avoir une valeur bien déterminée et peuvent étre positifs,

négatifs ou nuls.

Cette thése a pour objet de présenter une nouvelle approche théorique baptisée modélisation
topo-géométrique MZ, une théorie qui permet d’améliorer la compréhension et la résolution

de la classe de probleme appelé probléme de programmation linéaire pp|_.

Comme les PPL que nous avons en vue sont ceux issus de domaine d’activité humaine
telles que les affaires, la production ,I’économie, la santé, 1’armée, etc...En plus de la
rigueur mathématique adoptée, les objets ( mathématiques) faisant partie des modéles
construits avec cette théorie auront des significations (sens) sémantiques bien précises, au

lieu d’étre des objets mathématiques abstraits.

Sous la forme canonique un probleme PPL peut étre algébriquement formulée de la facon

suivante :

Trouver les inconnues (x;),j = 1 : n elément de R" qui maximisent
Z = Z(;ijxj (109)

Ou les (¢j), j = 1 : nsont des éléments de R,

et qui satisfont les contraintes suivantes :
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Sax <b (1.10)
Et les ajj et bisont des éléments de R .

Les inconnues réelles (xi) sont en réalité des variables de décision. Les relations(1.09) et
(1.10) sont des contraintes logiques et matérielles caractérisant le probleme a résoudre
Dans la suite nous les appellerons forme canonique (FC) les relations (1.09) et (1.10)
traduisant le fait que dans la réalité les valeurs négatives des variables de décisions n’ont

pas de sens.

1.6.3.3 Contraintes techniques :

Dans le cadre de notre étude, chaque variable de décision (x;) représente une décision
quantitative bien déterminée, se rapportant aune unité de mesure bien déterminée. Ce ne
sont donc pas de simples variables réelles mathématiques abstraites. De plus, les valeurs
numériques des coefficients dépendent entierement des unités de mesures adoptées pour

les variables de décision, lesquelles unités de mesure ont été décidées par le modélisateur.

Tous les éléments du probleme PPL tels que :
- la valeur de n appelée démonstrative du probleme
- les valeurs de m représentant le nombre des contraintes
- les coefficients (cj),j =1 :n, (Xij)i=1:met(bi),i=1:m

sont déterminés ou calculés par les modélisateurs. La tache de résolution d’un probléme de la
programmation linéaire ne pose incontestablement aucune difficulté car il y a des méthodes
pratiques pour le résoudre, en plus de cela on peut utiliser des logiciels tres efficaces pour la
résolution tel que MATLAB, EXCEL, SOLVER, LINDO ,...etc. Mais la problématique
repose sur les calculs en termes de codts ou plus précisément de temps de réalisation. Le
professeur G. B. Dantzig [1.10] a remarqué qu’étant une construction humaine le modéle peut
contenir des erreurs structurelles qui ont rendu trés difficiles, voir meme impossible, les
taches de solveurs ou autres progiciels depuis plus de six décennies. Des efforts importants
ont eté déployés pour mettre au point des outils permettant de détecter et de corriger ces

erreurs.
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Certains chercheurs vont jusqu’a vouloir automatiser cette opération, tandis que d’autres
sont d’avis que, a la fin du compte, il faut que la correction finale revienne au modélisateur.
Et nous sommes d’accord avec ces derniers. Ces outils, qu’ils soient enti¢rement

automatisés ou non, sont appelés ” présolve ”, ce qui, traduit en francais donnerait ” outil de

b 2

pré-résolution ”. Cet instrument est connu dans le domaine de la recherche par le

presolving .

Le presolving ou techniques de pré-traitement constituent une vaste catégorie de methodes
utilisées pour transformer un systtme donné d’un programme linéaire de recueillir
certaines informations utiles a ce sujet. L’objectif principal de presolving est alors de
simplifier le systeme établi par la plus sophistiquée mais souvent laborieux algorithmes
tels que la coupe-avion ou branch-and-bound algorithme. Presque tous les solutionneurs
modernes, a la fois libre (par exemple, Achteberg [1.11], 2009; N. Hauser [1.12] et Al.,
1994; et commerciaux (par exemple, Fico [1.13] , 2009; Gurobi, [1.14] 2009; se sont
investis dans un sens ou dans un autre. Bixby et al. [1.15] (2000) affirment que seul
presolving accélére le temps de solution sur les systémes de référence par un facteur de 2.
Une autre fonction importante d’un présolve est d’analyser la structure du systéme et de

recueillir des informations qui seront utiles lorsque le probléme est résolu.

Presolving est également utile a des fins de modélisation comme elle peut étre utilisee
pour pour la détection des erreurs évidentes. Il peut, par exemple, informer 1’utilisateur si
certaines contraintes ou limites sur les variables font le systéme impossible. Par ailleurs, il

détecte si certaines variables auront arbitrairement des valeurs infinis dans une solution.

De telles informations peuvent aider le chercheur a améliorer la description du systeme et
de corriger les erreurs. Enfin le presolving peut parfois renseigner le chercheur sur
I’existence des valeurs des variables utilisées dans le modele qui peuvent causer des

problémes numériques pour la suite de 1’algorithme utilisé.

Pour rendre plus court, nous adoptons. Le terme ” présolve ” (prononcer pré-solve).
Globalement la plupart des outils aprésolve existant actuellement sont destinés a résoudre

les problémes suivants :

Les redondances dont la détection et 1’élimination permettent de réduire le nombre m des

contraintes.
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Les situations d’infaisabilité qui permettent d’inciter a soumettre les problémes infaisables au
solveur.

Les variables non bornées ( infinies )

Les variables fixes, dont I’élimination permet de réduire les nombres n des

inconnues.

En plus de ces problémes, reconnaissons qu’un solveur est basé sur un algorithme bien
déterminé qui exige qu’on lui fournisse une solution initiale admissible. Or, force est de
constater que la recherche d’un tel point, qui notons-le, n’est pas unique, est une opération
trés difficile et malgré cette situation, cette opération est presque ignorée théoriquement.
Ce cas est toujours intégrer dans les solveurs. Cette négligence est prouvée par le fait que
le nombre de publication académique s’y rapportant est trés réduit par rapport aux
nombres des recherches académiques traitant de la modélisation et de la recherche

proprement dite de la solution optimale.

Par ailleurs, la redondance dans la programmation mathématique est généralement
occasionnée par le désir du chercheur d’apporter un maximum d’informations sur le
probléme ou de ne pas omettre des €léments essentiels dans la formulation de la forme
canonique. Elle peut alors se produire dans la phase de formulation, en particulier dans le
systeme de grande taille. Il est possible a cet effet que le chercheur perd de vue 1’ensemble

du probléme.

Or, ’existence de la redondance permet d’avoir plus de détails sur un probléme donné. La
redondance peut parfois donner lieu a certaines propriétés intéressantes dans la théorie.
Une situation illustrée par les travaux de A. Charne [1.16] sur 1’ajout des contraintes et de
variables pour passer d’un probléme de programmation linéaire a un probléme de

transport.

Ainsi I’étude de la contrainte redondante s’ouvre des situations de confusions. En effet, si
I’ensemble de toutes les contraintes dans un probléme de programmation linéaires sont
redondantes, la résolution est simple et plus rapide. Geénéralement, la premiere
conséquence de la redondance dans la programmation mathématique qui vient a 1’esprit est
I’effet qu’elle a sur le processus de résolution dudit probleme. En somme dans un

probléme de programmation nous pouvons éviter I’inclusion de la redondance. Cependant,
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la recherche des contraintes redondantes peut s’avérer trés colteux de par le genre du
probleme et la méthode utilisée pour la détection. Nous serons alors confrontés a trois

options claires :
> ne rien faire
» identifier la redondance
> identifier et éliminer la redondance.

Nombreux sont les articles qui ont été écrits sur la redondance au cours des vingt derniéres
années et générant des problemes connexes. Ces documents présentent généralement des
méthodes sur 1’identification des contraintes redondantes. Une branche qui sera étoffée a

travers cette étude.
1.7 Théorie de la complexité en programmation linéaire

Un language de programmation est une séquence de codes exprimant des commandes
reconnues par une machine et traduit en language de la machine et un programme
informatique est une suite d’opérations pouvant étre exécutées par une machine. les étapes

de conception d’un programme informatique sont :

identifier le probléme : les données a I’entrée et les résultats a la sortie,

organiser les actions par une écriture de 1’algorithme

traduire cet algorithme en langage de programmation

compiler le programme pour qu’il puisse étre exécutable

Une affectation est une instruction qui permet d’attribuer une valeur a une variable.
Les instructions d’affectation, de lecture et d’écriture sont des instructions séquentielles.
Une instruction conditionnelle permet d’exécuter ou non un bloc d’instructions selon le

résultat d’un test.

La complexit¢ d’un algorithme est en temps, le nombre d’opérations élémentaires
effectuées pour traiter une donnée de taille n, en mémoire, 1’espace mémoire nécessaire

pour traiter une donnée de taille n.

Un type abstrait est un triplet composé :

—d’un nom,
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- d’un ensemble de valeurs,

- d’un ensemble d’opérations définies sur ces valeurs.
1.7.1 Complexité

La présentation de cette sous section ne veut ni complétement rigoureux ni exhaustive
mais a pour objectif d’exposer les principales définitions permettant d’aborder des
questions eélémentaires de complexité des algorithmes de résolution des problemes de PL
du point de vue pratique. On pourra se rapporter pour un exposé plus complet sur la

théorie de complexité en programmation linéaire.

La théorie de complexité en programmation en général, étudie les ressources en termes de
temps de calculs et d’espace mémoire nécessaire a la résolution d’un probléme par un
calculateur. En particulier, elle a pour objet de définir des grandes classes de problemes en
fonction de leur complexité dans la résolution. Pour réaliser cette classification, il faut
définir précisément et formellement les problemes d’algorithme afin de ce que 1’on entend
par complexité. Un probleme général définit comme une question a résoudre pour
I’ensemble des parameétres ou de variables libres dont les valeurs ne sont pas spécifiées.
Un jeu de données est obtenu en attribuant des valeurs particuliéres al’ensemble de ces
paramétres. La théorie de complexité sapplique particulierement aux probléemes de
décision plutbét qu’aux problémes d’optimisation. Dans le premier cas, il s’agit pour le
probleme une solution de type oui/non ou 0/1 comme réponse a la question posée. Le
probléme de décision est défini alors comme une fonction de I’ensemble des données vers
{0,1}. 1l est toujours possible de transformer le probléme d’optimisation en probléme de

décision et d’y appliquer la théorie de complexité.

Un algorithme est défini de maniere générale comme une procédure composée d’étapes
¢lémentaires c’est-a-dire une suite finie d’opérations élémentaires permettant de résoudre
un probléme donné. C’est une procédure de calcul bien définie qui prend en entrée un

ensemble de valeurs et qui délivre en sortie un ensemble de valeurs.

Définition 1.11

Un algorithme A est dit résoudre un probléme P, s’il peut étre appliqué pour n’importe
quel jeu de données | et P est garanti @ un programme d’ordinateur écrit dans un langage

particulier.
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Définition 1.12

Un algorithme est correct si pour toute instance du probleme, il se termine et produit une

sortie correcte.

Définition 1.13

Une heuristique est une procédure de calcul correcte pour certaines instances du probleme
(c’est-a-dire termine ou produit une sortie correcte)
Comme exemple d’algorithme, I’algorithme d’Euclide permet de calculer le PGCD de deux

nombres dont on ne connait pas la factorisation.

L’efficacité d’un algorithme est mesurée par son colt (complexite) en temps et en meémoire.
Dans la portée genérale, la théorie de complexité nécessite de définir précisément le
modéle de machine utilisée. Citons par exemple la machine de Turing® déterministe, la
machine de Turing non déterministe, ou la machine de V. Neumann [1.17]. Le notions
présentées dans cette section sont principalement dans le cadre de machine de Turing et

de I’arithmétique rationnelle.

Cherchant en genéral I’algorithme le plus efficace pour résoudre un probléme donné, il est
naturel d’essayer de définir une mesure de cette efficacité. Le temps d’exécution de
I’algorithme défini comme une fonction de la taille du jeu de données du probleme a
résoudre est généralement le facteur dominant déterminant I’efficacité pratique d’un
algorithme dans la résolution d’un probléme donné. La taille du jeu de données dépend

quand a elle du schéma de codage retenu pour ’entrée des données.

Le calcul de complexité en temps sera donc dépendant du modeéle de la machine et du
schéma de codage utilisé. Toutefois, la théorie générale de la complexité et les quelques
éléments présentés ici restent valides en dépit de ces différences si ’on garde a I’esprit

que les résultats sont obtenus pour un codage particulier et un modéle de machine utilisé.
1.7.2 Complexité d’un probléme et d’un algorithme

Soit un algorithme A résolvant un probléme P sur les données I. On définit V (1) in N
mesurant la longueur de ’écriture des données I au moyen de 1’alphabet fini ( ensemble

fini de symboles).

1 Modele abstrait du fonctionnement des appareils mécaniques de calcul, tel un ordinateur et sa mémoire. Ce
modéle est imagié par Alan Turing.
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V (1) représente la taille du probléme, c’est a dire la taille mémoire nécessaire afin de stocker

I’ensemble des données | du probleme P.

Par exemple, en programmation linéaire (sous forme standard), les données sont
constituées par les éléments du triplet (A,b,c). La taille n (parfois également m) de la
matrice A définit la dimension du probleme PL. De plus, on associe la complexité c(A,l)
€N a la paire (A,l) pour mesurer le nombre d’étapes élémentaires de la résolution du

probleme P sur les données | a I’aide de I’algorithme A.

Différents types de complexités sont usuellement utilisées dans le domaine de I’analyse de
complexité : complexité dans le pire des cas, complexité moyenne, complexité
asymptotique, etc.... Seuls les deux premiers types sont définis dans ce document. La

majorité des calculs de complexité se fondent sur I’analyse dans le pire des cas.

Définition 1.14

Le calcul de complexité dans le pire des cas consiste a déterminer une borne supérieure
sur le temps d’exécution requis pour résoudre un probléme donné avec n’importe quel jeu

de données I.

Formellement, si tout jeu de données | appartient a I’ensemble de Ir 2, alors la complexité

dans le pire des cas se définit comme

Coc(A) =sup ¢ (Al (1.11)
IElp

Toutefois, 1’analyse de complexité de certains algorithmes (algorithme du simplexe en est un
exemple typique) a montré de nombreux écarts entre la complexité calculée dans le pire des
cas et les performances relevées pour certains jeux de données typiques. Pour pallier a ce

défaut, les algorithmes peuvent étre également caracterisés par une complexité moyenne.

Définition 1.15

On suppose que 1’ensemble des données possibles est noté Ip et que I’on dispose d’une
distribution de probabilité sur Ip , alors la complexité moyenne de I’algorithme A est

calculée par :

2. Ensemble des données posi et seulement sibles
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Cn(A) = E(I) € Ip [c(A,D] (1.12)

1.7.3 Classes de complexité

Définition 1.16

Un algorithme A résolvant un probléme P est polynomial si pour toute donnée I, il existe un

polynome Q tel que

c(AI) =0 (Q(v(1)) (1.13)

Cela signifie qu’il existe une constante k > 0 telle que :

o(A]) <k.Q(v(i)) (1.14)

Un algorithme pour lequel une telle constante k n’existe pas est appelé algorithme en temps

exponentiel.

Notons P la classe des problemes polynomiaux.

Le modeéle de calcul pour définir la classe P est la machine de Turing déterministe. La
notation usuelle pour la complexité polynomiale c(A,l) est donnée par O(p1 « p2...) ou les
pi sont des parametres du probléme P. La notation signifie que c(A,l) se comporte comme

le monéme p1  p2.. quand les pi tendent vers I’infini.

La classe des algorithmes des polynomiaux est considérée de maniére générale comme
une classe d’algorithmes efficaces en pratique et la classe des problémes P comme une

classe de problemes faciles arésoudre.

Définition 1.17

Un probléme est dit appartenir a la classe NP, s’il ne peut étre résolu en temps polynomial

par une machine de Turing non déterministe.
Un des questionnements majeurs en théorie de complexité concerne la question P = NP ?

De maniére non rigoureuse, on peut définir la classe P, la classe des problémes qui
peuvent étre resolus rapidement alors que la classe NP est celle des problémes dont une
solution peut étre valide rapidement. La seule relation clairement identifiée entre les deux

classes est P © NP puisque les machines de Turing déterministe forment une sous classe
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des machines de Turing non déterministes. Si N 6= NP, alors une autre sous classe de
problemes peut étre définie. Afin de définir cette classe de maniere rigoureuse, il est

nécessaire d’introduire la notion de transformation polynomiale.

Définition 1.18

Un probléme P se transforme en temps polynomial en probléme P’ ( avec la notation P
x P’), s’il existe un algorithme en temps polynomial tel que la solution, pour un jeu de
données | de P, est identique a la solution pour un jeu de données I’ de P’.

Deux problémes P et P’ seront polynomialement équivalents si P «c P "et P "o P,

La signification principale d’une transformation polynomiale d’un probléme est liée

essentiellement au résultat suivant :

Lemme 1.01

SiPx P’ alorsP € P-—— P’ €P’
Un probléme NP-complet est un probléme pour lequel on ne connait pas d’algorithme correct

efficace, c’est-a -dire réalisable en temps et en mémoire.

Définition 1.19

Un probléme P est dit NP-complet si P € NP et pour tout probléme P’ € NP, alors P et P’ sont

polynomialement équivalents.

Un exemple de probleme NP complet est donné par celui du probléeme de décision du

voyageur de commerce.

De maniére informelle, la classe P peut étre considérée comme la classe des problémes les
plus faciles a résoudre de NP, alors que la classe des problemes NP-complet regroupait la
classe des problemes les plus difficiles & résoudre de NP. Enfin, si I’on ne se limite pas a

la classe des problemes NP, on peut définir une derniére classe.

1.8 Identification des contraintes redondantes

De nombreux chercheurs ont proposé différents algorithmes pour identifier les contraintes
redondantes et les retirer de 1’étude afin d’obtenir un modele réduit pour la programmation

linéaire.
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En 1965, Zionts [1.18] suggérait quelques améliorations a la mise en ceuvre de la méthode de

démarrage, mais pas au point de vue pratique.

En outre, un certain nombre de méthodes qui traitent la redondance ont été mises au point,
dont la plus connue est celle de la méthode d’énumération géométrique. La principale
caractéristique de cette méthode d’énumération géométrique est la création d’un certain
nombre de situations dans lesquelles la redondance peut étre reconnue immédiatement

sans plus de calculs.

En 1971, Lisy [1.19] a utilisé les regles établies par Zionts [1.20] pour identifier toutes les

contraintes redondantes dans des systéemes de contraintes linéaires.

T. Gal [1.21] développe cette approche par 1’ajout des régles pour les situations dans
lesquelles les contraintes peuvent étre immédiatement identifiées comme étant non
redondantes. Il a proposé une autre méthode pour classer les contraintes aussi bien les

contraintes redondantes que nécessaires.

Ils produisent des résultats qui sont inconditionnellement incorrects. lls améliorent a cet

effet des itérations d’un algorithme de programmation linéaire.

Par ailleurs Brearly et Al. [1.22] ont proposé une méthode simple pour identifier les
contraintes redondantes a partir d’'un systéme de contraintes linéaires. Cette méthode

consiste a analyser les limites inférieures et supérieures des variables.

Telgan [1.23] a proposé une méthode déterministe pour identifier les contraintes redondantes

par I'utilisation de ratio minimal comme dans la méthode du simplexe.

Stoijkovic et Stanimirovic [1.24] proposaient une méthode pour identifier les contraintes

redondantes par le principe du maximum et minimum.

Paulraj et Al. [1.25] ont également présenté une méthode heuristique pour identifier les
contraintes redondantes en utilisant 1’interception des contraintes de matrice de probléme

de programmation linéaire.

De leur coté, Gutman et loslovich [1.26] ont décrit une nouvelle approche pour pré traiter
les problemes a grande échelle non négatif afin de réduire les dimensions

considérablement en definissant et en supprimant les contraintes redondantes et les
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variables. Ce test est applicable a tous les non négatifs a grande échelle de probléme de
programmation linéaire avec des contraintes de groupe. Des contraintes de groupe qui ne
contiennent uniquement que des zéros ou des uns comme coefficients des inéquations ou
équations des contraintes. Il s’agit ici d’un cas de probléme de programmation linéaire a
variable entiere. Les contraintes et variables sont supprimées par un test primal ou dual.

Cette méthode est applicable aux contraintes du probléme du sac a dos.

Une contrainte est redondante si elle peut étre supprimée d’un systéme de contraintes linéaires

sans changer la région faisable ou le domaine de solution acceptable.
Examinons le systéme suivant de m-contraintes d’inégalité linéaire an-variable (m > n).
AX<Db (1.15)
X20,AcR™ beR", XeR",0eR"
Soit

Ai.X <bi lai-eme contrainte du systeme
et soit

S = {X eR"Ai.X < bi,X > 0}, le domaine de solutions acceptables associées au

systeme (1.15).
soit

Sk = {X eRA.X < bi,X > 0},i # k, le domaine de solutions acceptables associées a la
contrainte Ai.X < bj, i #k.

La k-eme contrainte Ax.X <by est redondante pour le systeme (1.15) si et seulement si
S = Sk

Définition 1.20

La contrainte Ai.X <b; est faiblement redondante si elle est redondante et A;. X =b; pour
tout X € S.
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Définition 1.21

La contrainte Ai.X < bj est fortement redondante si elle est redondante et Ai.X < bj pour
tout X € S.

Définition 1.22

La contrainte obligatoire est celle qui passe par le point solution optimale. Elle est

également appelée contrainte pertinente.

Définition 1.23

La contrainte non contraignante est qui ne passe pas par la solution optimale. Mais elle

peut délimiter le domaine de solutions acceptables.
Définition 1.24

La k-eme contrainte est redondante si

(m] ZCT, <ZCT,

i=1

Définition 1.25

Le systéme de contrainte est incompatible si

NzcT =2
i=1

De nombreuses méthodes sont disponibles dans la littérature pour identifier les contraintes
redondantes dans les problemes de programmation linéaire. Nous développons dans cette

these cing méthodes que nous jugeons les plus connues :

Méthode des limites

Méthode de programmation linéaire

Méthode déterministe

Méthode de Stoijkovic et Stanimirovic

Méthode heuristique
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1.8.1 Méthode des limites

Brearley et al.[1.27] ont proposé pour identifier les contraintes redondantes pour un
probleme de programmation linéaire (PPL) avec des variables bornées. Cette méthode
consiste a déterminer les limites inférieures et supérieures des variables. Les limites
inférieure et supérieure de chaque contrainte sont calculées et comparées avec le coté droit

de cette contrainte afin de décider si ¢’est une contrainte redondante ou non.

1.8.1.1 Procédure de la méthode

A partir de la forme canonique du probléme de PPL, on détermine les limites inférieures Li
et les limites supérieures Ui de chaque contrainte i. Considérons le modéle de

programmation linéaire :

max Z :Zn:cjxj
j=1
k
>ax; <b, aijXj < b, pour tout i,1 <i <k
i=1
iaﬁxj <b aijXj> b, pour tout i,k + 1 <i<m

i=k+1

Avec i< xj<ujpour tout j,1 <j<n
Etape 1.

Lemme 1.02

Les limites inférieures et supérieures de chaque premier membre d’une contrainte i sont

données par les formules :

Ui= > aijuj+)_ aijlj

jePi jePi
Li=>aijlj+)_aijuj
jePi jePi

Ou Pi={];aij> 0} et Ni={]; aj< 0}, Liest peut étre nulle et Uj est peut étre oo.

Démonstration :
L )

Considérons une contrainte
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k m
D a;x;<b,0u > ax; >b pourtout 1<i<m

i=1 i=k+1
Notons P;i = {j;aij> 0} et Ni = {j;aij < 0}

Ui=Ya,u,+ Y al =D a, X+ > a,.x = a,.X

ieR i€R ieR ieR ieR

n
Uiest la borne supérieure de ijlai,- Xj .

L= a;l,+> au, <D a,x,+ > a,.X =Y a;X,

ieR jeR jeR jeR ieR

n
Liest la borne inférieure de. 2 ;_, &;-X;

Etape 2.
Proposition 1.01

k
Si Ui < bipouri=1,2,..k, alors la contrainte i telle que > u,.x; <b, est redondante.

i1

De méme si Li > bipour i =k +1,2,...n, alors la contrainte i telle que:

Doupx; 2h, est redondante.

j=k+1

Démonstration :

®

n
D’aprés le lemme 1.02, Uj est la borne supérieure de ijlaij Xj

donc si Ui< b,
alors
n
D .8;X0; <U, <h
pour tout Xo = (X0,,..,x0, ) e I[l;u;]
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m

Donc pour la contrainte i, ] [[1;;u; ]=C: et la contrainte i est redondante.
j=1

Dans le cas ou

bi <Li<> a0,

=1

Pourtout ~ Xo == X0y, X0, ) € [ ][]

On a aussi

m
. _ .
Et pour la contrainte 'I I |:Ij ' Uj } <Cy | Jacontrainte i est redondante.
i=1

1.8.1.2 Extension de la méthode

Pour reconnaitre les contraintes redondantes, le coté gauche de chaque contrainte est
optimisé sous réserve des autres contraintes. L’objectif optimal valeur fonctionnelle est
comparé avec la valeur coté droite de contraintes correspondants a décider s’il est
redondant ou non. Dans cette méthode, la fonction économique du PPL n’est pas prise en

compte.

Dans cette méthode, la fonction économique n’intervient pas et toutes les variables de
décision sont bornées. Nous proposons une méthode de recherche des bornes avec des

méthodes géométriques ou topo géomeétrique dans le chapitre 4.
1.8.2 Méthode de programmation linéaire

La méthode consiste a enlever une contrainte dans le systeme et tester si la valeur économique

reste la méme.
Considérons le PPL :
Max Z = ciX1+ ... + CnXn

sous les contraintes
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a11X1 +a12X2 +"'+a1nxn Sbl

A% +8uX, +..4+3,,X, <D,

(1.16)

a,X +a,X +..+a,X <b
avec X1,X2,....%Xn=>0
ou le PPL:

min Z = CiX1 + ... + CnXn

sous les contraintes

X 8, X, Fe A X, 2 by

Ay X +ayX, +. Ay X, 2h, (1.17)

A X +8,,X, +o 3, X, 2

mn-n

avec X1,X2,...,.%Xn=>0

Proposition 1.02
Dans le systéme (1.04), si on ajoute une contrainte am+1,1X1+am+1.2X2+ ... + @m+1,nXn < bm+1 €t
si avec la solution optimale S, = {xl(o),....,Xﬁo)},amﬂ,lX{O) +a,.,,%0) +ra,, X% >b ., alors

la solution Son’est plus optimale et la contrainte ajoutée n’est pas redondante.

Démonstration :

L 2
Considérons la contrainte supplémentaire am+1,1X1 +am+1,2X2 +...+8m+1,0Xn < bm+1 €t la
solution S, = {x{‘)),...., x§°)} avec le systéme (1.16).
Si
a'm-%—l,lxl(O) + am+l,2X£O) +..t am+1,anFO) 2 bm+l; S0 & ZC:Tm+l
et aussi

m+1
S, #( ) ZCT..

i=1
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Corollaire 1.01

Dans le systéme (1.17), si on ajoute une contrainte am+1,1X1 + @m+1,2X2 + ... + @m+1,nXn> bm+1 €t

si avec la solution optimale

S, = {xl(l) o xW } , am+l’1x1(1) + am+172x§1) ot am+1ynx1(1) >b

m+1 ,

alors la solution Sy n’est plus optimale et la contrainte ajoutée n’est pas redondante.

Démonstration :
&

Considerons la contrainte supplémentaire am+1,1X1+am+1,2X2+...+am+1,nXn > bm+1

et la solution

S, = {:r.-(lm, o ;r:,i”)}avec le systéme (1.16).

Si
am+1,1X1(0) + am+1,2X§0) ot am+1,nx1(0) >b,..;S, ¢ ZCT,
et aussi
m+1
S, #()ZCT,

i=1

1.8.2.1 Procédure de la méthode

Soit P le probléme de programmation linéaire donné. Soit P; le probléme de programmation

linéaire sans la contrainte i (ou AiX < bj).

Etape 1.

Calculer la valeur optimale de la la fonction économique pour le probleme P; par la
méthode du simplexe. Notons par zi la valeur de cette la fonction économique optimale

du probleme P;.
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Etape 2.

Si zi< bjalors la contrainte i ou Ai.X < bjpour i =1,2,..., m est redondant. Sinon, la

contrainte i n’est pas redondante.

1.8.2.2 Inconvénients de la méthode

La méthode de programmation linéaire pour détecter les contraintes redondantes
nécessite la résolution par simplexe. L’idée de présolve est dépassée d’autant plus que la
fonction économique tient un réle tres important dans cette méthode. Ce qui n’est pas trés
pratique si les coefficients économiques changent. Dans la suite, les méthodes sont
encore basées sur le simplexe mais plus intéressantes en ne considérant que les tableaux

donnant des résultats partiels.
1.8.3 Méthode déterministe

Telgan [1.28] a mis au point un algorithme pour identifier les contraintes redondantes et
implicites des principes d'égalité dans le systeme de contraintes linéaires en utilisant le

minimum de critére de rapport comme dans la méthode du simplex.

Considérons le PPL :

Max Z = ciX1+ ... + CnXn

sous les contraintes

X, +aX, +ot X, <b
A% +a,X, +.+a,x, <h, (1.17)

a,X +a,% +..+a,x <b

mn°'n

avec X1,X2,....xn=>0

Sous forme standard :

maxZ =c¢, X +...+C,X,

anX +apX, +..t+apX, +e =0
A% +a,X, +..+a,,X +€ =h,

2n"*n

a,X +a,X +..+a,Xx, +e,=b,

(1.18)
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avec X1,X2,...,Xn,1,62,...em=>0

Définition 1.16

Une variable de base est une variable prenant une valeur non nulle dans le tableau et
une variable hors base est celle qui prend la valeur nulle. Dans un probleme de
maximisation avec des contraintes d’exigences maximales, les premicres variables de

base sont les variables d’écart.

Disposition matricielle

Ei= (0....,0,1,0,...,0)° vecteur unitaire de R™et {Ex,...,Em} base de R™.

Tableau 1.01 : Tableau 1 du simplexe

Base X1 X2 X3 U |Uz [ Us | Us | RHS
Ui all al2 al3 1 0 0 0 b1
U2 a2l a22 a23 0 1 0 0 b2
Us a3l a32 a33 0 0 1 0 bs
Uy a4l ad2 a43 0 0 0 1 b4

Equation matricielle

AXN+.XB=p

35



ay, &, a;

X
a,, a,, a
Avec A — 21 22 23 ’ X N — X2
Ay Ay, Agg X
a, a, Ay ?
1000 e b,
0100 e b
| = XB=|"% |leth=| *
0010 e, b,
0001 e4 b,

Définition 1.17

Le colt marginal d’une variable hors base est le colit d’attribution d’une unité pour cette
variable. C’est aussi 1’augmentation de la fonction économique si on attribue d’une unité

cette variable.

Proposition 1.03

Une variable hors base est une variable susceptible d’entrer dans la base ou variable entrante

si son colt marginal est strictement négatif.

Démonstration :
L ]

La fonction économique :
Z=tc.X =tce. XB+on. XN,
Comme

XB=B(b—-AXVY),Z=tcs.(BH(b — AXN)) +cn. XN,
Z ='cg.B 7t + ('on—t cg.B7A).XN

Notons le vecteurs des codts réduits

LN=tcy—tcs.B 1A
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Si pour tout j = n : n + m, toutes las composantes LN; < 0, il n’est pas possible d’augmenter Z

et la solution de base maximise Z.

. . . N
S’il existe jo, jo €{n;n + m} tel que L},)0 , alors on peut augmenter Z en introduisant Xjg

N .
dans la Xjo base est une variable entrante.

On choisit

j, =argmax {L}") 0|

j=n:n+m

: . . . N T
La variable entrante étant choisie, la condition on>0 necessite b—'z 0

La variable sortante x.j, =1:n est telle que :
. . b
j,=argmin<{—-)0

i=lm ijo

Si x1 est une variable entrante et la variable sortante est indiquée par

min{bl,bl,bl,bl}
all all'all’all

Supposons que ez est la variable sortante. La base est :

{U1,X1,U3z,Us}

l1a, 00
B — la,, 00 1
la,, 00
l1a, OO0
1 ioo
Soit 821
1 1 00
ij_: a21
1 aﬁoo
a‘21
1_&00
a
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Onaalors:
BIAXN+B1XB=B1lh
qui équivaut a

AW XN 4+ | XB=pW

e, b

b

x® | |et b= ?1)
€; b;

e4 bg_l)

Définition 1.18

Une solution de base réalisable est dite dégénéreée si au moins une des variables de base est

nulle.

1.8.3.1 Procédure de la méthode

Supposons qu’une solution réalisable de base est donnée, ainsi que le tableau simplexe
partiel correspondant.

Soit yij les entrées de ce tableau avec yjo le cote droit des coefficients et soient x? et x}'

les deux variables représentantes respectivement la variable de base et la variable hors
base du PPL.

Soit H I’ensemble de tous les indices des contraintes qui permettent d’identifier celles qui

sont redondantes ou non.

Tous les indices de contraintes doivent étre identifiés comme soient redondantes ou soient

non redondantes.

Soit ejla variable d’écart associée a la i-eme contrainte.

On peut alors établir le tableau ci-dessous:
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Tableau 1.02 : Tableau simplexe

Cj C1 C2 0 0 0 -
base X1 X2 e1 7] ek Q
:1.?{3 Yij
yir | Y2 Y 1j+1 Yin Y10

B

2 Yir | Y2 Yij Y 1j+1 Yin Y10

B
Xk Yo | Yke | e Vi | Ve | e Ykn Yko
Z; a1 az aj aj+1 an Z
Ci—-Zj © C2 0 0 0

Etape 1.

Si la solution est non dégénérée, tous les ex = x"j correspondent aux inégalités non

redondantes, retirer k de H et passer al’étape 3.

Etape 2.

Dans une solution dégénérée, vérifier que pour toutes les variables hors base, ex= xM avec | €

H, la propriété yi > 0 pour tous i avec yio= 0.
Si cela est vraie, alors la contrainte Ax.X < bxn’est pas redondante et retirer k de H.

Etape 3.

Vérifier que pour toutes les variables de base x5 oll € H, la propriété yjj < 0 est vraie pour

tous les j.

Si cela est vrai, alors la contrainte Ai.X < by est redondante, et | doit étre retiré de H.
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Etape 4.

Vérifier que pour toutes les variables de base x® ot | € H la propriété :
yio/yis = mini {YiolYis,Yis > 0} est atteinte en un unique | pour certains s.
Si cela est vrai, la contrainte Ai. < bin’est pas redondante, et on retire | de H.

Etape 5.

Si H = @, alors on arrete. Sinon, passer a 1’étape 6.

Etape 6.

S’il n’y a pas de variable de base ¢, = 2 avec | € H, on introduit une nouvelle variable
hors base xVj, k € H (par exemple avec le plus petit index j) dans la base et on continue
avec I’étape 7.

Etape 7.

Sélectionner une variable de base ex = xBjavec i € H (par exemple, le plus petit index i) et
déterminer de nouveau une nouvelle variable entrante ou dans le programme avec yip =

maxyjj.
On revient a I’étape 1.

Cette méthode proposée Stoijkovic et Stanimirovic [1.29] est une simple méthode qui vérifie
I’existence d’un point selle x de la matrice de la théorie de jeu associé au probléme, en
appliquant les principes de max-min et du min-max plus précisément dans la recherche de

stratégie dominée.
1.8.3.2 Procédure de la méthode

Etape 1.

Calculer :

dij=aj/bi, 1=1,...,n et j=1,., n

40



Etape 2.

Proposition 1.04
Si
max min d; = max min d;

i=Lln j=Ln i=Lln j=Lln

alors il n’y a pas de contraintes redondantes.

Arreter.

Corollaire 1.01

S’il existe k et 1 tels que dyj < djj, pour tous les j = 1, ..., n alors la k éme contrainte est

redondante.
1.8.4 Méthode heuristique

Paulraj et Al [1.30] ont proposé une méthode heuristique pour identifier la contrainte
redondante a I’aide de la matrice intercepte de contraintes d’un PPL.

1.8.4.1 Procédure de la méthode

Etape 1.

Soit | I’ensemble des indices associés a I’ensemble des variables de base ou hors base initiale.
Posons alors | = {1,2,....,n + m} .

Soit J sur I’ensemble des indices associés aux variables initiales de base. J ={1,2,...,n}
Etape 2.

Construire une matrice intercepte ” ® ” a I’aide de la relation suivante :

b
3, ::,aij)o ,pouri€eljeld

ij
Etape 3.

Déterminer la variable entrante de la facon suivante :

(i)  Calculer zj— cj=cs.BL.(aj — ¢j)

pour toutes les variables hors base.
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aj = (ayj,azj,---,amj)"
(i)  Soit gj=mindji, pour j € J,i € I.
(ili)  Calculer zj'cj= pj.(zic;) pour j € J

Etape 4.
() Soit z,—c,=min{z —c.}
jed
(ii) Sizc ~ ck> 0, alors le probléme n’a pas de contrainte redondante.

(iii) Sinon, enlever 1’élément k de 1’ensemble J, ¢’est-a -dire on a

J=J-k

(iv)Soit I = minier i = fk
(v) Enlever I’élément I de I’ensemble I,
c’est-a-dire : I=1-1.
(vi) Trouver p tels que min 3p=pp  pourp € J.

Dans I’affirmative, prenons un p de J et considérons

J=J-p.

Etape 5.

Si J =@, passer a I’étape 6. Sinon, revenir a I’étape 4.

Etape 6.

Si J =@, alors le probléme n’a pas de contraintes redondantes et arréter.

Sinon, toutes les contraintes associées a i € | qui coupent 1’axe de coordonneées de j vérifiant

la condition $i>maxpj oui€letj=12,..N sontredondantes.
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1.8.4.2 Méthode proposée

Une méthode de détermination des contraintes redondantes proposée par Sumathi et

Balachander [1.31] est développée dans cette section.

1.8.4.3 Procédure de la méthode

Considérons le PPL :
max Z = ZCJ..X]
j=1
sous les contraintes

n
Da X, <b,1<i<m
j=1

0<x; suj,lsjsn

Etape 1.

Soit

n a.ct

_ ij ]
Ri _Z 2
j=1 aij

aij>0,.>01<i<ml<j<n
Etape 2.
Selectionnons la contrainte la plus obstructive correspondant a k, tel que :

k=argmin i (R;).

I<i<m
Etape 3.

La contrainte AuX < by est redondante si (b, , ou@&* est une valeur optionnelle du

probléeme LP* défini par:

max o, = A, X

Sous les contraintes :

AX < by, et 0<X<U.
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1.8.5 Earlier method

Cette méthode est proposée par loslovich [1.31] pour identifier les contraintes redondantes.
Remarquons que cette méthode nécessite plus de calculs en termes de variables et de durée

d’obtention de contrainte redondante.

1.8.5.1 Procédure de la méthode

Pour touti=1,2,...m, résoudre le PPL :
Max aif = ai.x

sous les contraintes

et

Proposition 1.04

Si aif < bj, alors la i-eme contrainte est redondante.

Etape 1.

Résoudre le PPL pour trouver les valeurs de Zi.

maxZ;=c' .x

Sous la contrainte ;< bi.

Etape 2.

Déterminer yua et yu-.

Etape 3.

Calculer

maxZ,=c'.X
Sous les contraintes :

yuaX <yJs’b et 0<x<U.
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Etape 4.

Déduire,
Zj=min(Zi,Zy) ou  Zi=minZi.

1.9 Conclusion

Ce premier chapitre nous a permis de survoler le cadre théorique de la these notamment la
topologie et la géométrie vectorielle qui constituent la base fondamentale de cette étude
dénommée ” Modélisation topo-géométrique MZ de recherche de contraintes redondantes
dans un probléme de programmation linéaire”. Des résultats de travaux de recherche dans le
domaine de 1’étude ont été présentés et montrent I’ouverture de cet axe de recherche en terme
d’optimisation.

Dans la méthode des limites, les variables de décision doivent étre bornées. Dans le cas
contraire, pour avoir les bornes, on revient a la méthode classique du simplexe, ce qui n’a

aucun intérét dans 1’optique du présolve.

Dans la méthode de programmation linéaire pour détecter les contraintes redondantes, on
résout entierement le probleme pour déterminer le profit maximal en tant que référence dans
les comparaisons. La détection dépend donc de la fonction économique ce qui n’est pas dans

Le cadre de présolve.
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CHAPITRE 2
LES ELEMENTS DE BASE DE LA THEORIE TOPO-
GEOMETRIQUE MZ, LES CLASSES D’OBJETS DE
MZ

2.1 Introduction

Ce chapitre constitue le fondement de cette thése. Nous y présenterons d’abord en détails
toutes les classes d’objet mathématiques du plus simple au plus compliquées, permettant de
modeéliser le concept réel a la prise de décision. En méme temps que la présentation de chaque
classe, nous analyserons les opérations et relations existantes; la représentation des contraintes
techniques par des demi-espaces affines constitue la partie la plus importante de ce chapitre.

Ce second chapitre fait également 1’objet du développement de nos articles :

- M.T. Andrianarizaka, M. Robinson, H.Z. Andriamanohisoa,”Mod¢le topo-
geometrique MZ”, MADA-ETI, ISSN: 2220-0673, Vol.2, 2016.

- M.T. Andrianarizaka, M. Robinson, H.Z. Andriamanohisoa, “Topo-geometric model
MZ: Feeded Objects, International Journal of Engineering research and Technology (IJERT),
ISSN: 2278-0181, Vol.7 Issue 03, March 2018

2.2 Les objectifs alimentés

2.2.1 Définitions et premiers exemples, ouverts

Définition 2.01

Une topologie sur un ensemble X est un sous-ensemble O de P(X) satisfaisant
les trois axiomes suivants:

1.peOetXeO

2. la réunion Uie U de toute famille (Ui) i€ I d’¢éléments de O est un élément de O ;

3. L’intersection U N Ug de deux éléments U et Ug de O est encore un élément de O.

Un espace topologique est un ensemble muni d’une topologie. Les éléments d’une topologie

O sur X s’appellent les ouverts pour la topologie O.

Formellement, un espace topologique est donc une paire (X, O) ou X est un ensemble

et O est un sous-ensemble de P(X) satisfaisant aux axiomes précedents. Souvent, lorsque
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la topologie est sous-entendue, on note simplement X = (X, O) et on dit “soit X un espace
topologique”. De méme 1’expression, “soient X un espace topologique et U un ouvert de X”

signifie que X est muni d’une topologie O et que U est ouvert pour cette topologie.

Remarque

On peut remplacer I’axiome 3 par ’axiome équivalent suivant : I’intersection de toute famille

finie d’¢léments de O est encore un élément de O (le Vérifier par récurrence).

Exemple 2.01

Topologie d’un espace métrique

Rappelons qu’un espace métrique est une paire (X, d) ou X est un ensemble et
d : X x X — R+ est une application, appelée distance,

telle que Vx, y, z € X, on ait:

1.dX,y)=0&=>x=y,
2.d(x, y) =d(y, x),
3. d(x, y) <d(x, z) + d(z, y) (inégalité triangulaire).
Si x € X et & >0, la boule ouverte de centre x est de rayon € est I’ensemble
B(x, &) = {y € X|d(x,y) <&}
On définit alors

O ={U e P(X)|vx €U, Je>0 tel que B(x, €) € U}

Alors O est une topologie sur X (le vérifier 1), appelée la topologie induite par la distance d.
Tout espace métrique (X, d ) est donc muni d’une topologie, appelée la topologie associée

a la distance d, et dont les ouverts sont les réunions de boules ouvertes (vérifier).

Remarque.
Soit X un ensemble. On dit que deux distances det dosur X sont équivalentes s’il existe «,

S >0 tels que :

W,y €X, oad(X,y) <dO(X,y) <pd(X,y)
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Si les distances d et do sont équivalentes, alors les topologies sur X définies par d et do sont

les mémes.
En effet :
Pourx € Xete >0,
Notons :
B(x,&) ={y eX]d(x,y) <eg} etBo(x, &) ={y €X]do(x,y) <&}
Soient a, £ > 0 vérifiant les relations précédentes.
On a alors:
B(x, &) € Bo(X, B:) et Bo(x, &) € B(X, a—1¢)
Soit U un ouvert pour la topologie définie par d et x € U.

Alors il existe e > 0 tel que B(x, &) cU et donc, par les la deuxieme inclusion précédente,

on a:
Bo(x, ag) € B(x,¢) cU;

ce qui montre que U est ouvert par la topologie associée a la distance do. De méme on montre
qu’un ouvert pour la topologie associée a la distance do est ouvert pour la topologie associee a

la distance d.
Exemple 2.02

Topologie d’un espace vectoriel normé

Rappelons qu’un espace vectoriel normé (evn) est une paire (E, || - || ) ou E est un R-espace

vectoriel etk :

k: E— R+
est une application, appelée norme, telle que vk, y €E, V1 €R, on ait

1.kxk=0 &=3x=0,

2. k Jxk = | Alkxk,

3. kx + yk < kxk + kyk.
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Si E = (E, k- k) est un espace vectoriel normé, la formule
d(x,y) = kx — yk (2.01)

définit une distance sur E, et ainsi une topologie sur E, appelée la topologie induite par la

norme de E.

Par exemple, les formules suivantes définissent des normes sur R",
(x=(x1,...,xn) ERn):

kxk oo = max(|x1|, ..., [xn] ), kxk L= |x1 |+ -+ |xn|, kxk2=q|x1| 2+ + |xn| 2

On dit que deux normes k - k et k - k O sur un espace vectoriel E sont équivalentes s’il existe

a, > 0 tels que:
VX € Eakxk < kxk 0 < fkxk

Il est immédiat que les distances associées a des normes équivalentes soientt équivalentes, et
ainsi les topologies associées a des normes équivalentes sont équivalentes.

On peut vérifier que les normes précédentes définies sur R" sont équivalentes.
2.2.2 Les scalaires

On entend par scalaire tout nombre réel, symboliquement un scalaire sera représenté par une

lettre de I’alphabet latin ou grecque ou minuscule.

Exemple : X,Y,Z,....Q,....

2.2.3 Les indexes

C’est un nombre entier positif ou nul, que nous attacherons a un objet d’un modele, en guise

d’identificateur unique. Symboliquement les indexes seront représentés par i, j, k,....

Pour representer les valeurs possibles d’un indexe on utilisera les notions suivantes.

I =1,2,..., n pour signifier que I’index i varies de 1 jusqu’ a n.

Quand un objectif x d’un modéle est un index on écrit :

qui est une représentation condensée de :
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Un objet peut avoir deux indexes comme identificateurs. C’est le cas par exemples des

matrices.

On la représente par

Pour exploiter pleinement les indexes, on utilisera également le symbole z (sommation)
Ainsi, pour représenter

CX, +CpXy +.or +C X

n“n:»

On écrira tout simplement :
n
25X
j=1
2.3 Les objets élémentaires

2.3.1 Les espace des décisions

Reprenons les problemes PPL, sous sa forme connue qui consiste a trouver les inconnues-

réelles X, X,y X,
qui maximisent :
Z=C.X +CX, +...+CX (2.02)

Et qui satisfont les conditions suivantes :
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A, % +a,X +...+3,X, <b
8y X +8yX, +...+8,,X, <h, (2.03)
A% +a.,X +...ta, X <b

X 20,%,20...,X, 20 (2.04)

ou les coefficients:

(c;)i=1...n
(3 )i=1...n j=1..,n sontdesélémentsde R
(b)i=1n

Chague ligne des conditions (2.03) est appelée contrainte technique.
Les conditions (2.04) sont appelées contraintes de non-négativité.

Définition 2.02

On appelle décision-action tout n-uplet :

X, ou Xp; X,y X, sont des éléments de R .

On la notera par la suite :

Mathématiquement, on voit que c’est un ¢lément de R" relativement a une base donnée. C’est

aussi un point de I’espace affine R" relativement & un repére donné.

Une décision action sera représentée par un point affine. Ce qui nous améne a la définition

repere de décision-action.

Notation : une décision action est notée par une lettre grecque au majuscule : A, B, X, Y
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Définition 2.03

Nous appelons repere de décision-action, le repére géométrique orthonormé positif, noté :
(O,Ul,UZ,....,Un)

Rattaché au probléme PPL sur-mentionné. Dans ce repére 1’origine géométrique O a une

signification particuliere : il représente la décision de ne rien faire, ¢’est-a-dire, que Si

0l
O=| Xy, | Xor = Xop = Koz =en = X =
XOn

A chaque variable de décision X; correspond le vecteur unitairer .

L’espace affine R" muni du repere (O,.U;,U,,...,.U, ) est appelé espace des décisions relatif
au probleme PPL a résoudre.

Malgré cette ressemblance frappante avec la géométrie affine euclidienne, nous présenterons

d’emblée un aspect limitatif.
2.3.2 Postulat

Dans la théorie topo-géométrique MZ, le repére affine orthonormé de 1’espace de décision

action du probleme PPL a résoudre est unique.

Ce postulat signifie que :
- le concept de changement de base n’existe pas.

- le concept de changement d’origine n’existe pas.

Cependant suite a une analyse presolve il se peut que n change, ce qui modifie complétement

le probléeme PPL.

2.4 Les opérations sur les décision-action

Soit un probléme PPL donné.
D’aprés la définition 2.01 une décision est représentée par un point de 1’espace de décision-
actions et /ou par un vecteur de 1’espace vectoriel R

Cette double nature (a la fois affine et vectorielle) des décision-actions est tres importante.
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Elle permet d’exprimer :
La création d’autre décision-actions a partir des décision-actions existantes.

La recherche d’autres décision-actions suivant une direction donnée.
2.4.1 Amplificateur d’une décision-action

Soit I’espace de décision-action relatif au repere (O, Us,..., Un).

Soit Xo une décision action et a un nombre réel positif donné.

On appelle amplificateur de Xo a I’aide de a, la génération d’une décision-action X telle que :

X=aXo Vvectoriellement.
Mathématiquement, il s’agit donc du multiplicateur de vecteur Xo par le scalaire a.
2.4.2 Addition de deux decision-actions
Soit Xo et X1 deux décision-actions dans un probleme PPL.
On appelle addition de X, et X1 la création d’une nouvelle décision-action X telle que

X=Xp + X1 vectoriellement.

Remarque
La combinaison de 2.3.1 et 2.3.2 nous permet de modéliser le concept de combinaison

conique de deux ou plusieurs décision-actions.

Soient les décision-actions X1, Xo, ....., Xk
On appelle combinaison conique de ces décisions, la nouvelle décision X définie par

X= a1 X1t0a2Xo+. ..ok Xk

a1, 02,...., ok sont des nombres réels positifs ou nuls.

Remarque
De la remarque précédente, il est clair que la décision satisfait la contrainte (2.04) si elle est

une combinaison conique des Uz, Uy, .... Un ¢’est-a-dire :
X=01U1 + aoU2 +...+aUn avec wo1>0, et a2>0,..., an>0
Montrons que la réciproque et vraie
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Soit X une décision-action satisfaisant la contrainte (2.04)
X= (xji) avec X;i>0
Or

(x)=> xU; avec x>0
j=1

2.4.3 Axe de recherche partant d’une decision-action Xo et de direction le vecteur

decision-action V
Soient Xp etV des décision-actions.

On appelle axe de recherche partant de Xo et de direction U I’ensemble des décision-
actions, noté R(Xo,V) défini par :

R(Xo,V) = {XeRrtq X= Xo+aV, avec a€R et «=>0} (2.05)

Mathématiquement, il sagit du rayon affine issu de Xo et de vecteur directeur U
Conceptuellement, I’idée de recherche est justifiée par le fait qu’en pratique, tout solveur

est basé sur un algorithme de recherche en partant d’un point initial.

Ainsi, a partir d’une décision-actions Xo donnée, et une direction de recherche V donneées,

on peut « sonder » les points de 1’univers des décisions qui vont satisfaire les contraintes
(2.03) et (2.04).

Cette idée de recherche n’est pas confinée a une direction de recherche uniquement. On peut
également adopter simultanément deux direction de recherche V1 et V2. D’ou le concept de

« plan de recherche », partant de Xo et de direction Vi et Va.
2.4.4 Plan de recherche partant d’une decision-actions Xo et de directions V1 et V-

Soit Xo un point décision-action V1 et V2 deux vecteurs décision-actions.

On appelle plan de recherche partant de Xo et de direction V1 et V2, ’ensemble noté :
P(Xo, V1,V2)

défini comme suit :
P(Xo,V1,V2,)= {XER" | X=Xota1V1t02V2, ot 01€R" et c2ER™ } (2.06)
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Essayons de géneraliser

2.4.5 Cone de recherche de sommet Xo et de direction Vi, Vy,...., Vi ou V1, Vy,...., Viksont

des vecteurs decisions
Soit Xo un point décision-action associé a un PPL
Soit V1, Va,..., Vi, k vecteur de decision-action du méme probléme PPL.

On appelle cone de sommet Xg et de directions V1, Va,..., Vi, I’ensemble de decision action
noté C(Xo, V1, V2,...., Vi) défini comme suit :

C(Xo,V1,V2,... . Vi) = {XeR" | X=XotarVit+aoVo+ ...+ axVi , ot wi€ER, i= 1,2, ..., n} (2.07)

Remarquons tout de suite que les axes de recherche et les plans de recherche ne sont que des

cas particuliers des axes de recherche.

2.5 Les contraintes techniques

Dans la pratique toute décision action entraine toujours un impact. Dans le domaine de la
programmation linéaire, on peut distinguer deux catégories d’impact :

- les impact-performances.
- les impacts ressources.

Dans cette thése, nous nous occupons uniquement des impact-ressources.

Définition 2.04
Soit X un point décision action d’un probléme PPL donné. Soit V un vecteur nul de R".

On appelle impact ressource selon V, le produit scalaire de X avec V dans R" noté :
I(X, V) = <X, V> (2.08)
ou <X, V> désigne le produit scalaire le U avec V.
Le vecteur V est appelé vecteur VV de consommation unitaire de la ressource donnée.

Définition 2.05

Dans notre théorie, nous supposons qu’une contrainte qu’elle soit logique ou matérielle peut

étre associée a une ressource qui soit toujours limitée dans le probléeme PPL associé.
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Soit A= (@))j=1,...n un vecteur V de consommation d’une ressource donnée.

Soit b la valeur limite de la ressource, on appelle zone de respect de la consommation de la

ressource limitée par b I’ensemble noté ZR (A, b) définie par :
ZR (A, b)={X eR" / < A, X > <b| (2.09)

En géométrie affine, cet ensemble n’est autre que le demi-espace négative délimité par

I’hyperplan affine note H (A, b) definie par

HP (A b)= {X eR" / < A X »=b} (2.10)

NB: Le vecteur A n’est pas une décision action il est 1i¢ a une ressource donnée et permet de

calculer I’impact d’une décision action X sur cette ressource

2.6 Les contraintes de non-négativite

Les contraintes de non- négativité traduisent le fait que les décisions élémentaires Xxi ou

i=1,..., n doivent étre non négatives :

x20 vi=12,..,n
Remarquons tout de suite que les relations :

20 vi=12,...n
peuvent s’écrire :

%<0 vi=12,..,n
Expression équivalente a:
<-U,, X ><0

Par conséquent, une contrainte de non-négativité peut étre, egalement considéréee comme une
contrainte ressource délimitée par ZR = (-Ui, 0) appelé zone de non négativité ZNNi.
Cependant la combinaison de toutes les contraintes de non-négativité a une signification

géométrique particuliere que nous appelons « cone de non-négativite »
2.6.1 Cbne de non-négativité

On appelle cone de non-négativité noté Co* le cone de recherche issu du point-décision O et

de direction de tous les vecteurs décisions :
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U, ,i=12,..,n

géometriquement on a :

C,=<XeR" telque X => aU; olg 20}
i=1

— Cbne(0,ULU2,...,Un) (2.11)

Remarque :

Il est évident que :
C, = leZNNi
2.6.2 Face de non-négativité

Rappelons que le repére topo géométrique du probléme PPL, est immuable (O,Uo, Us,..., Up)
Cela veut dire qu’on ne peut pas changer la place d’un vecteur Uj de ce repere, pour tout i,
pour tout i=1, 2,..., Uy

On appelle face de non-négativité, noté FNN; et ’ensemble de point décision défini comme

suit

FNN, =

{P(O,Ul,Un) pour i =1 }

P(O,U,,U;)pouri=23,...,n

2.6.3 Axes de non-négativité

Pour tout i=1,2,..., n, on appelle axe de non-négativité, ANN; I’ensemble de point décision

définit comme suit :
ANN; =R (O, Ui) i=1,2,...,n (2.12)
Remarquons quaNN; n’est autre que 1’axe de recherche partant de O et de direction Ui.

2.7 Relation entre objet MZ

Les relations que nous allons décrire dans cette section sont celles de base. Les relations plus

complexes seront traitées dans le chapitre suivant.
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De plus les combinaisons entre point-décisions et point-vecteurs ont été déja vues. Par

conséquent, nous allons seulement traiter les points suivants :

- La relation entre un point-décision et une zone de contraintes-techniques.
- La relation entre un axe de recherche et une zone de contraintes techniques.

- La relation entre un plan de recherche et une zone de contraintes technique.
2.7.1 Relation entre un point-décision et une zone de contraintes techniques

Etant donné qu’un point-décision est représenté par un point et qu'une zone de contraintes
techniques est représentée par un demi-espace, donc un ensemble de point décision, la relation
essentielle méme basique entre une de ces deux classes d’objet est la relation ensembliste

d’appartenance.

Soit X un point décision et ZCT (A, b) une zone de contraintes

la relation :
Xo € ZCT (A,b) signifieque <A, Xo>< b

Etant donné que dans le modele de probléme PPL les contraintes sont indexées, c’est a dire
numérotés de 1 a n, les zones de contraintes techniques correspondants seront également

notées :
ZCTi i=1,2,...,n

Ce qui permet de représenter le systeme de techniques de la facon suivante.
Soit Xo un point-décision satisfaisant toutes les contraintes techniques du probléme.
Ona:
< Al, X0 > < bi pour i=12,..,n
Ce qui peut s’écrire :
Xo e ZCTi pourtout i=12,....n
D’ou
Xoen, ZCTi (2.13)

Relation qui est une base de I’analyse des redondances et de 1’infaisabilité.
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De plus quand Xo n’appartient pas a un ZCT; on dit aussi que Xo est un extérieur a ZCT;
comme le terme extérieur et son opposé intérieur ont une connotation topologique, nous

allons rappeler les définitions topologiques de ces termes.

2.7.1.1 Projection d’un point a un hyperplan

Soit la zone de contraintes techniques de ZCT; délimitée par I’hyperplan HP (A, bj) et soit Xo

un point décision quelconque.

On appelle projection de Xo sur I’hyperplan HP (Aj, bi), le point noté X’o tel que :
X’o appartienta HP (Ai, b)) et XoX'o colinéaire au vecteur A,.

X’o est donc ’intersection de HP (A, bi) avec la droite passant par Xo et de vecteur directeur
Ai.

Démonstration :

&»

=

Mathématiquement cette droite est définie par :

XeR" tel quue X = Xo+aAi, aeR

L’intersection s’écrit donc,
X0 = Xo + «Ai

< Ai, X'o> = bi
< Ai, Xo+ aAi > = bi
< Ai, X0 > +a < Ai, Ai > = bi

=a<A, A>=b —-<A, X,>
b - <A, X,>
<A, A>

= =

Finalement, on a:

B b-<A, X,>
XO—XO+{ AL A> }Ai (2.14)

De plus la distance, entre Xo et X’o noté d(Xo, X’o) est égale & :

59



d(Xo, X'0) = b|_<_AI’ _XO> < Ai, Ai>
< Al, Al >
(2.15)
bi— < Ai, Xo>
d(Xo, X'0) = :
( ) J< Ai, Ai>

Cette distance est aussi appelée distance du point Xo a I’hyperplan HP (A, b;).

2.7.1.2 Orientation du vecteur A; par rapport a ZCT;
Considérons I’orientation du vecteur Ai a travers la proposition ci »dessous :

Proposition 2.01

Le vecteur A est toujours orienté de I’intérieur vers I’extérieur de ZCT;

Démonstration :
rs

Soit Xo un point de ZCT; qui n’appartient pas a I’hyperplan HP(Ai,bi) :

X, € ZCTi et X,  HP(A,b)

Soit X, la projection de Xo sur HP(Ai,bj)

ona:

X0' = Xo + [bi_<p*’ a >JA
<A, A>

XoXo{b‘_<A" X°>}A,
<A, A>

Le produit scalaire entre Xoxo® et A donne :

< XoXo', A > = (M]<Aﬁ A >
<AA >
< XoXo', A > =Db-<A, Xo>
Or
Xo € ZCTi
ce qui signifie :
<A, Xo><bh
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et

X, & HP(A,bi)
Donc

<A, Xo><Dh
Par conséquenton a:

<A, Xo> <D
D’ou

b <A, Xo> >0
Finalement on obtient la relation suivante

< Xoxo', A> >0

2.7.1.3 Orientation d’un vecteur décision par rapport a ZCTi
Soit V un vecteur décision, et soit ZCT; une zone de contraintes technique V est paralléle a

HP (A, bi) c’est a dire a la frontiére de ZCT;.

2.7.1.3.1 Orientation extérieure
On dit que V a une orientation extérieure par rapport a ZCT; si <V, Ai > est strictement

positif.

2.7.1.3.2 Orientation paralléle

On dit que V a une orientation paralléle par rapport a ZCT;, si <V, Ai > est égal a 0.

Remarque :
La qualification « paralléle » se référe au fait que V est parallele a HP (Ai; bi), c'est-a-dire a
la frontiére ZCTi.

2.7.1.3.3 Orientation intérieure

On dit que v a une orientation intérieure par rapport a ZCT; si <V, Ai> est strictement

négatif.
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2.7.1.4 Caractérisation d’un point intérieur de ZCT;
Proposition 2.02

Xo est un point intérieur de ZCT; si et seulement si :

<A Xo> <h

Démonstration :

&»

=

a) Soit Xo un point intérieur a ZCT;

D’aprés 2.7.1.3.1, il existe un réel strictement positif r tel que la boule de centre Xo et de

rayon r est entierement contenu dans ZCT;.
Logiquement, cela veut dire que si Xo’ désigne la projection de Xo sur HP (Ai; bi), alors la

distance entre Xo et Xo’ est égale a :

lo.— <A, Xo>|

J<A, A >

Et que
< b <A, Xo>

«/<A, A >

or r est strictement positif, donc

est également strictement positif d’ou,

bh—<A, X0> estaussi strictement positif.
Par conséquent
<A, Xo> < b
b) Réciproquement, soit Xo un point de ZCTi tel que <A, X0> < b

Montrons que c’est un point intérieur de ZCT;.

Soit Xo’ la projection de Xo sur I’hyperplan. Nous avons vu que :
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la distance entre Xo et Xo’ est égale :

b—< A, Xo>
J<AA>
Posons
r—l b—-<A,Xo>
2 <A A>
Ona
r>0

Il est évident que la boule de centre Xo et de rayon r est entiérement inclus dans ZCT; , ce

qui veut dire que Xo est un point intérieur de ZCT;

2.7.1.4.1 Point frontiére de S

Un point Xo e R" est dit point frontiére de S si :

e Xp estunélémentde Set;
e Quel que soit le réel strictement positif r, la boule ouverte de centre Xo et de rayon r
contient a la fois des éléments de S autres que Xo et des éléments de S (le complément de S

dans I’espace affine euclidienR").

2.7.1.4.2 Frontiére de S

Soit S un ensemble non vide dans 1’espace affine euclidien muni du repére orthonormé
(O, Uy,Uz2,...,Un). On appelle frontiére de S I’ensemble noté Fr(S) contenant tous les points

frontiéres de S.

2.7.1.4.3 Caractérisation des points frontieres de ZCT;
Proposition 2.03
Fr (ZCTi) =HP (Ai; bi)

Démonstration :

LJ

Montrons que :

Fr(ZCTi)c HP(A,b)
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Soit Xo un élément de Fr(ZCT;), cela signifie que Xo est aussi un élément de ZCT; donc

<A, X,><b

Si XogHP(A,b), celaveutdire que

<A, X,>#Dh
D’ou
<A, X>< b,
signifiant que Xo est un point intérieur de ZCT;.
Ce qui contredit le fait que Xo est un point de frontiere de ZCT;.
Réciproguement :
HP(A,bi)c Fr(ZCTi)
Soit Xo un point de HP (Ai ; bi) ce qui signifie que :
<A, Xo> =D
Soit r un réel quelconque strictement positif .

Soit X1 le point défini par :

X1=XO+£'L
2 J<AA>

Notons que la distance entre Xo et X1 est égale é% qui est strictement inférieur ar.

De plus, d’aprés la proposition 2.01, A est toujours orienté vers 1’extérieur de ZCTi donc X1

n’appartiennent pas a ZCT,.

Donc X; appartient a la boule ouverte de centre Xo et de rayon r.

Finalement montrons que la boule ouverte de centre Xo et de rayon r contient des points de
ZCT; autre que Xo.

Soit X2 le point défini par :

r__A
2 J<A.A>

X, =X, -

On obtient ;
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<A, X,>=<A, XO—LL>

2 J<A.A
= <A XO>—£—,1—<A A >
1 2- <A’A> y
<A, X,>=<A, X0>—%
or
<A, Xo>=b = <A, X2>=bi—£
Comme
r
r>0 = —> 0
2
D’ou
b -~ <h
2
On peut donc écrire :
<A, X,> <D
Ce qui signifie que :
Xz appartient a ZCT;

En résumé, quel gque soit le réel strictement positif r, la boule ouverte de centre Xo et de rayon

r contient a la fois des éléments de ZCT; autres que Xo et des eléments de ZCT;.
Ceci montre que Xo est un point frontiére de ZCTi.

Finalement, en combinant a) et b) de cette sectionon a :

Fr(ZCTi) c HP(A,bi)
et
Fr(ZCTi) -) HP(A,bi)
Onadonc

Fr(ZCTi) = HP(A, b))
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Proposition 2.04

La zone de contraintes technique ZCT; est ensemble topologiquement fermée.

Démonstration :

&»

>

Soit Xo un point n’appartenant pas a ZCT; (ou ZCT; designe le complément de ZCT; dans
I’espace affine R").
Comme

Xo ¢ ZCTi
alors

<A, Xo> > D

Soit Xo’ la projection de Xo sur HP (Ai ; bi). Nous avons montré que :

la distance entre Xo et Xo’ est égale a :

b — <A Xo>|
AL A
Or
<A, Xo>>Dhb = h-<A Xo> <0
donc

o, — <A, Xo>| = —(b — <A, Xo>)
= <A, Xo> - b,

La distance entre Xo et la frontiere HP(A b )est donc égale a:

<A, Xo> - b

J<A, A>

Posons :
r_1<A, Xo> — b
2" J<A, A>

Il est aisé de montrer que la boule ouverte de centre Xo et de rayon r est entierement contenue

dans ZCTi

Par conséquent ZCTi est ouvert.
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Donc ZCTi est fermée.

En résumé de la proposition 2.03 et proposition 2.04, chaque zone de contraintes techniques

ZCTi est fermé et sa frontiére n’est autre que I’hyperplan HP(A b )

2.7.2 Relation entre un axe de recherche R(Xo, V) et une zone de contraintes technique
ZCTi

Considérons une zone de contraintes technique ZCTi. Soit également le rayon R (Xo , V) issu
de Xo et de direction vecteur V, représentant un axe de recherche. Cette relation est basée sur

I’existence et 1’unicité de la solution de I’équation :
a(A, V) =b — (A, X;), aestl'inconnu.

Démonstration :

»

Etant donné que les deux objets sont des ensembles de points décisions, la principale
combinaison que I’on peut imaginer entre eux est 1’intersection. De plus, comme la zone de
contrainte technique est fermée et de frontiere I’hyperplan HP (A,bi), nous allons nous
intéresser beaucoup plus a I’intersection du rayon R (Xo, V) avec cette frontiere HP(A;,bi). En
effet, si Xo se trouve a I’extérieur de ZCT;, alors une telle intersection nous donne le point
d’entrée de I’extérieur vers I’intérieur de ZCT; le long du rayon. Par contre, si Xo se trouve a

I’intérieur de ZCT;, elle donne le point de sortie de ZCT;.
Notons par I ce point d’intersection : comme | appartient a R (Xo, V)
Ona
| = X, + aV  avec a >0

Comme | appartient aussi a HP(Aj,b;), on peut écrire :

(A1) =1
En combinant ces deux relations, on a

(A, Xy + aV) =D

En développant, on obtient
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(A, Xy )+ a(AV) =h

qui est une équation ou a est I’inconnue.

Cette équation donne :

a(A, V) =b - (A, X,) (2.16)

L’existence et I’unicité de oo dépendent des valeurs de bi- (Ai,Xo) et de (Ai,V), donc de Xo et
de V.
L4

2.7.2.1 Cas ou Xo se trouve a I’extérieur de ZCTi et ou V n’est pas orienté vers I’intérieur de
ZCTi
L’équation :
a(A, V) =b - (A, X,)
n’a pas de solution.

Démonstration :

&»

=

Ce cas se traduit mathématiquement par :

{(A, Xo) ) b,
(A, V) >0

et

(A, X)) b
entraine que

b|_<A’ Xo><0

De plus comme

Ce qui est impossible.

Dans ce cas [ n’existe pas.
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2.7.2.2 Cas ou Xp se trouve a I’extérieur de ZCTi et ou V est orienté vers I’intérieur de ZCTi

L’équation :
a(A, V) =b — (A, X)

a une solution unique.

b|_<A1’XO>
= 0
Ty
Démonstration :
Ona:
b, —(A,X,) (0 et (A,V) (0
Ce qui donne
bi_<A1’ Xo>
= 0
Ty

qui est en plus une valeur unique.
.

Dans ce cas on dit qu’on a un point d’entrée unique en partant de Xo, et en se déplacant le
long de I’axe de R (Xo, V).

2.7.2.3 Cas ou Xop se trouve sur ZCTi et ou V est orienté vers ’extérieur de ZCT;
L’équation :

a(A’ V> =b;, - <A\’ Xo>
admet une solution nulle.

Démonstration :
&

Ce cas se traduit par :

b, — (A, X,) =0 et (A, V))>O0

La seule solution possible est :
a=0

Signifiant que,
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2.7.2.4 Cas ou X se trouve sur la frontiére de ZCT; et ou V est orienté parallelement a
HP (Ai X bi)

L’équation :
a(A V) =b = (A X,)

a une infinité de solutions.

Démonstration :

&»

=

Mathématiquement on traduit ce cas par :
b - (A, X;) =0
et (A, V)=0

Ce qui nous donne une infinité de solution. En fait, R (Xo, V) est inclus dans HP (A ; bi), et

I’intersection n’est autre que R (Xo, V).

2.7.2.5 Cas ou Xo se trouve sur la frontiére de ZCT; et ou V est orienté vers I’intérieur de ZCT;
L’équation :
a(A, V) =b - (A, X,)
a une solution unique
| =X,
Démonstration :

LJ

Dans ce cas

Q—(A,X()):O et (A,V) (0
Ce qui entraine que
a=0

Clest-a-dire | =X, solution unique
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2.7.2.6 Cas ou Xo se trouve a I’intérieur de ZCT; et ou V est orienté vers I’extérieur de ZCT;
L’équation :

a(A, V) =b - (A, X,
a une solution unique

o = bi _<A\1X0>
(AN

Démonstration :

LJ

Ce cas se traduit par :

(A, Xo)<b et (A,V) >0
Ce qui entraine que

bi _<A’ X0> > 0

D’ou la solution unique

b, — <Ai’ Xo>
ANV (2.17)

2.7.2.7 Cas ol X se trouve a I’intérieur de ZCT; et ou V est orienté parallelement ZCT;
L’équation :

a(A, V) =b - (A, X,;)
n’a pas de solution.

Démonstration :
&»

Comme pour le cas précedent, on a :

b — (A, X;) > 0

Mais

(A V)=0
Ce qui conduit a une impossibilité, signifiant que R(XO,V) n’interceptera jamais la frontiere
de ZCT;
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2.7.2.8 Cas ou Xop se trouve a ’intérieur de ZCT; et ou V est orienté vers I’intérieur de ZCT;

L’équation :
a(A V) = b = (A X,)

n’a pas de solution.

Démonstration :
&

Comme précédemment,

b —(A, X;) > 0

Dans ce cas, I’équation en &

a(A, V) =b—(A, X,)

(A V) ) o

n’as pas de solution positive, signifiant que R(XO,V)n’interceptera jamais la frontiére de

ZCTi.

2.7.2.9 Algorithme de détermination de I’intersection d’un axe de recherche R (X,,V) avec la

zone de contraintes technique ZCT;

Les huit cas précédents peuvent étre résumes dans 1’algorithme suivant :

- Cas ou il n’existe pas d’intersection.

- Pas d’intersection : &
-Casou (A, X,) ) b et

On a un point d’intersection unique

P}

-Cas ol (A, X,) =bet(A,V)0
Solution unique : {X,}

-Casol (A, X,)=h et (AV)0
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Solution unique

{X b|_<A’XO>V}

ot T

AV
-Casol (A, X,)(b et (AV)>0

Pas de solution : &

2.7.3 Relation entre un cone plan de recherche C (Xo, V1, V2) avec V1 etV2 linéairement

indépendants et une zone de contraintes technique ZCTi

Comme pour la section 2.7.2, ces deux objets sont des ensembles de points décisions, la

présente section va donc décrire leur intersection.

Soit | un tel point. Il est donc de la forme :
I =X, + &V, + a)V, avec o €t a, positifs.

De plus comme | appartient a la frontiere de ZCTi, on peut écrire :

Ce qui entraine que :

(A, X0+alVl+a2V2> = b
D’ou

(A Xoy + (A V) + a,(AV,)) = b
Soit

al(AL’V1> + 0(2<A,V2> =b - <A1X0>

Qui est une équation linéaire a deux inconnues, &, €t «, positives.

Comme pour 2.6.2, I’existence et ’unicité des solutions a ce probleme dépendent des

trois objets X,,V, €t V,.

- Pour Xao, il y a trois situations possibles : étre en dehors de ZCTi, ou étre sur la

frontiere de ZCTi ou étre a I’intérieur de ZCTi .
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- Pour V1, il y a trois possibilités : étre orienté vers ’extérieur ZCT; de ou étre

orienté parallelement a ZCT; ou étre orienté vers I’intérieur de ZCT;

- Pour V2 les possibilités sont les mémes que pourVi.

2.7.4 Recherche suivant un axe R(Xo,V) dans la zone de non négativité ZNN

La zone de non négativité ZNN a été définie comme

ZNN = ﬂ ZNNi
j=1
ou
ZNN, = ZR(—Ui, @) (2.18)

Conceptuellement, cela signifie qu’on assimile ZNN; a une zone de contrainte-ressource, et si
un point Xo appartient & ZNN;, donc Xo satisfait la contrainte associée & ZNN;.C’est donc

une situation d’étape.

Le concept de recherche sous-entend qu’il y a une situation ou état de dépdt, et qu’a partir de
cette situation, on se déplace vers une autre situation ou état. Et nous avons déja vu que cette

recherche, quand elle est linéaire, peut étre modélisée par le concept d’axe de recherche

partant d’un point donné et se déplagant suivant une vecteur donnée R(XO ,V)

Dans cette section, le point de départ de la recherche est le point Xo, qui est supposé étre
localisé dans la zone de non-négativité ZNN. Comme les nouvelles décisions trouvées doivent
impérativement restées dans ZNN, il est logique d’étudier les conditions dans lesquelles cette

recherche nous conduit hors de ZNN.

Et comme pour le cas des zones de contraintes techniques ZCTi, nous aurons besoin de

deéfinir le concept de frontiere dans ZNN.

Pour ZNN;, il n’y a aucun probléme.

En effet,
Fr(ZNNi) = HP(—Ui, 0)
étant donné que ZNN; n’est qu’un demi- affine délimité par I’hyperplan HF’(—Ui ,O) :
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Nous avons alors la figure 2.01 suivante :

Figure 2.01: [llustration de I’hyperplan HP (-Ui,0)

Et comme HP(—Ui,O) est inclus dans ZNN;, on sait que ZNN; est une zone fermee.

2.7.4.1 Frontiére de la zone de non-négativité ZNN;

Proposition 2.05

Fr(ZNN) = U (HP(—uj,o) A Cg)

=1

Démonstration :

&»

=

Il suffit de démontrer que pour tout j, HP(-U,,0)~C; est une fonction de ZNN.

Etapel :

Montrons que tout point X de HP(—U j,o)mcg est un point frontiere de ZNN.

Soit R un réel positif quelconque. Il sagit de montrer que la boule ouverte de centre X et de
rayon r noté B(Xo, r), contient & la fois, un élément de ZNN autre que X et un élément de
ZNN autre que X.

Dans X = (Xi) i=1...n
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Le fait que X € HP (-Uj, 0) NCo signifie que :
Xi20Vi=l,...n etque xj>0
prenons le point X’=(x’j) i=1,....» définie comme suit :
N { X pour tout i=# j
X'1=

_% pour tout i=j

de méme prenons le point X*” = (x’"1) i=1,...,n  définit comme suit :
X. pour tout i # j
xX’1= L
+ 7/, pour i = j
Il est évident que :
X’¢ ZNN et aX’’ €ZNN
De plus il est également évident que :
X €BX,r) et X’€ B(Xr)

Ce qui montre que la boule ouverte B(x, r) contient a la fois le point X’ qui est I’élément en
dehors de ZNN et le point X’* qui est le élément dans ZNN, et il est évident que X’est
différent de X et que X’ est différent de X.

Par conséquent X et un point frontiére de ZNN.

Etape?2

Montrons que HP (-Uj, @) N C,
Et qu’en résumé, HP (-Uj, @) et bel et bien une frontiére de ZNN et leur réunion est aussi une

frontiére de ZNN.

De plus soit X un point de ZNN tel que : X ¢ | J HP(-Uj, 0) n C,’

=1

Celasignifieque: X ¢ | ] HP(-Uj, 0) n C,")

=t

Etant donné que C';= ZNN,

cela signifieque X ¢ | J HP(-Uj, 0) n C*

i1

Posons X ! la projection de X sur HP (-Uj, 0) et dj la distance entre X et X;.

Comme X!# X V,=1..n
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alors

alors  dji#o VY, =1..n
1 . . .
Posons r = Emm(dj) vj=1..,n

Il est évident que r >0 et que la boule ouverte B(X, r) est incluse dans ZNN

Par conséquent,

OHP(—UJ-, 0) n C,) = Fr(ZNN)

i1

Remarque

HP(—UJ.,O)mCO+ n’est autre que le cone C(O,Ul,Uz,...,U. Uj+1,...,Un)

j-10

On va I’appeler « mur conique de non-négativité j » noté MCNN;.

Démonstration :

+
MCNN;j = HP(-U,0)Co"

et ZNN =|_JMCNN;j
=1

On peut alors illustrer ce cas par la figure 2.02 :

""\-H_\H%
NN
HH"H
"M_HH
B HH“H
.
"'H-\_\H%
~ .
""\-H_HH
J o g
7
I s /
/ s / / g /
r A P .__.-"' A .__.-'"
MCNN

Figure 2.02 : Mur conique de non-negativité



En d’autres termes, la frontiere ZNN n’est autre que la réunion de mur conique de non-
négativite.
Remarquons de plus que

MCNN;< HP (U ,0)

Donc MCNN; < Fr(ZNN;)

2.7.4.2 Point de sortie de ZNN en suivant R(X,,V)

Proposition 2.06

On suppose que Xo se trouve dans ZNN. Etant donné que ZNN est fermé, le point de sortie

n’est autre que le point de contact ou intersection entre R(X0 v ) et Fr(ZNN J- )

Démonstration :
é

Soit Fj le point de R(XO,V) et FI‘(ZNNJ.), qui n’est autre que HP (—U J.,O)
I, € R(XO,V)
donc |j est la forme
I, =X,+aV avec ;20
De méme
| e HP(-U,,0),
donc il vérifie I’équation :
<-U;,1>=0 ou <U;,I;>=0

D’ou

<Uj,X0+ajV>=0
<Uj,XO>+aj<Uj,V>:0
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Finalement, on obtient I’équation en @;

a <Uj,V>:—<Uj,X0>

avec la condition ¢ >0

En nous basant sur les résultats de la section 2.5.2, nous pouvons dire que 1’axe de

recherche R(X,, V )ne nous conduit en dehors de ZNN;j que si V est orienté vers I’extérieur

de ZNN;,

cest-a-dire si  <-U;,V> >0,

-<U;, X, >
auquel cas, aj=————
<U;V>

Représontons graphiquement ce cas a travers la figure 2.03 ci-apres :

(2.19)

xhh .
f/ LH"‘*-.H‘V _F_'__,.-r""--'--'-
", -'__'_'u-'
AN ~7 |/
I/ /rh‘«.\_&mh f}fd_d--"'- / / i
e

Posons :
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V=(v)i=1..n et <U;,Xo>=x

Pa— (2.20)

qui est bien non-négatif,

car

2.7.4.3 Point de sortie de ZNN suivant R(Xo, V)

On suppose que Xo se trouve dans ZNN. Toujours en se basant sur les résultats anterieurs

R(XO,V)ne nous conduit vers I’extérieur d’au moins un ZNN;, c'est-a-dire qu’il existe un j

tel queV; <0 en notant :

Notons par IN(V), ’ensemble des indices j tels queV; < 0.
IN(V) :{j e[Ln] tel que v, <O}
D’ou la proposition :

Proposition 2.07

L’axe de recherche R(X;,V ) ne soit dans la zone de non-négativité ZNN que si IN(V) est non

vide. Dans ce cas, le point de sortie | est donné par :

| =X, +aV,
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. =x?
=min !
ol “ { v, } (2:21)

Démonstration :
é

Considérons la figure ci-dessous

FriZMmMi)

™~

S o e
\-\"\.

-
-‘_\_\-‘_\_‘_\-n

1] O FriZmhiid)

! 7 S

-

Ll

/

Figure 2.04 : |llusration proposition 2.07

Etant donné que R(XO,V)est un ensemble totalement ordonné, le point de sortie de | tel que

I=min(lj)
jeIN(V) (2.22)
ou =X, (X7 )V

La Démonstration est immédiate d’aprés la figure ci-dessus. Le point de sortie I n’est autre

que le premier le plus petit I;.

2.8 Conclusion

A travers ce second chapitre, nous avons présenté toutes Les classes d’objets mathématiques
nécessaires a la modélisation topo-géométrique MZ et les objectifs alimentés associes. Les
définitions topo-géométriques ainsi que les opeérations et propriétés classiques des contraintes
du PPL definissant les hyperplans sont évoqués, permettant par la suite d’aborder le ceeur de
la these dans le chapitre trois suivant.

81



CHAPITRE 3
INTERSECTION ET PARALLELISME ENTRE
CONTRAINTES TECHNIQUES ET LE CONE DE NON
NEGATIVITE

3.1 Introduction

Le présent chapitre, développera les premiers cas de redondance, d’incompatibilité et de
réduction de nombre de variables de décision et a la fin du chapitre nous traiterons le cas du

parallélisme.

Pour montrer I’importance de ce chapitre, rappelons que le probléme initial concerne les

contraintes d’un probléme PPL, qui s’expriment algébriquement comme suit :

[iaijxjj < b ; i=1.,m et X, 2 0, Vjj=12..,n
j=1

Posons :
A:(aij)jzl,z,...n et X=(xj)j:1,...,n

Les contraintes techniques :
(Z a; X; ) <b,
j=1
Equivalent a :

X € ZCT. ol ZCT, :{X eR" tel que (A, X>Sbi}

La relation :

Equivaut donc a :

X eZCT, pourtout i=1,..,m
D’ou
m
X e(NzCT,
i=1
De plus, on a vu que les n contraintes de non négativité équivalenta Xe Co*
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En résumé, toutes les contraintes du probléme PPL signifient,

X e (ﬁ ZCT, Jﬂcg (3.01)

Dans notre théorie, décrire et expliquer les contraintes d’un probléme PPL reviennent donc a
étudier les intersections entre m+1 objets :

e Lesm, objets ZCT..

e Etnobjet Co".

De par I’associativité et la commutativité de 1’intersection, on peut écrire

_(m] (zet. N C)) (3.02)

i=1

m
(ﬂ ZCTi] N G
i=1
D’ou I’intérét particulier d’étudier I’intersection de chaque ZCT; avec le cone Co".

3.2 Projection de I’origine O sur la frontiére de ZCT;

Dans la suite nous notons par i, la projection de 1’origine O sur HP (Aj,bi) qui n’est autre que
la frontiere de ZCT;.

Proposition 3.01

La projection Qi de I’origine O sur la frontiere de ZCT; existe toujours. De plus elle est

unique.

Démonstration :
&

Qi se trouve sur la droite passant par O et perpendiculaire a HP (A, bi). Or cette droite n’est

autre que la droite affine passant par O et de vecteur directeur Ai.

Q,=0+aA avecaecR (3.03)
Comme

Q eHP(A,b)
On peut écrire :

(A.Q)=b (3.00

Ce qui donne :
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(A,0+aA)=h,

C’est-a-dire

(A,0+a(A,A)=h
Or

(A,0)=0 ona a(A,A)=b

D’autre part,

(A, A) %0 ;

Par conséquent, on a :

b
o=—
(A A)
Qui existe toujours et est unique.
Et
| :O+L
(A A)

Du point de vue topo-geométrique, on peut distinguer 3 cas :

- Casou Q;jsetrouve a I’extérieur de Co*
- Casou Q;et O sont confondus

- Casou Q;estun point intérieur de Co*
3.2.1 Cas ou £2 se trouve a ’extérieur de Co*

Proposition 3.02

(3.05)

(3.06)

La projection Q; de O sur la frontiére de ZCT; se trouve a I’extérieur de Co* s’il existe une

indice j[Ln] tel que:

b

—iaij (0
(A A)
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Démonstration :
L )

Ilustrons le cas par la figure ci-apres :

N

/
/

L L L L L L

Figure 3.01 : Cone de non-negativité

Précisons d’abord la signification de la forme a I’extérieur de Co*.

Posons : .
0, =(w) =1
Et
A=()j=1..n
ona:
; :Laﬁ pour tout j=1,...,n
(A A)

Q eCy, signifie w, >0 Vj=1,..

Autrement dit,

Donc Q, Cy,
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signifie 3j €[Ln] w; (0
L4

Cependant, cette proposition ne suffit pas a elle seule a expliquer les situations de redondance

ou d’impossibilité.
Symboliquement, dans le langage ensembliste 1’extéricur de Co*peut-étre noteé.

c_g={x eR", tel que Jj e[L,n] et xjso} ol X =(x)j=1....n

Définition 3.01

on appelle céne négatif, noté Co™, I’ensemble des X e R" défini par
C, :{X eR", tel que x(0 V, e[l,n]} oo X=(x))j=L..,n (3.09)
_ -+
D’aprés (3.09), il est évident que : VX €C,, X €Co,
ce qui veut dire que :
_ -+
C, cCo
On peut donc diviser la région Co* en deux sous-régions topo-géométriques distincts. L une

Co et l’autre qui n’est autre que Co*™\ Co". (Co*\ Co’) symbolise le complémentaire de Co

dans Co*. D’ou I’illustration a travers la figure 3.02 :

/
G /
S /|
/

SO\ N 0
C; \///«':_.-*/c:_fx
™

G

Figure 3.02 : Cone non negatif

86



Remarquons de plus que I’origine O n’appartientni a Co” ni a Co".

Proposition 3.03
Si Qi se trouve dans Cy alors

b

Vje[Ln] Wa” <

0 (3.10)

La figure 3.03 ci-apres illustre ce cas.

-

Figure 3.03 : lllustration proposition 3.03

Deux sous-cas peuvent se présenter

Lemme 3.01

SiV je[1,n];aj<0 alors bi>0donc ZCT; N Co'=Co"
Démonstration :

L

Soit la figure 3.04 qui représente graphiquement ce cas du lemme 3.01
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HP (40 Bi)
] ’ «
/
7 7
Figure 3.04 Cas 1 de proposition 3.03
Montrons que
C, c ZCT.
Soit X = (xj)j=1,....,n un élément de Co*
On adonc
Vj e[l,n];xj >0,
donc
Vje[Ln] a,x; <0
D’ou
dayx, <0 or bi >0
j=1
Soit

<A X>= Zaij X; < 0 < b

j=1
C’est a dire que :
X € ZCTi;
Ce qui prouve que :

Co" = ZCTi;
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D’ ou:
ZCTi nC;=C,

C’est un cas de redondance de la contrainte i. Elle peut-étre enlever du systéme de contrainte
du probléme PPL.

Lemme 3.02

Sivje[ln] a;>0 alors ZCTi N Co'=Q, le probléme n’a pas de solution.
Démonstration :

L

Considérons la représentation graphique 3.05 de ce cas

HP (&i, Bi)

Figure 3.05 : lllustration de lemme 3.01

Montrons que :

ZCTin Co'=0
Soit X un élément de ZCT; N Co*.
Donc :

X €ZCTi et X € Cot,
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Ce qui signifie

<A, X> < b et XeCo

Posons

X=(xj)j=1,...,n
Donc

<AL X>= Dla; X, <h<0

j=1

Alors

X € Co* entraine que Ya x>0,

j=1

C’est-a-dire

<A, X> >0
Or

<Ai, X> < 0. Cequiestimpossible.
Donc

ZCTiNnCo™=0

Le probleme PPL n’a pas de solution.

¢
Lemme 3.03
Si Qi se trouve dans Co*/Co alors
HP(A,b)NC," =D et zCTi NC," #&

Démonstration :
&
Dans cecasona 3j€[1,n]tel que:

L a. <0 (3.11)

<AA> " '

Et
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Jje[Ln] tel que:

b,

AAS 'A s8> 0 (3.12)

Analysons HP (A, bi)N Co* plus précisément. Etudions les intersections

HP (A, bi) N R (O, Uk)

HP (4, bi)

Figure 3.06 : lllustration lemme 3.02

Ou R (O, Ux) et I’axe de recherche partent de O et de direction Uy
Soit X élément de HP (A, bi) N R (O, Uy)
On peut écrire :

<A, X>=Db et X= xUk avec «>0

D ou
<A, U> = b,
sachant que :
Ai = (a@j)=1,...,n
Ona
«.ak=bi avec x>0 (3.13)
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Notons par :

IN:{je[l,n] tel que b, a; < 0}
<A A >
IPz{je[l,n] tel que b & >0}
<A A >
et 1Z =7 je[Ln] tel que b =0
<A,A> "
ona

INUIPUIZ = [1,n]

D’aprés (3.11)
IN#0
et d’aprés (3.12)
IPUIZ#0
Si IP = @ alors, il n’existe aucun k € [1, n] tel que :
x.aik=hi et x>0
Ce qui signifie que dans cas : Yk € [1,n]
HP (Ai, bi) N R(O,Ux) = @
Par conséquent
HP (Ai, Ai) N Co™=0
Et on a également
HP (Ai, b)) N Co™=0
Dans cette situation on a aussi deux sous cas :
vVie[l,n] aj<0, -Vje[ln] a;>0

Ce cas implique que
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bi
—aij
<AA>

<0 et

b,

>0

Par représentation graphique, nous avons la figure 3.07 suivante :

/|
N c;
N /]
AN Qi /o
. /s SS
~.
\.\ 20T
™.

Montrons que Co* est inclus dans ZCTi.

Soit X= (xj)j=1,...,n un élément de Co*

Onadonc:

Vi€l n] x;

ce qui entraine que

D ou

Or

donc

vj € [1, n],

n
> ax; <0
i1

bi >0

DX <b
i1

Figure 3.07 : Cas lemme 3.02

>0

aij.Xj<0
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C’est a dire
< A, X> < bj,
donc
X € ZCT;i
Soit
C, c ZTC, et ZCTi NCo" =Co".

La contrainte i est redondante.

Lemme 3.04

Sivje[l,n] aj >0 et b < 0.Alors ZCT; N Co'=@, le probléme n’a pas de solution.

Démonstration :
%
Si X est un élément de ZCT; N Co* donc X = (xj)j=1,...,n,

On peut écrire :
<Aj, X >= Zn:aijxj <h
j=1
avec
Xj>0 Vje[l,n]. et aij>0, Vje[Lln]
entraine que
aijx; >0 Vje[l,n].

Donc
n n
> a;,x;20 or Y ax <b <0
-1 -1

et ona

)

0> b > Za..x. >0
j=1
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C’est une impossibilité, donc
ZCTi N Co* = 0.

Le probleme PPL n’a pas de solutions.

lustrons le cas IP # @ par la figure ci-dessous

ANAN

¥

oSS S

TN N8

Figure 3.08 : lllustration lemme 3.03

Lemme 3.05
SiIP # @, alors il existe un k € [1, n] tel que :
b
———a, >0
<AA>
C’est a dire que bj et aik sont de méme signes et différents de zéro. Dans ce cas 1’équation

(3.13) admet une solution unique :

« = (3.14)

Signifiant que
HP (A, bi) N R (O, Ux) # 0
ou R (O, Uy) est I’axe de recherche partant de O et de direction Uk.
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Démonstration :
»
Soit X un élément de HP (Ai, bi) N R (O, Uyk)
On peut écrire :

<A, X>=bhi et X=uxUx avec o >0
D’ou

<Ai, xUx> = bi.
Sachant que

Ai = (@) j=1,..n
ona:

a.aik = bi  avec x>0

Entrainant que
HP(A,b)nCo* =& et que zCTi NC) #J

¢

A travers ce cas, on a épuisé toutes les possibilités du cas ou Q; se trouve a I’extérieur de Co".

Proposition 3.04
Si Qjet O sont confondus alors ZCTi N Co*= Co*. La contrainte i est redondante.

Démonstration :

L J
Si bi=0, posons :
JN :{je[l,n] tel que a; < O}
3Z={je[Ln] tel que a; =0}
JP={je[1,n] tel que aij>0}
Ona:
INUIZUJIP = [Ln]
Comme

A#0  alors INUIP =D
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Ce qui signifie que JN et JP ne peuvent pas étre simultanément vide.

Si IN =

Donc

JP # & entraine 3 K telque &, >0

HP (Ai, bi)
T § Cor
ST /
T lai

ST

Déterminons ZCT; N C,"

Figure 3.09 : lllustration proposition 3.04

Soit
X € ZCT, N Cy' X =(X;)j=1...n
Ona:
(A, X) <0 car X eZCT, < Dax <0
j=1
D ax <0
jedP
D’ou a >0 VvjelJdP
X; 20 VjelJdP
La solution de cette équation est donnée par :
;= 0 VieJP et x>0 VjelJZUJN

La dimension du probléme PPL est réduite du coordonné de JP, JP #J.
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Nous avons alors la représentation graphique suivante :

Figure 3.10 : Cas 1 proposition 3.04

Montrons que C," — ZCT, . Soit X = (X)) j=1,...n un élément de Co".

Ona:
Vke[l,n],xj >0.
Donc:
Vje[Ln] ax, <0
ona
D a;x; <0
j=1
C'est-a-dire
(A,X) < 0O signifiantque X < ZCT, .
Donc

ZCT| m CO+ = CO+'
La contrainte i est redondante.
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Nous pouvons etablir la figure 3.11 suivante pour illustrer la proposition 3.04 :

A

/|
g |
A

A

7T 7T T

CTi

R

Figure 3.11 : Cas 2 proposition 3.04

3.2.2 Cas ou IN#det IP#d

Dans ce cas, il est intéressant de déterminer parmi les Uk ; lesquels sont vers I’intérieur de
ZCT; et lesquels sont orientés vers son extérieur et finalement lesquels ont une orientation

paralléle a ZCT;

Proposition 3.05

L’orientation du vecteur de décision Uy par rapport a ZCT; est :

- Intérieur si @ik est strictement négatif
- Parallele si aik est nulle

- Extérieur si aik est strictement positif

Démonstration :

L

Comme
(AU,) = a, pourtoutk €[1,n].

Pareillement: JN = & et JP = &

Certains aik sont strictement négatifs tandis que d’autres sont strictement positifs.

Enfinsi JZ = &, certains aix sont strictement nuls
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3.2.3 Cas ou {2 se trouve a l’intérieur de Co*

C’est le cas le plus général qu’on rencontre dans un modele bien construit. Il n’engendre ni

redondance ni impossibilité. Le seul cas intéressant est celui ou deux contraintes technique se

réduisent a la relation de la forme : X, = bk >0

Une situation qui nous permet d’enlever la dimension nk du modéle.

Ca™

LIk bk

S S S SS

SO N NN

Figure 3.12 : lllustration proposition 3.05

Caractérisons tout d’abord ce cas.

b _
Ry

Le fait que Qi€ Co* signifie que :
Quel que soit j élément de [1,n], bi etaj sontde méme signes.

Remarquons de plus que bi # 0

De plus, comme nous les verrons dans les contraintes suivantes, il est trés simple et trés
important de déterminer I’intersection de ZCTi avec R ( O, Ux), k €[1,n] plus précisément

de I’hyperplan HP(Ai,bi) frontére de la zone de contrainte technique ZCTi avex 1’axe de
recherche R(O, UK).
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Proposition 3.06

L’origine O appartient a ZCT; si bj est strictement positif.

Démonstration :

&»

=

On a toujours :
(A,O) =0

Si b >0 celaveut dire que :
(A,0) =0 donc (A,0)<Hh

Soit

0 e ZCT,.
Si

b <0, alors b <(A,0O)
donc

0 ¢ ZCT,

3.3 Intersection entre ZCT; et I’axe de recherche R (O, Uk)

Plus précisément, nous allons étudier les points de sortie ou d’entrée de I’axe de recherche

R(O,Ux) dans ZCT:.

On suppose qu’on est dans le cas ou I’origine O se trouve dans ZCTi.

Soit Ik le point de sortie ou d’entrée,

ona:
. =adl, avec a20

De plus
<A’Ik> = b

ce qui donne
(A,aUk> =h

d’ou

Comme
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bi > 0 alors tous les d; sont de méme signe que bi.

Proposition 3.07

Si aik #0 alors le point de sortie ou d’entrée Ik existe et est définie par :

Si aik=0 alors le point Ik n’existe pas.

Démonstration :

®

De (3.17),si ax#0 alors a = a—‘ > 0 carbiet &, sontde méme signes.
ik

Sinon il n’existe aucun @20 telque @0 =0 =h = 0

3.4 Parallélisme entre deux zones de contraintes techniques

Au début de ce chapitre, nous avons établi que, montrer ou décrire et expliquer le systéme de

contraintes d’un probléme PPL revient a étudier les intersections entre m+1 objets :

- Les m objets ZCT;
- L’objet Co*

Et nous avons étudié les m intersections ZCTi N Co*.

m
Nous allons maintenant laisser de coté Co" et considérer_ml ZCT,, C'est-a-dire I’intersection

i=
d’un nombre fini de régions dansR". De fagons exhaustives, on pourrait envisager d’étudier
leurs intersections deux a deux, puis trois a trois, etc...Cependant nous allons nous limiter a
I’intersection deux a deux de ces objets, toujours dans le but de détecter les redondances et les

impossibilités éventuelle, objet de notre theése.

: o : , m(m-1)
Du point de vue combinatoire, on a donc a analyser Cm:T

intersections
ZCT, NZCT, avec ie[Lm], je[Lm]eti=].

Définition 3.02
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Soient i et j deux éléments distincts de [1, m]. On dit que ZCT; et ZCT; sont paralleles si
leurs hyperplans frontieres sont paralleles, c'est-a-dire HP (Ai,bi) et HP (Aj,b;) sont paralleles

s’il existe un scalaire 0 tel que Aj = xA,.

Posons :

La relation :
Aj = xAj avec x#0 peut s’écrire :
ajk = Xaijk pourtoutk=1,...,n
Proposition 3.08

S’il existe un scalaire «#0 tel que pour tout k €[1,n], ajkx = Xaijk, alors les zones de

contraintes techniques ZCT; et ZCT;j sont paralléles.

Proposition 3.09
Soient i #j et ZCT; et ZCT;j paralleles.

Soient Q; la projection de O sur ZCT; et Qi la projection de sur ZCT; alors O, Qi, Q; sont
alignés.
Démonstration :

®
Supposons que ZCT; et ZCT; sont paralléles.

Ona

Q=" A (3.18)

Et

O = i A (3.19)

Comme ZCT; et ZCT; sont paralleles,

ona:
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AJ. =ahA

avec o 20
D’ou
Q i A
' {Aah)
donc
1 b
Q == ! 3.20
reeia (3.20)

Deux cas peuvent se présenter : soit bj = 0, soit bi# 0

Cas ou hi=0

Dans ce cas Qi=0 donc les 3 points ne forment que deux points, et il est évident que deux

points de sont toujours alignés

Casoubi#0

on peut écrire :

b. .
Q_zl J LA&
a

"a'b (AA)

d’ou

b, Q.

0==10
bi

]

R |+

Ce qui signifie que :

0, Qi, Q; sont alignés

Lemme 3.06

La réciproque n’est pas toujours vraie.

Démonstration :

®
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Il suffit de considérer la figure 3.13 qui présentent les hyperplans frontieres des deux zones
de cntaintes techniques et les projections de ’origine O sur les deux hyperplans ainsi que les
vecteurs normaux Ai et Aj aux hyperplans HP(Ai,bi) et HP(Aj, bj)

Figure 3.13 : lllustration lemme 3.05

Comme O et € sontconfondues, les trois points  O,€2 et Qj sont alignés.

Et pourtant on voit bien qu’il n’existe aucun a #0 tel que
AJ. =ah
Or, cette figure correspond au cas ou bjest égal a 0
Montrons que si bi et bj sont tous les deux nuls,
alors la réciproque est vraie.
Dans ce cas ni Qi ni Qj n’est confondu a O.
Comme O, Q;, Q; sont alignés et distincts deux a deux, il existe un scalaire B # 0 tel que :
Qj =B,

De (3.18) et (3.19)

ona:
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D’ou

A = bi <Aj’AJ>

o A
J ]

Posons

PpLEG T

by (A.A)

Comme

B#0; b=0eth =0,
Ona:

az0etA =ah.
Donc

ZCTi et ZCT; sont paralleles

.

Remarque :

Rappelons que le principal but de ce chapitre n’est pas le parallélisme de soi, mais plutot

d’expliquer les cas de parallélisme qui engendrent une redondance ou une incompatibilité.

3.5 Etude de cas de parallélisme entre deux zones de contraintes techniques
différentes avec le langage MZ
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Nous jugeons pertinent d’étudier de maniere exhaustive tous les cas de parallélisme entre
deux zones de contraintes technique différents et ce en utilisant le langage MZ c'est-a-dire en

utilisant les objets de notre théorie et leurs propriétés.

Pour cela, nous allons classifier ces cas en fonction des positions de Q; et de Q; par rapport
aux régions que nous avions définis dans la définition 3.01. Nous pouvons illustrer par la

figure 3.14 suivante

s
_ /|

Co™ " Co™ Co

NN
7T T T
N
N

Co Co™ " Co™

Figure 3.14 : lllustration de cas de parallelisme entre 2 ZCTi

Remarquons tout d’abord que dans cette définition on a trois zones distincts et non quatre

Dans cette perspective, les cas suivants se présentent :

Cas 1 Q; et Q; sont dans Co*

Cas II Qj et Q;j sont dans Co’

Cas IIT Qj=Q; =0

Cas IV Qi dans Coet Q; dans Co°

Cas V Qi et Q; sont dans Cy"\Cy~

De plus, sauf pour le cas Ill, nous distinguons deux sous cas :
Qi #Qj et Qi=Q;

Et pour chacun de ces deux sous-cas, les sous-sous-cas suivants se présentent :

e A et Aj sont orientés dans le méme sens ( «<>0) et
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e A et Aj sont orientés dans deux sens contraires (cc<0)
Lemme 3.07

Si (Qi€ Co") et (Q2jeCo") et (Qi# Q;) et A et A; sont orientés dans le méme sens
Alors  ZCT, nZCT, = ZCT, , c’est-a dire que la contrainte j est redondante.
Démonstration :

®

a) lllustrons cette situation par la figure 3.15 ci-apres :

/]

/
1 X 2V
/ // '

/e / #o

0 /
Yy S SN T S

Figure 3.15 : lllustration cas 1 lemme 3.06
On remarque que Q; et Q; appartiennent au méme axe de recherche R(O,Ai) ou R(O,A)), qui
est un ensemble totalement ordonné .

Sans nuire a la généralité, nous pouvons supposer que Q;j precede Q; dans R(O,A)

C’est-a-dire

Si Q=a A 020 et Q, =a; A ,a; #0 et o <a

= A=—Q
i
d’ou:
(04 .
Q=—Q,, or o; <Q; =—<1
o [o#
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Et

Puisque

(A, Q;)=b,
Ona:

<Aj,Qj>=Z—j.bj et comme Z—‘j<1,
Alors on a

(A.9Q))<b,, donc (A,Q)="1(A.Q))<b

&,

Ce qui signifie que Q; se trouve a I’intérieur de ZCT;.
Montrons de plus que ZCT; est inclus dans ZCT;.

Soit X un élément quelconque de ZCTi. On a les propriétés suivantes qui permettent d’etablir
la figure 3.16 :

(A.X)<h
(AL X)=(A0+(X-Q)) (3.21)
(AL X)=(ALQ) + (AL (X=9Q)))
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Figure 3.16 : lllustration cas 2 lemme 3.06

Comme X ezCT, alors (A,(X-Q))<0

Comme X € ZCT; alors <AJ. ( X—Qi)> <0
= a(A,(X-Q;))<0car a>0
= (aA, (X -Q,))<0

Or
A=ah,
on a donc
(AL(X-0,))<0

De la relation (3.21)

On obtient :

(A X)<(A,Q)
Or

(A, Q) <b;, alors(A;, X ) <b; c’est-adire X € ZCT,
Donc
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ZCT, < ZCT,; -

Et dans ce cas :

ZCT, NZCT, = ZCT,,

Signifiant que la contrainte j est une contrainte redondante

Proposition 3.10
Soit Qj la projection de O sut ZCTi et Q; celle de O sur ZCT;. S’il existe x>0 tel que

Aj= oAl et que(Q;, Q) <(Q;, Q)
alors ZCT;j est redondant si Aj et Aj € Co" et ZCT; est redondant si Aj et Aj € Co™.

Démonstration :
é

Considérons le cas de figure ci-dessous :

/

o —\ 2T
/| o
j / —\ Co™
2T

/o
K

Figure 3.17 : lllustration proposition 3.10

Comme dans le cas précédent :
On suppose que Qi est plus proche de O que € ( (€, Q) < <Qj Q, > )

Et AeCy etA eC, .
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Par un raisonnement analogue au précédent on démontre facilement que :

ZCT, < ZCT,

Et par conséquent :

ZCT, nZCT, = ZCT,

Cette fois-ci c’est la contrainte i qui est redondante

Résumons Qi plus proche de O que Q; . Ce qui veut dire que :

(©,Q)<(9;9)

Or
Q,eCyetQ; eCy’
signifie :
el W, >0
N
Pour tout E[ ] W, >0
Proposition 3.11

Si (Qi€eCo") et (Qj€Co") et (Qi= Q) d’une part et A; et Aj sont orientés dans le méme sens

d’autre part, alors :
ZCT, nZCT,; = ZCT, = ZCT,
Les deux contraintes ne font qu’une.

Démonstration :
L ]

Considérons la figure 3.18
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VA A A AN

Figure 3.18 : lllustration de la proposition 3.11

Analytiquement, on a d’aprés (3.18) et (3.19)

b

Q=—"—A€eC,
(AA)
Et
Q b A eC,
= A. € 0
J <AJ,AJ>J
Donc
A =aA avec a>0
Et
AeC,jet AeC,/ =b>0 et
Le fait que
Qi:Qj
Entraine que
b b
! = aA,
<A1’A>A <aAj’aAj> J

113

b. >0




C'est-a-dire

D’ou

b =1b (3.22)
[04

1 J

Dans ce cas il est facile de voir que :
ZCTi = ZCTj
Et que

ZCT, nZCT, = ZCT, = ZCT,

Les deux contraintes ne font qu’une en fait.

C’est la redondance. On ne garde qu’une d’entre elles

Remarque : Ce cas est trés rare dans la pratique

Proposition 3.12
Soit Q; la projection de O sur ZCT; et €Q; celle de O sur ZCTi;.

S’il existe a>0 tel que Aj = Ai, et que Qi et Qj € Co* ainsi que bi :ibj,
(24

alors
ZCT; =ZCT;
Démonstration :

®
On combine la démarche de la demonstration précédente avec la suivante :

Considérons la figure 3.19 :
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sl S

Figure 3.19 lllustration proposition 3.12

Comme précédemment, ce cas est également tres rare analytiquement.

On peut le modéliser a travers le systeme.

La figure 3.19 illlustre bien dans le plan les dispositions des hyperplan frontiéres des zones de

contraintes techniques ZCTi et ZCTj ainsi les projections Qi et Q; de 1’origine O qui sont

confondus.

On a alors

b.
O =—1_AecC,
1 <A,A>Aj

b.
Q. =—2~1"—AeC/
AA
A €C;
A €C,
A =ah avec a>°

D’ou
bi<0 et bj<0

et de plus
115
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Et ce qu’il fallait démontrer

3.5.1 cas ou (£2Co") et (ZECo*) et (2 12) et (Aj=aAi avec a<0) et (42 plus proche de 0

que £2)

Proposition 3.13
Soit Qi la projection de O sur ZCT; et Q; celle de O sur ZCT;j.

S’il existe un scalaire <<0 tel que :
Aj=xA;, etque QjeCo,
alors ZCTiet ZCT; sont deux contraintes en conflits.
Si de plus Qi est plus proche de O que Qj
et que Aie€ Co,
alors le probléme de PL n’a pas de solution

Remargue importante

Jusqu’ ici nous avons analysé le parallélisme entre ZCTi et ZCTj dans le cas ou Qi et Q; se
trouvent tous les deux dans Co*. Logiquement portant, ce cas englobe la situation ou Qi et Q;

se trouvent exactement sur O.
Cependant si tous deux se trouvent simultanément sur O, il se peut que A; et Aj appartiennent

a C; /C;  cas que nous allons voir dans une section ultérieure.

Démonstration
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a) AieCo"

Illustrons cette situation a travers la figure 3.20 suinte :

ZCTi i

Co

0 N\

Figure 3.20 : lllustration cas 1 proposition 3.13

On suppose également que ;i est plus proche de O que Q.

Caractérisons tout cela analytiqguement.

Ona:
Qi = bi A = bi A
<AA>" T<AA>
b.
Q=———A avec Aj=cxAiet «<O0,
<A, Aj >
D’ou
bj A
= a
' <aA, A >
En factorisant
oD% A
' a <AA>

Passons aux longueurs, c’est a dire aux normes
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o =lp| LA L
<AA> T <A A>

de méme

‘bj‘ 1

o] J<A.A>

Comme Q; est plus proche de O que Q;j

o=

cela veut dire que :

o < HQJ H
Soit
|b_|_;<M.;
" FAA> ol FAA>
D’ou
b.
b <H (3.24)

Dans notre cas, ona:

Aie Co"

et

Q = b A eC,

<A A>

D’ou

bi>0
De méme

. b A

AieCy et j=————¢€C;
< AJ.,AJ. >

d’ou

bj <0

(3.24) devient alors :
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C’est-a-dire

Soit maintenant X un élément quelconque de ZCT; donc :

<A, X> <bj
D’ou
x< Aj, X> >ub; car x<0
Soit
x< Aj, X> > b,
C’est-a-dire :
< Aj, X> = b
Et d’apres
< Aj, X> > by,
On obtient:
X gZCT, donc XeZCT,

En consequence,

ZCT, < ZCT, dou  ZCT,NZCT, %0
b) Ai € Co

Ce qui entraine que Aj € Co*
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Figure 3.21 : lllustration cas 2 proposition 3.13

A eC,etQ, =b‘—p*e(:0+ entraine que bi < 0
<AA>

De meme

A eCjetQ, =i eC; entraine que bj >0

<AJ.,AJ.>

La relation (3.24) devient alors

-b <—.
—a

Comme
-oc >0 alors (- x). (-bi) < bj
donc
ochi < b

Montrons maintenant que dans ce cas
ZCTi N ZCTj #0
Montrons que :

Qi € ZCT;
Ona:

<AQi>=bi car Q; setrouvesur HP(A;bi)
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On adonc
x< Ai Qj>=x b

C’est-a-dire
<x Aj Qi >=x bj

Soit :
< AjiQi>=x bi etd’apres (3.26)
<AiQi><bj signifiant que Qi € ZCT;

donc, finalement on a;

Q, e ZCT, N ZCT,.
D’ou

ZCT,NZCT,; #6

Proposition 3.14

Soit Qi la projection de O sur ZCT;i et € la projection de O sur ZCT;.
Si Qj est plus proche de O que Q;.

Si Aiet Ajsont tels :

A =ahA avec >0 , alors
Si A €C,,ZCT, ou lacontrainte j est redondante

SiA eC,,ZCT, ou lacontrainte i est redondante

Lemme 3.08
Si (QieCo) et (Q;€Co) et (Qi£ Q)) et (Aj=wsi avec a>0) et Ai € Co- donc
Alors :

ZCT, NZCT, = ZCT,

Autrement dit la contrainte j est redondante.

Démonstration :

L
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Soit la figure ci-apres

P D

SO NN AN

Figure 3.22 lllustration lemme 3.07

Comme toujours nous supposons que ;i est plus proche de O que Q; ce qui veut dire que la
relation (3,24) est toujours valide.

Ici

) b .
A eC, etQ. :WA €C,. Ce qui entraine que b >0

De méme

b A
A eCyetQ,=———eC; cequiantraineque b;>0
<AJ.,Aj >

de plus comme >0, la relation(3.24) devient: b, < -1 Dou ab, <b, (3.27)
(04

Dans ce cas montrons que ZCT; est inclu dans ZCTi;.
Soit X un élément quelconque de ZCTi,ona:

<Ai, X> < b,
Comme
x>0

on a:
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x<Aj, X> < b;

C’est-a-dire
<xAj, X> < b;
Or
oA = Aj,
D’ou
< Aj X> Za
etona :

<A, X> <b,

ce qui veut dire que X appartient egalement ZCT,.

Donc,
ZCT, c ZCTJ..

D’ou

ZCT, = ZCT,

Signifiant que dans ce cas, la contrainte ZCTjest redondante.

Lemme 3.09
SiAi € Co" donc Aj €Co".,ona:
LCT, nZCT, = ZCT,

La contrainte i est redondante.

Démonstration :
L )

Considérons la figure
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Figure 3.23 lllustration lemme 3.08

. AA _
CetQ=—""-¢C
Comme A €C, i <A'Aﬁ>e 0

entraine que
bi<0
La relation (3.24) devient donc:

_bj bj
-b<— = b>—=
a a
Montrons que ZCTjest inclus dans ZCT;.
Soit X un élément quelconque de ZCT;. On a:
<A, X ><b;

Comme «a>0 alors
1

—>0,
(04
etona:
b.
i<AJ.,X > < i.bj =1
a a a
d’ou
b.
<lAJ.,X > < 2L
a a
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Or

A =aA.
Donc
1
A==A.
o
ona alors:
b.
<A X> < 2
[04

Ce qui combiné avec (3.28), donne :
<A, X><Db
Signifiant que X appartient aussi appartienta ZCT;.On a donc :
ZCTjc ZCT,
D’ou:
ZCT, nZCT, = ZCT,.

La contrainte i est redondante.

Lemme 3.10
Si (Qi € Co) et (Qj € Co) et (Qi# Q) et (Aj=,Ai avec a<0) . Si

alors A€ Co*

Démonstration:

LJ

Illustrons le cas par la figure 3.24 suivante:
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Figure 3.24 : lllustration lemme 3.09

AeC, e Q __bA e C, entraine que bi>0
<A A>
. bA , .
AeCy et Q=— eC, entraine que bj<0
<AA>

Comme « < 0, la relation (3.24) devient :

b < —,
-
C’est-a-dire :
b.
b < -
a
Donc
Aj € Co"
.
Proposition 3.15

Soit Qi la projection de O sur ZCT;, et Q; celle de O sur ZCT; avec Q; plus proche de O que
Q. Si Aj et Aj sont tels que Aj = «Aj avec x<0 alors ZCT; et ZCT; sont des contraintes
incompatibles si Ai € Co.

Démonstration
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LJ

Montrons que ZCTjn ZCTi = @.

Soit X un élément quelcionque de ZCTj donc :
<Aj, X><bj

Comme x<0, on peut écrire :

b.
i<AJ.,X> > L
o a
C'est-a-dire
bj
<—Aj,X>2—
a a
Or
1 , j
—A=A dou <AX>—
a a

Finalementon a:

<A, X> >b
Signifiant que

X ¢ZCT, ou X e ZCT,

Donc
ZCT, < ZCT,
D’ou
ZCT, NZCT, = ZCT,NZCT, =0
Soit
ZCT, nZCT, =¢, le probleme n’a pas de solution.
Lemme 3.10

Si (Ai € Co") et (Aj € Co) et Qj=DbjAi € Co alors ZCTi N ZCT;#0

Démonstration :
&

Considérons la fugure 3.25 ci-dessous :
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Figure 3.25 : lllustration lemme 3.10

Ai € Co* donc Aj €Cy entraine que by ( 0
Deméme A €C; et Q,=bA eC; entraine que bj ) 0
Comme ( b, larelation (3.24) devient :

b2 or (-a))0

-

alors

(—er) (-1 )b,
C’est-a-dire

ab, ( b (3.29)
Montrons que Q; appartient aussi a ZCT;. Qi appartient a ZCT;, ou plus précisément a

HP (Ai,bi) donc :

(A.Q)=db
Ce qui entraine que :
a(A.0)=db
C’est-a-dire :
(aA, Q) =ab

128



comme

Aj =aA,
Donc
(ALQ)=ab,
ona:
(A€ )¢b,

signifiant que
Q; appartient aussi a ZCT;.
On peut donc écrire :

ZCTi NZCT;#@

3.5.2 Cas ou (£2€Cy) et (2Co) et (2= 42) et (Aj=gAi avec a>0)

Proposition 3.16
Ai € Co donc Aj eCo

Soit Qi la projection O sur la zone de contraintes technique ZCT; et Q; celle de O sur la zone

de contrainte technique ZCT;j, avec Q; et Q; confondus.

Si Aj et Aj sont tels que Aj =ah |, avec « )0, c’est adire que les vecteurs normaux des deux
hyperplans sont paréliéles alors :

ZCTi = ZCTj;.

Les deux zone de contraintes ne font qu’une. Ce qui correspond a un cas de redondance entre

les deux contraintes

Démonstration :
&

Nous pouvons traduire les hypothéses de la proposition 3.16 a travers la figure 3.26 ci-

dessous:
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/
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AN

Figure 3.26 : Illustration proposition 3.16
A €C, entraineque b )0,
A eC;, et Q = b A, eC_ entraine que h)O0.
] 0 i <A. A-> 0 J
1770

De plus Qi = Qj, ce qui donne :

bA _b A
(A.A)  a(A.A)
D’ou:
-0
o
Montrons que :
ZCTi = ZCTj;.

Soit X un élément de ZCT,;.

Ona:
(A X)<b

Comme «)0,0na:
a{A,X)<ab
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C’est-a-dire que :

(aA, X)<ab,
Or

aA =A etdapres (3.30),
Alors :

ab, =b,
D’ou

(A, X)<b;,
Signifiant que

X € ZCT,
Donc

ZCT, c ZCT,

Soit X un élément de ZCTj;,

ona:
(A X)<b,
Comme
a)0
ona:
1 b,
=(A,X)<-+.
(A X)<—
C’est-a-dire :
b.
<1Aj,x> < 4
o (04
Or
1
A\:_Aj
o

et d’apres (4.14), ontire:
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On peut donc écrire :
(A, X)<b signifiant que X appartient aussi & ZCT;.
Donc
ZCT, < ZCT,
En résumé, ona:
ZCT, < ZCT, et ZCT,  ZCT,

Ce qui veut dire que :
ZCTi = ZCTj

Proposition 3.17
Si Aie Co"et Aj€Co” tels Q, € C; et Q; € C; alors

ZCT; =ZCT;
Démonstration

&»

=

Considérons la figure

P - -

AN YN

Figure 3.27 : lllustration proposition 3.17

AcC: ot O =2A _cco

(A.A)
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entraine que :

De méme,

AeCy et 0= 20

Montrons que :
ZCTi = ZCTj

Soit X un élément de ZCT;,

Ona:
(A.X)<hb
On peut écrire :
b
(A, x)g;,
comme
)0,
Donc
a(A, X) Sbj.
C’est-a-dire :
(@A, X) <b,
soit
(Aj, X)< bj
Car
A =ah

ce qui veut dire que X appartient aussi & ZCT;.

D’ou
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ZCT, < ZCT;.

Soit X un élément de ZCTj;,

ona:
(AL X)<b

Or d’apres (4.14)

et comme a)0

on peut écrire :

D’ou

Ce qui veut dire que

(A, X)<b car A=A

Donc X est aussi un élément de ZCT;.
D’ou
ZCT, c ZCT,.
En résumé, ona:
ZCT, c ZCT, et ZCT, c ZCT,

Ce qui donne finalement :

ZCT, = ZCT,
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3.5.3 Casou (£2€Co) et (L2€Co) et (2= 43) et (Aji=qAi avec a<0)

Les deux propositions précédentes restent valables et peuvent s’illustrer a travers la figure

3.28:

— _ —

NS SN

Figure 3.28 : lllustration proposition 3.16 et proposition 3.17 cas ou a<0
3.6 Conclusion

A travers le chapitre 3, les cas réels de détection de redondances de contraintes de probléme
de PL sont abordes par la nouvelle théorie modélisation topo-géométrique MZ. L’étude de
possibilité de redondance entre deux contraintes quelconques générant les zones de
contraintes ZCTi et ZCTj respectivement délimités par les hyperplans H(Ai, bi) et H(A;, bj)
ont fait la premiere application du modele. Au terme de ce chapitre, 1’étude de cas de

parallélisme montre également la possibilité d’existence de redondance des contraintes.
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CHAPITRE 4
PSEUDO-PARALLELISME ENTRE DEUX ZONES DE
CONTRAINTES TECHNIQUES DANS Co*

4.1 Introduction

Au début du chapitre précédent, montrer que décrire et expliquer le systeme de contrainte

d’un probléme PPL revient a étudier les intersections entre m+1 objets :

- Les m objets ZCT;
- L’objet Co*

Et nous avons étudiés les m intersections ZCTiCo".

m
Dans le présent chapitre, nous allons laisser de coté Co* et considérer nZCTi, c'est-a-dire

i=1
I’intersection d’un nombre fini de région dans R». De fagons exhaustives, on pourrait
envisager d’étudier leurs intersections deux a deux, puis trois a trois, etc...Cependant nous
allons nous limiter a ’intersection deux a deux de ces objets, toujours dans le but de détecter

les redondances et les impossibilités éventuelle, objet de notre these.

: L . m.(m-1). .
Du point de vue combinatoire, on a donc a analyser Cni:%mtersectlons

ZCTinZCTjavecie[L,m], je[L,m]eti= j.

4.2 Pseudo-parallélisme entre deux zones de contraintes techniques

Cette section décrit le pseudo-parallélisme entre deux zones de contraintes techniques et
explique comment ce parallélisme peut dégénérer en une redondance ou une incompatibilité
entre les deux zones en question. Ces redondances et incompatibilités peuvent étre qualifiés
d’absolues en ce sens qu’elles ne dépendent pas des positions relatives des deux zones par

rapport a Co™.

Elles sont vraies dans R» notons de plus que le terme « parallélisme » décrit une situation
topo-géométrique : les frontiéres des deux zones étudiées sont paralléles dans le vrai sens
géométrique, et nous savons que, en conséquences elles ne se rencontrent jamais, c’est a dire
que leurs intersections sont vides.

Or, dans la pratique, nous ne nous intéressons pas a toutes les situations possibles et

improbables, c’est-a-dire a Rn, mais uniquement a celles qui sont au moins non-négatives,
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c’est a dire au moins Co*. La question suivante se pose alors : « est-ce que le parallélisme
topo-geomeétrique est la seule relation entre deux zones de contraintes techniques qui peuvent

engendrer un état de redondance ou d’incompatibilité ? »

Notre réponse a cette question est « NON », et ce chapitre a donc pour objectif de montrer
qu’il existe une autre relation, que nous appelons « pseudo parallélisme dans Co* » entre deux

zones de contraintes techniques qui peut engendrer le méme résultat que le vrai parallélisme.

Pour cela, au lieu d’étudier simplement ZCTi N ZCTj comme nous 1’avons fait dans le

chapitre précédent, nous allons nous focaliser sur 1’analyse de I’intersection entre

(ZCT, N C; )et(ZCT; NC;).Et il va de soi que nous nous intéressons qu’aux ZCT donc

I’intersection avec Co* est non vide.et nous avons dans le chapitre 3, en notant par Qi et Q;

les projections respectives de 1’origine O sur ZCTi et ZCT;j, on obtient les cas suivants :
- Qi et Q; se trouvent dans Co*.

- Qi et € se trouvent dans (ES \Cg)\{o}.

4.3 Pseudo-parallélisme dans Co*

Définition 4.01

Soit ZCT; et ZCTj deux ZCT dans un probléme de PL donng, de frontiéres respectives
HP( Ai,bi) et HP( Aj,bj).
On dit que ZCT; et ZCT; sont pseudo-paralléles dans Co* si :

(HP(A,b)NCy) (HP(A; b)) NCs ) =¢

Remarque

D’aprés cette définition, HP(Ai,bi) et HP(Aj,bj) ne sont pas nécessairement disjoint dans R".
Pour tout entier, ils ne le sont que dans Co*.

De cette définition, il est logique d’étudier en premier 1’objet HP(Ai,bi) N Co*, qui, comme

nous allons le voir dans le présent chapitre est un objet complexe.

Rappelons d’abord que :
c;=C(,u,U,,..,U,)

C’est a dire le cone de sommet O et de vecteurs Ug,..., Un.
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Et a partir de cette remarque, nous allons commencer par étudier 1’intersection d’un hyperplan

HP(Ai,bi) avec un axe de recherche R (O, Ux) ou R (O,-Uy), k € [1, n].

4.4 Intersection entre HP (A, bi) et R (O, Ux) ou R (O,-Ux)

Cette intersection a été étudiée en détails dans le chapitre 3 ou 1’axe de recherche est noté
R(Xo, V).

Notons par li, k ce point d’intersection, on a :
Xo=0etV=Uxou V =-Uk
Posons Ai = (aix) k€ [1,n]

<Ai, Xo>=<A;, 0>=0

{< Ai,V >=<Ai,U,>=a, ou
Ou ’

<ALV >=<Ai,-U >=-a,

4.4.1 Cas ou £2; se trouve dans Co* | {0}

Nous pouvons représenter cette situation a travers la figure 4.01 ci-dessous:

Pal

™~

\

A Tikc
/ / / / / K&@:Ai,bij

Figure 4.01 : Cas ou £2; se trouve dans Co" \ {0}

Danscecasona:
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-soit AjeCo’

-soit Ai€Co
4.4.1.1Casou A €Co"

Proposition 4.01

Si aix > 0, alors le point d’intersection entre HP (A, bi) et R (O, Ux) est défini par :
bi

=—U, (4.01)

Iik
' ai,k

Tandis que I’intersection entre HP (Aj, bi) et R (O,- Ux) n’existe pas

HP (Ai,b) NR(O,Ux) = @ (4.02)

Siaixk=0, alors

HP(A,b)"R(OU,)=¢
{HP(A,bi)mR(o,—uk)w

Démonstration :

&»

=

Comme Ai € Co*, ona O € ZCT;, la figure 4.02 ci-dessous illustre cette situation :

Figure 4.02 : lllustration de la proposition 4.01
Onadonc

<A, U> =aik >0 (4.03)
139



Et
<Aj,-Uk>=-3ixk <0

De plus comme

O € ZCTi
alors

<Ai, 0> < bj
soit

0 < b

Cherchons Ik et Ik’

Tels que :

Ik= HP (Ai, b)) N R(O,Ux) et "k = HP (Ai, bi) N R (0,-Uk)

Donc

i = Uy et | i =~ Uy

Comme Ik et I’k appartiennent a HP (A, bi)

ona:
<A lix> =bi et <A I =h
Soit
<A, U, >=h e <A -gU->=hb
D’ou

{a,a,=b et -a'\a,=h)

o, 20eta’, 20

D’aprés (4.04) bi > 0, les sous-cas suivants se présentent :

Comme aix > 0,

a; :;' et «f, n’existent pas

alors, le point d’intersection entre HP (Aj, bi) et R (O, Uk) a pour expression :
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bi
L, =—U
ik ai’k k

Tandis que I’intersection entre HP (Aj, bi)) et R (O,- Ux) estvide

HP (Ai,b) NR(O,Ux) = @
Si aixk= 0, on a une absurdité 0 = b; > 0, donc :

HP(A,b)"R(O,U,) =¢
{HP(A,bi)mR(O1_Uk):¢

4.4.1.2 Casou A €Cy’
Les points d’intersection de I’hyperplan H(A1, bi) avec les axes de recherche existent.

Notons les par ik et I, i.

Nous pouvons représenter graphiquement cette situation par la figure ci-apres:

ZICTi

>

.—"

/
/|
A

Figure 4.03 : Cas ou A; € Co*

Casou O ¢ ZCTi

Nous pouvons étabir la proposition suivante.

141




Proposition 4.02

Siaix< 0, alors

HP (A, b) NR(O,Ux) #0@ et HP (A, b)NR(O-Uy) =@

Etona:

Siaix= 0, alors

HP(A,b)NR(O,U,) =0
{HP(A,bi)m R(O,-U,)=6

Démonstration :
*
O¢ ZCT; signifie que :
<A, 0> > b
C’estadire 0 >bi ou bi< O

Les relations (4.05) deviennent alors :

. b, .
Siaik<O0, alors o, =— et a,  n’existepas

et ona:

Et
HP (Ai, b)) "R (O,-Ux) =0

Si aix=0 alors la relation (4.05) est une absurdité, donc

HP(A.B)"R(OU,) =2
{HP(A,bi)mR(O,—Uk)zg
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4.4.2 Cas ol 2 €(C / Co) / {0}

Cette situation est représentée par la figure ci-apres :

Figure 4.04 : lllustration de la proposition 4.02

4.4.2.1.Casou O €ZCT;

De la méme facon on a la proposition.

Proposition 4.03
Si aix< 0, alors
HP (Ai,b) NR(O,-Ux) #@® et HP(A,b)NR(O,Uk) =0
Etona:
bi

., =—U
ik k
ai,k

Si aix=0, alors

HP(A.b)NR(O,U,) =2
{HP(A,bi)mR(o, -U)=0

Démonstration :

&»

=

Considérons la figure 4.05 :
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HP (A1, bi)

\ v

Figure 4.05 : lllustration de la proposition 4.03
Dans ce cas <A;,0><b; c’estadirebj >0, donc
Comme <Ai-Ux> > 0 alors-aik >0,0u aixk <O (4.08)

Si aix <0 alors le point d’intersection entre HP (A, bi) et R (O,- Uk) existe et on a d’apreés
(4.05) :

c’est a dire

alors que
HP (Ai, bi))NR (0,-Ux) = @
Si a;, =0, I’absurdité des deux équations de (4.05) etablit:
HP (A, b)NR (O, Uk) = @

et HP (Aj, bi))NR (O,-Ux) = @

4422 Casou O &ZCT,;

Nous pouvons illustrer cette situation par la figure ci-apres :
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HP{ A, bi)

k J

Figure 4.06 : lllustration de la proposition 4.04

Proposition 4.04

Siaix> 0, alors le point d’intersection I’j, k entre HP (Aj, bi) et R (O, -Ux) existe eton a :

bi
" =—UuU
ik aiYk k

Tandis que :
HP (A, bi) N R (O, Ux)=0
Si aj k=0, alors

HP (Ai, bi)) "R (O, Ux)=0 et HP (A, bi) N R (O,- Uk)=0

Démonstration :

&»

=

Comme O ¢ ZCT;, danscecasona:
<Aj, 0> > bj
c’est a dire
bi<0 et <A;-U <0,
donc
-ai,k<0 ou ak=>0
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soit alors
bi<O et aixk>0

Si @ik >0, alors le point d’intersection I’ k entre HP (Aj, bi) et R (O,- Uk) existe d’apres
(4.05) etona:

Tandis que
HP (Ai,bi) N R (O, Ux)=0

Si aix=0, on al’absurdité des deux équations de la relation (4.05), alors :

HP (Ai, bi)) "R (O, Ux)=@ et HP (A, bi) NR (O,- Uk)=0

4.4.3 Casou £ =0

Cette situation est illustrée par le graphique 4.07 suivante :

HP (2, ki)

Figure 4.07 : lllustration de la proposition 4.05

146



Proposition 4.05
Supposons que Q i=0, nous avons les éventualités suivantes :
Si ajk # 0, alors
lik=Dik=0 (4.09)
Siai k=0, alors il existe une infinité de I; k et I’;, .

Doncona:

HP(A.b)NR(O,U, ) =R(0,U,)
HP(A,b)NR(0,-U,)=R(0,-U,)
Démonstration :
&
Siaix>0,

alors le point d’intersection I’i k entre HP (A, bi) et R (O, Ux) existe d’aprés (4.05)

etona:
Ilk :ﬂuk
a
Comme
Qi=0=<Aj 0>=h;
ona.:

li,k = 0 et donc I'i, k = 0 avec 1’axe de recherche R(O,-Ux)
Si ajk=0, alors

R (O, Uy) et R (O,- Uy) sont contenus dans HP (A, bi)

donc on a une infinité de solutions l; k et I’;, .

4.5 Résumes
De par ce que nous avons vu, on peut établir les concis suivants :

45.1 Résumé 1

» Cas ou Q se trouve dans Co*\ {0}
Casou A eCy=b )0 et a,k>0 (OZCT,)

Si ai k>0, alors
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L
' ai,k

et I, €9

Si ai, k=0, alors

Ii’ €D

| 'i’ €D

= CasouA eC; et ak <Oeth<0(0¢ZCT)

Si ajk<0,alors

Ly =—U, et Iy €
Si ai,k =0, alors

l,eD e 1, eD

» Casou Qsetrouve dans (Co"/ Co )\ {0 }

Cas ou O € ZCT;

Alors b )0 et a, <0
Si aik<0
b
Alors ., e donc ., =—U,
' ’ ai,k
Si aik=0

i, el et I, ed

= CasouO ¢ ZCT; c'est-a-dire bi<0 et ak >0

Si aik>0
Alors
I, €D et I =—U,

Si ai k=0, alors

€@ et 1, ed

CasouQi=0
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Si aik # 0, alors
Ii,k =1 'i,k =0

Si aj k=0, alors

HP(A,b)NR(0,U,)=R(O,U,)
HP(A,b)NR(0,-U,)=R(0,-U,)

Toutefois ces différents éléments peuvent étre encore synthétisés en un second résumé.

4.5.2 Résumé 2
Dans la pratique, les données immédiatement accessibles sont A et bj, ou plus précisément
ai,k, Ke[l;n] et les b

Il est donc logique de classifier tous ces cas en fonction de a;, « et bi.

= Casoubi >0 et axk>0

Le point d‘intersection I k de I’hyperplan HP (Ai, bi) et I’axe de recherche R (O, Ux) est

défini par :

b
., =—U
ik ai’k k

= Casou bi<O0 et a k<O

Le point d‘intersection I k de I’hyperplan HP (Ai, bi) et ’axe de recherche R (O, Ux) est
défini par :

= Casou hi<0O et ax>0

Le point d‘intersection Ii, k de ’hyperplan HP (Aj, b;) et ’axe de recherche R(O, Ux) est défini
par :

D’ou la proposition suivante :
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Proposition 4.06
Soit I; k ’intersection de HP (Aj, bj) avec R (O, Ux) et I, k son intersection avec R (O,-Uy).

e Si bj et a,« sontnon nulsetde méme signe, alors:
b.
Ii,k :_IUk
ai,k
e Si bi et ajx sontnon nulsetde signe contraire, alors :
b

1" =—U
ik k
a;

e Sibi=0 et aix* 0, alors

e Sibi=0 et ajk=0,alors

R(O,U,)c HP(A, b))
{R(O,—UK)CHP(A, b)

e Sibi#0 et aj k=0, alors

HP(A.b)NR(O,U,) =L
HP(A,b)NR(O,-U,) =0

Comme nous le verrons dans les sections qui vont suivre, les points I; x et I’i x jouent un role

tres important dans 1’analyse des pseudo-parallélismes entre zones de contraintes techniques.

Proposition 4.07
Notons par Yi 1’ensemble de tous les points d’intersection Ij k et I’i k de ’hyperplan
HP (Ai, bi) respectivement avec les axes de recherche R (O, Uk) et R (O,-Ux) pour une
ressource i donnée, c'est-a-dire & ZCT;.
Ona:
Card (Y;)<n
Démonstration :
»
D’apres la proposition 4.06, pour chaque dimension k associee a 1’axe de recherche R(O, Uy)

on a les possibilités suivantes :
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- Soit |, existe.
- Soit |, existe.

-Soitni I ni |\ n’existent.

Cela signifie que pour chaque dimension k, on a au plus une intersection avec 1’axe (O, Ux).

Et il se peut que cette intersection n’existe pas.

Notons donc par nk le nombre d’intersection avec 1’axe de recherche R (O, Uk),ona:

0<n <1

Ce qui donne :

=0< Card (Y.) <n
¢

En notant respectivement par Ji et J’i, le nombre de point d’intersection avec les axes de
recherche R (O, Uk) et R (O,- Uk), on a le corollaire suivant :
Corollaire 4.01
O<card(J;)+card(J)<n
Démonstration :

LJ

En notant respectivement par nk et n’x le nombre de points d’intersection de HP(Ai, bj)

avec les axes de recherche R (O, Ux) et R (O,- Uk), on a I’inégalité suivante :

Donc
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En résumé a chaque ressource i peut correspondre au plus n points d’intersection Ii, k ou I’j k

avec les n axes dimensionnels.

Par la suite, nous allons discerner, pour chaque ressource donnée i, les conditions de pseudo-

parallélisme avec les autres ressources j.
4.6 Pseudo- parallélisme pour une contrainte donnée « i »

Du point de vue topo-géométrique, la frontiere HP (A, bi) de la zone de contrainte ZCT; peut

étre placé dans I’espace R" de différentes facons suivantes :

4.6.1 Disposition de HP (Aj, bi) de ZCT;

Nous pouvons voir les sous-cas
4.6.1.1 HP (A, bi) de ZCT; estdans C,

Représentons graphiquement cette situation a tavers la figure 4.08 suivante :

K1
\ Co-
li,k
_ﬂ: . :
Uk |0 Uk \HP{Ai,bi} k

Figure 4.08 : HP (Ai,bi) de ZCT,iest dans Co*
C’est le cas ot Card(J;)=n,
C’est-a-dire i,k existe pour un k donné,

Donc

Card(Ji) =&
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4.6.1.2 H (A, bi) est paralléle aux axes de recherche R (O, Uy) et R (O,-Uy)

La figure 4.09 illustre ce cas :

k.l'

Lo

HP(4.5)

U | ou HP(45)

k

Figure 4.09 : H (Ai, bi) est paralléle aux axes de recherche R (O, Uk) et R (O,-UK)
Cestlecasou I, €t | n’existent pas pour un k donné.

4.6.1.3 La projection € ;de O sur H (A, bi) est 0

Cette situation est représentée par la figure suivante :

Co”

-Uk k

Figure 4.10 : projection Qide O sur H (A, b)) =0

Cestlecasou I, =1 Ii,k =0 pour un k donné.
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4.6.1.4 HP (A, b) de ZCTiestdans Co \ C,

Illustrons la disposition de I’hyperplan HP(Ai,bi) a travers et son intersection avec les axes

de recherches R(O,UK) par la figure 4.11 ci-apres

HP(A4.b )

Uk k

Figure 4.11 : HP( A;,bi) de ZCT; est dans Co\Cy
C’estle cas ot Card(J')=n
c’est-a-dire
I’i, k existe pour un k donné
Donc
Card (Ji) = ®.

Pour chacune de ces quatres entrées du zone de contrainte technique ZCT;, nous allons

décrire les zones de contraintes techniques ZCT; qui lui sont pseudo-paralléles.

Considérons dans ce cas les possibiltés d’intersections de 1’hyperplan HP(A;, bi) frontiere de

la zone de contrainte technique avec I’axe de recherche R(O, Uy).
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4.6.2 Cas ou HP(A,, bj) intersecte tous les R (O, Ux)

Reprenons la figure qui illustre cette situation,

K

AN

[ li,k k

\H.E{Ai,bi}

Figure 4.12 : HP(A;, b)) intersecte tous les R (O, Uy)

Dans ce cas, il existe deux types de ZCT; qui sont pseudo- paralleles a ZCT; :

- Celles qui sont plus proches de O que ZCT..
- Celles qui sont plus éloignés O que ZCT; .

Définition 4.02

On dit que la contrainte ZCT; associé a I’hyperplan HP(Aj, bj) est plus proche de O que la
contrainte ZCT; associé¢ a I’hyperplan H(Ai, bi) si la projection Q; de O sur ZCT; est plus
proche de O que la projection de Q; de O sur ZCTi.

Nous allons développer le cas le plus proche de O.
4.6.3 Pseudo-parallélisme entre ZCT; et ZCT; plus proche de O

Dans ce cas, on a les lemmes suivants :

Lemme 4.01

HP(A,b)nCo" =conv(J;)
HP(AJ.,bJ.)mCo+ =conv(Jj)
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conv(J) et conv (Ji)) étant respectivement la partie convexe de I’ensemble (Ji)

I’ensemble (Jj).

Démonstration :

&»

=

Il suffit de démontrer 1’égalité pour le cas de i.
Soit X un élément de HP(A,b )~ Co” X eCo",

X est de la forme :

n
X=>xU, avec x non-négative
k=1

Or pour chaque k €[1,n] on a d’aprés (4.03) :

|ik=iuk avec i>0
Y ai,k ai,k
On déduit que :
g,
U, =b_'kllk

Posons

Comme X, et % sont >0 alors & 20

Nous pouvons alors détailler les calculs en évaluant la valeur des sommes des coefficients.

Pour touti=1,2,...,n.

n
Calculons Y

k=1
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k=1 k=1 ]
1 n
=b—| ; X &
1
_b_iM'X)
Or
XeHP(A,b,)
D’ou
(A X)=h
Et on tire :

k=1
En résumé,
n n
X=) ol avec Zai,k =1
k=1 k=1
signifiant que :
X econv(J;)

Reéciproquement,

Soit X econv(J;), Xestde laforme:

n
X = Zakli,k
k=L

Avec a >0 et Do =1
k=1
Orona:
b
I, =—U, Vke[l,n]
ai,k
avec i >0
a'i,k
D’ou
n b
X=> o —U, (4.10)
P
Posons
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=Db, i a,
k=1

Or d’aprés (4.09)
Zak =1,
k=1
Ce qui donne :
(A.X)=b,,
Ce qui signifie
X e HP(A,b )
De plus
a, >0 et b >0
ai,k
dou x>0
Donc
bi
X, =a,— et X eCo"
ai,k

Plus précisément :
X e HP(A,bi)mCO+

Et on a finalement :
conv(J;) = HP(A,b)nC,*

Ce qui démontre que :

HP(A,b)NC," =conv(J,).
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Théoreme 4.01

Si tous les Ij « existent et que pour tout Kk, lj x est plus proche de O que I;, k, alors ZCT; et
ZCT; sont pseudo-parallele dans Co".

Démonstration

®
Illustrons ce cas par la figure 4.13:

o \Q:\H. w o

HP[ 4] b)) HP{ A bi)

Figure 4.13 : lllustration du théoréme 4.01

Dans cette situation on a :
HP(A,b)NC," =conv(J;) et HP(Aj,bj)mC0+=conv(Jj)

Supposons qu’il existe un point
X =(x), ke[Ln] telque:

X €(HP(A.b)NC, )~ (HP(A.b ) C,")
c’est-a-dire

X econv(J;) et X econv(J;)
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Onaalors:

szlxj’klj’k avec X, =0 et kzllxj’k:1

Comme pour toutk € [1;n],ona:

et

n b.
X =>%,— U,
P T

n bj
X =>x,—U,
k=1 aj,k

(4.11)

(4.12)

Comme (Uk), k e[L‘ n] est la base canonique de Rn , on a par identification des

différentes composantes que :

Pour tout k [1; n], ona:

b,
Xy —=Xi, —
ik
a;

Comme lj,« est supposé plus proche de O que i, .

Ce qui veut dire que

o} _
—LU, est plusprochede O que iUk

ik ik

Donc
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b b

—L <= pouttout ke [Ln]
aj,k a'i,k
Comme
X, >0 pour tout ke[Ln],
ona:
b, b,
Xl,k — < XI k
ai,j k
D’ou, d’aprés (4.13),
bJ bJ
X, —— < X, ——
k P j.k aj‘k

Et on déduit que :

X, <X; pourtout ke [1n]

Soit, en sommant a gauche et a droite

in,k < ij,k

n n
k=1 k=1

Et finalement d’aprés (4.11) et (4.12) on a :

1<1

Ce qui est absurde.

Aucun X n’appartienne a conv(Ji) N conv(Jj)

Ce qui démontre :

J/

conv(J;)nconv(J;)
Engendrant que :
(HP(A.b)NCy ) (HP(A b)) C," )= &

C’est-a-dire les deux zones de contraintes techniques ZCT; et ZCT; sont pseudo-paralléles.
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4.6.4 Pseudo-parallélisme entre ZCT; et ZCT; plus éloignes de O

Aprés avoir étudié le pseudo-parallelisme des zones de contraintes plus proche de O, nous
allons maintenant analyser le comportement du pseudo-parallélisme pour les contraintes les

plus éloignées de O. Nous avons le théoreme suivant :

Théoréme 4.02
Si tous les I,k existent et que pour tout Kk, 1jx est plus éloignés de O que I« alors la

zone de contrainte ZCT; délimité par I’hyperplan H(Ai, bi) et la zone de contrainte ZCT;
délimité par I’hyperplan H(Aj, bj) sont pseudo-paralléle dans Co".

Démonstration :
L J
Ce cas est identique au cas précedent on intervertissant le role de i et celui de j et s’illustre

par la figure ci-apres :

K

N

o] \Q\I{ \%ﬂ 4

HE{ A, b)) HE{ Adbi)

Figure 4.14 : lllustration du théoréme 4.02
Dans cette situation ona:
HP(A.b)nCo" =conv(J;) et HP(A;b;)nCo" =conv(J;)
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Supposons qu’il existe un point
X=(x), ke[Ln] telque X e(HP(Aj,bj)mCo*)m(HP(A,bi)mCo*)
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C’est-a-dire

Xeconv(Jj) et X econv(J;)

Onaalors:
n n
X =YXl avec X, =0 et D, =1
k=1 k=L
Et
X=>x%,1l, avec x,>0 et > X%, =1
k=1 k=1
Comme
b; b.
I =—U, et l,, =——U, pourtoutk,
aj,k ik
On aalors:
n bj n bi
X=>x,—U, e X=>x, —U
PEER - k=1 a;

Comme(U,) ke[Ln] est la base canoniquede R",ona

Pour tout k e[1,n] :

Xy —— = X, ——
jk ik
a &

Or li k estsupposé plus proche de O que Ij «.

Signifie que :
b, b;
—U, est plusprochede Oque ——U,
& a;
Donc
b.
b <—— pouttout ke [1Ln]
ai,k aj,k
Comme

X;, >0 pour toutke[ln],

Ona:
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D’ou, d’aprés (4.16),

b; b
Xip — < X, ——
j.k ik
ik a;x
Donc
X, <%, pourtout ke [1n]
Soit
n n
i < D Xk
k=1 k=1

Et finalement d’apres (4.14) et (4.15) on a :
1<1

Ce qui est absurde
Ce qui démontre

conv(J;)nconv(J;) =4
Signifiant que

HP(A;,b; )~ (Co" )~ (HP(A,b )N (Co') =2
C’est-a-dire que

Les deux zones de contraintes techniques ZCT; et ZCT; sont pseudo-paralleles

Corollaire 4.02

Si tous les I, k existent sauf pour un ko €[1;n] et que aucun I’j k n’existe. Si pour les Ij k
qui existent, 1« est plus éloigné de O que I;, « alors ZCT; et ZCT; sont pseudo-parallele
dans Co".

Démonstration :

»
On peut illustrer ce cas par la figure ci-apres :
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K.l

i, Mg

P&, BI1, kg

Figure 4.15 : lllustration du corollaire 4.02

On sait que si Ij ko existe alors :

bi

Ij,kO = a Uo = & ko U

i.ko
En posant

bj

;g =

j, kO

a; ko

li ko n’existe pas signifie que:

a ;.o —0 engardant le meme signe car | jk n’existe pas

donc

Ao =+

Or
ljk est plus éloigne I,

C’est-a-dire :

165



ik > lik
Cette inégalité reste vraiesi a ;,, >0 c'est—-a dire «;,, —>+x

Donc pour tout k, on a:

lj,x estpluséloigné que i«

D’aprés le theoreme 4.02, on a la zone de contrainte ZCT; pseudo-paralléle a la zone de

contrainte ZCT;.

Corollaire 4.03

S’il n’existe aucun I’j k et sipour chaque ljx quiexiste, lj« estpluséloignéde O que

lix alors ZCT; et ZCT; sont pseudo-parallele dans Co*.

Démonstration :

&»

=

Ce cas est une extension du corollaire 4.02. Au lieu d’avoir un seul ko, ona ki, ko, ks, ...,

kr avec r<n telsque D’jk1, I’jx2, I’jks, ..., I kr n’existent pas.

N

N

o] \%ﬂl w 4

HP({Aj,bj) HP(Ai,bi)

Figure 4.16 : lllustration du corollaire 4.03
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4.6.5 Cas ol HP (A, bi)[intersecte R (O, Uk1), R(O, Uka),..., R(O, Ukn) et pour les autres k

On peut illustrer cette situation par la figure ci-dessous :

ke KVZ
HiplAibi

Ul T,

Figure 4.17 : HP (A;, by) intersecte R(O, Uk1), R(O, Ukz), ..., R(O, Ukn) et pour les autres k

C’estlecasou bi#0 et qu’il existe certains k pour lesquels ajx =0

On a donc

870 8,70, ..., 8, %0
Pour tous les autres Kk,

&y = 0
Notons

KNZ, ={ k/1<k<net a, >0} et  KZ={k/1l<k<n et a, =0}

Ona:
KNZ UKZ = [1, n]

Remarquons d’abord que
KNZi=¢ equivaudrait a Ai=0
Ce qui est impossible.

Donc on a toujours : KNZ; #0
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De plus comme |; k existe pour tout ke KNZj, aikxhi >0

Rappelons que
lix=aikUk V ke KNZ

Comme pour le cas précédent, il existe deux types de zone de contrainte ZCT; qui sont

pseudo-paralléle avec la zone de contrainte ZCTi:

Celles qui sont plus proches de O que ZCTi.
Celles qui sont plus éloignés de O que ZCT..

Proposition 4.08
Si pour tout k e KNZij, |« existe et que lj k est plus proche de O que I «.

Si pour certains k € KZi, lix existe et pourtouslesautresni Ik ni D’jk n’existe.

Alors les deux zones de contraintes ZCT; et ZCT; sont pseudo-parallele dans Co*.

Démonstration :

&»

=

Nous pouvons illustrer ce cas par la figure 4.18 :

Hio(ALbi)

-Uk | Uk

Figure 4.18 : lllustration de la proposition 4.08

Procédons par récurrence :
Pour un seul ki, la proposition est vraie d’aprés le corollaire 4.01.

Supposons que la propriété est vraie jusqu’ au rang r, plus precisément pour les ki, ko, ..., kr,
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En passant au supérieur et en utilisant le corrolaire 4.03, nous démontrons la proposition 4.08.

Proposition 4.09

* Si pour tout k e KNZ |;, existe que |;, est plus éloigné de O que ;.

e Si pour certains k € KZ I'j,kexiste et que pour tous les autres k € KNZ, ni
I, Nil'j, nexiste
Alors les deux zones de contraintes ZCT; et ZCT; sont pseudo-paralléle dans Co.

ke KNZ HP(A,.b)

p HAA.D)

-Uk Uk KeERZ

Figure 4.19 : lllustration de la proposition 4.09

Démonstration :
»
La démonstration de la proposition 4.09, nécessite la considération de plusieurs cas et sous-

cas qu’on développera tous.

Cas ou HP(Ai, bi) contient O et Ai € Co"\Co
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HialAi,

Ai

Figure 4.20 : HP (A, b)) contient Oet Ai ¢ Co"\Co
Posons A =(a, )k=1,...n

C’est le cas ou

° b—ZO

tha'ikzo
3 deskou a, >0
Jk telque a, <0

Posons

Ona
K+uK‘:[Ln]

Dans ce cas, il existe 3 situations ou la zone de containte ZCT; est pseudo-parallele a la zone
de contrainte ZCT;.

[llustrons d’abord 1’une des situations par la figure ci-apres
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‘HP("‘I:EJL]

Co”

Figure 4.21 : ZCT; est pseudo-paralléle & la zone ZCT;.

Nous pouvons deduire les éventualités qui conduisent au pseudo-parallelisime des deux zones
de contraintes:

e Si AeCS\C

K* (i) =K (J)

K™(i) =K~ (i)

max {HOI JkH} < min+{ Ol Lk”}

keK_(j) keK+(i)

Alors les deux zones de contraintes ZCT; et ZCT; sont pseudo-paralléle dans Co* car elles

se rencontrent seulement dansC_ .

e Si bj >0 et si {

e Si

La figure 4.22 permet d’agrémenter cette condition.

Nous pouvons voir facilement a travers ce cas la signification du pseudo-parallelisme de
deux zones de contraintes délimitées par les deux hyperplans.
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HP[R“{:W'&:'\]

HP(A.b)

i

Figure 4.22 : [llustration de [’intersection des zones de contraintes dans Co

Nous pouvons par ailleurs observer le cas ou I’une des deux zones de contraintes passe par

’origine. Donc,
o Sj bj =0
o SiA#A
e Si A eCo"\Co

On peut dans cette situation parler également que les deux zones de contraintes ZCT; et ZCT;
sont pseudo-paralléles dans Co*. En effet,

Si A, € Co"\Co™, on peut considérer les cas suivants :

e Sj bj<0

Les deux zones de contraintes ZCT;j et ZCT; ne peuvent étre que pseudo-parallele dans Co.
Considérons maintenant le cas ou k € Ki.
Nous pouvons obtenir la figure 4.23 :
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K2

Figure 4.23 : lllustration de la proposition 4.12

Donc, on peut établir que :
(a, b, >0 pour k e K(i,1))et (a,.bi <0 pourk € K (i,2))

Pareillement, si les conditions ci-apres sont vérifiées, nous pouvons avancé une situation de
pseudo-parallélisme entre les deux zones de contraintes délimitées respectivement par les
hyperplans HP(Ai, bi) et HP( Aj, bj).

SﬂKU@zK@Q
K(j,2)=K(i,2)
0 vk o |2

Donc les deux zones de contraintes ZCT; et ZCT; sont pseudo-paralléle dans Co".
Par ailleurs, si les égalités suivantes sont établies, ¢’est-a-dire
Si K(j,l) = K(i,l) et K(j,2) = K(i,2) et si V(ki, kz) € K(i,l).K(i,Z),

ona:

ol
OHJ

1
p“d

>
\mm\
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Nous pouvons parler également de pseudo-parallélisme des zones de contraintes ZCT; et
ZCT; dans Co". Ces différents résultats découlent immédiatement du théoreme de Thalles et

de la propriété de la réduction des angles.correspondants.

4.7 Conclusion

Aprés avoir identifié, analysé les cas de contraintes purement redondantes c’est-a dire le cas
ou les hyperplans sont paralléeles au sens géométrique du terme dans le chapitre 3, nous avons
développé dans ce chapitre 4 d’autres possibilités de redondances mais qui ne vérifient pas

pour autant les propriétés géométriques. En effet, ces dernieres peuvent bien se rencontrer en
dehors du cone de non-negativité C; définis par les différents hyperplans génerés par le

modele de programmation linéaire. De telles contraintes sont dénommées contraintes pseudo-
paralléles. Nombreux sont les cas de pseudo-parallélisme dans 1’espace a n dimensions. Nous
avons uniquement abordé les cas les plus usités. Les autres cas peuvent étre analysés dans la

production de publications ou articles en postdoctoral.

Le chapitre 4 a permis de voir de facon explicite les contraintes pseudo-paralléles. Ces
situations ont été éclairées par différentes représentations graphiques dans ce chapitre. Etant
donné les difficultés voire 1I’impossibilité de tracer ces figures & n dimensions, nous avons
retenu une face du céne des zones de solutions acceptables. Dans ce cas la représentation dans
le plan formé les axes de recherche (O, Uk) et (O, Ux’) nous a permis de mener a bien les

démarches, proposition ou théoréeme d’identification des contraintes pseudo-paralléle.

L’objet de la thése a été donc abordé a travers les chapitre 3 et chapitre 4, nous allons dans le
chapitre 5 suivant établir la simulation de ce modele MZ topo-géométrique a travers des
hyperplans de dimensions assez faibles qu’on augmentera petit a petit pour voir I’efficacité et
I’efficience d’un tel modele par rapport aux autres de techniques de recherche redondantes.
Rappelons que la plupart des recherches de contraintes trouvés par les chevronnés dans ce

domaine utilise dans la plupart des temps la théorie de points intérieurs de Karmarkar.
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CHAPITRE 5
APPLICATIONS SUR LA DETECTION DES
CONTRAINTES REDONDANTES

Dans ce chapitre, nous appliquons toutes les méthodes connues dans 1’état de 1’art du chapitre

I, ainsi que les méthodes que nous proposons dans cette these : la méthode géométrique et

topo géomeétrique.

Pour chaque méthode, un algorithme est avancé et est appliqué sur un exemple. Le calcul de

complexité classique permet de voir I’efficacité de chaque algorithme.

5.1 Meéthode des limites

Dans cette méthode, nous considérons d’abord les cas ou toutes les contraintes sont de type
< avec des seconds membres strictement positifs. Les coefficients sont de signe quelconque

et les variables de décision sont bornées.

Les cas ou au moins une variable n’est pas bornée, la méthode géométrique permet de

trouver une majoration qui est peut étre éventuellement +oo.

Si les bornes supérieures des variables ne sont pas données, on peut les déterminer a partir
d’une méthode géométrique en considérant le fait que sur leurs demi axes positifs, on

compare les bornes supérieurs des contraintes.

Pour les contraintes de type “>", on exploite les mémes déterminations des bornes mais la
comparaison est dans 1’autre sens. Il en est de méme pour une situation post optimale ou les

seconds membres sont modifiés.

Dans I’algorithme La matrice réduite Al est décomposeé de deux matrices de méme

dimension. Cette technique permet de calculer plus rapidement les bornes.
5.1.1 Algorithme METHODE DES LIMITES

Entrée: matrice A d’ordre mxn des coefficients des premiers membres des contraintes et le

vecteur b des seconds membres des contraintes.

Sortie: réduction de la matrice A en matrice Al
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Debut algo

1- Construire les vecteurs u bornes supérieures des variables et | bornes inférieures des
variables.

2- Construire les matrices A~ issue de A dont les termes positifs sont remplacés par 0 et A*
issue de A dont les termes négatifs sont remplacéss par 0.

Osial, >0 : : o
2.1 al; = {1 S.' ! et de la matrice A ~obtenue par produit terme a Al
sitnon.

Osial, <0

L et de la matrice A " obtenue par produit terme a A1*
stnon.

2.2 a1;={

3- Calculer les minimums L et maximums U; des contraintes par les formules :

U, :Zag.uﬁZai}.Ij

jin jin

L=>a;.l,+> a.u;

jin jin

4-Tester pour chaque contrainte Ui — b;.
4.1 Si Ui— bi<0, la contrainte i est redondante.

4.2 Sinon, il n’y a pas de redondance.

Fin algorithme

Exemple 5.01

Considerons le PPL :

maxZ = X, + X, + 2X; + 2X, +X; + X,
X, — 2%, + 2%, + X, + 2% + X <12
—=2X%, +3X, +2X; — X, +3X; + 2%, <10
2X, — X, + X3 +3X, — 2%, + X, <10
2X +2X, — X3 + X, + 3%, + 2%, <15
3%, +2X, + 2%, +3X, + 3%, + 2%, <10
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1<x, <
Avec *
1< <

0<x <

Saisie des données

Saisie des bornes

et u=

N P NN DN P

o o P P O o

Decomposition de Aen A* et A°

1
0
A= 2
2
3

Determination des bornes

12
10
et b=10
15
10

177



102 12 1) 0-2 0 00 0% 110
032032;—200—100516
U:201301.2+0—10 0—20.1=12
2 20 132 0 0-1 00O 14
3 2 2 33 2| 0 0 00 0 o (2
2 0
102 121 0-2 0 00 0[] (=
03203zf —200—1002—2
L=2 01 3 01| +/0-10 0-201|_|=0
220132(1) 00—100012—1
3 2 2 332 0 0 00O0°O 5
0 2
Comparaison des valeurs pour le test de redondance
En comparant
10 12
16 10
U =[12 | avec b=|10 [, on peut deduire que la premiere et la quatrieme
14 15
22 10

contraintes sont redondantes.

Dans cet exemple, si la premiére et la quatriéme contrainte sont de type >, elles ne sont pas

redondantes.

Dans une situation ou les seconds membres sont modifiés, la comparaison est immédiate.
Cette méthode est beaucoup plus complexe pour un PPL a variables entiéres voire

inapplicable.
5.1.2 Complexité

La complexité de I’algorithme est calculée sur les tests de comparaison des termes des
matrices.

- La saisie des matrices est un O (n.m)

- Le test des termes est un O (n.m)

- Les calculs des Liet Uisont des O(n)

- le test de redondance est O(1)
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Et finalement 1’algorithme est un O (n.m), ce qui est raisonnable. Si n = 100 et m = 100,

’ordre de calcul est entre 10% et 10°.

Si les bornes des variables ne sont pas données, leurs détermination a partir de la méthode
géométrique entrainent des calculs supplémentaires mais de I’ordre pratiquement constant et

est négligeable par rapport aux calculs matriciels.

5.2 Méthode de programmation lineaire

L’algorithme de résolution de PPL est appliqué aprés transformation de la forme canonique

en forme standard.
Le PPL a variables entiéres est résolu
5.2.1 Algorithme

5.2.1.1 Resolution d’un PL

Entrée: A la disposition matricielle de la forme standard. B la premiére base.
Sortie: valeurs des variables de décision

Début algorithme

Détecter le colt marginal le plus grand négatif pour la variable entrante :

k=argmin [amj <0, 1 <j <n]

Détecter le plus petit quotient caractéristique pour la variable sortante :
| = argmin| - >0,1<i<n
ij
Construire la nouvelle base B en remplagant la colonne de la variable sortante par
la colonne de la variable entrante.
Calculer le produit matriciel entre I’inverse de la base et la matrice principale des
contraintes : A=B LA,

Tester s’il y a de colt marginal négatif,
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Si oui, revenir a 2.
Sinon, déduire la solution.

Fin algorithme

5.2.1.2 Méthode PI

Entree :A la disposition matricielle de la forme standard

Sortie : Al la matrice réduite.

Début algorithme

Appliquer le programme résolution PL a A.
Pour i =1 : m =, supprimer la i-eme contrainte pour avoir la matrice Az
Appliquer le programme résolution PL & A1.

Si la solution est la méme, la i-eme contrainte est redondante, on garde Az

et on continue pour les autres contraintes.
Sinon on continue pour les autres contraintes.
Fin pour

Fin algorithme

Exemple 5.02
Considérons le PPL :
maxZ = X, + X, + 2%+ 2X, +X; + X,
X, +2X, + 2% + X, + 2% + %X, <10
2% +3X, + 2% + X, + 3%, + 2%, <10
2%, + X, + X, +3X, — 2%, + X, <10

2%, +2X, + X; + X, + 3% +2X, <10
3%, 42X, + 2X; +3X, + 3%, + 2%, <10

avec Xi,X2,X3,X4,Xs5,X6=> 0
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La forme standard est :

MaxZ =X, + X, + 2X; + 2%, + Xs + X,

X, +2X, + 2% + X, + 2% + X, +¢ =10
2%, 43X, + 2%, + X, + 3%, + 2%, +¢e, =10
2%+ X, + X5 +3X, — 2% + X, + €, =10
2X +2X, + X3 + X, + 3%, + 2%, +e, =10
3X, + 2%, + 2%, +3X, +3X, + 2%, + €, =10
X1, x2, x3, x4, x5, x6,¢€,,e,,8,,e,,6; =0

€1, €2, €3, €4 et es sont les variables d’écart caractéristiques respectives des contraintes et

la premiére solution est :

X1=X2=X3=Xa=X5=X=0 avec e1=ex=es=es=¢es5=10.

La disposition matricielle du probléme PPL est :

1 2 2 1 2 1 10 0 0 0 0 10]

2 3 2 1 3 2 01 0 0 O 0 10

Az 2 1 1 3 2 1 00 1 0 O 0 10
2 2 1 1 3 2 00 0 1 0 0 10

3 2 2 3 3 2 00 0 O 1 0 10

-1 -1 -2 -2 -2 -1 00 0 0O 0 0 O]

Ou la derniere ligne est la ligne des colts marginaux.

La premiére base est constituée des vecteurs colonnes e1, €2 ,€3, s, eset Z :

© O R O o o
m kr O O o o
P O o o o o

O O O 0o o b+
o o o o+ O
o o o r O O

Dans un probleme de maximisation, un colt marginal négatif indique une variable entrante
dans la base. La colonne x; par exemple.
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Les quotients caracteristiques sont calculés par des divisions terme a terme de la derniere

colonne Q des quantités 3 et de la colonne des variables entrante.

qc =

Le plus petit qc strictement positif indique la variable sortante soit es :

O O © 0o o -
o o o o+ ©
o O o+ © o
O O R O o o

W NNy e
P O o o o ©

La nouvelle matrice est obtenue par:
BLA.

Le tableau donnant la solution optimale est :

Tableau 5.01 : Tableau optimal

Ase Xt | X2 | X3 | X4 | Xs | Xe | €1 € | €3 |es |65 Z | Q

X2 -05/1/1|-05/05{0|1 /0|0 0]-05/0]5
€2 -1 10 -2 0O 0j0j1]0]0 -1 0 O
X3 05 0/ 0|15 05, 000|120 |-05/0]5
Xa -15/1 /025050100 1 -15/0]5

X1 |2 [0, 02 11110001 0 O

Z |0 |1 0/-1 110100 0/O0 11|10

3, seconds membres des contraintes
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Considérons maintenant le systeme ou on a enleve la premiere contrainte :

2 3 2 1 3 2 01 0 0 0 0 10]
2 11 3 2 1 00 1 0 0 010
A=l 2 2 1 1 3 2 00 0 1 0 0 10
3 2 2 3 3 2 00 0 0 1 0 10
1 -1 -2 -2 -2 -1 00 0 0 0 0 0]

Le tableau donnant la solution optimale est :

Tableau 5.02 : Tableau optimal aprés transformation

Base | X1 | X2 | X3 | Xa | Xs | Xe | €2 |e3|es|es|Z | Q
X3 0 25 1 15 15/ 115/ 0 00 1 5
X4 0 05 0]05/05/0/05]1]0 1 0 5
€4 0 15 0 15 15/ 1 05 01 1 0 5
X1 1 -1]0/2 o|/o0|-1/0|0 12]0]O0
Zi 0 6 00 51,5 6 0 7 110

On remarque que le profit maximum est le méme. On peut dire que la premiere contrainte est
redondante.

Dans cet exemple, il y a dégénérescence : en continuant le traitement, le profit diminue et

le tableau n’est pas optimal.

Dans la suite, il est plus intéressant d’étudier la méthode déterministe basée toujours sur la

méthode classique du simplexe.

5.2.2 Complexité

Dans un PPL,
max ¢'.X
sous les contraintes
AX<b
AeR™ " be(RM+ceR" Xe(RM*
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on ajoute m-variables d’écart dans sa forme standard.

maxc'.X
AX+1_E=b

* . L, . m+n
Ee R™ S’iln’y pas de dégénéréscence, dans le pire des cas, on a ( jrecherches de
m

pivots : le nombre de bases possibles.

Pour chaque pivot, la transformation est de I’ordre O(m). le nombre d’opération est donc
del’ordrede (m+n)(m+n—1)...(m+ 1) donc de I’ordre de m".

Au pire des «cas, la résolution dune PPL est de [Il’ordre exponentiel.

Si n=m =100, la complexité est de 100 1% ce qui est impossible a réaliser.

5.3 Methode deterministe: Algorithme

Entrée : matrice A.

Sortie :

Début algorithme

1. Saisie de la matrice principale des contraintes.

2. Détermination de la variable entrante
2.1 Calcul des codts réduits
2.2 Test des codts réduits
3. Détermination de la variable sortante
3.1 Calcul des quotients caractéristiques
3.2 Test des quotients caractéristiques
4. Réduction de la matrice principale des contraintes.
5.Test de dégénerescence des variables
Sialalignei b®i=0
Tester a @;

Si pour tout j, a Wi <0, la contrainte i est redondante.
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Sinon la contrainte i n’est pas redondante.

Fin si.

Fin algorithme

Exemple 5.03
max Z =4X; + 2X2 + X3

Sous les contraintes :

2X, + X, +X,(30
33X, + X, +X,(26
X, +X,{3

X, +2X, +X;(45

avec  X1>0,x2>0,x3>0
Soit le premier tableau du simplexe :
RHS est associé au second membre du systéme de la forme canonique.

Tableau 5.03 : Premier tableau de [’exemple

X1 [ X2 |Xs |BE2 |E2 |Es |Es |Q
2 1 1 1 0 0 0 30
3 1 1 0 1 0 0 26
0 1 1 0 0 1 0 13
1 2 1 0 0 0 1 45
-4 -2 -1 0 0 0 1 0

On divise les valeurs de la colonne RHS par la colonne de Xi et considérons le minimum

positif des valeurs obtenues.
Ona:
min[15,26/3,+,45] = 26/3 = 8.66,

qui est associé a la deuxiéme ligne correspondant a la variable de base Uz. X1 est une

variable entrante et U, est la variable sortante.
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Donc, la contrainte (2) n’est pas redondante.

Ainsi, HdevientH ={1, 3, 4}

Tableau 5.04 : Deuxiéme tableau de I’exemple

Base | X1 | X2 | X3 |Ui | Uz | Us | Us | RHS
Ui O 13 |13 |1 |-2.3 | 0| 0 38/3
X1 1 |13 173 | 0 |13 0| 0 26/3
Uz 0 |1 1 0|0 1] 0 |13
Us 0O /53 |23 |0 -1/3 |0 | 1 | 109/3

Si X2 est une variable entrante, la variable sortante est indiquee par :
min[38,26,13,109/3] = 13, soit Us.

Donc, la contrainte (3) n’est pas redondante, et H devient :
H = {1,4}.

Tableau 5.05 : Troisiéme tableau de [’exemple

Base X1 | X2 | X5 | Ui | Uz Us | Us | RHS

Us 0 0 0 1 ]1-23 |-13 |0 25 /

X1 1 0 0 0 | 13 |13 |0 ;3 /

X, 0 1 1 010 1 0 |13

U, 0 0 -1 0 |-1/3 | -5/3 1 34 /
Etape 1

X1>0, X2>0, et Xz> 0 sontdes solutions non redondantes.
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Etape 2.
Si nous prenons Us, X1 le pivot est impossible.
Choisissons Us, X1 et le maximum -1/3,5/3,2/3 = 5/3 qui correspond a la deuxiéme colonne.
Donc, le pivot est a I’intersection de la ligne 4 et la colonne 2.
En procédant de la méme fagon que précédemment, nous obtenons la table 3.
Etape 3.
La premiére et la derniére ligne ont toutes des valeurs négatives ou nulles.
Etape 4.

On divise les valeurs de la colonne RHS par la premiere et considérons le minimum des

valeurs obtenues
On a: Min [15, 8.66, 45] = 8.66,
qui est associé a la deuxiéme ligne.
Dong, la contrainte (2) n’est pas redondante.
Ainsi, H devient : H = {1,3,4}.
Etape 5.
H = @. En conséquence, les contraintes (1) et (4) sont redondantes.
Etape 6.
On reprend et on continue
Etape 7.

Sélectionnons U et calculons le maximum 2, 1, 1 = 2, qui correspond a la colonne, on

déduit le pivot a I’intersection de la ligne 2 et la colonne 1.

Itération 2. Divisons de nouveau les valeurs de RHS par la seconde colonne et prenons le

minimum [30, 26, 13, 22.5] = 13, qui correspond a la troisieme ligne.
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On déduit que la contrainte (3) n’est pas redondante. Donc,

H={1,4}.

Tableau 5.06 : Deuxiéme tableau de I’exemple apreés transformation

Base | X1 |X: (X3 | Ui | Uz | Us | Uy | RHS
Ux 2 0 0 110 |-1] 0|27
U, 3 0 0 0O 1 ]-1|0 13
X, 0 1 1 00 110 |13
Us 1 o|-1,0/|0/|-2]1]19

Tableau 5.07 : Troisiéme tableau de I’exemple aprés transformation

Uz X2 X3 RHS
u: -2/3 13 13 38/3
Xy 13 13 13 26/3
Us 0 1 1 13
U, -1/3 53 2/3 109/3

5.4 Méthode de STOIJKOVIC et STANIMIROVIC : Algorithme TEST

Entrée : matrice A = (aij) et vecteur b = (bi)

Sortie : matrice réduite A1

Début algorithme

a.
1. Calculer d; = F”

2.Calculer les vecteurs mi= mini<i <n aijj et Mj =

max 1<=i < n aij.

3.Calculer les réels Mj = maxi<;j <m mi et mj = mini<; <m Mi.

4. Tester si Mj = m;
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4.1 Si oui pas de redondance

4.2 Sinon, détecter les k-éme et I-éme contraintes telles que dyj < d); pour tout

1 <j <n, et déduire que la k-éme contrainte et redondante.

Fin algorithme

Exemple 5.04
Etape 1.
2/1201/601/30
3/1041/521/26
d. = (5.01)
' 10/521/261/13

1/180 2/901/45

0.01666 0.01666 0.0333
0.02885 0.01923 0.0385
7100 00385 0.0769
0.0055 0.0222 0.0222

0.01666

0.01923

min,. ., = o |etmax..,=(002885 00385 00769)

0.0055

D’ou le tableau:

Tableau 5.08 : Tableau des resultats de I’exemple test STOIJKOVIC

U2 X2 X3 RHS
Ul -2/3 -1/3 0 25/3
X1 1/3 -1/3 0 13/3
U3 0 1 1 13
U4 1/3 -5/3 -1 44/3

189



Etape 2.

Ona:

Calculons les valeurs:
max min dij = 0.01923, 1<i<4 et 1<j<3
min max dij = 0.02855

max min dijiy <minmax dij. 1 <j<3etl<i<4

max min di = min max dij

pour tous lesietjvérifiantl<i<3etl<j<41l<i<4

Nous

Comme dij < d 2, pour j =1, 2,3, donc la contrainte (1) est redondante

avons alors au moins une contrainte

redondante

5.5 Meéthode heuristique: Algorithme PAULRAJ

Entrée : matrice A = (ajj) ij, vecteur b = (bj)

Sortie : matrice réduite Az

Début algorithme

dans

ce

probléme.

Calculer la matrice

bi
HIJ Za—ij, aij >0
Calculer
Zj = 6iB _1aj
8j = (a1j, azj, - - -, amj)".
Fin algorithme
Exemple 5.05
211
311
A=
011
121

190



Donc

bT=(30 26 13 45)

UT=(25 20)
Etape 2.
Nous avons alors
R1=1.83
R,=1.36
R3=15

Etape 3.

Nous pouvons calculer
k =argmin;i{Ri},i=1,2,3
k=2

En résolvant les différents problémes de programmation linéaire LP?, LPet LP? ,ona:

LP? =max &’ =2, + X, + X,

Sous les contraintes :

3% +X, + %X, < 26
0<x < 8.67
0<x,<13

0 <x,<13

2 2
LP" =maxé; =X, + X,

Sous les contraintes :
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3% +X, +%X, < 26
0<x < 8.67
0<x,<13
0 <x,<13

Et le second probléeme PPL
LP? =max §; =x, +X,

Sous les contraintes :

3X + X, +X < 26

0<x < 8.67
0<x,<13
0 <x,<13
Nous avons :
02=24
632 =20
042 =37

Comme &7<(30 et 745 ,
on déduit que les contraintes 1 et 4 sont redondantes.

5.6 Méthodes géométriques

Dans cette section, nous considérons selon les différents cas de contraintes, les algorithmes

pour la redondance et I’existence de solution dans la programmation linéaire.
5.6.1 Hypotheses sur les contraintes

On distingue deux cas ou :les coefficients dans les contraintes sont d’une part positifs et
d’autre part de signes quelconques.
Chaque coefficient est supposée non nul sinon, on le remplace par un ¢ suffisamment petit de

.
telle sorte que — soit assez grand.
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Pour chaque cas, on examine la situation ou toutes les contraintes sont des disponibilités de

ressources ou d’exigences maximales

By X + X, + o+, X, <by

X +ayX, + o +a, X, <h,

(5.01)
QX FA,X, + o + 3, X, < b,
suivie de la situation ou toutes les contraintes sont des exigences minimales
Xy + 8%, +o A X, 2 by
a, X +a,X, +..+a, X >b
21X1 2272 2n'n 2 (502)

A X +a,X, +..+ 3, X, 2Db,

kn“*n

et enfin pour le cas mixte ou il y a a la fois des contraintes d’exigences maximales et

d’exigences minimales :

a X FapX + o+ X, < bl
A X +ApX, + o+ 8y, S b2
Ay X +,X, + o +3,, X, <h
QX T8 X+ o F &0 X%, = bk+1 (503)

A0 X T 800X + o H A, X 20,

ak+p,1X1 + ak+p,2X2 +eo + ak+p,nxn 2 bk+p

Les variables de décision sont positives. Si une variable de décision x; est négative, on la
remplace par —xi ot X’i> 0.

Si une variable x; est de signe quelconque, on la remplace par x’i—x"’i oux’i>0etx’’i > 0.
Les seconds membres des contraintes sont positifs.

Proposition 5.01

Les seconds membres des contraintes peuvent toujours étre ramenés a I’ unité.

Démonstration :

LJ
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Il suffit de diviser tous les coefficients dans chaque contraintes par leur second membre.
Avec le systeme de contraintes, on le nouveau systeme :

C X +CppX, + --4+C X, <1

1n"*n

Cp X +CppX, ++4C, X, <1

2n"*n

CX, +Cu Xy + =+ +C X, < 1
CrinnXi +Ca o Xo + - +C %, 2 1 (5.04)

CrioaX T Cip X + o +C 50X, 21

Ck+p,1X1+Ck+p,2X2+ +ak+p,nxn 2 1

cij=% pourtous 1 <i<k+p,1<j<n.

5.6.2 Méthodes numériques

L’idée principale dans I’implémentation informatique est de considérer les plans de

coordonnées dans 1’espace R" ou il y a n variables de décision.
Le systeme de contraintes (5.01), est dispose dans la matrice principale des contraintes

C;,C--.C, 1 1
c,C,...c, 1 1

C,,C,.--C, 1 1

n

Le systéme de contraintes (5.02), est disposé dans la matrice principale des contraintes

C;;C,-..C;, —1 1
-1 1

C11(:12 - 'Cln

C11C5---Cyy -1 1

La comparaison des termes des variables de décision entre les lignes permet soit :
— de déterminer ’existence de la redondance,

— de déterminer I’inexistence de la région des solutions admissibles.
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5.6.2.1 Contraintes d’exigences maximales
Proposition 5.02

Chague inverse du coefficient de la variable représente sa valeur maximale dans son axe issue
de la contrainte.

Démonstration :
&

=

Dans la i-eme contrainte :
>leyx; <1
j=1

si xj= 0 pour tout 1 <j < n sauf jo, alors x <1
C.

J0

1 est la coordonnée du point d’intersection de I’hyperplan défini par la contrainte i avec

Cio

’axe de Xjo.

Dans I’étude, on commence par considérer deux variables et on 1’étendra par récurrence pour

n- variables.

Soit le systeme de contraintes (5.01) :

CiaXy +Cp%p + o +C X, < 1
CyX +CpXy + =+ +Cp X, < 1

2n"*n

CyX, +C, X, + == +C, X, < 1

Avec la disposition matricielle :

Cllclz - 'Cln 1 1
C;,C,---C, 1 1

C,;C,-..C,, 1 1

n

5.6.2.1.1 Comparaison de deux contraintes

Considérons le systeme de deux contraintes :

Le point origine est une solution et la région qui la contient est la region solution
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Figure 5.01 : Résolution graphique d’une inéquation :ciX1+ CoXo < I

Le point origine et la région qui la contiennent déterminent la région solution.

Figure 5.02 : Plan dans Co :2X+3y+z=10
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Proposition 5.03
Le systeme de contrainte (5.05) a au moins une solution non nulle.

Démonstration :

&»

>

Considérons a = max(ciz,1 < i <Kk) strictement positif.
Le point Xo = (1/a,0,--- ,0) est une solution pour toutes les contraintes.

En effet, pour toute contrainte, on a:
Cil><1+ci2 x0+...+¢C, szCilxlﬁl )
a a

Proposition 5.04

Sipourtout j1<j<nt<® ouc,<q,, alorslacontrainte Yc,x <1 estredondante.
G Gy =1

Dans ce cas, on remplace cz; par O pour tout 1 <j <n.

Démonstration :
&

1i 7

. . . n
Soit Xo = (Xi1,Xi2,* ,Xin) Une solution de la contrainte ¢, x, <1
j=1

Alors
>cx; <1

et donc

n n
2oCoXy <D CpXyy <1
=1 i1

Toute solution issue de la premiére contrainte est aussi solution issue de la deuxiéme

contrainte.
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contrainte redondante

Figure 5.03 : Une contrainte redondante

5.6.2.1.2 Comparaison de trois contraintes

Lemme 5.01

Dans le systeme d’équations
CpyXy +CpX, = 1
CpXy +Cpp%, = 1

Si (C11—C21)(C12—C22) <O,
alors les droites se coupent en un point A(oz;az) tel que a1 >0 et a2 > 0.

Démonstration :

L J
Notons,
A =C;uCy =G50
=C11Cyp —C51Cp +Cy1Cp —CyCyp
= (Cn - C21)sz +Cy (sz - Clz)
= (C11 - C21)c22 —Cy (c12 - sz)
Gy —Cy
= (clz - sz) |: Cp —Cy
22— Y12
Comme

(cia—ca1)(Cri2—C22) <0
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donc

=% o etaussi W% _c <o

C, —Cxp C, —Cyp
C,, —C 1
1= 2 M2 0
A Cy—Cyu Co. —C
22 21
Cp—Cp
De méme,
A =C;Cy —CyCp

=Cp;Cyp —Cy Gy +C3Cpp —C50Cyp
= (sz - C12)C11 +Cp (Cll - C21)
= (sz —Cp )Cn —Cp (C21 - Cn)

= (C21 _011)|:C22 e Cyy _Clzj|

21 1

Comme

(ciu—ca1)(Crz—C22) <0

Donc
c,, —C : C,, —
C2=% Lo et aussi 2% ¢ <0
Cxn—Cy Cu—Cy
D’ou
-C 1
o €y, —Cy . : <0
A 22 M2
€y —Cp
Cy—Cy
= Tz
T U 1] T =] T T T 1]
1 1 2 g ] a 5 =1
’\\ L
\\ I
\\\\
RERN
4 \‘\_\
]
.8 -

Figure 5.04 : Région admissible non vide
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le systeme associé a la figure étant:

3x+ 2y< 10
2x+ 3y< 10
2x+ 4y < 10
4x+ 3y <10

L’origine est toujours solution

Proposition 5.05

Dans le systeme

Cllxil + ClZ XZ S 1
Cp X +CpX, < 1
CyX +CpX, < 1
Si le systéme d’équations

{Cllxi +CpX, = 1
Cu X +CpX, = 1

admet un point d’intersection A(o1;02), avec ar > 0 et a2 > 0 alors

la contrainte c31X1 + C32x2< 1 est redondante Si €311 + C3202< 1.

Démonstration :

LJ

D’aprés le lemme 5.01

C,, —C, C,—C
o=-2_ 12,0 et o= AL e
A A

avec
A = C11C22— C21C12# 0, le point A(a1;a2) est solution de
Si

C31X1 CaX2 <1

C3100 + C3202 <1
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Alors

C31X1 + C32X2< 1 est redondante.

5.6.2.1.3 Algorithme pour plusieurs contraintes

ALGORITHME DETECTION

Entrée: A matrice des coefficients n x k

Sortie: redondance

Debut algo

Saisir la matrice A
Transformer la matrice A en matrice Az

Pour i=1 & k, comparer les termes de chaque colonne pour deux lignes si cij < c1j pour
tout j alors la j-éme contrainte est redondante sinon il n’y a pas de redondance

Fin pour i.

Fin algo;

Exemple 5.06
Soit le sytéme d’équation:

X, +3%, +2%, + X, <1
3X, +3X, +3X; +4x, <1
2% + X, + X, +X, <1
2%, +3X, + X, +5X, <1
2%, +2X%, +3%; + %, <1

sous forme matricielle ;

13211
33341
A = 21111
23151
22311

Cette matrice A est réduite a:
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Al = 13211
21111

et le systéme de contraintes a :

X+ 3+ 2% +X,<1
2%+ X +X+X, <1

5.6.2.2 Contraintes d’exigences minimales

Soit le systeme de contraintes :

CyXy +CpXy + oo +C X, = 1
Cpy Xy +CpX, + = +C, X, 2 1

2n"*n
CuX +CX, + - +C X, > 1
5.6.2.2.1 Comparaison de deux contraintes

Considérons le systéme de deux contraintes :

n
>ex =1
=i

n
D c,x 21
=

(5.06)

Proposition 5.06

Sipourtout j 1<j<n ——>-1 ouc, >c,, alorslacontrainte :

i G

> c,;x; <1 est redondante.

j=1

Dans ce cas, on remplace ¢z par O pourtout 1<j<n.

Démonstration :

&»

=

1j7

Soit Xo = (Xi1,Xi2,"** ,Xin) Une solution de la contrainte > c, x, <1
j=1

Alors

>le,x; =1 etdonc >c, x >Dc, %, <1
=) i1 =
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Toute solution issue de la premiére contrainte est aussi solution issue de la deuxiéme

contrainte.
.
Proposition 5.07
Le systeme de contrainte (5.02) a au moins une solution non nulle.
Démonstration :
*
Considérons
a =min(ciy,1 <i<k) strictement positif.
Le point Xo=(1/a,0,--- ,0) est une solution pour toutes les contraintes.
En effet, pour toute contrainte,
1 1
Cilxg“‘cizX0+---+Ciz><0:ci1><521
+

5.6.2.2.2 Algorithme pour plusieurs contraintes

Algo détection (A matrice des coefficients n x k)

Début

Saisir la matrice A.
Transformer la matrice A en matrice A1 pour i=1 a k

Comparer les termes de chaque colonne pour deux lignes si cij > c1j pour tout j

alors la j-eme contrainte est redondante sinon il n’y a pas de redondance fin pour i

Fin algo;

Exemple 5.07

Considérons le systéme

X, +3%, + 2% +X, =1
3X, +3X, +3X; +4x%, 21
2% + X, + X+ X, 21
2% +3X, + X, +5X, =1
2% +2X%, +3%, + %, 21

Soit sous forme matricielle,
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13211
33341
A=1]21111
23151
22311

est réduite a

33341
Al =|23151
22311

et le systéme de contraintes

3% + 3X,+ X, +4x, > 1

2% +3%, + X, +5%X, > 1
2% + 2%, +3X; + X, 21

Donc les contraintes associées a la premiére et la troisieme inéquation sont redondantes.

5.6.2.3 Contraintes mixtes

Cy X +CpX, + --4C X, <1

1n“*n

Cpy X +CpoX, ++++4C, X, <1

CX, +C X + =+ +C X, < 1
CronnX H G X + o +G 0 X 2

Cri2a X T Cp X + 1 +C 5 0 X

Ck+p,lX1 + Ck+p,2X2 + o+ ak+p,an 2 l
et supposons qu’il n’y a pas de redondance.

Notons:

Mj=max(cij,1 <i<k,1<j<n) et mj=min(cijk+1<i<k+p,1<j<n)
Proposition 5.08

Si pour tout j, Mj< mjalors, la région des solutions admissibles est vide.

Démonstration :

&»

=

En effet, il suffit de considérer le systéme :

CyX +CpX, + -+ +C,C, <1
Cy X +CpX, + o+ +C,C 2 1

2n~n =
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Sipourtoutj, 1<j<n, cz<cy, alors

il n’y a pas de solution.
Exemple 5.08

Soit le systeme

X +3X, +2%, + X, 21
3X, +3X, +3X; +4x, <1
2X + X, + X + X, 21
2% +3X, + X, +5%, <1
2X +2X, +3X%, + X, <1

On peut déduire le systeme suivant :

X+ 3% + 2%, +X, > 1
{1 o (5.07)

2%+ X + X+ X, 2 1
il n’y a pas de redondance.

De méme pour le systeme

3, + 3%, + X, + 4x, < 1
2% + 3%, + X, + 5%, < 1 (5.08)
2%+ 2%, + 3%, +X, < 1

Avec une contrainte du systeme (5.07) et une contrainte du systéeme (5.08) , on peut affirmer

que la région des solutions admissibles est la méme donc il n’y a pas de redondance.

5.6.3 Matrice des contraintes a termes de signe quelconque

5.6.3.1 Contraintes d’exigences maximales
Lemme 5.01

Pour toutes contraintes du type :

CitX1tCioXo+- -+ +CinXn < 1,
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le point O = (0,0,--- ,0) est toujours solution quels que soient les coefficients cij,1 <j <n et
s’il existe K, 1 <k < n tel que aik négatif, alors la partie positive de I’axe des X est toujours
solution.

Démonstration :

&»

>

En procédant au produit scalaire des deux vecteurs, on a:

CiitXx 0+ Cizx 0+ -+ +cinx 0=0<1 est toujours vraie.

S’il existe k tel que cix est négatif, par exemple k = 1, alors
Cy XX +C,x0+...+C, x0=c,xx <let x >0> L est toujours vraie.

il

Lemme 5.02

Dans le systeme (5.01), s’il existe une contrainte contenant un et un seul coefficient négatif

cij, alors la contrainte est redondante si pour tout k #i et pour tout 1 # j, Cii < cx.

Démonstration :

&
Considérons I’'inégalité :

1.1
€ <Gy —>—
Cil Ckl

Ce qui nous permet d’¢établir que:

1 1 1 1 1 1
¢y,—+C,—+..+C, —=<C,—+C,—+..+C,—=1

il i2 in k1 Ck2 kn

Proposition 5.09

Dans le systéme (5.02), si tous les coefficients d’une contrainte sont négatifs, alors la

contrainte est redondante.

Démonstration :

&»

=
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D’apreés les lemmes 5.03 et 5.04, tous les axes de coordonnées sont dans la région des

solutions admissibles.

5.6.3.2 Contraintes d’exigences minimales

Lemme 5.03

Dans le systeme de contraintes (5.02), quels que soient les coefficients, la région des solution

admissibles ne contient pas le point O.

Démonstration :

&»

=

Il suffit de remarquer que :

Sicij<0,Cit X X1+ Ciax 0+ -+ +Cinx 0= 0> 1 est absurde.

Proposition 5.10

Dans le systéme de contraintes (5.02) si tous les coefficients d’une contrainte sont négatifs,

alors la région des solutions admissibles est vide.

Démonstration :

&»

=

D’aprés le lemme 5.04, la condition de positivité des variables de décision ne peut pas étre

satisfaite.

5.6.3.3 Contraintes mixtes

Dans un systeme de contraintes mixtes, il faut séparer le systéeme de contraintes
d’exigences minimales et le systtme de contraintes d’exigences maximales.
Les contraintes redondantes si elles existent, sont étudiees dans chaque systéme. Par contre

I’existence de la région des solutions admissibles est étudiée dans le systeme général.
5.6.4 Algorithme général

Saisir la matrice principale des contraintes dans laquelle 1’avant derniére colonne est
constituee de 1 pour une contrainte d’exigence maximale et de -1 pour une contrainte

d’exigence minimale.
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5.6.4.1 Comparaison de trois contraintes

Lemme 5.04

Dans le systeme d’équations

C, X +CLX, =1
C, X +CuLX, =1

Si (c11— C21)(c12 — C22) < 0, alors les droites se coupent en un point A(ai;a2) tel que a1 >0

et a2 > 0.

contrainte redondante

/
//
-/ -t
o/ o
I O R N " T O Wl G
/

/

o

PR R

g

&

T T T [N T N T -9

=
=)

Figure 5.05 : Une contrainte redondante

Démonstration :

&
4= C1Cy, —C5,Cyp
= C11Cp —C1Cyp +C51Cpp —CyiCyy
= (Cll - C21) Cyp +Cy (sz —Cp )
= (Cll - C21) Cp —Cy (C12 - sz)
Cy—Cy
= (Clz —Cy ){ Cp —Cy
Cy —Cp
Comme
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C,—Cy

(c11—c21) (c12—c22) <0donc L—2L(0
C, —Cp

et aussi

c,—C

= - Cy _C21<O
Cp —Cp
C,,—C 1
o, = 22 12 _ )O
A €y —Cy C..—C
22 21
Cy, —Cp

De méme,

a=C;;,Cy, —CyCy
= C11Cyp —Cy1Cpp +C51Cpp —CyiCyy
= (sz —Cp )Cll +Cyp, (Cll - CZl)

= (022 —Cp )Cll —Cp (C21 - C11)

Cp —Cp
= (C21 - C11)|:— €, —Cp

Cn—Cy

Comme (c11—c21) (C12—C22) <O
donc

C22 B C12 (0

C21 - C11
et aussi

Cyp —Cp
C —Cp <0
Cn—Cpy

Gy —Cy — 1

A Cp —Cp

C,—Cp
Cxn—Cy

>0

o, =
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Figure 5.06 : Région admissible non vide

3x+ 2y< 10
2x+ 3y < 10
2x+ 4y <10
4x+3y <10

L’origine est toujours solution.

Proposition 5.11

C X + C,% <1
Dans le systéme {C, X, +Cy,X, <1
CyX, +CpX, <1

C X + CpX =1

admet un point d’intersection A(az;a2),
CX; +CpuX; = 1

Si le systéme d’équations{

avec a1> 0 et a2 > 0 alors la contrainte c31x1+C32X2 < 1 est redondante si ca101+C3202 <1

Démonstration :
&
D’aprés le lemme 5.05

C,,—C C,—C
o, =—2—20et ¢, =2—2)0 avec A =C11C22— C21C12 #0
A

A
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le point A (a1;02) est solution de

C31X1 + C32X2 < 1 si C3101 + Cz202 < 1.

C31X1 + C32X2< 1 est redondante.

5.6.4.2 Algorithme pour plusieurs contraintes

Algo détection (A matrice des coefficients n x k)
Début

saisir la matrice A
Transformer la matrice A en matrice Al
Pour i=1ak, comparer les termes de chaque colonne pour deux lignes.
Si cij<cyj, pourtoutj.
Aors la j-eme contrainte est redondante.
Sinon il n’y a pas de redondance.

Fin pour i

Fin algo;

Exemple 5.09

X, +3X, + 2%, + X, <1
3%, +3X, +3X; +4x, <1
2X + X, + X, + X, <1
2X, +3X, + X, +5%, <1
2% +2X, +3X%, + X, <1

Soit sous forme matricielle,

13211
33341
A=]21111
23151
22311
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est réduite a
(13211
21111
et le systéme de contraintes a

X +3X, + 2%, + X, <1
2X + X, + X+ X, <1

5.6.4.2.1 Comparaison de deux contraintes

Considérons le systéme de deux contraintes :
n
D cx =1
j=1

. (5.09)
D, x 21
i1

Proposition 5.12

n
>¢,;, alors la contrainte ZCZij <1

j=1

. . . 11 N

Sipourtoutj, 1< j<n, —>—ou Cy
G Gy

est redondante.

Dans ce cas, on remplace c¢z; par 0 pourtout 1<j<n.

Démonstration :

®

Soit Xo= (Xi,Xi2,*-+ ,Xin) une solution de la contrainte »_c,x; <1, alors ) c,;x; >1et donc
=1 =1

n n
Zczjxj chljxj <1
=1 =1

Toute solution issue de la premiére contrainte est aussi solution issue de la deuxiéme
contrainte.
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Proposition 5.13

Le systeme de contrainte (5.02) a au moins une solution non nulle.

Démonstration :

&»

>

Considéerons a = min (Ciz,1 <i < k) strictement positif.

Le point Xo = (1/a,0,:-- ,0) est une solution pour toutes les contraintes.

En effet, pour toute contrainte ci1x1+ci2><0+...+cinx0 = ci1><l >1.
a a

5.6.4.2.2 Algorithme pour plusieurs contraintes

Algo détection (A matrice des coefficients n x k)

Début

Saisir la matrice A
Transformer la matrice A en matrice Al
Pouri=1ak

Comparer les termes de chaque colonne pour deux lignes si cij> cj pour tout j alors la

j-éme contrainte est redondante sinon il n’y a pas de redondance
Fin pour i

Fin algo;

Exemple 5.10

X, +3X, + 2%, + X, 21
3%, +3X, +3X; +4x, >1
2X + X, + X+ X, 21
2% +3X, + X, +5%, >1

2X +2X, + 3%, + X, =1

Sous forme matricielle,
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13211
33341
A=1]21111
23151
22311

est réduite a

33341
Al =(23151
22311

et le systeme de contraintes a :

3%, +3X, +3X, +4x, =21
2% +3X, + %, +5%, >1
2X +2X, +3%, + X, =1

5.6.4.3 Contraintes mixtes

C X +CpX, + -o4+C X, <1
Cpy X, +CppX, +-4C, X, <1

C Xy +Cp X + - +C X, < 1
G X TG X%+ o +C 0 X 21

Ciion1 Xy TC 0% + 0 +C 50X, 21

Ck+p,1X1+Ck+p,2X2+ +ak+p,nxn 21

et supposons qu’il n’y a pas de redondance.
Notons

M;j=max (cij,1 <i<k,1<j<n)etmj=min(Cij,k+ 1 <i<k+p,1<j<n)
Proposition 5.14

Si pour tout j, Mj< m;jalors, la région des solutions admissibles est vide.

Démonstration :

LJ
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En effet, il suffit de considérer le systéeme

C X, +C,X, + - +C,C, <1
CyX +CpX, + -+ +CyC 21

2n™n

Si pour tout J, 1 <J <n, ¢y < Cyj, alors il n’y a pas de solution.

Exemple 5.11

X, +3X, + 2%, + X, =1
3%, +3X, +3X, +4x, <1
2X + X, + X+ X, =1
2% +3X, + %X, +5%, <1

2X +2X, +3%, + X, <1

Dans le systéme :

+3X, +2X,+ X, >1
{Xl 2 3 4 (5.10)

2X + X, + X+ X, 21
il n’y a pas de redondance.

De méme pour le systéme

3%, +3X, +3X; +4x, <1
2% +3X, + %X, +5%, <1 (5.11)
2% +2X, + 3%, + X, <1

Avec une contrainte du systeme (5.10) et une contrainte du systeme (5.11), on peut

affirmer que la région des solutions admissibles est vide.
5.6.5 Matrice des contraintes a termes de signe quelconque

5.6.5.1 Contraintes d’exigences maximales

Lemme 5.05

Pour toutes contraintes de type :
CitX1 + CioXo + -+ + Cinxn< 1, le point O = (0,0,--- ,0) est toujours solution quels que soient
les coefficients ci,1 <j<n et s’ilexistek, 1<k<n telque aik negatif, alors la

partie positive de I’axe des  xk est toujours solution.
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Démonstration :

*
On a:
CiiX0+Cigx 0+ -+ +Cinx 0=0<1 est toujours vraie.
S’il existe k tel que ci est negatif, par exemple k = 1, alors
C,XX +C,x 0 + --4C x0=c,xX <letx, 20> 1 est toujours vraie.
il

'3

Lemme 5.06

Dans le systeme (5.01), s’il existe une contrainte contenant un et un seul coefficient négatif cj,

alors la contrainte est redondante si pour tout k 6=i et pour tout 1 6= j, cii < cki.

Démonstration :

L )
On a:

1 1
Ci<Cy>—2 o
G Cy

cl+c 1+ +C 1<c 1+c 1+ +C 1<1
k1 k2 . T kn . — vkl . k2 T kn . =
Cil Ci2 Ckl Ckz Ckn

in

Proposition 5.15

Dans le systeme (5.01), si tous les coefficients d’une contrainte sont négatifs, alors la

contrainte est redondante.

Démonstration :

®

D’apres les lemmes 5.05 et 5.06, tous les axes de coordonnées sont dans la région des

solutions admissibles.
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5.6.5.2 Contraintes d’exigences minimales

Lemme 5.07

Dans le systéme de contraintes (5.02), quels que soient les coefficients, la région des solutions

admissibles ne contient pas le point O.

Démonstration :
&

Sicj<0, alors CitX X1+ Ci2Xx 0+ - + Cinx 0=0> 1 est absurde.

Proposition 5.16

Dans le systeme de contraintes (5.02), si tous les coefficients d’une contrainte sont négatifs,

alors la région des solutions admissibles est vide.

Démonstration :
é

D’aprés le lemme 5.07, la condition de positivité des variables de décision ne peut pas étre
satisfaite.

5.6.5.3 Contraintes mixtes

Dans un systeme de contraintes mixtes, il faut séparer le systéeme de contraintes
d’exigences minimales et le systéme de contraintes d’exigences maximales.

Les contraintes redondantes si elles existent, sont étudiées dans chaque systeme. Par
contre ’existence de la région des solutions admissibles est étudiée dans le systéme

général.
5.6.6 Algorithme général

Saisir la matrice principale des contraintes dans laquelle I’avant derniére colonne est
constitué de 1 pour une contrainte d’exigence maximale et de -1 pour une contrainte

d’exigence minimale.

Diviser pour chaque ligne, tous les termes par le dernier terme de sorte que la derniére

colonne de la matrice principale des contraintes n’est constituée de 1.
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Réarranger les lignes de telle sorte que dans la matrice, le groupe de contraintes

d’exigences minimales suive le groupe des contraintes d’exigences maximales.
5.6.6.1 Algorithme Réduction

Entrée : A matrice des coefficients n x k)

Sortie: A’ matrice de coefficients de taille réduite

Début algorithme

Début saisir la matrice A
Transformer la matrice A en matrice Al

Réarranger la matrice A en matrice A2 (matrice nx (ki +k2)) ou les contraintes
d’exigences minimales au nombre de k> suivent les contraintes d’exigences maximales au
nombre de k1

Pour i=1 :k:
Détecter les signes des termes des contraintes maximales

Si tous les termes d’une contrainte sont négatifs, la contrainte est redondante Sinon
comparer les termes de chaque colonne pour deux contraintes si cij> cyj pour tout j alors la

j-éme contrainte est redondante et la j-éme contrainte est enlevée.
Sinon 1l n’y a pas de redondance

fin pour i

pour i=ki+ 1 : ko

Détecter les signes des termes des contraintes minimales
Si tous les termes d’une contrainte sont négatifs, la région des solutions

admissibles est vide et ’algorithme S’arréte.

Sinon comparer les termes de chaque colonne pour deux contraintes si Cij < c1j pour

tout j alors la j-eme contrainte est redondante et la j-éme contrainte est enlevée.
Sinon comparer les termes de chaque colonne pour trois contraintes.
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Fin pour i
Soit on s’arréte,

Soit la matrice A3 est réduite & la matrice A4 en enlevant les contraintes
redondantes.

Fin algorithme

5.6.6.2 Complexité

La méthode géométrique est plus simple a réaliser mais plus complexe dans 1’exécution.
La méthode topo-géométrique permet une execution moins complexe pour la détection
des contraintes redondantes ou I’incompatibilité des contraintes.

En effet, la transformation de A en Al est un O(n x m).

m . .
llya [2 j comparaisons de contraintes.

Il y a n-comparaisons des termes entre deux contraintes.

mx(m-1)xn

Dans la comparaison des contraintes, au pire des cas, il y a 5

opérations donc un O(m 2 x n).
Finalement, 1’algorithme est d’ordre polynomial.

Sin =100 et m = 100, I’ordre de calcul est de 10° qui est assez considérable.

5.7 Méthode topo-géométrique

Considérons le systeme;

Ay X HapX, + o+ X, <by
A, X FauX, + o +8, X <D,

2n”*n

A X +a,X% + o +a,X, <b,

En posant a, =| .
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by
X2 b2
pour I<i<kX =|. |etb=|.

Figure 5.07 : Projection de l’origine

On peut toujours supposer que les G,1<i<k sont normés.

En effet, il suffit de remplacer :

Uij par u et bi par b

DGl DS

u, est un vecteur normal unitaire a I’hyperplan HP(, ,bi) défini parl’équation:
i1X1+ Ai2Xz + -+ + AinXn = b
Définition 5.01

Une condition suffisante pour qu’une contrainte k soit redondante est s’il existe une contrainte

Si telle que:

Sic Sk
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Définition 5.02
Une condition suffisante pour qu’une programmation linéaire n’ait de solution est qu’il existe

deux contraintes k et | telles que

SiNSk = Q.
5.7.1 Localisation de Q;

Qi est la projection de I’origine sur la frontiére de I’hyperplan HP(4, ,b;).

N 5
o
N
-

Figure 5.08 : Deux contraintes concourantes

Dans la notation, HP (4, ,bi) = HP(Aj,bi) ol OA =i, . 6%, =ati, avec =< 6Q,, U, >=b,

likest le point d’intersection de HP(Aj,bi) avec I’axe de recherche R(O, u, ).

0

oc.|930'
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La k-eme coordonnées est non nul si aik# 0.
Ni={j,j =1:nlaj>0}.
Pi={j,j=1: njajj<0}.

Si= {X eR"Ai.X < bj,X > 0} est le domaine des solutions acceptables associé a

la contrainte i.

Lemme 5.08
Si pour tout j, 1 <j<n, aj>0,alors @, ecC; .

Démonstration :

*
b..a,
Eneffet, 0Q, =| et pour tout j =1 : n, bi.a;j>0
b.a,,
.
Lemme 5.09
O, Qet Q;jsont alignés si OQ; est colinéaire & O jsi et seulement si 4, =, oud, =-u, .
Démonstration :
»
ui et ujsont unitaires et il existe « tel que Ui = a.u;.
|ui] = |al.Juj] = 1 et |a| = 1 soit a = +1
Proposition 5.17
Si O, QetQsontalignésdansc;, alors la contrainte :
D fa,x; <b  estredondante si bk> bi.
.
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Démonstration :
&

D’apres le lemme 5.07,
Pour tout I<j<naj=aj et D ayx; <b <h,
j=1

Nous avons alors la figure 5.09 ci-dessous:

-

N
WEMONOOD

Figure 5.09 : Contraintes paralleles

Les systemé associé au graphique est:

X +X,+% < 10
2X + 2X,+ 2%, < 5

Les deux contraintes sont parall¢les. L’une est redondante

Proposition 5.18
Sipourtoutj, j=1,.,n @;j<0, alors © ecC;

et la contrainte: ) a;x; <b est redondante.
i=1
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Démonstration :
»
b..a;,
En effet, 0, =| et pour tout j =1 : n, bi.a;j< 0.

b.a

1 n

Les coordonnées de Q;sont négatives etQ, e C,

Lemme 5.10

S’il existe au moins un j, j =1:n, tel que aj<0etunk #, k=1:n, tel que aik> 0,
alorsq, eC;\c, .
Proposition 5.19

Dans le systeme:

{anxwalzxz <b

a21)(1 + a'22X2 < b2

si 2 i>0eta12>0, a,, ( 0 alors

a21 1
ax1X1 + axX2 < bz est redondante.

Démonstration :

&»

=

En effet, d’aprés le lemme 5.07

Q eC; et Qzeég\Cg.:—zzl zabl—ll>o

Ce qui veut dire que:

— + 0a, =2 a;—

Il
k=)

et I, ¢S e §cS§,.
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Proposition 5.20

Plus généralement, si
Q e Cg \C,.
et pour tout
JE RNPR, 1%k, b > i,
akj a,j
alors la contrainte k est redondante.
5.7.2 lllustrations

Les figures ci-dessous permettent de distinguer les cas de redondances

2
Y

Figure 5.10 : Une contrainte redondante

Les deux contraintes sont pseudo-parall¢les. L une est donc redondante car dans C; , les deux

hyperplans n’ont pas de points d’intersection.
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1.0

Figure 5.11 : Une autre contrainte redondante

Les deux contraintes sont encore pseudo-paralléles avec les mémes points d’intersection

quelques axes de recherche. L’une au dessus est redondante.

EP A
- ’ s‘.‘.‘)\\\\\\\\\&&\\

s RRUTLTIRNRY frua . AELURVARRTANRRRRNNRRY

Figure 5.12 : Deux contraintes non redondantes

Les deux hyperplans se rencontrent sur un plan de coordonnées. Il n’y a pas de redondance.
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2x+3y+z=10 et 3x+2y+22=10

" N Ak
o AR .

~~0.0

Figure 5.13 : Deux autres contraintes non redondantes

Sur presque dans tous les axes de recherches, les hyperplans se rencontrent. 1l suffit que deux

d’entre eux se rencontrent pour qu’il n’y ait pas de redondance.
5.7.3 Algorithme général

L’algorithme se déroule en trois étapes :
— Saisie des données
— Test des données

— Constatation
Il est basé sur les calculs matriciels.
5.7.3.1 Algo Topo-Géométrique
Entrée: A matrice des coefficients n x k

Sortie :

Debut algo

Saisir les matrices A et b, normaliser la matrice A.
Calculer la matrice Q des Qi, projection du point O sur I’hyperplan HP(A;,b;).
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Exprimer pour chaque ligne la matrice carrée li d’ordre n des intersections lik de HP(Ai,bi)

avec les axes de recherche R(0,u).
Tester les colonnes de Q.

Si tous les termes de la colonne j de O sont négatifs, la contrainte j est redondante et on

enléve cette contrainte.

Sinon, on compare les colonnes 1/ et 1) des matrices Ixet ..

Si tous les termes de 1) sont inférieurs aux termes de I ,alors la contrainte | est redondante
et on enléve cette contrainte.

Sinon, il n’y a pas de redondance.

Fin pour si

Fin algorithme

Exemple 5.11

Considérons le systéme:

X, +3X%, + 2%, + X, <10
3X, +3x, +3%; +4x, <10
2% + X, + X+ X, <10
2%, +3X%, + X, +5X, <10

2% +2X%, +3%,+x, <10

Saisie des matrices

13211 10
33341 10
A=|21111 | et b=|10
23151 10
22311 10

Normalisation de matrice A
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1 3
Ji5 {15
3 3
NG
|21
NG
2 3
i i
2 2
Jio Jio

Matrice des projections Q;

wI| N

wlinN wlbs

2 1
NN
ERS
NN
EREY
NN
15
VTN
IS
NN
30 20 20
a7 v
30 10 30
a7 o1
30 10 10
BT
40 10 50
NTEN N

Tous les termes de Q sont positifs.

Matrices des intersections |

01000
00300
00020
00001

02000
00100
00010
00001

02000
00200
00030
00001

10

N
10
NG
10
et b = Nid
10
Nl
10
NT)
2
03000
00300
2= 160030
00004
02000
00300
|4:
00010
00005
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5.7.3.2 Resultats

Tous les termes de 11 sont inférieurs aux termes de I, donc la deuxiéme contrainte est

redondante et on retire cette contrainte dans le systeme.

Tous les termes de Is sont inférieurs aux termes de ls, donc la quatrieme contrainte est

redondante et on retire également cette contrainte dans le systéme.

Tous les termes de Iz sont inférieurs aux termes de Is, donc la cinquieme contrainte est

redondante et on enléve cette contrainte dans le systéme.
Finalement, le systéme des contraintes est réduit a :

X + 3%, + 2%, +X%,< 10
2X + X, + % +X%, < 10

Les contraintes associées aux inéquations (2), (4) et (5) sont redondantes.
5.7.3.3 Autres résultats

Supposons que la premiére contrainte est telle que :

—X1—3X2—2X3—X4 < 10,

alors tous les termes de Q1 sont négatifs et du coup, cette contrainte est redondante.

Par contre, si I’un au moins des termes de la deuxiéme contrainte est négatif, par exemple :
=3X1+ 3X2+ 3X3+ 4x4< 10
cette contrainte n’est plus redondante. En effet, la premiére coordonnée de > est négative, et

la comparaison ne donne rien de concreéte.

L’incompatibilité¢ n’est étudiée que dans les cas ou il existe des contraintes d’exigences

minimales.

Dans ce cas, si tous les termes d’une contrainte sont négatifs, en d’autres termes les

coordonnées de Q; sont négatives et Qi est dans C, , il y aincompatibilite.

5.7.4 Complexité

Le produit scalaire est un O(n).
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La normalisation de la matrice nécessite m x n opérations.
La matrice des projections est obtenue en m x n-opérations.

De méme, la matrice carrée des projections est obtenue en m x n-opérations.

. n L
La comparaison des termes est de 1’ordre de m X(ZJ m x n? opérations.

5.8 Conclusion

Nous avons établi a I’issu de ce chapitre V que dans la méthode des limites, les variables de
décision doivent étre bornées. Dans le cas contraire, pour avoir les bornes, on revient a la

méthode classique du simplexe, ce qui n’a aucun intérét dans 1’optique du présolve.

Quant a la méthode de programmation linéaire pour détecter les contraintes redondantes, on
résoud entierement le probleme pour déterminer le profit maximal en tant que référence dans
les comparaisons. La détection dépend donc de la fonction économique ce qui n’est plus dans

le cadre de présolve.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Nous avons développé a travers ce travail une composante du domaine de la recherche de
résolution de probleme de programmation linéaire qui reste encore ouvert. Cette
constituante touche surtout la minimisation du colit de résolution d’un tel probléme. De
nombreux chercheurs ont travaillé sous de différentes dimensions depuis le XIX siecles par
des approches mathématiques mais 1’apogée est au milieu des années  cinquantes. G.
Dantzig était I’un des grands chercheurs qui marquait cette reprise par la fameuse méthode

du simplexe.

Une reprise de cet élan de résolution de probléme de programmation linéaire a été marquée
de nouveau par N. Karmarkar dans les années quatre vingt par I’introduction de la théorie

des points intérieurs.

La présente these dénommée « Modélisation topo-géométrique MZ de recherche de
contraintes redondantes dans un probleme de programmation linéaire » ou le MZ représente
les initiaux des prénoms des deux promoteurs de la méthode Marc et Zo a développé une
méthode de recherche de contraintes redondantes utilisant a la fois la topologie et la
géométrie. L’esprit de base a cet effet est alors la représentation graphique des contraintes
qui sont associées a la fonction objectif, plus précisément qui lient les différentes variables
définissant I’objectif. Cette méthode topo-géométrique MZ a permis d’une part d’identifier
les contraintes redondantes dans un probléme de programmation linéaire, d’autre part donc
de minimiser le colt de résolution dudit probléme car la ou les contrainte redondante va

étre enlever du systeme et réduit en conséquence le colt de résolution.

Force est de constater que la représentation graphique n’est profitable que pour le cas de
nombre de variables assez faible de 1’ordre de deux ou trois. Pour remédier a de tel
probléme le modeéle topo-géométrique MZ fait appel a la topologie et aux différents types
de figures géométriques dans un espace a plusieurs dimensions, notamment les polyedres,

les hyperplans, ....

La thése dans cette démarche d’utilisation du modéle topo-geométrique MZ distingue le cas
de vraies contraintes redondantes entre deux décision-actions et le cas de pseudo

contraintes rendondantes qui sont décrits respectivement dans le chapitre 3 et le Chapitre 4.

La simulation apportée au chapitre 5 et I’étude de la compléxité comparées avec d’autres

résultats empiriques permettent d’avancer que le modeéle topo-géométrique MZ derecherche
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de contraintes redondantes dans un probléme de programmation linéaire est une démarche

qui contribue a la minimisation du colt de résolution d’un probléme linéaire.

Applications

Les domaines d'application des problemes de programmation linéaire don de la rechercehe de
contraintes redondantes sont trés nombreux aussi bien dans la nature des problémes abordés
(planification et contréle de la production, distribution dans des réseaux) que dans les secteurs
de I’industrie manufacturiére, énergie (pétrole, gaz, électricité, nucléaire), transports (aériens,

routiers et ferroviaires), telécommunications, industrie forestiere, finance.

La technique de la programmation linéaire est couramment appliquée dans l'industrie
pétroliere. C'est I'une des industries, si ce n'est la principale qui utilise quotidiennement la PL
(programmation linéaire). Elle est considérée comme l'outil qui permet au raffineur de faire la
détermination optimale de production d'une raffinerie. Pour ce faire, le programme doit tenir
compte d'un certain nombre de contraintes telles que bruts disponibles, leurs rendements et
les qualités des coupes, spécifications des produits a fabriquer, limitations de débouchés pour
certains produits, capacités des unités, modes de réglages des installations, capacités de

stockage disponibles dont certaines peuvent étre redondantes entre elles.

La PL donc la recherche de contraintes redondantes peut également étre utilisée dans d'autres

domaines du raffinage, par exemple :

ecalculs de la composition optimale des mélanges de produits (carburants, gasoils,

fuels) en tenant compte des spécifications.

el'optimisation dans l'utilisation des installations,
ecalculs de I'obtention du meilleur préchauffage des bruts et des charges,

edétermination du meilleur équilibre «vapeur-électricité» d'une raffinerie.
En dehors des raffineries, on peut utiliser la PL dans la recherche opérationnelle pour :
ebatir des plans a long/moyen et court termes d'une compagnie pétroliére,

eoptimiser le fonctionnement d'une flotte de tankers et la mise en place des produits.

Toutefois, ce modéle topo-géométriqgue MZ de recherche de contraintes redondantes dans un
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probléme de programmation linéaire présente ses limites dans la these car elle n’a été utilisée

que pour I’étude de cas de deux contraintes délimitées par deux hyperplans.
Perspectives
L’ouverture de la recherche dans cet axe repose alors sur :

- la détermination de contraintes redondantes dans le cas de la considération de trois

contraintes ;

- La récurrence sur l’observation de plusieurs contraintes voire de toutes les
contraintes qui sont associées a un probleme de programmation linéaire dans cette
démarche de recherche de contraintes redondantes dans un probléme de programmation

linaire par le modele développé MZ ou autres.
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Résumé : Cet article présente le concept de base du modéle TOPO-GEOMETRIQUE MZ sur la recherche des
contraintes redondantes dans la résolution des problémes de programmation linéaire. Il décrit quelques travaux
déja menés dans le domaine et les classes d’objet mathématiques du plus simple au plus compliquées,
permettant de modélisé le concept réel de la prise de décisions. Les notions globales sur la redondance des
contraintes d'un probléme de programmation linéaire, les éléments ou objets mathématiques de bases
nécessaires pour 1élaboration du modéle « Topo-géométrique MZ » sont développées également dans cet
article.

Mots ciés : Programmation linéaire, contraintes, contraintes redondantes, algorithme.

Abstracr: This paper presents the basic concept of the TOPO-GEOMETRIC MZ model on the search for
redundant constraints in the solving of linear programming problems. He describes some work already carried
out in the field and mathematical object classes from the simplest to the most complicated, allowing to model
the real concept of the decision-making. The general notions on the constraint redundancy of a linear
programming problem the basic mathematical elements or objects necessary for the development of the
"Topo-geometric MZ" model are also developed in this article.

Keywords: Linear programming, constraints, redundant constraints, algorithm.

1 INTRODUCTION création d'un certain nombre de sifuations dans
De nombreux chercheurs ont proposé différents lesquelles la redondance peut étre reconnue
algonithme pour identifier les contraintes immeédiatement sans plus de caleuls.
redondantes en vue de les retirdes de I'étude En 1971, Lisy a ufilisé les régles établies par
pour obtemr un modéle réduwt pour la Ziont pour identifier toutes les confraintes
programmation linéaire. En 1965,  Zionts redondantes dans des systémes de contraintes
suggérait quelques améliorations a la mise en linéaires. Gal développe cette approche par
ceuvre de la méthode de démarrage, mais quin’a I'ajout de régles pour les situations dans
pas permis d’atteindre une valeur pratique. Par lesquelles les conftraintes peuvent étre
ailleurs, un certain nombre de méthodes qui immédiatement 1denfifidées comme étant non
traitent la redondance ont été mises au point, redondantes. Il a proposé une autre méthode pour
dont la plus connue est celle de la méthode classer les contraintes aussi bien les contraintes
d'énumération  géomeétrique se basant sur la redondantes que neécessaires. Ils produisent des
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résultats qui sont inconditionnellement corrects.
Plus tard Caron et al. combinent les méthodes ci-
dessus par ajout de régles de Traitement de la
dégénérescence.

Par ailleurs, Brearly et al. ont proposé une
méthode simple pour identifier les contraintes
redondantes a partir d’un systéme de contramntes
lindaires. Cette méthode consiste & analyser les
limutes inférieures et supérieures des variables.
Telgen a proposé une méthode déterministe pour

identifier contraintes redondantes par

I'utilisation de ratio mimmal ccomme dans la

les

méthode du simplex. Stoyjkovic et Stanimirovie
proposatent une méthode pour identifier les
contraintes redondantes par I’application du
principe de maximum et minimum. Paulraj et al.
ont également présenté une meéthode heuristique
pour idenfifier les contraintes redondantes en
utilisant I"interception des contraintes de matrice
de probléme de programmation linéaire. De leur
coté, Gutman et Ioslovich ont décrit une
nouvelle approche pour préfraiter les problémes a
grande échelle non négatif afin de réduire les
dimensions considérablement en défimissant et
en supprimant les contraintes redondantes et les
variables. Ces différents travaux ne peuvent que
justifier l'intérét de la recherche nouveaux
ou techniques de recherche de
contraintes redondantes dans ['optique de la

modéles

mimmisation du coiit de la résolufion d'un
probléme de programmation linéaire.

2 Contraintes redondantes

Une confrainte redondante est une contrainte qui
peut étre supprimé dun systéme de contraintes

lindaires sans changer la région faisable.
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Examiner le systéme suivant de m et contraintes
d'inégalité lindaire non négatif n- variables (m = n)
AX<B, X=0(1.1)

MIN per™ xeR" etoer™

Ou AER
Soit.
Aix=<h laieme contramnte du

systéme (1.1) et

s=xerN/4ix<Bi x>0

le domaine de solution acceptable associde au
systéeme (1.1).
Soit

Sk=€{XR"/aiX<bi, X=0,J~k}
le domaine de solution acceptable associé a la
conframtea iX=bi,j=1,2,...,m, igkdu
systeme .
La k éme contrainte :

A X=bLk (1<=<K=m)estredondante
pour le systéme (1.1)sietseulementsiS=5k
Définition 2.1.

Les contraintes redondantes peuvent étre classées
comme faiblement et fortement -contraintes
redondantes
Contraintes faiblement redondantes
La contramnte 4 i X < b i est faiblement
redondante si elle est redondante et
AdiX=bipour X € S5.
Contraintes fortement redondantes
La confrainte 4 1 X <b 1 est fortement superflue
sielle estredondante et
AiX <bj pourtous X €S,
Contrainte obligatoire
La contrainte obligatoire est celle qui passe par le
point solution optimale Tl est également appelé
conframte pertmnente.

Contrainte non contraignante
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La confrainte non contraignante est celle qui ne
passe pas par la solution optimale. Mais elle peut
délimite le domame de solution acceptable.
1.1 Les objets mathématiques du modéle topo-
géometrique MZ

1.0.1 Les scalaires
Tout nombre réel symboliquement un scalaire sera
représenté par une lettre de D’alphabet latin ou
grecque au minuscule.

Exemple -x. y.z..... ...

1.0.2 Lesindexes

C’est un nombre entier positifs ou nul, que nous
attacherons a un objet d’'un modéle, en guise
d’1dentificatenr umque. Symboliquement les
mdexes seront représenter par1, J, k...

- Pour représenter les valeurs possibles d’un
indexes on utilisera la notions swvantes
1=12. ..., n pour signifier que I'indexe 1 varies de

1jusqu’ an.
- Quand un objectif x modéle est indexé on

écrit

qui est une représentation condensée de :

(x )
X
1 1
I‘\ le ;'I
Un objet peut avoir deux indexes comme
identificateurs. C’est le cas par exemples des
matrices.
On la représente par(aﬁ\]f_:,i__‘m qu désigne la
j=l,...m
(a,...a,
matrice : | a,
|
l‘. aml""amn !

Pour exploiter pleinement les indexes, on utilisera

également le symbole E (sommation)
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Ainsi, pour représenter ¢,x, +¢,X, +.....+¢,x, on
n

écrira tout simplement éc‘}..x :

Une décision-action est dite admissible si elle

satisfait tous les contraintes (1.2) et (1.3)

1.1 les objets élémentaires

1.1.1 Les espaces des décisions

Reprenons les problémes PPL, sous sa forme
connu trouver les inconnues-réelles x.x,......x,
qui maximisent :
Z=c.x, +ox, +..+tex,
Et qui satisfont les conditions suivantes :
Y

a,x, +a,x,+..+a,x =bh

a,x +a,x,+.+a,x b, (1.2)
| Ay Xy + @y Xy +.. 4@, X, Sb,
1)
x=20x20... x, =20 (1.3)
ol les coefficients:
(cj)_;'= ..n:{a#]f=1......nj= ...... n;

er{bl.]i =1ln sont des éléments de [J

Chaque ligne des conditions (1.2) est appelé
contraintes techmique. Les conditions (1.3) sont
appelées contraintes de non-négativite.

2.1.1 definitionl : décision-action-points-
vecteurs

On appelle décision-action tout n-uplet :

(%)
| Iz |

]
l\ I" A

ol X,.X,...., x, sont des éléments de

On la notera par la suite :
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Mathématiquement, on voit que c’est un élément

de " relativement a une base de donné. C’est

aussi un point de I"espace affine | " relativement
a un repére donné.

Une décision action seras représenté par un point
affine. Ce qui nous améne a la définition repére de
décision-action

Notation : une décision action est noté par une
lettre grecque au majuscule.

2.1.2 definition? : repére de décision - action —

espace de décision

Nous appelons repére de décision-action, le repére

géométrique orthonormé positif, noté

rattaché au probléme PPL sur-mentionné. Dans ce
repére 'origine géométrique O a une signification
particuliere - 1l représente la décision de ne rien

faire, c’est-a-dire, que s1 O est présenté par :

Xor = Xoz = Koz = = X

l‘ X Om ./
A chaque vaniable de décision x; correspond la
valeur unitaire U,

L’espace affine élément del! " puni du repere

(0.U,.U,...... U,) est appelé espace des
décisions relatif au probléme PPL a résoudre.
Malgré cette  ressemblance frappant avec la
géométrie affine enclin Dinne, nous présenterons
d’omble un aspect limitatif.

2.1.3 postulat 1

Dans la théorie topo-géométrique MZ (TGMZ)
Le repére affine orthonormé de I'espace de
décision action du probléme PPL a résoudre est
unique.

Ce postulat signifie que :

- Le concept de changement de base n’existe pas.
- Le concept de changement d’origine n’existe pas.

2.2 apération sur les décision-action
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Soit un probléme PPL donné.

D’aprés 2.1.1 une décision est représentée par un
point de I'espace des décisions action, et par un
vecteur de I’espace vectoriel

Cette double matiére (a la fois affine et vectorielle)
des décision-action est trés importante, elle permet
d’exprimer :

- La création d’autre décision action repére partir
de décision action existante.

- La «recherche » d’autre décision action suivant
une direction donnée.

2.2.1 amplification d’une décision action

Soit l'espace de la décision action relative au
repére(O-U1~U2------U,,}-
Soit Xo une décision action et ¢ un nombre réel
positif donné.
On appelle « amplification de Xo a I'aide de o »,
la génération d'une décision action X telle que
vectoriellement :

X=cXo
Mathématiquement il s’agit donc la multiplication
du vecteur Xo par le scalaire o

2.2.2 additions de deux décision action

Sotent Xo et X1 deux décisions action dans un
PPL. On appelle addition de Xo et X1, la création
d’une nouvelle décision action X felle que
vectoriellement :
X =Xot+X1

Remarquel : la combinaison de 221 et 222
nous per décisions et de modéliser le concept de
« combinaison »comique de deux ou plusieurs

décision action
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Soit les décisions actions X1, X2 ..., Xk On
appelle combinaison comique de ces décisions
actions, la nouvelle décision X définie par :
X=o1X1 +2X2 +  +«kXk

ocl,0¢2, . ok soit des nombres réel positif ou non
Remarque 2
De la remarque précédente, il est clawr que la
décision satisfait les contramtes (2.3) s1 elle est une
combinaison comque de Ul, U2 Un.
C’est & dire -

X=

oalz0. a2=20....

o 1U14+0c 2024

on=0

+omUn avec

Montrons que la réciproque est vraie.
Soit X une décision action satisfait la contrainte
(1.3)
X=(x;) avec x,20 V,=L...n
or
(J:J.]=Z.TJ.UJ. avec x; 20

=]

COFD

2.2.3 axes de recherche partant d une décision

action Xo et de direction vecteur de décision
action

Soit Xo et V des décisions actions. On appelle axe
de recherche portant de Xo et de direction U
ensemble des décisions actions notéd R (Xo, V)

définte par -

R (Xo.¥)={Xel"tqX = Xo+aV.ael"}

Mathématiquement 1l s’agit du rayon affine 1ssu de
Xo et de vecteur directeur U.

Conceptuellement 1'idée de recherche est justifié
par le fait qu” on pratique, tout solveur et basé sur
un algorithme de recherche en partant d’une point
mitial amsi, a partr d’une décision action Xo

donnée, et une direction de recherche V donnée, on
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peut « sonder » les point de I'unité des décision quu
vont satisfaire les contraintes (1.2) et (1.3).

Cette 1dée de recherche n est n’est pas confiné a
une direction de recherche uniquement. on peut
également adopter simultanément deux direction
de recherche Vlet V2. D ou le concept de plan de
recherche portrait de Xo et de direction V1 et V2.

Relation d’ordre dans un axe de recherche :

R (Xo.V)={Xel" tg X=Xo+aV.on a>0)

On peut défimr dans cet ensemble ma relation

binaire notée < comme suit
Soit X, ef X, deux pomtde décision action dans
R(Xo.V) tel que:

X =Xo+aV
er
X, =Xo+a,V

Avec a z0eta, =20
On dit que X est plus petit queX,ef on note
X, =X, sietseulementsi a <a,dansl! .

Il est facile de démontrer que cette relation est une

relation d’ordre K dans R ( Xo.V) . Xo étant le plus

petit élément.

2.2.5 Cine de recherche issu de Xo et de

direction VI.V2.V.VEkK ou V1.V2.... VK sont des

vecteur decision action

Soit Xo un point décision action assuré a un PPL.
Sotent V1, V2,..., Vk k-vecteurs décision action
de méme probléme PPL.

Sotent V1, V2, Vk l'ensemble de décision
action noté  C(Xo.VLFV2....Vk) et définie

comme suit

C(Xo.V1V2...Vk)={Xe["tqg X = Xo+alWl+a
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Remarquons tout de suite que les plans de
recherche ne sont que des cas particulier de la
recherche.

2.2.6 Plan de recherche partant d’une décision
action Xo et de direction V1 et V2

Soit Xo un point décision-action et V1 et V2 deux

vecteurs décision action de
On appelle plan de recherche partant de Xo et de

direction V1 et V2  I’ensemble note

P(Xo.V1.V2)définie comme suit :

ANVl = Xe "/ X=2b+o+002 awcol.o2e

CONTRAINTES TECHNIQUES
Dans la pratique toute décision action entrame
toyjours un impact. Dans le domaine de la
programmation linéaire, on peut distinguer deux
categories d’impact

- Les impact-performances.

- Les impacts ressources.
Dans cet article, nous nous occupons uniquement
des impact-ressources.

2.3.1 définitions 1 : impact ressource

Soit X un point décision action d'un probléme PPL

donné. Soit V un vecteur non décision

de 11"

On appelle impact ressource selon V. le produit
scalaire de X avec V dans [| "

K, V)=<X, V>
ou <X V> deésigne le produit scalaire le U avec V.

note :

le vecteur V est appelé vecteur V de consommation
de la ressource donnée.

2.3.2 définition2 :contraintes-ressources

Dans notre théorie, nous supposons qu'une

contramntes qu’elle soit logique ou matérielle peut

177

243

éfre associeé a une ressource qui soit ftoujours
limitée dans le probléme PPL associé.

Soit A= (aj)i=1. . un vecteur V de consommation
d’une ressource donnée.

Soit b la valeur limite de la ressource on appelle
zone de respect de le consommation de la
ressource limitée par b I’assemblé noté ZR (A, b)
définie par :

ZR (A b)={X e[l "ig~ A X ~<b]

En géométrie affine, cet ensemble n’est autre que
le demi-espace négative délumité par ’hyperplan
affine note H (A, b) définte par

H (A b= {Xel1"tg~ 4. X -=b)

NB : le vecteur A n’est pas une décision action 1l
est 1ié a une ressource donné et permet de calculer
I"impact une décision action X sur cette ressource
2.4 Contraintes de non-négativite

Les contraintes de non- négativité traduise le fait
élémentaires x1 ou 1=1

que les decisions n

doivent étre non négatives -
x, 20 pourtouti=12_._.n

Remarquons tout de suite que les relations :

x,20%¥1=12,_ . n
peuvent s’écrire

x, £0vi=12._.n
expression équivalente a:

<-U.X>=<0
Par conséquent, une contramntes de de non-
négativité peut étre, également considerent comme
une  conframtes ressource  délimtée  par
ZR=(-U.0) appelé zone de non négativité
ZNNL
Cependant la combinaison de toutes les contraintes

de non-négativité a une signification géométrique
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particuliére que nous appelons « cone de non-
négativité »

2.4.2 Cine de non-négativité

On appelle céne de non-négativité note C. e

cone de recherche 1ssu du point-décision O et de

direction tous les vecteurs décisions :
U .i=12._n

geometriquement on a:

C'={Xen"/X=YaU, oiaz ojl--= Cane(0.ULU2. . Un)
L =l

Remarque
Il est évident que :

o

o = d:=lm

2.4.3 Face de non-négativité

Rappelons que le repére topo géométrique du
probléme PPL, est immuables (0,Uo,U2, ... Un)
Cela veut dire qu'on ne peut pas changer la place
d'un vecteurs Ui de ce repére, pour touti=1,2, .0
On appelle face de non-négativité, noté FNNI et

I'ensemble de point décision défim comme suit

- -

a— P(0.ULUn) pouri=1 L
p(0.U, .U, pouri=2.3....n|
2.4.4 Axes de non-negativite

Pour tout 1=1,2,..., n, on appelle axes de non-
negativité, ANN1 [’ensemble de pomnt décisions
définit comme suit :

ANNi=R (O, Ui) i=1.2,._.n
Remarquons qu’ANNI n’est aufre que ['axe de
recherche partant de O et de direction U1
2.5 Relation entre objets MZ
Les relations que nous allons décrire dans cette
section sont celles de base. Les relations plus

complexes seront traitées dans le chapitre suivant.
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De plus les combinaisons entre point-décisions et
point-vecteurs ont été déja vues. Par conséquent
nous allons seulement traiter les points suivants :

- La relation entre un point-décision et une
zone de contraintes-techniques.

- La relation entre un axe de recherche et une
zone de contraintes techniques.

- La relation entre un plan de recherche et une
zone de contraintes technique.
2.5.1 Relation entre un point-décision et une
zone de contraintes techniques
Etant donné qu’un point-décision est représenté par
un point et quune zone de contraintes techniques
est représentée par un demu-espace, donc un
ensemble de point décision, la relation essentielle
méme basique entre une d ces deux classes d’objet
est la relation ensemblistes d’appartenance.
Soit Xo un pomt décision et ZCT (A, b) une zone

de contraintes la relation :

Xoe ZCT (A.b) signifie que < 4 . Xo =< b

Etant donné que dans le modéle de probléme PPL

les contraintes sont indexées: c¢’est a dire

nunérotés de 1 4 m les zones de contraintes
techmiques correspondants seront  également
notées :

ZCTI i=12....n
Ce qui permet de représenter le systéme de
techniques de la fagon suivante.
Soit Xo un point-décision satisfaisant toutes les
contramtes techniques du probléme.
Ona:
< Ai. Xo><bi pouri=12....n
Ce qui peut s’écrire
Xoe ZCTi pourtouti=1,2,....n

D'ou
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Xoe ML, ZCTi  (1.4)
Relation qu est une base de Il'analyse des
redondances et de I"infaisabilité.
De plus quand Xo n’appartient pas a un ZCT1  on
dit aussi que Xo est un extérieur a ZCT1 comime
le terme extérieur et son opposé intérieur ont une
connotation topologique, nous allons rappeler les
définitions topologique de ces termes.
2.5.1.1 Projection d’un point & un hyperplan
Soit la zones de conframtes techmques de ZCTi
délimitée par I'hyperplan H g (A1, bi) et soit Xo
un pomt-point décision quelconque.
On appelle projection de Xo sur I’hyperplan H @
(A1, bi), le point noté X'o tel que :

X’o appartient & H 2 (Ad, bi)

et XoX'o colinéaire au vecteur Ai.
X0 est donc I'intersection de M o (A1, bi) avec
la droite passant par Xo et de vecteur directeur A1
Mathématiquement cette droite est définie par :
Xel"gX =Xo+adi.aell
L’ intersection s’écrit done,
X o=Xo+oAl
<Ai. X'o>=bi
< Ai. Xo+adi >=bi
<Al Xo>+ta <Adi. Ai>=h

Za<d.4>=b —<4.X;>

:>cr=b" - <4.X;>
<4.4 >
Finalement, ona:
(h—<A.X,> |
X0=XD+.M,A;
<A 4> |

De plus la distance est appelé, entre Xo et X'o
noté d(Xo, X’0) est égal &

bi— < Ai. Xo >
d|Xo. X' =—J<:A'.A'>
(Xo.X'0) < 4i. di > A
bi—< Ai, Xo >
d(Xo.X'0)=|————
( ¢ 0) A< Al Ai >

Cette distance est aussi appelé distance du point

Xo a I'hyperplan 7 (A1, bi).

2.5.1.2 Orientation du vecteur Ai par rapport a

ZCTi

Soit Xoun point de ZCT1 qui n’appartient pas a
I’hyperplan HP(A4.b,) -

Xoe ZCTi et Xog HP(4.b)

Soit X' la projection de Xo surHP(A.E:;Jona :

Xo'= Yo+ B AKX >
| <4d.4>
YoXo! b—<4.X,> 4
<4.4,> |

Le produit scalaire entre XoXo' et 4. domne :

(b—<4.Xo>
| <4.4> )
< XoXo'. 4, > =b—<A.Xo>

< XoXo'. 4, > = <A4.4>

Or
Xoe ZCTi  ce qui signifie

<4.Xo><bh et X ¢ HP(A.b,)

ce qui signifie< 4. Xo >< b,
Par conséquent on a:
<A4.Xo><b

D’ou
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b<d4.Xo> >0

Finalement on obtient la relation swivante :

<XoXo'. 4> >0
Dot la proposition :
Proposition 2.1

Le vecteur 4, est toujours orienté de I'intérieur vers

Iextérieur de ZCT1

2.5.1.3 Orientation d’un vecteur décision par
rapport a ZCTi

Soit V un vecteur décision, et soit ZCT1 une zone
de contraintes techmique V est paralléle

a H g (A1, bi) c’est a dire a la frontiére de ZCTI
2.5.1.3.1 Orientation extérieure

On dit que V a une orientation extérieure par
rapport a ZCT1  s1 < WV, A1 > est strictement
positif.

2.5.1.3.2 Orientation parallele

On dit que V a une orientation paralléle par rapport
AZCT1, 1<V, A1 >estégala 0.
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Summary : The Topo-geometric approach MZ requires
notions of both vector geometry and affine geometry.
and also uses topology concepts to fransform the elementary
notions of presenting a linear program problem. These
different forms or presentation meodels of problems related to
the Topo-geometric approach MZ are initially presented in this
article and will be followed by elementary results
demonstrated by the wuse of the supported objects of the
supported model. Thus, this article is the precursor of the
determination of redundant constraints by the Topo-geometric
model JMIZ.The energized objects will thus constitute the
language of the proofs of the subsequent propositions.

Keywords : Linear programming, mathematical writing of the
maodel, writing of the Topo-geometric model MZ, algorithm.

1 INTRODUCTION

This paper constitutes the basis of the Topo-geometric
model MZ in search of redundant constraints in a
problem of linear programming. This article follows
the work on the Topo-Geometric MZ model published
11 MADA-ETI, ISSN 2220-0673, Vol.2,
2016, www.madarevues.gov.mg which develops the basic
coneept of Topo-geometric models, and presents the
powered objects in search of the redundant constraints
of almear programming problem. All  the
mathematical object classes will first be presented
from the simplest to the most complicated. to model
the real concept allowing the  decision
making. Together with the presentation of each class,
the existing operations and relationships will be
analyzed; the representation of technical constraints by
affine half-spaces is the most important part of this
work.

2 THE MEAN OBJECTIVES
2.1 The scalars
A scalar 1s any real number. Symbolically, a scalar will be
represented with a Latin or Greek or lowercase letter.
Examples: X, V.Z...... a....

2.2 Indexes

It i1s a positive or null integer that will be attached to an
object of a model, as a unique identifier. Symbolically the
indexes will be represented by 1. j. k...

To represent the possible values of an index. the following
notions will be used:
1= 1. 2. n meaning that the index 1 varies from 1 to n.

When an objective x of a model 1s an index. one writes:

i
An object can have two indexes as identifiers. This is the
case with matrices. for example.

It 1s represented by
(aif )it
F=Lm

which designates the matrix

Qo
a;
aml "'ar.'m

To fully exploit the indexes. the symbol Z (summation)

will also be used.
So. to represent

OX, +H0,X, o,

n-
it will be simply written:
n
e x
- i

J
=l
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3 THE ELEMENTARY OBJECTS

3.1 Decision spaces
Take again the problems LPP in its known form which

consists of finding the unknown-realXj,Xy,....X,, and
maximize:
Z=qx+0x+.tox, (3.01)
And which satisfy the following
4%+, 4+ o x <D
conditions ayX +a,x, + 4o, x £h, (3.02)
0% + 0,0+ +a, T, <h,
D x20x20..x,20 (3.03)

where the coefficients:

() 7=Ln
(aﬁ)izl ...... nj=1.., n
(8)i-Ln

Each line of the conditions (3.02) 1s called a technical
constraint.

Conditions (3.03) are called non-negativity constraints.
Definition 3.0]: decision-action-point-vectors

We call decision-action any n-tuple

X
X, | Whose Xq-Xy..... X, are elements of [1
xﬂ

It will be noted later :

(5)1=1m

Mathematically, we see that it is an element of [ " relative

to a given base.It 1s also a point in the affine

space U" relative to a given landmark.
An action decision will be represented by an affine
point. Which brings us to the decision-action definition?

Notation : an action decision 1s noted using a capital Greek
letter: A, B, X Y

Definition 3.02: decision marker - action - decision space

We call decision-action benchmark the positive
orthonormal geometric benchmark. noted

(ou,.1,....0,)
related to the aforementioned LPP problem In this

reference, the geometric origin O has a particular meamng
it represents the decision to do nothing, that 1s. if
X

ol
Q0= Xoa |

X,

Xy = Xop = Xg3 = -

=Xy =0

To each decision, wvariable X; corresponds  the unit
vector U, .
The affine space [ " equipped with the

reference {O,UI,UQ,-‘--,U") is called the decision space

relating to the LPP problem to be solved.
Despite this striking resemblance to Euclidean affine
geometry, a limiting aspect will be presented from the start.

3.2 Postulate
In the topo-geometric theory MZ, the orthonormal affine
frame of the decision space action of the problem LPP to be
solved 1s unique.
This assumption means that

- The concept of basic change does not exist.

- The concept of change of origin does not exist.
However. following a presolved analysis, it may be possible
that n changes. which completely modifies the LPP problem.

4 OPERATIONS ON ACTION-DECISIONS
Given an LPP problem. according to definition 3.01, a
decision is represented by a point in the decision-action
space and / or by a vector of the vector space R*®
This dual nature (both affine and vectorial) of decision-
actions is very important.
It allows to express
The creation of other stock-decisions based on existing
stock-decisions
The search for other decision-actions according to a given
direction.

4.1 Amplifier of an action decision
Let the decision-action space relate to the reference.
Let Xy be an action decision and o a given positive real
number.
We call amplifier of Xg using a. the generation of an action
decision X such that

X =aXp
Mathematically, it 1s therefore the multiplier of vector Xg by
the scalar a

4.2 Addition of two decision-actions
Let X and X be two decision-actions m a LPP problem.
The addition of Xy and X, 1s called the creation of a new
action decision X such that

X=Xp+X;

Note 4 01

The combination of 2.3.1 and 2.3.2 allows us to model the
conic combination concept of two or more action-decisions.
Let the decision-actions X 1, X 7. X

The conic combination of these decisions is the new
decision X defined by:
X=a1X1+to:Xs+ . +topXx

o k are positive real numbers or zero.
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Note 4.02
From the previous remark, it is clear that the decision
satisfies the constraint (2.03) 1f 1t 1s a conic combination of
Uy, U; ... U, that is to say:

X=aUi+aUs+  + o Uswitha 120, 0220 a.=0
Let's show that it 1s reciprocal and true.
Let X be an action decision satisfying the constraint (2.03)

X=(xj;) with x5z =0
but

() = ZIJ,-UJ,- with x;=0
J=1
4.3 Search axe defined by decision-action Xo and direction
the vector decision-action V
Let Xp and V be action-decisions.
We call search axis starting from X ; and direction U the set
of decision actions, noted R (X, V) defined by
R V)={XeR*/X=Xy+aV.with o€R anda=0}
Mathematically, it is the affine ray derived from Xy and the
vector V.
Conceptually, the research 1dea 1s justified by the fact that in
practice, any solver 1s based on a search algonthm starting
from an initial point.
Thus, from a given decision-action Xp, and a given search
direction V, one can search the pomts in the universe of
decisions that will satisfy the constraints (3.02) and (3.03).
This research idea is not confined to a single research
direction. It 1s also possible to adopt simultaneously two
search directions Vi and Vi, Hence the concept of “research
plan ", Starting from X and direction V; and V3.

4.4 Plan of research starting from a decision-action Xy and
directions Vi and V3

Let Xp be a decision-action point and Viand V2two
decision-action vectors of it.

We call search plane starting from X and directions V; and
V3 . the set noted P (X .V, V2 ) defined as follows

P Xy, VI, Vo,) = (X eR*/ X =Xy + a1 V] + @» V3, where
o) ER “and oy ER *}

By generalizing, we have :
4.5 Research of

Vi, vectors decisions
Let X be a decision-action point associated with a LPP.

Xy direction and Vi Vs

Let V. Va.Vy kdecision- action vectors ofthe same
problem LPP.
We call vertex cone Xy and directions Vi. Vo, ..., Vi.

the action decision set denoted:
C (Xy. V1. Va... Vi) defined as follows:
C (Xg V1, Va.. Vi)
It should be noted at once that research axes and research
plans are only special cases of research axes.

5 THE TECHNICAL CONSTRAINTS
In practice, any action-decision always has an
impact. In the field of linear programming, two
categories of impacts can be distinguished
- Impact-performance.
- Resource impacts.
In this study. we only deal with the impact-resources.

Definition 5.01 resource impact
Let X be an action decision point of a given LPP

problem. Let V be a null vector of [|" We call resource

impact according to V., the scalar product of X and Vin [ "
noted:

SXV)==X. V=
Where <X, V= denotes the scalar product U with V.
The vector V is called unit consumption vector V of the
given resource.

Definition 5.02 constramnt resources

In our theory, we assume that a constraint that 1s logical or
material may be associated with a resource that is always
limited in the associated LPP problem.

Let A = (aj) j=1.. nbe a vector V of consumption of a given
TeSOUrCe.

Let b be the limit value of the resource, the zone of respect
of the consumption of the resource limited by b 1s the set

noted ZR. (A, b) defined by :

ZR (A.b)= {X el "< A4X >-Sb} (5.01)

In affine geometry, this set is none other than the negative
half-space delimited by the noted affine
hyperplane. HP (A, b) defined by:

HP (A.b)= {X €[ "/< 4 X ~=b} (5.02)

NB: The vector A 1s not an action-decision 1t 1s linked to a
given resource and allows to calculate the impact of an
action X decision on this resource

6 The constraints of non-negativity
The non-negativity constraints translate the fact that the
elementary decisions x;, where 1 = l... n must be non-
negatives, 15 :
%20
Let us note immediately that the relations
520 vi=12.n
can be written:
X; <0 vi=1.2..n

Expression equivalent to:

Vi=1,2..n

<, X><0
Therefore, a non-negativity constramt can also be
considered as a  resource  constraint  delimited

by ZR= (—U,-,U) called non-negativity zone ZNN;.

However the combination of all non-negativity constraints
has a particular geometric meaning that we call " non-
negativity cone .
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0.1 non-negativity cone
We call non-negativity cone noted Cj the cone of search
from point-decision O and direction of all decision
vectors

U i=12...n»n

i

Geometrically we have:

- _ o" -YaU, >
Gy {Xe. X %:a,{,; where @, _0} 6.01)
= Cone(0.U,.U,....U)
Note 6.01:

It 1s obvious that C: = ﬁ:=1 M

0.2 Non-negativity face

It 1s to be recalled that the geometric topo reference of the
LPP problem is immutable (0, Up. Up..., Up).

This means that we cannot change the place of a vector U; of
this reference, for all 1, for all

i=1, 2..n

We call the non-negativity face, denoted by FNN; the
decision point set defined as follows:

. _{P(O,U,,Un}ﬁ)ri:l }

T P(OULL,) fori=23, 0

i
1>

6.3 Non-negativity axes
For alli=1, 2. n we call non-negativity axis, ANN; . the
set of decision point defined as follows

ANN;=R (0, U)1=12._.n (6.02)
Note that ANN; i1s none other than the search axis starting
from O and with the direction Uj.

Recall the concept of redundant constraints.

7REDUNDANT CONSTRAINTS

A redundant constraint 1s a

constraint which can be deleted from a system of

linear constraints without changing the feasible region or
acceptable solution area.

If we look at the next system of m and n constraints

of linear mequality, no negative (m > n), we can adopt the
matrix writing:

AX<B, X=0, (7.01)
But
AeR™*" beR™. XeRr"
And 0eRr".
Let

AT, <b;
be the i ® constraint of system (7.01) and let
S={XeR" /AT, X< b;j X=0}

The acceptable solution area associated to the constraint

AX =b, 1=1,2, ... ,mi4k
of the system .
The ¥ constraint :

AX=b, (l<k=m)

1s redundant for the system (7.01) 1f and only 1f
S =S

Definition 7.01

Redondant constraints can be classified as weak

and strong redundant constraints. 1.3.2

Low redundancy constraints

The constraint AT; X < bj1s

weakly redundant if she is redundant and
AT;X=b; forall Xe S

8 RELATIONSHIP BETWEEN MZ OBJECTS
The relationships described in this section are the basic
ones. More complex relationships will be discussed in the
next chapter.
Moreover, the combinations between point-decisions and
point-vectors have already been seen Therefore, only the
following points will be dealt with:

- The relation between a decision-point and a constraint-
technical zone.

- The relation between a research axis and a zone of
technical constraints.

- The relation between a research plan and a zone of
technical constraints.

8.1 Relationship between a decision--point and a technical
constraint zone
Since a point-decision is represented with a point. and a
zone of technical constraints is represented by a half-space.
a set of decision-point, the essential same basic relation
between one of these two object classes, 1s the ensemblist
relation of belonging.
Let Xo be a decision point and ZCT (A. b) a constramt zone.
The relationship
X,eZCT(Ab) means <A X,><b
Since in the LPP problem model, the constrainis are
indexed, 1.e. numbered from 1 ton the corresponding
technical constraints areas will also be noted.

ZCT; 1=12..n
This makes it possible to represent the system of techniques
as follows:
Let Xo be a decision-pomt satisfying all the techmical
constraints of the problem.
We have
<A, X,><b, for 1=12,...n

The acceptable solution area associated with
the system (7 .01). This can be written -
Let X, €ZCT, Foreverythng 1=12..n
Sy={XeR"/AT,X<b X=0.i#k} From where,
X,ery ZCT, (8.01)
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Relationship that 15 a basis for redundancy and infeasibility
analysis.

Moreover, when Xy does not belong to a ZCT;, we also say
that Xy 1s exterior to ZCT; as the outer term. and its inner
opposite has a topological connotation. the topological
definitions of these terms will be recalled.

8.1.1 Projection of a point on a hyperplane

Let ZCT; be the area of technical constraints delimited by
the HP hyperplane (A;. b;) and let X be any decision-point.
We call projection of Xpon the hyperplane HP (A, b;). the
point noted X’g such that

Xp belongs to HP (A;, b;) and 1s collinear to the vector A;.
"o 1s the intersection of HP (A, b;) with the straight line
passing through X; and whose direction vector is A;.

Proof :
L
Mathematically this right 1s defined by

Xel" with X = Xy+ad ~— ael
The intersection is written,
Xo=Xo+ah;
<A4.Xy>=5
<d.X,tad > =15
<d.Xy>ta<Ad.4,>=5

:>Q<A,, A'-> =bi _{Aia X0>
b - <4, X,>

<4, 4>

Sa =

Finally, we have

b—<d4d., X
X, = x, + |B=A K>, 8.02)
<d, 4>
+
Moreover, the distance between X and X'y denoted d (X,

X'p) 1s equal to

4%, Xy) = b’:?;,f" 44>

| (8.03)
. h-<4, X,
d(X,. Xy) = JJ:f’;

This distance 1s also called the distance from the point Xo to
the hyperplane HP (A, by).

8.1.2 Orientation of the vector Ai with respect to ZCT;
Proposition 8.01
The vector is always oriented from inside to outside of
ZCT;.
Proof:
L]
Let Xp a ZCT; pomt that does not belong to the

hyperplane I‘IP(AI. .b, )

X, € ZCT, and X, ¢ HP(4.b)

Is X, the projection of X, on HP(A-,IJ,-)

We have
X, + [M]A

X' =
<d. 4>

The product of X X° with 4, is -

b—< A, X0>
<HpXpld > = | ———— <4, 4>
<d4.4 >

<XpgXp. 4 >=b-<4.X,;>
X, €ZCT
which means

<4, X,><b and
So<4d, Xp><5h

but

X, ¢ HP(4.3)

Therefore we have: < A,-.XU > < bi

b-<4.X,>>0

Finally we get the following relation:
<m', 4> >0

From where

+ 813
Direction of a decision vector with respect to ZCT;
Let V be a decision vector, and let ZCT; be a technical
constraint zone V parallel to HP (A;: b;). that 1s to say at the
ZCT; boundary.

8.1.3.1 External orientation

We say that V has an external orientation with respect to
ZCT;, if =V, A 1s strictly positive.

8.1.3.2 Parallel orientation

We say that V has a parallel orientation with respect to
ZCT;, if <V, A;> 1is equal to 0.

Note 8.01:

The qualification “parallel” refers to the fact that V is
parallel to HP (A; :bi), that is to say at the ZCT;
border.

8.1.3.3 Internal orientation
We say that V has an internal orientation with respect
to ZCT;, if <V, A= is strictly negative.

8.1.4Characterization of an Inner Point of ZCT;
Proposition 8.02
Xy 15 an inner point of ZCT; if and only if :

<4, X;><bh
Proof:
L
a) Let X be a point inside ZCT;.
According 27131,
strictly positive reality r such that the ball whose center 1s X
and with a radius 1 1s entirely contained in ZCT;.

to there exists a
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Logically, this means that 1f X' designates the projection of
Xoon HP(A,-,IJ‘-) , then the distance between Xp and Xo ' 1s
equal to

b—<A4. X, >|
.’<A,., A=
And
b, L X
1< b<a %> but r is strictly positive,
.’<Ai, A>
b-<A X, >

1s strictly positive from where
J<ALA >

b—<A;. X, > is alsostrictly positive

b) Reciprocally,. Xo 15 a pomnt of ZCTisuch
that <4, X;> < b
Let us show that this 1s an inside point of ZCT;.
Let X¢' be the projection of Xy on the hyperplane. We saw
that -
The distance between Xj and X' 1s equal to:
ba'_ < A. ; Xo >

‘d< ‘4!:‘4! >

Let
r=l b—<4,X,>
2 <4.,4>
We have =0

and 1t 1s obvious that the ball whose center 1s Xy and radius
r 1s entirely included mn ZCT. which means that Xp 1s an
internal pomnt of ZCT;.

+
8.1.4.1 § border point
A point Xy e[1 " is said to be a border point of S if :
X is an element of Set
Whatever the positive real number r 1s, the open ball of
center X and radius r contains both elements of S other than
Xy and elements of § (the complement of S in Euclidean

affine space [| " ).

8.1.5 § border
Let S be a non-empty set in the Euclidean affine space with
the orthonormal coordinate system

(O, Ul_.UQ....,U,, ). We call the boundary of S the set noted

Proof:
L]
Let's first show the first inclusion
Fr(ZCT;) — HP(4.,b,)
Let X, be an element of Fr (ZCT;). that means that Xo 1s
also an element of ZCT; so.
<4.X><h
If Xo¢ HP [A?,b,) . this means that <4, X, > # b,
From where,
<A4.X,> <b, . meaning that Xo is an inner point of
ZCT;, which contradicts the fact that Xg is a border point of
ZCT,.
Reciprocal
HP(4.b) < Fr(ZCT,)
Let Xo be a point of HP (Aib1) which means that
<4, X,>=b
Let r be any strictly positive real number and X the point
defined by

ro 4

X=X+ ———
I 2P

Note that the distance between Xy and Xj 1s equal to % .

which is strictly less than r.

Moreover, according to Proposition 801, A;1s always
oriented towards the outside of ZCT; so X; do not belong to
ZCT;.

So X belongs to the open ball of center Xp and radius 1.
Finally. let us show that the open ball of center Xgand radius
1 contains points of ZCT; other than Xq.

Let X3 the point defined by

X, =x L 4

2 UE-P'_<A,.,A,.>

We obtain:
r 4
<A X, »= <4 Xj—— =
2 iy
r 1
=<4 Xjo— =4 4>
2 Jed. 4>

<d X, > = <,45,X0>7%

But

-
Fr (S) containing all the boundary points of S. <d. X>=5b = <4, X>-4§ -3
As
Proposition §8.03 >
We characterize the border points of the ZCT; by: r=0 = E = 0
F h
Fr (ZCT)= HP (A:b) fomw mr
5-L<p
2
We can write
<4. X,> < b
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Which means that & 1 belongs to ZCT..

In summary, every strictly positive real number 1n the open
ball of center Xand radius r contains both elements of ZCT;
other than X and elements of ZCT;.

This means that X 1s a frontier point of ZCT;.
Finally, incombination with the two
have

way. we

Fr(ZCT) c HP(4.D,)
and
Fr(ZCT,) © HP(4,.,)
So we have

Fr(ZCT)) = HP(4,. b))

Proposition 8.04
The zone of technical constraints ZCT; is topologically
closed.

Proof :
&
Let Xy be a point not belonging to ZCT; (where ZCT;
denotes the complement of ZCT; in the affine space).
As
X, & ZCT;
So
<4.X;>>h
Let Xo' be the projection of Xp on HP(Ai ,b!.) . We showed

that
The distance between X, and Xj1s equal to

b~ <4 X,>]

<4, X,>>Db = b-<4.X>

but
<0
50
|bi — <4, Xo>| =—(b —<4. X;>)
= <4, Xy> -5
The distance between X and the border 1':11}':'(/{i _.br.) 1s equal

to

<4, X;> - b
.’{A,_, A >

< A X — b
r:l 4. Xy =

. L be
2 ’-c; 4. 4=
It 1s easy to show that the open ball of center X and radius 1
1s entirely contained in ZC7T, -
Therefore ZCT, 1s open.
S0 ZCTi1s closed.

In summary of Proposition 8.03 and Proposition 8.04, each
zone of ZCT; techmical constraints 1s closed and their

boundary is none other than the hyperplane HP (.4,é ,bi ) .

8.2 Relationship between a search axis R (X V)and a
techwnical constraint zone ZCT;

Consider an area of ZCT; technical constraints. Let also be
the radius R(Xo. V) coming from Xp and direction vector V.
representing a search axis. This relationship 1s based on the
existence and uniqueness of the solution of the equation

a(A’., V} =bh - (A,., X0)7 & is the unknown.

Proof:

L]

Since the two objects are sets of decision points. the main

combination that can be imagined between them is the

wtersection. In  addition, since the area of technical

constraint 1s closed and the hyperpld#he HP (A; b;) 15 closed.

we will be much more interested in the intersection of the

radius R (Xp. V) with this boundary HP (A b;). Indeed. if

Xo1s outside of ZCT;, then such an intersection gives us the

point of entry from the outside to the inside of ZCT; along

the radius. On the other hand, if Xy 1s mnside ZCT,, 1t gives

the exit point of ZCT;.

Let I denote this point of intersection

Xo. V)

Wehave I = X, + ¥

Since I also belongs to HP (A;. b;). we can write
(4. 1) = b,

By combining these two relationships. we have

: as I belongs toR

avec a=0

(4. X, + aV) = b,
By developing. we get
(4. X, ) + a(4.7) = b,

which 1s an equation where o 1s the unknown.
This equation gives :

a{4, V) = b — (4, X, (8.04)
The existence and unmiqueness of o depend on the values
of b1 - (Aj, X o) and (Ai.V), hence Xp and V.

8.2.1 Where Xy is outside ZCT; and where V is not facing
inwards from ZCT;
The equation -

a<A7's V) =b - (Ays X0>

has no solution.

Proof:
L]
This case 1s mathematically translated by

{(Au X)) 5

and (A, Xo‘) ) b

(A:, Fyzo0
leads that.
b - (4, %) (0
Also as
@20 o (4.7)=b (4 X)(0
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which 1s impossible.
In this case I do not exist.

8.2.2 Where Xyis outside ZCT;and where V is inward ZCT;
The equation

@(4. V) = b - (4. X,)
has a unique solution.
a = b _<Af> Xo) )
(4. 7)
Proof:
&
We have
b, —(4.%,) (0 er (4.7) (0
which gives
b — X,
a = i <‘41 0) )
(4.7)

which 1s 1n addition a unique value.

In this case we say that we have a single pomt of entry
starting from Xy, and moving along the axis of R (Xp. V).

8.2.3 Where Xp is on ZCT; and where V is outside ZCT;
The equation

ald. V) =b, - (4, X,)

admits a null solution.

Proof:
L]
This case results i :
b—{4. X,)=0and {4.V) >0
The only solution available 1s
a=0
Meaning that,
1=X,

+

8.2.4 Where Xy is on the ZCT; border and where V is
parallel oriented to

HP (4;, bi)

The equation
ald. V) =5 - (4. %)
has an infinity of solutions.

Proof :
L
Mathematically we translate this case by

b -{4.X) =0 ad (4.7)=0

This gives us infinity of solutions. In fact. R(Xp. V) 1s
included in HP (A; : b)), and the intersection is none other
than B (X, V).

8.2.5 Where Xy is on the ZCT; border and where V is inward
ZCT;
The equation

o4, 7) = b - (4. X,)

has a unique solution_

Proof -
L]
In this case
b—(4.X,)=0 e (4.7)(0
which leads to
a=0

That is to say 1= XD . unuque solution.

8.2.6 Where Xp is inside ZCT; and where V is
outside ZCT;
The equation
a(4. V) =b -4, X,)
has a unuque solution
_ b (4. X)
(A7)

Proof :
&
This case results

in {4, XD, er (4. F)>0:
Which leads to:
b — (4. X5) » 0

Hence the unique solution

b; _ <“1;= ‘X—0>
(<. 7)

(2.12)

(=4

8.2.7 Case where Xo is inside ZCT; and where V is parallel
oriented to ZCT;
The equation

ald. V) = b

- (4 Xo>
has no solution.
Proof':

L
As in the previous case, we have

B, — (4. X,) > Obut (4.7)=0
Which leads to an impossibility, meaning
that R(X,.V) will never intercept the border of ZCT,.
)

8.2.8 Where Xy is inside ZCT; and where V is inward ZCT;
The equation
a(4, V) =6 - (4. X,)

has no solution.
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Proof -

L]

As recently.

b—{A. XYy 0and {A. V)> 0

In this case, the equation
al4, 7) =4 %,
has no positive solution, meaning that R (X, ,V) will never
intercept the border of ZCT;.
L3

8.2. 9 Algorithm for determining the intersection of a search
axis R (Xg, V) with the technical constraint zone ZCT;
The previous eight cases can be summarized in the
following algorithm
- Case where there 1s no intersection.

No intersection
- Case with

(4.x))e  ad (4.7)(0

We have a single pomnt of mtersection
b —(4:. X,

{Xu +7{§1,,V) ) V}
I {4.X,)=b and (4.7))0.
There 15 unique solution -

x,)
¥ (4.%)-8 @d (47)0
There is unique solution:

{X +br _(A)'-X0>V}

0 AV
1 (4,X,)b, and (4.7)>0
No solution : &

8.3 Relationship between a search-plane C(Xp V),
V 2) with linearly independent to Viand Vyand a
of ZCT; technical constraints zone

As for section 8.2, these two objects are sets of decision
points, so this section will describe their intersection.

Let I be such a pomt. It 1s thus of the form

I=X +alV + ol with O and &, are positives.
More like I belongs to the border of ZCT, . we can write
<Aé I) = b,
Which leads to :
(A, X, +a] +a2V2) = b
From where
(4.%) + o (4.7) + &,(4.7)) = b,
Let
a(4.h) + o (4.%) = b - (4.X,)
which i1s a lmear equation with two unknowns

variables, @&, @ &, positive.

As for 2 6 2, the existence and uniqueness of the solutions to
this problem depend on the

three objects XO'-V‘I et V2

- For X, there are three possible sitnations : to be outside
of ZCT;. or be on the border of ZCT; or be mside of ZCT;.

- For Vl there are three possibilities : be outward facing
from ZCT; or be oriented parallel to ZCT, or be oriented
towards the inside of ZCT,

- For V; the possibilities are the same as for V.
All in all. we have 3x3x3 | that is to say. 27 possible cases
to be made.

8.4 Search along an axis R (X, V) in the ZNN non negativity
Zone

The ZNN non-negativity zone has been defined as

ZNN = ﬂ ZNN,
J=l
where
INN, = ZR(-U,, @) (8.05)

Conceptually, this means that we assimilate ﬂ\ﬁ’VJ to a
resource constraint zone, and if a X point belongs

to ZNNI this means that Xy satisfies the constraint

associated wichNNJ- _ It 15 therefore a stage situation.
The concept of research implies that there 1s a situation or
state of deposition, and that from this situation, one move to
another situation or state. And we have already seen that this
research, when 1t 15 linear, can be modeled by the concept of
axis of research starting from a given point and moving
according to a given vector R (Xo , V)
In this section, the starting pomnt of the search is the point
Xp, which 1s supposed to be located in the ZNN non-
negativity zone. Since the new decisions found must have
remained 1 ZNN, 1t 1s logical to study the conditions under
which this search leads us out of ZNN. And as in the case of
ZCT, technical constraint zones, we will need to define the
boundary concept in ZNN.
For ZNN;, there 1s no problem.
Indeed,

Fr(ZNN,) = HP(-U,, 0)

given that ZNN, 15 only half affine delimited by the
hyperplane HP{—U!.,O) .

And asHP (-Uy. 0)1s included m
that ZNN; 15 a closed area.

ZNN,, we know

8.4.1 Frontier of the ZNN; non-negativity zone
Proposition 8.05
Fr(zw) = |J (BP(-U,.0) n ;)
J=l
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Proof :
L]

It suffices to show that for every j. HP(—UJ. ,O) M C: isa
function of ZNN.

Step 1:

Let us show that every X point of HP(—UJ .O)r“\q isa
border point of ZNN.

Let r be any positive real number. This 1s to show that the
open ball of center X and radius r denoted B (X, 1).
contains both an element of ZNN other than X and an
element of ZNN other than X 1s:

X=E)i=1..n
The fact that X € HP (-Uj, o) N Co means that
%20, Vi=l.n andthat =x=0

Let us take the point X' = (xYi) i=1.. n defined as follows :

X; for all i=j
xi=4 1 o
— if i=
5 if i=j
Similarly let us take the pont:

X" =(x")) i=1.p defines as follows -

x; forall

i ]
Xi= 1 . L
3 i i=J
It 15 obvious that :

X' € ZNN and has X" € ZNN
Moreover, it 1s also obvious that

XeBX DandX"eB X, 1)
This shows that the open ball B (x, r) contains both the point
X 'which 1s the element outside ZNN and the point X" which
is the element in ZNN, and it is obvious that X' is different
from X and that X" 1s different from X.
Therefore X is a border point of ZNN.

2nd step:
Let us show that HP (-U;, 0) N Cj

Let X be the projection of X on HP (-U;, 0) and d; the
distance between X and Xj.
As

X =X V. =1..n
Then d;# o V. =1..n
Let

1 ...

r = min(d)
It 15 obvious that = 0 and that the open ball
B (X 1) is included in ZNN.
There fore,

Wi=1..n

Urpcy,. 0) ~ ¢y = Fr(zvw)

=

Note 8.02

HP(-U,.0)nC," is the cone

c(0.U.U,. ..U, Uy,...U,)
We will call it " comic wall of non-negativity j Noted
MCNN;.

Proof :
&

MCNN, = HP(-U,;,0)nC,"

et ZNN =|_J MCNN,
-l
In other words. the ZNN border is none other than the conic
wall meeting of non-negativity.

Note further that

MCNN; c HP(U,.0)
So
MCNN, c Fr(ZNN, )
+

8.4.2 Exit point of ZNN following R (X, V)
Proposition 8.00

We assume that Xg 15 in ZNN. Since ZNN 1s closed, the exit

And in summary, HP (-Uj, 0) is indeed a ZNN border and point is the opoint of contact or intersection
their meeting 1s also a border of ZNN.
In addition. let X be a point of ZNN such that berween R(X;,7) and Fr (ZM ':‘)-
X HP(-1j;. 0 c,’
g H .00 G Proof
L]
It that -
meansthat - Let Fj be the point
Xe u HP(L. 0) 0 G) of R(XU,V) ETFI'[ZNNJ-) which  is  none  other
iz
HP|-U..0
Given that C+o = . it means that than { i )
n IjER(XQ,V),soIJistheform
Xel HPU. )~ G
jml .
' L=X,+aV witha >0
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Sumilarly
IeHP(-U,.0) .
So we check the equation

<-U,I>=0 ou <U,I >=0

< UJ-_.XQ,aJ-V:- =0
<U,Xy>+a; <U,.V>=0

From where,

Fmally, we obtain the equation:
a; <UJ..V> =—<U}..XD >

with the condition aj- =20,
Based on the results of section 5.2, we can say that the
research axis R(XOV) leads us outside of ZNNj only 1f
V is oriented outside ZNN;,

that 15, 1f
<U,v> >0,
in which case.
—<U; X, >
o= (8.06)
<U;.V=>

Let X, =(X})i=1..n
V=(v,)i=L..n and <U.X;>=x]
<U,Ve=v,

The expression of a; becomes

a, = —\L (8.07)
]
Which is good non-negative
becausex! 20 and v; <0.
.
8.4.3 ZNN exit point following R (Xp, V)
We assume that Xp 15 i ZNN. Still  based

on previous results, R(Xvo N V) leads us out of at least one

ZNN;. that is. there exists a j such that 1"3- <0 noting :
V =(vj]j=1,...,n .
Let IN (V) denote the set of indices j such that v, <0 .

IN(V) :{je[l,n] tel que v; <0}

B

[

(Bl G

8]

(5]

Hence the proposal :

Proposition 8.07

The research axis is in the non-negativity zone ZNN only if
IN (V) 1s non-empty. In this case, the exit point I 1s given
by

I=X +aV .
o = mi —x]
—mind—°
or , (8.08)
Jjeh(V)
Proof:
[ ]
Given that R(XO,V] is a totally ordered set. the exit
point of [ such that verify:
T=min(I |
(Z) ©.09)
JEINW)  where I =X,(X))V

The Proof is immediate. The output pomnt I is none other
than the first smallest [
+
9 CONCLUSION

Through this article, we presented all the art mathematical
object classes required for topo-geometric modeling MZ and
the mean objectives associated with Topo-geometric
definitions, as well as the conventional operations and
properties of constraints LPP defining hyperplanes, are
mentioned.
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RESUME

Cette thése portant sur « La modélisation topo-géométrique MZ de la recherche de contraintes
redondantes des problémes de programmation linéaires » utilise 1’approche inductive dans le
domaine de la recherche. Cette nouvelle théorie évoquée dans cette étude puise sa source sur
les problémes ouverts de résolution ou optimisation d’un probléme linéaire a grande
dimension. Les difficultés de résolution de ces derniers reposent surtout sur le codt de la
détection de la solution optimale notamment en termes de temps. Les différents travaux de
recherches menés montraient qu’une des possibilités de la minimisation de ce temps de calcul
de la solution optimale est la recherche des contraintes redondantes. C’est dans ce sens que la
these est realisée pour apporter une nouvelle théorie de détection de contraintes redondantes

qui pourrait minimiser la durée de la recherche de la solution optimale dans un PPL.

Mots clés : Optimisation, programmation linéaire ; contraintes ; contraintes redondantes ;

minimisation de co(ts de résolution

ABSTRACT

This thesis on "MZ topo-geometric modeling of the search for redundant constraints of linear
programming problems™ uses the inductive approach in the field of research. This new theory
evoked in this study draws its source from the open problems of resolution or optimization of
a large dimensional linear problem. The difficulties of resolving these latter are mainly based
on the cost of detecting the optimal solution, in particular in terms of time. The various
research studies showed that one of the possibilities of minimizing this computing time of the
optimal solution is the search for redundant constraints. There is the reason that the thesis is
realized to bring a new theory of détection of redundant stresses that could minimize the

duration of the search for the optimal solution in a PPL.
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