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Introduction

Le système électrique ferroviaire est composé d’un ensemble de conducteurs mé-
talliques de différentes natures et ayant, pour la plupart d’entre eux, la particularité
d’avoir une longueur très importante par rapport aux dimensions transversales. Cet
ensemble de conducteurs est inséré dans un environnement complexe composé de
plusieurs autres éléments, tel que le réseau de transport d’énergie à haute tension,
le réseau de gaz, le réseau des télécommunications, ainsi que des habitations, des
passagers, des rivières, des fermes, etc.
Pour assurer sa bonne compatibilité électromagnétique avec l’environnement, il

est important de limiter les niveaux d’émissions électromagnétiques provenant du
système ferroviaire qui pourraient perturber les éléments extérieurs ou mettre en
danger des personnes. En même temps, il est important que le système ferroviaire
soit suffisamment immunisé contre des éventuelles perturbations externes, de façon
à assurer le bon fonctionnement des installations ferroviaires et la sécurité des
passagers et du personnel.
Parmi les types de perturbations électromagnétiques existant, les Élévations de

Potentiel de Sol (EPS) méritent une attention particulière. Le sol naturel est un
milieu conducteur de très grande taille. Il est souvent utilisé pour drainer des excès
de charges électriques d’un système quelconque, ainsi comme un milieu d’échange
de courant électrique entre des systèmes qui sont à des potentiels électriques dif-
férents.
En particulier, dans le cas d’un court-circuit phase-terre dans une ligne à haute

tension, une part important du courant de défaut s’écoule dans le sol, ce qui
engendre une EPS dans une zone d’influence autour de la région du court-circuit.
Puisque la tension au départ est très élevée, il s’avère que le potentiel au niveau
du sol risque de dépasser les tensions limites de sécurité autorisées par les normes
en vigueur, notamment celles par rapport au potentiel en proximité de la surface
du sol (tension de pas, tension de toucher et tension de claquage).
Des protections sont alors systématiquement installées de sorte à limiter l’impact

des EPS sur les éléments voisins. Ces protections ont souvent un coût d’installation
et de maintenance très élevé ; elles doivent être optimisées au cas par cas, de façon
à garantir la sécurité des personnes et le bon fonctionnement des équipements, et
en même temps rester financièrement accessibles.
La modélisation du sol est une étape essentielle dans cette démarche d’optimi-

sation. Le sol, qui est composé de plusieurs matériaux différents, est le milieu par
lequel les échanges électriques s’effectuent. Ses constituants ont des caractéristiques
électriques variées, qui dépendent non seulement de leur composition moléculaire
mais aussi, entre autres, de leur salinité et de leur teneur en eau.
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Introduction

Or, la distribution du potentiel électrique dépend fortement des caractéristiques
du sol. Une méconnaissance de ses paramètres électriques peut donc donner lieu à
une sous-évaluation des risques, ce qui peut mettre des vies en danger, ou bien à
une surévaluation, ce qui peut engendrer des coûts d’installation prohibitifs.
Également, la présence d’un conducteur enterré, même sans rapport direct avec

la source de potentiel électrique, modifie le forme et l’intensité de l’EPS. Lorsqu’il
est en contact avec le sol, ce conducteur agit comme un chemin de plus faible
impédance pour le passage du courant dans le sol. Il a donc pour effet de réduire
le potentiel de sol dans la région proche de la source de l’EPS, et en même temps
d’acheminer le courant vers des zones plus éloignées.
La majorité des méthodes existantes aujourd’hui pour le calcul des EPS ne

permet pas la prise en compte de tous ces facteurs. Elles se limitent à intégrer
le sol de façon passive, et en général en le modélisant de nature homogène ou
quasi-homogène.
Dans cette optique, nous proposons une nouvelle méthode pour le calcul des

EPS, plus complète et par conséquent plus précise que celles existantes aujour-
d’hui. Cette méthode permet d’intégrer dans la modélisation la présence d’un sol
hétérogène multicouche, construit à partir de mesures réalisées sur le terrain et
spécifiques à chaque contexte de sol. La présence de conducteurs enterrés dans la
région de l’EPS est tenue en compte dans un modèle multiconducteur qui permet
d’intégrer en même temps tous les conducteurs de la zone. Des mesures ont été
effectuées de sorte à valider chaque étape de la méthode de calcul.
Dans le Chapitre 1, nous présentons l’état de l’art des méthodes utilisées pour

modéliser une injection de courant dans le sol et pour calculer l’EPS résultante.
Nous nous intéressons particulièrement aux méthodes qui peuvent être applicables
au contexte du domaine ferroviaire.
À cet égard, nous présentons tout d’abord une introduction à la SNCF et au sys-

tème électrique ferroviaire. Le sol étant l’impédance commune sur laquelle s’établit
l’EPS, une section est consacrée à la description de ses principaux paramètres.
Nous nous intéressons ensuite aux méthodes existantes pour traiter la conduc-

tion électrique dans le sol, qui dans leur plupart utilisent la théorie du potentiel
moyen. Nous décrivons notamment le calcul des résistances de prise de terre et de
l’influence de la présence du sol sur les inductances des conducteurs, qu’ils soient
enterrés ou aériens.
Les méthodes existantes pour le calcul des EPS utilisent aussi la même théorie

du potentiel moyen. On présente alors ses bases théoriques et ses limitations ; on
montre alors qu’elles ne sont pas adaptées au contexte ferroviaire.
La dernière partie du chapitre est destinée à présenter les dangers qu’une esti-

mation erronée des EPS peut apporter pour le système ferroviaire.
Dans le Chapitre 2, nous nous concentrons sur la modélisation du sol. On décrit

tout d’abord des caractéristiques électriques du sol et du modèle à sol hétérogène
multicouches. On présente ensuite la méthode de Wenner, utilisée pour le calcul
de résistivités apparentes de sol à partir de mesures effectuées depuis la surface.
On montre à cette étape que les résistivités obtenues par la méthode de Wenner

ne doivent pas être utilisées directement dans un modèle de sol. En effet, ces
résistivités sont une sorte de moyenne des vraies résistivités des constituants du
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sol.
Pour retrouver les bonnes résistivités de sol, il est nécessaire de passer par un

calcul inverse formulé comme un problème d’optimisation. Nous présentons alors
une introduction aux algorithmes utilisés, en l’occurrence les algorithmes géné-
tiques et les algorithmes à recherche par motifs. La méthodologie globale utilisée
est aussi présentée.
La dernière partie du chapitre est consacrée aux résultats pour la validation de

la méthode de reconstruction du sol. À cet égard nous présentons un comparaison
entre les calculs d’optimisation et des résultats à la fois de simulation et de mesure.
Ces dernières sont réalisées dans deux contextes différents, ce qui nous permet de
les valider par une comparaison avec une mesure de résistance de prise de terre.
Le Chapitre 3 est destiné au calcul des EPS. Dans cet objectif, nous présentons

une méthode hybride composée de trois parties principales.
Tout d’abord, par un calcul à éléments finis on calcule des coefficients de cou-

plage entre chaque paire de conducteur en présence du sol. On prend en compte à
la fois les couplages dits magnétiques, par induction entre conducteurs, et les cou-
plages électriques, par conduction via l’impédance commune qui est le sol. Puisque
le système ferroviaire est symétrique par translation, les simulations sont réalisées
dans un plan de coupe à deux dimensions, perpendiculaire à la direction des rails.
Ensuite, ces coefficients sont insérés dans une méthode circuits de façon à mo-

déliser les conducteurs dans leur intégralité. Les conducteurs sont alors divisés en
plusieurs tronçons, de différentes tailles. Si l’un de ces tronçons est connecté à une
source de potentiel, on est alors capable de connaître le potentiel électrique au
niveau de toutes les autres tronçons sur tous les conducteurs du système.
La dernière partie de la méthode hybride consiste à modéliser le sol pour calculer

les EPS. Les conducteurs sont alors modélisés par éléments finis en petite échelle,
dans la région où l’on souhaite calculer le potentiel de sol. On présente quelques
exemples de calcul pour des conducteurs de taille limitée.
Dans la dernière partie du chapitre on présente une série de mesures effectuées

dans la région de Chambéry. Ces mesures sont utilisées pour évaluer la précision
du modèle de calcul des EPS.
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« Rien n’est certain. A tout
moment il peut nous arriver
ce qui va tout changer. »

(Fernando Pessoa)





Chapitre 1

État de l’art

Le système électrique ferroviaire est composé de plusieurs conducteurs de diffé-
rentes natures. Certains d’entre eux sont en contact avec les sol alors que d’autres
sont isolés du sol. Ces conducteurs ont en général une longueur d’au moins quelques
centaines de mètres et présentent un fort parallélisme.
Aussi, une proximité importante existe entre le réseau ferroviaire et le réseau de

transport d’énergie à haute tension. Ce dernier, dû aux tensions élevées qu’il met
en jeu, est une source potentielle de fortes perturbations vis-à-vis des installations
ferroviaires.
Ces caractéristiques font la particularité du système ferroviaire par rapport à

d’autres systèmes électriques. Par conséquent, les méthodes courantes de calcul
électromagnétique ne peuvent pas y être directement appliquées, elles doivent être
adaptées à telles circonstances.
Les perturbations auxquelles les conducteurs ferroviaires sont soumis peuvent

être divisées en deux grands groupes : inductives et conductives via le sol. En
particulier, la prise en compte de la perturbation conductive est souvent difficile,
et cela principalement à cause d’une méconnaissance des propriétés du sol.
Dans un premier temps, on présentera les propriétés du système électrique fer-

roviaire. On décrira les conducteurs principaux ainsi que leurs fonctions.
Dans un deuxième temps, on discutera des Élévations de Potentiel de Sol (EPS),

qui sont une conséquence directe des perturbations conductives. On définira à ce
moment des concepts essentiels qui seront utilisés par la suite, lors des chapitres
prochains. De même, on présentera les méthodes existantes pour modéliser les
EPS.
Enfin, une discussion sur les dangers de l’EPS vis-à-vis du système ferroviaire

sera présentée.
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Chapitre 1 État de l’art

1.1 Le système ferroviaire et la SNCF
La Société Nationale des Chemins de fer Français est l’entreprise publique fran-

çaise qui gère le système ferroviaire français. Cependant, plus qu’une simple en-
treprise ferroviaire, la SNCF présente un large éventail d’activités, se définissant
comme une entreprise qui propose une offre complète de solutions de mobilité.
L’expertise acquise par ses années d’expérience, ainsi qu’une politique d’ouverture
à l’étranger, ont permis à la SNCF d’être présente dans plus de 120 pays dans le
monde. Aujourd’hui, avec plus de 250 000 employés et transportant quotidienne-
ment plus de 4 millions de voyageurs, la SNCF est une des plus grandes entreprises
ferroviaires au monde.
La maintenance du réseau ferré est l’une des principales activités de la SNCF,

la sureté et fiabilité du réseau ferroviaire en dépendent. Les domaines de travail
concernés sont nombreux. La maintenance doit traiter principalement des pro-
blèmes d’origine mécanique, liés par exemple à la liaison du ballast et des rails,
et des problèmes électriques, liés par exemple à la conception des sous-stations
électriques ainsi qu’à la compatibilité électromagnétique du réseau. Cependant,
d’autres domaines sont aussi concernés, comme la chimie, en rapport avec la cor-
rosion des matériaux, la géophysique, en rapport avec la stabilisation du sol, la
propagation de chaleur, la propagation d’ondes acoustiques, etc.
La problématique de cette thèse est en rapport direct avec les problèmes de

compatibilité électromagnétique du système ferroviaire, et cela en interface avec
l’étude des propriétés physiques du sol. Cette dernière partie est liée principale-
ment à l’investigation de la constitution du terrain environnant la voie ferrée. Les
deux prochaines sections ont donc pour but d’introduire les aspects électriques et
géophysiques du système ferroviaire, aspects que nous exploiterons par la suite.

1.1.1 Les composants conducteurs du système ferroviaire
Les conducteurs du système ferroviaire peuvent être divisés en deux grands

groupes en fonction de leur rapport avec le sol : les conducteurs aériens et les
conducteurs à terre.
Les conducteurs aériens sont des câbles qui sont tenus écartés du sol par le

support des poteaux caténaire. Ils ne sont pourtant pas tous forcément maintenus
isolés du sol sur toute leur longueur. Certains servent à l’alimentation électrique
des trains ainsi que d’autres servent à la mise en équipotentialité du réseau.
Contrairement aux conducteurs aériens, les conducteurs à terre sont posés di-

rectement sur le sol ou bien enterrés. Certains conducteurs à terre participent
à l’alimentation électrique et à la mise en équipotentialité du réseau, alors que
d’autres sont utilisés pour la signalisation des trains et pour les télécommunica-
tions. De ce fait, certains d’entre eux sont en contact direct avec le sol et sont
donc capables à tout moment d’échanger du courant électrique avec ce dernier
sur toute leur longueur, alors que d’autres en sont isolés par l’intermédiaire d’une
gaine plastique ou d’un caniveau isolant.
Dans la Fig. 1.1.1 on présente un panorama des conducteurs du système ferro-

viaire visibles depuis la surface.
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1.1 Le système ferroviaire et la SNCF

Figure 1.1.1 – Panorama du réseau ferroviaire présentant les principaux conduc-
teurs sur-terre. Les câbles de communication et de signalisation
sont en général placés le long de la voie, enterrés ou posés dans
des caniveaux.

L’alimentation électrique du système ferroviaire se fait en circuit fermé constitué
de la sous-station électrique, la caténaire, les rails et le sol. Sur la Fig. 1.1.2 on pré-
sente un schéma simplifié de cet aspect. La caténaire est un conducteur du groupe
des conducteurs aériens alors que les rails font partie du groupe des conducteurs
à terre. La boucle de courant d’alimentation des trains prend alors en compte les
deux groupes de conducteurs, ainsi que le sol.

Figure 1.1.2 – Schéma simplifié de la boucle du courant d’alimentation.

Pour comprendre le fonctionnement du système électrique ferroviaire, il est donc
important de comprendre le rôle de chacun de ces types de conducteurs. Ses prin-
cipales caractéristiques sont décrites dans les paragraphes suivants [1].
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Conducteurs aériens

Les conducteurs aériens sont ceux qui sont maintenus à l’écart du sol par le sup-
port des poteaux caténaires. Ce groupe est composé par l’ensemble de conducteurs
appelé caténaire (pour plus d’informations, voir le document [3]) ainsi que par le
câble de protection aérien, appelé « cdpa » dans le jargon ferroviaire. La caténaire,
pour sa part, est composée de plusieurs autres conducteurs, dont les principaux
sont : le fil de contact, le fil porteur (relié au fil de contact par des « pendules »)
et le feeder (Fig. 1.1.3). Leurs fonctions sont les suivantes :

— Le fil de contact : il assure l’alimentation en courant électrique par
contact glissant entre le système caténaire et le pantographe (le bras frot-
teur articulé situé sur la toiture de l’engin). Le fil de contact est maintenu
parallèle au sol, donc parallèle aux rails et à l’axe horizontal du train, par
l’utilisation des pendules et du fil porteur. Cela permet d’assurer un contact
électrique régulier entre le fil de contact et le pantographe, et donc une conti-
nuité électrique optimale ;

— Le fil porteur : sont rôle principal est de positionner et maintenir le fil
de contact parfaitement horizontal ;

— Les pendules : c’est un ensemble de conducteurs cylindriques de tailles
différentes qui relient le fil porteur au fil de contact. En permettant de suppri-
mer l’effet chainette sur le fil contact, ils garantissent l’uniformité du contact
électrique entre ce dernier et le pantographe ;

— Le feeder : ce conducteur joue un rôle important dans le système d’ali-
mentation électrique à 2x25kV. Il permet de transporter l’énergie à 50kV
(différence de potentiel électrique entre feeder et le fil porteur), alors que le
train consomme de l’énergie à 25kV (différence de potentiel électrique entre le
fil porteur et les rails, dans la boucle d’alimentation). Cela permet de réduire
l’intensité de courant transporté, et donc de réduire les pertes par effet Joule ;

— Le câble de protection aérien (cdpa) : à la différence des autres
conducteurs aériens, le cdpa n’est pas complètement isolé du sol. Il est
connecté directement aux poteaux caténaires, qui eux sont connectés au sol.
Le cdpa permet d’offrir une protection contre la foudre et contre le défaut
caténaire-structure lors d’un contournement d’isolateur. En distribuant le
surplus de courant électrique sur plusieurs poteaux, il permet d’éviter une
augmentation locale trop importante du potentiel électrique. Sa mise à la
terre est représentée par une résistance linéique d’environ 5 Ω · km.

En fonction de leurs rôles, les conducteurs aériens sont constitués par des maté-
riaux qui répondent à des besoins différents. Dans le tableau 1.1, on présente les
caractéristiques électriques principales de chacun de ces conducteurs. Les valeurs
concernent uniquement le domaine des basses fréquences limitées à quelques di-
zaines de kHz (généralement moins de 20 kHz), car c’est le domaine fréquentiel
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Figure 1.1.3 – Conducteurs aériens d’une partie de ligne (LGV Est) en France.

utilisé pour l’alimentation ferroviaire.

Matériau Conductivité
(107 S/m)

Perméabilité
relative

Permittivité
relative

Fil de contact Alliages de Cu, Bronze ou Cu 0, 5 à 6 1 1
Fil porteur Bronze 3, 5 1 1
Feeder Cuivre, Al, Al-Acier 5, 7 ; 3, 5 ; 2, 9 1 1
Cdpa Al - Acier 1 à 6 1 1

Table 1.1 – Caractéristiques électriques des conducteurs aériens (si l’acier est gal-
vanisé, la perméabilité relative peut varier entre 65 et 71).

Conducteurs à terre

Les conducteurs à terre sont ceux qui sont posés directement sur le sol ou bien
ceux qui sont enterrés. Ceci prend en compte les rails, les câbles de terre enter-
rés (cdte), les câbles de signalisation, les câbles de télécommunication, les câbles
transversaux de liaison équipotentielle et les grillages métalliques. Le sol est aussi
un conducteur en soi, mais à cause de son importance particulière il sera décrit
dans le prochain chapitre. Les fonctions des conducteurs à terre sont les suivantes :

— Les rails : ils servent avant tout à supporter le matériel roulant, per-
mettant le roulement et le guidage des roues. En plus, les rails servent de
support conducteur pour le système électrique de signalisation, ainsi que
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pour le retour du courant de traction. Leur rôle dans la boucle de retour
de courant demande qu’ils soient suffisamment isolés du sol pour limiter les
fuites de courant vers le sol (courants vagabonds). Cette tache est remplie
par la plateforme ferroviaire (voir section 1.1.2). Cependant, cet isolement
n’est jamais parfait, il est même dégradé volontairement dans un objectif de
sécurité. Pour limiter les tensions rail-sol, certaines précautions sont prises,
comme par exemple une mise à la terre périodique des rails ;

— Le câble de terre enterré (cdte) : il est enterré parallèlement à la
voie et dans certaines zones spécifiques dangereuses, où le potentiel électrique
de sol peut atteindre des valeurs élevées. Il est périodiquement relié à tous
les autres conducteurs, ce qui assure l’équipotentialité entre eux. En même
temps, lors d’un défaut d’isolement il permet de répartir le courant de dé-
faut, ce qui réduit les surtensions au niveau des autres conducteurs ;

— Les câbles de signalisation et de télécommunication : comme son
nom l’indique, le câble de signalisation est utilisé dans le système de détec-
tion de train et de signalisation. Le câble de télécommunication est, à son
tour, utilisé pour la communication entre les gares et les systèmes d’appel
d’urgence distribués au long des voies. Il véhicule également des messages de
communication entre les automates distants ;

— Les câbles transversaux de liaison équipotentielle (LT) : ils sont
enterrés transversalement à la voie et sont directement reliés à un certain
nombre de conducteurs à terre. Leur but est d’améliorer l’équipotentialité
du réseau ;

— Les grillages métalliques : ils servent avant tout à prévenir l’intrusion
de personnes et d’animaux près des voies. Cependant, en étant en contact
direct avec le sol, les grillages jouent aussi un rôle important de distribution
de courant lors d’une élévation de potentiel électrique de sol ;

Dans certains contextes (proximité des pylônes haute-tension de RTE), les câbles
de télécommunication et de signalisation sont placés dans des caniveaux isolants.
Cela permet de renforcer l’isolement électrique de ces câbles par rapport au sol.
Leur mise à la terre est reportée hors de la zone de contraintes. Dans ces situations,
le contact avec le sol n’est alors pas continu.
Dans le tableau 1.2, on présente certaines caractéristiques électriques des câbles

à terre.

Sous-station électrique

Une sous-station électrique est un élément du système ferroviaire qui a pour rôle
d’effectuer la transformation et la distribution du courant électrique à la boucle
d’alimentation des trains. Elle est l’analogue ferroviaire des postes électriques du
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Matériau Conductivité
(S/m)

Perméabilité
relative

Permittivité
relative

Rail Acier 5.106 20 - 65 1
Cdte Al, Cu ou (Pb) 1.107-6.107 1 1

Table 1.2 – Caractéristiques électriques de certains conducteurs de terre. Le
Plomb est utilisé en tant qu’enveloppe extérieure pour la protection
contre la corrosion.

système de transport d’énergie en haute tension.
Les sous-stations sont alimentées en énergie directement par les lignes de trans-

port d’énergie électrique à haute tension à une tension plus élevée que celle consom-
mée par le matériel roulant. La tension y est alors transformée en fonction du type
de voie, qui peut être à 1500V en tension continue ou à 25 kV en tension alternative
[4].
Les sous-stations sont distribuées régulièrement le long de la voie. Dans le cas

d’alimentation en courant continu, toutes les sous-stations sont connectées en pa-
rallèle, tandis qu’en alternatif chaque sous-station alimente une section définie de
ligne, laquelle est isolée électriquement de la suivante pour des questions de dépha-
sage. En effet, chaque sous-station est elle-même alimentée par une ligne d’énergie
haute tension qui lui est dédiée. En courant continu, chaque secteur d’alimentation
est néanmoins séparable de son voisin pour des nécessités d’exploitation et/ou de
maintenance.
Ce système permet de diminuer l’impédance globale de la ligne. Lors d’un pro-

blème électrique dans un point quelconque de cette dernière, ce système permet
aussi que l’alimentation électrique soit coupée dans un seul secteur, sans qu’il soit
nécessaire de le faire sur tout un tronçon.

Les autres acteurs électriques à proximité

Le développement des centres urbains et le durcissement des lois quant à l’em-
placement des réseaux de gaz, de télécommunications et de transport d’énergie à
haute tension font que souvent ces réseaux partagent tous, le système ferroviaire
inclus, des circuits similaires [5]. Cette proximité, ainsi que l’important parallélisme
qui en découle, engendrent des interactions fortes (voir, par exemple, les références
[6] et [7]). Il est essentiel pour le bon fonctionnement de ces réseaux qu’ils ne
se gênent pas mutuellement, et donc que la compatibilité électromagnétique soit
assurée [8].
La façon dont les réseaux interagissent est complexe et doit être traitée au cas

par cas, en fonction de la configuration des conducteurs qui y sont présents. Par
exemple, un réseau qui est source de perturbation dans une certaine configuration
peut aussi devenir victime dans une autre situation. Il est alors important d’assurer,
dans la limite du possible relatif au fonctionnement du système et aux normes en
vigueur, à la fois un faible niveau d’émission électromagnétique des réseaux et un
niveau élevé d’immunité des réseaux passifs garantissant leur résilience.
En ce qui concerne le système ferroviaire, il est aussi à la fois source et victime
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de perturbations. D’un coté, un couplage magnétique avec le réseau de télécom-
munication nuit aux communications. En même temps, pour une alimentation
ferroviaire en courant continu, le courant de retour dans le sol peut provoquer de
la corrosion au niveau des conduites de gaz [9]. La corrosion en alternatif est par
ailleurs également étudiée par des groupes de travail et de normalisation.
De l’autre coté, le système ferroviaire est victime de perturbation principalement

par le réseau électrique. Cette perturbation se produit par induction électromagné-
tique (voir par exemple [10]) via le couplage magnétique lorsque les deux réseaux
sont parallèles entre eux (en régime permanent ou en cas de défaut à la terre), et
aussi par conduction via l’impédance commune qui est le sol (uniquement en cas
de défaut à la terre à proximité de la voie ferrée) [11].
Dans cette thèse, nous nous intéresserons plus particulièrement à la modélisa-

tion des perturbations du type de celles provoquées par le réseau électrique sur
le système ferroviaire lors d’un défaut phase-terre. Nous chercherons à prendre
en compte la composante conductive de la perturbation ainsi que la composante
inductive.
Il est important de souligner que, lors d’un couplage perturbateur-perturbé, la

présence d’autres conducteurs à proximité peut avoir un effet d’écrantage, autant
magnétique qu’électrique, en réduisant les niveaux de perturbation. De ce fait, lors
de l’implémentation d’un calcul de perturbations électromagnétiques, le système
ne doit pas être réduit à seulement un perturbateur et un perturbé. Il est important
de prendre en compte la présence de tous les conducteurs à proximité.

1.1.2 Le sol naturel et la plateforme ferroviaire
Le sol est un milieu conducteur de taille importante, en pratique considéré

comme étant semi infini. Sa présence a pour conséquence de modifier le comporte-
ment électrique des autres conducteurs . Par un effet de couplage magnétique, le
sol augmente l’impédance effective des conducteurs, en réduisant le courant qui y
circule (par rapport à une situation sans la présence de sol et avec les conducteurs
soumis à la même différence de potentiel). En même temps, le sol sert comme sup-
port conducteur pour un possible échange de courant électrique entre les systèmes
conducteurs. Sa résistivité est beaucoup plus élevée que celle des conducteur : en
fonction des constituants cela peut varier entre 0.1Ω.m et 105Ω.m (voir tableau
2.1 plus loin). Cependant, son influence est loin d’être négligeable. Une description
plus détaillée du sol naturel sera donnée à la section 1.2.
En milieu ferroviaire, cependant, le sol n’est pas seulement constitué du sol

naturel. Les rails sont posés sur une couche nommée plateforme ferroviaire. His-
toriquement, elle a pour rôle principal d’assurer la stabilité mécanique des rails et
des engins. La plateforme ferroviaire a aussi un rôle électrique important puisque,
à l’instar du sol naturel, elle participe à boucle de retour du courant d’alimentation
des engins.
Afin de garantir sa longévité et en même temps d’optimiser son fonctionnement,

les matériaux qui composent la plateforme ferroviaire sont rigoureusement choisis.
La Fig. 1.1.4 nous donne sa configuration générale pour une ligne ferroviaire à
double voie.
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Le ballast est un composant particulier puisqu’il est en contact direct avec les
rails et avec l’air. Il est constitué par du granit concassé et il est essentiel pour
assurer une bonne tenue mécanique du système [12]. En même temps, il permet
une répartition uniforme du courant électrique de retour sur toute la plateforme
ferroviaire. Sa résistivité est normalement comprise entre 102Ω.m et 108Ω.m, en
fonction de son état de conservation [13].

Figure 1.1.4 – Composition de la plateforme ferroviaire [1].

La largeur de la plateforme ferroviaire peut varier en fonction du nombre de
voies, se situant à environ 10 m pour une ligne à double voie [14]. D’après sa
constitution, la plateforme ferroviaire est censée isoler les rails du sol naturel pour
réduire la circulation du courant de retour dans le sol naturel (courant vagabonds).
Cependant, en fonction du vieillissement de la structure, la plateforme sera plus
ou moins isolante. Le paramètre communément utilisé pour mesurer la qualité de
l’isolement est la résistance rail-sol (résistance transverse à la voie), qui varie, pour
une alimentation en courant alternatif, entre 2, 5Ω/km et 25Ω/km.

1.2 La conduction électrique dans le sol
A la différence des conducteurs métalliques, la conduction dans le sol se fait

principalement de façon électrolytique, par les ions dissous dans l’eau qui y est
présente [15]. En fonction de sa taille importante par rapport aux dimensions des
conducteurs métalliques, le sol est souvent considéré comme un milieu semi-infini
[16].
Lorsqu’un courant électrique parcourt le sol, une élévation de potentiel de sol

(EPS) y est créé. Cependant, la résistivité du sol est beaucoup plus importante
que celles des conducteurs métalliques [17]. De ce fait, le gradient de potentiel y
est beaucoup plus prononcé que celui dans les métaux.
Dans cette section, on présentera les principaux paramètres de sol qui ont un

rapport avec les EPS ainsi que le lien existant entre les EPS et le système ferro-
viaire. Pour cela, on analysera l’origine principale de ce phénomène, ainsi que les
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normes qui doivent être respectées. Finalement, on montrera les méthodes le plus
couramment utilisées pour le calcul des EPS.

1.2.1 Les caractéristiques électriques de sol
La conduction électrique dans le sol dépend fortement de la capacité de ce dernier

de conduire le courant électrique. Cette capacité se traduit par trois paramètres
électromagnétiques macroscopiques : la résistivité électrique, la permittivité élec-
trique et la perméabilité magnétique. Dans cette thèse nous supposons que la
permittivité électrique relative et la perméabilité magnétique relative sont égales
à 1. Autrement dit, nous supposons que, par rapport à la résistivité électrique, la
permittivité et la perméabilité ont un effet de deuxième ordre sur les calculs que
nous présentons, et qui pour cela peuvent être négligés [18].
La résistivité du sol est localement déterminée par la capacité du matériau qui

le compose à conduire le courant électrique. La circulation des électrons se fait
principalement par conduction électrolytique, et donc ce n’est pas la terre elle-
même qui conduit le courant mais bien les ions dissous dans l’eau présente dans
les espaces interstitiels. La résistivité est normalement notée ρ, et son inverse, la
conductivité, est généralement notée σ.
De ce fait, plusieurs paramètres jouent un rôle important dans la détermination

de la valeur de la résistivité du sol. Quelques uns sont inhérents au matériau qui
compose le sol, alors que d’autres dépendent des facteurs extérieurs, pouvant même
changer au long des journées ou des saisons (voir par exemple [19]). Ci-dessous,
nous exposons la liste des principaux facteurs qui font varier la résistivité du sol.

La salinité

Comme le montre [18], la conduction électrique dans le sol se fait par l’inter-
médiaire des ions dissous dans l’eau qui y est présente. Cette dernière est, à son
tour, stockée dans des interstices présentent dans les matériaux qui composent le
sol. Les ions dissous dans l’eau proviennent de la dissociation des minéraux qui y
sont présents. Plus il y a de minéraux dissous, plus il y a d’ions présents dans les
interstices des matériaux et donc plus faible sera la valeur de la résistivité de terre
(voir par exemple [20]).

La porosité

Le degré de porosité d’un matériau mesure le pourcentage du volume de vide
par rapport au volume total d’un échantillon donné. Le volume de vide est défini
comme étant le volume des espaces occupés par de l’air ou de l’eau. Une plus
grande porosité permet de potentiellement stocker une plus grande quantité d’eau
dans le matériau. Par conséquent, il y aura, en gardant une concentration ionique
constante, une plus grande quantité d’ions dissous. L’effet est alors une conducti-
vité du sol plus élevée.
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Le taux d’eau

Le taux d’eau s’exprime comme étant le volume occupé par l’eau par rapport au
volume total des vides du matériau. Plus il y a de l’eau dans le matériau, plus il y
a un support pour le mouvement ionique et donc plus grande sera sa conductivité.
Des études ont été réalisés dans le but d’associer le taux d’eau aux paramètres
électriques macroscopiques, comme par exemple les travaux de Tabbagh et al. [21]
et [22].

La présence d’argile

L’argile est un matériau colloïdal très particulier. Elle se présente sous la forme
de cristaux de taille micrométrique, les colloïdes. Chaque cristal est constitué par
un empilement de quelques dizaines ou bien quelques centaines de feuillets. La
composition de ces feuillets est multiple, cela dépend surtout des caractéristiques
géologiques du milieu. Ils sont, pour la plupart, composés de silicium et d’alumi-
nium, mais peuvent aussi contenir, entre autres, du fer, du magnésium, du calcium,
du manganèse et du titane [23].
La surface des feuillets qui composent l’argile est généralement chargée néga-

tivement. Cette structure présente des imperfections naturelles, et donc des ions
sont susceptibles d’être adsorbés sur les faces des feuillets de l’argile. Lorsque l’ar-
gile se retrouve en présence d’eau, la conduction est donc fortement facilitée par
des échanges ioniques entre l’eau et la surface des colloïdes. Pour un matériau
quelconque, la présence d’argile augmente sa conductivité électrique.

La température

Pour des températures au-dessus du point de congélation de l’eau, une diminu-
tion de la température augmente la viscosité de l’eau [24]. Cela induit une dimi-
nution de la mobilité des ions qui y sont dissous, ce qui engendre une diminution
de la conductivité.
Si la température passe en-dessous du point de congélation de l’eau, nous avons

deux cas de figure :
— L’eau est très pauvre en minéral, et donc elle est pratiquement congelée. La

conductivité du milieu devient presque nulle.
— L’eau est minéralisée, et donc bien que la température soit passée en-dessous

de la température de fusion, ce n’est pas toute l’eau qui passe en phase solide.
Cela a pour conséquence une forte diminution de la porosité effective du sol,
ce qui engendre une baisse très importante de la conductivité.

Le tableau 1.3 présente un résumé des effets de paramètres de terre. On peut
alors distinguer ceux qui contribuent à l’augmentation de la conductivité du sol
de ceux qui augmentent sa résistivité.
En appui de ces concepts, il a été développée en 1942 par Archie [25] une loi em-

pirique qui met en relation la résistivité électrique d’un matériau avec sa porosité,
la résistivité électrique de l’eau interstitielle et le taux d’eau dans les pores :

ρ = ρeauaφ
−m

Snw
(1.2.1)
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Contribue pour la conductivité Contribue pour la résistivité
Salinité Viscosité de l’eau
Porosité Présence de gel

Taux d’eau
Température

Table 1.3 – Certaines caractéristiques du sol contribuent à l’augmentation de sa
conductivité, d’autres à l’augmentation de sa résistivité.

où ρeau est la résistivité moyenne de l’eau interstitielle (en prenant en compte l’effet
de la dissolution ionique), φ est la porosité du matériau et Sw est le taux d’eau
dans les pores (autrement dit, le degré de saturation des pores). Les constantes a,
m et n doivent être déterminées empiriquement.
Cette loi permet de connaitre l’évolution de la résistivité de sol au cours du

temps en fonction de la variation des plusieurs paramètres locaux. Cependant,
cette formule n’est pas adaptée au calcul de la résistivité de sol pour des grands
terrains, spécialement dans des régions où nous avons peu de connaissance sur la
constitution du sol en profondeur.

1.2.2 La prise de terre
Une prise de terre est un élément conducteur directement en contact avec le sol

et qui permet d’écouler du courant électrique, provenant d’une certaine source, vers
la terre. La conséquence directe est l’établissement d’une zone d’EPS (Élévation
de Potentiel de Sol) autour de la prise terre dès lors qu’elle est mise sous tension,
et cela jusqu’à ce que la source d’énergie n’y soit plus connectée.
Dans la pratique, une prise de terre permet aussi de relier les conducteurs entre

eux en les mettant en équipotentialité avec le sol. Pour la conception en amont
d’une prise de terre, il est nécessaire de connaitre l’intensité du courant électrique
qui pourra la traverser. Une optimisation de certaines caractéristiques de la prise
de terre, comme sa composition, sa géométrie et sa taille, permet de contrôler
l’écoulement de courant vers le sol et par conséquent les effets de l’EPS.
De façon plus globale, tout élément conducteur pouvant échanger des charges

électriques avec le sol peut être considéré comme étant une prise de terre. Cela
comprend par exemple la connexion d’une maison ou d’un bâtiment à la terre,
mais aussi les racines d’un arbre ou les pieds d’une personne débout [26].
Par sa définition, et en supposant une faible résistance de contact entre le

conducteur qui la compose et le sol, une prise de terre est au même potentiel
électrique que la portion de sol qui est directement en contact avec elle. Le poten-
tiel décroit ensuite, en fonction de la propagation du courant dans les matériaux
qui composent le sol.
Pour limiter les surtensions, tout conducteur du réseau ferroviaire susceptible

d’être victime d’une influence électromagnétique extérieure doit être régulièrement
relié à la terre. Ceci est le cas pour les poteaux « caténaire », les rails, les grillages
et, en régime de tension alternative, pour la gaine métallique des câbles. A l’image
des éléments du système ferroviaire, les pylônes du réseau électrique de transport
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d’énergie à haute tension sont reliés à la terre par une prise de terre et c’est à
travers elle que s’écoule, par exemple, le courant provenant d’un éventuel défaut
d’isolation.
En régime de basse tension (au dessous de 1000 V en régime de tension alter-

native ou bien au dessous de 1500 V en régime de tension continue), une prise de
terre est normalement composée d’un piquet métallique enfoncé de quelques di-
zaines de centimètres dans le sol, comme celui des prises de terre des maisons. Ses
dimensions sont choisies au cas par cas, en fonction surtout des caractéristiques du
sol, de façon à optimiser l’écoulement du courant de court-circuit dans le milieu
environnant. En règle générale, cela consiste en un cylindre en acier de quelques
millimètres de rayon et quelques dizaines de centimètres de longueur.
Cependant, les prises de terre sont souvent plus complexes dans le régime des

hautes tensions. Pour les postes électriques par exemple, la mise à la terre est
composée d’un ensemble de cylindres métalliques reliés entre eux et enterrés pa-
rallèles à la surface du sol, ce qui forme une sorte de grillage enterré. Cela permet
de diminuer la vitesse de décroissance du potentiel en fonction de la distance, et
donc de réduire la différence de potentiel de sol aux alentours du poste [27].
La résistance de prise de terre, notée RT , est le paramètre à partir duquel on

évalue la qualité de la prise de terre. Pour une certaine tension VT , l’intensité
du courant électrique injecté dans le sol est donnée simplement par la relation
suivante :

IT = VT
RT

(1.2.2)

Lors de la conception des prises de terre, ses caractéristiques sont choisies de
façon à permettre un écoulement optimal du courant. De ce fait, le paramètre RT

doit être calculé en amont. De même, il est nécessaire de faire des mesures pour
évaluer la résistivité du sol dans lequel la prise de terre est enterrée.
Dans le cadre d’un sol homogène et pour des prises de terre de taille réduite

et de géométrie simple, comme un cylindre, un disque ou un hémisphère, il est
possible de trouver des expressions analytiques simples et précises pour RT [16].
Dans le cas d’une prise de terre de géométrie plus complexe, cependant, les formules
sont souvent très approximatives et ne fonctionnent que dans des cas particuliers,
comme ceux que l’on trouve dans les références [28] et [29].
Pour calculer RT dans des environnements plus complexes, par exemple lorsque

le sol est hétérogène, il faut souvent faire appel à des techniques de modélisation
sur ordinateur. Dans les travaux de Dular [30], par exemple, on trouve un calcul
où la méthode des éléments finis a été utilisée.
Dans les sous-sections 1.2.2.1 et 1.2.2.2, des résultats analytiques pour la résis-

tance de prise de terre sont présentés. Une prise de terre hémisphérique et une prise
de terre cylindrique, toutes les deux enterrées dans un sol de résistivité homogène,
ont été choisies. Ce développement nous permet de mieux comprendre le rapport
entre une électrode enterrée et le sol qui l’entoure.
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1.2.2.1 La résistance de prise de terre d’un hémisphère dans un sol
homogène

Une électrode hémisphérique enterrée en sol homogène et dont la partie plate est
au niveau de la surface du sol est, à l’exception d’une électrode ponctuelle 0D, la
prise de terre la plus simple qu’il peut exister. Le sol pouvant être considéré comme
un demi-espace, et donc infini, l’écoulement du courant se déroule de façon com-
plètement symétrique. Toutes les surfaces équipotentielles sont des hémisphères
concentriques et les lignes de courant seront donc des droites perpendiculaires à
toutes ces surfaces.
Dans la Fig. 1.2.1 on voit un exemple de distribution de potentiel dans le sol pour

une telle électrode hémisphérique. Les couleurs donnent l’intensité du potentiel, le
potentiel plus élevé étant de couleur bleue.

Figure 1.2.1 – Lignes équipotentielles pour l’injection de courant électrique par
une prise de terre hémisphérique métallique dans un sol homogène

Pour calculer la valeur de la résistance dans cette configuration, nous partons de
la définition de la résistivité d’un milieu conducteur symétrique. Nous supposons
que le courant, qui sort de façon symétrique de la prise de terre, traverse une
certaine portion de sol. Par définition, la résistivité de cette portion de sol est la
suivante :

ρ = RCS

L
(1.2.3)

où L est la distance parcourue par le courant, S est l’aire de la surface équipoten-
tielle (en utilisant le fait que le système soit symétrique), ρ est la résistivité du sol
, et RC est la résistance électrique du chemin traversé par le courant.
En termes de la résistance RC , l’équation 1.2.3 s’écrit comme :

RC = ρL

S
(1.2.4)

La résistance de prise terre totale est calculée comme étant la limite de la formule
1.2.4 pour L infini. Cela revient à dire que l’on veut mesurer la résistance à laquelle
le courant électrique est soumis sur tout son trajet depuis la surface extérieure de
la prise de terre et jusqu’à l’infini.
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Pour prendre en compte la longueur infinie, il est nécessaire d’utiliser un cal-
cul infinitésimal. Une intégration nous permet ensuite de trouver la valeur de la
résistance de prise de terre, qui est notée RT .
Prenons alors une couche hémisphérique d’épaisseur infinitésimale dL, concen-

trique à la prise de terre et à une distance L de cette dernière, comme dans la Fig.
1.2.2. La résistance électrique infinitésimale rencontrée par le courant lorsque ce
dernier traverse cette couche, notée dRT , est donnée par la formule suivante :

dRT = ρ

2πL2dL (1.2.5)

où nous avons explicité la surface externe moyenne S de la couche :

S = 2πL2 (1.2.6)

Figure 1.2.2 – Couche de sol infinitésimale traversée par le courant, pour une
prise de terre hémisphérique de rayon r.

La résistance de prise de terre totale est égale à la somme des résistances des
couches hémisphérique entre r, le rayon de la prise de terre, et l’infini. Cela revient
dire que l’on devra calculer l’intégrale suivante :

RT = ρ

2π

∞̂

r

dL

L2 (1.2.7)

Le calcul de l’équation 1.2.7 nous donne la formule suivante :

RT = ρ

2πr (1.2.8)

En ce qui concerne la distribution du potentiel électrique dans la terre lors
de la diffusion d’un courant dans le sol, la prise de terre hémisphérique a une
importance particulière. En effet, une électrode de géométrie quelconque peut être
toujours représentée par un hémisphère. L’erreur que l’on commet lorsque l’on fait
cette approximation étant inversement proportionnelle à la distance par rapport à
l’électrode.
Cela revient à dire qu’au delà d’une certaine distance, toutes les prises de terre

se comportent comme des prises de terre hémisphériques. Ce seuil ne peut pas être
fixé à l’avance, il dépend non pas seulement de la géométrie de prise de terre mais
aussi du type de sol dans lequel elle a été installée.
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Cependant, cela n’est pas le cas dans la région qui se trouve aux alentours de la
prise de terre. Pour des distances inférieures à ce seuil, il est essentiel de prendre
en compte la forme de la prise de terre.

1.2.2.2 La résistance de prise de terre d’un cylindre

Pour des prises de terre qui ne sont pas hémisphériques, et donc qui ne présentent
pas de symétrie sphérique dans le demi plan inférieur, le calcul de la résistance de
prise de terre se fait de façon approximative. Dans ce sens, il existe quelques
méthodes de calcul différentes.
La méthode la plus couramment utilisée est celle de Sunde-Dwight (voir [31]

et [16]), laquelle utilise la théorie du potentiel moyen développée par Howe [32]
(voir par exemple les travaux de Schwarz [33]). Cette méthode nous permet, par
exemple, de calculer la résistance de prise de terre d’un cylindre vertical comme
celui que l’on peut voir sur la Fig. 1.2.3, où une des extrémités est au niveau de la
surface du sol. Pour un cylindre de longueur L et de diamètre d, avec L � d, la
résistance de prise de terre RT est donnée par la formule suivante :

RT = ρ

2πL

(
ln
(8L
d

)
− 1

)
avec L� d (1.2.9)

Figure 1.2.3 – Électrode cylindrique enterrée perpendiculairement à la surface du
sol.

D’autres configurations de prise de terre amènent à des formules plus complexes
que celle là, comme par exemple le calcul réalisé par Tagg [34], et beaucoup plus
tard par Chen [35], pour un cylindre vertical enterré est dont la partie supérieure
est en dessous du niveau de la surface du sol.
Dans certains cas, il n’est pas possible de trouver une formule analytique, comme

par exemple pour le calcul de la résistance de prise de terre d’un maillage de
conducteurs enterrés, ce qui est souvent le type de prise de terre utilisé pour les
postes électriques (voir les travaux de [36]). Dans ces situations, on est donc souvent
orienté vers des méthodes numériques comme par exemple les éléments finis [37]
et les éléments finis de frontière (BEM) [38].

1.2.2.3 La prise de terre dans un sol hétérogène

Lorsque le sol n’est pas homogène, le calcul analytique de la résistance de prise de
terre devient plus difficile puisqu’il est souvent nécessaire d’utiliser des hypothèses
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1.2 La conduction électrique dans le sol

supplémentaires.
Néanmoins, des « astuces » ont été trouvées pour le prendre en compte, comme

par exemple dans [29]. Dans ce papier, Nahman utilise le concept des « facteurs
de correction » lorsqu’il calcule la résistance de prise de terre d’un maillage de
conducteurs enterrés dans un sol hétérogène composé de deux couches parallèles.
Ces facteurs sont des fonctions qui dépendent du rapport entre les résistivités des
deux couches et de certaines caractéristiques de la prise de terre. Ils permettent,
dans une certaine mesure, de « corriger » la valeur de résistance de prise de terre,
calculée analytiquement pour un sol homogène, pour prendre en compte la présence
d’une deuxième couche de sol.
Il s’avère que, dans certains contextes simples, les formules analytiques four-

nissent des bons résultats pour le calcul de résistances de prise de terre dans
un sol hétérogène (voir les travaux de Dawalibi [39, 28] ainsi que les travaux de
Arnautovski-Toseva [40, 41] ). Cependant, le système électrique ferroviaire est
complexe, composé d’un ensemble de plusieurs conducteurs, enterrés ou aériens, et
d’un sol à plusieurs matériaux différents. Ces approximations ne sont donc pas très
adaptées à ce contexte. Sa complexité et sa spécificité sont telles qu’il est souvent
nécessaire d’avoir recours à des méthodes numériques.

1.2.3 Le couplage conductif entre conducteurs enterrés
Comme il a été expliqué dans la section précédente, lorsqu’un conducteur en

contact avec le sol est soumis à une différence de potentiel par rapport au sol
lointain (c’est à dire, un point dont la présence ne change pas le comportement
du courant injecté dans le sol, ce qui peut donc être considéré comme à l’infini),
ce conducteur fonctionne comme une prise de terre pour l’écoulement du courant
dans le sol.
En revanche, la présence d’un deuxième conducteur, enterré dans l’environne-

ment du premier, modifie les profils des lignes de courant et de l’EPS, dans la
mesure où une partie du courant injecté dans le sol sera dirigé vers ce deuxième
conducteur. Cela a pour effet de réduire le potentiel électrique de sol qui aurait eu
lieu si le deuxième conducteur n’était pas présent.
Pour prendre en compte ce phénomène, on ajoute normalement une résistance

de couplage entre chaque conducteur qui est en contact avec le sol. Ces résistances
sont appelés « résistance de couplage conductif ».
La méthode analytique du potentiel moyen [32] a été développée pour traiter

ce type de phénomène et pour calculer de telles résistances. Son champ d’appli-
cation se restreint, néanmoins, à des situations de sol homogène, ce qui réduit
considérablement les possibilités d’application de la méthode.
Pour appliquer la méthode du potentiel moyen, il est nécessaire d’adopter les

trois approximations principales suivantes :

1. On suppose que tout conducteur enterré est à un potentiel constant et que
l’écoulement de courant se fait de façon uniforme sur toute sa surface exté-
rieure.

2. On suppose que chaque portion infinitésimale de conducteur agit comme une
prise de terre hémisphérique, en injectant du courant électrique dans le sol
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de façon isotrope.
3. On suppose que tout conducteur massif (par exemple les câbles, qui sont des

cylindres) est assimilé à un conducteur filaire. Autrement dit, on suppose
que le rayon des conducteurs est négligeable par rapport à sa longueur et
par rapport aux autres dimensions du système, comme la distance entre
deux conducteurs par exemple.

On note, toutefois, que la validité de la deuxième approximation est limitée à
des situations où le conducteur est enterré près de la surface du sol. Or, lorsque
le conducteur est enterré un peu plus profondément, la présence de la surface du
sol modifie le parcours des lignes de courant, ce qui fait qu’elles n’auront plus de
symétrie hémisphérique dans le repère du conducteur.
Une façon de réaliser ce calcul est de supposer que le conducteur est enterré

à une profondeur suffisamment grande de manière que la surface du sol devient
« invisible » au conducteur. De ce fait, chaque portion infinitésimale agit comme
une prise de terre sphérique, et non pas hémisphérique. Dans le développement
théorique de la sous-section suivante, on retiendra cette hypothèse. La présence
de la surface sera prise en compte plus loin dans le texte, lorsque l’on utilisera la
méthode des images.

Développement théorique : 1 seul conducteur

Considérons d’abord un seul conducteur métallique cylindrique enterré de lon-
gueur L et de diamètre d, comme dans la Fig 1.2.4. Ce conducteur est connecté
à une source de potentiel constant, dont l’intensité par rapport au sol lointain est
notée V .

Figure 1.2.4 – Cylindre métallique enterré supposé soumis à une tension V

La méthode du potentiel moyen suppose que le conducteur enterré est composé
d’un ensemble de plusieurs tronçons de conducteurs de longueur infinitésimale,
tous liés entre eux par une résistance nulle. Le potentiel électrique sur un point
quelconque du sol est calculé par la somme de l’influence de toutes ces portions
qui composent le conducteur.
Considérons un seul tronçon infinitésimal de conducteur, de longueur dl et à

une distance l par rapport à l’axe situé à l’extrémité du conducteur (Fig. 1.2.4).
Le potentiel électrique produit par ce seul morceau sur un point P = (xP , yP , zP )
quelconque, que l’on note dVP , est calculé simplement par la loi d’Ohm, à savoir :
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dVP = R (−→r ) dI (1.2.10)
où dI représente la fraction de courant total I qui est injecté uniquement par cet
élément conducteur de longueur dl, alors que R (−→r ) représente la résistance entre
l’élément et le point P .
Comme on a supposé que chaque portion infinitésimale de conducteur injecte

le courant électrique dans la terre de façon sphérique, il est possible d’utiliser une
formule similaire à l’Eq. 1.2.8 pour le calcul de la résistance entre le câble et le point
P. On part de la définition de la résistivité (voir l’Eq. 1.2.4) pour un conducteur
symétrique quelconque :

R = ρz

S
(1.2.11)

où ρ est la résistivité du sol, z est la longueur parcourue par le courant et S est la
surface équipotentielle représentée par la longueur z.
Grâce à l’isotropie d’injection de courant, ce qui est l’une des approximations de

la méthode du potentiel moyen, la surface S est équivalente à l’aire de la surface
d’une sphère. Le point P est à une distance |−→r | du segment dl, donc la surface S
sera simplement :

S = 4π |~r|2 (1.2.12)
La résistance entre cet élément infinitésimal et le point P est alors :

R = ρ |~r|
4π |~r|2

= ρ

4π |~r| (1.2.13)

On remplace l’équation 1.2.13 dans l’équation 1.2.10 du potentiel en P , ce qui
nous donne :

dVP = ρdI

4π |~r| (1.2.14)

D’après l’hypothèse 1 de la théorie du potentiel moyen, l’écoulement de courant
vers le sol se fait de façon uniforme sur toute la surface du conducteur enterré. Cela
revient à dire que, pour tout élément de longueur dl qui compose le conducteur
principal, l’intensité de courant injecté dans le sol dépend uniquement de la valeur
dl . De ce fait, la relation suivante est vérifiée :

dI

I
= dl

L
(1.2.15)

où dI représente la quantité infinitésimale de courant injecté dans le sol par un
tronçon quelconque de longueur dl.
La distance de l’élément dl par rapport au point P peut s’écrire en fonction des

variables (x, y, z) :

|~r| =
√
x2
P + y2

P + (zP − l)2 (1.2.16)
où xP , yP et zP sont fixes.
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On trouve alors que le potentiel sur le point P , grâce au seul segment dl, peut
s’écrire comme :

dVP = ρI

4πL
dl√

x2
P + y2

P + (zP − l)2
(1.2.17)

Pour prendre en compte l’influence de tout le conducteur sur l’élévation de
potentiel de sol au point P , il est nécessaire de calculer l’intégrale de dVP sur toute
la longueur du conducteur, soit :

VP =
ˆ

câble

dVP (1.2.18)

On remplace 1.2.17 sur l’équation 1.2.18, ce qui donne :

VP = ρI

4πL

ˆ L

0

dl√
x2
P + y2

P + (zP − l)2
(1.2.19)

Le calcul de cette intégrale nous donne le potentiel au point P suivant :

VP = ρI

4πLln


∣∣∣∣∣∣∣∣

zP +
√
x2
P + y2

P + z2
P(

(zP − L) +
√
x2
P + y2

P + (zP − L)2
)
∣∣∣∣∣∣∣∣
 (1.2.20)

La prise en compte de la surface : la méthode des images

Lors du développement théorique précédent, nous avons supposé que l’émission
de courant à partir de l’électrode cylindrique horizontale est sphérique pour chaque
portion infinitésimale de conducteur. Or, l’hypothèse de symétrie d’émission de
courant par un conducteur immergé dans un milieu quelconque n’est valable que
si ce milieu est isotrope. Dans le cas d’un milieu anisotrope, il est nécessaire que
cette asymétrie n’ait pas d’influence significative sur les lignes de courant.
Ceci n’est pas le cas pour le sol réel, qui est un milieu uniquement semi-infini.

La présence de l’interface entre la terre et l’air change la distribution de lignes de
courant. Cet effet est illustré sur la Fig. 1.2.5, où l’on présente les équipotentielles
(en couleur) et les lignes de courant produites pour une sphère enterrée et sous une
tension constante de 1V . On voit que les lignes de courant qui se dirigent vers la
partie supérieure du sol changent de trajectoire pour éviter la surface du sol avec
l’air, qui est isolant.
D’un point de vue mathématique, la présence de la surface du sol sur les lignes

de courant se traduit par l’annulation de la composante verticale (que l’on note z)
de la densité de courant électrique −→J sur cette surface. Autrement dit :

(z = 0)⇒ (Jz = 0) (1.2.21)

D’après les équations de Maxwell et la loi d’Ohm :
−→
E = −−→∇V (1.2.22)
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1.2 La conduction électrique dans le sol

Figure 1.2.5 – Les lignes de courant ne sortent pas de façon symétrique à cause
de la proximité de la surface du sol.

et :
−→
E = ρ

−→
J (1.2.23)

Alors :

ρ
−→
J = −−→∇V (1.2.24)

De ce fait, l’équation 1.2.21 pour le potentiel en surface peut être réécrite
comme :

(z = 0)⇒
(
∂V

∂z
= 0

)
(1.2.25)

Cette contrainte doit être respectée sur toute la surface du sol lorsque l’on cal-
cule le potentiel électrique produit par une électrode enterrée. Pour ce faire, nous
utilisons la méthode des images ou des conducteurs virtuels [42].
Un conducteur virtuel, image du conducteur réel par rapport à la surface de

la terre, est placé comme dans la figure 1.2.6. Le conducteur virtuel a les même
caractéristiques que le conducteur enterré, mais il n’aura pas de signification phy-
sique. De même, le conducteur virtuel n’interagit pas avec le conducteur réel. Sa
présence n’est qu’un artifice mathématique.
Le théorème de l’unicité [42] nous garantit que si une solution satisfait à l’équa-

tion source et les conditions de bord dans un domaine fini ou semi-infini, alors
c’est la seule solution du problème. Dans notre modèle, nous avions déjà calculé
le potentiel produit par le câble chargé, ce qui revient à dire que l’équation 1.2.20
satisfait à la physique à l’intérieur du domaine de calcul. Cependant, la contrainte
à la surface, décrite par l’équation 1.2.21, n’a pas encore été prise en compte. Au-
trement dit, l’équation 1.2.20 satisfait uniquement à l’équation de Laplace dans le
sol :

(z < 0)⇒
(
∇2V = 0

)
(1.2.26)
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Figure 1.2.6 – Le potentiel sur un point P du sol est calculé à l’aide d’un conduc-
teur virtuel.

L’introduction d’un conducteur virtuel ne modifie pas les propriétés physiques
du domaine, c’est la dire la résistivité, permittivité électrique et perméabilité ma-
gnétique du sol. Par le principe de superposition [42], le potentiel électrique total
en un point quelconque du domaine est calculé comme étant la somme du po-
tentiel produit par toutes les sources indépendantes de potentiel. De ce fait, le
potentiel sur un point quelconque sera égal, dans ce contexte, au potentiel produit
par le conducteur, donné par l’équation 1.2.20, additionné du potentiel produit
par la source image. Le même raisonnement fonctionne également pour le courant
électrique total.
On fixe le potentiel électrique au niveau du conducteur virtuel comme étant égal

à celui du conducteur réel. Puisque les deux conducteurs sont identiques, l’intensité
de courant qui est injecté dans le sol par conducteur virtuel sera aussi égale à celle
du courant injecté par le conducteur réel.
Lorsque l’on regarde au niveau de la surface, on voit que, par symétrie, la com-

posante verticale du courant total est nulle. Cela est illustré par la Fig 1.2.7, où
nous avons utilisé la notation −→J pour la densité de courant. Cela garantit alors
que la contrainte exprimée sur les équations 1.2.21 et 1.2.25 est respectée. Par
construction, la contrainte d’un potentiel nul à l’infini est aussi respectée.
Puisqu’à la fois l’équation de Laplace et les contraintes sont satisfaites dans le

demi-espace inférieur (donc le sol), alors le théorème de l’unicité nous garantit
que la somme des contributions du conducteur réel avec le conducteur virtuel est
l’unique solution du problème.
On va noter V v

P le potentiel produit par le conducteur virtuel. Son calcul suit
la même méthode que celle utilisée pour le calcul du potentiel réel. Seule la dis-
tance entre le câble et le point P où l’on calcule le potentiel doit être adaptée.
De ce fait, pour calculer le potentiel produit par le conducteur virtuel au point
P situé au sol, il suffit de remplacer |~r| dans la formule 1.2.14 pour

∣∣∣~rvirtuel∣∣∣ =√
x2
P + (yP − 2H)2 + (zP − l)2, où H est la profondeur de l’électrode réelle. À

l’image de l’équation 1.2.20, le potentiel de l’électrode virtuelle au point P est
égal à :

28
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Figure 1.2.7 – La présence d’un conducteur virtuel permet de trouver une solu-
tion qui satisfait la condition de courant vertical nul sur la surface
du sol.

V v
P = − ρI

4πLln


∣∣∣∣∣∣∣∣

zP +
√
x2
P + (yP − 2H)2 + z2

P(
(zP − L) +

√
x2
P + (yP − 2H)2 + (zP − L)2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣
 (1.2.27)

Le potentiel résultant au point P, que l’on note V (P ), est alors égal à la somme
du potentiel produit par les électrodes virtuelle et réelle. Cela revient à dire que :

V (P ) = ρI

4πLln



∣∣∣∣∣∣ zP +
√
x2

P +y2
P +z2

P(
(zP−L)+

√
x2

P +y2
P +(zP−L)2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ zP +

√
x2

P +(yP−2H)2+z2
P(

(zP−L)+
√
x2

P +(yP−2H)2+(zP−L)2
)
∣∣∣∣∣∣

 (1.2.28)

Nous avons calculé, par la méthode du potentiel moyen, le potentiel électrique
produit au point P par un cylindre enterré. Avec cette même méthode, il est aussi
possible de calculer des résistances de couplage entre un conducteur cylindrique et
tout autre conducteur enterré.
Dans les deux prochains sections, nous présenterons les formules de résistances de

couplage entre un conducteur cylindrique et une électrode ponctuelle, et ensuite
entre deux conducteurs cylindriques parallèles. Ces deux cas de figure sont les
situations les plus pertinentes dans le domaine ferroviaire. En effet, la résistance
de couplage conductif entre conducteur cylindrique et électrode ponctuelle peut
représenter le couplage entre la prise de terre d’un pylône ou d’un poteau caténaire
(approximée par un point), et un câble ferroviaire quelconque en contact avec
le sol. La résistance de couplage conductif entre deux conducteurs cylindriques
parallèles peut représenter, quant à elle, le couplage entre deux câbles ferroviaires
quelconques en contact avec le sol.
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Le couplage conductif entre conducteur cylindrique et électrode ponctuelle

Avec la formule 1.2.28, le potentiel électrique sur un point P quelconque produit
par un conducteur cylindrique enterré injectant, de façon uniforme sur toute sa
longueur, I Ampères de courant électrique dans le sol est connu. On peut réécrire
cette équation en fonction d’une résistance de couplageRcyl,point entre le conducteur
cylindrique et le point P :

V (P ) = Rcyl,pointI (1.2.29)
La présence d’une électrode ponctuelle située au point P produirait un couplage

entre le cylindre, conducteur injecteur, et l’électrode ponctuelle passive. D’après
les équations 1.2.28 et 1.2.29, la résistance de couplage est donnée par :

Rcyl,point = ρ

4πLln



∣∣∣∣∣∣ zP +
√
x2

P +y2
P +z2

P(
(zP−L)+

√
x2

P +y2
P +(zP−L)2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ zP +

√
x2

P +(yP−2H)2+z2
P(

(zP−L)+
√
x2

P +(yP−2H)2+(zP−L)2
)
∣∣∣∣∣∣

 (1.2.30)

Cette méthode permet d’isoler l’influence du sol et de la géométrie du conducteur
sur un seul paramètre, qui est la résistance de couplage. De même, dans le cas d’un
système multiconducteur, les résistances de couplage sont calculées par paires de
conducteurs. L’effet global de l’ensemble de conducteurs est calculé dans une étape
supplémentaire, ce qui sera présenté plus loin dans le texte.
Pour un système composé exclusivement d’une électrode ponctuelle placée au

point P , de l’électrode cylindrique sous une tension extérieure fixe V et du sol,
le potentiel au niveau de l’électrode ponctuelle est calculé uniquement par le pro-
duit de l’intensité totale de courant injecté dans la terre par le cylindre et de la
résistance de couplage entre les deux électrodes. Cela est illustré par la Fig. 1.2.8.
La résistance Rcyl,point est alors aussi appelé “coefficient de couplage entre une
électrode cylindrique horizontale et une électrode ponctuelle” :

Figure 1.2.8 – Couplage entre électrode cylindrique et électrode ponctuelle placée
au point P .

Le couplage conductif entre deux conducteurs cylindriques parallèles

Dans le cas où une deuxième électrode cylindrique est présente, on peut éga-
lement calculer un coefficient de couplage résistif entre les électrodes. Pour cela,
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on suppose d’abord que la première électrode est mise sous tension alors que le
deuxième est initialement neutre.
Avec l’équation 1.2.28 nous avons pu calculer le potentiel produit sur un point

P . Or, la deuxième électrode peut être considérée comme étant composée d’une
infinité de points mis côte à côte. Puisque la théorie du potentiel moyen nous im-
pose que le potentiel électrique sur chaque électrode doit être constant, le potentiel
au niveau du deuxième conducteur est alors égal à la moyenne du potentiel élec-
trique produit par le premier conducteur sur l’ensemble de points qui composent
le deuxième conducteur.
Cela revient à dire que le potentiel au niveau de la deuxième électrode cylin-

drique, noté Vcyl, est égal à :

Vcyl = 1
L2

ˆ

2ème cylindre

V (P ) dp (1.2.31)

où L2 est la longueur du deuxième cylindre, V (P ) est le potentiel engendré par
le premier cylindre sur le point P , donné par la formule 1.2.28, et dp est un élément
infinitésimal.
Puisque par la théorie du potentiel moyen les conducteurs cylindriques sont

approximés par des conducteurs filaires, l’intégrale est calculée sur une droite de
longueur L2 placée au centre du deuxième cylindre. Le point P est alors placé le
long de cette droite.
Dans la Fig. 1.2.9 on présente un schéma qui illustre ce couplage et cette méthode

de calcul.

Figure 1.2.9 – Couplage entre deux électrodes cylindriques où la théorie du po-
tentiel moyen a été utilisée.

Si on suppose que les câbles sont parallèles à la surface du sol, de même longueur
L, à une distance D un de l’autre et enterrés à la même profondeur H, alors par
les formules 1.2.31 et 1.2.8 le potentiel moyen sur le deuxième conducteur sera :

Vcyl = ρI

4πL2

L̂

0

ln



∣∣∣∣∣∣ zP +
√
D2+z2

P(
(zP−L)+

√
D2+(zP−L)2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ zP +

√
D2+4H2+z2

P(
(zP−L)+

√
D2+4H2+(zP−L)2

)
∣∣∣∣∣∣

 dzP (1.2.32)
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où l’intégrale se calcule sur la longueur du deuxième câble.
Par le calcul de l’équation 1.2.32, on peut montrer que le potentiel au niveau du

deuxième conducteur est donné par :

Vcyl = ρI

2πL

[
1
L

(
D −

√
D2 + L2

)
+ ln

(
L+
√
D2 + L2

D

)]
+

+ ρI

2πL

[
1
L

(√
D2 + 4H2 −

√
D2 + 4H2 + L2

)
+ ln

(
L+
√
D2 + 4H2 + L2
√
D2 + 4H2

)]
(1.2.33)

De façon similaire à ce qui a été fait lors du paragraphe précédent, on peut aussi
associer aux deux électrodes enterrées une résistance de couplage conductif entre
deux électrodes cylindriques enterrées. Cette résistance, notée Rcyl,cyl, nous permet
d’isoler les paramètres géométriques des conducteurs et le sol du courant injecté
dans le sol par l’électrode sous tension. Elle est donnée par la formule suivante :

Rcyl,cyl = ρ

2πL

[
1
L

(
D −

√
D2 + L2

)
+ ln

(
L+
√
D2 + L2

D

)]
+

+ ρ

2πL

[
1
L

(√
D2 + 4H2 −

√
D2 + 4H2 + L2

)
+ ln

(
L+
√
D2 + 4H2 + L2
√
D2 + 4H2

)]
(1.2.34)

Lorsque l’on utilise la méthode du potentiel moyen, on a l’avantage de pouvoir
calculer une résistance de couplage pour des électrodes qui ont des formes diffé-
rentes. Dans les cas où les intégrales 1.2.18 ou bien 1.2.31 ne sont pas analytique-
ment calculable, il reste quand même possible de trouver des solutions numériques.
En ayant calculé les coefficients de couplage, on peut ensuite calculer, dans un

système multiconducteur, le potentiel électrique au niveau de tous les conducteurs
et au niveau du sol. Cela sera présenté dans la section 1.2.5.
Le grand inconvénient de cette méthode est que plusieurs simplifications ont été

faites. Les électrodes ne sont pas filaires ni à un potentiel constant, comme ce que
l’on a supposé. Aussi, le sol n’est jamais de nature homogène, et cela est encore
plus vrai dans le domaine du ferroviaire, comme il a été présenté précédemment.

1.2.4 Le couplage inductif entre conducteurs en présence du
sol

Les coefficients d’induction trouvent leur origine dans « l’inertie » à l’établisse-
ment d’un champ magnétique à l’intérieur d’un milieu conducteur . Dans le cas
du coefficient inductif propre, ou self-inductance, cette « inertie » est relative au
champ créé par le conducteur lui même. Dans le cas du coefficient inductif mutuel,
l’inertie est relative au champ traversant le conducteur mais créé par un deuxième
conducteur ou bien par un ensemble de conducteurs (loi de Lenz). Dans les deux
cas, ceci se traduit par une induction de courant dans le but de produire un champ
magnétique de sens opposé à celui du champ magnétique produit par le courant
inducteur.
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Le sol étant conducteur, il est aussi sujet au développement de courants induits.
Cependant, on considère que le sol fait partie de l’environnement des conduc-
teurs. De ce fait, son effet est directement inclus dans les valeurs d’inductance des
conducteurs.
Plusieurs auteurs ont proposé des formules pour le calcul des inductances des

câbles en présence du sol. On trouve par exemple les travaux de Carson [43], dont la
formulation permet le calcul des inductances propre et mutuelle entre conducteurs
en présence d’un sol homogène. Avec une optique plus général, Tsiamitros [44,
45] a proposé des formules analytiques qui permettent de calculer les coefficients
inductifs pour des conducteurs en présence d’un sol composé de plusieurs couches
de matériaux différents et empilées les unes sur les autres.
Ces formules permettent de trouver les coefficients inductifs avec une bonne

précision et dans un environnement complexe et hétérogène [46]. Cependant, afin
d’adopter une approche générale on propose, dans la méthode exposée dans le
chapitre 3, de calculer ces mêmes coefficients par une méthode éléments finis en
2D. On montrera que cette méthode est fiable et très rapide, même pour un grand
ensemble de conducteurs. De plus, la simulation par éléments finis nous permet
de prendre en compte la présence de la plateforme ferroviaire ou bien d’autres
irrégularités.

1.2.5 Le calcul de l’EPS
Les méthodes les plus utilisées aujourd’hui pour le calcul de l’EPS sont basées

sur les résultats présentés dans les deux parties précédentes, et en particulier sur
les formules issues de la théorie du potentiel moyen. Ces méthodes peuvent être
séparées en deux grands groupes : celles qui considèrent que les conducteurs sont
indépendants les uns des autres vis-à-vis de l’injection de courant dans le sol ; et
celles qui prennent en compte le couplage entre conducteurs via la présence du sol
pour.
Dans tous les cas, ces méthodes demandent un nombre important d’approxima-

tions, dont l’effet sur les résultats de calcul est en général méconnu. La prise en
compte du sol est souvent incomplète, ou approximative. De ce fait, l’erreur que
l’on commet lorsque l’on calcul l’EPS n’est pas maitrisée [47].

1.2.5.1 EPS pour conducteurs indépendants

Les formules pour le calcul de l’EPS sans prendre en compte le couplage conduc-
tif entre conducteurs se limitent à calculer l’EPS engendré par chaque conducteur
de façon indépendante. Le potentiel résultant sur un point −→r quelconque dans le
sol est égal à la somme sur tous les conducteurs du potentiel engendré par chaque
conducteur, soit :

V (−→r ) =
N∑
i=1

Vconducteur_i (−→r ) (1.2.35)

où Vconducteur_i représente le potentiel produit par le conducteur i, pour un total
de N conducteurs.
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L’EPS engendrée par chacun des conducteurs doit être calculée de façon séparée.
En fonction de la nature du sol (homogène ou hétérogène) et de la géométrie
du conducteurs, certaines méthodes sont plus ou moins adaptées. Les méthodes
analytiques reposent en général sur les concepts de la méthode du potentiel moyen
[16].
Cependant, cette méthode ne permet de prendre compte la présence d’un sol

hétérogène. Or, cela est souvent le cas dans la pratique, surtout dans le système
ferroviaire. De ce fait, des auteurs comme Nahman [48, 49], Seedher [50] et Iano-
vici [51] utilisent des artifices mathématiques pour pouvoir prendre en compte la
propagation du courant dans un sol hétérogène, modélisé par des couches de sol
parallèles à la surface et empilées les unes sur les autres. Ces méthodes restent li-
mitées, surtout en contexte ferroviaire où plusieurs conducteurs sont enterrés dans
un sol composé de plusieurs matériaux différents.
Il est pourtant possible de prendre en compte toute l’hétérogénéité du sol lorsque

des méthodes numériques sont utilisées. Un exemple est la méthode présentée par
Dular [30] où un calcul éléments finis permet de calculer la résistance de prise
de terre d’un cylindre enterré perpendiculairement au sol. Dans sa modélisation,
Dular a utilisé la symétrie de rotation autour de la prise de terre pour restreindre
son calcul à deux dimensions. Cette méthode peut facilement être exploitée pour
le calcul de l’EPS produite par la même prise de terre.
Cependant, pour des conducteurs ferroviaires, où les longueurs excèdent le kilo-

mètre, les méthodes à éléments finis ne sont pas facilement exploitables. Il n’existe
en général pas de symétrie à exploiter, ce qu’il fait que les calculs doivent être
effectués en prenant en compte toutes les trois dimensions. Or, les conducteurs
ferroviaires ont un rayon qui est de l’ordre du centimètre et une longueur qui est
souvent de l’ordre du kilomètre. Cela représente une différence d’échelle assez im-
portante, ce qui rend les calculs par éléments finis difficilement utilisables. Dans
les chapitres suivants, on présentera pourtant une façon d’utiliser la méthode des
éléments finis pour le calcul de l’EPS produite par des conducteurs ferroviaires.

1.2.5.2 EPS avec couplage conductif par le sol

La méthode pour le calcul de l’EPS en prenant en compte le couplage conductif
par la terre a été développée par Kaibuchi [52] et est présenté sur les travaux de
l’UIT [53, 54]. Cette méthode permet aussi de prendre en compte sur l’EPS la
contribution de longs conducteurs ferroviaires sous tension et en contact avec le
sol.
Pour cette méthode, les conducteurs sont organisés en trois classes distinctes :

conducteurs parallèles à la terre, conducteurs ponctuels et électrodes de mesure.
Chacun de ces conducteurs doit être pris en compte de façon différente. De même,
chaque couplage entre conducteurs est pris en compte en fonction de la classe des
deux conducteurs.
Dans la classe des conducteurs parallèles à la terre, on trouve par exemple les

rails et les câbles de signalisation et de télécommunication qui longent la voie
ferrée. Ils sont modélisés comme étant composés de plusieurs tronçons juxtaposés,
comme on voit sur la Fig. 1.2.10. La méthode considère que chaque tronçon injecte
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du courant dans le sol, et donc y produit une EPS, comme s’il était indépendant
des autres tronçons.
La taille des tronçons joue un rôle important sur la précision du calcul, mais

aussi sur le temps de simulation et sur la quantité de mémoire requise. Avec des
tronçons plus petits, le calcul serait plus précis mais cela augmenterait la quan-
tité de mémoire utilisée, ce qui pourrait, en fonction du nombre de conducteurs
présents, rendre le calcul impraticable.

Figure 1.2.10 – Un conducteur enterré est divisé en plusieurs tronçons.

La classe des conducteurs ponctuels comporte tout conducteur qui ait une faible
étendue par rapport aux dimensions du ferroviaire. Cela comprend les électrodes
hémisphériques et les électrodes cylindriques, comme celle de la Fig. 1.2.3. Les
prises de terre des poteaux caténaire et des pylônes du réseau d’énergie en font
aussi partie.
Les électrodes de mesure sont, à leur tour, principalement utilisés pour représen-

ter un point de mesure de potentiel électrique au niveau du sol. Ils peuvent aussi
être utilisés dans les cas où la géométrie d’un conducteur enterré est approximée
à un point.
La première étape de la méthode consiste à calculer, par la méthode du potentiel

moyen, la résistance de couplage entre chaque couple de conducteur présent. Dans
le cas d’un couplage entre un cylindre enterré parallèle à la terre et un conducteur
ponctuel, par exemple, on utilise l’Eq. 1.2.30, tandis que pour le calcul de la ré-
sistance de couplage entre deux cylindres enterrés parallèles au sol on utilise l’Eq.
1.2.34.
Dans les cas d’un long conducteur, le couplage entre deux tronçons contigus,

composant le même conducteur, ne se fait pas par le sol mais plutôt par le contact
entre les tronçons. La résistance de couplage est alors proportionnelle à la résistivité
du matériau qui compose les tronçons.
Il est aussi nécessaire de calculer la résistance de couplage par rapport au sol

lointain, ce qui permet de représenter le courant qui s’échappe vers ce sol lointain.
Cette résistance est appelée résistance conductive propre du conducteur. Elle est
analogue à la résistance de prise de terre d’un conducteur, présentée à la section
1.2.2. De ce fait, la résistance conductive propre d’un cylindre perpendiculaire
à la surface de la terre, par exemple, est représentée par l’Eq. 1.2.9, tandis que
la résistance propre d’une électrode hémisphérique sur la surface de la terre est
représentée par l’Eq. 1.2.8.
La présence du sol a aussi pour effet de modifier les couplages magnétiques

entre conducteurs. La deuxième étape consiste alors à calculer le couplage inductif
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pour chaque couple de conducteurs. Il n’est pourtant par nécessaire d’inclure les
conducteurs de faible étendue dans cette étape. A cause de leur faible dimension
les couplages magnétique sont négligeables au détriment des couplages conductifs.
Les coefficients de couplage entre conducteurs sont ensuite regroupés dans des

coefficient d’impédance et d’admittance. Le potentiel sur un conducteur k, noté
Vk, et le courant injecté dans le sol par ce même conducteur k, noté Ik, sont égaux
à :

Vk =
N∑
i=1

Zi,kIk + Fk (1.2.36)

et

Ik =
N∑
i=1

Yi,kVk + Jk (1.2.37)

où Zik représente l’impédance entre les conducteurs i et k, Fk reproduit l’effet
d’une source externe de potentiel électrique sur le conducteur k, Yi,k représente
l’admittance entre les conducteurs i et k, Jk reproduit l’effet une source externe de
courant électrique sur le conducteur k, et N est égal au nombre total de conduc-
teurs.
Ce système d’équations couplées peut s’écrire sur la forme matricielle suivante :

(V ) = [Z] (I) + (F ) (1.2.38)
et :

(I) = [Y ] (V ) + (J) (1.2.39)
En remplaçant le courant, donné par l’équation 1.2.39, dans l’équation 1.2.38 on

obtient la relation suivante :

(I− [Z] [Y ]) (V ) = [Z] (J) + (F ) (1.2.40)
où I représente la matrice identité.
Le vecteur potentiel sur les conducteurs peut alors s’écrire comme :

(V ) = (I− [Z] [Y ])−1 ([Z] (J) + (F )) (1.2.41)
La résolution de cette équation matricielle dépend du calcul de l’inverse d’une

matrice dont le nombre d’éléments est égal au carré du nombre de conducteurs
individuels. Or, dans le contexte ferroviaire certains conducteurs ont une longueur
de l’ordre du kilomètre et pour avoir une bonne précision de calcul il est nécessaire
de les diviser en plusieurs petits tronçons. Chacun de ces tronçons agit comme un
conducteur individuel et ajoute donc une ligne de plus à la matrice.
Un exemple particulièrement important de l’application de cette méthode a été

présenté par Haddad et Cucchiaro [11]. Dans ce papier, il a été montré l’effet d’atté-
nuation qu’un câble enterré neutre apporte au potentiel électrique de sol engendré
par une source proche ponctuelle. Cet effet confirme l’idée que des conducteurs
enterrés peuvent être utilisés pour la protection du système ferroviaire contre l’in-
fluence d’une EPS externe.
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1.2.6 Les dangers de l’EPS pour le système ferroviaire
La présence d’une élévation de potentiel de sol à proximité du système ferroviaire

peut constituer un danger tant pour le personnel et les passagers que pour le
matériel. Une différence de potentiel électrique entre deux parties du corps d’une
personne permet d’y établir une circulation de charges, ce qui peut aboutir à une
électrocution (voir les travaux de Fish [55]). Une différence de potentiel électrique
importante entre l’intérieur (âme) et l’extérieur (gaine) d’un câble isolé du sol
peut conduire à un dépassement de la rigidité diélectrique de l’isolant, ce qui peut
induire à son claquage.
L’effet de la circulation d’un courant électrique dans le corps d’une personne

dépend non seulement de l’intensité du courant mais aussi de la durée d’exposition.
Les conséquences peuvent aller d’un léger chatouillement jusqu’à la tétanisation
et la fibrillation ventriculaire, ce qui peut amener au décès de la personne [56].
On peut distinguer 4 zones de valeurs dans le plan durée d’exposition en fonction

de l’intensité du courant. Une personne soumise à un couple intensité de courant
et durée d’exposition aura une perception différente en fonction de la zone dans
laquelle le couple se trouve [56]. Cela est illustré dans la Fig. 1.2.11.

Figure 1.2.11 – Le corps d’une personne aura une perception différente du cou-
rant électrique en fonction de l’intensité et de la durée de ce
dernier.

La zone 1 correspond à une absence de perception. La zone 2 correspond à
une légère perception cutanée, pouvant aller jusqu’à des contractures musculaires
douloureuses.
La zone 3 correspond à des douleurs musculaires intenses, parfois accompagnées

d’une paralysie du diaphragme. Une personne exposée à ces niveaux de courant
peut trouver la mort, surtout lorsqu’elle est dans l’incapacité de lâcher prise.
La zone 4 correspond à un risque très élevé de fibrillation ventriculaire. Des

lésions nerveuses irréversibles peuvent se produire, le danger de mort est très élevé.
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Bien que le danger pour les personnes soit lié au courant circulant dans son
corps, la quantification des risques se fait plutôt par rapport au potentiel de sol.
Trois paramètres sont utilisés : la tension de pas, la tension de toucher et la tension
de claquage.
La tension de pas sur un point x donné, notée Vpas (x), est définie comme étant

la différence de potentiel électrique en surface entre ce point x et un point situé à
1m de ce dernier. Elle peut s’écrire par l’équation suivante :

Vpas (x) = V (x)− V (x− 1) (1.2.42)
où V (x) est le potentiel électrique en surface au point x. Pour assurer l’unicité

de la définition de la tension de pas, la direction x est choisie comme étant celle
qui produit la tension de pas la plus élevée.
La tension de pas est utilisée pour représenter la différence de potentiel électrique

existante entre les deux jambes d’une personne qui marche sur le terrain avec un
pas d’une longueur typique de 1m. Ce concept est illustré sur la Fig. 1.2.12.

Figure 1.2.12 – La tension de pas est la différence de potentiel sous les deux pieds
d’une personne qui marche avec un pas de 1m de longueur

Le courant qui parcourt le corps de la personne est une fonction de la tension
de pas et aussi de la résistance de son corps, de la résistance de l’équipement qui
elle porte et de la résistance de contact avec le sol [57]. En prenant l’exemple de
la Fig. 1.2.12, le courant total qui traverse est égal à :

Ipas = Vpas
Rcorps + 2Rchaussures + 2Rcontact

(1.2.43)

La tension de toucher, notée Vtoucher, est définie comme étant la différence de
potentiel électrique entre un objet dépassant la surface du sol et un point en surface
à 1m à l’horizontal de cet objet. Cela représente la différence de potentiel entre
la main d’une personne qui touche cet objet et le sol en dessous de ses pieds. Ce
concept est illustré sur la Fig. 1.2.13. L’équation qui définit la tension de toucher
est la suivante :

Vtoucher = Vobjet (x)− Vsol (x− 1) (1.2.44)
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Figure 1.2.13 – La tension de toucher est la différence de potentiel entre un objet
en dessus de la surface du sol et un point de la surface du sol situé
à 1m de ce dernier.

En fonction de la tension de toucher et des résistances du corps, de contact avec
le sol et de l’équipement de la personne, le courant auquel elle est soumis en cas
d’électrisation est donné par la formule suivante :

Itoucher = Vtoucher
Rcorps + 1

2 (Rchaussure +Rcontact)
(1.2.45)

La tension de claquage est défini comme étant la différence de potentiel maxi-
male à laquelle un câble peut être soumis sans qu’il n’y ait risque de claquage
ou d’endommagement du conducteur. Dans la plupart des cas, les câbles de té-
lécommunication et de signalisation du système ferroviaire sont conçus pour être
résistants à des tensions assez élevées, c’est à dire 1000V pour les câble isolés au
papier et 1500V pour les câbles isolés au polyéthylène et les câbles placés dans
des caniveaux isolants [58]. Ces tensions limites sont beaucoup plus élevées que
la tension limite pour la protection du personnel. De ce fait, en général aucune
mesure supplémentaire doit être adoptée en plus de celles pour la protection des
personnes.
Le court-circuit phase-terre dans un pylône du réseau d’énergie a une durée

allant jusqu’à quelques centaines de millisecondes. Ses causes peuvent être diverses,
comme un mauvais entretien des isolateurs, un dépôt de poussière ou de givre, ou
même la présence d’un grand oiseau mal placé. Cependant, dans plus de deux tiers
des cas le court-circuit est déclenché par une décharge de foudre. On estime qu’en
France il y a de l’ordre d’un court-circuit de ce genre par jour.
En fonction de cela, et des paramètres typiques de résistance du corps humain

[57], un seuil de tension crique de 650V a été défini [58]. On définit autour de
ce pylône une zone de contrainte dans laquelle l’élévation de potentiel peut être
supérieure à ce seuil [58].
Un risque important existe dans le cas où l’ouvrage ferroviaire se trouve placé

à l’intérieur d’une de ces zones de contrainte. Dans ces situations, des protections
sont envisagées de façon à réduire la tension de toucher et tension de pas dans
le cas d’un éventuel court-circuit. Le cout de ces protections est très élevé, pou-
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vant atteindre les millions d’euros pour une zone à grand risque. Il est donc un
enjeu financier important que le calcul des EPS soit fiable de façon à optimiser les
protections envisagées, ainsi que leur cout.

1.3 Objectifs
Les méthodes pour le calcul de l’EPS utilisées aujourd’hui demandent des ap-

proximations importantes au niveau des conducteurs. Aussi, dans la plupart des
situations le sol doit être considéré comme étant homogène. Certaines de ces sim-
plifications ne sont pas adaptées à un contexte ferroviaire multiconducteur, où le
sol est composé de plusieurs matériaux différents.
Dans cette optique, nous proposons une nouvelle méthode pour le calcul des

EPS, plus complète et par conséquent plus précise que celles existantes aujour-
d’hui. Cette méthode permet d’intégrer dans la modélisation la présence d’un sol
hétérogène multicouche, construit à partir de mesures réalisées sur le terrain et
spécifiques à chaque contexte de sol. La présence de conducteurs enterrés dans la
région de l’EPS est tenue en compte dans un modèle multiconducteur qui permet
intégrer en même temps tous les conducteurs de la zone. Le but final étant l’opti-
misation des protections conçues contre l’effet de l’EPS sur le système ferroviaire,
ce qui engendra une amélioration de sa fiabilité et une optimisation des couts.
Dans nos travaux nous développons une méthode dédiée au calcul des élévations

de potentiel de sol en contexte ferroviaire. Cette approche s’appuie sur une méthode
hybride qui prend en compte les phénomènes d’induction et de conduction dans
un système multiconducteurs et qui intègre la présence d’un sol multicouche. Ce
type d’approche s’est déjà avéré pertinent dans le cadre de l’étude des interactions
entre des perturbations électromagnétiques générées par une ligne à haute tension
et des canalisations enterrées [59, 60]. Notre méthode est dans un premier temps
validée dans des configurations académiques puis mise en œuvre dans l’étude de
sites ferroviaires où des comparaisons avec des mesures sont présentées.
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Modélisation d’un sol hétérogène
multicouches

Le sol est un milieu conducteur semi-infini composé de plusieurs matériaux dif-
férents. Les constituants du sol ont des caractéristiques électriques différentes, qui
dépendent non seulement de sa composition moléculaire mais aussi, entre autres,
de la salinité et de la teneur en eau. En fonction de l’évolution naturelle des ter-
rains, le sol s’organise dans des couches horizontales à tendance homogène.
La présence d’un conducteur métallique sous tension en contact avec le sol pro-

voque l’établissement d’un courant électrique dans le sol. En fonction des carac-
téristiques du sol et de la position de ce conducteur métallique, le courant injecté
sera plus ou moins fort. Une bonne description physique du sol est donc essentiel
lorsque l’on réalise des simulations d’EPS.
Dans le présent chapitre, nous présenterons le processus de construction et de

modélisation d’un sol multicouches. Nous montrerons, en nous basant sur des
exemples concrets, le besoin d’utiliser un modèle de sol multicouches pour les
calculs liés à l’injection de courant électrique dans le sol, et cela contrairement
à un modèle de sol homogène. En effet, une telle simplification pourrait induire
des erreurs importantes lorsqu’il y a un écart de résistivité relativement important
entre les couches profondes et celles plus proches de la surface.
Dans cette logique, une description des caractéristiques typiques du sol sera

premièrement présentée à la section 2.1. On décrira des matériaux qui normalement
composent le sol ainsi que ses résistivités habituelles.
La section 2.2 est destinée à présenter la méthode utilisée pour caractériser

le sol et mesurer ses paramètres électriques. Par rapport à des méthodes dites
« invasives », les méthodes de mesure utilisées depuis la surface du sol sont plus
pratiques et fiables. Cela est le cas pour la méthode de Wenner, qui est la plus
utilisée pour des mesures en surface de résistivités de sol.
Les mesures de surface, cependant, ne fournissent que des valeurs de résistivités

apparentes de sol. A la section 2.3 on présentera alors des méthodes d’optimisa-
tion dont le but est de calculer les paramètres de couches à partir des mesures
de résistivités apparentes. Ces méthodes nous permettent d’avoir une description
suffisamment fiable du sol en termes de ses paramètres de couches.
Finalement, dans la section 2.4 on appliquera cette méthode pour la modélisation
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d’un sol théorique, c’est à dire construit à l’aide d’une méthode d’éléments finis, et
pour des sols réels, dont les résistivités apparentes ont été mesurées sur le terrain.
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2.1 Les paramètres électriques du sol
Le sol est composé de plusieurs matériaux distincts, ce qui est dû principalement

à l’évolution géologique du terrain, à l’intervention humaine et à la végétation en
surface. Ces matériaux, bien que dispersés à l’intérieur du sol, sont généralement
organisés en couches horizontales homogènes [61]. Cette première hypothèse nous
permet d’utiliser des méthodes de reconstruction de paramètres électriques de sol à
l’aide de mesures surfaciques, comme la méthode de Wenner présentée à la section
2.2.
Chaque constituant du sol présente des caractéristiques propres, comme sa

constitution moléculaire et sa densité, qui nous permet de distinguer les types de
sol. Cependant, la conduction électrique dans le sol étant électrolytique, et donc
liée au déplacement des ions dissous dans l’eau que la roche contient, d’autres para-
mètres, qui ne dépendent pas forcément du matériau en soi, sont aussi importants
pour les caractériser. Par exemple, la granularité et la porosité de la roche, ainsi
que son taux d’eau, sa salinité et sa température sont des paramètres qui jouent
un rôle important dans le comportement électromagnétique du sol.
Ces paramètres microscopiques ne sont pourtant pas directement considérés

lorsque l’on fait des modélisations d’EPS en contexte ferroviaire. Puisque l’on
a besoin d’avoir une description électrique de grands terrains, une description mi-
croscopique n’est pas adaptée. Ces paramètres sont pris en compte par l’existence
d’une résistivité, d’une permittivité électrique et d’une perméabilité magnétique
du sol, qui sont des paramètres globaux et qui peuvent alors être mesurées en tant
que variables macroscopiques.
A l’exception des régions ayant un dépôt important de minerais ferriques, la

perméabilité magnétique du sol n’a pas d’influence significative sur la conduction
de courant dans le sol. De ce fait, on peut dans la plupart des cas supposer que sa
perméabilité magnétique relative est égale à l’unité [13].
De même, dans le domaine des très basses fréquences (en dessous de 100Hz)

la permittivité électrique du sol a un effet secondaire par rapport au paramètre
« résistivité » pour le calcul de l’EPS [18]. Cela est le cas pour les fréquences
d’alimentation du système ferroviaire et du système de transport d’énergie à haute
tension, qui utilisent tous les deux le 50Hz, ce qui nous permet de considérer que
la permittivité électrique relative du sol est aussi égale à l’unité.
La résistivité électrique du sol est alors le paramètre macroscopique prépondé-

rant lors du calcul de l’EPS. Elle peut varier de plusieurs ordres de grandeur en
fonction des matériaux qui composent le sol.
Des valeurs typiques de résistivité pour des différentes compositions de sol sont

présentées sur le tableau 2.1.
En ce qui concerne les mesures de résistivité du sol, il existe deux types de

méthodes : celles pour lesquelles il est nécessaire de creuser le sol et celles où les
mesures s’effectuent depuis sa surface.
Les méthodes où il est nécessaire de creuser le sol sont en général plus difficiles

et plus couteuses à mettre en œuvre. On effectue, par exemple, un carottage, ce
qui permet d’extraire un échantillon du sol en profondeur. Cet échantillon est alors
envoyé en laboratoire pour que ses caractéristiques soient analysées. Cependant,
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Nature du terrain Résistivité (Ω.m)
Terrain marécageux ρ ∈ [1; 30]

Limon ρ ∈ [20; 100]
Humus ρ ∈ [10; 150]

Tourbe humide ρ ∈ [5; 100]

Argile plastique ρ > 50
Marne et argile compacte ρ ∈ [100; 200]

Marne du Jurassique ρ ∈ [30; 40]

Sable argileux ρ ∈ [20; 500]
Sable siliceux ρ ∈ [200; 3000]
Sol pierreux nu ρ ∈ [500; 3000]

Sol pierreux recouvert de gazon ρ ∈ [300; 500]

Calcaire tendre ρ ∈ [100; 300]
Calcaire compact ρ ∈ [1000; 5000]
Calcaire fissure ρ ∈ [500; 1000]

Schiste ρ ∈ [50; 300]
Micaschiste ρ > 800

Granit et grès suivant altération ρ ∈ [1500; 10000]
Granit et grès très altérés ρ ∈ [100; 500]

Table 2.1 – Tranche de résistivités de sol la plus probable pour des matériaux
typiques [2].
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creuser le sol interfère avec sa composition et donc change sa résistivité. De même,
l’échantillon extrait du sol ne conserve pas toutes ses propriétés après qu’il soit
retiré du sol, ce qui fausse les analyses [62].
Pour caractériser le sol dans la globalité, en prenant en compte aussi les solutions

dissoutes et non pas seulement le solide qui le compose, il est essentiel de réaliser
des méthodes non invasives, et donc des méthodes de surface. Dans cette classe de
méthodes, les deux les plus utilisées sont la méthode de Wenner et la méthode de
Schlumberger [63]. Ce sont deux méthodes similaires et qui peuvent être exploitées
séparément ou bien en complémentarité l’une de l’autre.
Dans notre méthodologie, nous avons opté pour l’utilisation de la méthode de

Wenner au détriment de la méthode de Schlumberger. Nous l’avons fait pour une
question de simplicité et de facilité d’implémentation en fonction du but désiré, qui
est de caractériser les couches de sol jusqu’à une profondeur de quelques mètres
[63]. Néanmoins, la méthode de Schlumberger aurait pu également être utilisée.

2.2 La méthode de Wenner : les résistivités
apparentes

2.2.1 Description de la méthode
La méthode de Wenner est l’une des méthodes les plus courantes pour mesurer

les résistivités de terre. Puisque la mesure s’effectue depuis la surface, sans avoir
à creuser le sol, c’est une méthode qui combine simplicité de mesure et précision
des résultats [64].
La méthode de Wenner consiste à disposer 4 électrodes de terre équidistantes

et réparties le long d’une ligne. Les électrodes situées aux extrémités sont reliées
à une source de tension. Pour éviter des effets de polarisation du sol, il est néces-
saire d’utiliser un courant alternatif. De même, pour éviter des couplages avec des
courant vagabonds, on utilise une fréquence qui n’est pas multiple de la fréquence
de l’alimentation ferroviaire et du réseau d’énergie. Les deux électrodes situées
au centre sont, à leur tour, reliées à un multimètre pour mesurer la différence de
potentiel
Un schéma de la disposition des électrodes est présenté sur la Fig. 2.2.1 pour

un sol à N couches. Pour illustrer le parcours du courant dans le sol, des lignes de
courant, en noir, et des équipotentielles, en couleurs, ont été ajoutées sur l’image.
Pour les construire, le sol a été considéré homogène, et donc ρ1 = ρ2 = ... = ρN .
La profondeur de pénétration du courant électrique dans le sol dépend de la

distance entre les électrodes. Plus elles sont éloignées, plus le courant pénètre
profondément dans le sol. De ce fait, pour connaitre le profil de résistivité du sol
il est nécessaire de répéter la méthode de Wenner pour plusieurs distances a entre
les électrodes.
On suppose que l’injection de courant par les électrodes de Wenner se fait de

façon ponctuelle. Cette approximation est justifiée par le fait que, lorsque que l’on
enterre l’électrode dans le sol, on compacte le sol qui est en contact direct avec sa
base (partie inférieure) [65]. La résistance de contact y est alors quasi nulle, alors
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Figure 2.2.1 – Schématisation de la méthode de Wenner en sol à N couches.

qu’elle est très élevée sur les cotés de l’électrode à cause d’un espace vide laissé
lors de l’enfoncement de l’électrode dans le sol [65]. Dans la Fig. 2.2.2 on peut voir
comment le sol est modifié par la présence de l’électrode.

Figure 2.2.2 – La résistance de contact entre l’électrode enfoncée dans la terre
est quasi nulle sur sa surface inférieure, alors qu’elle est très élevée
sur les côtés.

On peut déterminer une relation entre le potentiel mesuré, le courant injecté et
la résistivité du sol. Pour cela, on utilise l’équation 1.2.14 pour le potentiel produit
au niveau du sol par une électrode ponctuelle. La différence de potentiel mesurée
entre les deux électrodes centrales de Wenner est la suivante :

∆V = V2−V1 =
(
ρI

2πa + ρ (−I)
2π (2a)

)
−
(

ρI

2π (2a) + ρ (−I)
2πa

)
=⇒ ∆V = ρI

2πa (2.2.1)
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L’inconnue étant ρ, la résistivité de la terre, nous avons donc :

ρ = 2πa∆V
I

(2.2.2)

Avec la méthode de Wenner il n’est pourtant pas possible de retrouver les vraies
résistivités de couches de sol. Les mesures de Wenner ne fournissent qu’une sorte
de moyenne de la résistivité de la terre, que l’on appelle résistivité apparente. Cela
est dû à la composition hétérogène du sol et au fait que les mesures sont réali-
sées depuis la surface. A chaque mesure de Wenner, le courant électrique injecté
par l’électrode injectrice se distribue dans le sol avant de converger au niveau de
l’électrode collectrice. Entre les points d’arrivée et de départ, le courant électrique
parcourt le sol en profondeur, en traversant plusieurs couches composées de maté-
riaux différents.
La profondeur de pénétration est une fonction de a, l’écartement entre électrodes

de Wenner. Cependant, lorsque le courant atteint une couche inférieure de sol, il
passe aussi par toutes les couches qui sont au dessus. Il est donc impossible d’isoler
chaque couche à la fois. Tous les matériaux qui composent le sol ont une influence
sur la valeur de résistivité trouvée par la méthode de Wenner.
Il est vrai pourtant que les couches plus proches de la surface ont une influence

plus importante sur les résistivités apparentes de Wenner lorsque a est petit. De
même, les couches plus profondes ont une influence plus grande sur les valeurs
de résistivité apparente lorsque a est grand. Plus concrètement, on admet que,
dans le cas d’un terrain homogène, 70% du courant se situe entre la surface et une
profondeur de 4a, soit quatre fois la distance entre deux électrodes de Wenner [18].
Avec une série de mesures de Wenner, où chaque mesure est réalisée avec un

écartement différent d’électrodes, on peut tracer une courbe de l’évolution de la
résistivité apparente en fonction de la distance entre les électrodes de Wenner. Ce
graphique nous permet d’avoir un indice du nombre de couches de sol. Chaque
interface entre deux couches de matériaux différents produit un changement de
concavité de la courbe (voir [18] et [66]). De ce fait, chaque point d’inflexion, et
donc chaque changement de concavité, est associé à la présence d’une couche de
sol.
Puisque la dernière couche de sol est supposée être de taille infinie, la courbe

des résistivités apparentes doit converger vers une asymptote horizontale. En effet,
l’effet de cette dernière couche devient majoritaire lorsque les électrodes de Wenner
sont très éloignées.
Cependant, il est possible que l’effet d’une couche soit caché par la présence

d’une autre couche. Cela n’est effectivement possible que lorsque la résistivité des
couches évolue d’une certaine façon particulière. De ce fait, le nombre de points
d’inflexion ne nous fournit qu’une valeur limite inférieure pour le nombre total de
couches de sol. Le nombre réel de couches peut être plus grand que ce que l’on a
estimé car :

1. Il est possible qu’il existe des couches de faible épaisseur dont les effets ne
sont pas ressentis car le nombre de mesures de Wenner réalisées n’a pas été
suffisant.
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2. Il est possible qu’il existe une couche intermédiaire dont la résistivité se situe
au voisinage de la moyenne entre les résistivités des couches qui l’entourent.
Les effets de cette couche sont partiellement masqués dans l’évolution natu-
relle de la résistivité apparente.

3. Il est possible qu’il existe une couche se situant à une profondeur qui n’est pas
atteinte par le courant injecté dans le sol. Dans cette situation, l’asymptote
de la courbe de résistivité apparente n’en est pas vraiment une. Des mesures
supplémentaires, avec un écartement de Wenner plus grand, auraient montré
la présence d’un nouveau point d’inflexion.

Bien que ces imprécisions puissent donner lieu à un résultat faux, en première
approximation ce ne sont pas des imprécisions majeures. On a effectivement une
méconnaissance des réelles résistivités du sol, mais cette méconnaissance n’a pas
d’effets important sur les élévations de potentiel de sol puisque :

1. Une petite couche n’a guère d’influence sur la conduction de courant élec-
trique, son effet se noie dans le bruit de fond et dans les imprécisions inhé-
rentes à la méthode.

2. L’existence d’une couche intermédiaire, bien qu’étant la source d’imprécision
la plus importante que l’on pourrait avoir, ne peut être complètement mas-
quée dans les résultats. On a forcément la présence d’un petit plateau dans la
courbe d’évolution de la résistivité apparente à un moment donné. La seule
exception est si cette couche est de faible épaisseur, ce qui la classe avec les
petites couches.

3. Une couche très profonde, bien que difficilement détectable par la méthode
de Wenner, ne joue pas un rôle majeur pour l’EPS en surface proche.

Dans les paragraphes suivants, on présentera des courbes de résistivités appa-
rentes de sol en fonction du pas de Wenner a qui nous permettront d’illustrer les
points discutés précédemment. Ces courbes ont été calculées en simulant la mé-
thode de Wenner sur des différents types de sol avec le logiciel à éléments finis
Comsol.

2.2.2 Résistivités apparentes pour un sol à deux couches
Considérons un sol à deux couches, dont la première d’une épaisseur de 10 m

et d’une résistivité ρ = 100 Ω ·m, et la deuxième avec d’une épaisseur infinie et
une résistivité ρ = 40 Ω ·m. Dans la Fig. 2.2.3 on trouve un schéma qui résume la
configuration.
Nous avons simulé par éléments finis une série de mesures de Wenner avec dif-

férents écartements sur ce sol. La figure 2.2.4 nous montre les résultats de calcul
des résistivités apparentes sur ce sol.
On voit, à partir des valeurs montrées dans le tableau de la Fig 2.2.4, que la

résistivité apparente calculée diminue en fonction de la distance entre les électrodes
de Wenner. Cela nous montre que la couche supérieure est celle qui est la plus
résistive.
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Figure 2.2.3 – Schéma modélisé pour un sol à deux couches.

Distance entre
électrodes (m)

ρapp
(Ω ·m)

2 99.8
4 98.3
8 90.6
12 79.6
16 69.3
20 61.3
24 55.5

Figure 2.2.4 – Résultats de calcul de résistivité apparente pour sol à deux couches
en fonction de l’écartement entre électrodes de Wenner
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L’analyse du graphique nous montre que nous sommes en présence d’un sol à
deux couches. Cela se voit par la présence d’un seul point d’inflexion et aussi d’une
apparente convergence vers une asymptote horizontale.
On remarque aussi que le changement de concavité de la courbe a lieu sur un

point d’abscisse qui est du même ordre de grandeur que l’épaisseur de la première
couche de sol. On peut alors conclure que la présence d’une couche profonde de
sol n’a un effet majeur sur les mesures de Wenner que lorsque l’espacement entre
les électrodes de Wenner est plus grand que la taille des couches qui sont situées
au dessus.

2.2.3 Résistivités apparentes pour un sol à trois couches
Considérons un sol à trois couches, la première couche ayant une épaisseur de

10 m et une résistivité ρ1 = 100 Ω ·m, la deuxième couche ayant une épaisseur de
20 m et une résistivité ρ2 = 40 Ω ·m, et la troisième et dernière couche ayant une
épaisseur infinie et une résistivité ρ3 = 1000 Ω ·m. Dans la Fig. 2.2.5 on trouve un
schéma qui résume cette configuration.

Figure 2.2.5 – Schéma modélisé pour un sol à trois couches.

Nous avons simulé par éléments finis une série de mesures de Wenner avec dif-
férents écartements sur ce sol. La figure 2.2.6 nous montre les résultats de calcul
des résistivités apparentes sur ce sol.
La courbe présentée dans la figure 2.2.6 nous montre que nous sommes effecti-

vement en présence d’un sol à trois couches. Cela se voit à la présence des deux
points extrêmes de résistivité : un point de maximum à 100 Ω ·m et un point de
minimum local à environ 72 Ω ·m. Ce type de courbe est caractéristique d’un sol
à trois couches dont la couche intermédiaire a une résistivité plus petite que les
deux autres.
Cependant, tel que nous l’avons vu dans la section 2.2.1 , il serait possible que

ce sol soit composé de plus de 3 couches. L’effet de ces couches supplémentaires
pouvant être caché dans la courbe d’évolution de la résistivité apparente.

50



2.2 La méthode de Wenner : les résistivités apparentes

Distance entre
électrodes (m)

ρapp
(Ω ·m)

2 99.8
4 98.4
8 91.5
12 82.4
16 75.3
20 71.8
24 71.5
28 73.7
32 77.8

Figure 2.2.6 – Résultats de calcul de résistivité apparente pour sol à trois couches
en fonction de l’écartement entre électrodes de Wenner

2.2.4 Pourquoi utiliser un modèle de sol multicouches
Pour un calcul d’élévation de potentiel de sol, il est essentiel de modéliser le sol

correctement et de prendre en compte son influence sur la propagation des champs
électrique et magnétique [16]. Les mesures de Wenner sont issues d’une méthode
simple dont le but est de caractériser le sol par sa résistivité électrique. Cependant,
ces valeurs de résistivité de sol calculées ne doivent pas être utilisées directement
dans les modèles de sol.
Tel qu’il a été dit dans les sections précédentes, une mesure de Wenner ne fournit

qu’une sorte de moyenne des résistivités des constituants du sol, que l’on appelle
résistivité apparente. Cette moyenne est une fonction de l’écartement des élec-
trodes, des matériaux qui composent le sol et de leur configuration. Pour retrouver
les paramètres électriques de couches de sol, il est nécessaire de réaliser un calcul
inverse, ce qui sera présenté au chapitre 2.3.
Dans le présent chapitre, nous présentons un exemple de calcul qui permet de

quantifier l’erreur que l’on commet lorsque l’on utilise directement les résultats de
mesure de Wenner. Le but de cet exemple est de comparer le calcul de la résistance
de prise de terre d’une électrode enterrée dans deux types de sol différents :

1. Un sol multicouche dont les résistivités sont supposées êtres les vraies résis-
tivités de chacune de couches de sol

2. Un sol homogène dont la résistivité est issue directement des mesures de
Wenner réalisées en surface

En s’inspirant d’un modèle de sol utilisé dans les travaux de thèse de Nskere
[67], nous utilisons un sol à 4 couches comme étant le sol de référence. Ses ca-
ractéristiques sont présentées sur le tableau 2.2. Les valeurs des résistivités et des
épaisseurs des couches sont représentatives d’un sol réel.
La méthode de Wenner a été appliquée à ce sol multicouche. Pour cela, la mé-

thode des éléments finis par le logiciel Comsol a été utilisée. On s’est restreint à
trois mesures de Wenner, avec des écartements de 2, 8 et 16 mètres, ce qui nous
donne trois différentes valeurs de résistivité apparente.
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Couche Résistivité (Ω.m) Épaisseur (m)
1 4400 1, 5
2 500 3, 75
3 290 11, 25
4 110 ∞

Table 2.2 – Sol multicouche modélisé par la méthode des éléments finis.

Par simplification, nous supposons que, lorsque l’on considère le sol comme ho-
mogène, sa résistivité est égale à la moyenne de ces trois résistivités apparentes
trouvées par la méthode de Wenner. Dans les cas pratiques, où l’on n’a normale-
ment pas de méthode pour traiter un sol multicouche, on utilise habituellement
cette méthode de construction de sol homogène pour réaliser les calculs.
Le tableau 2.3 montre les résultats de calcul de la résistivité apparente pour

les écartements choisis. On note que l’influence des couches plus profondes sur la
mesure de Wenner augmente avec l’écartement des électrodes.

Écartement des électrodes (m) 2 8 16
Résistivité apparente (Ω.m) 2601 397 380

Table 2.3 – Simulations de la méthode de Wenner sur sol à 4 couches

La résistivité apparente moyenne pour les trois écartements de Wenner est la
suivante :

ρmoyen = 1126 Ω.m (2.2.3)
Pour quantifier l’erreur que l’on commet en faisant cette approximation, nous

avons calculé par éléments finis la résistance de prise de terre d’une électrode
cylindrique verticale de longueur 2m et de rayon 10 cm.
Pour le sol complet, avec ses 4 couches, nous avons retrouvé une résistance de

prise de terre de 682.2 Ω, tandis que pour le sol homogénéisé la résistance de prise
de terre a été de 2874 Ω. Cela représente un écart de plus de 320% entre les valeurs
de résistance de prise de terre pour les deux types de calcul. Cela est résumé dans
le tableau 2.4.

Sol Complet Sol Homogène
Rprise_de_terre = 682.2 Ω Rprise_de_terre = 2874 Ω

Table 2.4 – Comparaison entre la résistance de prise de terre dans le sol complet
et dans le sol simplifié.

En fonction de la composition du sol, il est possible d’avoir des écarts très impor-
tants lorsque l’on utilise directement les mesures de Wenner pour la construction
du sol. Cela est valable tant pour les résistances de prise de terre que pour tout
autre calcul électromagnétique où le sol intervient.
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Par exemple, la résistance de prise de terre est inversement proportionnelle à la
valeur du courant I injecté par une prise de terre soumise à un potentiel V . Dans
l’exemple précédent, la modélisation simpliste du sol aurait indiqué un courant
dans le sol 3, 2 fois plus petit que le courant réel. Les protections contre l’EPS,
produite par ce courant dans le sol, seraient alors très sous-estimées.
Pour retrouver les paramètres électriques de sol, nous allons utiliser des méthodes

inverses d’optimisation, ce qui est le sujet de la section suivante.

2.3 Les algorithmes d’optimisation

2.3.1 Introduction
La méthode de Wenner pour la caractérisation du sol est réalisée à partir d’élec-

trodes implantées en surface du sol. Le courant électrique est injecté dans le sol et
sa pénétration est liée à l’écartement entre les électrodes.
Lors d’une mesure de Wenner, toutes les couches de sol ont une influence sur

la valeur mesurée puisqu’il n’est pas possible d’isoler chaque couche à la fois. La
récupération des paramètres électriques des couches de sol n’est donc pas possible
directement à partir des mesures de Wenner seules. Il est nécessaire de passer par
une méthode inverse de calcul.
Dans ce but, nous avons implémenté une méthode composée de deux algorithmes

d’optimisation hybridés : l’algorithme génétique (AG) et l’algorithme de recherche
par motifs (PS, acronyme en anglais pour « pattern search »). Les données de sor-
tie du premier sont passées comme données d’entrée au deuxième, qui réalise une
deuxième étape dans le calcul itératif [68]. L’AG sert à repérer, dans l’espace de
solutions possibles, la région dans laquelle se trouve la solution optimale. L’algo-
rithme PS permet alors une approximation plus fine du point relatif à la solution
optimale.
Dans ce chapitre, les bases de chacun de ces deux algorithmes sont présentées.

De même, quelques configurations simples de calcul sont étudiées.

2.3.2 Algorithmes Génétiques
L’algorithme génétique est une méthode d’optimisation stochastique qui imite

le processus naturel d’évolution des animaux, c’est à dire l’évolution des individus
le plus adaptés, d’où son nom [69].
C’est une méthode amplement utilisée dans le domaine scientifique et particu-

lièrement adaptée pour minimiser des fonctions qui ne sont pas régulières au sens
mathématique, c’est à dire qui ne sont pas forcement dérivables ou bien continues
en tout point de l’espace.

2.3.2.1 Le principe des algorithmes génétiques

L’algorithme génétique a pour objectif de minimiser une fonction dans un certain
espace, que l’on appelle « fonction d’évaluation » ou bien « fonction fitness ». On
définit d’abord une population initiale d’un nombre N d’individus. Chacun de ces
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individus est composé d’un vecteur dont les éléments sont appelés « les gènes » ;
ils représentent les variables du problème.
La valeur initiale de chacun de ces gènes peut être définie de façon aléatoire ou

bien elle peut être fixée. Il est cependant important que les gènes n’aient pas tous
la même valeur, mais qu’un large intervalle soit couvert de façon à assurer que
l’algorithme parcourt une grande partie de l’espace des solutions possibles.
Prenons l’exemple d’un problème fictif dont la population est composée de 3

individus :
Population Initiale = {X1, X2, X3} (2.3.1)

On suppose que, pour ce problème fictif, nous avons quatre variables à optimiser.
Chaque individu est alors composé de quatre gènes, chacun de ses gènes étant une
des variables du problème.
L’individu d’indice i est alors défini par le vecteur Xi suivant :

Xi = {xi,1, xi,2, xi,3, xi,4} (2.3.2)
La population initiale va ensuite évoluer, donnant lieu à une nouvelle génération

d’individus. Ce processus est itératif et il se termine dès qu’une des conditions
de convergence est remplie, comme par exemple lorsque le nombre d’itérations
maximal est atteint.
Les mécanismes d’évolution se font par le biais des mêmes processus naturels qui

donnent lieu à des nouveaux individus dans la nature : le croisement, la mutation et
la transmission directe. Un croisement se produit quand deux individus différents
donnent lieu à un troisième individu dont les gènes sont une combinaison des gènes
des deux individus originaux. Une mutation se produit quand un individu donne
lieu à un deuxième individu dont une partie des gènes provient directement du
premier tandis que l’autre partie provient d’une modification aléatoire de certains
gènes de ce même individu. La transmission directe a lieu quand un individu est
passé tel qu’il est à la génération suivante, i.e. sans modification.
Ces mécanismes d’évolution sont illustrés sur la Fig. 2.3.1.

Figure 2.3.1 – Création d’une nouvelle génération d’un processus fictif.

A chaque individu on peut associer un nombre particulier, calculé à partir de la
fonction fitness. Pour un individu donné, ce nombre dépend de la distance entre
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les valeurs de ses gènes et de celles de la solution exacte. Cela permet de mesurer
la « qualité » de l’individu par rapport à la solution exacte, et donc d’orienter
l’évolution de la population. En effet, plus petite sera la fonction fitness pour un
individu donné, de meilleure « qualité » il sera.
Supposons que l’on soit à la n-ème génération du processus d’évolutif fictif décrit

ci-dessus, c’est à dire :

n− èmeGénération = {Xn
1 , X

n
2 , X

n
3 } (2.3.3)

Xn
i =

{
xni,1, x

n
i,2, x

n
i,3, x

n
i,4

}
(2.3.4)

Les éléments de la (n+1)-ème génération sont calculés à partir des éléments de
la n-ème génération en utilisant les mécanismes d’évolution cités précédemment.
La proportion de nouveaux individus issus de chacun de ces processus est défini
au préalable par l’utilisateur. L’algorithme évolue de génération en génération, en
recherchant une asymptote vers un minimum global, c’est à dire l’élément avec la
plus faible valeur de la fonction d’évaluation.
De ce fait, il est important que la proportion entre les taux de mutation, croi-

sement et transmission directe soit bien choisie. Si le taux de mutation est trop
faible, l’algorithme sera susceptible de rester coincé dans un minimum local, alors
qu’un taux de mutation trop élevé rend difficile la convergence. De même, la trans-
mission directe doit permettre de conserver des individus de meilleure « qualité »
entre deux générations successives sans que cela empêche l’algorithme d’explorer
l’espace des solutions possibles.
Prenons l’exemple d’évolution présenté sur la Fig. 2.3.1. La proportion des pro-

cessus évolutifs a été choisie dans ce cas pour que l’on ait un tiers de mutation,
un tiers de croisement et un tiers de transmission directe. De ce fait, puisque la
population est composée de trois individus, alors chaque individu de la nouvelle
génération (n+ 1) est issu d’un processus évolutif différent, ce qui est schématisé
sur la figure.
La probabilité qu’un individu soit choisi pour passer ses gènes dans un processus

donné est inversement proportionnelle à la valeur de sa fonction fitness, et donc
directement proportionnelle à la qualité de l’individu dans la population. Ceci est
encore une fois inspiré par les processus de l’évolution naturelle, où l’individu le
plus adapté est celui qui a le plus de chance de reproduire et donc de transmettre
ses gènes à la génération suivante.
Cependant, comme dans la nature, la reproduction n’est pas exclusive des in-

dividus les plus adaptés. Il existe donc une certaine probabilité, bien que petite,
pour que les individus de plus faible qualité puissent transmettre leurs gènes vers
la génération suivante. Cela maximise l’espace balayé par l’algorithme et donc
minimise la probabilité de rester sur un minimum local.
Le processus de fonctionnement de l’algorithme génétique est résumé par la fi-

gure 2.3.2. Dans le cadre de ce projet de thèse, nous avons implémente l’algorithme
génétique de la ToolBox de Matlab©.
La fonction fitness que nous avons utilisée a été construite dans le but spécifique

de reconstruction des paramètres de couches de sol. Pour cela, nous nous sommes
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Figure 2.3.2 – Diagramme d’évolution des algorithmes génétiques

inspirés des travaux de Takahashi et al [70], de Calixto et al [71, 72, 73] et de
Czumbil et al [60, 59]. Les formules utilisées seront présentées à la section 2.3.4.
L’algorithme génétique est une méthode puissante mais aussi lente et de conver-

gence difficile, surtout dans le cas où plusieurs variables doivent être optimisées
(voir les travaux de Payne [68]) . Aussi, l’algorithme est basé sur un processus
aléatoire, et donc le temps de calcul et le taux de convergence varient entre deux si-
mulations différentes. Pour retrouver les paramètres électrique d’un sol à 3 couches
par exemple, avec pour contrainte d’avoir un taux d’erreur moyen inférieur à 5%,
le calcul prend en moyenne une quinzaine de minutes sur un PC Intel 4core.
Dans le but d’améliorer la vitesse et la précision de calcul, nous avons hybridé

l’algorithme génétique avec une deuxième méthode d’optimisation. Cet type d’ap-
proche s’est déjà avéré pertinent dans le cadre d’études en cristallographie (voire
les travaux de Payne [68]).

2.3.3 L’algorithme de recherche par motifs (pattern search)
L’algorithme de recherche par motifs (PS, acronyme du nom anglais « pattern

search ») est une méthode d’optimisation de recherche directe [74]. Cela signifie
que, comme pour l’algorithme génétique, la fonction à minimiser, aussi appelée
fonction d’évaluation ou « fonction fitness », est utilisée directement dans le cal-
cul, sans que l’on ait besoin de passer par le calcul de sa dérivée. Cependant,
contrairement à l’AG, l’algorithme pattern search est une méthode déterministe
puisque c’est un algorithme pour lequel une même donnée d’entrée donne toujours
lieu à la même donnée de sortie et en passant par les mêmes étapes intermédiaires
[75].
L’algorithme PS utilise une méthode itérative pour laquelle chaque itération est

associée à un point dans l’espace des solutions possibles. Ce point peut être un
vecteur ou un scalaire, en fonction du nombre de paramètres à optimiser.
La fonction fitness appliquée à chacun de ces points nous permet de leur associer

une valeur, que l’on appelle par simplicité « valeur de la fonction fitness », ou
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bien « fonction fitness du point ». L’algorithme cherchera le point avec la plus
faible valeur de fonction fitness associée. Par analogie avec l’AG, chacune de ces
itérations peut être vue comme une population composée d’un seul individu, le
but étant aussi de trouver le meilleur individu possible.
La première étape de la démarche de l’algorithme PS consiste à établir un point

initial de départ. Cette donnée initiale peut être déterminée de façon aléatoire ou
bien elle peut être fixée.
Autour du point initial, l’algorithme construit une figure géométrique, appelée

« motif ». La fonction fitness est ensuite évaluée sur chacun des sommets de ce
motif.
Le motif est construit en fonction d’une base vectorielle, qui doit être définie

au préalable. Cette base peut être déterminée de plusieurs façons différentes, ce
qui donnera lieu à différentes classes d’algorithme PS. Les points qui composent
le motif sont la somme des combinaisons linéaires de vecteurs de la base avec le
point initial.
A la suite des tests de convergence et de rapidité, nous avons décidé d’utiliser

une classe de PS nommée « generalized set search » (GSS) [76]. Pour un problème
à N paramètres à optimiser, les fonctions de base de cette classe sont définies à
partir des équations suivantes :

e1 = (1, 0, 0, ..., 0) , e2 = (0, 1, 0, ..., 0) , ... , eN = (0, 0, ..., 1) (2.3.5)
et :

eN+1 = (−1, 0, 0, ..., 0) , eN+2 = (0,−1, 0, ..., 0) , ... , e2N = (0, 0, ...,−1) (2.3.6)

Supposons que l’on soit à l’itération k+1, et notion xk le point qui représente la
solution approximative trouvée lors de l’itération précédente. Les 2N points aux
sommets du motif construit en fonction de la base précédente sont alors définis
comme :

xki = xk + ∆k.ei (2.3.7)
où ∆k > 0 est un facteur de proportion définit préalablement par l’algorithme.
Dans cette étape, deux situations différentes se présentent :

1. Au moins un des points déterminés possède une fonction fitness associée qui
est de plus petite valeur que celle du point fourni comme donnée d’entrée,
qui est celui au centre du motif. Dans ce cas, le point de plus petite fonc-
tion fitness sera sectionné pour être le centre du motif lors de la prochaine
itération.

2. Aucun des points déterminés par le motif a une fonction fitness associée
qui est plus petite que celle du point fourni comme donnée d’entrée. Dans
ce cas, un nouveau motif, de taille plus petite, est choisi et les points aux
sommets sont réévalués. Autrement dit, on utilise à nouveau l’équation 2.3.7
mais cette fois avec un facteur de proportion plus faible.
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Pour illustrer ce processus, prenons comme exemple un problème d’optimisation
à deux variables, notées a et b. Dans ce cas, l’espace des solutions est à 2 dimensions
et chaque solution partielle correspond à un couple de valeurs.
Supposons que l’on soit à une itération k quelconque du processus itératif d’op-

timisation. La solution partielle xk à cette étape peut s’écrire comme :

xk = (ak, bk) (2.3.8)
Lors de l’itération (k + 1) l’algorithme calculera la fonction fitness sur les quatre

points suivants :

xk1 = (ak + ∆k, bk) , xk2 = (ak −∆k, bk) , xk3 = (ak, bk + ∆k) , xk4 = (ak, bk −∆k)
(2.3.9)

Dans le cas où aucun des points précédents n’a une valeur de fonction fitness
associée qui est plus faible que celle du point xk précédent, l’algorithme définira
quatre nouveaux points. Pour cela, il suffit de fixer une nouvelle valeur pour ∆k,
qui est en général la moitié de la valeur précédente.
Dès lors que l’on trouve un point avec une plus faible valeur de fonction fitness

associée, il sera fixé comme étant la solution partielle pour l’itération suivante.
Cet exemple à deux dimensions est schématisé sur la Fig. 2.3.3.

Figure 2.3.3 – Schéma d’évolution de l’algorithme d’optimisation pattern search.

Les conditions d’arrêt de la méthode itérative sont généralement fonction du
nombre total d’itérations, de l’amélioration apportée sur la fonction fitness entre
deux itérations successives, et de la valeur absolue de la fonction fitness. L’al-
gorithme est répété jusqu’à ce qu’au moins une de ces conditions d’arrêts soit
remplie.

2.3.4 Démarche de l’application des méthodes d’optimisation
pour la reconstruction de sol multicouches

Pour la méthode d’optimisation d’un sol multicouches, le premier paramètre
important à déterminer est le nombre total de couches car cela va permettre de
connaitre le nombre total de paramètres à optimiser. Chaque couche est caracté-
risée par sa résistivité électrique ρ et son épaisseur d. La dernière couche étant
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une exception puisque son épaisseur est considérée comme infinie. Comme il a été
dit dans les chapitres précédents, nous supposons que µr = 1 et nous utilisons
l’approximation de εr = 1.
Pour un sol à trois couches par exemple, nous avons les inconnues suivantes :

Inconnues : {ρ1; d1; ρ2; d2; ρ3} (2.3.10)
Ces inconnues sont les paramètres à déterminer pour minimiser la « fonction

fitness ». Cette fonction est construite à partir de valeurs de résistivité apparentes
mesurées par la méthode de Wenner et notées ρapp_exp, ainsi que des résistivités
apparentes théoriques, notées ρapp_th.
Comme on verra plus loin, elle est définie comme :

ffitness = 1
M

M∑
i=1

(ρapp_th (ai)− ρapp_exp (ai))2 (2.3.11)

où M est le nombre total des différentes mesures de Wenner et ai est l’espacement
entre les électrodes de Wenner pour la i − ème série de mesures de Wenner. La
fonction fitness représente alors la moyenne des écarts au carré entre les résistivités
apparentes théoriques et expérimentales pour chacune des conditions d’espacement
d’électrodes de Wenner.
Pour chaque itération de l’algorithme d’optimisation (AG ou PS) il est néces-

saire de calculer une série de valeurs de résistivités apparentes théoriques. Utiliser
la méthode des éléments finis pour ce calcul revient à intégrer plusieurs calculs
éléments finis dans la boucle d’optimisation, ce qui serait trop coûteux.
Dans cette optique on montrera que pour chaque configuration de sol, et par

rapport à un espacement particulier d’électrodes de Wenner, l’on peut trouver
une équation analytique pour calculer les résistivités apparentes théoriques. Cette
équation peut être facilement intégrée dans la boucle d’optimisation. Un certain
nombre de tests de convergence nous ont d’ailleurs montré que cette méthode est
suffisamment robuste pour retrouver les paramètres des couches d’un sol multi-
couche, et que cette solution est unique.
Dans ce chapitre, nous présenterons le développement théorique de la fonction

ρapp_th. Pour cela, il est d’abord nécessaire de calculer le potentiel électrique en
surface produit par une électrode ponctuelle surfacique et en présence d’un sol
multicouche. On montrera par la suite que ce résultat est utile pour la simulation
de la méthode de Wenner.
Le développement de la fonction ρapp_th est différent en fonction du nombre

de couches de sol présentes. Nous présenterons son développement mathématique
dans le cas d’un sol bicouche. La méthode s’applique de façon similaire pour un
nombre plus élevé de couches.

2.3.4.1 Calcul de la forme intégrale du potentiel électrique en surface pour
sol homogène et injection ponctuelle

Le calcul de la résistivité apparente théorique en sol multicouche, par la méthode
de Wenner et en fonction des paramètres des couches de sol, demande le calcul
de la forme intégrale du potentiel en surface de ce sol multicouche. Le calcul
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de cette forme intégrale en sol multicouche demande, à son tour, le calcul de la
forme intégrale du potentiel en sol homogène. Dans ce chapitre, on présente ce
développement pour sol homogène. Ce résultat est utilisé ensuite, dans la section
2.3.4.2, pour le calcul de la forme intégrale en sol à deux couches.
Le sol étant globalement électriquement neutre, le champ électrique possède

une divergence nulle (équations de Maxwell). Cela implique que, puisque le champ
électrique est défini comme étant égal à l’opposé du gradient du potentiel électrique
V , le laplacien du potentiel électrique s’annule dans tout le demi-espace inférieur
(le sol). On alors la relation suivante (équation de Laplace) :

∇ · ~E = 0
~E = −~∇V

}
=⇒ ∇2V = 0 (2.3.12)

Si l’on voulait se limiter à l’approximation d’un sol homogène, un modèle de sol
avec symétrie sphérique est le plus adapté. Cependant, pour un sol multicouche
le calcul est plus simple si l’on adopte un système de coordonnées cylindriques.
Cela nous permet de bien garder la distinction entre la variable « profondeur »
et la variable « écartement horizontal ». Le laplacien du potentiel électrique en
coordonnées cylindriques s’écrit comme :(

∂2

∂z2 + 1
r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+ 1
r2
∂2

∂ϕ

)
V = 0 (2.3.13)

où z est, comme dans la Figure 2.3.4, la coordonnée verticale, r est le rayon et ϕ
est l’angle horizontal par rapport à un axe fixe de référence.

Figure 2.3.4 – Potentiel électrique au point (x, y, z) : électrode ponctuelle et terre
homogène.

Grâce à la symétrie complète autour de l’axe z, le potentiel V ne dépend pas de
l’angle ϕ. On peut alors éliminer toute dépendance en ϕ de l’équation précédente.
Nous avons donc :

1
r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
V = − ∂2

∂z2V (2.3.14)

Au vu de l’équation précédente, on peut utiliser la méthode de séparation des
variables. C’est une hypothèse qui suppose que la solution de l’équation est égale
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au produit de deux fonctions qui dépendent chacune d’une seule variable. Lorsque
une solution est trouvée avec cette hypothèse, alors le théorème de l’unicité nous
garantit que la solution trouvée est la seule solution de l’équation [42].
On peut écrire alors l’équation suivante :

V (z; r) = Z (z)R(r) (2.3.15)
De ce fait, l’équation 2.3.14 devient :

1
rR

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
R = − 1

Z

∂2

∂z2Z (2.3.16)

Le membre gauche de l’équation 2.3.16 dépend uniquement de la variable r
tandis que le membre de droite ne dépend que de la variable z. Comme r et z sont
des variables indépendantes, les deux membres de l’équation seront identiques pour
quelque soit r et z si et seulement si ce sont des constantes. Cela nous permet de
séparer le problème en deux équations différentes, reliées par une constante que
l’on note λ2 :

d2

dz
Z = λ2Z (2.3.17)

et :

d2

d2r
R + 1

r

d

dr
R + λ2R = 0 (2.3.18)

La constante λ doit encore être déterminée, sa valeur va dépendre surtout des
conditions aux limites du problème.
La solution de l’équation 2.3.17 est une somme d’exponentielles simples :

Z (z) = Ae−λz +Beλz (2.3.19)
où A et B sont des constantes à déterminer.
Puisque l’on suppose que le courant électrique reste confiné dans le sol, la solu-

tion doit être valable dans la région z ≥ 0. De plus, le potentiel doit tendre vers
une constante lorsque z → +∞, suite à quoi on conclut à la fois que B = 0 et que
λ appartient à R+ . Nous avons alors :

Z (z) = Ae−λz (2.3.20)
L’équation 2.3.18 admet comme solution les fonctions de Bessel d’ordre 0. On a

alors

R (r) = CJ0 (λr) +DY0 (λr) (2.3.21)
où C et D sont des constantes à déterminer.
Le potentiel électrique, toujours en fonction de λ, est alors :

Vλ (r; z) = e−λz (A2J0 (λr) +B2Y0 (λr)) (2.3.22)
où nous avons regroupé les constantes A, C et D dans les nouvelles constantes A2
et B2.
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L’équation 2.3.22 se vérifie pour n’importe quelle valeur positive de λ et la
solution finale doit être une combinaison linéaire de tous les Vλ. Comme λ est une
variable continue, la combinaison linéaire se fait à l’aide d’une intégration :

V (r; z) =
ˆ ∞

0
Vλdλ =

ˆ ∞
0

e−λz (A2J0 (λr) +B2Y0 (λr)) dλ (2.3.23)

L’intégrale de Y0 ne converge pas dans l’intervalle en question, et donc on est
amené à imposer B2 = 0. Nous avons donc :

V (r; z) = A2

ˆ ∞
0

e−λzJ0 (λr) dλ (2.3.24)

Pour calculer la valeur de la constante A2 il est nécessaire que l’on résolve cette
équation dans un contexte où l’on peut connaitre la solution exacte du potentiel
électrique.On se place alors dans cadre d’une électrode ponctuelle en surface et
d’un sol homogène de résistivité ρ, et on utilise la notation V0 pour le potentiel
dans ce contexte.
En faisant un changement de variables, on peut écrire l’équation précédente

comme suit :
V0 = A2

1
r

ˆ ∞
0

e−wαJ0 (w) dw (2.3.25)

où w = λr et α = z
r
.

On remarque donc que le terme intégral est en effet la transformée de Laplace
de la fonction de Bessel J0 (w) dans la nouvelle variable α = z

r
, dont la valeur est

trouvée dans la littérature [77] :

F (α) = L{J0 (w)} =
ˆ ∞

0
e−wαJ0 (w) dw = 1√

1 + α2
(2.3.26)

Remplacer la transformée précédente dans l’équation 2.3.25 nous fournit :

V0 = A2
1
r

1√
1 + (z/r)2

= A2√
r2 + z2

(2.3.27)

On peut aussi montrer que (annexe A) :

V = ρI

2π
√
r2 + z2

(2.3.28)

La comparaison entre les équations 2.3.28 et 2.3.27 nous donne la valeur de A2 :

A2 = ρI

2π (2.3.29)

L’équation intégrale pour le potentiel électrique dans un point quelconque du
sol produit par l’injection d’un courant I par une électrode ponctuelle située en
surface, pour une terre homogène de résistivité ρ1, peut s’écrire comme :

V = ρ1I

2π

ˆ ∞
0

e−λzJ0 (λr) dλ (2.3.30)
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Cette dernière équation sera utilisée dans la prochaine section pour le calcul
du potentiel produit par une électrode ponctuelle en surface en présence d’un sol
multicouche.

2.3.4.2 Calcul du potentiel en surface pour un sol à deux couches et
électrode d’injection ponctuelle

Le calcul du potentiel électrique en surface de sol pour un sol à deux couches
utilise le résultat de calcul du potentiel en sol homogène, et plus particulièrement
l’équation 2.3.30. Pour cela, nous nous sommes inspirés des travaux de Takahashi
[70].
On suppose que le potentiel électrique en un point quelconque produit par une

électrode ponctuelle en surface et en présence d’un sol à deux couches est donné par
le potentiel pour un sol homogène auquel vient s’ajouter un facteur de correction.
On peut alors écrire :  Vc1 = V0 + V ′c1 , 0 ≤ z ≤ d1

Vc2 = V0 + V ′c2 , z > d1
(2.3.31)

où V0 est donné par l’équation 2.3.30 pour un sol homogène, alors que V ′c1 et
V ′c2 représentent l’écart par rapport à l’approximation de terre homogène pour la
première et pour la deuxième couche respectivement. Le paramètre d1 représente
l’épaisseur de la première couche, alors que la deuxième est considérée comme
infinie. La résistivité de la première couche est notée ρ1 et celle de la deuxième
couche est notée ρ2. La Fig. 2.3.5 permet d’illustrer cet exemple.

Figure 2.3.5 – Sol à deux couches, potentiel Vc1 et Vc2 en fonction de la couche.

Puisque Vc1 et Vc2 doivent aussi être des solutions de l’équation de Laplace, on
peut supposer que V ′c1 et V ′c2 ont la même forme que l’équation 2.3.30. On verra que
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cet ansatz nous permet de trouver une solution qui, par le théorème de l’unicité
de l’équation de Laplace, est la seule solution du problème.
On peut alors écrire :

V ′c1 = ρ1I

2π

ˆ ∞
0

{
f1 (λ) e−λz + g1 (λ) eλz

}
J0 (λx) dλ (2.3.32)

et :

V ′c2 = ρ1I

2π

ˆ ∞
0

{
f2 (λ) e−λz + g2 (λ) eλz

}
J0 (λx) dλ (2.3.33)

où fi (λ) et gi (λ), pour i ∈ {1; 2}, sont des fonctions à déterminer.
En utilisant les équations 2.3.32 et 2.3.33, ainsi que l’équation du potentiel

homogène 2.3.30, on réécrit la solution pour les potentiels à deux couches, donnée
par l’équation 2.3.31, comme :

Vc1 = ρ1I

2π

ˆ ∞
0

{
(1 + f1 (λ)) e−λz + g1 (λ) eλz

}
J0 (λx) dλ (2.3.34)

Vc2 = ρ1I

2π

ˆ ∞
0

{
(1 + f2 (λ)) e−λz + g2 (λ) eλz

}
J0 (λx) dλ (2.3.35)

Le système d’équations 2.3.31 sera solution du problème si les conditions aux
limites sont aussi satisfaites. Essayer de satisfaire ces conditions nous permettra
alors de déterminer les fonctions f (λ) et g (λ).
Une analyse des interfaces du problème nous permet de dire que le potentiel et

le courant électrique doivent être continus à l’interface entre les deux couches, le
potentiel doit s’annuler à l’infini et la composante perpendiculaire du courant doit
s’annuler sur la surface du sol. Pour le courant électrique aux interfaces, il peut
s’écrire comme étant la dérivée du potentiel le long de la direction verticale divisée
par la résistivité du sol.
En les traduisant mathématiquement, les conditions aux limites de notre pro-

blème à deux couches sont les suivantes :

(z →∞)⇒ (Vc2 → 0) (2.3.36)

(z = 0)⇒
(
∂Vc1
∂z

= 0
)

(2.3.37)

(z = d1)⇒ (Vc1 = Vc2) (2.3.38)

(z = d1)⇒
(

1
ρ1

∂Vc1
∂z

= 1
ρ2

∂Vc2
∂z

)
(2.3.39)

Pour la première des conditions aux limites (équation 2.3.36), elle ne sera satis-
faite pour tous les x si et seulement si, en utilisant l’équation 2.3.35, nous avons
l’égalité suivante :

g2 (λ) = 0 (2.3.40)
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Pour la deuxième équations aux limites (équation 2.3.37), on peut la réécrire
comme :

(z = 0)⇒ ∂V0

∂z
+ ∂V ′c1

∂z
= 0 (2.3.41)

Puisque V0 représente le potentiel électrique pour un sol homogène, par construc-
tion nous avons que :

∂V0

∂z
|z=0= 0

De ce fait, pour que ∂Vc1
∂z

s’annule dans z = 0, nous devons juste nous assurer
que ∂V ′c1

∂z
|z=0= 0. A partir des équations 2.3.37 et 2.3.32, et en supposant que la

fonction est assez régulière pour que l’on puisse passer la dérivée sous le signe de
l’intégrale, nous avons que :

∂V ′c1
∂z
|z=0= ρ1I

2π

ˆ ∞
0
{−λf1 (λ) + λg1 (λ)} J0 (λx) dλ (2.3.42)

D’après les propriétés d’oscillation de la fonction de Bessel, pour que cette der-
nière relation soit satisfaite pour tout x, on doit avoir :

f1 (λ) = g1 (λ) (2.3.43)
Pour les deux dernières équations aux limites (eq. 2.3.38 et eq. 2.3.39), et en

utilisant l’équation 2.3.43, on peut écrire système linéaire suivant :(1 + f1) e−λd1 + f1e
λd1 = (1 + f2) e−λd1

1
ρ1

(1 + f1) e−λd1 + f1
ρ
eλd1 = 1

ρ2
(1 + f2) e−λd1

(2.3.44)

La résolution de ce système nous donne les fonctions suivantes :

f1 (λ) = k1e
−2λd1

1− k1e−2λd1
(2.3.45)

et :

f2 (λ) =
k1
(
1 + e−2λd1

)
1 + k1e−2λd1

(2.3.46)

où k1 = ρ2−ρ1
ρ2+ρ1

s’appelle « le coefficient de réflexion ». Il nous permet de connaitre
le rapport entre les résistivités des deux couches du sol.
Finalement, on remplace g1et f 1 dans l’équation 2.3.32 et en choisissant z = 0,

on retrouve la valeur du potentiel électrique dans un point quelconque en surface,
noté V2 en fonction du nombre de couches de sol :

Vc1 (x, z = 0) = V2 = ρ1I

2πx (1 + F2 (x)) (2.3.47)

où :
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F2 (x) = 2x
ˆ ∞

0

k1e
−2λd1

1− k1e−2λd1
J0 (λx) dλ (2.3.48)

Cette équation nous permet de connaitre le potentiel électrique surfacique pro-
duit par une électrode ponctuelle placée en surface et en présence d’un sol à deux
couches.

2.3.4.3 Calcul du potentiel en surface pour un sol à trois couches et
électrode d’injection ponctuelle

Pour calculer le potentiel en surface produit par une électrode ponctuelle surfa-
cique en présence d’un sol avec plus de deux couches, il suffit de suivre la même
méthodologie que celle présentée dans le cas d’un sol à deux couches [70]. Le poten-
tiel dans chacune des couches sera égal au potentiel calculé pour un sol homogène
(équation 2.3.30) ajouté d’un facteur de correction, comme dans les équations
2.3.31, 2.3.32 et 2.3.33 pour un sol à deux couches.
Les conditions aux limites sont aussi similaires à celles utilisées dans le cas d’un

sol à deux couches, à la condition de prendre en compte la présence de chacune
des interfaces. Pour un sol à N couches, elles s’écrivent comme :

1. Le potentiel dans la dernière couche tend vers zéro lorsque z tend vers l’infini :
(VcN |z→∞= 0) ;

2. Le flux de courant est nul sur la surface du sol :
(
∂Vc1
∂z

= 0
)
;

3. Le potentiel est continu à l’interface entre deux couches :
(
Vci = Vc(i+1)

)
pour

i ∈ {1; 2; ...; (N − 1)} ;
4. Le courant est continu à l’interface entre deux couches :

(
1
ρi

∂Vci

∂z
= 1

ρi+1

∂Vc(i+1)
∂z

)
pour i ∈ {1; 2; ...; (N − 1)} ;

Prenons l’exemple d’un sol à trois couches, on peut montrer que le potentiel en
surface produit par une électrode ponctuelle surfacique, noté V3, est donné par la
formule suivante :

V3 (x) = ρ1I

2πx (1 + F3 (x)) (2.3.49)
avec :

F3 (x) = 2x
ˆ ∞

0

K31e
−2λd1

1−K31e−2λd1
J0 (λx) dλ (2.3.50)

et :

K31 = k1 + k2e
−2λd2

1 + k1k2e−2λd2
(2.3.51)

et aussi :

ki = ρi+1 − ρi
ρi+1 + ρi

(2.3.52)
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Ce dernier résultat va nous permettre de calculer ce que nous avons appelé la
« résistivité apparente théorique » par rapport à la méthode de Wenner. Cela sera
présenté dans la prochaine section.

2.3.4.4 Calcul de la résistivité apparente théorique

Dans cette section, on présentera le calcul de la résistivité apparente théorique
en sol multicouche par la méthode de Wenner. Pour cela, on doit se baser sur les
formules du potentiel électrique de surface produit par une électrode ponctuelle
surfacique en sol multicouche. Ces formules ont été présentées dans les sections
précédentes dans le cas d’un sol à deux couches et un sol à trois couches.
Comme il a été expliqué précédemment, une mesure de Wenner consiste à mesu-

rer trois paramètres différents : l’écartement des électrodes, l’intensité de courant
injecté entre les électrodes extérieures et la différence de potentiel entre les élec-
trodes centrales. A ces paramètres il est possible d’associer une valeur de résistivité
apparente, donnée par l’équation suivante (voir section 2.2) :

ρapp_th = 2πa∆V
I

(2.3.53)

où ∆V est la différence de potentiel , I est le courant injecté et a est l’écartement
entre deux électrodes de Wenner.
Comme son nom l’indique, la « résistivité apparente théorique » est calculée à

partir des formules théoriques, et non à partir des mesures. Comme il a été montré
dans les sections précédentes, ces formules dépendent des valeurs théoriques des
paramètres électriques des couches de sol et de l’espacement des électrodes de
Wenner. Par exemple, nous avons montré que, pour un sol à deux couches, la
différence de potentiel est donnée par la formule 2.3.47.
En règle générale, on peut montrer que, pour un sol à N couches, le potentiel

en surface à un point x quelconque est le suivant :

VN = ρ1I

2πx (1 + FN (x)) (2.3.54)

où FN (x) est une fonction similaire à celle de l’équation 2.3.48 (voir Annexe B).
On suppose que chaque électrode de Wenner est ponctuelle et placée en surface.

On peut alors utiliser la formule 2.3.54 pour calculer l’influence de chaque électrode
reliée à la source de courant sur la différence de potentiel mesurée par les électrodes
centrales.
Comme dans la Fig. 2.3.6, on note de 1 à 4 les électrodes de Wenner en partant

de gauche vers la droite. La différence de potentiel mesurée par le voltmètre est
égale à la différence du potentiel au niveau de chacune des électrodes centrales,
mesuré individuellement. Le potentiel sur chacune des électrodes de mesure est, à
son tour, égal à la somme de la contribution de chacune des électrodes reliées à la
source de courant.
On note Velectrode_2 le potentiel sur l’électrode 2 dû à l’injection de courant I

par l’électrode 1 et à l’injection du courant (−I) par l’électrode 4. Nous obtenons
donc :
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Figure 2.3.6 – Couplage entre électrodes de Wenner.

Velectrode_2 = VN (a) + VN (2a) = ρ1I

2πa (1 + FN (a)) + ρ1 (−I)
4πa (1 + FN (2a))

(2.3.55)
De cette même façon, on construit le potentiel sur la troisième électrode de

Wenner :

Velectrode_3 = VN (2a) + VN (a) = ρ1I

4πa (1 + FN (2a)) + ρ1 (−I)
2πa (1 + FN (a))

(2.3.56)
La différence de potentiel calculé par la méthode de Wenner est donc :

∆V = Velectrode_2 − Velectrode_3 = ρ1I

2πa (1 + 2FN (a)− FN (2a)) (2.3.57)

A partir des formules 2.3.53 et 2.3.57 on trouve finalement la valeur de résistivité
apparente théorique, calculée par le principe de la méthode de Wenner, pour un
sol à N couches :

ρapp_th (a) = ρ1 (1 + 2FN (a)− FN (2a)) (2.3.58)
Cette formule pour la résistivité apparente théorique est utilisée pour le calcul

de la « fonction fitness » du problème d’optimisation des couches de sol, ce qui
sera présenté dans la prochaine section.

2.3.4.5 Calcul de la fonction fitness

En se basant sur les équations précédentes, nous pouvons déterminer la résis-
tivité apparente théorique liée à une construction théorique de la méthode de
Wenner pour un certain espacement d’électrodes et pour une configuration de sol
fixée.
Au sens de l’algorithme génétique, ce sol est issu d’un individu qui fait partie

d’une population à un certain stade de la méthode d’optimisation . Au sens de
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l’algorithme « pattern search », ce sol est issu d’un point qui est dans l’espace
des solutions possibles et qui a été défini à un certain stade de l’optimisation.
Pour faciliter la notation, on appellera aussi « individus » les points dans l’espace
générés par « pattern search ». Pour rappel, un individu est composé d’un vecteur
qui contient les paramètres électriques du sol, donc les résistivités et les épaisseurs
des couches.
Pour chaque individu nous associons un vecteur de résistivités apparentes, chaque

élément de ce vecteur étant associé à un écartement différent d’électrodes de Wen-
ner. Pour un ensemble deM espacements de Wenner différents, on peut construire
le vecteur des résistivités apparentes théoriques suivant pour un individu quel-
conque Xn

i :

Rés_App_Th (Xn
i ) = {ρapp_th (a1) , ρapp_th (a2) , ... , ρapp_th (aM)} (2.3.59)

La fonction fitness est construite pour quantifier la « qualité » des individus.
Elle nous permet de calculer la norme de l’écart entre le vecteur des résistivités
apparentes mesurées, fournies comme donnée d’entrée, et le vecteur des résistivités
apparentes théoriques, calculé pour chaque individu en fonction du nombre de
couches de sol estimé. Sa définition n’est cependant pas unique. Dans ce manuscrit,
nous avons adopté la définition suivante :

ffitness = 1
M

M∑
i=1

(ρapp_th (ai)− ρapp_exp (ai))2 (2.3.60)

Grâce à une construction analytique de la fonction fitness, on peut intégrer
le calcul des paramètres de sol dans une boucle d’optimisation. Par rapport à
une méthode qui utilise uniquement les éléments finis pour simuler les résistivités
apparentes théoriques, cette méthode rend le calcul plus rapide et plus efficace.

2.4 Résultats

2.4.1 Reconstruction des couches de sol pour un sol simulé
Dans cette section, nous présenterons des résultats de calcul d’optimisation de

paramètres de sol pour un sol simulé par la méthode des éléments finis, à l’aide du
logiciel Comsol.
Pour cela, nous avons d’abord construit un sol théorique multicouche sur lequel

nous avons simulé la méthode de Wenner pour différents écartements d’électrodes.
Cette démarche nous permet de calculer un vecteur de résistivités apparentes,
comme si l’on faisait des mesures de Wenner sur ce sol.
Ensuite, nous avons appliqué les méthodes d’optimisation pour essayer de retrou-

ver les paramètres électriques du sol multicouche que nous avons simulé. Puisque
les paramètres réels du sol sont connus, cette démarche nous permet de compa-
rer directement les paramètres de sol calculés par les méthodes d’optimisation
(AG+PS) avec ceux du « vrai » sol, qui ont été définis en début de simulation.
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Contrairement à un sol réel, où des irrégularités sont toujours présentes, dans les
simulations que nous avons réalisées toutes les couches sont parallèles à la surface
du sol et aucun défaut de résistivité n’y est introduit. Le but de ces calculs est
alors de valider la méthode d’optimisation dans des cas simples et maitrisés.
Ces résultats ont été aussi utilisés pour étudier la contribution apportée par la

méthode hybride d’optimisation proposée, à savoir l’algorithme génétique couplé
avec l’algorithme pattern search, par rapport à la méthode algorithme génétique
toute seule. Pour cela, nous avons exécuté l’AG jusqu’à ce que l’individu avec la
plus petite valeur de fonction fitness associée soit constant entre deux générations
consécutives. Ce point optimal n’est, une fois de plus, pas reproductible puisque la
méthode AG n’est pas déterministe. Nous avons donc comparé ce meilleur individu
fourni par l’AG avec le point optimal trouvé suite à l’exécution de la méthode
hybride AG+PS.
Nous avons observé que, dans la plupart des situations que nous avons traitées,

la méthode des AG converge vers un point qui est proche de la solution correcte
(définie en début de simulation). Dans certains cas, en fonction de la configuration
de couches de sol, la méthode du pattern search n’apporte pas d’amélioration
substantielle. Dans d’autres cas, cependant, son utilisation permet d’améliorer le
résultat de calcul de certains paramètres de sol (gènes) de plus de 50% par rapport
aux vraies valeurs.
Dans ce contexte, nous présentons deux modèles de sol différents. Dans la pre-

mière partie, nous modélisons un sol à deux couches, alors que dans la deuxième
partie nous le faisons pour un sol à trois couches.

2.4.1.1 Reconstruction des couches de sol pour un sol simulé à deux
couches

Dans cette configuration, nous avons simulé un sol à deux couches, dont les
paramètres correspondants sont présentés sur tableau 2.5. Les valeurs de résistivité
et d’épaisseur de couche choisies sont représentatives d’un sol réel.

Résistivité de la 1ère couche 100 Ω ·m
Épaisseur de la 1ère couche 10 m
Résistivité de la 2ème couche 40 Ω ·m
Épaisseur de la 2ème couche ∞

Table 2.5 – Valeurs de paramètres électriques du sol théorique à deux couches.

Dans le but de retrouver ses paramètres électriques par le calcul d’optimisation,
nous avons simulé la méthode de Wenner sur ce sol pour plusieurs écartements
différents d’électrodes. Cela nous permet d’avoir un ensemble de valeurs de résisti-
vités apparente, que l’on appelle « résistivités apparentes mesurées » car le but de
la simulation étant de représenter la réalisation d’une série de mesures de Wenner.
Dans la Fig. 2.4.1 on retrouve les valeurs des résistivités apparentes qui ont été

calculées par la simulation éléments finis. Les valeurs d’écartement d’électrodes
indiquées sur la courbe ont été choisies au hasard.
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On remarque la présence d’un changement de concavité, ce qui nous suggère
que l’on est effectivement en présence d’un sol à deux couches. Aussi, puisque la
première couche a une épaisseur bien supérieure aux premiers écartements d’élec-
trodes utilisés, sa résistivité est fortement marquée sur ces premières mesures.

Figure 2.4.1 – Résistivité apparente simulée par éléments finis pour un sol à deux
couches.

Nous avons ensuite appliqué la méthode hybride d’optimisation, dont les données
d’entrée sont la suite de résistivités apparentes présentées sur la courbe de la Fig.
2.4.1. Dans le tableau 2.6 on présente les résultats issus de ces calculs. Dans la
première colonne nous avons les paramètres du sol réel, qui est celui utilisé pour
simuler la méthode de Wenner. Dans la deuxième colonne, nous avons les résultats
fournis uniquement par l’AG, alors que dans la troisième colonne nous avons les
résultats finaux de la méthode hybride, c’est à dire AG+PS.
L’algorithme génétique a été itéré 188 fois, et l’on a utilisé une population de 20

individus. Le pattern search, quant à lui, a été itéré 120 fois. Une fois de plus, il est
important de garder à l’esprit que l’algorithme génétique n’est pas une méthode
déterministe, ce qui fait qu’elle n’est pas exactement reproductible.
Dans le contexte des calculs que nous avons faits, on remarque que le pattern

search permet d’améliorer les résultats, et en particulier celui de la résistivité
de la dernière couche. En regardant ce paramètre en particulier, on voit qu’en
appliquant les AG uniquement nous avons un écart de 0, 6% par rapport au sol
réel, alors qu’avec la méthode complète AG+PS l’écart se réduit à moins de 0, 1%.
Les valeurs présentées sont pourtant très proches. Dans ce sol à deux couches, les

algorithmes génétiques fonctionnent suffisamment bien pour que le pattern search
ne soit pas nécessaire. Ceci n’est pas le cas lorsque l’on a des sols plus complexes,
avec trois ou plus de couches, ce que l’on verra dans la prochaine section.
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Sol réel AG AG+PS
Résistivité de la 1ère

couche (Ω ·m)
100 99, 95 99, 99

Épaisseur de la 1ère
couche (m)

10 10, 06 10, 00

Résistivité de la 2ème
couche (Ω ·m)

40 39, 75 39, 97

Table 2.6 – Valeurs réels de paramètres de sol, ainsi que valeurs calculées par AG
et par AG+PS.

2.4.1.2 Reconstruction des couches de sol pour un sol simulé à trois couches

Dans cette configuration, nous avons simulé un sol à trois couches, dont les
paramètres correspondants sont présentés sur tableau 2.7. Les valeurs de résistivité
et d’épaisseur de couche choisies sont représentatives d’un sol réel. Le déroulement
du calcul est similaire à celui présenté à la section précédente.

Résistivité de la première couche (Ω ·m) 100
Taille de la première couche (m) 10

Résistivité de la deuxième couche (Ω ·m) 40
Taille de la deuxième couche (m) 20

Résistivité de la troisième couche (Ω ·m) 1000

Table 2.7 – Paramètres électriques pour un sol à 3 couches.

Nous avons ensuite simulé la méthode de Wenner sur ce sol à trois couches. Les
résultats de calcul sont présentés sur la Fig. 2.4.1, où sont présentées les résistivités
apparentes en fonction de l’écartement entre électrodes de Wenner. Les valeurs
d’écartement d’électrodes indiquées sur la courbe ont été choisies au hasard.
On y voit la présence de deux points d’inflexions, autour des points d’abscisse

égaux à 10m et 31m, ce qui caractérise un sol à 3 couches. Lorsque l’on compare
avec la courbe de résistivités apparentes pour le sol à deux couches, on remarque
que l’influence de la troisième couche reste très faible sur les points de faible écar-
tement de Wenner. Son influence commence à être effectivement ressentie pour des
écartements de Wenner au-delà de 15 ou 20 mètres.
Nous avons ensuite appliqué la méthode hybride d’optimisation dans le but

de retrouver les paramètres électriques des couches pour le sol qui aurait donné
lieu à la courbe de résistivités apparentes présentée. Dans cet exemple, l’utilité
de la méthode pattern search fait ses preuves. Le résultat obtenu à l’issue de
l’optimisation par l’AG se situe déjà en proximité de la solution correcte, mais
pourtant la méthode pattern search permet de réduire l’écart relatif de quelques
unités.
Dans le tableau 2.8 les résultats obtenus à l’issue de chacune des méthodes

d’optimisation sont présentés. L’écart relatif de chacun des paramètres calculés
par rapport aux respectives valeurs du sol réel est indiqué entre parenthèses.
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Figure 2.4.2 – Résistivité apparente simulée par éléments finis pour un sol à trois
couches.

Sol réel AG AG+PS

Résistivité de la 1ère
couche
(Ω ·m)

100
(−) 100, 2

(0.2%)
99, 99

(0.01%)

Épaisseur de la 1ère
couche

(m)

10
(−) 9, 5

(5%)
10, 01
(0.1%)

Résistivité de la 2ème
couche
(Ω ·m)

40
(−) 43, 6

(9%)
39, 97
(0.1%)

Épaisseur de la 2ème
couche

(m)

20
(−) 20, 03

(0.2%)
20, 05
(0.3%)

Résistivité de la 3ème
couche
(Ω ·m)

1000
(−) 410

(59%)
1045

(4.5%)

Table 2.8 – Valeurs réelles de paramètres de sol, ainsi que des valeurs calculées
par AG et par AG+PS. Entre parenthèses on a l’écart relatif par
rapport aux valeurs de sol réel.
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Dans cet exemple, l’AG est utilisé pour les premières 1200 itérations. A ce stade,
des nouvelles itérations en AG n’apporte pas de modification significative au ré-
sultat. On dit alors que l’on a atteint un minimum local.
La méthode du pattern search prend ensuite le relais, pour un total d’environ

190.000 itérations et quelques heures de calcul. L’un des atouts de cette méthode
est qu’elle est capable de converger beaucoup plus précisément vers la bonne so-
lution sans s’arrêter dans des minima locaux, et donc de réaliser, s’il le faut, un
plus grand nombre d’itérations par rapport à ce qui est fait par l’AG.
Aussi, une itération réalisée par PS prend en général moins de temps de calcul

qu’une itération par AG. Prenons l’exemple du sol à trois couches, où il y a 5
paramètres à trouver. Pour avoir un calcul par AG précis il est nécessaire d’utiliser
une population d’au moins 20 individus, ce qui veut dire calculer la fonction fitness
au moins une vingtaine de fois pour chaque itération. Le PS, en revanche, ne doit
que calculer une dizaine de points (2 fois plus que le nombre total de paramètres
à trouver). De même, les règles pour déterminer des nouveaux « individus » est
beaucoup plus simple pour le PS que pour l’AG.
Pour ce qui est des résultats, on note que l’utilisation de PS nous permet d’avoir

une nette amélioration de la valeur de la résistivité de la dernière couche. Cela
nous a permis de passer d’un écart relatif de 59%, uniquement avec AG, vers un
écart relatif de moins de 5%.
A la Fig. 2.4.3 on présente l’évolution de l’écart relatif des paramètres de sol

par rapport aux valeurs du sol réel et en fonction du nombre d’itérations. Le
graphique du haut nous montre les paramètres des deux premières couches. Pour
une meilleure visualisation, on n’affiche les résultats que jusqu’à l’itération 5000.
Le graphique du bas nous montre l’évolution de l’écart relatif de résistivité de la
troisième couche.
Pour la courbe du haut, on remarque que le moment où l’AG s’arrête coïncide

avec l’instant où le paramètre correspondant à l’épaisseur de la deuxième couche
(en violet) atteint un niveau d’écart relatif quasiment nul (itération numéro 1200).
Cela provient de la présence d’un minimum local sur ce point, puisque les autres
paramètres ont des écarts relatifs bien supérieurs.
L’utilisation de l’algorithme PS nous permet de sortir de ce minimum local,

et donc de réaliser de nouvelles itérations pour améliorer la « qualité » des para-
mètres. Néanmoins, cette opération a un certain « coût » car, comme on peut voir
dans l’évolution de l’écart relatif du paramètre correspondant à l’épaisseur de la
deuxième couche, il est d’abord nécessaire d’augmenter son écart relatif jusqu’à
un niveau équivalent de l’écart des autres paramètres des deux premières couches.
L’amélioration dite globale n’est effectivement visuellement ressenti qu’après un
grand nombre d’itérations.
En ce qui concerne la courbe respective à l’évolution de la résistivité de la troi-

sième couche, on note que :
— il existe un minimum à l’itération 6000 environ, où l’écart relatif atteint qua-

siment zéro pour ensuite remonter à nouveau. Cela s’explique par le fait que
la méthode d’optimisation privilégie, par construction, l’optimisation des pa-
ramètres des couches les plus proches de la surface. A ce stade du calcul, la
résistivité de la troisième couche avait atteint un niveau satisfaisant, alors
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2.4 Résultats

Figure 2.4.3 – Évolution de l’écart relatif pour chacun des paramètres de sol, en
fonction du nombre d’itérations.
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que les paramètres respectifs aux couches supérieures ne l’avaient pas encore
atteint. L’algorithme doit, une fois de plus, « payer le coût » d’augmenter
l’erreur relatif de la résistivité de la troisième couche avant de pouvoir effec-
tivement optimiser les paramètres des couches supérieures.

— la convergence a été difficile du fait que presque deux cent milles itérations
ont été nécessaires pour atteindre un écart relatif de moins de 5%. Cela
est sans doute une conséquence du faible nombre de valeurs de résistivité
apparente que nous avons calculées et fournies comme données d’entrée l’al-
gorithme d’optimisation.

Il faut noter, cependant, que l’erreur sur un paramètre spécifique n’est pas équi-
valent au taux d’erreur global du sol construit. Dans le cas d’une modélisation
d’une injection de courant en surface du sol, par exemple, la plupart du cou-
rant électrique passe par les premières couches. Elles ont un effet plus important
lorsqu’on modélise l’EPS, la modélisation est plus sensible aux erreurs liées à l’es-
timation des paramètres des premières couches.

2.4.2 Reconstruction des couches de sol à partir de mesures
effectuées à Nîmes-Montpellier

2.4.2.1 Le contexte des mesures

Pour rejoindre Montpellier depuis Paris en Train à Grande Vitesse (TGV) il
est pour l’instant inévitable de passer par le centre-ville de la ville de Nîmes.
Cela oblige une réduction de la vitesse de l’engin sur une partie du trajet, ce qui
augmente sa durée.
Depuis 2012, des études sont menées pour vérifier la viabilité de l’implémentation

d’un nouveau tronçon de ligne, appelé Contournement Nîmes-Montpellier (CNM),
qui permettrait d’éviter de passer par la ville de Nîmes. Ce projet, qui comporte
plusieurs enjeux, rendra possible notamment une diminution de 10% de temps (20
minutes) pour le trajet Paris-Montpellier.
Lorsqu’une nouvelle ligne, ou tronçon de ligne, doit être construite, il est né-

cessaire, entre autres choses, de caractériser électriquement le sol. Cela permet de
vérifier, par exemple, que la circulation de courant de retour sera faite dans des
bonnes conditions en fonction des normes en vigueur.
Les méthodes utilisées actuellement ne sont pas très pointues ; en effet, elles se

limitent aux mesures de résistivité apparentes par la méthode de Wenner. Il est
souvent supposé que le sol est homogène en termes de résistivité électrique, sa
résistivité étant calculée comme dans l’exemple présenté au chapitre 2.2.4 : une
moyenne de trois mesures de résistivité apparente différentes, chacune avec un
écartement d’électrodes de Wenner différent.
Nous avons réalisé, en partenariat avec le département des essais de la direction

technique de l’ingénierie de la SNCF (PSIGT.LE), des mesures de Wenner supplé-
mentaires sur certains sites par où passera le CNM. Avec ces mesures, nous avons
pu mettre en pratique la méthode que nous avons développée pour le calcul des
paramètres électriques de couche de sol et aussi la valider.
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2.4.2.2 Les mesures de Wenner

Trois sites différents ont été définis pour réaliser les mesures de Wenner de
résistivités apparentes. Ils ont été choisis en fonction de leur emplacement de façon
à minimiser d’éventuelles interférences externes sur les mesures.
Sur chaque site, une série de mesure de Wenner avec différents écartements

d’électrodes a été effectuée. Pour ce faire, nous avons utilisé un contrôleur de terre
et de résistivité de la marque Chauvin Arnoux, modèle C.A. 6462, comme celui
que l’on voit sur la Fig. 2.4.4.

Figure 2.4.4 – Contrôleur de terre et de résistivité de la marque Chauvin Ar-
noux, modèle C.A. 6462, utilisé pour les mesures de résistivités
apparentes de sol par la méthode de Wenner.

Les sites que nous avons choisis n’avaient pas reçu de l’eau de pluie dans la
semaine qui a précédé les mesures. De ce fait, le sol était sec en surface. Sa confi-
guration en profondeur n’est pas connue d’avance.
Dans la Fig. 2.4.5 on présente les caractéristiques en surface des deux des trois

sites. Le site indexé 2 se trouve à gauche, alors que le site indexé 3 se trouve à
droite. Les mesures ont été effectuées en plusieurs points le long du fil que l’on
distingue sur les deux images.
Pour le site indexé 2 (à gauche sur l’image), on remarque la présence de cailloux

et une terre bien tassée et sèche, ce qui suggère que le sol est bien résistif en
surface. Pour le site indexé 3 (à droite sur l’image), on remarque que la première
couche de sol est composé d’une terre meuble. Cependant, puisque apparemment
c’est une couche qui n’est pas très épaisse, son effet est probablement négligeable.
Le sol juste à coté semble aussi être bien sec, ce qui suggère encore une fois une
résistivité élevée.
En ce qui concerne le site indexé 1, qui n’est pas sur l’image, le sol était visible-

ment moins sec en surface. Cela suggère que la résistivité de la première couche
est moins importante que celle des deux autres sites.
Les informations que l’on peut obtenir visuellement sur les caractéristiques du

sol ne servent pas à quantifier précisément sa résistivité. Cependant, on peut les
utiliser pour limiter la taille de l’intervalle de valeurs de résistivité qui peut être
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explorée par les méthodes d’optimisation. Dans les cas des sites 2 et 3, puisque le
sol est visuellement sec on peut affirmer que la résistivité de la première couche ne
sera surement pas plus faible que quelques dizaines de Ω.m.

Figure 2.4.5 – Deux des trois sites dans la région de Nîmes-Montpellier où des
mesures de résistivité apparente de sol par la méthode de Wenner
ont été réalisées. La photo de gauche a été prise au deuxième site,
alors que celle de droite au troisième.

Les résultats de mesure sur les trois sites choisis sont affichés au tableau 2.9. Pour
chaque site, chacune des valeurs affichées représente une résistivité apparente issue
d’une mesure de Wenner pour un écartement d’électrode donné.

Résistivité apparente mesurée
(Ω.m)

Site 1 Site 2 Site 3

Ecartement
d’électrodes

(m)



2 57,5 102,8 111,8
4 75,4 147,5 102,2
6 - 186,0 78,5
8 96,2 205,7 64,4
10 - 210,5 52,2
12 118,5 205,9 46,8
14 - 202,3 41,3
16 99,6 181,0 39,2
20 94,3 - -
24 90,5 - -
28 88,0 - -

Table 2.9 – Mesures de résistivités apparentes sur les trois sites.

Pour le premier site, nous avons réalisé une première mesure rapprochée, avec
un écartement de 2m, et ensuite une série de mesures allant de 4m jusqu’à un
écartement maximal de 28m avec un pas de 4m. Pour les sites 2 et 3, les mesures
de Wenner ont été réalisées avec un écartement allant de 2m jusqu’à 16m avec un
pas de 2m.
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La Fig. 2.4.6 nous montre l’évolution de la résistivité apparente en fonction
de l’écartement d’électrodes de Wenner. Son profil nous suggère la présence d’au
moins 3 couches de sol de résistivités différentes :
— Une première couche d’une résistivité d’environ 50 Ω.m ;
— Une deuxième couche de plus grande résistivité, qui est mise en évidence par

la présence d’une pente positive de la courbe entre 2m et 12m ;
— Une troisième couche de résistivité intermédiaire, qui est mise en évidence

par la présence d’un pic et d’une pente négative à partir de 12m.

Figure 2.4.6 – Évolution de la résistivité apparente, mesurée sur le site 1, pour
plusieurs écartements d’électrodes de Wenner.

La Fig. 2.4.7 nous montre l’évolution de la résistivité apparente pour le site 2,
à gauche, et pour le site 3, à droite, en fonction de l’écartement des électrodes de
Wenner. La courbe correspondante au deuxième site nous suggère la présence d’un
sol d’au moins 3 couches de sol, tandis que la courbe respective au troisième site
suggère la présence d’un sol d’au moins 2 couches. Ces deux courbes sont bien plus
lisses et régulières que celle pour le site 1. C’est alors uniquement dans ces deux
situations que seront appliquées les algorithmes d’optimisation pour la recherche
des paramètres pour des sols multicouches.

2.4.2.3 Le calcul des paramètres électriques de sol

Nous avons ensuite appliqué la méthode hybride d’optimisation, cette suite de
résistivités apparentes étant les données d’entrée. Nous l’avons fait uniquement
pour les mesures relatives aux sites 2 et 3. Les résultats de calcul sont présentés
sur le tableau 2.10.
En ce qui concerne le site 2, on remarque que la dernière couche présente une

résistivité de l’ordre de celle des métaux, très faible par rapport à celles des autres
couches. Il est donc possible qu’un tuyau ou un autre élément métallique soit
enterré et participe à la conduction du courant injecté par les électrodes de Wenner.
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(a) (b)

Figure 2.4.7 – Évolution de la résistivité apparente pour le site 2, (a), et pour le
site 3, (b), en fonction de l’écartement d’électrodes de Wenner.

En ce qui concerne le site 3, les simulations on montré qu’un sol à trois couches a
été plus adapté pour modéliser les mesures de résistivités apparentes.
Dans les deux situations présentées, le nombre de points de mesure de Wenner

n’a pas été très élevé, surtout pour des faibles écartements. Les couches de sol
calculées ont une épaisseur variant entre 1, 1 et 3m, alors que dans cette plage de
valeur il n’y a qu’un seul valeur d’écartement d’électrodes de Wenner utilisée.
Malgré ce faible nombre de points de mesures, les résultats du calcul d’optimisa-

tion se superposent bien aux mesures. Dans la Fig. 2.4.8, on présente les résistivités
apparentes mesurées ainsi que les résistivités apparentes issues du calcul d’opti-
misation. Ces dernières ont été calculées à partir de l’Eq. 2.3.58 pour un sol à
3 couches. L’écart relatif cumulé pour l’ensemble des points de mesure est égal
à4, 4% pour le site 2 et à 0, 7% pour le site 3.
Nous n’avons a priori pas de connaissance des paramètres électriques de sol,

ce qui nous empêche de pouvoir correctement valider les résultats de calcul des
paramètres de couche. Même s’il était possible de connaitre les matériaux qui
composent le sol, cela ne nous donnerait qu’une idée de la plage de valeurs dans
laquelle leur résistivité pourrait se situer. En fonction d’autres paramètres, intrin-
sèques au terrain en question, comme par exemple la salinité et le taux d’eau (pour
plus de détails, voir les sections 1.2.1 et 2.1), la résistivité d’un même matériau
peut varier de plus d’un ordre de grandeur.
Dans ce but, nous proposons, dans la section suivante, une méthode capable de

valider le calcul d’optimisation de paramètres de couche de sol. Cette méthode a
été appliquée pour des mesures qui ont été effectuées dans un contexte différent,
dans la région de Chambéry.
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(a)

(b)

Figure 2.4.8 – Évolution des résistivités apparentes calculées et mesurées pour
le site 2, (a), et pour le site 3, (b), en fonction de l’écartement
d’électrodes de Wenner.
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Valeurs calculées
Site 2 Site 3

Résistivité de la 1ère
couche
(Ω ·m)

85 100

Épaisseur de la 1ère
couche

(m)

2, 6 1, 1

Résistivité de la 2ème
couche
(Ω ·m)

1165 150

Épaisseur de la 2ème
couche

(m)

3, 0 2, 3

Résistivité de la 3ème
couche
(Ω ·m)

10−4 34

Table 2.10 – Résultats de calcul des paramètres du sol pour les résistivité appa-
rentes mesurées dans la région de Nîmes.

2.4.3 Reconstruction des couches de sol à partir de mesures
effectuées à Chambéry

2.4.3.1 Le contexte des mesures

Dans la région de Chambéry, à proximité de la sous-station électrique SNCF
des Mollettes, nous avons effectué des mesures de résistivité apparente de sol par
la méthode de Wenner. Ces mesures se placent dans un contexte plus général, où
des mesure d’EPS produites par des câbles enterrés sous tensions ont été réalisées.
Cela sera présenté au chapitre prochain. Dans cette section on ne s’intéressera
qu’aux mesures de Wenner et à la validation de la méthode de reconstruction de
couches de sol.
Dans la Fig. 2.4.9, on présente une photo de la zone dans laquelle les mesures

ont été réalisées. Pour limiter les interférences avec des éléments extérieurs, le
terrain choisi était placé à au moins une centaine de mètres de la voie ferrée et des
prises de terres des pylônes RTE. Pour s’affranchir des couplages avec des éventuels
courants déjà présents dans le sol, les mesures de Wenner sont effectuées avec une
injection de courant dont la fréquence n’est pas un multiple de la fréquence du
réseau ferroviaire et du réseau d’énergie.
Nous avons ensuite appliqué la méthodes d’optimisation pour la reconstruction

des paramètres électriques du sol. Les résultats sont présentés dans la prochaine
section.
Dans le but de valider expérimentalement le calcul d’optimisation, une mesure de

résistance de prise de terre d’une électrode particulière a été aussi réalisée. Le but
de cette mesure a été de la comparer avec un résultat de calcul de résistance de prise
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Figure 2.4.9 – Terrain dans la région de Chambéry où les mesures de Wenner ont
été réalisées.

de terre en utilisant le sol multicouche reconstruit par la méthode d’optimisation.
Dans le schéma présenté à la Fig. 2.4.10 on explique les étapes de cette démarche.

2.4.3.2 Les mesures de Wenner et le calcul d’optimisation

Sur le terrain choisi, nous avons réalisé une série de mesures de Wenner. Les
écartements choisis vont d’un minimum de 1m jusqu’à un écartement maximum
de 16m, et cela avec un pas de 1m entre deux mesures qui se suivent. Cela nous
permet d’avoir une meilleure précision dans les calculs d’optimisation, surtout pour
les paramètres des premières couches.
Dans la Fig. 2.4.11 on présente les résultats de résistivités apparentes mesurées.
Une analyse de la courbe des résistivités apparentes nous suggère que le sol est

composé d’au moins 2 couches distinctes. Cependant, les calculs d’optimisation
nous ont montré qu’un sol à trois couches permettait de mieux représenter les
mesures. En effet, entre le 4ème et le 6ème points de mesure on remarque la
présence d’un petit changement de régularité de la courbe, ce qui peut visuellement
indiquer la présence d’une couche partiellement masquée.
Les résultats des calculs d’optimisation sont présentés sur le tableau 2.11. On voit

qu’en effet la résistivité de la deuxième couche est intermédiaire entre celles de la
première et de la troisième, ce qui explique pourquoi elle n’est pas explicite dans la
courbe des résistivités apparentes. En ce qui concerne le processus d’optimisation,
l’AG a été itéré environ 3000 fois, alors que le PS a été itéré environ 1750 fois. Le
temps de simulation a été d’environ une dizaine de minutes.
Avec ce sol multicouche modélisé, nous avons recalculé les résistivités apparentes
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Figure 2.4.10 – La méthode de détermination des couches de sol a été validée par
des mesures et calcul de la résistance d’une prise de terre.

Figure 2.4.11 – Résistivités apparentes mesurés par la méthode de Wenner sur le
terrain choisi, dans la région de la sous station SNCF des Mol-
lettes.
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Résistivité de la 1ère
couche
(Ω ·m)

249

Épaisseur de la 1ère couche
(m)

1, 2

Résistivité de la 2ème
couche
(Ω ·m)

139

Épaisseur de la 2ème
couche

(m)

4, 8

Résistivité de la 3ème
couche
(Ω ·m)

30

Table 2.11 – Les paramètres électriques calculés pour le sol dans la région de la
sous station SNCF des Mollettes.

par la formule 2.3.58. Dans la Fig. 2.4.12, on présente l’évolution de l’écart relatif
entre ces résistivités apparentes calculés et les résistivité apparentes mesurées, en
fonction de l’écartement des électrodes de Wenner. On note que les mesures sont
globalement bien modélisées, avec un écart relatif maximal d’environ 2%.
Le fait de ne pas avoir un accès direct aux paramètres du sol réel rend plus diffi-

cile la validation des résultats de calcul des méthodes d’optimisation. Cependant,
dans la prochaine section nous présenterons une méthode indirecte que nous avons
conçue qui permet de vérifier que le sol que nous avons modélisé possède le même
comportement électrique que le sol réel.

2.4.3.3 Validation par calcul-mesure de la résistance de prise de terre d’une
électrode

Pour modéliser le comportement électrique du sol, il est nécessaire de connaitre
les paramètres électriques des couches. Dans les cas pratiques on n’a pas accès
directement à ces valeurs, on doit passer par des méthode indirectes de mesure et
des méthodes inverses de calcul.
De plus, il s’avère que le manque d’accès direct aux paramètres des couches de

sol pose un problème pour la validation des résultats de calcul. Pour contourner
cette difficulté, nous proposons ici une méthode indirecte pour la validation des
résultats de calcul des paramètres de sol multicouche. Cela permet d’assurer que
le sol modélisé présente le même comportement électrique que le sol réel.
La méthode consiste à faire une comparaison entre la mesure et le calcul d’une

autre grandeur : la résistance de prise de terre. D’abord, on réalise, sur le terrain où
l’on a effectué les mesures de Wenner, une mesure de la résistance de prise de terre
d’une électrode quelconque. Ensuite, en utilisant le sol modélisé par les méthodes
d’optimisation, nous calculons la résistance de cette même prise de terre. Cette
méthode est schématisée sur la Fig. 2.4.10. Le but est alors de comparer ces deux
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Figure 2.4.12 – Écart relatif, pour chaque point de mesure, entre les résistivités
apparentes mesurées et les résistivités apparentes calculées pour
le sol multicouche optimisé.

valeurs de façon à quantifier l’écart du comportement électrique du sol calculé par
rapport au sol mesuré.
L’électrode que nous avons utilisée pour la mesure consiste en un cylindre de

59 cm de longueur (partie enterrée) et de 2 cm de diamètre. Pour la mesure de la
résistance de prise de terre, nous avons utilisé le même contrôleur de terre et de
résistivité qui a été utilisé pour les mesures de résistivité apparente de Wenner
(voir Fig. 2.4.4). Cet outil permet, en effet, de réaliser une mesure de résistance
de prise de terre par la méthode des 62% (pour plus de détails, voir Annexe C et
[78]).
La résistance de prise de terre que nous avons mesurée est la suivante :

Rterre_mesurée = 194 Ω (2.4.1)
En ce qui concerne le calcul, nous avons construit le sol comme celui défini

dans le tableau 2.11. L’électrode a été modélisée comme étant isolée du sol dans
toutes ses surfaces latérales, la seule région d’échange avec le sol étant sa surface
inférieure. Cela permet de prendre en compte l’espace vide qui est créé sur les
surfaces latérales lorsque l’électrode est enfoncée dans le sol, ce qui est illustré sur
la Fig. 2.2.2.
La résistance de prise de terre calculée est la suivante :

Rterre_calculée = 196, 7 Ω (2.4.2)

Cela représente un écart relatif entre calcul et mesure d’environ 1, 4%, ce qui est
plus faible que les incertitudes liées aux mesures.
Dans le cas où les surfaces latérales de l’électrode ne sont pas isolées du sol,

la résistance de prise de terre calculée est égal à 75, 5 Ω. Cela représente un écart
relatif de plus de 60% par rapport à la valeur mesurée, ce qui nous indique qu’en
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effet les surfaces latérales d’une électrode enfoncée dans le sol ne participent pas
à l’échange de courant avec ce dernier.
Bien que l’on ne puisse pas affirmer que la modélisation du sol est fidèle à la

réalité des matériaux qui composent ce dernier, ce résultat nous suggère que le sol
modélisé présente le même comportement électrique que le sol mesuré.

2.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode de reconstruction de para-

mètres de couches de sol à partir de mesures de résistivité apparente de sol par la
méthode de Wenner.
Nous avons tout d’abord montré que les résistivités obtenues directement par la

méthode de Wenner ne peuvent pas être utilisées directement dans un modèle de
sol. Ces résistivités sont une sorte de moyenne des vraies résistivités des consti-
tuants du sol et dépendent de l’écartement entre les électrodes de Wenner. En
effet, un écart important a été trouvé pour la résistance de prise de terre d’une
électrode verticale lorsqu’un modèle homogène de sol a été utilisé, par rapport au
sol complet multicouche.
Pour retrouver les bonnes résistivités de sol, il est nécessaire de passer par un

calcul inverse formulé comme un problème d’optimisation. Nous avons alors pré-
senté une introduction aux algorithmes utilisés, en l’occurrence les algorithmes
génétiques et les algorithmes à recherche par motifs (pattern search), ainsi qu’une
description théorique de la méthode d’optimisation hybride utilisée.
Une simulation par éléments finis a été initialement utilisée pour valider cette

méthode d’optimisation. La méthode de Wenner a ainsi été simulée sur un sol
à deux couches et un sol à trois couches. Nous avons montré que l’algorithme
génétique est suffisant pour retrouver les paramètres de couche de sol uniquement
lorsque le sol est de simple constitution, comme un sol à deux couches par exemple.
Pour le sol à trois couches simulé, nous avons montré que la méthode pattern search
est essentielle pour retrouver les bonnes valeurs des paramètres des couches de sol.
Il est tout de même important de souligner que pour n’importe quelle méthode

d’optimisation, il est nécessaire d’avoir un nombre suffisamment élevé de données
d’entrée. Cela revient à dire que plus grand est le nombre de mesures de Wenner
effectuées, plus précis et rapide est le calcul d’optimisation.
Nous avons ensuite présenté des résultats de mesure de résistivité apparente

dans deux contextes différents : dans la région de Nîmes-Montpellier et dans la
région de Chambéry. Puisque l’on ne connaissait pas au préalable le sol sur lequel
les mesures de Wenner ont été effectuées, les résultats de calcul des paramètres de
couche n’ont pas pu être directement validés.
Néanmoins, nous avons proposé, pour la deuxième série de mesures, une méthode

indirecte de validation des calculs. Dans cette même zone, la résistance de prise de
terre d’une électrode particulière a été mesurée. Ce résultat de mesure a été ensuite
comparé avec le calcul de la résistance de prise de terre de la même électrode, mais
cette fois-ci modélisée comme étant enterrée dans le sol multicouche construit par la
méthode hybride d’optimisation. Le très faible écart relatif entre la valeur calculée
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et la valeur mesurée nous conduit à affirmer que la méthode que nous avons utilisée
est correcte.
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Chapitre 3

Le calcul des EPS par une méthode
hybride

3.1 Introduction
L’élévation de potentiel de sol (EPS) est une conséquence directe de la présence

d’un champ électrique dans le sol, ce qui engendre un déplacement de charges
électriques présentes. Le sol étant globalement naturellement neutre, ce phénomène
est induit par des couplages avec des sources extérieures. Ces couplages peuvent
être d’ordre magnétique, où le sol vient se coupler avec le champ magnétique qui
est émis par un conducteur alimenté en courant, d’ordre capacitif, par couplage
avec le champ électrique statique produit par un conducteur chargé isolé, ou bien
d’ordre électrique, par couplage avec un conducteur alimenté directement mis en
contact avec le sol.
La présence d’autres conducteurs, et en particulier des conducteurs ferroviaires,

dans la région de l’EPS peut changer l’intensité et la distribution de ce courant
électrique. Il est donc essentiel de les prendre en compte lors d’une modélisation des
EPS. L’interaction entre ces conducteurs et l’EPS se traduit par deux phénomènes
différents. Premièrement, une interaction uniquement « passive » : les conducteurs
subissent l’EPS, ce qui provoque une élévation de potentiel dans les conducteurs
eux-mêmes. Deuxièmement, une interaction « active » : les conducteurs produisent
un effet d’écran vis-à-vis de l’élévation de potentiel de sol. Le potentiel effectif au
niveau du sol est ainsi diminué en intensité car une partie de l’énergie électrique
est dirigé vers les conducteurs enterrés.
Dans le présent chapitre, nous présentons une méthode hybride pour le calcul du

potentiel et du courant dans les conducteurs et dans le sol. Cette méthode consiste
en deux grandes étapes de calcul, présentées séparément dans les prochaines sec-
tions.
Premièrement, les coefficients de couplage inductif et conductif pour tous les

conducteurs présents sont calculés par la méthode des éléments finis. La présence
du sol conducteur est prise en compte dans le modèle. Aussi, nous profitons de
la symétrie le long du système ferroviaire pour réaliser ce calcul uniquement dans
une coupe à deux dimensions perpendiculaire aux conducteurs ferroviaires, ce qui
nous permet de diminuer le temps de calcul. Les coefficients calculés sont donc
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linéiques.
Ensuite, à partir d’une méthode qui utilise la théorie des circuits, les conducteurs

sont modélisés sur toute leur longueur. Cela nous permet de prendre en compte
la troisième dimension dans le modèle. Chaque conducteur est divisé en plusieurs
tronçons, dont la longueur est une fonction de la précision que l’on souhaite. Les
paramètres électriques et magnétiques des tronçons sont des multiples des coeffi-
cients linéiques calculés par les éléments finis. Le potentiel sur chacun des tronçons
est ainsi calculé, ainsi que tous les échanges de courant entre conducteurs et entre
conducteurs et le sol.
Pour calculer le potentiel électrique dans un point quelconque du sol, il est

nécessaire de le prendre en compte comme un conducteur à part entière. Or, jusque
là le sol a été pris en compte comme étant un milieu qui modifie les coefficients
magnétiques et électrique des conducteurs et en même temps comme étant un
conducteur qui permet d’écouler le courant électrique par sa présence. Afin de
s’affranchir de cette contrainte, nous proposons d’utiliser un modèle éléments finis
à 3 dimensions qui prend en compte à la fois le sol et les conducteurs enterrés.
Le potentiel électrique au niveau des conducteurs est celui calculé par le schéma
circuits. Cette modélisation est réalisé à petite échelle, uniquement dans la région
où l’on souhaite calculer le potentiel de sol.
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3.2 Le calcul des coefficients de couplage en
présence du sol

3.2.1 Introduction
Le sol est un milieu conducteur dont le volume est beaucoup plus important

que celui d’un autre élément conducteur métallique quelconque. Il est donc dans
la pratique considéré comme étant un milieu semi-infini (un demi-espace). Comme
tout autre conducteur, le sol est sujet à des effets de couplage magnétique et élec-
trique avec des conducteurs de son environnement [16]. Cela signifie que, lorsqu’un
conducteur alimenté en courant alternatif est à proximité du sol, un courant élec-
trique est engendré sur ce dernier dû à l’induction magnétique. De même, lorsqu’un
conducteur alimenté est connecté au sol, un couplage électrique se produit et une
partie du courant tend à circuler dans le sol.
La présence du sol a aussi un impact sur les conducteurs à proximité. En fonction

du type de sol et de leur éloignement par rapport au sol, le comportement électrique
des conducteurs est modifié en raison des couplages. Cette modification est alors
spécifique à chaque configuration des conducteurs et du sol lui même.
Lorsque l’on traite des problèmes de modélisation de tension et courant dans

les conducteurs, la présence de ces phénomènes de couplage avec le sol n’est pas
négligeable. Bien que le sol ait une conductivité de quelques ordres de grandeurs
plus faible que celle des métaux, ce qui réduit les couplages et laisse penser que
son effet sur la tension et le courant sur les conducteurs est dérisoire, son grand
volume augmente malgré tout l’importance des couplages.
Dans la Fig. 3.2.1 on voit un exemple qualitatif du couplage magnétique entre

deux conducteurs filaires en présence du sol dans un calcul en deux dimensions
par éléments finis. Le conducteur filaire de gauche est soumis à une densité de cou-
rant externe, perpendiculaire à l’image, de 100A/m2 et à la fréquence de 500Hz.
Les couleurs sur l’image représentent l’intensité du champ magnétique dans l’air
et dans le sol. On voit qu’une partie de ce champ magnétique se couple avec
le deuxième conducteur filaire, celui de droite, alors qu’une autre partie pénètre
dans le sol . Cela engendre un courant électrique non seulement dans le deuxième
conducteur filaire mais aussi dans le sol, ce que l’on peut voir sur la courbe dans
la Fig. 3.2.2. .
Dans la section 3.2.2, nous allons présenter un résumé de toutes les étapes de

calcul des coefficients de couplage par la méthode des éléments finis. Cela s’applique
tant pour les coefficients magnétiques que pour les coefficients électriques.
Dans la section 3.2.3, nous allons présenter la méthode qui a été utilisée pour

le calcul des coefficients magnétiques des conducteurs : l’inductance propre et l’in-
ductance mutuelle. Cette méthode est ensuite utilisée pour le calcul des coefficients
magnétiques dans différentes configurations théoriques, ce qui est présenté dans la
section 3.2.4.
Dans la section 3.2.5, on présentera la méthode utilisée pour le calcul des coef-

ficients de conduction : le coefficient électrique propre et le coefficient électrique
mutuel. Ces aspects ont été discutés dans la section 1.2.3. Le coefficient électrique
propre est aussi appelé résistance de prise de terre, puisqu’il représente l’échange
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Figure 3.2.1 – Illustration qualitative du couplage magnétique entre conducteurs
en présence du sol. Les couleurs représentent l’intensité du champ
magnétique.

Figure 3.2.2 – Densité de courant induit dans le sol en fonction de sa profondeur
pour la configuration de conducteurs de la Fig. 3.2.1. Le courant
a été calculé pour des points le long d’une droite dans la direction
y et de coordonnée x=0.
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de courant entre un conducteur et le sol, sans faire intervenir les autres conducteurs
voisins (voir aussi la section 1.2.2). Le coefficient électrique mutuel représente en
réalité une conductance, c’est à dire la capacité entre deux conducteurs d’échanger
du courant électrique entre eux via l’impédance commune qui est, en l’occurrence,
le sol. Cette méthode est ensuite appliquée pour le calcul des coefficients électriques
dans différentes configuration théoriques, ce qui est présenté dans la section 3.2.6.
Les méthodes de calcul des coefficients de couplage que l’on utilise ont l’avantage

de nous permettre de nous passer du calcul du courant et de la tension sur le sol.
L’effet du sol est pris en compte directement sur les paramètres d’induction et de
conduction des conducteurs. Par exemple, lorsque l’on utilise cette méthode pour
calculer l’induction magnétique propre (self) d’un conducteur à proximité du sol,
la valeur calculée est égale à celle du conducteur placé dans le vide additionnée
d’un facteur proportionnel à l’induction mutuelle entre ce conducteur et le sol.
Pour bien comprendre cette démarche, il est utile de penser que le sol n’est plus

considéré comme un conducteur, mais plutôt comme partie intégrante de l’espace
dans lequel les autres conducteurs sont plongés. Sa présence affecte directement
les paramètres d’impédance propre et mutuelle des conducteurs.
Plusieurs formules analytiques existent dans la littérature qui nous permettent

de calculer les coefficients magnétiques des conducteurs d’une certaine géométrie
en présence d’un sol multicouches (voir en particulier les travaux de Tsiamitros
[79, 44, 45], ainsi que les travaux de Deri [80]). Cependant, certains conducteurs
du système ferroviaire sont conçus spécifiquement pour ce système et présente
des caractéristiques souvent complexes, difficiles à prendre en compte avec une
méthode analytique.
Pour les coefficients électriques, les formules analytiques sont beaucoup moins

nombreuses. On ne les trouve que pour des situations simples, comme par exemple
les formules de résistance de prise de terre dans un sol homogène, présentées dans
le chapitre 2.
Dans les deux cas, cependant, le domaine particulier d’application des calculs

de couplage (domaine ferroviaire) demande l’utilisation d’une méthode qui soit
plus souple, capable de prendre en considération différents conducteurs dans un
espace hétérogène. C’est dans ce but que nous nous sommes tournés vers le calcul
numérique, et plus particulièrement la méthode des éléments finis. Dans cette
optique, nous avons opté pour utiliser le logiciel de calculs par éléments finis Comsol
Multiphysics® [81].

3.2.2 Démarche de calcul
La démarche de calcul des coefficients de couplage par la méthode des éléments

finis sur Comsol se résume en cinq parties principales :

1. Définition de la géométrie du problème : tous les éléments, conducteurs ou
pas, qui constituent le modèle sont dessinés dans leurs respectives coordon-
nées.

2. Choix des paramètres électriques et magnétiques, définition des conditions
initiales et aux frontières : pour chaque élément, des paramètres électriques
et magnétiques sont attribués ; aux frontières du modèle, nous avons utilisé
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la condition limite des éléments infinis (voir [82] et plus particulièrement
les travaux de Bettess [83, 84]) pour simuler la décroissance du potentiel à
l’infini.

3. Construction du maillage : le maillage doit être ajusté manuellement en fonc-
tion de la taille et de l’éloignement des conducteurs.

4. Résolution des équations différentielles dans l’espace des mailles.
5. Post-traitement des données pour le calcul des coefficients électriques et ma-

gnétiques.

Le cycle composé des quatre premières parties de la méthode est effectué directe-
ment sur l’interface du logiciel. Il doit être répété pour chaque paire de conducteurs,
tant pour le calcul des coefficients magnétiques que pour le calcul des coefficients
électriques, car la méthode de calcul est différente selon la situation. A la suite de ce
cycle, nous avons accès aux valeurs de courant et tension sur tous les conducteurs.
C’est dans la cinquième partie que l’on calcule, en fonction des courants et

tensions fournis par les autres parties, les coefficients électriques et magnétiques.
Les formules de calcul utilisées sont présentées dans les sections 3.2.3 et 3.2.5.
Dans la Figure 3.2.3 on voit un exemple de construction de maillage pour un

calcul de l’induction mutuelle entre conducteurs. Dans cet exemple, le sol est com-
posé de 4 couches parallèles, que l’on voit sur le schéma en couleur à gauche de
l’image. Deux câbles perpendiculaires enterrés sont aussi présents. On remarque,
au delà du domaine du sol, la présence d’une couche verticale et régulière. Cela
représente la couche des éléments infinis pour simuler la décroissance à l’infini du
potentiel, en évitant donc la réflexion sur les interfaces extérieures du modèle [83].
Dans cet exemple les premières couches ont été limitées en largeur à une valeur de

80% de la largeur totale du domaine. Cela a été fait pour améliorer la convergence
et limiter le temps total de calcul. Des essais dans différentes configurations ont été
réalisés pour vérifier que cette approximation ne modifie pas les résultats finaux.

Figure 3.2.3 – Exemple de maillage pour deux conducteurs enterrés dans un sol
à quatre couches. A droite, on remarque les éléments infinis.

Ayant calculé les courants et tensions dans tous les conducteurs du modèle,
le calcul des coefficients de couplage peut être réalisé. Dans les deux prochaines
sections on présente la méthode et les formules utilisées pour cette étape.
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3.2.3 Les coefficients magnétiques : développement théorique
Les coefficients magnétiques que nous calculons sont les inductances propres de

chaque conducteur et les inductances mutuelles entre chaque paire de conducteurs.
Ils sont ensuite regroupés dans une matrice d’inductance linéique, notée L. L’élé-
ment de la i − ème ligne et j − ème colonne, noté Lij, représente le coefficient
d’inductance mutuelle linéique entre les i − ème et j − ème conducteurs. Un élé-
ment Lii de la diagonale représente, à son tour, le coefficient d’inductance propre
linéique du i− ème conducteur.
Nous avons réalisé le calcul de ces coefficients en réalisant initialement, par

éléments finis, le calcul de trois grandeurs différentes : le flux magnétique, la densité
de courant et l’énergie. Cela nous permet d’avoir trois méthodes différentes pour
ce calcul. Chacune de ces méthodes est décrite ci-dessous.

Le Flux Magnétique

Prenons un système composé de N conducteurs parallèles entre eux et paral-
lèles à la surface du sol. Lorsque ils sont traversés par un courant électrique, ces
conducteurs sont couplés entre eux par le champ magnétique créé dû au passage
du courant.
On suppose que le conducteur i est à retour par le sol, c’est à dire que ses

extrémités sont connectées au sol. Sur la Fig. 3.2.4 on définit la surface Gi et son
contour orienté ζi. Les segments ab et cd ont une longueur infinitésimale dz, alors
que les segments bc et da tendent vers l’infini.

Figure 3.2.4 – Surface de circulation de courant sur le conducteur i.

Par l’équation de Maxwell-Faraday, on peut écrire que :
ˆ

ζi

−→
E ·
−→
dl = −

ˆ

Gi

∂
−→
B

∂t
· −→n ds (3.2.1)

où −→n est un vecteur unitaire perpendiculaire à la surface Gi, et l’intégrale du
champ électrique se réalise sur toute la frontière ζi
Le membre gauche de l’équation 3.2.1 peut s’écrire en fonction de tous les seg-

ments qui composent le chemin ζi :
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ˆ

ζi

−→
E ·
−→
dl =

bˆ
a

−→
E ·
−→
dl +

cˆ

b

−→
E ·
−→
dl +

dˆ
c

−→
E ·
−→
dl +

aˆ

d

−→
E ·
−→
dl (3.2.2)

On suppose que les extrémités du conducteur, et donc les connexions entre le
conducteur et le sol, sont très éloignées. On peut alors supposer que le courant
dans le sol est parallèle au conducteur. De ce fait, les intégrales sur les segments
bc et da sont nulles :

cˆ

b

−→
E ·
−→
dl =

aˆ

d

−→
E ·
−→
dl = 0 (3.2.3)

Puisque le segment cd est infiniment éloigné de la surface du sol, le champ
électrique y est nul. L’intégrale sur le segment cd est aussi nulle :

dˆ
c

−→
E ·
−→
dl = 0 (3.2.4)

L’intégrale le long du segment ab peut s’écrire en fonction du gradient du po-
tentiel électrique :

bˆ
a

−→
E ·
−→
dl = −

bˆ
a

−→
∇V ·

−→
dl (3.2.5)

On suppose que le champ électrique à l’intérieur du conducteur est parallèle à
celui là, ce qui revient à dire que l’on néglige les courants de Foucault. On peut
alors écrire :

bˆ
a

−→
∇V ·

−→
dl = V (b)− V (a) (3.2.6)

On définit le point a comme étant sur la cordonnée z, et le point comme étant
sur la cordonnée z + dz. D’après les équations 3.2.6, 3.2.5, 3.2.4, 3.2.3 et 3.2.2 on
aura :

ˆ

ζi

−→
E ·
−→
dl = −V (z + dz) + V (z) (3.2.7)

Le membre du coté droit de l’équation 3.2.1 peut s’écrire en fonction du flux φi
du champ magnétique qui traverse la surface Gi :

ˆ

Gi

∂
−→
B

∂t
· −→n ds = d

dt

ˆ

Gi

−→
B · −→n ds = dφi

dt
(3.2.8)

Le flux φi est une fonction du champ magnétique produit par le courant qui
circule dans le conducteur i et aussi dans tous les autres conducteurs présents
dans son environnement. Autrement dit :
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φi = φii +
N∑

k = 1
k 6= i

φik (3.2.9)

où φik est le flux produit par le conducteur k sur la surface Gi définie en fonction
du conducteur i.
L’inductance linéique est définie comme le rapport entre le flux embrassé par la

surface et le produit entre le courant traversé par le conducteur générant un tel
flux et la longueur du conducteur induit. Autrement dit :

Lik = 1
dz
· φik
I
⇒ φik = Lik · dz · Ik (3.2.10)

L’équation 3.2.8 s’écrit alors comme :

ˆ

Gi

∂
−→
B

∂t
· −→n ds =

Lii
dIi
dt

+
N∑

k = 1
k 6= i

Lik
dIk
dt

 dz (3.2.11)

D’après les équations 3.2.1, 3.2.7 et 3.2.11 on a alors :

− V (z + dz) + V (z) = −

Lii
dIi
dt

+
N∑

k = 1
k 6= i

Lik
dIk
dt

 dz (3.2.12)

Pour la limite (dz → 0) on a alors :

∂Vi
∂z

= Lii
dIi
dt

+
N∑

k = 1
k 6= i

Lik
dIk
dt

(3.2.13)

où ∂Vi

∂z
est la tension induite par unité de longueur sur le conducteur i.

Pour simplifier, on restreint notre système à deux conducteurs uniquement, que
l’on note i et j. Alors, pour une pulsation ω fixe, on peut réécrire l’équation 3.2.13
comme :

∂Vi
∂z

= −jω (LiiIi + LijIj) (3.2.14)

Pour alléger la notation, le terme ∂Vi

∂z
de la tension induite par unité de longueur

sera noté Vi. Lorsque l’on met en évidence le terme de couplage, on trouve alors :

Lij = −Lii
Ii
Ij
− 1
jω

Vi
Ij

(3.2.15)
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Comme décrit précédemment, la tension induite par unité de longueur est aussi
définie en fonction de la variation temporelle du flux magnétique, que l’on peut
exprimer par :

Vi = 1
dz

dφi
dt

= 1
dz
jωφi (3.2.16)

Le flux magnétique peut, à son tour, être associé à l’intégrale du potentiel vecteur
A sur le contour du conducteur, car :

φi =
¨
Gi

−→
B .
−→
dS =

˛
ζi

−→
A.
−→
dl (3.2.17)

Dans cette expression, nous avons utilisé la relation entre le champ magnétique et
le potentiel vecteur, à savoir :

−→
B = ∇×−→A (3.2.18)

Puisque le potentiel vecteur est parallèle au conducteur, son intégrale peut, à
son tour, s’écrire comme étant égale à un potentiel vecteur moyen défini sur la
surface transverse multiplié par la longueur dz du conducteur dans la boucle ζi.
Autrement dit :

˛
Ci

−→
A.
−→
dl = dz · Azi

(3.2.19)

De ce fait, en combinant les équations 3.2.15, 3.2.16, 3.2.17 et 3.2.19, la mutuelle
entre les conducteurs i et j peut être écrite par l’équation suivante :

Lij = Lii
Ii
Ij
− Azi

Ij
(3.2.20)

L’intérêt de cette manipulation vient du fait que le potentiel vecteur moyen sur
la surface transverse Si peut être facilement calculée sur Comsol.
Aussi, les valeurs de courant qui circulent dans les conducteurs sont calculées

par Comsol comme l’intégrale de la densité de courant sur la surface transversale
du conducteur :

Ij =
¨
Si

−→
Ji .
−→
dS (3.2.21)

où Si est la surface transverse à la direction de la diffusion de courant dans le
conducteur.
Dans l’équation 3.2.20 l’inductance propre Lii n’est pas directement calculée

par les éléments finis. Pour la connaitre, il est nécessaire de passer par une étape
supplémentaire de calcul où on cherche à isoler le conducteur i dans la simulation.
Pour le faire, on doit effectuer une nouvelle modélisation par la méthode des élé-
ments finis, mas cette fois en n’incluant que le conducteur i. Cela doit être répété
pour l’ensemble de conducteurs.
Dans ce cas particulier, l’équation 3.2.13 s’écrit simplement comme :

Vi = Lii
dIi
dt

(3.2.22)
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Ou alors, pour une fréquence ω donnée :

Lii = 1
jω

Vi
Ii

(3.2.23)

Comme dans le cas du calcul de l’inductance mutuelle, la tension induite par
unité de longueur est relié à l’intégrale du potentiel vecteur par les équation 3.2.16
et 3.2.17, ou alors :

Lii = Azi

Ii
(3.2.24)

La Densité de Courant

Dans cette partie, nous allons aussi supposer la présence d’uniquement deux
conducteurs. Le calcul est cependant similaire pour un nombre plus grand de
conducteurs.
On part de l’équation 3.2.15 pour le calcul de l’inductance mutuelle, présentée

dans le paragraphe précédent. On souhaite trouver une relation entre la tension
induite Vi et la densité de courant sur le conducteur i. Pour cela, on utilise la
relation suivante, en approximation quasi-statique [85] :

JS = −σ∇V (3.2.25)
où σ représente la conductivité du conducteur, V est le potentiel électrique, et JS
est appelé densité de courant source et c’est le courant effectif dans l’approximation
quasi statique [86].
Puisque le courant est supposé circuler uniquement dans la direction z, alors on

peut réécrire la relation précédente comme :

∂V

∂z
= − 1

σ
JSz (3.2.26)

Comme l’on a vu précédemment, la dérivée ∂V
∂z

représente la variation de tension
V le long de la direction z. C’est donc la tension par unité de longueur, que l’on
note simplement Vi, pour alléger la notation . Dans le même but, on écrit Ji pour
la composante en z de la densité de courant source du conducteur i. Autrement
dit, nous avons la relation suivante :

Vi = 1
σi
Ji (3.2.27)

La densité de courant est reliée par la valeur totale de courant, mesurée en unités
Ampères, par la formule suivante :

¨

Si

Jids = Ii (3.2.28)

où Si est la surface du conducteur perpendiculaire au flux de courant.
Si l’on suppose une densité de courant homogène sur Si [87], alors on peut écrire :
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Ji = Ii
Si

(3.2.29)

De ce fait, la variation de la tension le long de z, notée Vi, devient :

Vi = 1
Siσi

Ii (3.2.30)

Lorsque l’on remplace l’équation 3.2.30 dans l’équation 3.2.15 on obtient une
relation pour la mutuelle :

Lij =
(
Lii + j

ωσiSi

)
Ii
Ij

(3.2.31)

Pour le calcul de l’inductance propre, on part de l’équation 3.2.22, à savoir :

Vi = Lii
dIi
dt

(3.2.32)

On considère que la tension induite par unité de longueur Vi est imposée par
une source externe, du type générateur de tension [88]. Elle peut, comme dans
l’équation 3.2.27, être rapportée à une densité de courant Jei , que l’on appelle
densité de courant externe [88]. De ce fait, on aura :

Vi = 1
σi
Jei (3.2.33)

Comme pour le calcul de la mutuelle, la densité de courant peut être écrite
comme le rapport entre un courant et une surface :

Jei = Iei
Si

(3.2.34)

L’inductance propre Lii s’écrit alors comme :

Lii = j

ωσiSi

Iei
Ii

(3.2.35)

L’Énergie

Pour un ensemble de N conducteurs, l’énergie magnétique WN qui y est stockée
est donnée par la formule suivante [46] :

WN =
N∑
k=1

1
2LkkI

2
k +

∑
m<n

LmnImIn (3.2.36)

Pour alléger la notation, on réduit le problème à celui d’un ensemble de deux
conducteurs, que l’on note i et j. On peut alors directement isoler le terme Lij
d’inductance mutuelle :

Lij =
(
W2 −

1
2LiiI

2
i −

1
2LjjI

2
j

) 1
IiIj

(3.2.37)
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où W2 représente l’énergie magnétique stockée pour un ensemble de deux conduc-
teurs.
Les variables d’énergie et de courant dans les conducteurs sont calculés directe-

ment par la méthode des éléments finis sur Comsol. Pour connaitre les inductances
propres des conducteurs, il est nécessaire de réaliser un ensemble de simulations
supplémentaires où chaque conducteur est pris en compte séparément des autres.
Dans ce cas, l’énergie magnétique stockée pour un seul conducteur, que l’on note
i, s’écrit comme :

W1 = 1
2LiiI

2
i (3.2.38)

L’inductance propre devient alors :

Lii = 2W1

I2
i

(3.2.39)

Il est important de noter que, bien que cela soit la même notation, la variable
courant Ii dans l’équation 3.2.39 ne vaut pas le même que celle de l’équation 3.2.37.
Ce sont des quantités de courant calculées dans deux situations différentes, et donc
qui n’ont pas la même valeur. Cela est aussi le cas pour les formules dérivées par
le calcul de l’intégral du potentiel vecteur et par le calcul de la densité de courant.

Les trois méthodes que nous avons présentées permettent de calculer les même
grandeurs, mais par des formules différentes. Le tableau 3.1 fait un rappel des telles
formules.

Inductance propre Inductance mutuelle
Flux magnétique Lii = Azi

Ii
Lij = Lii

Ii

Ij
− Azi

Ij

Densité de courant Lii = j
ωσiSi

Ie
i

Ii
Lij =

(
Lii + j

ωσiSi

)
Ii

Ij

Énergie Lii = 2W1
I2

i
Lij =

(
W2 − 1

2LiiI
2
i − 1

2LjjI
2
j

)
1
IiIj

Table 3.1 – Rappel des trois méthodes de calcul des inductances propre et mu-
tuelle des conducteurs.

Dans la prochaine section, nous allons présenter quelques exemples de calcul des
coefficients magnétiques. Plus particulièrement, les trois méthodes ici présentées
seront comparées avec une méthode théorique et avec une méthode éléments finis
en trois dimensions, le but étant premièrement de les valider et deuxièmement de
trouver laquelle de trois méthodes est la plus performante.

3.2.4 Les coefficients magnétiques : exemples
Dans cette section, nous allons présenter quelques exemples de calcul des coef-

ficients magnétiques dans des contextes simples et en utilisant les trois formules
présentées dans la section précédente. Nous présentons aussi une comparaison avec
d’autres méthodes de calcul, rencontrées dans la bibliographie. En particulier, nous
utilisons les méthodes suivantes :

103



Chapitre 3 Le calcul des EPS par une méthode hybride

— la formule analytique basée sur la méthode de Carson [43, 89].
— un calcul éléments finis réalisé en 3 dimensions avec le logiciel CST [90] et

inspiré des travaux de Mora [46].
— dans le cas d’un sol hétérogène, une étape initiale d’homogénéisation du sol,

par une méthode proposée par Tsiamitros [91], et ensuite l’application de la
même méthode de Carson.

Pour ces trois méthodes, nous nous sommes inspirés sur les travaux de thèse de
Mora, réalisés au sein de l’équipe de Compatibilité Électromagnétique de la SNCF
[46].
La méthode de Carson a été historiquement la première méthode capable de

prendre en compte l’effet du sol sur le calcul d’inductance des conducteurs. Ses
formules ont été largement utilisées pendant le siècle dernier. Cependant, il s’avère
que cette méthode s’applique uniquement lorsque le sol est homogène. La prise un
compte d’un sol hétérogène est dans une certaine mesure possible, mais demande
une approximation supplémentaire où une résistivité équivalente de sol est calculée
[43].
La méthode de Tsiamitros permet de s’affranchir de certaines limitations de la

méthode de Carson. En particulier, ses formules permettent, à partir de la méthode
des images, de prendre en compte la présence d’un sol hétérogène.
Le déroulement du calcul par éléments finis en trois dimensions par le logiciel

CST a été réalisé de façon similaire à celui présenté dans la section précédente.
Les coefficients ont été calculés par la méthode de l’Énergie. Cependant, le fait
de prendre en compte une dimension supplémentaire alourdit considérablement
les calculs et soulève des difficultés lors de la construction du maillage. En règle
général et en fonction du rapport de taille entre les éléments du système, on gagne
au moins 3 ordres de grandeur de temps de simulation.
Les configurations que nous avons simulées sont les suivantes :

1. Deux conducteurs aériens sur un sol homogène de résistivité de faible résis-
tivité

2. Deux conducteurs aériens sur un sol à deux couches
3. Un conducteur aérien et un conducteur enterré avec sol à deux couches pour

trois configurations différentes des paramètres de sol
Une description plus approfondie, ainsi que les résultats de calcul, sont présentés
dans les paragraphes suivants.

Deux conducteurs aériens et sol homogène

Cette configuration a été choisie dans le but d’illustrer le couplage qui peut
exister entre les deux conducteurs caténaires du système ferroviaire. Nous avons
simulé deux conducteurs aériens, placés à une hauteur h et d’un rayon de 0, 1m.
Ils sont distants horizontalement de 2, 5m.
Dans un premier temps, une étude comparative en fonction de h est présentée.

Dans un deuxième temps, nous fixons h à la hauteur moyenne d’une caténaire,
c’est à dire 6m, et nous comparons les résultats des coefficients magnétiques en
fonction de la fréquence du courant.
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3.2 Le calcul des coefficients de couplage en présence du sol

Le sol modélisé est homogène et de très faible résistivité (ρ = 0.01 Ω.m). Dans
la Fig. 3.2.5 on trouve un schéma qui résume la configuration calculée.

Figure 3.2.5 – Schéma des conducteurs pour le calcul des couplage entre conduc-
teurs aériens avec sol homogène.

Lors des simulations par éléments finis, nous avons limité la taille des mailles
de façon à ne pas ajouter des erreurs supplémentaires. De ce fait, une étude de
convergence des paramètres magnétiques en fonction de la taille des mailles a été
réalisé en amont. Cela nous a permis de trouver la taille des mailles optimale pour
réduire le temps de simulation.
A l’intérieur des conducteurs, les mailles n’excèdent pas 0, 01m. Le maillage

étant adaptatif, la taille moyenne des mailles croît avec la distance par rapport
aux conducteurs. Nous avons trouvé qu’une valeur maximale de 5m était suffisante.
De même, une étude de convergence des paramètres magnétiques en fonction de

la taille totale du domaine de simulation a été réalisée en amont. La valeur retenue
a été de 400m.
Aux frontières du domaine de simulation, une couche dédiée aux « Éléments

Infinis » a été ajoutée. Cette couche permet de reproduire la décroissance des
champs vers l’infini, ce qui nous permet de limiter le domaine de simulation et
donc réduire le temps de simulation.
Dans la Fig. 3.2.6 on trouve les valeurs d’inductances propre linéiques (en H/m)

en fonction de la hauteur des conducteurs. Pour les calculer, nous avons utilisé les
trois méthodes présentées à la section 3.2.3 ainsi que les formules analytiques par
la méthode de Carson, et une simulation éléments finis en trois dimensions par le
logiciel CST.
Comme le sol simulé est homogène, les formules analytiques par la méthode

de Carson sont suffisamment précises [46]. On suppose alors que plus une autre
méthode est proche de celle là, plus elle est précise.
Dans cette logique, lorsque l’on compare les quatre autres méthodes avec les

formules de Carson, on trouve :
— pour des valeurs faibles de hauteur de caténaire, la méthode du flux, la

méthode du courant et CST donnent des valeurs précises pour l’inductance
propre ;
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— pour des valeurs importantes de hauteur de caténaire, les méthodes du flux
et du courant donnent des valeurs précises pour l’inductance propre ;

Dans cette logique, on voit que malgré l’utilisation d’uniquement deux dimen-
sions de l’espace, les méthodes du flux et du courant par Comsol ne sont pour
autant pas limitées en précision par rapport à CST en 3 dimensions. Le gain en
précision s’ajoute au gain en temps.

Figure 3.2.6 – Inductance propre en fonction de la hauteur de la caténaire.

La Fig.3.2.7 montre les écarts entre les méthodes éléments finis et la méthode
analytique de Carson. On voit qu’en effet les méthodes du flux et du courant sont
celles qui présentent en moyenne le plus faible écart.
Les résultats de calcul de l’inductance mutuelle entre les conducteurs sont pré-

sentés à la Fig. 3.2.8. De façon similaire au calcul de l’inductance propre, ici on
voit que la méthode du flux, la méthode du courant et CST sont bien en accord
avec la méthode analytique de Carson pour des faibles hauteurs des conducteurs.
Pour des hauteurs plus importantes, ce sont les méthodes du flux et du courant
qui sont plus en accord avec Carson.
Dans la Fig. 3.2.9 on peut voir les écart relatifs des méthodes par éléments

finis par rapport à la méthode analytique de Carson. La méthode du flux est la
seule dont l’écart reste en dessous des 3% pour l’ensemble des valeurs de hauteur
choisies.
Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à des situations où la fréquence du

courant est la même que la fréquence du réseau d’énergie et du réseau ferroviaire,
c’est à dire 50Hz. Cependant, il est souvent nécessaire de traiter des problèmes où
des fréquences plus élevées entre en jeu, comme par exemple l’étude de la dispersion
des harmoniques dans le réseau.
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3.2 Le calcul des coefficients de couplage en présence du sol

Figure 3.2.7 – Écart relatif de l’inductance propre en fonction de la hauteur de
la caténaire. Les méthodes par éléments finis sont comparées à la
méthode analytique de Carson.

Figure 3.2.8 – Inductance mutuelle en fonction de la hauteur de la caténaire.
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Figure 3.2.9 – Écart relatif de l’inductance mutuelle en fonction de la hauteur de
la caténaire. Les méthodes par éléments finis sont comparées à la
méthode analytique de Carson.

Dans ce sens, pour étendre le domaine d’applicabilité de la méthode, nous avons
effectué une étude de comparaison entre les inductances en fonction de la fréquence,
à partir de 50Hz et jusqu’à 5 kHz. La hauteur des conducteurs a été fixée à 6m.
Les résultats sont présentés sur la Fig. 3.2.10.
On remarque le bon accord entre la méthode du Flux et la méthode analytique

de Carson sur toute la bande de fréquences. La méthode du courant présente aussi
des bons résultats, surtout pour les fréquences les plus élevées.
Dans la Fig. 3.2.11 on présente l’écart relatif entre chacune des méthodes et la

méthode analytique de Carson en fonction de la fréquence. On remarque qu’en
effet la méthode du flux présente un écart très faible, autour de 0.01%, sur toute
la bande de fréquence choisie.
Nous avons aussi calculé les inductances mutuelles en fonction de la fréquence.

Ces résultats sont présentés dans la Fig. 3.2.12. On remarque que la méthode du
flux est superposée à la méthode analytique de Carson sur la bande de fréquence
choisie. La méthode du Courant présente aussi des faibles écarts par rapport à
Carson, surtout pour les fréquences les plus élevées.
Cela se confirme par les résultats de l’écart relatif en fonction de la méthode

analytique de Carson, présentés sur la Fig. 3.2.13.
Il est important de noter que, pour tous les calculs présentés précédemment,

toutes les 4 méthodes par éléments finis sont en bon accord avec la méthode ana-
lytique de Carson. Dans aucune des situations analysées il n’y a eu de donnée
avec un écart relatif qui excède les 6%. Dans ce sens, toutes les 4 méthodes sont
considérées comme étant satisfaisantes.
Nous adoptons pourtant deux critères qui nous permettent de choisir une mé-

thode par rapport aux autres. Ces critères sont les suivants :
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Figure 3.2.10 – Inductance propre en fonction de la fréquence du courant.

Figure 3.2.11 – Écart relatif de l’inductance propre en fonction de la fréquence
du courant. Les méthodes par éléments finis sont comparées à la
méthode analytique de Carson.
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Figure 3.2.12 – Inductance mutuelle en fonction de la fréquence du courant.

Figure 3.2.13 – Écart relatif de l’inductance mutuelle en fonction de la fréquence
du courant. Les méthodes par éléments finis sont comparées à la
méthode analytique de Carson.
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1. Minimisation du temps de calcul ;
2. Minimisation de l’écart relatif par rapport à la méthode analytique de Carson

sur un ensemble de simulations dites de « mise au point ». Ces simulations
sont réalisées pour des situations plus simples, avec un nombre limité de
conducteurs et en présence d’un sol homogène.

Suite à ces critères utilisés et en fonction de la discussion des résultats présentée,
nous avons opté pour l’utilisation de la méthode du flux. Cela est le cas tant pour
les exemples suivants que pour les résultats présentés à la section 3.6.

Deux conducteurs aériens et sol à deux couches

Dans le présent exemple, nous avons opté pour simuler une configuration plus
proche de celle trouvée dans des cas réels. Deux conducteurs aériens, de rayon
0, 1m et écartés de 2, 5m un de l’autre, sont posés à une hauteur de 6m par
rapport au sol. Ce dernier est composé de deux couches horizontales parallèles.
La première couche a une résistivité ρ1 = 50 Ω.m et une épaisseur de 8m. La
deuxième couche a une résistivité de ρ2 = 1500 Ω.m et une épaisseur infinie. Cette
configuration est illustrée par le schéma présenté à la Fig. 3.2.14.

Figure 3.2.14 – Schéma des conducteurs pour calcul de couplage entre conduc-
teurs aériens avec sol composé de deux couches.

Dans cette configuration nous avons calculé l’inductance mutuelle entre les deux
conducteurs. Pour cela nous avons utilisé la méthode du Flux, la méthode de
l’Énergie par CST en 3 dimensions [46] et la méthode de Carson appliqué sur un
sol homogène de résistivité équivalente calculé par la méthode de Tsiamitros [91].
Les résultats sont affichés dans le tableau 3.2.
On remarque le bon accord entre les trois méthodes, et particulièrement entre

la méthode du Flux et la méthode de Carson.
Le Tableau 3.3 présente les écarts relatifs à la méthode analytique de Carson

pour les inductances mutuelles.
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Inductance Mutuelle (H/m)
Méthode du Flux par Comsol en 2

dimensions 1.455 · 10−6

Méthode de Carson avec résistivité
équivalente calculée par la méthode de

Tsiamitros
1.463 · 10−6

Méthode de l’énergie par CST en 3
dimensions 1.405 · 10−6

Table 3.2 – Les inductances mutuelles calculés pour les trois méthodes présentées.

Écart relatif par rapport à Carson
Méthode du Flux 0, 58%

Méthode de l’énergie par CST en 3
dimensions 3, 43%

Table 3.3 – Écart relatif des inductances mutuelles par rapport à la méthode de
Carson.

Un conducteur aérien et un conducteur enterré avec sol à deux couches

Dans cet exemple, nous analysons l’inductance mutuelle entre un conducteur
aérien et un conducteur enterré. Les conducteurs ont un rayon de 0, 1m et sont
séparés de 2, 5m dans la direction x. Le conducteur aérien est à une hauteur de
6m. Nous avons ensuite choisi trois configurations différentes pour la profondeur
du conducteur enterré, notée d, et pour les paramètres des couches de sol. Cela est
illustré par le schéma présenté à la Fig. 3.2.15.
Ces trois configurations ont été choisies comme un petit échantillon de la diver-

sité de combinaisons de paramètres qu’il est possible d’exister.
Pour les configurations 1 et 2, le conducteur enterré est dans la première couche

de sol, à une profondeur de 1m. Dans les deux cas, l’épaisseur de cette couche est
de 8m. Pour la configuration 1, nous avons choisis un rapport entre les résistivités
des couches ρ1

ρ2
= 5000, ce qui est très élevé, puisque nous avons fixé ρ1 = 50Ω.m

et ρ2 = 0, 01Ω.m. Pour la configuration 2, ce rapport a été réduit à ρ1
ρ2

= 6, 25
puisque ρ1 = 50Ω.m et ρ2 = 8Ω.m.
Pour la configuration 3, la première couche a une épaisseur de 4, 0m. Le conduc-

teur enterré est à une profondeur de 5, 0m, ce qui fait qu’il est placé dans la
deuxième couche. La résistivité de la première couche est élevée puisque ρ1 =
1000Ω.m. La deuxième couche a été choisie d’une résistivité ρ2 = 100Ω.m.
Le tableau 3.4 résume les paramètres choisis pour les trois configurations.
Nous avons alors calculé la mutuelle entre les conducteurs dans les trois confi-

gurations proposés avec la méthode du flux. Ces résultats sont comparés avec le
calcul par CST en 3 dimensions [46] et avec le calcul analytique par Carson ap-
pliqué sur un sol homogène de résistivité équivalente calculée par la méthode de
Tsiamitros [91].
Ces résultats sont présentés dans le tableau 3.5. Lorsque l’on compare les confi-

guration 1 et 2, on note l’importance de la prise en compte du sol lors du calcul
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Figure 3.2.15 – Schéma des conducteurs pour calcul de couplage entre conduc-
teur aérien et conducteur enterré, avec sol composé de deux
couches.

Configuration 1 Configuration 2 Configuration 3
Profondeur d (m) 1, 0 1, 0 5, 0

Résistivité ρ1 (Ω.m) 50, 0 50, 0 1000, 0
Résistivité ρ2 (Ω.m) 0, 01 8, 0 100, 0
Épaisseur h1 (m) 8, 0 8, 0 4, 0

Table 3.4 – Valeurs des paramètres pour les trois configurations modélisées.
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de la mutuelle.

Inductance Mutuelle (H/m)
Configuration 1 Configuration 2 Configuration 3

Méthode du flux par Comsol en
2 dimensions 2, 77 · 10−7 7, 39 · 10−7 8, 96 · 10−7

Méthode de Carson avec
résistivité équivalente calculée
par la méthode de Tsiamitros

2, 77 · 10−7 7, 40 · 10−7 8, 96 · 10−7

Méthode de l’énergie par CST en
3 dimensions 2, 76 · 10−7 7, 56 · 10−7 9, 09 · 10−7

Table 3.5 – Les inductances mutuelles calculées par les trois méthodes présentées
et dans les trois configurations choisies.

On remarque que la méthode du flux et la méthode analytique présentent des
très faibles écarts. Cela suggère, comme dans tous les exemples précédents, que
la méthode du flux est bien adaptée pour le calcul d’inductances mutuelles en
présence de sol.

3.2.5 Les coefficients électriques : développement théorique
Lorsque l’on impose le contact d’un conducteur avec le sol, un moyen d’échange

direct de courant entre les deux est créé. La figure 3.2.16 illustre ce phénomène.
Dans cette situation, un conducteur cylindrique soumis à une tension continue de
1V est en contact avec le sol. Cela engendre une élévation de potentiel de sol,
indiquée par les couleurs sur l’image. Les lignes représentent les lignes de courant,
alors que les flèches donnent leur direction (sortant du conducteur et vers le sol).

Figure 3.2.16 – Exemple d’échange de courant entre un conducteur cylindrique et
le sol. Les couleurs représentent l’intensité du potentiel électrique
sur le sol, les lignes représentent les lignes de courant et les flèches
donnent leur direction. La surface carré sur l’image est fictive,
construite uniquement dans le but d’améliorer le maillage.

114



3.2 Le calcul des coefficients de couplage en présence du sol

Dans le cas où le conducteur est à un potentiel électrique plus élevé que son
environnement, comme dans la figure 3.2.16, un courant est créé dans le sens
sortant du câble et vers le sol. Dans le cas contraire, le courant s’introduit dans le
câble depuis le sol.
Le sol est considéré comme étant globalement neutre lorsque aucune source

de courant est présente. Le sens du courant d’échange, pour un seul conducteur
connecté au sol, est alors en pratique définit uniquement par la valeur du potentiel
électrique de ce conducteur. Lorsque le conducteur est sous tension alternative,
le sens du courant qui circule entre le conducteur et le sol change au cours des
oscillations du potentiel dans le conducteur.
Dans le cas où un deuxième conducteur en contact avec le sol, les lignes de cou-

rant dans le sol engendrées par le premier conducteur seront modifiées. Dans la
figure 3.2.17 on peut voir un exemple avec deux conducteurs enterrés. Le conduc-
teur de droite est sous une tension de 1V , alors que celui de gauche est à 0V .

Figure 3.2.17 – Échange de courant entre deux conducteurs enterrés.

Pour quantifier ce phénomène, nous définissons une matrice des conductances,
notée G. L’élément de la i− ème ligne et j − ème colonne, noté gij, représente le
coefficient de conductance mutuelle entre les i−ème et j−ème conducteurs, et donc
l’inverse de la résistance traversée par le courant qui circule entre le conducteur i
et le conducteur j (ou vice-versa). Dans ce manuscrit, il est nommé « coefficient
de conduction mutuel ». Les éléments de la diagonale, du type gii, représentent
la possibilité d’échange de courant entre un conducteur et sol lointain, sans que
ce courant soit absorbé par un des autres conducteurs. Dans ce manuscrit, il sont
nommés « coefficients de conduction propre ».
Pour un système à N conducteurs en contact avec le sol, on peut écrire la formule

suivante

Ii = gii (Vi − Vsol) +
N∑

k = 1
(k 6= i)

gik (Vi − Vk) (3.2.40)
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où Ii représente le courant qui sort du conducteur i, Vi représente le potentiel sur
un conducteur i et Vsol représente le potentiel du sol lointain et donc normalement
Vsol = 0.
L’équation 3.2.40 relie le courant total dégagé par le conducteur i aux différences

de potentiel entre le conducteur i et tous les autres conducteurs. Cette méthode
permet de connaitre la fraction de courant qui se se dirige vers chacun des autres
conducteurs présents, ainsi que la fraction de courant qui part vers le sol lointain.
Lorsque l’on met en évidence les termes de potentiel, l’équation 3.2.40 peut être

réécrite comme :

Ii = Vi

 N∑
k = 1

gik

− N∑
k = 1

(k 6= i)

Vkgik (3.2.41)

Pour illustrer ce phénomène, on restreint le système à un ensemble de 2 conduc-
teurs uniquement. Dans la Fig. 3.2.18 on peut voir une représentation des connec-
tions entre les deux conducteurs, notés 1 et 2, et chacun des conducteurs et le
sol.
Dans cet exemple, l’équation 3.2.41 se réduit au système d’équations suivant :

I1 = (g11 + g12)V1 − g12V2 (3.2.42)
et :

I2 = −g12V1 + (g12 + g22)V2 (3.2.43)
Où, en forme matricielle :(

I1
I2

)
=
[
g11 + g12 −g12
−g12 g12 + g22

]
.

(
V1
V2

)
(3.2.44)

Figure 3.2.18 – Représentation des couplages conductif entre 2 conducteurs et le
sol lointain.
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Les valeurs des coefficients de couplage conductif peuvent alors être calculées à
partir de l’équation 3.2.44 et suite aux résultats de simulation électrique par les
éléments finis.
Cette simulation est, à l’instar du calcul des coefficients magnétiques, réalisée

sur une coupe en 2 dimensions qui est perpendiculaire aux conducteurs du système
ferroviaire. Cela consiste à imposer, en fonction de la géométrie de l’espace et des
conducteurs du système, une valeur de tension sur chaque conducteur. Ensuite,
on calcule, en fonction de cette tension, la valeur de courant échangé entre chaque
conducteur et le sol.
Comme les tensions et courants sont reliés aux coefficients de couplage par

l’équation matricielle 3.2.44, on peut alors déterminer ces derniers.
Il faut cependant noter que, pour résoudre l’équation 3.2.44 de façon univoque, il

est nécessaire de réaliser un nombre de simulations égal au nombre de conducteurs
en contact avec le sol. Cela vient du fait que cela est une équation matricielle dont
le nombre de variables est plus grand que l’ordre de la matrice.
Pour illustrer cette méthode, on propose de résoudre, de façon uniquement théo-

rique pour l’instant, l’équation 3.2.44 pour deux conducteurs enterrés. Cela s’effec-
tue en deux étapes, que l’on distingue par l’utilisation d’un indice supérieur entre
parenthèses du type « (i) » :

1. Une première simulation par éléments finis où les tensions imposées au niveau
des conducteurs sont :V (1)

1 = 1 et V (1)
2 = 0. On calcule alors les valeurs de

courant sur les conducteurs, notées I(1)
1 et I(1)

2

2. Une deuxième simulation par éléments finis où les tensions imposées au ni-
veau des conducteurs sont : V (2)

1 = 1 et V (2)
2 = 0. On calcule alors les valeurs

de courant sur les conducteurs, notées I(2)
1 et I(2)

2 .

En fonction de ces résultats et de l’équation 3.2.44, on arrive aux équations
suivantes : (

I
(1)
1

I
(1)
2

)
=
[
g11 + g12 −g12
−g12 g12 + g22

]
.

(
1
0

)
(3.2.45)

et : (
I

(2)
1

I
(2)
2

)
=
[
g11 + g12 −g12
−g12 g12 + g22

]
.

(
0
1

)
(3.2.46)

Les valeurs des coefficients de conductions sont alors :

g12 = −I(1)
2 (3.2.47)

,

g11 = I
(1)
1 + I

(1)
2 (3.2.48)

et :

g22 = I
(2)
2 + I

(2)
1 (3.2.49)
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Une quatrième relation peut aussi être calculée : g12 = −I(2)
1 . Cependant, l’in-

formation que l’on y obtient est redondante car déjà trouvée par l’équation 3.2.47.
Bien que dans les formules les conductances aient été utilisées, il est souvent plus

compréhensible que les résultats soient exposés en termes de résistance (et donc
l’inverse des conductances). Cela est le cas pour les résultats présentés ensuite, dans
les prochaines sections. On parle alors de résistance de couplage entre conducteurs
et de résistance propre des conducteurs.
Les valeurs des conductances sont linéiques sont exprimées en S/m. De ce fait,

les résistances de couplage et les résistances propres ont pour unité l’inverse des
conductances linéique, à savoir le Ω.m.
Dans la prochaine section, nous allons présenter un calcul plus complet des

coefficients de conduction, où nous allons calculer numériquement ces valeurs en
fonction d’une configuration de sol choisie.

3.2.6 Les coefficients électriques : exemples
Dans cette section, nous allons présenter quelques exemples de calcul des coeffi-

cients électriques dans des contextes simples et en utilisant les trois formules pré-
sentées dans la section précédente. Cependant, nous n’avons pas de connaissance
de l’existence de méthodes similaires dans la littérature que l’on puisse utiliser
pour comparer ces résultats.
Nous avons étudié quatre configurations différentes pour des conducteurs enter-

rés :

1. Deux conducteurs cylindriques en sol homogène
2. Un conducteur ponctuel et un conducteur cylindrique en sol homogène
3. Un conducteur ponctuel et un conducteur cylindrique en sol à deux couches
4. Un conducteur ponctuel et deux conducteurs cylindriques

Du fait de réaliser des simulations en 2 dimensions, les conducteurs ponctuels
sont assimilés à des fils conducteurs. De ce fait, les résistances associées sont aussi
calculés en Ω.m, bien que le conducteur n’ait pas de dimension. Cette limitation
est contournée lors de la prise en compte de la 3ème dimension, ce qui est présenté
dans la section suivante.

Deux conducteurs cylindriques en sol homogène

Dans cette configuration, nous avons simulé deux conducteurs de rayon 5 cm
chacun. Ces conducteurs ont été placés sous-terre, à une profondeur de 5m. Les ré-
sistances de couplage ont été calculées en fonction de l’écartement entre les conduc-
teurs, noté d. Comme les conducteurs sont identiques, leur résistance propre a le
même valeur, que l’on note r11. La résistance de couplage est notée r12. Dans la
Fig. 3.2.19 on trouve un schéma qui résume la configuration modélisée.
La simulation pour le calcul des coefficients conductifs se fait en deux parties.

Dans chacune des parties, un des deux conducteurs est mis sous tension, alors que
l’autre est laissé à un potentiel V = 0. La différence de potentiel électrique du
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Figure 3.2.19 – Configuration étudiée, avec deux conducteurs cylindrique enter-
rés en sol homogène

conducteur sous tension par rapport au conducteur neutre et par rapport au sol
lointain, génère une distribution de courant dans le sol.
Dans la Fig. 3.2.20 les deux conducteurs sont éloignés de 10m. Celui de droite est

mis sous une tension de 1V , alors que celui de gauche est resté neutre. Le couleurs
sur l’image représentent le potentiel électrique sur le sol et sur les conducteurs.
Les lignes représentent les lignes de courant. Le rectangle qui enveloppe les deux
conducteurs n’a pas de signification physique. Il a été utilisé uniquement pour
raffiner le maillage autour des conducteurs.
On remarque sur l’image qu’une partie des lignes de courant qui sortent du

conducteur de droite rejoignent le conducteur de gauche. En même temps, la plu-
part des lignes de courant qui partent vers la droite du conducteur de droite se
dirigent aux limites de l’image et ne rejoignent pas le conducteur de gauche. Ces
lignes s’acheminent vers le sol lointain.

Figure 3.2.20 – Échange de courant entre deux conducteurs enterrés

Pour que le modèle soit physiquement cohérent, le nombre total de charges doit
être conservé. Cela signifie que pour toute valeur de charge injectée dans le sol,
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une même quantité de charge doit être retirée du sol.
Prenons comme exemple la situation d’un seul conducteur connecté au sol, illus-

trée sur la Fig. 3.2.21. Dans cet exemple, le conducteur est alimenté par une source
de tension alternative à 50Hz, qui produit une circulation initiale de courant d’in-
tensité I. L’autre pôle de la source de tension est connectée directement au sol. De
ce fait, par conservation du courant au niveau de la source, la source de tension
absorbe un courant d’intensité I du sol.
Le conducteur est en contact avec le sol sur toute sa longueur. Le sol étant au

départ neutre, un échange permanent de courant entre le câble et le sol a lieu.
On suppose par simplification que le conducteur est beaucoup plus petit que la
longueur d’onde du courant. Pour une source à 50Hz, cela signifie supposer que
le conducteur est de longueur beaucoup plus petite que 6000 km. De ce fait, on
peut supposer qu’à un instant donné le potentiel électrique est le même sur toute
la longueur du câble (pas de déphasage).
Par conservation du courant, la somme du courant injecté dans le sol par le

câble doit être égal au courant fourni au câble par la source. Cependant, lorsque
l’on s’éloigne de l’extrémité du coté de la source, les lignes de courant injectées par
le câble ne rejoignent plus la source. A cause de la distance, le potentiel électrique
est progressivement absorbé par le sol jusqu’à s’anéantir. On dit alors que que les
lignes de courant atteignent le sol lointain.

Figure 3.2.21 – Injection de courant dans le sol par un conducteur enterré ali-
menté.

La résistance propre, représente alors la résistance linéique de couplage entre le
conducteur et ce sol lointain. La résistance mutuelle est à son tour notée r12. Elle
représente la résistance linéique de couplage entre les deux conducteurs de la Fig.
3.2.20.
Dans la Fig. 3.2.22, on trouve les résistances de couplage en fonction de l’écar-

tement de ces deux conducteurs. On note que la résistance mutuelle augmente en
fonction de la distance entre les conducteurs, ce qui est cohérent. De même, la
résistance propre entre les conducteurs diminue jusqu’à atteindre un plateau. Cela
s’explique car la présence d’un deuxième conducteur gêne les lignes de courant qui
se dirigent vers le sol lointain. Plus le deuxième conducteur est éloigné, moins les
lignes de courant sont déformées. Ce phénomène atteint cependant rapidement un
plateau, ce qui est illustré par la courbe.

Un conducteur ponctuel et un conducteur cylindrique en sol homogène

Dans cette configuration, nous avons modélisé un conducteur ponctuel placé en
surface et un conducteur enterré à une profondeur de 5m et de rayon 5 cm. Les
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Figure 3.2.22 – Résistance propre, r11, et résistance mutuelle, r12, entre deux
conducteurs enterrés en fonction de leur écartement.

résistances de couplage ont été calculées en fonction de l’écartement le long de la
direction x, noté d. Le sol modélisé est homogène et de résistivité ρsol = 100 Ω.m.
Dans la Fig. 3.2.23 on trouve un schéma qui présente cette configuration.

Figure 3.2.23 – Configuration étudiée, avec un conducteur ponctuel en surface et
un conducteur cylindrique enterré en sol homogène

Comme dans la configuration précédente, le calcul se déroule en 2 grandes étapes.
Une première simulation où le conducteur ponctuel est soumis à une tension de
1V alors que le conducteur cylindrique est initialement neutre, et une deuxième
simulation où les valeurs de potentiel électrique sont inversées.
Dans la Fig. 3.2.24 le conducteur ponctuel est sous tension et les deux conduc-

teurs sont éloignés d’une distance de 4m. Les lignes représentent les lignes de
courant, les couleurs représentent la valeur du potentiel électrique. Le carré qui
entoure le conducteur cylindrique n’a pas de sens physique et n’a pour but que de
permettre un raffinement du maillage autour du conducteur.
On remarque dans l’image que, comme dans le cas précédent, une partie des

lignes de courant rejoignent le conducteur cylindrique, alors qu’une autre partie se
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dirige vers le sol lointain.

Figure 3.2.24 – Échange de courant entre conducteur ponctuel et conducteur en-
terré.

On utilise l’indice 1 pour le conducteur ponctuel et l’indice 2 pour le conducteur
cylindrique. Dans ce sens, le coefficient de résistance propre pour le conducteur
ponctuel est noté r11, celui pour le conducteur cylindrique est noté r22, et le co-
efficient de couplage entre les conducteurs est noté r21. Dans la Fig. 3.2.25 on
trouve l’évolution de ces paramètres en fonction de la distance horizontale entre
les conducteurs.
On remarque, d’après le graphique, que la résistance propre du conducteur ponc-

tuel diminue considérablement en fonction de l’écartement, alors que la résistance
propre du conducteur cylindrique reste constante. Cet effet s’explique par le fait
que la présence du conducteur cylindrique gêne les lignes de courant qui partent
du conducteur ponctuel et qui vont vers le sol lointain, alors que l’inverse n’est pas
vrai.

Un conducteur ponctuel et un conducteur cylindrique en sol à deux couches

Pour cette configuration, les caractéristiques des conducteurs métalliques sont
similaires à celles modélisées dans le paragraphe précédent. Nous avons modélisé
un conducteur ponctuel placé en surface et un conducteur enterré à une profondeur
de 5m et de rayon 5 cm. Les résistances de couplage ont été calculées en fonction
de la distance d’écartement le long de la direction x, notée d. Le sol modélisé
est composé de deux couches parallèles horizontales, la première a une résistivité
ρ1 = 500 Ω.m alors que la deuxième a une résistivité ρ2 = 100 Ω.m. Dans la Fig.
3.2.26 on trouve un schéma qui présente cette configuration.
La présence de deux couches de sol de résistivités différentes modifie la forme des

lignes de courant par rapport à un sol homogène. Cela est illustré par la Fig. 3.2.27.
Les lignes de couleur noire représentent les lignes de courant alors que les lignes
vertes représentent les équipotentielles. On remarque qu’à l’interface entre les deux
couches de sol, sur la coordonnée −4 de l’axe y, ces lignes ont une discontinuité
dans leur dérivée.
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Figure 3.2.25 – Résistances propres et résistance mutuelle entre conducteur ponc-
tuel et conducteur cylindrique enterré.

Figure 3.2.26 – Configuration étudiée, avec un conducteur ponctuel en surface et
un conducteur cylindrique enterré en sol multicouche
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Figure 3.2.27 – Lignes de courant et équipotentielles en sol b-couche.

La présence d’une deuxième couche de sol modifie aussi les valeurs des résistances
de couplage. Cela peut être vu lorsque l’on compare l’évolution des résistances
propre et mutuelle présentés à la Fig. 3.2.28, pour un sol à deux couches, avec les
résultats sur la Fig. 3.2.25.
On remarque premièrement que, puisque la première couche de sol est de ré-

sistivité plus élevée que celle de l’exemple précédent, les résistances de couplage
calculées sont aussi plus élevées.
Deuxièmement, on remarque qu’à partir d’une certaine distance la résistance

mutuelle r21 entre les conducteurs devient plus grande que la résistance propre du
conducteur ponctuel. Cela s’explique par le fait que la première couche de sol soit
plus résistive que la deuxième.

Figure 3.2.28 – Résistances propres et résistance mutuelle entre conducteur ponc-
tuel et conducteur cylindrique enterré pour sol multicouche.
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Un conducteur ponctuel et deux conducteurs cylindriques en sol homogène

Dans cette configuration, nous avons modélisé un conducteur ponctuel en surface
et deux conducteurs cylindriques de rayon 5 cm et enterrés à une profondeur de
5m. Les sol est homogène de résistivité ρsol = 100 Ω.m.
Nous étudions les résistances de couplage en fonction de deux paramètres dif-

férents. Dans le premier cas, le conducteur ponctuel est équidistant par rapport
aux deux conducteurs cylindriques, qui sont séparés d’une distance d. Dans la Fig.
3.2.29 on trouve un schéma qui présente cette configuration.

Figure 3.2.29 – Configuration étudiée, avec un conducteur ponctuel en surface et
deux conducteur cylindrique enterrés et symétriques.

Les résistances propres et mutuelles ont été calculées en fonction du paramètre
d. Pour le conducteur ponctuel l’indice 1 a été utilisé. L’indice 2 a été utilisé
pour le conducteur cylindrique de gauche et l’indice 3 pour le conducteur cylin-
drique de droite. Comme les conducteurs enterrés sont symétriques par rapport au
conducteur ponctuel, il s’avère qu’ils présentent les mêmes résistances de couplage
(r22 = r33 et r21 = r31).
Dans la Fig. 3.2.30 on trouve les courbes pour les résistances de couplage. Les

résistances redondantes grâce à la symétrie du problème n’ont pas été tracées.
Pour la résistance propre du conducteur ponctuel, notée r11, on remarque que sa

valeur atteint un pic maximal pour un écartement d’environ 7m. Cela s’explique
par la forme des lignes de courant au départ du conducteur ponctuel.
En effet, la résistance r11 est inversement proportionnelle au nombre de lignes de

courant qui atteignent le sol lointain. Grâce à la géométrie du problème, il existe
une valeur d optimale pour laquelle les lignes au départ du conducteur ponctuel
et qui atteignent le sol lointain sont en nombre minimal.
De façon symétrique, la résistance r21 atteint à son tour une valeur minimale

pour un écartement d’environ 7m.
La résistance propre des conducteurs cylindriques, notée r22, diminue en fonction

de l’écartement, ce qui avait déjà été vérifié dans la première configuration étudiée,
sur la Fig. 3.2.22. Cependant, dans ce premier exemple la valeur de la résistance
propre calculée est en moyenne 8% plus petite. Dans le même sens, la résistance
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mutuelle dans le premier exemple est en moyenne 7% plut petite que celle présentée
dans la Fig. 3.2.30.

Figure 3.2.30 – Résistances propres et résistances mutuelles pour ensemble
conducteur ponctuel et deux conducteurs cylindriques enterrés
symétriques.

Une deuxième étude a été ensuite réalisée pour un conducteur ponctuel en sur-
face et deux conducteurs cylindriques enterrés. Dans cette étude, les conducteurs
enterrés sont restés à distance fixe de 1m un de l’autre. Ils sont cependant rigi-
dement déplacés le long de l’axe x, où la distance d représente l’écartement en x
entre le conducteur ponctuel et milieu du segment qui réunit les deux conducteurs
enterrés. Dans la Fig. 3.2.31 on trouve un schéma qui présente cette configuration,
que l’on appelle « configuration asymétrique ».

Figure 3.2.31 – Configuration étudiée, avec un conducteur ponctuel en surface et
deux conducteurs cylindriques enterrés et asymétriques.

Encore une fois, pour le conducteur ponctuel l’indice 1 a été utilisé. L’indice 2 a
été utilisé pour le conducteur cylindrique de gauche et l’indice 3 pour le conducteur
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cylindrique de droite. Dans cette configuration la symétrie n’a plus lieu, à part
pour un écartement d nul. De ce fait, tous les coefficients résistifs peuvent avoir
des valeur différentes. Cela peut être vu das la Fig. 3.2.32, où nous avons tracé
tous les coefficients de couplage en fonction du paramètre d.
En effet, on remarque l’existence d’un décalage entre la courbe pour r31 et la

courbe pour r21, ce qui est dû à la perte symétrie. Pour des petites valeurs de d,
on voit pour autant que les courbes coïncident.
Aussi, la présence du conducteur ponctuel n’a pas une grande influence sur les

paramètres qui sont exclusifs aux conducteurs enterrés. Cela se confirme par la
quasi invariance des coefficients r22, r33 et r23.

Figure 3.2.32 – Résistances propres et résistances mutuelles pour ensemble
conducteur ponctuel et deux conducteurs cylindriques enterrés
asymétriques.

3.3 La méthode « circuits »

3.3.1 Introduction
La méthode présentée à la section précédente nous permet de calculer, en 2D,

les coefficients de couplage magnétique et électrique entre conducteurs en présence
d’un sol multicouches. Dans cette section, nous proposons une hybridation du
calcul précédent avec une méthode basée sur la théorie des circuits.
Cette hybridation nous permet de simuler les conducteurs sur toute la longueur

nécessaire, ce qui signifie l’intégration de la troisième dimension dans le modèle,
de façon à calculer l’évolution de la tension et du courant dans le système. Cette
méthode est intéressante car elle ne requiert pas beaucoup de ressources infor-
matiques par rapport à d’autres méthodes plus complexes, comme les éléments
finis par exemple. Par conséquent, des systèmes complexes, composés de plusieurs
conducteurs de quelques centaines de mètres de longueur par exemple, peuvent
être simulés.
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Cela est le cas pour le système ferroviaire, où il existe un écart de taille rela-
tivement important entre les directions. En effet, des postes d’alimentation sont
séparés en plusieurs dizaines de kilomètres, alors que dans la plan transversal aux
rails les dimensions sont de l’ordre de la dizaine de mètres, soit un rapport de taille
de 1000.

3.3.2 Démarche du calcul
Pour la construction du modèle circuit, chaque conducteur est découpé en plu-

sieurs tronçons élémentaires. Puisque les coefficients de couplage sont calculés en
fonction de la longueur des conducteurs, il est nécessaire que le découpage soit iden-
tique pour chaque conducteur. Cela nous permet de définir une section élémentaire
du modèle multiconducteurs, que nous appellerons une « cellule élémentaire », c’est
à dire une cellule qui se répète tout le long du schéma.
Il faut souligner que, dans cette sous-section, le terme « conducteur » réfère à

des conducteurs du type « long câble », c’est à dire des conducteurs cylindriques
d’une longueur de quelques ordres de grandeur plus importante que leur rayon.
En contexte ferroviaire, cependant, d’autres types de conducteurs sont aussi

présents. Par exemple, la prise de terre d’un support caténaire, ou celle d’un pylône
d’une ligne haute tension de RTE, sont en effet des conducteurs pouvant être
enterrés perpendiculairement au plan horizontal, c’est à dire au plan du sol. Ces
conducteurs peuvent, en fonction du contexte et de l’environnement dans lequel
ils sont situés, être considérés comme des conducteurs ponctuels, c’est à dire des
conducteurs dont les dimensions sont négligeables par rapport aux dimensions des
autres éléments insérés dans le même environnement. Puisqu’ils ne suivent pas
la même symétrie que les conducteurs du type « long câble », ces conducteurs
« ponctuels » doivent être intégrés d’une façon différente dans le modèle circuit.
Cet aspect sera succinctement discuté dans la section 3.3.3.
Il existe aussi, dans le contexte ferroviaire, des prises de terre composées d’un

maillage de conducteurs enterrés. Ces prises de terre ont pour rôle d’assurer la
mise à la terre et garantir l’équipotentialité du circuit dit « de terre » des postes
d’alimentation électrique. Ce dernier cas, cependant, ne sera pas exploré dans ce
manuscrit. Il peut être considéré comme une extension de la méthode développée
ici.
Pour les longs conducteurs, la construction des tronçons se fait de façon similaire

à ce qui est fait pour la modélisation en « PI » des lignes multiconducteurs [92].
Chaque tronçon est composé des éléments suivants :

1. une résistance interne, notée Ri pour un conducteur d’indice i. Cette résis-
tance dépend de la géométrie du conducteur et des matériaux qui le com-
posent. Elle prend en compte des effets liés à la distribution du courant,
comme l’effet de peau ou bien le couplage entre les fils dans le cas d’un
conducteur multifilaire toronné ;

2. une inductance interne, calculée en prenant en compte la présence du sol, et
notée Lii pour un conducteur d’indice i ;

3. une résistance de couplage avec le sol lointain, appelée aussi résistance propre
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ou résistance de prise de terre du conducteur. Pour un conducteur d’indice
i, elle est notée Rii ;

4. des éléments pour tenir compte du couplage avec les autres conducteurs.
Chacun de ces éléments étant composé d’une résistance mutuelle, notée Rij,
et d’une inductance mutuelle, notée Lij. Le système est symétrique puisque
Lij = Lji est Rij = Rji.

La longueur de chaque tronçon doit être choisie en fonction de la précision
que l’on souhaite avoir dans la région où le tronçon est placé. L’ensemble des
coefficients est calculé de façon « linéique », par référence à une même unité de
longueur, généralement le kilomètre dans un environnement du type ferroviaire.
Un tronçon plus grand aura une résistance interne plus grande, mais une résistance
propre plus petite.
Pour illustrer cette construction, prenons l’exemple de deux conducteurs paral-

lèles enterrés. Dans la Fig. 3.3.1 on trouve le schéma de la cellule élémentaire de
cet exemple.

Figure 3.3.1 – Cellule élémentaire d’un schéma « circuits » pour un système com-
posé de deux câbles enterrés.

On remarque dans cet exemple que, dans la même notation en « PI » évoquée
précédemment, chaque tronçon est composé d’une résistance interne et d’une in-
ductance propre. Les coefficients de couplage avec l’autre conducteur et avec le sol
lointain sont intégrés au milieu du tronçon, ce qui divise la résistance interne et
l’inductance propre en deux parties.
Pour le calcul par la méthode des circuits, nous avons utilisé le logiciel LTSpice.

Cela nous permet de calculer les tensions sur tous les nœuds du schéma électrique,
ainsi que le courant au niveau de chaque branche. Puisque l’on travaille souvent
en basse fréquences (souvent en 50Hz) et que la taille de la cellule élémentaire est
très petite devant la longueur d’onde, on est dans une approche « quasi-statique »
et donc les effets liés à la propagation du courant peuvent être négligés (comme le
décalage de phase, par exemple).
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3.3.3 Le cas des conducteurs ponctuels
Puisque les conducteurs dits ponctuels ne possèdent pas de symétrie longitudi-

nale, ils doivent être pris en compte de façon différente dans le schéma électrique.
Une résistance de couplage linéique ne peut être définie. De ce fait, il est nécessaire
de calculer une résistance de couplage entre le conducteur ponctuel et chacun des
tronçons qui composent chaque conducteur enterré.
Dans la Fig. 3.3.2 on présente le schéma électrique du couplage entre un conduc-

teur ponctuel et un conducteur « câble » enterrés. Seuls deux des tronçons qui
composent le câble ont été représentés. Les éléments qui ont un rapport avec le
conducteur ponctuel utilisent l’indice inférieur P . Les éléments qui ont un rapport
avec le tronçon i utilisent l’indice supérieur i. Par exemple, la résistance de cou-
plage entre le conducteur ponctuel et le tronçon i a été notée R(i)

P . L’élément RPP

représente la résistance de couplage entre le conducteur ponctuel et le sol lointain.

Figure 3.3.2 – Schéma électrique de couplage entre conducteur ponctuel et
conducteur du type câble.

Le calcul des résistances ayant un rapport avec le conducteur ponctuel n’a pas
été beaucoup exploré dans ce manuscrit. Nous proposons, cependant, deux mé-
thodes de calculs. Ces méthodes doivent être validées par une comparaison avec
des mesures.
La première méthode consiste à utiliser les résultats de résistance de couplage

calculés par la méthode des éléments finis en 2D, présentés dans la section 3.2.6.
La deuxième méthode consiste à utiliser directement un calcul éléments finis en 3
dimensions de taille réduite où l’on intègrera uniquement un tronçon d’un conduc-
teur « câble » et le conducteur ponctuel. Dans les deux cas la résistance de couplage
est calculée de façon individuelle pour chaque tronçon, en suivant la même métho-
dologie que celle présentée dans la section 3.2.5.

3.4 Le calcul des EPS
Dans les sections précédentes, nous avons présenté une méthode qui, dans une

configuration de conducteurs enterrés ou aériens alimentés et en présence du sol,
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nous permet de calculer la valeur du potentiel électrique et du courant le long
de ces conducteurs. Dans le cas où plusieurs conducteurs sont présents, ce calcul
permet de prendre en compte l’influence mutuelle électrique et magnétique entre
ces conducteurs puisque les coefficients de couplage entre conducteurs calculés par
la méthode des éléments finis y sont inclus dans le modèle. Pour les conducteurs
enterrés et directement en contact avec le sol, la méthode nous permet aussi de
calculer le courant échangé entre le sol et chaque conducteur sur toute sa longueur.
Cependant, avec les méthodes présentées jusqu’ici il n’est pas possible de calculer

le potentiel électrique directement au niveau du sol dû à un échange de courant
entre ce dernier et un conducteur quelconque. Nous ne connaissons que le potentiel
par rapport au sol lointain au niveau de ce conducteur.
Dans le but de connaitre l’évolution du potentiel électrique au niveau du sol,

nous proposons d’utiliser une modélisation éléments finis en trois dimensions à
échelle réduite. Dans ce modèle, les longs conducteurs sont modélisés uniquement
à l’intérieur d’un volume se trouvant à une distance limite de la zone d’intérêt.
Cette zone d’intérêt est définie en fonction de la région dans laquelle on souhaite
connaitre la valeur du potentiel de sol. La distance limite doit être adaptée en
fonction de la configuration électromagnétique de l’environnement de la zone d’in-
térêt.
Cette méthode « 3D réduite » nous permet d’utiliser les valeurs de potentiel

électrique à l’intérieur des conducteurs, calculés par la « méthode circuits », et
en même temps de simuler une situation en accord avec la réalité physique du
phénomène. En effet, avec une simulation en trois dimensions il est possible de
prendre en compte l’effet de forme, détaillé ci-après, sur le courant injecté dans
le sol associé à la géométrie des conducteurs enterrés, ce qui n’est pas le cas pour
une simulation exclusivement à deux dimensions.
Pour illustrer la modélisation en 3 dimensions, nous présentons dans les sous

sections suivantes l’évolution du potentiel électrique de sol engendrés par des dif-
férents conducteurs alimentés. Nous allons considérer les formes de conducteur
suivantes :

1. une sphère enterrée ;
2. une plaque horizontale enterrée ;
3. un cylindre horizontal enterré de longueur variable ;

Dans ces modélisations, on analyse surtout l’évolution de la forme des équipo-
tentielles au niveau de la surface. L’effet de la forme du conducteur alimenté est
alors surligné.

3.4.1 La sphère
Pour le potentiel observé en surface et produit par un objet solide 3D enterré

et sous tension, la sphère est la configuration la plus simple possible. Depuis la
surface du sol, il y a une symétrie complète autour de l’axe vertical. De ce fait,
toutes les équipotentielles seront des cercles centrés autour de l’axe vertical qui
passe par le centre de la sphère.
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Dans cette section, nous avons simulé la distribution de potentiel de sol produit
par une sphère métallique enterrée et sous une tension constante de 1V . La sphère
a un rayon de 1m et est enterrée à une profondeur de 1, 2m. Le sol est homogène
et de résistivité ρ = 1000 Ω.m
La distribution de potentiel en surface résultante est présentée sur la Fig. 3.4.1.

Figure 3.4.1 – Distribution de potentiel en surface produit par une sphère enter-
rée et sous tension.

Pour quantifier la symétrie du problème, nous avons tracé le potentiel électrique
suivant l’axe x et suivant l’axe y. Cela est présenté sur la Fig. 3.4.2. On remarque
encore une fois la symétrie complète du potentiel suivant les deux axes, puisque
les deux courbes se superposent.

Figure 3.4.2 – Superposition du potentiel suivant x et suivant y, pour une sphère
enterrée sous tension.
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3.4.2 La plaque horizontale
Dans cette section, nous avons simulé la distribution de potentiel en surface du

sol produit par une plaque métallique enterrée et sous une tension constante de
1V . La plaque a 1m de largeur, 1m de longueur et 10 cm de hauteur. Elle est
enterrée à 20 cm de profondeur, dans un sol homogène de résistivité ρ = 1000 Ω.m.
La distribution de potentiel de sol qui en découle est présentée sur la Fig. 3.4.3.

Figure 3.4.3 – Distribution de potentiel électrique en surface du sol produit par
une plaque carrée enterrée et sous tension.

On remarque que, contrairement au cas de la sphère enterrée, la distribution
n’est pas symétrique. Le potentiel en surface traduit la forme de la prise de terre
qui est sous tension. La grandeur de l’asymétrie dépend alors des dimensions de
la plaque, ainsi que de la profondeur d’enterrement. On voit aussi que le caractère
de symétrie, qui se traduit par des équipotentielles de forme circulaire, est repris
lorsque l’on s’éloigne de la prise de terre.
Puisque la plaque est carrée, il n’y a pas d’asymétrie entre les axes x et y. Cela

se voit bien lorsque l’on superpose le potentiel suivant l’axe x et suivant l’axe y,
ce qui est présenté sur la Fig. 3.4.4.

3.4.3 Les cylindres horizontaux
Dans cette section, nous avons simulé la distribution de potentiel en surface du

sol produit par un cylindre métallique enterré et sous une tension constante de
1V . Le cylindre a une longueur de 1m et un rayon de 10 cm. Il est enterré à 20 cm
de profondeur, dans un sol homogène de résistivité ρ = 1000 Ω.m.
La distribution de potentiel en surface résultante est présentée sur la Fig. 3.4.5.
Grâce à la forme de la prise de terre, le potentiel en surface n’est pas symétrique.

Cet effet est accentué pour la région qui se trouve à proximité de la prise de terre.
Lorsque l’on s’éloigne progressivement, les équipotentielles ont de plus en plus un
caractère circulaire et la symétrie est récupérée.
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Figure 3.4.4 – Superposition du potentiel suivant x et suivant y, pour une plaque
enterrée sous tension.

Figure 3.4.5 – Distribution de potentiel électrique en surface du sol produit par
un cylindre enterré et sous tension.
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On voit cet effet plus clairement lorsque l’on superpose le potentiel en surface
suivant l’axe x et suivant l’axe y, ce qui est présenté à la Fig. 3.4.6.

Figure 3.4.6 – Superposition du potentiel suivant x et suivant y, pour un cylindre
enterrée sous tension.

L’asymétrie du potentiel électrique de surface produit par une prise de terre est
une conséquence directe de l’effet de forme de cette prise de terre sur l’injection de
courant dans le sol. Dans le cas d’une prise de terre cylindrique, on peut la diviser
en trois régions différentes : une région centrale, où l’injection de courant se fait
majoritairement perpendiculairement à la prise de terre ; une région d’extrémité, où
l’injection de courant se fait de façon similaire au cas d’une prise de terre sphérique ;
et une région intermédiaire, où les deux autres situations se superposent.
Cette dissymétrie d’injection de courant a pour conséquence la dissymétrie ob-

servée pour le potentiel électrique de surface. Cette dernière peut aussi être divisée
en trois régions différentes : une région environnante de la prise de terre, où les
équipotentielles ont quasiment la même forme que la prise de terre ; une région
lointaine, où les équipotentielles en surface sont des cercles, et donc similaires à
celles produites par une prise de terre sphérique ; et une région intermédiaire, où
il existe une superposition de deux autres situations.
La distinction de ces régions n’est pas clairement définie puisque cela dépend de

la géométrie de la prise de terre (longueur et rayon) mais aussi de sa profondeur.
Pour quantifier cet effet, nous avons simulé le potentiel en surface produit par des
prises de terre cylindriques de plusieurs longueurs différentes et de rayon fixe égal à
7mm. Leur profondeur est de 2.2m, et elles sont enterrées dans un sol multicouche
de résistivité moyenne égale à environ 800 Ω ·m. La présence du sol multicouche
ne joue pourtant pas de rôle dans l’asymétrie de potentiel observé en surface car le
sol multicouche est par définition symétrique par rotation autour d’un axe vertical
perpendiculaire à sa surface.
Nous avons ensuite calculé l’écart en pourcentage entre le potentiel suivant l’axe

x et suivant l’axe y, pour une même distance par rapport à l’axe central. En termes
mathématiques et pour un potentiel en surface noté V (x; y), nous avons calculé
l’écart suivant :
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Ecart = |V (x; 0)− V (0; y)|
V (0; y) , avec x = y (3.4.1)

L’Eq. 3.4.1 mesure l’asymétrie du potentiel en surface entre les axes x et y. Dans
la Fig. 3.4.7 on présente cet écart pour plusieurs longueurs différentes de cylindres
enterrés.

Figure 3.4.7 – Superposition du potentiel suivant x et suivant y, pour une plaque
enterrée sous tension.

On remarque par le graphique que plus le cylindre est long, et plus élevé est le pic
d’asymétrie entre les axes x et y. Néanmoins, pour toutes les longueurs de prise de
terre cylindrique l’écart s’approche de zéro lorsque l’on s’éloigne. Cela signifie que
Vx etVy tendent l’un vers l’autre, et donc que, dans ce cas là, les équipotentielles
en surface deviennent des cercles.
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3.5 Résumé de la méthodologie
La méthode que nous avons proposée est composée de plusieurs étapes diffé-

rentes et traite différents domaines de la physique et du calcul scientifique. Avant
d’aborder la section des résultats, la Fig. 3.5.1 présente un schéma qui comporte
toutes les grandes étapes qui composent la méthode de calcul d’EPS.

Figure 3.5.1 – Résumé de la méthode comportant toutes les grandes étapes.

3.6 Résultats

3.6.1 Introduction
Dans les chapitres et sous-chapitres précédents, nous avons présenté une mé-

thodologie de calcul du potentiel et du courant électrique dans un contexte mul-
ticonducteur où plusieurs conducteurs sont proches et interagissent entre eux. La
présence du sol a été intégrée dans tous les aspects du calcul.
Dans cette section, nous allons présenter des résultats d’application de cette

méthodologie dans des situations proches de la réalité. Certains de ces résultats
sont ensuite complétés par des mesures, qui ont été réalisées sur le terrain.
Dans la partie 3.6.2, nous présentons des résultats de calcul d’EPS dans une

contexte particulier où deux conducteurs parallèles de longueur importante sont
alimentés sur une de ses extrémités et en contact direct avec le sol. Des mesures,
réalisées dans les environs de la sous-station SNCF des Mollettes, dans la région
de Chambéry, viennent compléter les résultats de calcul.
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3.6.2 Les EPS aux Mollettes : mesures et calcul
3.6.2.1 Le contexte des mesures

A la commune des Mollettes, située dans le département de la Savoie, il a été ins-
tallé, pendant les années 2012 et 2013, une nouvelle sous-station électrique SNCF.
Cette dernière, du nom de la commune dans laquelle elle est placée, alimentera, à
l’horizon 2030, la liaison ferroviaire reliant la ville de Lyon à la ville de Turin, en
Italie.
La sous-station des Mollettes est alimentée par le poste RTE de Grande-Ile, qui

se situe à environ 500 mètres de la voie ferrée. Cette alimentation se fait par voie
souterraine. Cependant, lors de la campagne de mesure que nous avons réalisée, la
sous-station n’était pas alimentée.
Le poste RTE, aussi bien que la sous-station ferroviaire, possèdent un système de

mise à la terre composé d’un maillage de conducteurs enterrés. Ce système permet
d’assurer l’équipotentialité des emprises, et en même temps facilite la dispersion
de tout courant de court-circuit.
L’image sur la Fig. 3.6.1 nous fournit une vue aérienne de l’ensemble de la

région. On remarque la présence du poste de Grande-Ile et de la sous-station des
Mollettes (qui n’avait pas encore été construite lors de la prise de vue), tous les
deux en couleur rouge. Ils sont séparés par la présence de la voie ferrée, indiquée
en couleur orange.

Figure 3.6.1 – Vue aérienne de la région entre la sous-station des Mollettes et le
poste de Grande-Île.

La ligne souterraine, indiquée en couleur mauve, relie le poste à la sous-station.
Elle est composée des conducteurs suivants :
— 2 ensembles de 3 conducteurs pour l’alimentation en 225 kV en triphasé. Ces

conducteurs sont isolés du sol sur toute leurs longueur. Lors de la campagne
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de mesure, ils étaient rendus inutilisables.
— 2 conducteurs accompagnants de 150mm2, isolés du sol sur toute leur lon-

gueur. Les accompagnants étaient reliés à la mise à la terre du poste dans
une extrémité, et à la terre de la sous-station dans l’autre extrémité.

— 2 conducteurs nus de 180mm2, en contact avec le sol sur toute leur lon-
gueur. Comme les accompagnants, ces deux conducteurs sont reliés, dans ses
extrémités, aux mises à la terre du poste et de la sous-station.

Les conducteurs accompagnants et les conducteurs nus ont été déployés dans le
but d’assurer l’équipotentialité entre le poste et la sous-station, de façon à réduire
la circulation d’éventuels courants « vagabonds ». Cet effet pourrait être d’autant
plus important que les deux ouvrages sont à proximité l’un de l’autre.
Sur la Fig. 3.6.2, on voit une prise de vue de l’extrémité coté sous-station des

Mollettes de la liaison souterraine. Cette image permet de donner une idée plus
précise de sa composition et de sa géométrie.

Figure 3.6.2 – Prise de vue de l’extrémité de la liaison souterraine du coté de la
sous-station.

Lors de la campagne de mesures, un système de connexions électriques a été mis
en place de façon à alimenter la prise de terre du poste de Grande-Île à certains
moments de la journée. Cette alimentation était réalisée à partir du poste électrique
RTE de Bissy, à Chambéry (pas indiqué sur l’image), à quelques kilomètres du
poste de Grande-Île. Ce système a été déployé pour fonctionner en tension réduite
et en courant électrique maximale limité, le but principal étant, du coté RTE, de
mesurer la résistance de prise de terre du poste de Grande-Île.
Les conducteurs accompagnants et les conducteurs nus qui composent la liaison

souterraine reliant le poste de Grande-Île à la sous-station des Mollettes sont direc-
tement connectés à la prise de terre du poste. De ce fait, ils participent activement
à la répartition du courant total. Ce courant est donc en partie dirigé vers la prise
de terre de la sous-station.
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Les câbles nus, puisqu’ils sont alimentés et en contact direct avec le sol, per-
mettent un échange de courant avec ce dernier sur toute la longueur de la liaison
souterraine. Cela a été vérifié par des mesures directes de courant qui nous ont
permis de constater une réduction du courant total circulant dans les câbles nus
au niveau de la sous-station par rapport au courant au niveau du poste électrique.
Cette fuite de courant électrique vers le sol a pour effet de produire une élévation

de potentiel de sol dans les environs de la ligne souterraine. Nous avons alors
effectué une série de mesures du potentiel électrique en surface dans cette condition
de fuite.
Pour cela, nous avons utilisé des multimètres numériques à mémoire, synchro-

nisés entre eux sur la même base de temps, et reliés à des électrodes de terre. Une
électrode lointaine, servant de potentiel de référence, a été placée dans une région
isolée. Les autres électrodes ont été placées sur une ligne droite perpendiculaire à
la liaison souterraine.
L’emplacement de la ligne des mesures d’EPS, indiqué en bleu sur l’image de

Fig. 3.6.1, a été choisi de façon à minimiser des éventuels perturbations extérieures.
Cependant, on remarque sur l’image la présence de plusieurs lignes RTE en haute-
tension dans la zone. De plus, nous avons constaté la présence d’une conduite de
gaz et d’une rivière souterraine. Ces éléments peuvent, en partie, être des sources
d’erreur envers des mesures.

3.6.2.2 Les mesures de résistivité apparente

Dans le but de connaitre la configuration électrique du sol, nous avons effectué
une série de mesures de résistivité de sol dans la zone d’intérêt, c’est à dire dans
une région à proximité de la liaison souterraine et de la ligne des mesures de l’EPS.
Pour cela, nous avons utilisé la méthode de Wenner (chapitre 2).
Les mesures nous ont fourni une série de valeurs de résistivité apparente. Cha-

cune de ces valeurs est en rapport avec un écartement différent entre les électrodes
de Wenner. Ces résultats sont affichés sur le Tableau 3.6.
On remarque sur ces résultats de mesure la présence d’une fluctuation assez

rapide de la résistivité apparente. Si on compare la situation d’écartement d’élec-
trodes de 1m et de 3m, on remarque qu’il y a une augmentation de presque 80%,
pour ensuite diminuer à nouveau. Cela suggère la présence d’une couche de sol in-
termédiaire de résistivité importante et de faible épaisseur, par rapport aux autres
couches présentes.

3.6.2.3 Les calculs de paramètres de sol multicouches

La méthode de Wenner ne fournit que des valeurs apparentes de résistivité de
sol. Il est donc nécessaire d’utiliser des algorithmes d’optimisation, présentés dans
le chapitre 2, pour le calcul des paramètres de couche de sol dans un modèle à
sol multicouche. Ces algorithmes calculent, en fonction d’une série de mesures
de résistivités apparentes, les paramètres de sol multicouche qui représentent au
mieux les mesures.
Suite aux calculs d’optimisation, il a été trouvé qu’un sol à 4 couches était

suffisamment représentatif des mesures de résistivité apparente réalisées sur le
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Résistivité
apparente (Ω ·m)

Écartement entre
électrodes de Wenner

(m)
243.9 1
330.3 2
433 3
430.8 4
373.6 5
370.9 6
347.4 8
356 10
318.9 12
322 14
319.7 16

Table 3.6 – Résistivités apparentes mesurés par la méthode de Wenner dans la
région des Mollettes.

terrain. Les paramètres de ce sol sont alors présentés sur le Tableau 3.7. De façon
similaire à ce qui a été discuté dans les chapitres précédents, nous considérons
que la perméabilité magnétique relative et la permittivité électrique relative sont
égales à l’unité.

Couche Résistivité (Ω ·m) Hauteur (m)
1 190 1,1
2 2665 0,7
3 45 1,2
4 440 ∞

Table 3.7 – Paramètres électriques de sol des Mollettes calculés par les méthodes
d’optimisation.

Pour une meilleure visualisation des résultats, nous avons calculé des résisti-
vités apparentes par l’application théorique de la méthode de Wenner sur ce sol
à 4 couches. Sur la Fig. 3.6.3 on compare ces résultats de calcul avec ceux issus
directement des mesures.
Malgré la fluctuation importante pour la courbe des résistivités apparentes me-

surées, on remarque la bonne concordance des résultats de calcul par rapport à
cette dernière. La méthode de construction de couches de sol permet de créer un sol
multicouche qui ne représente peut être pas de façon fidèle la constitution physique
du sol, mais qui traduit le comportement électrique moyen du sol de la région.

3.6.2.4 Le calculs des coefficients magnétiques et électriques

Comme il a été expliqué dans la section 3.2, la présence du sol modifie les
inductances propres et mutuelles des conducteurs. De même, le sol peut servir
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Figure 3.6.3 – Résistivités apparentes mesurés et calculés, en fonction de l’écar-
tement d’électrodes de Wenner.

de milieu d’échange de courant avec les conducteurs lorsque ces derniers sont en
contact direct avec lui.
Nous avons donc calculé les paramètres magnétiques et électriques des conduc-

teurs nus des Mollettes lorsqu’ils sont en présence de ce sol à 4 couches. Les conduc-
teurs accompagnants n’ont pas été modélisés puisqu’ils ne participent pas direc-
tement à l’élévation de potentiel de sol dans la région où nous avons effectué les
mesures.
La configuration des conducteurs enterrés est indiqué sur la Fig. 3.6.4. Les

conducteurs sont en contact direct avec la troisième couche d’un sol à 4 couches.
Ils sont enterrés à une profondeur de 2, 2m et sont écartés d’environ 1m un de
l’autre.
Les calculs par éléments finis nous fournissent la résistance de couplage, R12,

et l’inductance mutuelle, L12, ainsi que les résistances propres, R11 et R22, et les
inductances propres, L11 et L22. Les résistances R1et R2 sont calculées en fonction
de la résistivité du matériau qui compose le conducteur et de sa surface transverse.
Sur le Tableau 3.8 on trouve les résultats de calcul en linéique. Les résistances de
propagation du courant le long du câble ont pour unité le [Ω/m], alors que les
résistances de couplage par le sol ont pour unité le [Ω ·m].

3.6.2.5 La méthode circuits

Suite au calcul des paramètres électriques et magnétiques, nous avons utilisé une
méthode du type « circuits », présentée à la section 3.3, pour modéliser les conduc-
teurs des Mollettes dans leur intégralité. Les conducteurs ont été échantillonnés de
façon à que les tronçons se trouvant dans la région des mesure d’EPS aient une
longueur réduite.
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Figure 3.6.4 – Configuration des conducteurs nus enterrés aux Mollettes.

Paramètre Valeur
R1 et R2 9, 3 · 10−5 Ω/m
R11 et R22 1540Ω ·m

R12 84Ω ·m
L1 et L2 2, 4 · 10−6 H/m

L12 2, 8 · 10−7 H/m

Table 3.8 – Paramètres électriques et magnétiques des conducteurs nus de Mol-
lettes.

143



Chapitre 3 Le calcul des EPS par une méthode hybride

Les conducteurs ont une longueur d’environ 600m chacun. Ils ont été modélisés
par une suite de cellules de plus petite taille, à savoir :
— 17 cellules de 20m de longueur chacune, en partant du poste.
— 60 cellules de 1m de longueur chacune, avec la ligne des mesures d’EPS se

trouvant sur la droite perpendiculaire à la cellule centrale de cette suite.
— 10 cellules de 20m chacune, en arrivant à la sous-station
Ces cellules sont du même type que celle présentée sur la Fig. 3.3.1. Le coefficient

final de chaque cellule doit être calculé en fonction de sa longueur.
Sur le schéma électrique, pour représenter la mise sous tension des conducteurs,

une source d’alimentation a été ajoutée du coté du poste. L’intensité de la tension
d’alimentation a été estimée à 40V . Par des mesures de décroissance du poten-
tiel électrique de la sous-station vers l’infini, nous avons pu évaluer la résistance
de prise de terre de la sous-station (notée Rsousta), dont la valeur a été de 0, 2 Ω.
La Fig. 3.6.5 nous montre les deux extrémités du modèle « circuits » développé.
Puisque les coefficients électriques de couplage entre cellules ont été calculés par
le biais d’un calcul éléments finis en 2D, chaque cellule se couple via le sol uni-
quement avec la cellule qui est directement en face. De même, on suppose que la
région où les mesures sont réalisées se trouve suffisamment loin des extrémités des
conducteurs pour que l’influence de ces derniers puisse être négligée, ce qui nous
permet d’admettre en tant qu’hypothèse la symétrie de translation.

Figure 3.6.5 – Schéma présentant, en circuit, les deux extrémités des conducteurs
enterrés.

La résolution mathématique de ce circuit électrique nous permet de calculer le
courant sur toutes les branches et le potentiel électrique sur tous les nœuds qui
composent les conducteurs. Pour comparer avec les résultats de calcul, nous avons
mesuré le courant électrique du coté poste et du coté sous-station. La comparaison
entre le calcul et la mesure est affiché sur le Tableau 3.9. Le courant indiqué est la
somme du courant mesuré pour chacun des câbles nus en valeur de pic.

Courant mesuré (A) Courant calculé (A) Écart relatif
Coté poste 146 146 0%

Coté sous-station 132 130,4 1%

Table 3.9 – Comparaison entre courant électrique calculé et mesuré.

144



3.6 Résultats

3.6.2.6 Le calcul et les mesures des EPS

Les mesures d’EPS ont été réalisées à l’aide de multimètres numériques à mé-
moire, synchronisés entre eux sur la même base de temps, et reliés à des électrodes
de terre. Les électrodes de terre ont été insérées dans le sol à une très faible profon-
deur. Elles ont été placées sur une droite perpendiculaire aux conducteurs enterrés.
Leur position exacte a été choisie de façon à retrouver une décroissance du potentiel
électrique de surface en fonction de la distance.
Dans le Tableau 3.10 on trouve les valeurs de potentiel électrique mesurées aux

Mollettes. On remarque que l’intensité du potentiel atteint un maximum au niveau
de la droite perpendiculaire aux conducteurs, pour ensuite décroitre en fonction
de la distance.

Distance
horizontale (m)

Potentiel en valeur
de pic (V)

-6 13.6
-1 21.9
1 21.8
3 19.0
7 15.6
10 12.6
14 9.9
19 7.5
24 6.5

Table 3.10 – Valeurs de potentiel mesuré en surface, en fonction de l’écartement
horizontal.

Pour le calcul des élévations de potentiel de sol, nous avons utilisé une modé-
lisation par la méthode des éléments finis en 3D en échelle réduite (voir section
3.4). Le rapport entre le rayon et la longueur des conducteurs simulés est tel qu’il
existe une différence de taille trop important entre les mailles qui composent le
maillage au niveau des câbles et celles qui compose le maillage au niveau sol plus
éloigné. Cet effet alourdit considérablement les calculs par éléments finis. A partir
d’une certaine longueur des câbles, la modélisation par éléments finis n’est plus
envisageable.
De ce fait, nous nous sommes limités à une longueur de conducteurs égale à 80m.

Cependant, le potentiel au niveau du sol ne doit pas dépendre de la longueur de
conducteur simulé. Les conducteurs réels ont une longueur de 600m chacun, alors
que les points de mesure ne dépasse pas 30m d’écartement horizontal par rapport
aux conducteurs. De ce fait, les extrémités des conducteurs doivent influencer très
peu sur les points de mesure dans ce contexte là. L’effet associé à la forme du
conducteur fait que les équipotentielles en surface ont quasiment la même forme
que les conducteurs eux mêmes, c’est à dire des lignes droites parallèles.
Pour montrer l’indépendance du calcul par rapport à la longueur des conduc-

teurs, nous avons effectué un calcul paramétrique avec plusieurs longueurs de
conducteur différentes. Un graphique qui comporte tous les résultats de simu-
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lation est présenté sur la Fig. 3.6.6. Comme on peut voir, une taille minimale de
conducteur simulé est nécessaire de façon à ne pas avoir des écarts trop importants
par rapport aux mesures. On remarque aussi que les courbes convergent lorsque
l’on augmente la longueur des conducteurs.

Figure 3.6.6 – Calcul et mesure du potentiel électrique en surface du sol aux
Mollettes en fonction de la distance horizontale par rapport aux
conducteurs accompagnants enterrés.

Dans la Fig. 3.6.7 la région affichée a été limitée à moins de 10m d’éloignement
horizontal par rapport aux conducteurs enterrés. En effet, il est plus important
de bien connaitre le potentiel dans cette région car l’intensité du potentiel y est
plus importante, ce qui amplifie le danger d’une éventuelle surtension. Aussi, ce
graphique permet d’observer avec plus de détails la convergence du potentiel.
On note que pour avoir une précision suffisante dans cette région de 10m, que

l’on appelle région d’intérêt, il n’est pas nécessaire de simuler de très longs conduc-
teurs . En effet, le gain de précision de calcul devient marginal lorsque l’on est au
delà d’une longueur de 55m.
Ce fait est illustré par le graphique présenté à la Fig. 3.6.8, où nous avons calculé

l’écart relatif entre le potentiel calculé, pour plusieurs longueurs de conducteur,
et le potentiel mesuré. L’axe horizontal a été tout de même limité à la région
d’intérêt.
On remarque que, pour des conducteurs simulés de longueur supérieur à 50m,

l’écart relatif est limité à moins de 20% du coté positif des abscisses. Alors que du
coté droit, il est légèrement au dessus de 20%.
Plusieurs sources d’erreur différentes peuvent expliquer les écarts observés par

rapport aux mesures, comme par exemple une imprécision pour le calcul des para-
mètres de sol. Les résultats sont quand même satisfaisants. Les valeurs de potentiel
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Figure 3.6.7 – Potentiel électrique calculé et mesuré aux Mollettes dans la région
à proximité des conducteurs.

Figure 3.6.8 – Écart relatif entre le potentiel calculé et le potentiel mesuré, pour
plusieurs longueurs de conducteurs simulés différentes.
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calculées sont, surtout dans la région d’intérêt, relativement proches des valeurs
de potentiel calculé.

3.7 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons présenté une méthode hybride, combinant la mé-

thode des éléments finis et une méthode « circuits », pour calculer des EPS dans
un système multiconducteurs et en présence d’un sol hétérogène multicouches.
Dans cette optique, nous avons tout d’abord présenté une méthodologie pour

le calcul, par la méthode des éléments finis, des coefficients de couplage entre
conducteurs en prenant en compte la présence du sol. Des coefficients de nature
magnétique, issus d’un couplage inductif entre conducteurs, et des coefficients de
nature électrique, issus d’un couplage par conduction entre conducteurs via l’im-
pédance commune qui est le sol, ont été calculés. Puisque le système ferroviaire
est symétrique par translation, le calcul de ces coefficients a été effectué dans un
modèle à 2 dimensions, c’est à dire dans un plan de coupe perpendiculaire à la
direction des rails.
Pour prendre en compte la propagation du courant électrique dans la troisième

dimension, les conducteurs doivent être modélisés dans leur intégralité. Nous les
avons alors intégrés dans une modélisation de type « circuit », dans laquelle chaque
conducteur a été divisé en plusieurs tronçons de différentes tailles. A chaque tron-
çon sont associées des résistances et des inductances, dont les valeurs ne dépendent
que de la longueur du tronçon et du conducteur auquel il appartient. Une source
de tension est fixée à un certain point du schéma « circuit », ce qui nous permet
de connaître la répartition du potentiel électrique sur tous les tronçons de tous les
conducteurs.
Cette méthode a pour principal avantage de ne pas requérir beaucoup de res-

sources informatiques. Aussi, elle nous permet de calculer le potentiel électrique et
les échanges de courant entre deux tronçons quelconques, ainsi qu’entre un tronçon
quelconque et le sol lointain. La précision du calcul est uniquement déterminée par
la taille des tronçons, elle peut être amélioré autant que l’on le souhaite.
La méthode “circuit” n’est pourtant pas, à elle seule, suffisante pour calculer les

EPS en contexte ferroviaire multiconducteurs. Pour cela, il est nécessaire d’intégrer
le sol dans un modèle éléments finis en 3 dimensions en échelle réduite, où l’on ne
modélise qu’une région de taille réduite autour de l’endroit où l’on souhaite calculer
le potentiel de sol. Les conducteurs modélisés sont maintenus à un potentiel fixe,
qui est celui calculé par la méthode « circuits ». Cela nous permet d’évaluer le
potentiel électrique en tout point de la surface du sol.
La méthode développée a été confrontée à des mesures réalisées sur le terrain.

Deux conducteurs de longueur importante, enterrés et en contact direct avec le
sol, ont été connectés à une source de tension à une de ses extrémités, et à la prise
de terre de la sous-station SNCF des Mollettes dans l’autre extrémité. Nous avons
mesuré les EPS produites sur une droite perpendiculaire aux conducteurs.
Ces mesures ont été utilisées pour une comparaison avec des résultats de calcul

issus de la méthode présentée dans ce chapitre. Pour cela, nous avons aussi dû
mesurer des résistivités apparentes de sol, ce qui nous a permis de construire
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un modèle de sol multicouches, et de déterminer le courant circulant dans les
conducteurs au niveau de chacune de ses extrémités.
Nous avons donc calculé des paramètres de couplage entre les deux conducteurs,

ainsi qu’entre chacun des conducteurs et le sol lointain. Ces calculs nous ont permis
de construire un modèle “circuit”, où chaque conducteur est modélisé par des
tronçons associés à des résistances et des inductances.
Dans une région d’intérêt, placée à moins de 8 m d’écart horizontal par rap-

port aux conducteurs, les valeurs obtenues sont limités à moins de 20% d’écart
par rapport aux mesure. Nous avons aussi calculé le courant électrique aux deux
extrémités des conducteurs. Dans ce cas, l’écart relatif par rapport aux mesures a
été limité à moins de 2%.
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La majorité des méthodes existant aujourd’hui pour le calcul des EPS ne per-
mettent pas la prise en compte de la nature hétérogène du sol et la présence de
conducteurs passifs enterrés en contact avec le sol. Or, dans le système ferroviaire
ces éléments ont une influence sur la distribution et l’intensité du potentiel élec-
trique dans le sol et doivent être pris en compte.
Dans cette optique, nous avons proposé une nouvelle méthode pour le calcul

des EPS, plus complète et par conséquent plus précise que celles existant aujour-
d’hui. Cette méthode permet d’intégrer dans la modélisation la présence d’un sol
hétérogène multicouche, construit à partir de mesures réalisées sur le terrain et
spécifiques à chaque contexte de sol. La présence de conducteurs enterrés dans la
région de l’EPS est prise en compte dans un modèle multiconducteurs qui permet
d’intégrer en même temps tous les conducteurs de la zone et leurs connexions.
Une première partie des travaux présentés est dédiée à l’étude et à la modéli-

sation du sol. Pour caractériser le sol, nous avons utilisé la méthode de Wenner,
qui permet de calculer des résistivités apparentes à partir de la mesure des poten-
tiels et des courants effectuées en surface du sol. Nous avons par ailleurs montré
que ces résistivités apparentes représentent une sorte de moyenne des résistivités
des constituants du sol, et donc ne peuvent pas être directement utilisées dans un
modèle de sol.
Afin d’avoir un modèle correct de sol, nous avons présenté une méthode de calcul

inverse, formulée comme un problème d’optimisation. Cette méthode nous permet
de reconstruire les couches de sol, et donc de retrouver des valeurs de résistivité
et d’épaisseur des couches, à partir des mesures de Wenner. En l’occurrence, nous
avons utilisé une méthode hybride combinant les algorithmes génétiques et les
algorithmes de recherche par motifs (pattern search).
Au moyen d’une série de simulations où l’on a appliqué la méthode de Wenner

sur un sol fictif, nous avons montré que les algorithmes génétiques convergent
rapidement vers la bonne solution dans le cas où le sol est relativement simple,
par exemple un sol à deux couches. Cependant, pour des sols à trois couches avec
un écart important de résistivité entre les couches, la méthode du pattern search
est nécessaire pour améliorer la convergence, en même temps que la précision et le
temps de calcul.
Cette méthode a été appliquée à des cas concrets, en fonction de mesures réalisées

sur le terrain. La méconnaissance des paramètres électriques à l’intérieur du sol
nous empêche d’avoir une validation directe de la méthode. Nous avons néanmoins
utilisé une méthode indirecte de validation, où nous avons calculé la résistance de
prise de terre d’une électrode particulière enterrée dans un sol multicouches, ce
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sol étant issu de la modélisation. Ce calcul a été comparé avec des mesures, et un
excellent accord a été trouvé, avec un écart relatif de moins de 2%.
La seconde partie des travaux présentés a été destinée à l’étude du comportement

des conducteurs en présence du sol, ainsi qu’à l’étude de la distribution du potentiel
de sol en présence de conducteurs enterrés. À cet égard, nous avons présenté une
méthode hybride composée de trois éléments principaux.
Premièrement, un calcul par éléments finis nous a permis de calculer à la fois

les couplages magnétiques, par induction entre conducteurs, et les couplages élec-
triques, par conduction via l’impédance commune qui est le sol, entre chaque paire
de conducteurs. Puisque le système ferroviaire est symétrique par translation, les
simulations sont réalisées dans un plan de coupe à deux dimensions, un plan per-
pendiculaire à la direction des rails. Les calculs des coefficients ont été réalisés par
trois méthodes différentes : le flux, la densité de courant et l’énergie. Des compa-
raisons avec des formules analytiques dans des situations simples nous ont amenés
à la conclusion que la méthode du flux est la plus précise parmi les trois.
Deuxièmement, ces coefficients ont été insérés dans un modèle “circuits” de façon

à modéliser les conducteurs dans leur intégralité. Les conducteurs sont alors divisés
en plusieurs tronçons, de différentes tailles, et intégrés dans un schéma « circuit
». Si l’un de ces tronçons est connecté à une source de potentiel, on est alors alors
capable de connaître le potentiel électrique au niveau de tous les autres tronçons
sur tous les conducteurs du système. On connaît aussi le courant échangé entre les
tronçons, ainsi qu’entre chaque tronçon et le sol.
Troisièmement, nous avons proposé un modèle à 3 dimensions du sol qui prend en

compte les conducteurs enterrés. Le potentiel électrique au niveau des conducteurs
est celui calculé par le schéma circuits. Cette modélisation est réalisée à petite
échelle, uniquement dans la région où l’on souhaite calculer le potentiel de sol.
Ces méthodes ont été utilisées dans le cadre d’une série de mesures effectuées

dans la région de Chambéry, à proximité de la sous-station ferroviaire des Mollettes.
Deux conducteurs de longueur importante, enterrés et en contact direct avec le
sol, ont été connectés à une source de tension à une de ses extrémités, et à la
prise de terre de la sous-station dans l’autre extrémité. Dans ce contexte, nous
avons mesuré le potentiel à la surface du sol sur une droite perpendiculaire aux
conducteurs. Nous avons aussi mesuré des résistivités apparentes de sol, afin de
construire un modèle de sol multicouches, ainsi que l’intensité du courant électrique
dans les deux extrémités des conducteurs.
A partir du modèle de sol obtenu à l’aide des algorithmes d’optimisation, nous

avons reproduit ces mesures en suivant la méthode de calcul que nous avons pré-
sentée dans le Chapitre 3. Les mesures de courant électrique ont été en très bon
accord avec les simulations, l’écart relatif étant plus faible que 2%. Cela était aussi
le cas pour les mesures d’EPS, où l’écart relatif n’a pas excédé les 20% dans une ré-
gion d’intérêt au voisinage des conducteurs. Avec les simulations, nous avons aussi
démontré la convergence des calculs par rapport à la longueur des conducteurs
simulés. En effet, nous avons montré, dans le contexte des mesures aux Mollettes,
que « l’effet de forme » des conducteurs sur l’EPS s’atténue pour une longueur
d’au moins 50m.

Certains aspects importants n’ont pas été suffisamment abordés dans ce manus-
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crit, ils sont alors traités dans les perspectives pour des futurs travaux. Concernant
l’étude du sol, deux points importants restent à traiter. Premièrement, il est né-
cessaire d’analyser l’impact de la permittivité électrique du sol dans les calculs.
Dans ce manuscrit, nous avons supposé que son effet est « de deuxième ordre »
dans les calculs d’EPS, ce qui nous a amené à poser la permittivité électrique re-
lative comme étant égal à 1. Une étude plus approfondie, cependant, reste à faire.
Deuxièmement, dans le cas de tensions élevées et de forts courants, le sol se com-
porte de façon non linéaire (voir en particulier les travaux de Petropoulos[93], de
Grcev [94], de Sekioka [95] et de Nixon [96]). Dans le cas des court-circuits phase-
terre dans un pylône du réseau de transport d’énergie à haute tension, cet effet
est très important. Suite à des court-circuits qui ont eu lieu, il a été observé que
le sol autour du pylône était beaucoup plus sec qu’ailleurs, grâce à la vaporisation
de l’eau. La résistivité du sol est par conséquent modifiée.
Il est aussi envisageable de construire un modèle de sol réel à petite échelle, à

partir de couches de matériaux différents. Ses résistivités pourraient être mesurées
directement, ce qui nous donnerait une méthode directe de validation des calculs
d’optimisation que nous avons proposés dans le Chapitre 2.
Concernant le calcul des EPS, deux point importants peuvent aussi être souli-

gnés. Premièrement, la prise en compte d’une électrode ponctuelle, ou de petite
taille, n’a pas été beaucoup développée dans le travail. Des calculs supplémen-
taires devraient alors être réalisés, accompagnés d’une série de mesures pour les
valider. Ce point est important surtout pour pouvoir traiter des situations de cou-
plage entre des prises de terre des pylônes du réseau d’énergie à haute tension
et des conducteurs ferroviaires. Deuxièmement, la dernière partie de la méthode,
c’est à dire la construction du modèle 3D à petite échelle pour le calcul des EPS,
alourdit un peu la démarche de calcul. Bien que les résultats soient relativement
satisfaisants il serait souhaitable d’envisager une approche générale permettant de
déterminer le potentiel en un point quelconque du sol uniquement à partir de la
description des structures en 2D et de la méthode hybride présentée. Une approche
pertinente envisagée concerne l’utilisation de l’analyse tensorielle des réseaux (mé-
thode de Kron), et plus particulièrement les travaux d’Olivier Maurice [97, 98],
dans le but d’intégrer les couplages entre conducteurs et le sol à la fois, dans le
même modèle, à partir d’une description modale de l’espace.
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Annexe A

Formule analytique pour le
potentiel : électrode ponctuelle et

sol homogène

Une formule analytique pour le potentiel électrique produit par une électrode
ponctuelle en sol homogène peut être par les relations entre la densité de courant
et le potentiel électrique. Par la loi d’Ohm, que l’on suppose valable pour le niveau
de tension/champ électrique auquel on se situe, on peut écrire :

~J = 1
ρ
~E = −1

ρ
~∇V (A.0.1)

Dû à la symétrie sphérique du problème, les équipotentielles sont des hémi-
sphères et les lignes de courants sont des droites perpendiculaires à ces dernières.
On en tire alors que la densité de courant est simplement :

∣∣∣ ~J ∣∣∣ = I
1
2 (4πq2) (A.0.2)

où I est le courant total injecté dans la terre et q est la distance par rapport à
l’électrode ponctuelle d’injection.
Grâce à la symétrie sphérique, nous avons que ~∇V = dV

dq

−→q
|q| et donc :

dV

dq
= ρI

2πq2 (A.0.3)

La solution de l’équation précédente est, à une constante additive près, la sui-
vante :

V = ρI

2πq (A.0.4)

Lorsque l’on se place en coordonnées cylindriques, la variable q s’écrit comme :

q =
√
r2 + z2 (A.0.5)
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L’équation A.0.4 s’écrit alors comme :

V = ρI

2π
√
r2 + z2

(A.0.6)
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Annexe B

Potentiel en surface produit par une
électrode ponctuelle surfacique en
présence d’un sol à N couches

Le potentiel en surface produit par une électrode ponctuelle enterrée en surface
d’un sol hétérogène composé de N couches empilées les une sur les autres est donné
par l’équation suivante [70] :

VN = ρ1I

2πx (1 + FN (x)) (B.0.1)

où x représente la distance par rapport à l’électrode, ρ1 est la résistivité de la
première couche de sol, I est le courant injecté par l’électrode et FN (x) est définit
par l’équation intégrale suivante :

FN (x) = 2x
ˆ ∞

0

KN1e
−2λd1

1−KN1e−2λd1
J0 (λx) dλ (B.0.2)

où d1 est l’épaisseur de la première couche de sol et :

KN1 = k1 +KN2e
−2λd2

1 + k1KN2e−2λd2
(B.0.3)

KN2 = k2 +KN3e
−2λd3

1 + k2KN3e−2λd3
(B.0.4)

...

KN N−2 = kN−2 +KN N−1e
−2λdN−1

1 + kN−2KN N−1e−2λdN−1
(B.0.5)

KN N−1 = kN−1 (B.0.6)
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où di représente l’épaisseur de la couche i. Le coefficient ki représente le « le coef-
ficient de réflexion » entre la couche indexée par i et la couche indexée par i + 1,
il est définit par :

ki = ρi+1 − ρi
ρi+1 + ρi

(B.0.7)
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Annexe C

La méthode des 62%

La méthode des 62% est une méthode semi-empirique souvent utilisée pour
mesurer la résistance de prise de terre d’une électrode sans que le retour du courant
n’influence sur la mesure. Pour l’appliquer, il est nécessaire d’utiliser, en plus de
l’électrode dont la résistance on souhaite mesurer, indexée par le numéro 1, deux
autres électrodes de terre, indexées par les numéros 2 et 3. La disposition de ces
électrodes est représentée sur la Fig. C.1.

Figure C.1 – Disposition des électrodes pour la méthode des 62%.

Comme on peut voir sur l’image, les électrodes 1 et 3 sont connectées entre elles
à travers une source de potentiel et un ampèremètre. L’électrode 2 est connectée
à l’électrode 1 par un voltmètre.
La valeur D dépend aussi du type de sol et donc ne peut pas être fixée au

préalable. Néanmoins, il est nécessaire que D soit suffisamment grand pour que les
électrodes 1 et 3 n’interagissent pas directement entre elles. Puisque l’électrode 2
est placée entre les électrodes 1 et 3, il faut que 0 < f < 1.
Dans ces conditions, lorsque l’on déplace l’électrode 2 le long de la droite formée

par les électrodes 1 et 3, on aura une courbe de potentiel électrique mesuré qui
ressemble celui présenté sur la Fig. C.2.
Puisque les électrodes 1 et 3 sont relativement éloignées l’une de l’autre, il n’y a

pas d’interaction entre l’EPS produite par l’électrode 1 l’EPS produite par l’élec-
trode 3. On peut alors assumer que le potentiel électrique dans la zone plate la
courbe représente le potentiel électrique entre l’électrode 1 et l’infini. Par plusieurs
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Annexe C La méthode des 62%

Figure C.2 – Différence de potentiel entre les électrodes 1 et 2.

séries de mesures, réalisées dans des différents contextes, il a été montré que cette
affirmation est d’autant plus vraie que la courbe est plate dans la région équivalente
à 62% de la distance totale entre les électrodes 1 et 3 [78].
La méthode consiste à alors à mesure le potentiel directement au point 62%, et

ensuite s’assurer que la mesure ne varie pas ou peu en déplaçant l’électrode 2 à
+10% et −10% de part et d’autre de la mesure initiale. Si la mesure varie, il faut
augmenter la distance D et recommencer les mesures.
La résistance de prise de terre de l’électrode sera égale au rapport entre le

potentiel mesuré au point 62% et le courant électrique injecté dans le sol.
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