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Introduction générale

Objectif principal du sujet de thése

L’objectif principal de cette these est d’identifier et proposer les meilleures stratégies pour
établir des modéles capables de prédire avec précision les événements ou tendances futures,
en particulier les risques et les conséquences des accidents vasculaires cérébraux.

Motivations et contextes

L’accident vasculaire cérébral (AVC) est la cause la plus fréquente d’incapacité physique
chez les adultes et la troisiéme cause de déces a 1’échelle mondiale. Malgré I'introduction
de traitements efficaces pour ’AVC, la réadaptation précoce et la prévention secondaire,
la plupart des survivants d’'un AVC présentent des comorbidités médicales, des troubles
physiques et / ou cognitifs qui nécessitent une évaluation et une gestion actives continues.
Il a été estimé que le nombre annuel d’AVC incident dans le monde atteindrait 23 millions
a I'horizon de 2030 [1], du fait du vieillissement de la population. La gestion et la prise
en charge des patients survivant a un AVC représente alors, I'un des plus grands défis
en santé publique. Les systémes de santé peinent a trouver de meilleures solutions pour
I’amélioration de la qualité, 'efficacité et la réduction des cotits des soins. L’une des
solutions qui se présente est la construction et I'utilisation de modeles d’analyse prédictive.

Les questions de recherche et les objectifs de cette thése

Pour garantir la construction d’un modéle de prédiction précis et interprétable, les mé-
thodes de régularisation sont souvent des méthodes de prédilection. La régularisation est
essentielle pour réussir la modélisation statistique des données modernes, en 'occurrence
dans le domaine de la santé. En général, ces données sont de grande dimension, par-
fois bruitées et contiennent souvent des covariables non pertinentes. Le premier défi que
nous relevons dans cette thése est de mieux comprendre ces différents aspects, expliquer
I'importance de la régularisation dans les modeéles d’analyse prédictive et proposer une
nouvelle méthode de régularisation. Pour ce faire, nous étudions le modéle de régression
statistique avec une approche probléme inverse. En associant le cadre théorique des pro-
blémes inverses avec celui des statistiques robustes, nous caractérisons et proposons une
nouvelle méthode de régularisation. Nous évaluons et validons les performances de la mé-
thodologie proposée par rapport & d’autres méthodes (lasso [2|, lasso adaptatif [3], ridge
[4], elastic-net [5]) & I'aide de simulations et données réelles basées sur le registre d’AVC
du Sud de Londres (SLSR)[6].

Le deuxiéme défi que nous relevons, est le développement et la conceptualisation d’une
bonne stratégie de modélisation permettant de prédire a long-terme (5 ans), les consé-
quences post-AVC telles que le déficit cognitif, la dépression ou la mortalité. Tilling,



Toshke et Douiri |7, 8, 9] ont montré qu'’il est possible de construire des «courbes de
récupération» au fil du temps pouvant prédire ’évolution de I'incapacité physiguésd un
individu aprés un AVC & court ou moyen terme (52 semaines). Ce travail de thése contris
bue au développement de la méthodologie des « courbes de récupération» ! et ge d un peint
de vue mathématique et applicatif. D’un point de vue mathématique, nous_construisons
des « courbes de récupération régularisées » a l’aide des modeéles a effetg mixtes au lieu
des méthodes de régression classiques. Nous évaluons également la performance de ces
modeéles en utilisant a la fois des métriques traditionnelles (discrimination et étalonnage)
et non traditionnelles (utilité clinique). D’un point de vue applicatif; nousatilisons ’ap-
proche des « courbes de récupération régularisées » pour prédire a longsterme (5 ans), le
déclin cognitif chez un individu aprés un AVC. Cette méthodologie est ainsi développée et
évaluée, pour la premiére fois, pour des prévisions a long termie ét d’alifres conséquences
d’AVC, en l'occurrence le déficit cognitif.

Les avantages tirés des modéles a effets mixtes par rapport aux meéthodes de régression
traditionnelles, nous ont conduits & comparer cette classefde,modéles avec des approches
de modélisation plus complexes, a savoir les modeéles espace-états

Par ce travail, nous offrons un cadre de modélisatien eptimalépermettant 'utilisation des
modeles a effets mixtes dans des situations souvent approchées par des modéles espace-
état, mais ne nécessitant pas un tel cadre de modélisation eomplexe.

C’est la premiére fois, a notre connaissance, qué eettémnéthodologie est présentée d’une
maniére détaillée et explicite avec une application/@a I’ AVC.

Motivés par des considérations a la fois théeriques; mumériques et pratiques, nous pro-
posons une stratégie générale pour transfornier tm modeéle espace-état en modéle a effets
mixtes. Cette méthodologie est ensuité appliquiée aux séries chronologiques structurelles,
généralement approchées par un cadre espace-état. Nous comparons également des pro-
cédures d’estimation, spécifiques aux modeles espace-état (filtre de Kalman) [11], a des
procédures propres a un modeéle a effets-mixtes (REML-BLUP)[12]. Nous illustrons et
validons le cadre théorique proposé via des simulations et des données réelles basées sur
le registre d’AVC du Sud de Londres (SLSR).

Plan de la thése

Cette thése est organisée en quatre chapitres.
Chapitre 1 : Revue bibliographique
Ce chapitre faitd’objetid uneérevue bibliographique, et est scindé en trois grandes sections.

La premieére section, modele et modélisation, donne un apercu des modéles d’analyse pré-
dictive, aSavoiry leimodele linéaire (LM), le modéle linéaire généralisé (GLM), le mo-
dele additif (MA), le modéle additif généralisé (GAM), le modéle linéaire a effets mixtes
(LMD, le modeéle linéaire a effets mixtes généralisé (GLMM), le modéle additif mixte
généralisé(GAMM) et le modéle espace-état.

Dans latdeuxiéme section, techniques de régularisation et sélection de variables, nous
passons en revue les principales méthodes de régularisation et de sélection de variables
existantes dans la littérature. Nous commengons par rappeler les définitions de ces mé-

1. Traduction francaise de "recovery curve", une méthodologie introduite par K. Tilling [10].



thodes et les conditions idoines pour leur utilisation. Ensuite, nous décrivons 1’algorithme
de descente par coordonnée (coordinate descent), connu pour son adaptabilité aux mé-
thodes de régularisation, et nous 'appliquons a différentes méthodes de régularisation.

La troisiéme et derniére section de ce chapitre, construction et conceptualisation d’un
modéle de prédiction clinique avec application a l'accident vasculaire cérébral, fait 'objet
d’une réflexion et d’une synthése globale sur les différentes méthodologies de construction
de modéles de prédiction clinique.

Nous commencons par définir le concept et le processus derriére la construction de ces
modéles et nous les classifions. Ensuite, nous discutons les conditions nécessaires a la
conduite de cette méthodologie de recherche ainsi que ses limitations.

Comme application, nous avons choisi l'accident vasculaire cérébral (AVC), un sujet d’im-
portance significative pour la santé publique. Nous définissons ’AVC et ses conséquences,
en 'occurrence la déficience cognitive post-AVC. Finalement, nous passons en revue les
travaux menés sur la modélisation prédictive du risque post-AVC, en particulier la mé-
thodologie « des courbes de récupération ».

Chapitre 2 : Une approche probléme inverse pour les modéles de régression
régularisés avec application a la prédiction de la récupération fonctionnelle
post-AVC.

Ce chapitre a été publié¢ dans une revue [13] et est traduit en langue francaise dans ce
manuscrit de thése. Il a également fait I’'objet de deux présentations orales :

La premiére lors de la "1st International Conference on Research in Applied
Mathematics and Computer Science (ICRAMCS 2019), Université Hassan-
2, Casablanca, Maroc (Mars 2019)."

La deuxiéme lors de la "2nd IMA Conference On Inverse Problems From Theory
To Application, University College London, Uk. (September 2019)".

Dans ce chapitre, nous montrons que le modéle de régression peut étre formulé comme un
probléme inverse qui mesure I’écart entre 1’observation et les données produites par la re-
présentation des prédicteurs. Cette approche pourrait effectuer simultanément la sélection
de variables et I’estimation des coefficients. Nous nous sommes concentrés particuliérement
sur un probléme de régression linéaire, Y ~ N(X,01,), ou € RP est le paramétre d’in-
térét et ses composantes sont les coefficients de régression.

Le probléme inverse permet de trouver une estimation du parameétre 3, qui est lié par
lopérateur linéaire (L : f — X [3) aux données obsérvées Y = X5 + e.

Ce probléme pourrait étre construit en trouvant une solution dans le sous-espace affine
L7Y(Y). Cependant, en présence de colinéarité, de données de grande dimension et d’'un
conditionnement élevé de la matrice de covariance relative aux données, la solution peut ne
pas étre unique. L’introduction d’une information préalable pour réduire le sous-ensemble
L7Y(Y) et régulariser le probléme inverse est alors nécessaire.

Forts du solide cadre de la statistique robuste de Huber, nous proposons un régularisa-
teur optimal pour le probléme de régression. Nous évaluons et comparons la méthode de
régularisation proposée par rapport a d’autres méthodes de régularisation : ridge, lasso,
adaptive-lasso et 'elastic-net sous différents scénarios, a savoir, un conditionnement élevé
de la matrice de covariance relative aux données et une grande amplitude d’erreur, et
ce, sur des données simulées et réelles basées sur le registre des accidents vasculaires cé-
rébraux du sud de Londres (SLSR). L’approche proposée peut étre étendue au modeéle
linéaire a effets-mixtes. Le cadre des problémes inverses, associé a la méthodologie statis-



tique robuste, offre ainsi de nouvelles perspectives de recherche en matiére de régression
statistique et d’apprentissage automatique.

Chapitre 3 : Prédiction du risque de déclin cognitif a long-terme aprés un
AVC ischémique.

Ce chapitre est accepté pour publication dans la revue "Journal of stroke and cerebrovas-
cular diseases, ELSEVIER". 1l est repris dans ce manuscrit avec plus de détails au niveau
de la stratégie de modélisation mathématique.

Dans ce chapitre, nous développons et validons un modéle prédictif centré sur le patient
pour estimer le risque de déclin cognitif a long terme (5 ans) aprés un AVC ischémique.
Nous évaluons les écarts entre la récupération observée et prévue ainsi que les différences
dans les tendances de récupération. D’un point de vue mathématique, ce travail développe
la stratégie de modélisation basée sur les "courbes de récupération”. 11 évalue la robus-
tesse de cette méthodologie et sa capacité a prédire, a long terme, une des conséquences
importantes d’AVC, qu’est la déficience cognitive.

Une autre contribution inédite de ce travail, est le développement des "courbes de ré-
cupération régularisées” par le biais des modéles a effets mixtes pour des prédictions a
long-terme. Nous évaluons également la performance de ces modéles en utilisant a la fois
des métriques traditionnelles (discrimination et étalonnage) et non-traditionnelles (utilité
clinique). Les résultats de cette recherche, d’un point de vue clinique, seront utilisés pour
fournir des informations pronostiques aux survivants d’'un AVC et a leurs familles, dans
le but de faciliter leur suivi & long terme et aider a 1’élaboration de plans de soins et de
gestion adaptés.

Chapitre 4 : Séries temporelles structurelles : de la formulation espace-état a
la représentation en modéle a effets mixtes.

Ce chapitre est un travail en cours et sera soumis pour publication aprés quelques amé-
liorations.

Dans ce chapitre, nous proposons une stratégie générale pour transformer un modéle
espace-état en modéle a effets mixtes. Cette stratégie est ensuite appliquée a la classe des
séries chronologiques structurelles, souvent traitée par une approche espace-état, et dont
le principal objectif demeure ’analyse et la prédiction.

Par ce travail, nous proposons une méthodologie optimale permettant 1'utilisation des mo-
deles a effets mixtes pour des cas ne nécessitant pas un cadre de modélisation complexe,
a savoir les modéles espace-état. Comme limitation de la méthodologie proposée, nous
étudions et discutons le cas de modéles espace-état générant une matrice de transition
avec plus de deux parameétres.

Via des simulations et des données réelles, utilisant le registre d’AVC du Sud de Londres
(SLSR) [6], nous montrons que les estimations basées sur le filtre de Kalman [11], spé-
cifique aux modéles espace-état, sont quasi-équivalentes a la meilleure prédiction linéaire
sans biais (BLUP), basée sur le RMLE [12], dans un modéle a effets mixtes.

La méthodologie proposée est appliquée pour la premiére fois & des données d’AVC, dans
le but de décrire la variation du score de Barthel moyen des patients victimes d’AVC enre-
gistrés dans le SLSR, et ce, au cours des 23 derniéres années. Elle est également appliquée
pour évaluer I'impact de la mise a jour des directives et conseils cliniques sur le diagnostic
et la prise en charge des patients victime d’AVC, dans les 48 heures suivant ’apparition
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des symptomes.

Dans cette étude, nous nous sommes restreints au "local level model" pour illustrer et
valider la méthodologie proposée.

Comme perspectives, nous souhaitons élargir cette étude en appliquant les différents mo-
deéles étudiés théoriquement, sur d’autres problématiques de santé publique, en ’occurence

les AVC.
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Chapitre 1

Revue bibliographique

1.1 Modéles et modélisation

Les modeéles sont utilisés dans la plupart des disciplines scientifiques comme substituts
de la réalité. Il se peut qu’il soit pratiquement impossible de mener des expériences sur
un systéme physique, et donc faire recours & un modéle soit pour remplacer le dit systéme
ou bien le généraliser & de nouvelles situations. Un modéle d’évolution décrit le compor-
tement d'un systéme a l'aide d’un langage mathématique. Ce dernier pourrait étre un
ensemble d’équations différentielles comme il pourrait étre une régle pour combiner des
observations passées. Les modéles mathématiques présentent un intérét et une utilisation
particuliers pour l'ingénierie et la science. Etant donné qu’ils sont utilisés et revétent une
importance dans tant de domaines différents, il existe bien entendu une grande variété de
types de modeéles et de techniques de modélisation. Il existe également plusieurs domaines
étudiant ’acte de modélisation, chacun avec sa propre nomenclature. L’art de la modéli-
sation consiste a trouver un équilibre permettant de répondre aux questions posées ou de
se poser de nouvelles questions. La complexité du modéle dépendra alors du probléme et
de la réponse requise, de sorte que différents modéles et analyses peuvent étre appropriés
pour un méme ensemble de données.

Dans cette thése, I'intérét est porté particulierement a la modélisation statistique avec ses
différents approches et modéles.

La modélisation statistique peut étre considérée comme un outil puissant pour développer
et tester des théories a travers ’explication causale, la prédiction et la description.

Dans de nombreuses disciplines, il existe une utilisation quasi-exclusive de la modélisation
statistique pour l'exploration causale, selon laquelle les modéles a fort pouvoir explica-
tif sont d’un pouvoir prédictif élevé. Dans différents domaines, tels que 1’économie, la
psychologie, ’éducation et les sciences de ’environnement, les modéles statistiques sont
majoritairement utilisés pour 'explication causale, et les modéles possédant un pouvoir
explicatif élevé jouissent d’un pouvoir prédictif inhérent. Dans des domaines tels que le
traitement du langage naturel, la bio-informatique et I’épidémiologie, I'accent mis sur
I’explication causale par rapport a la prédiction empirique est plus mitigé.

La caractéristique clé d’un modéle statistique est que la variabilité est représentée a ’aide
de distributions de probabilités. Ces distributions forment les éléments de base & par-
tir desquels le modéle est construit. En régle générale, le modéle doit tenir compte des
variations aléatoires et systématiques. Le caractére aléatoire associé a la distribution de
probabilité explique la dispersion aléatoire dans les données, tandis que le modéle systé-
mique est supposé étre généré par la structure du modéle.

Concernant le volet modeles et modélisation, nous nous intéressons majoritairement au
modeéle linéaire & effets mixtes et au modéle espace-état.
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Ces différentes approches de modélisation ont largement servi a 1’obtention des résultats
clés de cette thése. C’est pourquoi nous présentons et décrivons soigneusement les mo-
déles, I'intuition, les hypotheéses et les compromis derriére chacune des méthodes que nous
considérons.

En premier lieu, nous examinons le modéle linéaire (LM), qui est le point de départ
fondamental de tous les modeéles d’analyse prédictive. Nous présentons également des ex-
tensions de ce modéle, & savoir, le modéle linéaire généralisé (GLM), le modéle additif
(AM) et le modele additif généralis¢é (GAM). La figure 1.1 donne un apercu général des
liens existants entre différents modéles d’analyse prédictive. Elle montre également que
nous pouvons combiner des modéles mixtes et additifs pour obtenir une classe de modéle
plus sophistiquée a savoir le modéle additif mixte généralisé (GAMM).

En second lieu, nous donnons une emphase spéciale au modéle linéaire a effets mixtes
(LMM). Dans ce sens, nous définissons le (LMM) et les notions d’effets fixes et aléatoires.
Nous estimons les paramétres de variance de ce modéle via la méthode du maximum
de vraisemblance (ML) et celle du maximum de vraisemblance restreint (REML). Nous
décrivons et comparons trois algorithmes permettant d’optimiser le calcul de ces estima-
tions : Espérance-maximisation (E-M), Newton-Raphson (NR) et Score de Fisher (Fisher
scoring). Nous généralisons le (LMM) au modéle linéaire mixte généralisé (GLMM).
Finalement, nous fournissons une description des modéles espace-état que nous jugeons
nécessaire a la compréhension du chapitre 4. Des méthodes d’estimation de tels modéles
sont ensuite expliquées en deux temps : 'estimation des variables cachées avec le filtre de
Kalman, puis celle des paramétres avec ’algorithme E-M.

Modeéle d'analyse

( > prédictive ¢ }

Modéle additif mixte
généralisé (GAMM)

( B
Modéle linéaire mixte

Modéle additif généralisé (GLMM)
généralisé (GAM) ¢

Modéle linéaire mixte
(LMM)

| [ —

Modéle linéaire
geénéralisé (GLM)

T J
I

Modele linéaire (LM)

Autres Modéle espace-état

Modeéle additif (AM)

FIGURE 1.1 — Apercgu général et lien entre les modéles d’analyse prédictive.
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1.1.1 Modéle linéaire

Le modéle linéaire (LM) est le modéle statistique de base que I’on utilise pour analy-
ser une expérience ol I’on étudie sur n unités expérimentales les variations d’une variable
réponse y en fonction de facteurs qualitatifs ou quantitatifs, appelés aussi variables expli-
catives. Le modéle linéaire s’écrit :

¢ est le numéro de 'unité expérimentale.

i est 'espérance de Y; et inclut 'effet de variables explicatives.

¢; est une variable aléatoire résiduelle, appelée erreur, incluant la variabilité du matériel
expérimental, celle due aux variables explicatives non incluses dans le modéle, et celle due
aux erreurs de mesure.

Selon la nature des variables incluses dans la partie explicative p; du modéle, on distingue
trois grandes catégories de modéle linéaire :

Lorsque les variables explicatives sont quantitatives, le modéle est appelé modéle de ré-
gression : simple s’il n’y a qu’une seule variable explicative, multiple sinon.

Lorsque les variables explicatives sont qualitatives, elles sont appelées facteurs et le mo-
déle ainsi construit est un modeéle d’analyse de la variance.

Lorsque les variables explicatives sont a la fois de nature quantitatives et qualitatives, le
modéle ainsi construit est un modéle d’analyse de la covariance.

Structure aléatoire

Nous supposerons que la variable aléatoire Y; a une distribution normale avec une

moyenne fi; et une variance o2, :

Yi ~ N (s 0%

Nous supposons également que les observations sont mutuellement indépendantes. Cette
hypothése nous permet d’obtenir la distribution conjointe des données comme un simple
produit des distributions de probabilité individuelles, qui sont a la base de la construction
de la fonction de vraisemblance qui sera utilisée pour I'estimation des paramétres et les
tests. Lorsque les observations sont indépendantes, elles sont également non corrélées et
leur covariance est nulle, donc cov (Y;,Y;) = 0 pour ¢ # j. Il sera pratique de collecter les n
réponses dans un vecteur colonne Y, que nous considérons comme une réalisation d’un vec-
teur aléatoire Y de moyenne E(Y) = p et matrice de variance-covariance var(Y) = o1,
ol I est la matrice identité. Les éléments diagonaux de var(Y) sont égales a o2 et les
éléments hors diagonale sont tous nuls, donc les observations n ne sont pas corrélées et
ont les mémes variances. Sous 'hypothése de normalité, Y a une distribution normale
multivari¢ Y ~ N, (i, 0?1).

Structure systématique

Supposons que nous ayons des données avec p prédicteurs x4, ..., x, qui prennent des
valeurs x;1, ..., 2;. Nous supposons que p; est une fonction linéaire des prédicteurs

pi = Bixi + Baxiz + .. . + Bpxip
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Les coefficients [3; sont appelés coefficients de régression. Cette équation peut étre écrite
d’une maniére plus compacte en utilisant la notation matricielle :

pi = x;. (1.2)

ol x} est un vecteur ligne contenant les valeurs des prédicteurs. 5 est un vecteur colonne
contenant les coefficients de régression. De maniére encore plus compacte, nous écrivons :

p=Xp. (1.3)

ol X est une matrice n X p contenant les valeurs des prédicteurs p pour les unités n. La
matrice X est généralement appelée le modéle ou la matrice de conception. L’expression
X [ est appelée le prédicteur linéaire.

Le modéle linéaire le plus simple possible suppose que p; = p pour tout ¢. Ce modéle est
souvent appelé modéle nul, car il ne postule aucune différence systémique entre les unités.
Le modéle nul peut étre obtenu comme cas particulier de I’équation (1.2) en définissant
p=1cet x; =1 pour tout .

Nous pouvons également définir un modeéle ot chaque unité a sa propre valeur y;. Ce mo-
déle est appelé le modele saturé car il a autant de parameétres dans le prédicteur linéaire
(ou parameétres linéaires) que d’observations. Le modéle saturé peut étre obtenu comme
cas particulier de I’équation (1.2) en définissant p = n et en laissant z; prendre la valeur
1 pour I'unité ¢ et 0 sinon. Dans ce modéle, les & sont des variables indicatrices pour les
différentes unités, et il n’y a plus de variation aléatoire.

Evidemment, les modéles nul et saturé ne sont pas trés utiles. La plupart des modéles
statistiques se situent entre les deux.

Estimation des paramétres

Considérons pour l'instant un modéle abstrait ou p; = z%5.
L’objectif est d’estimer les paramétres (3 et o2 & partir des données. Pour ce faire, nous
utilisons la fonction de vraisemblance (ou plus simplement vraisemblance), qui est une
fonction des paramétres d’un modéle statistique calculée a partir de données observées.
La fonction de vraisemblance est définie en fonction d’un vecteur de paramétres 6 = (3, 0%)
comme la densité des données observées par rapport & une mesure de probabilité discréte
ou continue.

Estimation de 3

Le principe de vraisemblance nous demande de choisir les valeurs des parameétres qui
maximisent la vraisemblance, ou de maniére équivalente, le logarithme de la fonction de
vraisemblance. Si les observations sont indépendantes, alors la fonction de vraisemblance
est un produit des densités normales. En introduisant le logarithme, nous obtenons la
log-vraisemblance normale [14] :

logl (B,0?%) = —g log (2wo?) — %Z (y; — ps)® /o (1.4)

ou p; = 5. Maximiser la log-vraisemblance par rapport aux parameétres linéaires 5 pour
une valeur fixe de 02 est équivalent & minimiser la somme des carrés des différences entre
les valeurs observées y; et p;, appelée également la somme des carrés résiduels (RSS)

RSS(B) = 3 (4 — w)* = (y — XB)'(vy — XB). (1.5)
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En d’autres termes, nous devons choisir des valeurs de S qui rapprochent le plus possible
les valeurs ajustées p; = 2} aux valeurs observées y;.

Prendre des dérivées de la somme des carrés résiduels (RSS) par rapport a 5 et définir la
dérivée égale a zéro conduit aux équations dites normales pour 'estimateur du maximum
de vraisemblance B :

X'X3 =Xy

Si la matrice du modéle X est de rang complet, de sorte qu’aucune colonne n’est une
combinaison linéaire exacte des autres, alors la matrice X’ X est de rang complet et peut
étre inversé pour résoudre les équations normales. Cela donne une formule explicite pour
I'estimateur des moindres carrés ordinaires (MCO) ou du maximum de vraisemblance des
parameétres linéaires :

B = (X'X)""Xy. (1.6)

Si X n’est pas de rang complet, on peut utiliser des inverses généralisés, mais 'inter-
prétation des résultats est beaucoup plus simple si I'on élimine simplement les colonnes
redondantes.

Il existe plusieurs méthodes numériques pour résoudre les équations normales, y compris
des méthodes qui opérent sur X’'X, comme ’élimination de Gauss ou la décomposition
de Choleski, et des méthodes qui tentent de simplifier le calculs en factorisant la matrice
du modele X, y compris les réflexions de Householder, les rotations de Givens et 1’ortho-
gonalisation de Gram-Schmidt. Pour plus de détails, voir [15].

Les résultats précédents ont été obtenus en maximisant la log-vraisemblance par rapport
A 8 pour une valeur fixe de o2. Le résultat (1.6) ne dépend pas de o2, et est donc un
maximum global.

Propriétés de ’estimateur

Les estimateurs des moindres carrés sont non biaisés :

E(8) = 8. (1.7)

On peut également montrer que si les observations ne sont pas corrélées et ont une variance
constante o2, la matrice de variance-covariance de ’estimateur MCO s’écrit :

var(8) = (X'X) ' o2 (1.8)

Une autre propriété de l'estimateur MCO est que sa variance est la plus faible parmi
tous les estimateurs non biaisés, c’est-a-dire ¢’est le meilleur estimateur linéaire sans biais
(BLEU). Puisqu’aucun autre estimateur sans biais ne peut avoir une variance plus faible
pour une taille d’échantillon fixe, nous disons que les estimateurs MCO sont efficaces.

Estimation de o2

La substitution de 'estimateur MCO de § dans (1.4) donne une vraisemblance profilée

pour o2

logl (¢°) = —g log (2m0?) — %RSS(B)/O’2

Différencier cette expression par rapport & o2 et fixer la dérivée a zéro conduit & I’estima-
teur du maximum de vraisemblance

6% = RSS(B)/n
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Cet estimateur se trouve étre biaisé, mais le biais est facilement corrigé en divisant par
n — p au lieu de n. La situation est exactement analogue a l'utilisation de n — 1 au lieu
de n lors de I'estimation dune variance.

1.1.2 Modéle linéaire généralisé (GLM)

En statistiques, le modéle linéaire généralisé (GLM) est une généralisation flexible de
la régression linéaire. Les modéles linéaires généralisés ont été formulés par John Nelder
et Robert Wedderburn [16] comme un moyen d’unifier les modeéles statistiques y compris
la régression linéaire, la régression logistique et la régression de Poisson. Ils proposent une
méthode itérative dénommée méthode des moindres carrés repondérés itérativement [17]
pour 'estimation du maximum de vraisemblance des parameétres du modéle.

Présentation du modéle

Soit y1,...,y, n observations indépendantes. Nous traitons y; comme une réalisation
d’une variable aléatoire Y;.
Dans le modéle linéaire généralisé, nous supposons que Y; a une distribution normale de

moyenne fi; et variance o2
2
Y; ~ N (pi,0°)

Nous supposons en outre que j; une fonction linéaire de p prédicteurs telle que

/
wi = x;3
avec 3 un vecteur de paramétres inconnus. Nous généraliserons cela en deux étapes, en
traitant les composantes aléatoires et déterministe du modéle.

Famille exponentielle

Nous supposons que les observations proviennent d’une distribution qui appartient a
la famille exponentielle [18, 19] :
yiti — b (6:)

f i) = eXp{ @ T C<yi>¢>}

0; et ¢ sont des paramétres et a;(¢), b (0;) et ¢ (y;, @) sont des fonctions connues. La fonction
a;(¢) est définie par
ai(¢) = ¢/p;

avec p; des poids connus, généralement p; = 1.
0; est appelé paramétre naturel de la famille exponentielle. ¢ est appelé paramétre de dis-
persion. Si Y; est défini par une distribution appartenant a la famille exponentielle alors :

E(Y;) = =0 (0;)
var (Y;) = o7 = b" (0;) ai(9)

avec b' (0;) et b” (0;) sont les dérivées premiéres et seconde de b (6;) .
Quand a;(¢) = ¢/p;, la variance est définie simplement par :

var (Y;) = o7 = ¢b" (6:) /pi
La famille exponentielle inclut comme cas particuliers les distributions gaussiennes nor-
males, binomiales, de Poisson, exponentielles, gamma et inverses.
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Exemple 1.1. Distribution gaussienne

La densité de probabilité de la loi normale s’écrit :

N 1 < _1(%-%)2
f(y”‘mep{ = }

Nous avons : (y; — pi)z = y? + u? — 2y;p; alors le coefficient de y; est p; /0.
Nous identifions 6; avec u; et ¢ avec o2, ot a;(¢) = ¢.
Nous réécrivons :

1,2 2
B Yikti — 5k y; 1 2
f <y2> - eXp { 0_2 - 20_2 - 5 log (277—0— )}

Alors : b(6;) = 20% ot (0; = ;).

2
La moyenne et la variance sont données par :

E(Y;) =0 (0;) = 0; =
var (Y;) = 0" (6;) a;(¢) = o>

La fonction lien

Le deuxiéme élément de la généralisation est qu’au lieu de modéliser la moyenne, nous
allons introduire une transformation injective, différentiable et continue g (i;) et nous
nous intéressons a :

ni = g ()

La fonction g (u;) est appelée fonction lien. Elle exprime une relation fonctionnelle entre
la composante déterministe et la composante aléatoire.
Des exemples de la fonction lien incluent I'identité, le log, logit i.e. In(n/(1 — 7)), etc.

Nous supposons en outre que la moyenne transformée suit un modéle linéaire tel que :

n; = X, 3

1n; est appelé prédicteur linéaire.

Puisque la fonction lien est injective alors :
pi =g " (x0)

Le modele de p; est généralement plus compliqué que le modéle de ;. Notez que nous ne
transformons pas la réponse y;, mais ;.

1.1.3 Modéle additif (MA)

En statistique, un modele additif (MA) est une méthode de régression non paramétrique.
Il a été suggéré par Friedman et Werner [20]. Il peut étre considéré comme une générali-
sation de la régression linéaire [21].

Le modéle additif utilise un lissage unidimensionnel pour créer une classe restreinte de mo-
déles de régression non paramétriques. Il est plus flexible qu'un modéle linéaire standard,
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tout en étant plus interprétable qu'une surface de régression générale au prix d’erreurs
d’approximation.

Etant donné un ensemble de données {y;, 71, ..., 75 }7_;, le modéle additif a la structure
sulvante :

P
Elyilwi, ..., 2ip] = Bo + Z fi(@i)

j=1

ou bien

Y =Fo+ ) fi(X;) +e
j=1

Avec E(e) = 0, Var(e) = o2 et E[f;(X;)] = 0.

Les fonctions f;(x) sont des fonctions de lissage inconnues ajustées a partir des données.
Ajuster le modele additif, c-a-d les fonctions f;(x;;), peut se faire en utilisant 1’algorithme
de backfitting [21].

1.1.4 Modéle additif généralisé (GAM)

Les modéles additifs généralisés (GAM), proposés par Hastie et Tibshirani [22], sont
une extension des modéles linéaires généralisés (GLM). Le GAM fournit une structure
pour généraliser un modéle linéaire général en permettant l’additivité des fonctions non
linéaires des variables. Le concept du modéle additif (MA) avec le GLM peut étre combiné
pour obtenir le GAM.

Particulierement, on suppose que la loi de Y appartient & la famille exponentielle avec
une moyenne p = E(y|xy, xa, ..., x,) liée au prédicteur par :

g(p) = ij (z5)

ou fi(.), ..., fp(.) des fonctions de lissage.

Hastie et al. [22], ont montré que l'algorithme Backfitting converge toujours pour ces
fonctions.

Les GAM permettent une plus grande flexibilité que les GLM [23]|. Le prédicteur reste
sous forme linéaire, mais nous souhaitons désormais expliquer la variable étudiée par des
fonctions de variables explicatives. Ces fonctions représentent une maniére de traiter la
relation non linéaire que peuvent avoir certaines variables avec la variable a expliquer.

1.1.5 Modéle linéaire a effets mixtes (LMM)
1.1.5.1 Présentation générale et hypothéses

Un modele a effets mixtes [24] est un modeéle qui considére a la fois des effets fixes
et des effets aléatoires. Le mélange entre les deux est a 'origine du nom. Les effets fixes
décrivent les relations entre les covariables et la variable dépendante pour une population
entiére tandis que les effets aléatoires sont spécifiques a ’échantillon. En d’autres termes,
un effet aléatoire [25] est un effet dont nous ne voulons pas généraliser les propriétés et
un effet fixe est un effet dont on veut généraliser les propriétés et en tirer des conclusions.
Les effets aléatoires doivent nécessairement étre des variables catégorielles. Les effets fixes
sont représentés par des coefficients de régression. Ces effets décrivent les relations entre
la variable dépendante et les prédicteurs. Nous supposons que les effets fixes sont inconnus
et que nous les estimons sur la base des données. Les estimateurs aléatoires représentent
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une déviation de la relation décrite par ces effets fixes. Les coefficient des effets aléatoires
ne sont pas explicitement estimés. Néanmoins, il est possible de le faire. L’intérét d’une
telle estimation est de pouvoir faire des inférences sur la variabilité des effets aléatoires.
Mathématiquement, le modéle & effets mixtes est défini par :

y=XpB+Zu+e. (1.9)

e y est le vecteur des observations de dimension n x 1.

e X est une matrice n X p connue associée aux effets fixes.

e [ est le vecteur des effets fixes de dimension p x 1.

o 7 =1Zy,...,7Z|, avec Z; la matrice n X ¢; associée au i“" effet aléatoire.

ou=[u),. .. u) est un vecteur ¢ x 1 des effets aléatoires avec u; de dimension g; x 1 tel
que ¢ = Y0, ¢ avec BE(u) = 0.

e ¢ est un vecteur des erreurs de dimension n x 1 , avec E(e) = 0.

e u et e suivent des distributions gaussiennes indépendantes et multivariées telles que

u 0 ,| G(v) 0 .
[ . } N ([ 0 } , O [ 0 R(p) avec v et p des vecteurs de parameétres de va-

riance inconnus correspondant a u et e, de dimension 7 x 1 et s x 1 (s < n(n+1)/2)
respectivement.

D’aprés Patterson and Thompson [26], nous pouvons réécrire la matrice de variance-
covariance comme suit :

var(y) = 0? (ZGZ' + R) = 0*H. (1.10)
avec

H=7GZ + R

1.1.5.2 Estimation jointe des effets fixes et aléatoires : Paramétres de la ma-
trice de covariance connus

Une fois le modéle formulé, des méthodes sont nécessaires pour estimer les parameétres
du modéle mixte. Dans cette section, nous traitons d’abord 1’estimation conjointe des ef-
fets fixes 3 et aléatoires u. L’estimation des paramétres de variance v, p. et o2 sera étudiée
dans la section suivante. Il existe de nombreuses méthodes pour obtenir les estimations
des effets fixes et aléatoires simultanément [27]. Ces méthodes comprennent les équations
mixtes de Henderson [28], 'approche de Goldberger [29] pour la prédiction d’une obser-
vation future, les techniques basées sur la régression en deux étapes, la linéarité en y, le
partitionnement de y et I'estimation de Bayes.

Dans cette section, nous étudions I’estimation des parameétres via les équations mixtes de
Henderson. Notre choix est motivé par le fait que cette méthode, produit un lien avec
I’estimation du maximum de vraisemblance des paramétres de variance.

Henderson a supposé que u et y sont conjointement normalement distribuées :

HE(FARd P ) an

y est définie par la densité marginale N (X3,02H), G et R sont supposées connues.
Henderson [28] a maximisé le log de la densité conjointe de y et u pour estimer § et w.

La distribution marginale de u est définie par :
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un~ N (0, 0'2G)

La distribution conditionnelle de y sachant u est définie par :
y|u~ N(XB—I—Zu,azR)
Alors le log de la densité conjointe de y et u est donné par :
log f(y,u) =log f(y | u) + log f(u)
=— % {nlogo®+log R+ (y — XB — Zu)R *(y — XB — Zu)/o"}

N % {qlogo® +1log G + u/G™'u/0”}
1
=-3 {(n+q)logo® +log R+10g G + (y — XB)R™'(y — X)/o*}
1
— 53 {0 (ZR7Z 4+ G u—2y - XBYR ' Zu}
ag

Les estimations de § et u sont obtenues en résolvant les équations :

{ X'R Y y—-XB)—X'R'Za= 0 (1.12)

ZR ' \y—XB)— (ZR'Z+G ) a= 0

(1.12) représente les équations du modéle mixte proposées par Henderson [28, 30|. Elles
peuvent étre exprimées sous forme matricielle par :
[ X'R'X X'R'Z } { B } B { X'R™ 'y }

ZIR—lelR—IZ + G—l ZIR—ly (113)

u

Nous avons E(y) = X3 et var(y) = 0>H. En supposant que H est connue, le paramétre
[ est estimé par les moindres carrés généralisés (GLS).

B=(X'"H'X)"'X'H Yy
est le meilleur estimateur linéaire non biais¢ (BLUE) de f.
Si X n’est pas de plein rang, nous pouvons utiliser n’importe quel inverse généralisé
(X'H'X)™ ala place de (X'H'X)~! pour obtenir une solution de f3.
Dans ce cas, § n’est pas unique et est biaisé. En revanche, X B est unique et est non biaisé.
Dans le cas ou G et R sont connues, les estimations de [ et v sont données par :

B= (X'H'X)' X'H™ 'y
{ i= GZ'H '(y—Xp)
et :
var(f) = o (X'H'X)"!
{ var(a) =  0?’GZ'PZG
avec :
P=H'-H'X(X'H'X)  'X'H (1.14)
Jusqu’a présent, les résultats obtenus supposent que les paramétres de variance sont
connus. En revanche, si les paramétres v, p et 02 sont inconnus, G, R et 02 doivent étre
remplacés par leurs estimations G. R et 62 pour obtenir les estimations des effets fixes,
des effets aléatoires et les|erreurs standards.
Dans la section suivante, nous discutons les méthodes d’estimation de parameétres de
variance v, p et o2
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1.1.5.3 Estimation des paramétres de variance

Le maximum de vraisemblance (ML) et le maximum de vraisemblance restreint (REML)
sont des méthodes standard d’estimation des parameétres de variance. Dans cette sec-
tion, nous décrivons et comparons les estimations ML et REML pour I'estimation des
parameétres de variance dans les modéles a effets mixtes.

Maximum de vraisemblance (ML)

Le maximum de vraisemblance est une méthode qui permet d’obtenir des estimations
de parameétres inconnus en optimisant la fonction de vraisemblance. Le principe de la
vraisemblance est d’estimer la probabilité d’observer des données de maniére itérative.
Ainsi, Nous partons d’une valeur "aléatoire" que nous déplacons de sorte & augmenter la
probabilité d’observer cette distribution de données. Quand cette probabilité a atteint un
maximum (moyennant une certaine tolérance), on dit que le modéle a convergeé.

Dans un modéle a effets mixtes, la distribution marginale de y est donnée par N (X3, 0% H).
La fonction de log-vraisemblance marginale de y s’écrit [31] :

(y — XB)H '(y — XB)

2

1
Imu (8, ¢;y) = —5 {nlog(%) + nlogo® + log |H| +

o
(1.15)
avec ¢ = (1,0%) k= (7, p)"
En dérivant la log-vraisemblance marginale de y par rapport a 3, % et k5, j = 1,...,r+s,
nous obtenons :
ol ; 1
meBdiy) L (X'H'XB — X'H 'y). (1.16)
op o?
ol : — XB)YH '(y—- X
oo? 202 204
ol ; 1 : —~ XB)YH'H,H '(y— X
OK; 2 202
avec H; = OH Ok,
En annulant les équations (1.16), (1.17) et (1.18), nous obtenons :
X'H 'X3=XH 'vy. (1.19)
. s =1 -
né* = (y — XB)'H (y — XB). (1.20)
n 1 1 PP RPN | -
tr <H Hj> = 5y — XBYH H;H ' (y - XB). (1.21)

H et flj fournissent les estimateurs ML de k;,7 =1,...,7 + s.
Le nombre de parametres de variance dans le modele, y compris clestt=r+s+1.
Les estimateurs ML de 3 et 62 sont donnés par :

3= (X’H‘lx)_l X'H 'y (1.22)
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L1 A a1 ,
6% = —(y— XB)'H (y — XB). (1.23)
Les parametres x; dépendent de ,3 et 62, et donc sont calculés itérativement comme suit :
Etape 0 : initialisation x() = (k1, ..., Kris)
Etape 1 : pour chaque itération remplacer F(m-1) dans 'expression de B3, et 6(2m).

Etape 2 : Utiliser les résultats de 'étape 0 et 1, i.e. remplacer R(m—1); B(m) et &(Qm) dans

Olm,/Okj pour calculer £ y,.
Etape 3 : Répéter les étapes 0, 1 et 2 jusqu’a convergence.

Maximum de vraisemblance restreinte (REML)

Un des biais du maximum de vraisemblance est que les estimations de certains parameétres
pour les effets aléatoires ne prennent pas en compte la perte de degrés de liberté (ddl) qui
résulte de l'estimation des parameétres des effets fixes. Un moyen d’éliminer ce biais est
d’utiliser le maximum de vraisemblance restreinte (REML) [32].

L’avantage du REML est qu’il produit des estimations non biaisées des parameétres de
covariances en prenant en compte la perte de ddl qui résulte de I'estimation des effets
fixes.

Dans le contexte du modéle linéaire mixte, 'estimation ML de o2 est RSS/n, ot RSS
désigne les sommes résiduelles des carrés, tandis que l'estimation REML est égale a
RSS /(np).

D’un point de vue bayésien, Harville [33] a montré que n’utiliser que des contrastes d’er-
reur pour faire des inférences sur les paramétres de variance équivaut & ignorer toute
information préalable sur les paramétres des effets fixes.

Verbyla [34] a montré que le REML peut également étre considérée comme une vraisem-
blance marginale, alors que Barndoff-Nielsen |35] I’a considérée comme une log-vraisemblance
profilée modifiée. Lee et [36] ont considéré le REML comme une vraisemblance condi-
tionnelle en supposant une distribution gaussienne asymptotique (multivariée) pour les
estimations des effets fixes, sachant les valeurs des paramétres de variance.

La fonction de log-vraisemblance REML (en ignorant les constantes) pour le modéle mixte
est donnée par :

y'Py
0-2

1
In(¢;y) = -5 {(n —p)logo® +log |H| +log | X'H'X| + } (1.24)

avec (3 estimation GLS de 3, et P définit par (1.14).

En dérivant (1.24) par rapport a o2 et x;, j = 1,...,7 + s, nous obtenons [37] :
ol ; n — 'P
r(diy) _ _n—p yPy (1.25)
do? 202 204
ol ; 1 . 1 .
Oln(dsy) _ 1 {tr (PH;) - —y’PHij}. (1.26)
OK; 2 o?
D’ou : R
/
P
2=Y"Y (1.27)
n—p

(1.27) doit étre calculé itérativement car elle dépend de & via P [37, 38].
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1.1.5.4 Algorithmes de maximisation du Maximum de vraisemblance

Nous décrivons quatre procédures itératives connexes, qui sont utilisées pour le calcul
des estimations ML ou REML des paramétres de variance, a savoir : les algorithmes de
Newton-Raphson (NR), Fisher Scoring (FS) et le Expectation Maximization algorithm
(E-M).

L’algorithme de Newton-Raphson (NR)

L’algorithme NR [39] est l'algorithme le plus souvent utilisé. Cet algorithme minimise
—2 x log vraisemblance. NR utilise le développement du premier ordre de la fonction
score autour d’une estimation ¢,y pour prédire ¢,41).

Cet algorithme suppose la concavité de la fonction log-vraisemblance pour obtenir I'ap-
proximation quadratique de la fonction. Chaque itération NR nécessite le calcul de la
fonction score et de sa dérivée.

La procédure NR peut étre décrite comme suit :

Considérons la fonction log-vraisemblance [(¢) que nous cherchons & maximiser :

ol(¢)
el

9l(¢)
e est :

= 0. (1.28)

Le développement du premier ordre de

ole)
96

>1(¢)
9606’

=U(¢) = U (¢(0) + (¢ — o)

Alors :

U (60) + S (6 6) =

Nous obtenons :

9%l -t
Bq’)gz))'} U (¢0))- (1.29)

(1.29) peut étre utilisée de maniére itérative pour trouver 'estimation du maximum jus-
qu’a la (m + 1) éme l'itération :

(15:(15(0)—{

92(p)] !
Plmt1) = m) — { %ém U (¢m)

= Py + o] U (dm)

Zo(m) est la matrice d’information observée évaluée en ¢,

L’algorithme Fisher Scoring (FS)

L’algorithme FS [40] est un variant de 'algorithme NR. Il remplace la matrice d’infor-

2%1(¢)
960d

mation observée dans 'algorithme NR par la matrice E [— } (expected information

matrix).
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L’algorithme Expectation Maximization (E-M)

Dempster et al. [41] ont introduit I'algorithme EM pour 'estimation des parameétres dans
les modeéles avec des données incomplétes (manquantes).

Dempster et al. [42] ont également montré comment cet algorithme est utilisé pour obtenir
des estimations du maximum de vraisemblance des composantes de la variance dans le
modéle a effets mixtes.

La mise en oeuvre de cette méthode dans le modéle a effets mixtes est basée sur la visua-
lisation des effets aléatoires comme des données non observées ou manquantes.
L’algorithme EM se compose essentiellement de deux étapes : une étape d’espérance (étape
E) et une étape de maximisation (étape M). Ces étapes sont décrites comme suit :
Etape E : Utiliser ®(m), pour évaluer la log-vraisemblance de la distribution condition-
nelle u | y et calculer I'espérance de la log-vraisemblance pour une nouvelle valeur de ¢.
Etape M : Maximiser les espérances obtenues de I’étape E par rapport a ¢ pour obtenir
Qs(m—i-l)‘

La procédure EM est répétée jusqu’a convergence.

Comparaison des méthodes itératives pour obtenir les estimations des com-
posantes de la variance

Méthodes Avantages Inconvénients
NR e Converge plus rapidement que | e Calcul intensif par rapport au
E-M. E-M (instable loin du maximum).
e Donne les erreurs standards
asymptotiques pour les estima-
tions.
FS e Converge plus rapidement que | e Tendance a converger vers des
E-M. valeurs en dehors de 'espace des
e Donne les erreurs standards | parameétres.
asymptotiques pour les estima- | e Intensif en calcul par rapport a
tions. E-M (instable loin du maximum).
e Valeurs de départ robustes a
faibles comparé a NR.
E-M e Stable numériquement. e Faible taux de convergence.
e Ne donne pas les erreurs stan-
dards pour les estimations.
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1.1.6 Modéle linéaire mixte généralisé (GLMM)

En statistique, un modéle linéaire mixte généralisé (GLMM) [43, 44, 45] est une extension
du modeéle linéaire généralisé (GLM) dans lequel le prédicteur linéaire contient des effets
aléatoires en plus des effets fixes habituels. Le GLMM étend également le modéle mixte
linéaire (LMM) aux données non normales.

Dans les GLMM, y est défini par une distribution appartenant a la famille exponentielle
[46].

y:0; — b(0;)
¢

Soit le prédicteur linéaire, 77, défini comme la combinaison des effets fixes et aléatoires
excluant les résidus.

In p(y|lu) = Z + c(yi, @)

n=XB+Zu

Notons ¢(-) la fonction de lien. Cette fonction relie y au prédicteur linéaire 7 :

n=XB+ Zu
g(+) = fonction lien
h(-) = g7'(-) = inverse de la fonction lien

Notre modeéle pour 'espérance conditionnelle de y est défini par :

9(E(ylu)) =n

Nous pourrions également modéliser ’espérance de y :

E(ylu) = h(n) = p

avec y définie par :
y=nh(n)+e

La vraisemblance In p(y,u) = In [ p(y|u)p(u)du n’a pas une forme analytique explicite,
et 'intégration sur les effets aléatoires est généralement intensive en calcul.

En plus d’approximer numériquement cette intégrale (par exemple via la méthode de
quadrature de Gauss-Hermite), des méthodes motivées par 'approximation de Laplace
ont été proposées [43].

1.1.7 Modéle mixte additif généralisé (GAMM)

Les modéles mixtes additifs généralisés (GAMM) [47]| sont une extension des modéles
additifs généralisés incorporant des effets aléatoires.
Supposons que nous avons des observations y;, des covariables z; = (1, x;, . .. ,xip)/ asso-
ciées a des effets fixes et un vecteur z; de dimension ¢ x 1 associé a des effets aléatoires.
Etant donné un vecteur u d’effets aléatoire de dimension ¢ x 1, nous supposons que
E(yi | u) = p? et var (y; | u) = ¢p; v (u¥), les p; sont des poids connus et ¢ un paramétre
de dispersion.
Le modéle mixte additif généralisé (GAMM) s’écrit :

g (1) = Bo+ fr (xir) + -+ + fp (®ip) + zfu

avec ¢(-) une fonction lien différentiable monotone. f;(-) des fonctions de lissage deux fois
différentiables, les effets aléatoires u sont distribués suivant une N{0, D(0)} et 6 est un
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vecteur des composantes de la variance de dimension ¢ x 1. Une caractéristique clé du
GAMM est que des fonctions non paramétriques additives sont utilisées pour modéliser
les effets des covariables, et les effets aléatoires sont utilisés pour modéliser la corrélation
entre les observations. Si f;(-) est une fonction linéaire, le GAMM se réduit au GLMM
[43].

1.1.8 Modéle espace-état

Dans cette partie, nous rappelons et discutons les principaux résultats des modéles
espace-état. Nous commencons par définir le modéle espace-état et ses généralités. Ensuite
nous présentons les algorithmes, Filtre de Kalman et algorithme dit E-M (Expected-
Maximisation), permettant d’estimer les variables cachées et les paramétres de ce modéle.

1.1.8.1 Présentation générale et hypothéses

Les modéles espace-état [48| distinguent entre les variables observées (le signal) et les
variables cachées (I’état interne). Ils s’expriment sous forme :
- D’une ou plusieurs équation(s) de mesure décrivant la maniére dont les variables obser-
vées sont générées par les variables cachées et les résidus.
- D’une ou plusieurs équation(s) d’état décrivant la maniére dont les variables cachées
sont générées a partir de leur retard et innovations.
Nous utilisons la terminologie suivante pour le reste de cette partie; a la date ¢ :

Y, est appelé observation ou variable de mesure.

Z, est la variable d’état.

€; est le vecteur des innovations.

1 est le vecteur des erreurs de mesures.

A; est la matrice de transition.

C; est la matrice de mesure.

X1+, Xoy sont des variables exogénes, prédéterminées.

CiZ; est le signal.

Nous appelons modéle espace-état, le systéme décrit par :

Zt+l = AtZt + BtXLt + & (130&)
Yt = CtZt + DtX27t + ur (130b)

€ Q: S
()~ (0§ %))

ol les matrices A; et C; sont de taille k£ x k et n x k respectivement, B; et D, sont des
matrices déterministes de taille k; X k et ky X k respectivement et Z, est un vecteur
aléatoire de loi N(m,p) indépendant du bruit blanc normal.

avec :
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Hypothéses

Les modéles espace-état reposent sur un certain nombre d’hypothéses principales :
1) Les équations de mesure et d’état sont linéaires.
2) Les bruits d’observation et d’innovation sont des bruits blancs.
3) Les variables cachées suivent & un instant initial donné une loi gaussienne. A ces der-
niéres, se sont ajoutées des hypothéses secondaires permettant de déterminer la forme
canonique (voir définition 1.2).
4) L’indépendance entre les bruits d’observation et d’innovation.
5) L’indépendance entre la variable cachée initiale et ces bruits.
Notons que toutes ces hypothéses sont destinées a simplifier les procédures d’estimation.

Notons que Y; n’admet pas une unique representation espace-état. En effet, s’il existe
une représentation de vecteur d’état Z;, nous pouvons facilement formuler une autre
représentation Z;. Pour illustrer ce fait, nous donnons ’exemple suivant :

Exemple 1.2. Le modéle AR(2) : Y, + ¢1Yi 1 + oY, 2 = & peut étre écrit sous la
formulation espace-état suivante :

Zw\ _{ —¢ 1 Zh- 1
(Z)=(Zm o) (2 )+ ()=
v=(10)(2)

ou bien :

Définitions et propriétés

Définition 1.1. Forme développée

Le systéme défini par les équations (1.30a) et (1.30b) peuvent s’écrire sous la forme dite
développée. Cette forme est particuliérement utile lorsqu’on s’intéresse a ’estimateur des
moindres carrés généralisés du vecteur d’état ou a 'initialisation du filtre de Kalman :

/ / 7j—1 / -1
Zig1 = H A Zy + Z (At—j H Bt—k) Xig—j+ Z < At—k) Zi—j T &
j=0 j=1 k=0 0

j=1 \k=
/ / 7j—1 / 7—1
Y, =C4 H A Zy+ B.Xy . + Z (At—j H Bt—k) Xig—j+ Z (H At—k) §i—j + e |+ D Xo i1,
Jj=0 j=1 k=0 j=1 \k=0

Les variables d’état et de mesure s’écrivent donc en fonction de la variable d’état initiale,
du passé des erreurs de mesure et des innovations ainsi que des variables exogénes.

Définition 1.2. Forme canonique
Le systéme défini par les équations (1.30a) et (1.30b) est dit sous forme canonique si et
seulement si :

E (ems) = E(eZy) = E(qiZy) =0 Vt,s=1,...,T

Le modéle espace-état est alors dit causal et inversible.

Définition 1.3. Le modéle espace-état décrit par les équations (1.30a) et (1.30b) est dit
stationnaire si les matrices A;, By, Cy et D, ne dépendent pas de t.
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1.1.8.2 [Estimation des variables d’état par le filtre de Kalman

Dans cette section, et pour plus de simplicité, nous supposons que B; et D, (les va-
riables exogénes) sont nulles.
Les matrices Ay, C;, Ry, Q; et p et m sont supposées connues.
L’objectif est d’estimer a chaque instant ¢ les variables cachées conditionnellement aux
variables observées jusqu’a l'instant t.

Présentation de I’algorithme

Pour calculer des estimations filtrées du vecteur d’état, 'algorithme, appelé filtre de
Kalman [11, 49, 50], est utilisé.
L’algorithme est structuré en deux étapes itératives. Les deux premiéres équations (1) et
(2) sont des équations de mises & jour des mesures (update) et les deux suivantes (3) et
(4) de (mise a jour du temps).
La premiére étape concerne les lois de probabilité a posteriori qui tiennent compte de
I'information a l'instant ¢.
La seconde étape, a la différence de la premiére, ne dépend pas des observations a I'instant
t : le calcul peut étre fait sans utiliser Y.
Enfin, la derniére équation (5) actualise la matrice de gain K; qui intervient dans les
équations précédentes.
Pour chaque, nous avons les équations suivantes :

V): 2 =ZE + K (Y = G2y )
(2) : Ett = - K.Cy) X1y

(3): Zf = AcZy

(4) 022, 11 = AZes Ay + Qs

(5) : Ky = 341401 (Cy24-1,4CF +Rt)71

Initialisation : Z*; = m,¥_19 = P ol P est symétrique semi-définie positive

e Z;, est I'estimation courante du vecteur d’état.

o>, =V (Zt,t - ZZt) est l'erreur quadratique moyenne sur Z;.

e Z; 1, est la prévision du vecteur d’état faite a la date ¢ — 1.

oY 1=V (thu — Zttu) est l'erreur quadratique moyenne de prévision correspon-
dante.

e K; est la matrice de gain de Kalman.

Description de P’algorithme

L’équation (1) calcule 'estimation actuelle du vecteur d’état Z;; comme la somme pondé-
rée de la prévision a l'instant t — 1 du vecteur d’état Z; et de I'erreur de prévision calculée
a partir de la derniére valeur observée Y;.

La pondération K, appelée matrice de gain, est actualisée a chaque itération par 1’équa-
tion (5).

L’équation (3) permet de calculer la prévision de Z; a l'instant ¢ + 1.

Z41 est la projection de Z; ;11 sur son passé.

Les équations (2) et (4) permettent de calculer la suite des gains de Kalman K; et ce

calcul peut étre fait sans utiliser Y;.
La matrice de covariance a posteriori >, gagne en précision par rapport a la matrice de
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covariance a priori ¥;_1; grace au terme K;C;%;_;, (équation 2).

La matrice de covariance a priori en ¢ + 1, noté ¥4, prend en compte les erreurs liées
aux innovations de I’état avec la matrice (), mais est aussi augmentée d’un terme A;3; ; A}
associé aux erreurs sur I’état a la date ¢ (équation 4).

1.1.8.3 Estimation des paramétres par le maximum de vraisemblance : Al-
gorithme EM

Jusqu’a présent, nous avons supposé que les matrices A;, Cy, Qy, Ry, P ainsi que le
vecteur m étaient supposés connus. En pratique, ces matrices sont souvent inconnues et
doivent étre estimées. L’algorithme EM est couramment utilisé pour déterminer les Es-
timateurs du Maximum de Vraisemblance des paramétres d’un modéle espace-état. Cet
algorithme itératif a été introduit par Dempster et al. [41] pour estimer le maximum de
vraisemblance de modéles stochastiques a variables cachées.

Pour procéder a une estimation par maximum de vraisemblance des parameétres d’un
modéle espace-état, il est nécessaire d’avoir ’expression de la fonction de vraisemblance.
Soit 6 I’ensemble des parameétres, la log-vraisemblance associée a un échantillon Yy, ..., Yr
d’un modeéle espace-¢tat s’exprime a partir des valeurs prévues de 'état Z; |, et des
matrices de covariance associées X;_j; :

1 ¢ 1~ .
Inl (Yor:0) = cte — 5 > Indet My_y,(0) = 5 3 ¥y ()M, 75, (0)Yi1,4(0)
t=0 t=0

avec : 1715_17,5(9) =Y, - CZ} et My_1,(0) = C;X 1,0 + R,

L’algorithme EM est alors un algorithme itératif qui génére une séquence d’estimations
(0;),—1, & partir d'une condition initiale #,. Chaque itération se décompose en deux
étapes qui s’écrivent :

Etape E : Inl (Yy.7r;6) se déduit de ZE 4, (0;) et de ;14 (0;) calculés par un filtre de
Kalman.
Etape M : la maximisation de Inl (Yy.7;6) par rapport & 6 conduit a ¥,

Présentation de I’algorithme

La premiére étape E (Espérance) calcule une vraisemblance & partir de la formule précé-
dente sur la vraisemblance d’un modé¢le espace-état. Ces formules mobilisent en particu-
lier 'application d’un filtre de Kalman pour connaitre l’espérance conditionnelle de ’état
Z;LM et de sa covariance ¥, ;,; & paramétres ¢; et observations Yp.p fixés.

La seconde étape M (Maximisation), consiste a rechercher un jeu de paramétres maximi-
sant la vraisemblance estimée dans I’étape E.

Cette maximisation peut étre analytique ou numérique selon la complexité du probléme.
Aprés un cycle (Etape E/ Etape M), nous obtenons ;.

En iterant les étapes E et M, les parameétres estimés par 1’algorithme convergent généra-
lement vers le maximum de vraisemblance.
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1.2 Sélection de variables et techniques de régularisa-
tion

Dans la section Modéles et modélisation, nous avons vu que le modeéle linéaire stan-
dard décrit la relation entre 'observation Y et ’ensemble des covariables X, X», ..., X,,.
Nous avons également montré que ce modeéle est généralement ajusté en utilisant la mé-
thode des moindres carrés (MCO). Dans cette partie, nous examinons certaines approches
permettant d’étendre le cadre du modéle linéaire. Nous discutons les moyens par lesquels
le modéle linéaire simple peut étre amélioré, en remplagant les moindres carrés simples par
des procédures d’ajustement alternatives. La question qui se pose est pourquoi voudrions-
nous utiliser une autre procédure d’ajustement au lieu des moindres carrés ? Comme nous
le verrons, d’autres procédures d’ajustement peuvent donner une meilleure précision de
prédiction et une meilleure interprétabilité du modéle.

Précision de la prédiction : & condition que la relation entre I'observation et les
prédicteurs soit approximativement linéaire, les estimations des moindres carrés auront
un biais faible. En effet, Si n > p c’est-a-dire, n (le nombre d’observations) est bien plus
grand que p (le nombre de variables), alors les estimations des moindres carrés ont ten-
dance a avoir une faible variance, et donc fonctionneront bien sur les observations de test.
Cependant, si n n’est pas beaucoup plus grand que p, alors il peut y avoir beaucoup de
variabilité dans l’ajustement des moindres carrés, ce qui entraine un sur-ajustement et
par conséquent de mauvaises prédictions sur des observations futures.

Si p > n, alors 'unicité du coefficient des moindres carrés estimé n’est pas assurée. En
effet, la variance est infinie et donc la méthode des moindres carrés ne peut étre utilisée.
En rajoutant des contraintes ou en réduisant les coefficients estimés (shrinkage) [51], nous
pouvons réduire considérablement la variance au prix d’une augmentation négligeable du
biais et ainsi améliorer la précision de prédiction du modéle sur des observations futures.

Interprétabilité du modéle : Souvent, certaines variables utilisées dans un modéle
de régression multiple ne sont pas associées a 'observation. L’inclusion de ces variables
non pertinentes conduit a une complexité inutile dans le modéle résultant. En supprimant
ces variables, c¢’est-a-dire en fixant a zéro les estimations de coefficients correspondantes,
nous pouvons obtenir un modéle plus facile & interpréter. Or, il est improbable que les
moindres carrés donnent des estimations de coefficients exactement nulles.

Dans cette section, nous étudions quelques approches pour effectuer automatiquement la
sélection de variables, c’est-a-dire pour exclure des variables non pertinentes d’'un modéle
de régression multiple.

De nombreuses approches existent pour ajuster la méthode des moindres carrés & un pro-
bléme de régression linéaire [52]. Citons a titre d’exemple, la sélection de sous ensemble
(Subset selection), la réduction de dimension (Dimension-reduction), et la régularisation.
Nous nous intéressons principalement & la régularisation. C’est dans ce sens que nous
passons en revue les principales méthodes de régularisation et de sélection de variables
existantes dans la littérature. Nous commencons par rappeler les définitions de ces mé-
thodes et les conditions idoines pour leur utilisation. Ensuite, nous décrivons I'algorithme
de gradient de descente, connu pour son adaptabilité aux méthodes de régularisation, et
nous 'appliquons a différentes méthodes de régularisation. Nous évoquons également, de
maniére concise et non exhaustive, d’autres méthodes de régularisation figurant dans la
littérature.
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1.2.1 Meéthodes de régularisation
1.2.1.1 La régression ridge

La régression ridge [4] est un terme utilisé pour désigner un modeéle de régression li-
néaire dont les coefficients ne sont pas estimés par les moindres carrés ordinaires (MCO),
mais par un estimateur, appelé estimateur Ridge, qui est biaisé mais a une variance plus
faible que I'estimateur MCO. Dans certains cas, I’erreur quadratique moyenne de 1'esti-
mateur ridge est plus petite que celle de 'estimateur MCO.

L’estimateur ridge
Solent z; = (x;1, ..., Z;p)" le vecteur contenant les variables explicatives associées a I'indi-

vidui=1,..., N, y; la réponse associée et 8 = (S, S, ..., 5p)".

L’estimateur ridge (3 résout le probléme de minimisation suivant :

~

N P
Bx = arg mﬁlnz (y; — z;8)% + A Z 632 (1.31)
=1 j=1

avec \ une constante positive. Ainsi, dans l'estimateur ridge, nous ajoutons une pénalité
au critére des moindres carrés : nous minimisons la somme des carrés des résidus

N

SSR=7 (4 —x:0)’

i=1

plus la norme au carré du vecteur des coefficients

1817 = 5;
j=1

En d’autres termes, le probléme de la régression ridge pénalise les grands coefficients de
régression. En effet, si le parameétre A est grand, le terme de pénalité est dominant. Nous
discuterons ci-dessous comment choisir le parameétre de pénalité .

proposition 1.1.

La solution du probleme de minimisation (1.31) est donnée par :

Br= (X'X +AI)"" X'y. (1.32)
avec I la matrice identité p X p.
Démonstration.

La fonction objective & minimiser peut étre écrite sous forme matricielle comme suit :

N

F=> (yi—zB)+ XY B

i=1 j=1

=(y—XpB)(y—XB)+ 3B
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D’aprés la condition d’optimalité du premier ordre :

VoF =0

Alors :
—2X'(y — XB)+2\=0

or

(X'X + M) B =Xy

La matrice X' X + Al est définie positive pour tout A > 0. Par conséquent, la matrice est
de plein rang et est inversible. En conséquence, la condition du premier ordre est satisfaite
par R

Br=(X'X + )" X"y

proposition 1.2.

La solution du probléme (1.31) est un minimum global.

Démonstration.

Pour vérifier si la solution est un minimum global, nous calculons la matrice Hessienne i.e
les dérivées secondes de [ :
VasF =2[X'X + \|

La matrice Hessienne est définie positive (c’est un multiple positif d’une matrice définie
positive). Alors, F' est strictement convexe en (3, ce qui implique que § est un minimum
global. O]

Nous remarquons que contrairement & ’estimation des moindres carrés, nous n’avons pas
besoin de supposer que la matrice de X est de plein rang. En d’autres termes, ’estimateur
ridge existe méme si X n’est pas de plein rang.

Biais et Variance de I’estimateur Ridge

Nous calculons le biais et la variance de I'estimateur ridge sous I’hypothése habituellement
formulée dans le modeéle de régression linéaire :

Ele]| X]=0 Varle | X] = 0?1

Avec 02 une constante positive et I est la matrice identité N x N. En d’autres termes,

nous supposons que les erreurs de la régression ont une espérance nulle et une variance
constante o2 et ne sont pas corrélées.

Définition 1.4. Biais

Si 6 est I'estimateur de 6, bias(d) = E[0] — 0

proposition 1.3.

L’espérance conditionnelle de ,/B\A est définie par :

E [BA | X} = (X'X + AP X'XB
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qui est différente de B sauf si A =0 (cas des moindres carrés).

Le biais de cet estimateur est donné par :

E [BA | X] _f= [(X’X PN - (X’X)*l] X'X3
La matrice de covariance de l’estimateur ridge est donnée par :

Var [BA | X} =02 (X'X + M) XX (XX + A7

La variance de ’estimateur ridge est toujours plus petite que la variance de 1’estimateur
des MCO. En d’autres termes (Var[3 | X] — Var [BA | X ]) est définie positive. Rappelons

que la covariance de deux estimateurs sont comparées en vérifiant si leur différence est
définie positive.

Erreur quadratique moyenne

L’erreur quadratique moyenne de 'estimateur ridge est égale a la trace de sa matrice de
covariance plus la norme carrée de son biais, appelée la décomposition biais-variance :

2

MSE <B,\ | X> = trace (Var [@ | XD + ‘

bias <B,\ | X>

Le biais de I'estimateur des moindres carrés est égale a 0. Son erreur quadratique moyenne
e
s'écrit :

MSE(E] X) = trace(Var[f | X])
Il existe toujours une valeur du parameétre A tel que 'estimateur ridge a une erreur qua-
dratique moyenne plus faible que I'estimateur des moindres carrés. Ce résultat est trés
important d’un point de vue pratique et théorique. Bien que, d’aprés le théoréme de
Gauss-Markov, l'estimateur OLS a la variance la plus faible (et la plus faible erreur qua-
dratique moyenne (MSE)) parmi les estimateurs sans biais, il existe un estimateur biaisé
(estimateur ridge) dont l'erreur quadratique moyenne est plus faible que celle de I'OLS.

Choix du paramétre de pénalisation \

Nous avons montré qu’il existe toujours un A tel que 'estimateur ridge est meilleur
que l'estimateur des moindres carrés en terme d’erreur quadratique moyenne.
La question qui se pose est comment choisir le paramétre A\ ?
L’une des méthodes les plus célébres pour choisir A est la (leave-one-out cross-validation)

[53] :
1. Nous choisissons une grille de valeurs possibles A\q,..., Ap;
2. Pour i = 1,...,n, on exclut la ¢ éme observation (y;, z;) de I’échantillon :

a. Nous utilisons n — 1 observations pour calculer P estimations ridge de (3, notées :B\AZ
b. Nous calculons P prédictions hors échantillon de I'observation exclue.

yx\p,z‘ = %ﬂAp,z‘
Pourp=1,...,P
3. Nous calculons I'erreur quadratique moyenne des prédictions :

N
MSE), = Z (yi — @\)\p,i)Q

=1
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Pourp=1,...,P
4. Nous choisissons comme parameétre de pénalité optimal \* qui génére la plus petite
erreur quadratique moyenne.
A= arg II}\iIl MSE},
P

1.2.1.2 Lasso

Dans cette section, nous définissons le "Least Absolute Shrinkage and Selection Ope-
rator (lasso)". Le lasso est une méthode de régularisation introduite par Tibshirani [54].
L’estimateur lasso, 8, pour le modéle de régression linéaire est donné par :

R ” 1
B := B(\) = arg min {—||Y — X812 + /\Ilﬁlll}. (1.33)
BERP n

ou A > 0 le paramétre de régularisation. La géométrie de la norme ¢; réduit quelques
coefficients exactement & zero et permet une procédure de sélection de variables.

Le probléme de sélection de variable

La sélection de variable fait référence au probléme de sélection de sous-ensemble, c¢’est-
a~dire, sélectionner un sous-ensemble de prédicteurs optimal pour le modeéle. La sélection
de sous-ensembles de prédicteurs est un probléme majeur, en particulier lorsque le nombre
de prédicteur p est grand et que des covariables sont redondantes ou non pertinentes. Dans
le cadre de la régression linéaire, le probléme de sélection de sous-ensemble s’exprime par
le modéle de la forme :

Y = XgfBs + €

Avec S C {1,...,p} est 'ensemble actif (active set), Xg sont les colonnes et fg est le vec-
teur des coefficients de régression correspondant au sous-ensemble S. Puisque S n’est pas
connu, il y a toujours une incertitude sur ce sous-ensemble (27 sous-ensembles) a utiliser.
Certaines méthodes standard de sélection de sous-ensembles sont la sélection vers I'avant
(forward-selection), ’élimination vers l'arriére (backward selection) et la combination de
ces deux méthodes (c’est-a-dire, forward selection steps suivie par backward elimination
steps). Une littérature abondante existe sur les méthodes de sélection de variables pour
les modeles linéaires [55] et pour les problémes de grande dimension [56].

Nous considérons le modéle de régression linéaire pour les cas de grande dimension, ot
le nombre de parameétres inconnus a estimer est beaucoup plus élevé que le nombre d’ob-
servations. Pour p > n, le modeéle de régression linéaire, est un probléme mal posé (un
probléme qui peut avoir plus d’une solution). Afin de résoudre ce probléme, nous devons
introduire des contraintes ou des régularisations dans le processus d’estimation. Comme
mentionné précédemment, le lasso est une méthode de régression régularisée. Il estime les
coefficients de régression en résolvant le probléme des moindres carrés avec les contraintes
suivantes :

1
minimize {—||Y — X,B||g} subject to ||3]l1 < t. (1.34)
BERP n

Si t est égale ou supérieur & la norme ¢; de I’estimateur des moindres carrés, alors 1’esti-
mateur lasso est équivalent & ’estimateur des moindres carrés. Si t est inférieur a la norme
{1 de l'estimateur des moindres carrés, alors le lasso réduit les coefficients de régression
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estimés vers ou exactement a zero.

Il est possible de montrer qu’il existe une correspondance entre t et X\. En d’autres termes,
pour A > 0 il existe un ¢ tel que les deux problémes (1.33) et (1.34) ont la méme solution
[57].

La forme Lagrangienne du problem du lasso est définie par :

1 2
mlgﬁme{nu B + w}

En général, le lasso n’a pas une solution explicite car la fonction objective n’est pas diffé-
rentiable. Cependant, il est possible d’obtenir des solutions pour le cas particulier d'une
matrice orthonormée. Différentes interprétations pour différents scénarios de la solution
lasso sont discutées comme suit.

L’estimateur lasso : cas d’'un modéle de régression simple

Nous commencons par illustrer la solution du lasso pour un modeéle de régression
simple, ouip=1etY = X5 + €.
Considérons le probléme de minimisation suivant :

1 2
m121£126 {n H 1ﬁ1||2 + ’61’}

Supposons que 3 est solution du probléme de minimisation. D’aprés les conditions de
KKT :

_%X{ <Y — X1ﬁ1> + Asign (ﬁ1> =0

X (Y = XiB1) = sign ()
Notons que %X{Xl = 1, car nous supposons que les prédicteurs sont standardisés.

Bl = %X{Y — %sign <Bl>
XY +2 silX]y <-—

Br={ 0 si L|X[Y
Xy -2 silXjy >

XY
n
Par conséquent, 'estimateur lasso pour le cas de la variable unique peut également étre

calculé en limitant légérement 1’estimateur OLS par %

N >0 >

<
A
2

o>~

/
. L Y q.o .,
qui est équivalent au terme “— limité par
n

Bi=S

[P

B = Sy (BOLS)

5 X1y
avec fors = %

L’estimateur lasso : cas orthonormeé

Nous dérivons I'estimateur lasso pour le cas orthonormé. Nous supposons alors que les
variables ne sont pas corrélées, ce qui implique X/ X, =0V i # j et %X 'X =1,
Supposons que [ est une solution du lasso, la condition de stationnarité KKT nous donne :
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—2X'(Y — XB) + Asign(f) =
XY = XB) = 3 sign(B)
ou ~X'X = I,. Il s’ensuit que,

~

betxy -2 s1gn<B>

;(XY)j %(XY) < g
=40 si%‘(X{Y)j <2
L(X'Y);, -5 siz(XY);>3

Le coefficient Bj est calculé en limitant la ;¢ ligne de (BOLS) = (%X’Y)j , par %
j

Nous avons montré qu’en général, I’estimateur lasso n’a pas de solution explicite.

L’estimateur lasso : cas de plusieurs prédicteurs

Nous essayons de trouver une solution pour une composante et nous montrons qu’elle
dépend de toutes les autres composantes.
Nous supposons que X est de plein rang, alors X’'X est inversible. X_; désigne toutes les
colonnes sauf la j™¢ colonne, et 3_; désigne le vecteur de parametres sauf ;. Supposons
que Bj est une solution de la j™¢ composante f3;, alors, d’aprés la condition de stationna-
rit¢ (KKT) nous avons :

2
—= X (Y = X85 = BX) + Asign (B;) =0
Une simplification supplémentaire donne :

2 2 XX,
—SXJY XX B+ 25

+ Asign (@)

x'x;
1= =1, nous avons

Bi = %XJ/ (Y — X ;B — A Slgn(ﬁ)

Nous remarquons que la solution d'un ; dépend de toutes les autres composantes [3;.;,
donc une solution explicite n’existe pas. Pour le cas orthonormé, le terme X ]’-X _; s’annule
en raison de l'orthogonalité et nous obtenons donc une forme explicite. En général, le
lasso n’a pas de solution explicite, par contre il peut étre résolu efficacement grace a sa
forme d’optimisation convexe [58, 59, 60].

Interprétation Bayesienne de la méthode du lasso

Les valeurs estimées des coefficients de régression par lasso peuvent également étre
interprétées comme une estimation du maximum a posteriori (MAP); c’est-a-dire que
si nous supposons la loi double exponentielle (Laplace) a priori sur les coefficients de
régression, les estimations MAP bayésiennes sont les mémes que les estimations lasso.
Ici, nous considérons un modéle bayésien hiérarchique Y ~ N, (X3, 0%1,) et 3; ~ Double
Exp (A|3;]). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer o2 = 1. Il est décrit comme
suit (pour plus de détailles voir [61]) :

Y| X,8~ N, (X8, 1I,)
B, Bar s By | A 2 exp (<A |Bi])
P(B| XY, \) o P(Y'| X,B)P(B | \)
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proposition 1.4.

L’estimateur BMAP est égale a l'estimateur lasso, estimé a 2\ /n.

Démonstration.

Considérons 'estimation MAP de (3 sous ce modéle.

ﬁMAP = arg max{log P(8 | X, Y, \)}

BERP

= argélr%lax{log[ (Y[ X,8)P(B| N}
Y’|)( ﬁ ]i[}j ﬁzl’X] }

_argmax{logP(Y|X B) —I—ZlogP ﬁj|/\)}

BERP =1

= argmax {log

BERP

Nous avons :

1 1
PY | X,8) = () P <—§HY - XﬁH%)

En appliquant le log et en ignorant les termes constants, nous obtenons :

1
argumax{log P(Y | X, )} = argmax { -y — X2}
cRP

BERP
Nous pouvons simplifier le deuxiéme terme :

argmax{ZlogP (Bi | N } = —/\Z 185 = —=AlIB]1
=1

BeRP 1

Alors :
MW—MM%"W—WMAW&

BERP

— argumin 1Y~ X513+ Al

BERP

A2\
n
BMAP est l'estimateur lasso, estimé a 2\ /n.

Pour A fixé, le lasso est un probléme d’optimisation quadratique en f.

]

Pour tout A, nous obtenons une solution du probléme. C’est dans ce sens que nous avons
besoin d’une méthode efficace pour choisir A, telle que la validation croisée, le bootstrap-
ping, etc. Si A = 0 la solution du lasso est la solution des moindres carrés ordinaire. Si A
croit, le nombre des composantes non nulles B décroit. Si A = oo, le lasso donne le modéle

nul ou B = 0.

En régle générale, nous choisissons la valeur de A qui minimise l'erreur de prédiction [62].

38



1.2.1.3 La régression Elastic-net

Zou et Hastie [5] ont remarqué que la méthode du lasso est limitée. En effet, le nombre
de variables sélectionnées par le lasso est limité par la taille de I’échantillon n qui ne peut
étre dépassée. De plus, le lasso a tendance a ne sélectionner qu’une seule variable d’un
groupe de variables trés corrélées. Et finalement, le lasso n’est pas trés performant en
terme de prédiction par comparaison avec la méthode ridge et ce, quand une forte corré-
lation existe entre les variables explicatives.

Pour surpasser ces trois problémes, Zou et Hastie [5| ont proposé I’elastic-net. Cette mé-
thode combine deux pénalités, l; et [s.
L’estimateur elastic-net est donné par :

Benes = argmlniz (yz waﬁj> + A (azl 185 + %(1 —a) 25?)

avec A et o € [0,1] deux paramétres de régularisation. Un bon choix de ces deux pa-
rametres permettra de bénéficier des point forts du lasso et du Ridge et minimiser leurs
inconvénients. Le Ridge (o = 0) et lasso (o = 1) sont deux cas particuliers de l'estimateur
elastic-net.

1.2.1.4 La régression Weighted fusion

Inspiré par la méthode Elastic-net, Daye and Jeng 63| ont proposé la méthode Weigh-
ted fusion :

BW—fusion arg IIllIl i Z (?Jz Z Jngﬂ]) + A Z 181 + = a Z Z wi; (B Suﬂy)

]1]>z

lpij |
1=|p;|?
sij = sign (p;;) le signe de p;; et A > 0,0 > 0,y > 0 sont des paramétres de régularisation.

Le critére s’écrit sous la forme suivante :

BW—fusion arg IIlln . Z (yz Z xz]ﬁ]) + A Z |BJ| + NB,Qﬁ
j=1

avec wj;; = ,pij = xixj est la corrélation empirique entre les variables z; et z;

ol
Zk# Wik  —S12W12 T —S1pWip

—S12W12 Z Wk
pxQ= ‘ t7e

—Sp—1,pWp—-1p
—S1pWip T —Sp—1,pWp—1,p Zk’;ﬁp Wpk

Notons que @) est symétrique et semi-définie positive.

1.2.1.5 Adaptive-lasso

L’adaptive lasso a été proposé par Zou |[3|. C’est une version pondérée du lasso. L’es-
timateur adptive-lasso est donné par :

2
p
/6Ad—lasso arg Hlﬁln YN Z ( waﬁj> + )\Z@J |/8J’
=1
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ounw = (&,... ,c?)p)/ est un vecteur de poids donnés par un estimateur initial, et \ est
un paramétre de régularisation. Cette méthode a été proposée pour résoudre le probléme
de la non-consistance de la méthode lasso, en pénalisant différemment les coefficients de
B. Notons que la consistance de 'adaptive lasso n’implique pas qu’elle est toujours plus
performante que la méthode lasso en terme de prédiction.

1.2.1.6 La régression Fused lasso

Fused lasso a été proposé par Tibshirani et al. [64]. Cette méthode est performante
dans le cas ou une structure d’ordre entre les variables existe. L’estimateur fused-lasso est
donné par :

2
R 1 p p
BFusedflasso argmln_z (yl lejﬁj> +)\Z|ﬁ]’ +:UZ‘6] _ﬁj*ﬂ
j=1 =2

La premiére pénalité encourage la parcimonie (sparsity) des coefficients, tandis que la
deuxiéme pénalité encourage la parcimonie de leurs différences. Notons que lorsque le
nombre de variables p est grand, ce probléme est difficile & résoudre.

1.2.1.7 La régression Smooth lasso

Le Smooth lasso a été développé par Hebiri and van De Geer [65]. Cette méthode est
performante dans le cas ou les coefficients de régression successifs varient lentement ou
bien lorsque les variables sont ordonnées. L’estimateur Smooth lasso est donné par :

IBSm lasso — I8 mlIl— Z (yl Z'Il]ﬁJ) + )‘Z |B]’ + /JJZ 5) 1

De la méme maniére que le Weighted fusion, ce critére s’écrit sous la forme :

N 1 p
/BSmflasso arg mln o Z (yz Z xl]ﬁ]) + A Z ‘6]| + MﬁlRlRﬂ
j=1

ou
0 0 0 0
1 =1 0
R=10 1 -1 0
0
0 0 1 -1

1.2.2 Chemins de régularisation

1.2.2.1 Algorithme " Coordinate Descent"

Dans cette section, nous nous intéressons particuliérement a ’algorithme " Coordinate
Descent"[66]. C’est un algorithme qui permet de retrouver efficacement les chemins de
régularisation et a été appliqué a plusieurs méthodes de régularisation. Cet algorithme est
trés compétitif & algorithme LARS [58] et a fait récemment 1'objet de plusieurs travaux.
L’algorithme " Coordinate Descent" consiste a optimiser chaque paramétre séparément,
tout en fixant les autres, et répéter la procédure jusqu’a ce que la convergence soit assurée.
En effet, considérons une fonction objective, f qui est convexe mais pas nécessairement
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différentiable. Alors cette fonction peut étre divisée en une fonction différentiable et non
différentiable : f = f; + f., ou f; est convexe et différentiable, et f. est convexe mais
non différentiable. Lorsque la fonction objective f est différentiable ou bien sa fonction
non différentiable est séparable i.e (f.(x) = >.7_, f,(x;) ou chaque f,, est convexe), la
fonction objectif f peut étre minimisée par coordonnées.

1.2.2.2 Algorithme " Coordinate Descent" pour le lasso

La fonction objective du lasso peut étre scindée en deux parties, une partie différen-
tiable fy = ||Y'— X B||3 et non différentiable f. = >0, |8;]. fo = >_0_, | est strictement
convexe en chaque coordonnée et par conséquent, nous pouvons minimiser ces coordon-
nées. Dans le cas d’un seul prédicteur, la solution du lasso est explicite, et est un seuil
doux (soft threshold) de I'estimation des moindres carrés. Nous exploitons cette propriété
pour implémenter 'algorithme de descente pour le lasso.

L’algorithme de "Coordinate Descent" est un algorithme itératif qui résout exactement
pour une variable, le probléme du lasso, tout en fixant les variables restantes [67].

Nous fixons tous les parameétres de /5 & I'exception de la j éme composante f3;.

Soit X la j éme colonne de X et X_; toutes les colonnes a I’exception de la j éme colonne,
alors le probléme s’écrit :

o1
arﬂgnﬂl%m{;IIY — X85 = Bl + A8+ A |61}
i€ 1]

Soit 7; ;==Y — X_;[_;, le résidu partiel (qui est la différence entre 'observation Y et la
partie du modele ajusté qui n’implique pas la variable X;). Alors le probléeme peut étre
vu comme un probléme du lasso univarié ou r; joue le role de 'observation.

o1
arg min{—||r; — 3;X;|[3 + A6; + /\Z B[}
BierR T 1]

Supposons que Bj est la solution du probléme, d’aprés la condition de stationnarité KKT,
nous avons :

—2X/ (rj — ﬁij> + Asign (BJ) =0
713X — B = g sign(B)
L’estimateur des moindres carrés de la j™¢ variable est donné par (BOLS) = %r’ X;. Par
J

conséquent, une solution du lasso univariée peut étre calculée en appliquant un seuil doux
de l'estimateur OLS :
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Algorithm 1 Algorithme " Coordinate Descent " pour le lasso

Input : dataset (Y, X)
Output : B := lasso estimated vector of regression coefficients
Initialize 8 =0
repeat
for each j € 1,...,p do
Compute the partial residual r;, where

=Y - X'5

1#]
Compute OLS coefficient for single predictor

- 1
(50Ls)j = ET;XJ'

Update 3; (lasso solution : single variable case)

end for
until convergence
B=p

return B

1.2.2.3 Algorithme " Coordinate Descent" pour 1’adaptive lasso

Zou [3] a montré que I'adaptive lasso peut étre vu comme un probléme lasso, en trans-
formant les données originales. Donc, il est possible d’utiliser I'algorithme Coordinate
Descent pour retrouver 3 Adalasso - L algorithme pour retrouver Jé; Adalasso €St le suivant :

1. Construire la nouvelle matrice des variables explicatives X** = (xl Rt ) , avec
ri = xj/wjpour j=1,....p
2. Pour tout A, résoudre le probléme lasso suivant en utilisant 1’Algorithme 1 :

2
- I S ¢
=1 7=1 7=1
~ ~ ~ N /
3. Lestimateur Saqalasso €St donnée par : Sadalasso = ( o, ,B;*/(Dp)

1.2.2.4 Algorithme " Coordinate Descent" pour Elastic-net

Cet algorithme a été proposé par van der Kooij [68].
Pour l'estimateur Elastic-net, nous remplagons I’étape de la mise & jour (update) par :

S (%r;Xj,)\a) - S ((BOLS>J*’)\Q)

I+A1—a)  1+Ml—-0a)

B; <
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1.2.3 Apercu des méthodes de régularisation existantes dans la
littérature

Méthodes de

régularisation | Définition Parameétres
Ridge argming 5= >, (yZ PRy Iijﬁj>2 A A>0
lasso argming 5- ., (yz > xwﬁ]>2 + A0 1Bl A>0
arg ming % D ic1 (yz g 1 $1161>2
Elastic-net A (a L 1B+ 5(1 =) j> A>0, a€l0,1]
A>0,wun

vecteur de poids

Adaptive- ) donnés par un
lasso argming 5 >, (yi -2 xijﬁj> +AYF_ @;|B5] || estimateur initial
o pyl”
Wi = 1l
Pij = LiLj,
2 sij = sign (py;),
Weighted- | A8 Ming 3; > — 2 xijﬁa'> FAX B >0 4204 >
fusion 5i;3;) 0.

arg minﬂ 2n

(o
% Zj:l Z_j>’t Wl] (Bi — ;
<yz > xijﬁj) + A 1B+

Fused lasso 1wy o185 — @ 1] w>0, >0
)
arg ming o 5 D (yl Ef 1 l’ijﬂj) + A Z§:1 1851 +
Smooth lasso | p> 7, (B; 6] ) >0, A>0

. 1 n
argming s Zi:l

2
Yi — p 1xwﬁ]>

/N

A >0, L désigne le
nombre de groupes
et G; ensemble
des indices des
variables contenues

Grouped dans le groupe [
lasso AZZL:11/Z]'€GZ 83 avecl=1,...,L
2
mingers o Sy (i = Sy @igfy) st X0 18] +
Oscar ¢ icpemax {[B], |Bl} < A c>0,A>0
7
Bridge argming o- >, (yz -0 xi]ﬂ]) FAYE 1B [y =Tet A>0
[ Testimateur
ol 5 des moindres
Garrote S (yi — > ciB; 332-]-) stc;>0,20 ¢ <t | carrés ordinaire

La régression grouped lasso a été proposé par Yuan and Lin [69] pour analyser le cas o
les variables explicatives forment des clusters ou groupes.
La régression Bridge a été proposée par Frank and Friedman [70] et réétudié par Fu [71].
les régressions Ridge et lasso sont deux cas particuliers de cette méthode pour v = 2 et
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v = 1 respectivement.

La régression Oscar, proposé par Bondell et Reich [72], permet la sélection de variables
tout en les regroupant en clusters.

La méthode Garotte, proposé par Breiman [73], rétrécit I'estimateur des moindres carrés
par des coefficients positifs dont la somme est contrainte. Cependant, elle n’est pas valable
pour p > n puisque l'estimateur des moindres carrés, utilisé dans cette méthode, n’est
pas unique.

Les différents modéles et techniques de régularisation que nous avons abordés jusqu’a
présent dans les sections Modéles et modélisation et Sélection de variables et techniques
de régularisation, sont couramment utilisés pour construire des modéles de prédiction,
en l'occurence les modeéles de prédiction clinique. Dans ce qui suit, nous présentons les
différentes démarches de construction d’un modéle de prédiction clinique. L’accent sera
mis sur la prédiction de risque chez les patients victimes d’accident vasculaire cérébral.
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1.3 Construction et conceptualisation d’un modéle de
prédiction clinique avec application a I’accident vas-
culaire cérébral

Le modéle de prédiction clinique est un outil quantitatif d’évaluation des risques. Il
fournit des informations objectives et précises pour la prise de décision des médecins, des
patients et du personnel de santé.

Par exemple, prédire qu'un patient atteint d’'une tumeur maligne résistera a un certain
médicament de chimiothérapie, permettra d’éviter de lui donner ce médicament.
L’utilisation de modéle de prédiction clinique devient trées fréquente. La valeur des données
n’a jamais été aussi importante. Le développement rapide de ’acquisition de données, du
stockage et de la technologie de prédiction a 1’ére du big data a rendu possible la vision
d’un traitement médical personnalisé.

Dans cette partie, nous présentons les différentes méthodologies de construction de mo-
déles de prédiction clinique. Nous définissons le concept, les méthodes et processus de
construction de ces modéles et nous les classifions. Nous discutons les conditions néces-
saires a la conduite de cette méthodologie de recherche ainsi que ses limitations.

Comme application, nous avons choisi I’Accident Vasculaire Cérébral (AVC), un sujet
d’importance significative pour la santé publique. Nous allons définir ’AVC et ces consé-
quences tout en mettant I'accent sur la prédiction de la déficience cognitive post AVC.
Finalement, nous allons passer en revue les travaux menés sur la modélisation prédictive
du risque post AVC, en particulier la méthodologie des courbes de récupération.

1.3.1 Concept d’un modéle de prédiction clinique

Le modéle de prédiction clinique fait référence a l’'utilisation d’un modéle mathéma-
tique (paramétrique / semi-paramétrique / non paramétrique) pour estimer la probabilité
qu'un sujet soit malade ou bien exposé & une maladie dans le futur [74]. Les méthodes
couramment utilisées comprennent le modéle de régression linéaire multiple, le modéle de
régression logistique et le modéle de régression de Cox. L’évaluation et la vérification de
Iefficacité des modéles de prédiction sont la clé de 'analyse statistique et de la modélisa-
tion des données [75].

D’un point de vue statistique, ces modéles peuvent étre construits tant qu’une observation
issue d’un probléme clinique (Y) peut étre quantifiée par une caractéristique (X).

Sur la base des problémes cliniques, les modéles de prédiction comprennent les modéles
diagnostic, pronostic et d’occurrence de maladies |74].

Le modele diagnostic est courant dans les études transversales, se concentrant sur les
symptomes cliniques, les caractéristiques des sujets de I'étude, et la probabilité de diag-
nostiquer une certaine maladie.

Le modéle pronostic se concentre sur la probabilité de résultats tels que la récidive, la
mort, l'invalidité et les complications au cours de la période d’une maladie particuliére.
Ce modéle est courant dans les études de cohorte.

Le modéle d’occurrence de maladies prédit si une maladie particuliére se produira dans
I’avenir en fonction des caractéristiques générales du sujet, ce qui est également courant
dans les études de cohorte.

De nombreuses similitudes existent entre le modéle diagnostic, le modéle pronostic et le
modele d’occurrence de maladie.

D’un point de vue technique, les chercheurs seront confrontés a la sélection des prédic-
teurs, a la mise en place de stratégies de modélisation, ainsi qu’a ’évaluation et a la
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vérification des performances du modéle.

1.3.1.1 Meéthodes et processus de construction de modéles de prédiction cli-
nique

La construction d’'un modele de prédiction clinique se base en général sur six grandes
étapes [76] :

1) Sélectionner un ensemble de données de prédicteurs comme facteurs potentiels.

2) Choisir un modéle statistique approprié pour analyser la relation entre les prédicteurs
et ’observation.

3) Sélectionner des variables parmi les prédicteurs existants qui sont suffisamment signi-
ficatives pour étre incluses dans le modéle.

4) Construire le modéle.

5) Evaluer le modéle.

6) Expliquer les applications du modeéle dans la pratique clinique.

Une bonne conception de I’étude et un bon protocole de mise en oeuvre sont nécessaires.
A T'heure actuelle, il n’existe pas de modéle de prédiction pour un probléme clinique spé-
cifique.

Un ensemble d’apprentissage et de validation sont nécessaires pour la construction et la
vérification de la capacité et la performance de prediction du modéle. Concernant ces deux
ensembles de données, ils peuvent étre collectées de maniére prospective ou rétrospective.
Les ensembles de données collectées prospectivement sont en général de meilleure qualité.
La taille de I’échantillon est d’une trés grande importance et doit étre aussi large que
possible.

Le controle de la qualité et la gestion de la collecte des données doivent également étre
effectués. Si les données sont collectées rétrospectivement, leur qualité doit étre évaluée,
les valeurs aberrantes identifiées et les valeurs manquantes correctement traitées.

Enfin, le jeu de données d’apprentissage pour la modélisation et la validation sont dé-
terminés en fonction des situations réelles. Parfois, nous ne pouvons modéliser et valider
que dans le méme ensemble de données. Cette approche est autorisée, mais ’applicabilité
externe du modele sera bien évidement affectée.

1.3.1.2 Etablissement, évaluation et validation de modéles de prédiction cli-
nique

Avant d’établir un modéle de prédiction, il est nécessaire de définir les prédicteurs
rapportés dans la littérature, de déterminer les principes et les méthodes de sélection de
ces prédicteurs et de choisir le type du modéle mathématique.

Habituellement, un modéle paramétrique, semi-paramétrique ou des algorithmes d’ap-
prentissage automatique sont utilisés pour construire les modeéles. Il est nécessaire de
déterminer a l'avance la forme du modéle de prédiction. Les chercheurs peuvent faire des
choix en fonction de la nature de I’étude. Une fois le modéle construit, comment peut-on
I’évaluer ?

L’évaluation et la vérification du modéle relévent d’une analyse statistique avancée. A
titre d’exemples, la discrimination, 1’étalonnage, 'efficacité clinique ainsi que d’autres in-
dicateurs de performances.

L’effet du modéle de prédiction est susceptible de changer & mesure que la population
change. Par conséquent, une étude compléte du modeéle de prédiction devrait inclure sa
validation. La validation comprend la validité interne et la validité externe du modéle.
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La validité interne refléte la reproductibilité du modéle, qui peut étre confirmée par la
validation croisée ou bien le bootstrap, et ce avec les mémes données de ’étude. La va-
lidité externe refléte la généralisabilité du modéle et doit étre validée avec des ensembles
de données qui sont temporellement et géographiquement indépendants. La validation
interne et externe du modéle sont des étapes nécessaires pour évaluer sa stabilité et son
applicabilité.

En effet, pour vérifier la validité interne, plusieurs méthodes sont disponibles :

1) Divisez au hasard les données en deux parties (data splitting), construction et valida-
tion. Les études avec des échantillons de petite taille ne conviennent pas a cette méthode.
2) La méthode de validation croisée par dix (ten-fold-cross validation), consiste a diviser
les données en dix parties et a utiliser neuf parties pour construire le modéle et la partie
restante pour le vérifier. Cette méthodologie permet de construire un modéle relativement
stable.

3) La méthode classique d’analyse de validité interne (Bootstrap) consiste a échantillonner
au hasard un certain nombre d’observations dans ’ensemble de données d’origine pour
créer un modéle, puis a utiliser I’ensemble de données d’origine pour le vérifier. En effec-
tuant un échantillonnage aléatoire (500 a 1000 fois), 500 & 1000 modéles sont obtenus et
les distributions de paramétres peuvent donc étre résumées. Par conséquent, les valeurs
finales des parameétres sont déterminées. Il est prouvé que les modéles obtenus par cette
méthode ont une stabilité plus élevée que les méthodes : (data splitting) et (ten-fold-cross
validation).

Nous pouvons évaluer l'efficacité clinique en calculant la sensibilité et la spécificité du
modele. Nous évaluons généralement si les patients peuvent étre classés comme un bon ou
mauvais pronostic selon une certaine valeur seuil. L’analyse de la courbe de décision est
également une méthode couramment utilisée pour prédire 'efficacité clinique des modéles.
En statistique, les notions de sensibilité et spécificité sont d'une importance majeure en
épidémiologie et en théorie de la détection du signal.

- La sensibilité (ou sélectivité) d'un test mesure sa capacité a donner un résultat positif
lorsqu’une hypothése est vérifiée.

- La spécificité, qui s’oppose a la sensibilité, mesure la capacité d’'un test & donner un
résultat négatif lorsque ’hypothése n’est pas vérifiée.

- L’analyse de la courbe de décision (DCA) [77, 78| est une méthode permettant d’évaluer
la valeur ajoutée des informations fournies par un test pronostique, sur un intervalle de
risques et de bénéfices d’un patient. Cette méthode facilite la prise de décision clinique.
La DCA est exprimée graphiquement par des courbes, avec le bénéfice-net clinique sur
I’axe vertical et les seuils de probabilité sur I’axe horizontal. Lorsque la courbe atteint son
niveau maximal sur 'intervalle des seuils de probabilité, 'intervention associée serait la
meilleure décision. La figure 1.2 synthétise les différentes démarches et méthodes jugées
importantes lors de la construction et I’évaluation d’'un modéle de prédiction clinique.
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FIGURE 1.2 — Construction et évaluation d’'un modéle de prédiction clinique

1.3.1.3 Les conditions nécessaires pour construire un modéle de prédiction
clinique du point de vue des cliniciens

Du point de vue des cliniciens, de nombreuses conditions s’imposent pour construire
un modéle de prédiction clinique :
(1) Construire une base de données de suivi d’'une maladie et collecter des informations
sur les patients, y compris mais sans s’y limiter : les caractéristiques démographiques, les
antécédents familiaux, les antécédents personnels; des informations relatives a la maladie
telles que des résultats physiques et de laboratoire importants avant le traitement, la gra-
vité de la maladie, le stade clinique, le stade pathologique ; informations sur le traitement :
telles que les méthodes chirurgicales, les schémas de radiothérapie et de chimiothérapie,
la dose et l'intensité.
(2) Une certaine taille d’échantillon est nécessaire pour atteindre une efficacité statistique
suffisante pour discerner I'influence des facteurs de confusion sur le résultat [79].
(3) La construction d’un modéle de prédiction clinique consiste a résoudre des problémes
cliniques. La capacité de découvrir des problémes cliniques de bon sens est cultivée a
travers une large lecture et pratique clinique.

1.3.1.4 Problémes actuellement rencontrés dans le développement du modéle
de prédiction

Plusieurs problémes sont rencontrés lors du développement d’un modéle de prédiction
et peuvent étre énumérés comme suit :
(1) Un faible taux de conversion clinique (utilisation du modeéle par les cliniciens). En
effet, la raison principale est que I'application clinique du modéle de prédiction doit étre
équilibrée entre la précision et la simplicité du modéle.
(2) La plupart des modeles de prédiction clinique sont construits et validés sur la base
d’ensembles de données rétrospectives et la validation est rarement effectuée dans les
données prospectives. Par conséquent, la stabilité des résultats prédits par les modéles est
relativement faible.
(3) La validation de la plupart des modéles de prédiction clinique est basée sur des don-
nées internes. En général, il y a deux jeux de données, construction et validation. Les deux
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ensembles de données proviennent souvent du méme registre.

(4) Si le modeéle de prédiction est validé par un ensemble de données externe, I'applica-
tion du modéle sera considérablement élargie. En revanche, cette approche est difficile et
nécessite une coopération multicentrique. De plus, la plupart des centres de recherche ne
disposent pas d’une base de données compléte pour la validation, d’oti 'importance d’une
base de données compléte.

1.3.2 Application : Accident vasculaire cérébral (AVC)
1.3.2.1 L’accident vasculaire cérébral et ses conséquences cliniques

L’AVC est une maladie cérébrovasculaire décrite par l'organisation mondiale de la
santé (OMS) comme suit :
"Un accident vasculaire cérébral (AVC) résulte de I'interruption de la circulation sanguine
dans le cerveau, en général quand un vaisseau sanguin éclate ou est bloqué par un caillot.
L’apport en oxygéne et en nutriments est stoppé, ce qui endommage les tissus cérébraux".
Un accident vasculaire cérébral peut étre défini comme une hémorragie ou un infarctus.
Un accident vasculaire cérébral hémorragique survient en cas d’interruption de ’apport
sanguin au cerveau suite a un saignement d’un vaisseau sanguin dans le cerveau, appelé
hémorragie. Un infarctus survient lorsqu’un blocage, tel un caillot, est responsable de I'in-
terruption de l'approvisionnement en sang (OMS, 2018). Ceci est communément appelé
AVC ischémique. Les lésions cérébrales qui résultent d’'un AVC hémorragique ou isché-
mique peuvent étre mortelles ou avoir des conséquences graves [6].
Le registre des accidents vasculaires cérébraux du sud de Londres (SLSR), principale
source de données utilisée dans cette thése, décrit les AVC selon les critéres de 'OMS.
Le SLSR utilise la Classification internationale des maladies (CIM) pour définir ’AVC.
La CIM est une classification médicale codifiée classifiant les maladies et une trés vaste
variété de signes, symptomes, lésions traumatiques, empoisonnements, circonstances so-
ciales et causes externes de blessures ou de maladies.
Elle est publi¢e par I’Organisation mondiale de la santé (OMS) et est mondialement uti-
lisée pour 'enregistrement des taux de morbidité et des taux de mortalité touchant le
domaine de la médecine. Elle permet : le stockage, la récupération et ’analyse faciles des
informations sur la santé pour une prise de décision fondée sur des preuves, le partage et
la comparaison des informations sur la santé entre les hopitaux, les régions, les milieux et
les pays. Et aussi, la comparaison de données obtenues au méme endroit sur différentes
périodes.
L’AVC est causé par des facteurs tels que I'hypertension, le diabéte et I’hyperlipidémie
qui peuvent avoir un effet continu et cumulatif [80]. L’invalidité aprés un AVC est une
conséquence qui entraine des souffrances chez le patients et est une charge pesante sur
leurs familles et soignants [81]. Une étude bibliographique épidémiologique a été entreprise
par Fehey et al. [82], pour I'identification des conséquences potentiellement importantes
de ’AVC. Cette étude a produit une liste de conséquences d’AVC et a été présentée et
discutée avec le groupe "SLSR Stroke Research Patients and Family Group (SRPFG)".
Les conséquences post-AVC qui ont été sélectionnées pour des études plus approfondies
et ce en partenariat avec le SRPFG comprennent : la récupération fonctionnelle, la mor-
talité, la déficience cognitive et la dépression.
Dans cette thése, l'intérét est porté principalement & la déficience cognitive post-AVC.
Dans ce qui suit, nous commencons par justifier les motivations derriére ce choix. Ensuite
nous passons en revue les facteurs de risque majeurs associés a la déficience cognitive post-
AVC. Finalement nous discutons les travaux menés sur la méthodologie des "courbes de
récupération".

49



1.3.2.2 Deéficience cognitive

La déficience cognitive post-AVC (PSCI) est la deuxiéme cause la plus courante de

déclin cognitif aprés la maladie d’Alzheimer [83]. Le risque de développer un accident vas-
culaire cérébral ou la démence a I’age de 65 ans est d’un sur trois pour les hommes et d'un
sur deux pour les femmes (Institut national d’excellence clinique (NICE), 2008). L’aug-
mentation de I’espérance de vie, I’évolution démographique de la population et 'améliora-
tion des taux de survie aprés un AVC signifient que le nombre absolu de patients atteints
de PSCI augmentera.
Plusieurs études prospectives ont montré que des changements cognitifs surviennent apres
un AVC [84, 85]. La méta-analyse de ces études suggére que jusqu’a un tiers des survivants
d’un AVC souffrent d’une forme de déficience cognitive. Cette statistique ne fait pas de
différence entre les étiologies de I’AVC et peut inclure une proportion de patients (esti-
mée a environ 10%) atteints de démence pré-AVC. La prévalence du PSCI est plus élevée
chez ceux avec un AVC récurrent [86]. Ces données pourraient sous-estimer la prévalence
réelle de PSCI, car ces études ont tendance a exclure les patients avec un état séveére et
qui sont incapables de consentir a la collecte de données ou d’assister a des visites de
suivi [87]. 11 existe également des problémes de faisabilité des tests cognitifs et d’attrition
au suivi qui contribuent a une sous-estimation du risque des troubles cognitifs [87]. Le
PSCI évolue avec le temps, et est souvent reconnu dans les premiéres semaines a quelques
mois aprés un AVC. Les analyses groupées des cohortes longitudinales hospitaliéres et de
population suggérent une augmentation linéaire du PSCI d’environ 2% par an [86]. Ce
fait est différent avec les changements cognitifs dans la population vieillissante normale,
dans laquelle un taux de changement linéaire n’est pas observé. Les survivants d'un AVC
montrent différentes trajectoires cognitives. Dans cette thése, la déficience cognitive est
définie a I'aide du Mini Mental State Examination (MMSE)|[88]. Un seuil> 15 indique une
déficience cognitive. Une discussion sur ce point est donnée au chapitre 3.

1.3.2.3 Facteurs de risque

Patel et al ont constaté que les troubles cognitifs causées par un AVC étaient associés
aux facteurs suivants, tous indépendants les uns des autres : un patient de 75 ans et plus;
ethnicité ; classe socio-économique inférieure ; accident vasculaire cérébral de ’hémispheére
gauche; et les indicateurs de la gravité initiale de ’AVC, y compris I'incontinence urinaire
et les anomalies du champ visuel [89]. L’influence de 1’age sur le déclin cognitif a été
démontrée non seulement chez les patients victimes d’'un AVC, mais aussi dans la popula-
tion générale [90|. L’ethnicité est également un facteur de risque. Les ethnies caribéenne
/ africaine et asiatique sont associé¢es a de mauvais résultats cognitifs aprés un AVC [90].
Cela pourrait étre di & une variation culturelle en répondant au questionnaire MMSE.
La corrélation identifiée entre 1'origine ethnique et les troubles cognitifs s’est avérée in-
dépendante de 'age ou d’autres facteurs potentiels [90]. Nous avons également constaté
que la déficience cognitive est associée a une classe socio-économique inférieure [91, 90].
Ces études ont rapporté qu’un niveau d’étude trés bas était associé & une déficience cog-
nitive aprés un AVC. Les patients victimes d’'un AVC de 'hémisphére gauche étaient plus
susceptibles de souffrir de troubles cognitifs que ceux ayant des lésions du coté droit,
peut-étre parce que 'hémisphére gauche contréle le langage et les fonctions intellectuelles
générales [89]. L’incontinence urinaire et le défaut du champ visuel sont deux marqueurs
de la gravité initiale de ’AVC et sont significativement associés a une déficience cognitive
a long terme, comme le rapporte Douiri, Rudd et Wolfe [92]. Une revue systématique
et une méta-analyse menées par Pendlebury et al. [83] ont indiqué que la survenue d’un
accident vasculaire cérébral semblait étre le déclencheur d’un déclin cognitif rapide. Les
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prédicteurs significatifs associés a la démence post-AVC comprenaient un AVC antérieur,
un AVC récurrent, plusieurs lésions d’AVC, la sévérité de ’AVC, le type d’AVC (aug-
menté avec hémorragie), le volume de l'infarctus et 'emplacement de 'AVC (augmenté
avec ’AVC dans I’hémisphére gauche) [83] .

1.3.2.4 Modélisation statistique pour la prédiction des conséquences post-
AVC : "Courbes de récupération"

Historiquement, la prédiction du risque d’accident vasculaire cérébral concernait prin-
cipalement le risque avant 'accident vasculaire cérébral : c¢’est-a-dire 'identification des
facteurs de risque d’'un accident vasculaire cérébral ou la construction de modéles qui
prédisent le risque d’avoir un AVC en premier lieu. Des modéles tels que celui utilisé
pour calculer le score de Framingham [93] sont couramment utilisés en pratique clinique
et ont été adaptés pour prédire a la fois le risque a court et a long terme dans diverses
populations.

Dans l'espace post-AVC, la recherche sur la prédiction du risque a identifié des facteurs
de risque de mortalité, de mauvaise progression de récupération et d’AVC récurrent. De
nombreux modeéles ont été élaborés pour prédire les résultats a court et a long terme.
Ces modéles a long terme comprennent : The Essen Stroke Risk Score (ESRS) [94], Stroke
Prognostic Instrument One (SPI I) [95], The Stroke Prognostic Instrument Two (SPI II)
[96], Life Long After Cerebral ischémie (LiLAC) 1, LILAC 2, LiLAC 3 [97] et le score
Acute Stroke Registry and Analysis of Lausanne (ASTRAL) [98].

Ces modéles ont été développés d’une maniére similaire aux modeles pré-AVC ; ¢’est-a-dire
qu’ils prédisent la probabilité qu'une population, ou un patient, obtienne un résultat a
des moments fixes et prédéfinis de fagon unique. Contrairement & la prédiction du risque
pré-AVC, les modeéles de prédiction du risque post-AVC ne sont pas utilisés dans la pra-
tique clinique.

Il a été théorisé que la raison en est qu’'une prédiction longitudinale est plus significative
que les estimations de risque a des moments prédéfinis |10, 7, 99, 8, 9.

Par exemple, une estimation de la fluctuation du risque de mortalité d’un patient sur une
période d'un an aprés un AVC peut étre plus utile pour les patients et les cliniciens qu'une
estimation du risque de mortalité au 365™¢ jour aprés un AVC.

Cet argument est raisonnable car la progression de la récupération aprés un AVC s’est
avérée tres variable a la fois dans le temps et entre les individus. Compte tenu de cette
variabilité, les données et les méthodes peuvent étre plus appropriées pour capturer avec
précision le rétablissement du patient, en particulier lorsque ’objectif est la planification
simultanée de soins immédiats et a long terme.

Tous les modeéles post-AVC identifiés dans la revue systématique [82] estiment le risque a
des moments prédéfinis, et aucun n’est utilisé en pratique quelle que soit la qualité métho-
dologique du modeéle. La seule exception a cela concerne les modéles dérivés par Tilling
et ses collégues, Toschke et Douiri [99, 8, 9]. Ces chercheurs ont développé des méthodes
pour la prédiction longitudinale du risque des conséquences post-AVC.

Tilling [10] a émis 'hypothése que les modeéles hiérarchiques pouvaient décrire et prédire
les conséquences aprés une maladie. En effet, le nombre de patients dans une étude peut
diminuer avec le temps, alors qu’en général, chaque modéle doit étre basé sur tous les
patients, et non seulement ceux qui survivent jusqu’a la fin de I’étude. Ces problémes
peuvent étre traités avec des modeles hiérarchiques, qui prennent en compte le fait que les
données sont emboitées sous forme d’observations (premier niveau) au sein des individus
(deuxiéme niveau) [7]. Tilling a appelé cette méthodologie "outcomes curves” [7].
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Tilling et ses collégues ont proposé l'utilisation des "outcomes curves” pour prédire la
récupération fonctionnelle aprés un AVC. Par cette méthode, un modéle de récupération
a été quantifié jusqu’a 12 mois aprés AVC et le terme "courbe de récupération" (reco-
very curve) a été inventé [10, 7]. Cette méthodologie suppose que chaque patient a sa
propre courbe de récupération réelle et que ces courbes de récupération réelles varient
par rapport & la courbe de récupération moyenne. Cette propriété permet aux modeéles
de récupération de différer, méme pour les patients ayant les mémes caractéristiques de
base. En plus d’estimer la courbe de récupération moyenne ainsi que la maniére dont
cette courbe est liée aux caractéristiques du patient, cette approche permet également de
quantifier la variation entre les courbes de récupération de chaque patient et leur degré
de variabilité.

L’avantage des courbes de récupération est qu’elles peuvent prédire la récupération
fonctionnelle & tout moment aprés un AVC. Les prévisions générées par ces courbes de
récupération ne sont pas aussi précises que celles produites par d’autres modéles de la
littérature ; cependant, ils apportent une plus grande dimension a la prédiction car les
prédictions ne sont pas limitées & un moment précis. Cela permet de modifier les pré-
dictions au fur et & mesure de I'observation, et permet ainsi aux médecins d’identifier
les patients qui présentent un risque plus élevé par rapport aux autres. Les courbes de
récupération permettent également de quantifier les trajectoires de récupération aprés un

AVC.

Toschke a évalué les effets des traitements fondés sur des données probantes, sur 1’évo-
lution des conséquences post-AVC. [8]. Toschke a réitéré que les courbes de récupération
pouvaient étre utilisées pour quantifier le modéle de récupération jusqu’a un an apres
IAVC. 1l a également montré que ces courbes pouvaient évaluer les effets des traitements
et d’interventions complexes fondés sur des données probantes tout au long de la période
de rétablissement du patient. Ainsi, les modéles ont contribué a I’étendue des connais-
sances cliniques sur les traitements efficaces [8].

Douiri et al [9] ont étendu les travaux de Toschke et Tilling en montrant que I’on pouvait
également construire des courbes de récupération avec des prédicteurs disponibles seule-
ment & 'admission du patient. De plus, Douiri et ses collégues ont construit des courbes
de récupération intégrant la régularisation. Ils ont également été les premiers a évaluer

I'utilité clinique des courbes de récupération en effectuant une analyse de la courbe de
décision (DCA).

Cette these développe la méthodologie des courbes de récupération, en utilisant les tra-
vaux antérieurs susmentionnés comme base. Les courbes de récupération se sont avérées
étre la méthode la plus flexible permettant d’incorporer des informations de prédicteur
longitudinal sans perte de qualité prédictive. Cette méthode est plus avantageuse par rap-
port aux autres en termes de flexibilité avec les valeurs manquantes, sa capacité a englober
toutes les informations concernant le développement du prédicteur, et son utilité face a
un grand nombre de mesures répétées [100].

Dans ce travail de thése, cette méthodologie est utilisée pour développer et valider un mo-
dele prédictif centré sur le patient pour estimer le risque de déclin cognitif a long terme
(5 ans) aprés un AVC.

Ce travail intégre la régularisation dans la méthodologie des courbes de récupération.
Enfin, il évalue également la performance de cette méthode en utilisant a la fois des para-
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métres traditionnels (discrimination et étalonnage) et non traditionnels (utilité clinique).
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Chapitre 2

Une approche probléme inverse pour
les modéles de régression régularisés
avec application a la prédiction de la
récupération fonctionnelle aprés un

AVC

2.1 Introduction

Les modeéles de régression représentent, de nos jours, un outil majeur couramment
utilisé dans les essais cliniques et les études épidémiologiques. Ces modeles ont été affinés
grace aux travaux de Fisher qui a combiné les travaux de Gauss et Pearson pour déve-
lopper les propriétés de Pestimateur des moindres carrés [101]. Ces travaux ont permis
I'utilisation de la régression pour ajuster les variables indépendantes et dépendantes et
identifier les relations causales entre les prédicteurs et les observations [102]. Depuis la
publication des travaux de Fisher, les modéles de régression ont connu un développement
important, en particulier la régression paramétrique et non paramétrique [103], la régres-
sion bayésienne [104] et la régression régularisée [105]. Gauss a introduit la distribution
normale [106], couramment utilisé comme distribution du terme d’erreur dans l'analyse
de régression. Sous I'hypothése que les erreurs sont normalement distribuées, les estima-
teurs des moindres carrés (MCO) [107] et ceux du maximum de vraisemblance (ML) sont
identiques. Cependant, les hypothéses classiques sur les MCO [108] ou le ML sont souvent
insatisfaites par les données réelles. Les MCO /ML peinent & bien prédire et & donner des
interprétations significatives dans certains scénarios. Pour surmonter ces limitations, de
nombreuses techniques de régularisation ont été développées telles que la régression ridge
[4], e lasso [54], 'adaptive-lasso [3] et l'elastic-net [5]. D’un point de vue mathématique,
I’ajustement d’'un modéle de régression peut étre formulé comme une minimisation d’un
probléme inverse qui mesure 1’écart entre le résultat observé et les données produites par
la représentation des prédicteurs. L’approche probléme inverse, permet d’effectuer simul-
tanément la sélection de variables et 1'estimation des coefficients.

En particulier, pour un probléme de régression linéaire généralisée [15] :

Soient X € M, ,(R) et Y € R™, nous cherchons € RP le parameétre a estimer tel que :
g(Y) = X161+ Xofo+. ..+ X, 0, ot Xq, Xs, .., X, les colonnes de X qui sont des variables
aléatoires intégrables a valeur réelle.

En statistique, on dit que I'observation peut étre expliquée par des covariables X, Xs, ..., X,.
Puisque les observations sont toujours accompagnées d’erreurs de mesure et dans certaines
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situations des discontinuités, la minimisation de la distance entre les données observées
et ajustées, donne des solutions insatisfaisantes. Dans ce cas, l'introduction d’une infor-
mation préalable est nécessaire pour régulariser la solution.

Le probléme de minimisation est énoncé comme suit :

n V4
Minimize — log(z p(yilx:, B,0)) + AZ Y(B:)

BERP -1 i—1 (21)
subject to B € C
e )\ est un parameétre de régularisation positif.
e (' est un ensemble de contraintes sur les informations a priori de S.
e ) : R — R est une fonction de régularisation.
e —log(>  p(yi|zi, B,0)) est appelé terme de fidélité.
i=1
Le probléme (2.1) peut étre exprimé par :
1 p
Minimize —||Y — X8||? + X y
mimize || BII* + ;MB) 22)
subject to B € C
Ou sous la forme intégrale par :
1
Minimize —||Y — X23||? )\/ d
mimize [V — XB|* + A [ 4(8) d 0

subject to B € C

Avec ¢ : R? — R.

Choisir une fonction de régularisation optimale pour un probléme inverse donné n’est pas
simple. Dans ce sens, deux considérations importantes sont a prendre en compte : Une
bonne précision de prédiction sur les données futures et une interprétation significative
des résultats du modéle. Pour illustrer I'erreur liée au probléme d’ajustement dans un
modele de régression, nous donnons un exemple simple (ci-dessous) montrant I'impact
d’une observation perturbée sur I'exactitude de I’estimation.

107 8 7 39 1 39.1 9.2
75 6 5 23 1 93.9 _126
X=1g 610 oY= 33 |P=|1|YTV=] 331 |PtF=]| 45
7 5 9 10 31 1 31.9 11

Dans ce travail, nous abordons les modeles de régression régularisés en utilisant le cadre
théorique des problémes inverses. Cette approche représente une nouvelle démarche et mé-
thodologie pour analyser ces modéles statistique. Nous étudions le modéle de régression
dans le cadre du probléme inverse statistique, expliquant I'importance de la régularisation
dans les modéles analytiques prédictifs. L’analyse théorique est étayée par une étude de
simulation afin d’évaluer et de comparer différentes stratégies de régularisation dans le cas
des données, de petite et grande dimension. En se basant sur la méthodologie statistique
robuste de Huber [109] et le cadre théorique du probléme inverse, nous caractérisons et
proposons une nouvelle fonction de régularisation pour le probléme de régression.

Nous évaluons et comparons les performances de la méthode proposée avec d’autres mé-
thodes de régularisation (lasso, adaptive-lasso, ridge, elastic-net) par des simulations et
des données réelles basées sur le registre des AVC du sud de Londres (SLSR).
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2.2 Methodologie

2.2.1 Probléme inverse statistique dans un contexte de régression

Le probléme inverse consiste & trouver une estimation pour 5 = (81, fa, .., §p) qui est lice
par un opérateur L : § — X3 pour ajuster les données Y [110].

Les données mesurées Y sont approximeées par des données observée Y avec une erreur
§ >0 tel que ||Y —Y|| <.

En se référant a la définition de Hadamard [111], on dit qu'un probléme est mal posé si
I'injectivité, la surjectivité et la stabilité ne peuvent étre assurées.

Nous étudierons l'influence du terme de régularité pour que le probléme ait une solution
unique, stable, statistiquement significative et interprétable.

Dans un modeéle de régression, nous supposons que nous observons un Y € R” et que
nous avons une matrice de prédicteurs X € M, ,(R), dont les colonnes Xj, ..., X, € R"
correspondent a des variables prédictives.

En utilisant la définition de Hadamard pour le probléme de régression, nous établissons
d’abord la surjectivité et I'injectivité a travers la sélection d’une solution significative en
introduisant une information & priori. Ensuite nous formulons une généralisation du pro-
bléme inverse régularisé.

Pour formuler une généralisation du probléme de régression régularisée, nous utilisons une
analyse heuristique basée sur quatre cas :

Le cas simple est quand X est bijective (n = p), le probléme est analytiquement bien
posé, la solution de Y = X/ vérifie les conditions d’Hadamard et est unique, mais reste
trés sensible aux petites perturbations. De plus, lorsque X est mal conditionnée, X 'Y
amplifie I’erreur ce qui aboutit a une solution irréguliére.

Cependant, lorsque X n’est pas surjective (Ran(X) < n < p < n), l'observation Y
peut ne pas appartenir & Ran(X) i.e Y ¢ Ran(X). Nous remplagons donc Y par sa

projection sur Ran(X) i.e Y = Proj Y pour rétablir la surjectivité. Le probléme devient
Ran(X)

B = argmin||Y — Xp||? avec B la solution unique de 1’équation normale X'Y = X'X}3
appelé solution des moindres carrés.

Lorsque X n’est pas injective (Ran(X) < p ), nous avons une infinité de solutions for-
mant une variété affine de dimension (n — p) i.e. tous les vecteurs dans le sous-espace
affine X~'{Y} sont des solutions. Par conséquent, nous devons sélectionner une solution
significative dans le sous-espace X ~1{Y}. Pour ce faire, nous introduisons une information
préalable impliquant le choix d’un principe d’inférence tel que la régularité de la solution
ou d’autres critéres de restauration. Cela permettra de réduire le sous-espace X {Y'} et
régulariser le probléme inverse.

Alors le probléme s’écrit :
Mlﬁnel%zlolze ¥(B)
subject to B3 € X {Y}

La fonction W([) peut étre définie par :

V() =27, 18;] (lasso)
W(B) = Y_0_ wy|B;] avec w; = |,él-\v et v > 0 (adaptive-lasso)
J
Les w; sont des poids adaptifs. Comme suggéré par Zou [3], 5; peut étre I'estimateur des
moindres carrés ordinaires ou dans le cas de grande dimension, I’estimateur ridge.

(B) = >0, 7 (Ridge)
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U(3) = ?:1 |8; — B;—1| (Total variation)
V(B) =M 1B+ D00 32 (elastic-net)

Lorsque X n’est ni injective ni surjective, la combinaison des deux stratégies précédentes
permet de trouver une solution qui optimise la fonction ¥(f5) sur le sous-espace affine
XYY} avec Y = Proj Y.

Ran(X)
Cela peut étre exprimé comme suit :

Minimize B
{ inimize ¥(B)

_ (2:5)
subject to B € X {Y}

Avec : U : F(R,RP) — R et F(R,RP) est 'espace des fonctions défini de R a RP.

En utilisant les multiplicateurs de lagrange, nous pouvons facilement montrer que le pro-
bléme (2.5) est équivalent au probléme (2.3).

D’un point de vue probléme inverse, nous cherchons une fonction de régularisation ¥ et
un paramétre A qui optimise au mieux le probléme (2.3).

2.2.2 Lien avec le cadre bayésien

L’approche bayésienne consiste a trouver le paramétre 3 sachant les données mesurées
(observations) Y et le modéle de probléme direct X g.

P(p3) représente la probabilité a priori du paramétre 3 (coefficient), et P(Y'|3) est la fonc-
tion de vraisemblance.

Le théoréeme de Bayes [104]| défini par : P(B]Y) = P(Y|8)P(Y)/P(Y) exprime la pro-
babilité postérieure. P(Y') est simplement une constante de normalisation une fois que
les mesures Y sont données. Le maximum a postérieuri (MAP) permet de formaliser le
probléme inverse comme un probléme statistique, ou la probabilité postérieure P(3]Y)
est maximisée par rapport a . Ceci revient & minimiser E(3) =-logP(f3) -logP(Y|5) (en
intégrant la fonction log).

Pour écrire le modéle bayésien régularisé sous la forme (2.3), nous utilisons une distribu-
tion de Boltzmann ou Gibbs de la forme : P(8)=+ exp(— [(8)dS) [112].

P(f3) est ensuite combiné avec le modéle basé sur des mesures et un bruit spécifique :
P(Y|B) = geap(—3||Y — XB|*), ot Z et Z’ sont des constantes de normalisation, ap-
pelé également, fonction de partition. Par conséquent, la formulation du modéle bayésien
régularisé est équivalente au probléme (2.3).

Dans le cas ol nous avons un modéle de bruit gaussien, nous présumons que ||.|| = [|.||2.

2.2.3 Meéthode proposée : Nouvelle fonction de régularisation (hy-
bride)

Dans cette section, nous considérons le probléme (2.5) et nous définissons :

¥(8) = /ﬂ H(1B(t))) dt. (2.6)

Avec :
QCR—RP >R
t—= B(t) = P(|B()])
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Pour assurer que [, ¥(](t)]) dt est convexe, nous avons besoin des hypothéses suivantes :
i) 2 est un ensemble convexe de R

ii) 1 est une fonction par morceaux deux fois différentiables dans R

iii) ¥(0) = 0; ¢'(0) =

iv) 9"(s) > 0et ¢'(s) >0V s >0

Rappel du probléme :
Le probléme consiste a trouver le minimum optimal sur un domaine convexe 2 C R de la
fonctionnelle suivante :

Minimize E(8) = %IIY(t) — XB@)|I* + A/ﬂlﬁ(lﬁ(t)l) dt . (2.7)

Supposons que E(f) admet un minimum 3, alors le probléme satisfait la proposition
suivante.

proposition 2.1. E'((3) satisfait [’équation suivante :

¥'(18@1)])
1B(¢)]

Démonstration. Supposons que toutes les hypothéses susmentionnées sont satisfaites, (iv)
affirme que [, ¥(|8(t)|) dt est convexe , ce qui assure la convexité de E(f), alors le pro-
bléme admet un minimum global.

Calculons la dérivée de E(f) :

X(XB(t) — Y (8) + A——=—[8(t)| = (2.8)

Pour résoudre le probléme de la non différentiabilité de la valeur absolue a t = 0, on

considere : 3] = /|6 + €
Nous avons D(f — [, 5|XB(t) = Y|* dt) = [[X"(X8 - Y))]
et D(B — Jou(18))dt) = F[[ ¢(1B + th])]i=
On a:n(t) = |8 +th|* = |B]* + 2tBh + t*.|h|?
et n/(t) = 28h + 2t|h|?
Alors ([ w(v/n(E)l=0 = 5 J ¥'(V1(0) T = [ v/ (1))

Do, [o[X'(XB —=Y)] + M/ (|8]) zrh =0

On conclut que F'(B) = X'(Xp5 —-Y) +)\w|[_|j‘ﬁl 3

O

Inspiré par le cadre statistique robuste, nous définissons ¢ par la fonction de Huber (2.9),
une fonction de régularisation optimale qui vérifie les hypothéses ci-dessus :

26 si |8l <o; o3>0
Yo (18]) = { 2 (2.9)

o(|B] — %) sinon.
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Le sous gradient de 1 est donné par :

B )
= <
o (18]) EIR Bl < o
Yo \PU _ , (2.10)
18] osign(B) .
T stnon.

Dans la littérature, la norme de Huber est souvent utilisée comme une fonction de perte
(loss function). Dans notre étude, la fonction de Huber est utilisée comme un terme de
régularisation, ce qui rend notre méthode moins sensible aux valeurs aberrantes. Cette
approche est fréquemment utilisée en tomographie optique [113], en résolution d’image
[114] etc, et a montré son efficaciteé.

Le régulariseur Huber bénéficie des propriétés des normes L; et L. Il est quadratique pres
de l'origine et linéaire loin de I’origine (figure 2.1). A cette fin, o a été spécifié pour assurer
un passage fluide entre quadratique et linéaire. Huber a recommandé que la constante o,
qui régule le degré de robustesse, soit comprise entre 1 et 2. Généralement, on choisit
o= 1.5.

Notons que o peut étre adaptative ou choisie par la méthode dite "L-curve" [115].

La figure 2.1 est une illustration géométrique des régularisateurs étudiés, permettant ainsi
d’avoir une intuition sur le comportement asymptotique de ces méthodes. Nous remar-
quons que la méthode Huber croit linéairement pour les vecteurs associés a de grands
poids, tandis que ’elastic-net croit quadratiquement.

A J A

N, AN
NI \/'<>= <>

? ! 1 . R
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FIGURE 2.1 — Illustration géométrique des normes Lq, Lo, Elastic-net et Huber

Pour résoudre le probléme (2.7) par la méthode proposée et les autres méthodes de
régularisation (ridge, lasso, adaptive-lasso, elastic- net), nous avons utilisé une méthodo-
logie basée sur I'optimisation convexe (CVXR package)|116].

CVXR est basé sur la méthode des points intérieurs (IPM), une classe d’algorithmes in-
troduite par Karmarka [117]. Cette méthode utilise une fonction barriére logarithmique
[118] pour décrire 'ensemble des solutions du probléme.

En effet, résoudre le probléme de minimisation (2.11) est équivalent a résoudre le probléme
de minimisation (2.12) appelé méthode barriére.

Minimize f(B)
subject to h(B) =0 (2.11)
g(B) <0

avec h: RP - RP et g : R? — RP
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Minimize f(3) — %Zlog(—-‘h’(ﬁ)) (2.12)

subject to h(B) =0

Pour résoudre le probléme (2.12), nous commengons avec une petite valeur pour ¢,
nous calculons une solution pour cette valeur et ensuite nous utilisons la solution trouvée
comme point de départ pour la prochaine itération, ol la valeur de t est augmentée.

Algorithm 2 Algorithme " Barrier method"

1. START strictly feasible 8, := By, t :=t°, a >0, e > 0

2. Until p/t <e

a) Centring Step : Solve problem (Barrier Method) with ¢ := t* starting from 3,
b) Update fi4+1 := G;

c) thtl .= at#

End

Les approximations s’améliorent en tendant ¢ vers 'infini.

Le probléme peut étre résolu en utilisant les conditions de Kuhn-Tucker.

Dans le cas ot le probléme est convexe mais la fonction objectif est non différentiable,
comme pour l'exemple du lasso, nous ne pouvons pas utiliser directement la méthode
des points intérieurs. Nous transformons donc le probléme en ajoutant éventuellement de
nouvelles variables et contraintes. Le probléme transformé a cependant plus de variables
et de contraintes que le probléme original. En revanche, nous pouvons le résoudre tres
efficacement via la méthode des points intérieurs.

2.2.4 Colinéarité, Conditionnement et test de Belsley, Kuh et
Welsch

Le test de Belsley, Kuh et Welsch [119] est une méthode qui permet de classer les
données affectées par la colinéarité en se basant sur le conditionnement de la matrice de
données.

Notons C; I'indice de conditionnement de la matrice avec : C; = d;/dpin et d; = +v/A;
sont les valeurs singuliéres de la matrice.

Nous trions par ordre décroissant les d; tel que dp = dpar > dip—1 > ... > do > di = dpip.
Alors dl/dmfm < dg/dmln < ... < dk—l/dmin < dmaz/dmin-

Et donc, C; < Oy < O3 < ... < Cp_1 < O} avec (), le conditionnement de la matrice.

A l'aide de simulations, Belsley, Kuh et Welsch ont montré que :

{Si 30 < C; < 100 existence d’une colinéarité

Si C; > 100 existence d’une forte colinéarité .
Pour les données relatives au secteur de santé, le conditionnement est souvent supérieur a
1000. Ce test permet de mesurer le degrés de colinéarité et calcule le nombre de relations
de colinéarité existantes.

2.3 Simulations

Le cadre théorique proposé est appuyé et validé par une étude de simulations. Nous
étudions cinq méthodes de régression linéaires régularisées ; Ridge, lasso, adaptive-lasso,
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elastic-net et la méthode proposée (Huber). L’analyse statistique est réalisée a 1'aide du
logiciel R.

Les données simulées consistent sur des ensembles de données indépendants de petite
(n > p) et grande dimension (p >> n). Nous générons ces ensembles de données sous
différentes hypothéses : un conditionnement élevé de la matrice de données (forte colinéa-
rité) et une amplitude d’erreur variée.

Chaque ensemble de données est divisé en ensembles d’entrainement et de validation. Les
cinqg méthodes de régularisation sont utilisées pour ajuster les modéles optimaux dans
chaque ensemble d’entrainement. Les modéles ajustés sont utilisés pour évaluer les per-
formances des prédictions dans les ensembles de validation correspondants. Pour évaluer
la précision, nous calculons lerreur quadratique moyenne (MSE), 'erreur standard (sd),
et extrayons le nombre de coefficients ﬂA non nuls. La procédure est répétée 50 fois pour
chaque exemple.

Toutes les variables de X ont une distribution normale multivariée continue. Les pré-
dicteurs sont générés par échantillonnage a partir d’une distribution normale multivariée
avec la fonction de densité de probabilité suivante :

2 1 1 Iy—1
px(z) = (%)2 -W-BW(——(% — )Y (x — p))

2
avec une moyenne j et une covariance Y. Pour tout z nous supposons que p = 0 et
Var(z) = 1. Par une décomposition en valeur singuliére de X (SVD), nous définissons le
conditionnement de X. Nous attribuons a chaque prédicteur une valeur g prédéterminée.
Dans tous les exemples, ’ensemble de données simulé est divisé en 3 partitions, deux pour
I'ensemble d’apprentissage et une pour ’ensemble de validation (test).

Casn>p:

e Dans I'exemple 1, nous avons simulé 50 ensembles de données, n=20 pour chaque en-
semble, générés par y = X3 + o€ avec € ~ N(0, 1).
Nous fixons 5 = (3,1.5,0,0,2,0,0,0), 0 = 3 et cond(X) = 100 (forte collinearité).

e Dans 'exemple 2, nous avons simulé 50 ensembles de données, n=20 pour chaque en-
semble, générés par y = X3 + o€ avec € ~ N(0, 1).
Nous fixons £ = (0.80, 0.80, 0.80, 0.80, 0.80, 0.80, 0.80,0.80), o = 3 et cond(X) = 100.

e Dans l'exemple 3, nous avons simulé 50 ensembles de données, n=100 et p=40 pour
chaque ensemble, générés par y = X5 + o€ avec € ~ N(0,1).

Nous fixons g = (0, ...,0,2,...,2,0, ...,0,2, ..., 2), les 10 premiers termes de /3 sont fixés a 0,
les 10 termes suivants fixés a 2, les 10 termes suivants fixés a 0, et les 10 derniers termes
fixés & 2. 0 = 15 et cond(X) = 100.

Cas p>>n:

Dans ce cas, comme suggéré par Zou [3], nous considérons la norme s au lieu de I'estima-
teur des moindres carrés pour calculer les poids adaptifs de la méthode adaptive-lasso.
Pour le cas des données de grande dimension, nous avons simulé 30 ensembles de données
indépendants générés par y = X + o€ avec € ~ N(0,1) pour chacun des exemples sui-

vants :

e Dans I'exemple 4, nous considérons n=200, p=400 et nous fixons tous les coefficients de

61



fa0.85, 0 =3 et cond(X) = 100.

e Dans I'exemple 5, nous considérons n=30 et p=60, 5 = (3,...,3,0,...,0,9,...,9), les pre-
miers 20 coefficients de 8 sont fixés a 3, les 20 suivants & 0 et les 20 derniers 4 9, 0 = 9

et cond(X) = 100.

e Dans I'exemple 6, nous considérons n=100, p=400, 8 = (1.5,2.5) les premiers 200 coef-
ficients sont fixés a 1.5 et les 200 suivants a 2.5, 0 = 9 et cond(X) = 100.

Chaque exemple est considéré séparément. Ridge, lasso, adaptive-lasso, elastic-net et la
méthode proposée (Huber) sont ajustés simultanément au méme jeu de données. Le pa-
rameétre de régularisation A est défini dans l'intervalle [1071, 10]. La valeur optimale de \
est déterminée en parcourant cet intervalle dans le processus de minimisation.

Example 1 :
Method Parameters | Average MSE | Average of
(sd) NON-Zero
coefficients
Ridge o= 20.038 (2.177) | All
lasso a=1 20.742 (2.188) | 7.12
Ad-lasso v=0.5 21.773 (2.278) | 7.26
vy=1 23.022 (2.60) 7.20
v=1.5 23.693 (2.883) 7.00
Elastic-net | a = 0.25 20.813 (2.18) 7.70
a=0.5 20.72 (2.182) 7.72
a=0.75 20.707 (2.187) 7.40
Huber oc=1 20.82 (2.203) 7.96
oc=1.5 20.872 (2.196) 7.90
oc=1.8 20.878 (2.19) 7.98
Example 2 :
Method Parameters | Average MSE | Average of
(sd) NON-Zero
coefficients
Ridge o= 20.945 (2.218) | All
lasso a= 21.398 (2.202) | 7.32
Ad-lasso v=0.5 22.398 (2.313) | 7.38
=1 23.50 (2.636) | 7.28
y=15 24.13 (2.87) 7.20
Elastic-net | a = 0.25 21.03 (2.221) 7.80
a=05 21.103 (2.221) | 7.72
a=075 |21.202(2.212) |7.62
Huber o= 20.03 (2.212) | 7.98
o=15 20.812 (2.209) | All
o=18 20.810 (2.209) | All
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Example 3 :

Method Parameters | Average MSE | Average of
(sd) NON-Zero
coefficients
Ridge a=20 526.30 (20.635) | All
lasso a=1 553.94 (22.642) | 38.34
Ad-lasso v=105 576.62 (24.668) | 38.26
v=1 596.38 (26.973) | 37.74
v=1.5 602.42 (28.041) | 37.18
Elastic-net | o = 0.25 531.03 (20.919 ) | 39.66
a=0.5 536.51 (21.257) | 39.28
a=0.75 543.57 (21.746) | 39.00
Huber oc=1 532.36 (21.095) | 39.94
o=15 520.6 (20.452) | 39.29
oc=1.38 515.44 (20.211) | 39.88
Example 4 :
Method Average Average of
MSE(sd) non-zero
coefficients
Ridge 1049.9 (15.06) | All
lasso 1613.59 (26.03) | 129.66
Ad-lasso 1627.17 (24.48) | 120.30
Elastic-net 1208.14 (17.11) | 253.93
Huber 1050.82 (15.11) | 396.66
Example 5 :
Method Average MSE | Average of
(sd) NON-Zero
coefficients
Ridge 39185.26 All
(3356.50)
lasso 62093.76 18.96
(5021.50)
Ad-lasso 68142.08 19.00
(5149.02)
Elastic-net 39045.61 51.16
(3448.09)
Huber 52078.32 59.80
(3771.15)
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Example 6 :

Method Average MSE | Average of non-
(sd) zero coefficients
Ridge 6015.75 All
(379.099)
lasso 8071.26 65.73
(445.008)
Ad-lasso 8497.87 65.16
(464.066)
Elastic-net 6178.55 242.00
(398.025)
Huber 6140 (368.709) | 398.00

A partir des exemples 1-2-3, les simulations ont confirmé que le lasso et I’adaptive-lasso
ont séléctionné un petit nombre de prédicteurs pertinents. Nous avons observé que la
méthode proposée (Huber) est d’une précision prédictive élevée. Lorsque le nombre de
prédicteurs est trés grand, la précision de prédiction de la méthode proposée (Huber) est
plus élevée que celle du ridge, lasso, adaptive-lasso et de l'elastic-net. Ces exemples ont
confirmés, de maniére significative, la supériorité de Huber dans le cas d'une forte coli-
néarité et une amplitude d’erreur élevée. Notons que la méthode proposée bénéficie de la
propriété de parcimonie dans certains cas, et ce en ramenant certains coefficients a zéro
grace & la norme /. Nous avons observé que les deux méthodes, ridge et elastic-net, sont
généralement plus performantes que le lasso. Quant au lasso, il est plus performant que
I’adaptive-lasso. Cependant, 'adaptive-lasso a tendance a sélectionner plus de variables
que le lasso. Enfin, dans le cas n > p, une précision prédictive élevée a été observée
avec la méthode huber suivie de la méthode ridge. Finalement, I'elastic-net, le lasso et
I’adaptative-lasso incorporent plus que Huber, la propriété de sélection de variables, et
leur modéle résultant est mieux interprétable que celui de la méthode proposée.

A partir des exemples 4-5-6, qui représentent le cas de grande dimension, nous avons ob-
servé que la régression ridge et huber surpassent toutes les méthodes dans les exemples 4
et 6 en terme de précision de prédiction. L’elastic-net est plus performante que les autres
méthodes dans ’exemple 5. Le lasso et 'adaptative-lasso ont tendance a sélectionner plus
de variables.

Dans le cas de grande dimension, nous avons observé qu’il n’y a pas de procédure de régu-
larisation qui surpasse statistiquement toutes les autres méthodes. Dans ce cas, différentes
procédures peuvent étre utilisées et adaptées dans la pratique pour divers contextes.

2.4 Application : Prédiction de la récupération fonc-
tionnelle aprés un AVC

2.4.1 Données et approche de modélisation

Nous avons utilisé les données d’AVC publiées par Douiri et al [9] pour évaluer et comparer
la méthode de régularisation proposée (Huber) par rapport & d’autres méthodes (ridge,
lasso, adaptive-lasso, elastic-net). Les données recueillies incluent 495 patients du registre
des accidents vasculaires cérébraux du sud de Londres (SLSR) basé sur la population
entre aott 2002 et octobre 2004. Tous les patients présentant des infractions cérébrales
(code 163 de la CIM-10) ont été inclus.

La progression de la récupération fonctionnelle a été évaluée a I’aide de I'indice de Barthel
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(BI) avec des scores allant de 0 & 20. L’IB a été mesuré aux semaines un, deux, trois, quatre,
six, huit, 12, 26 et 52 aprés un AVC. Un certain nombre de prédicteurs candidats ont été
pris en compte dans la sélection des variables du modéle, y compris les données démogra-
phiques (age, sexe, origine ethnique, invalidité prémorbide, statut socio-économique), les
caractéristiques de 'AVC (sous-type basé sur la classification d’Oxford (infarctus lacu-
naire (LACI), infarctus total de la circulation antérieure (TACI), infarctus partiels de la
circulation antérieure (PACI), infarctus de la circulation postérieure (POCI) et accident
vasculaire cérébral hémorragique intra-cérébral (ICH), présence de symptomes cérébel-
leux, déficiences de base, variables (case-mix) : (score de Glasgow (GCS) et le National
Institutes of Health Stroke Scale (NIHSS)). Les variables potentielles de la récupération
fonctionnelle ont été examinées pour leur aspect pratique en fonction de leur prévalence
dans la littérature, ce qui a donné lieu a 7 facteurs pronostiques candidats. Les détails de
ces prédicteurs figurent dans [9]. Veuillez noter que toutes les méthodes de régularisation
décrites dans ce travail, sont robustes pour la colinéarité.

En ce qui concerne les données manquantes et en partant de I’hypothése que celles-ci
étaient aléatoires, nous avons utilisé une méthode d’imputation multiple connue sous le
nom de Monte-Carlo par chaines de Markov (MCMC) [120].

Sept prédicteurs (sexe (sexe), groupes ethniques (ethgrp), score de Glasgow (glas _cs),
sous-type d’AVC (TACI, PACI, LACI, POCI), age du patient (age), score de l'indice de
Barthel a I'admission (batotwl) et NIHSS Stroke Scale (nihtot)) on été utilisés pour pré-
dire le score de Barthel a 12, 26 et 52 semaines. Les méthodes ridge, lasso, adaptive-lasso,
elastic-net et huber ont été appliquées aux données d’AVC. L’ajustement du modéle et la
sélection des parameétres de régularisation qui optimisent le probléme de minimisation ont
été effectués sur les données d’entrainement. Nous avons ensuite comparé les performances
des méthodes étudiées en calculant leur erreur quadratique moyenne de prédiction. L’es-
timation des parameétres, 'erreur quadratique moyenne (MSE) et 'écart type (sd) ont été
calculés par la méthode du bootstrap avec 500 réplications. Comme nous l’avons men-
tionné précédemment, le conditionnement lié a la matrice de covariance pour les données
du (SLSR) a été calculé et est supérieur a 100, ce qui indique l'existence d'une forte
colinéarité dans nos données.
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Stroke data

(12 weeks)

Methods
Predictor Ridge (sd) | lasso (sd) Ad-lasso Elastic-net | Huber (sd)
(s) (s)
coeflicients estimations
Sex “1.13 (0.023) | -1.18 (0.032) | -1.34 (0.039) | -1.15 (0.026) | -0.90 (0.018)
ethgrp 1 1.18 (0.024) | 1.36 (0.043) | 2.18 (0.082) | 1.25 (0.031) | 0.88 (0.019)
ethgrp 2 0.06 (0.023) | 0.15 (0.022) | 1.20 (0.074) | 0.10 (0.019) | -0.10 (0.015)
ethgrp 3 20.15 (0.019) | -0.03 (0.008) | -0.0L (0.118) | -0.09 (0.012) | -0.09 (0.011)
ethgrp 4 20.25 (0.015) | 0.00 (0.002) | -0.60 (0.128) | -0.12 (0.009) | -0.16 (0.008)
glas_cs 0.59 (0.005) | 0.58 (0.005) | 0.50 (0.005) | 0.58 (0.005) | 0.59 (0.005)
TACT “1.61 (0.022) | -1.90 (0.037) | -2.47 (0.045) | -1.72 (0.027) | -1.30 (0.021)
PACT 1.18 (0.016) | 1.22 (0.032) | 1.09 (0.042) | L.21 (0.021) | 0.89 (0.011)
pPOCI 0.09 (0.035) | 0.03 (0.043) |-0.51 (0.082) | 0.07 (0.035) | 0.11 (0.021)
LACT “0.47 (0.027) | -0.50 (0.035) | -1.23 (0.062) | -0.47 (0.028) | -0.26 (0.018)
age “0.04 (0.001) | -0.04 (0.001) | -0.02 (0.001) | -0.04 (0.001) | -0.04 (0.001)
batotw] 0.63 (0.003) | 0.63 (0.003) | 0.62 (0.003) | 0.63 (0.003) | 0.64 (0.002)
nihtot 0.21 (0.004) | 0.21 (0.004) | 0.19 (0.004) | 0.21 (0.004) | 0.21 (0.004)
Average 30.523 31.222 33.721 30.673 30.168
MSE (sd) | (0.280) (0.291) (0.324) (0.283) (0.279)
Stroke data (26 weeks)
Methods
Predictor Ridge (sd) | lasso (sd) Ad-lasso Elastic-net | Huber (sd)
(s) (s)
coeflicients estimations
Sex 20.31 (0.025) | -0.27 (0.026) | -0.16 (0.030) | -0.29 (0.025) | -0.25 (0.019)
ethgrp 1 1.08 (0.028) | 1.20 (0.045) | 2.59 (0.102) | 1.11 (0.033) | 0.78 (0.020)
ethgrp 2 0.14 (0.020) | 0.14 (0.022) | 1.62 (0.091) | 0.12 (0.018) | -0.01 (0.013)
ethgrp 3 0.38 (0.012) | 0.01 (0.005) | 3.55 (0.154) | 0.15 (0.008) | 0.18 (0.005)
ethgrp 4 70.28 (0.018) | -0.03 (0.008) | -0.23 (0.140) | -0.17 (0.012) | -0.18 (0.010)
glas_cs 0.74 (0.006) | 0.72 (0.007) | 0.61 (0.006) | 0.73 (0.006) | 0.75 (0.006)
TACI 20.68 (0.022) | -0.49 (0.027) | -0.65 (0.035) | -0.60 (0.024) | -0.55 (0.016)
PACT 1.49 (0.018) | 2.06 (0.039) | 2.49 (0.051) | 1.68 (0.025) | 1.05 (0.014)
POCI 0.13 (0.030) | 0.17 (0.036) | 0.12 (0.062) | 0.14 (0.030) | 0.10 (0.019)
LACT 20.24 (0.026) | -0.12 (0.026) | -0.37 (0.049) | -0.19 (0.025) | -0.14 (0.017)
age Z0.06 (0.001) | -0.06 (0.001) | -0.05 (0.001) | -0.06 (0.001) | -0.06 (0.001)
batotwl 0.61 (0.003) | 0.61 (0.003) | 0.59 (0.003) | 0.61 (0.003) | 0.61 (0.002)
nihtot 0.19 (0.004) | 0.18 (0.004) | 0.14 (0.004) | 0.18 (0.004) | 0.18 (0.004)
Average 30.87 (0.272) | 31.06 (0.278) | 33.22 (0.314) | 30.89 (0.273) | 30.38 (0.266)
MSE (sd)
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Stroke data (52 weeks)

Methods
Predictor Ridge (sd) | lasso (sd) Ad-lasso Elastic-net | Huber (sd)
(s) (s)
coeflicients estimations
Sex -0.48 -0.48 -0.54 -0.47 (0.027) | -0.35 (0.020)
(0.0272) (0.0301) (0.0372)

ethgrp 1 1.01 (0.025) | 1.06 (0.0420) | 1.52 (0.0825) | 1.02 (0.030) | 0.74 (0.018)
ethgrp 2 0.17 (0.024) | 0.17 (0.0264) | 0.94 (0.084) | 0.15 (0.022) | 0.01 (0.016)
ethgrp 3 0.14 (0.006) | 0.00 (0.00) 0.69 (0.072) | 0.00 (0.000) | 0.06 (0.002)
ethgrp 4 -0.50 (0.017) | -0.06 (0.011) | -2.50 (0.125) | -0.37 (0.014) | -0.28 (0.009)
glas_cs 0.54 (0.007) | -0.52 (0.007) | 0.43 (0.007) | 0.53 (0.007) | 0.55 (0.007)
TACI -0.61 (0.022) | -0.37 (0.024) | -0.32 (0.029) | -0.52 (0.023) | -0.52 (0.016)
PACI 1.61 (0.017) | 2.37 (0.038) | 3.13 (0.047) | 1.84 (0.024) | 1.12 (0.014)
pPOCI 0.94 (0.034) | 1.37 (0.064) | 1.90 (0.088) | 1.04 (0.042) | 0.64 (0.024)
LACI -0.53 (0.031) | -0.35 (0.037) | -0.44 (0.062) | -0.47 (0.032) | -0.37 (0.020)
age -0.04 ( 0.001) | -0.04 (0.001) | -0.02 (0.001) | -0.04 (0.001) | -0.04 (0.001)
batotw1 0.67 (0.003) | 0.67 (0.003) | 0.66 (0.003) | 0.67 (0.003) | 0.67 (0.003)
nihtot 0.21 (0.004) | 0.20 (0.004) | 0.17 (0.005) | 0.21 (0.004) | 0.21 (0.004)
Average 31.73 (0.281) | 32.43 (0.294) | 33.66 (0.322) | 31.94 (0.283) | 31.32 (0.276)
MSE (sd)

Les résultats de ces simulations ont confirmé que la méthode proposée (huber) est ro-
buste en terme de précision de prédiction. La méthode Ridge est plus performante que
I’elastic-net, le lasso et 'adaptive-lasso. Par rapport a la méthode proposée, la précision
de prédiction du lasso et de I'adaptive-lasso est clairement affectée comme prévu, par le
conditionnement élevé de la matrice de covariance associée aux données. Cependant, la
méthode proposée (huber) est la mieux adaptée pour résoudre ce probléme.

2.5 Discussion

Dans ce travail, nous avons proposé une approche probléme inverse pour le modeéle de
régression. Cette approche nous a permis de caractériser une fonction de régularisation
permettant d’optimiser au mieux ce modéle. La fonction de régularisation proposée est
hybride, simple et efficace. Elle a été concue en se basant sur la méthodologie statistique
robuste. Le modeéle de régression régularisé résultant, s’est démarqué par de bonnes per-
formances par rapport aux méthodes ridge, lasso, adaptive-lasso et 1’elastic-net.

A notre connaissance, c¢’est la premiére fois que I'approche probléme inverse, combinée
avec la méthodologie statistique robuste est utilisée pour résoudre un probléme de régres-
sion régularisée.

En effectuant des simulations, nous avons testé et comparé la méthode de régularisation
proposée (Huber) par rapport & d’autres méthodes de régularisation, sous différents scé-
narios : 'existence d’une forte colinéarité dans les données simulées et une amplitude
d’erreur variée, et ce pour les deux cas (n > p) et (p >> n).

La méthode proposée a montré de bonnes performances et moins de biais par rapport aux
autres méthodes. Cela confirme que le cadre du probléme inverse couplé avec la méthodo-
logie statistique robuste, a permis de caractériser une fonction de régularisation optimale
et efficace. Ce fait a été approuvé par les simulations conduites dans cette étude.
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En utilisant des données cliniques basées sur la population londonienne, reflétant 1'ap-
plication sur le monde réel, la méthode proposée a également démontrée une bonne per-
formance. Les parameétres de régression construits par notre méthode, correspondent le
mieux aux données observées, aboutissant ainsi & une erreur de prédiction minimale. La
méthode proposée établie une valeur clinique ajoutée dans la pratique et confirme que
notre approche est optimale.

En recherche clinique, la méthodologie développée pourrait étre appliqué comme un ou-
til pour évaluer les effets bénéfiques des interventions fondées sur des données probantes
et des structures de soins. En tant qu’outil de recherche, cela pourrait étre utilisé pour
tester de nouvelles interventions ou identifier des échantillons enrichis, ce qui réduirait
le besoin d’essais randomisés controlés cotiteux et souvent peu pratiques. Cette stratégie
d’enrichissement prédictive est importante pour la conception d’essais futurs car elle per-
met le recrutement des patients les plus appropriés, permettant ainsi 'utilisation d’une
population d’étude plus petite.

Cette approche pourrait étre étendue a la résolution des modeéles a effets mixtes et a la
réduction de dimension. Elle pourrait également étre utilisée dans des problémes d’ap-
prentissage automatique statistique pour optimiser la fonction de perte [121].

La méthode proposée, bénéficie de tous les avantages qu’offre le lasso et 1’elastic-net pour
I’ajustement du modéle et la sélection de variables. Comme pour le lasso, la méthode
proposée peut produire des coefficients qui sont numériquement trés petits, de sorte que
le prédicteur lié peut étre ignoré.

Les résultats rapportés dans ce travail suggérent que ’approche probléme inverse pourrait
étre utile dans une grande variété de problémes d’estimation statistique. Cette méthodolo-
gie n’est pas bien explorée dans la communauté statistique et une étude plus approfondie
est cependant nécessaire. Le cadre des problémes inverses pourrait également fournir un
outil utile pour la recherche clinique.

Par ce travail, nous avons prouvé que ’approche probléme inverse, couplé avec la métho-
dologie statistique robuste, a permis de caractériser une fonction de régularisation robuste
et moins biaisée que d’autres méthodes existantes dans la littérature, et pourrait étre uti-
lisée avec assurance dans la pratique.

En outre, la méthode proposée offre une alternative améliorée a la méthode ridge, lasso,
adaptive-lasso et 'elastic-net, qui se sont déja révélées étre des méthodes trés performantes
dans des études antérieures.

Rapport- gf’df urit.com @
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Chapitre 3

Prédiction du risque de déclin cognitif
post-AVC

3.1 Introduction

L’accident vasculaire cérébral (AVC) est une affection de longue durée (ADL), cou-
rante, dont I'incidence augmente a mesure que la population vieillit. Les patients ayant
subi un AVC ont une probabilité accrue de déficit cognitif par rapport a ceux qui n’en ont
pas subi [122]. La probabilité d’une déficience cognitive reste élevée de maniére persistante
jusqu’a quinze ans apres la survenue d’AVC et peut étre associée a une validité plus élevée,
une qualité de vie inférieure et une dépression. La conjonction de la baisse de mortalité
aprés l'occurrence d'un AVC et du vieillissement de la population [123] laissent présager
que la déficience cognitive post-AVC deviendra de plus en plus fréquente, d’autant plus
que le risque d’AVC [124] et la déficience cognitive [125] augmente de fagon exponentielle
avec l’age.

Des études ont suggéré que le déclin cognitif pourrait étre prévisible aprés la survenue
d'un AVC [99, 6]. Un suivi longitudinal associé & des modéles prédictifs centrés sur les
patients peut étre plus approprié pour produire des bilans sanitaires, plus précis dans
I'optique de planifier d’'une maniére simultanée des soins immeédiats, a moyen et & long
terme pour des patients ayant des bilans physiques et psychologiques médiocres. Malgré
la disponibilité des médicaments préventifs et des programmes de rééducation permettant
de mieux controler les risques, un outil plus centré sur le patient contribuerait & une bonne
gestion des soins des patients et, par conséquent, leur permettrait de vivre une vie plus
normale.

Le Mini Mental Test de Folstein (ou Mini-Mental State Examination dans la version an-
glaise) connu sous le sigle MMSE, est le test le plus utilisé permettant aux cliniciens
de dépister les démences [88]. Il est significativement corrélé au déclin cognitif aprés un
AVC. Suziki et. al [126] ont utilisé les scores MMSE enregistrés au début des symptomes
de 'AVC afin de prédire les scores MMSE au fil du temps (modéle 1 R2=67.6%, modéle
2 R2=59.8%). Cependant, il se peut que cette approche ne permette pas prédire avec
précision la récupération des patients, vu que les scores MMSE enregistrés au début de
I’AVC sont souvent beaucoup plus faibles comparés aux périodes suivantes. En effet, de
nombreux patients connaissent une certaine amélioration aprés la phase aigué.

Ross et al [127] ont utilisé des paramétres d’imagerie issus de la spectroscopie par réso-
nance magnétique du proton pour prédire le déclin cognitif chez des patients jusqu’a trois
ans aprés un AVC (R2=54.6%). De la méme maniére, Saini et al [128] ont utilisé des pa-
rameétres issus de tomodensitométries pour prédire le déclin cognitif trois a six mois aprés
un AVC ischémique. La présence d’une atrophie significative et de lésions de substance
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blanche était associée a un déclin cognitif avec un odds ratio de 3.07 et 3.13 respective-
ment. Bien que ces modéles puissent étre un outil d’assistance utile pour prédire le déclin
cognitif, 'atrophie n’est pas systématiquement mesurée dans la pratique. Tang et al [129]
[130], ont rapporté que plusieurs modéles ont été utilisés pour prédire la démence ou les
troubles cognitifs. Plusieurs variables, notamment les scores démographiques, les résultats
des test cognitifs et les marqueurs de neuroimagerie ont été incorporées dans différents
modéles avec une précision prédictive jugée entre moyenne et élevée. Deux modeles ont
été développés pour prédire les troubles cognitifs post-AVC et leur précision prédictive
s’est avérée acceptable [131, 132]. Cependant, leur utilité est difficile & soulever, car ils
incluent tous des variables de neuroimagerie qui ne sont pas facilement accessibles.

Dans cette étude, nous développons et validons un modéle prédictif centré sur le patient
pour estimer le risque de déclin cognitif jusqu’a 5 ans aprés un AVC ischémique. Nous éva-
luons égalament les écarts entre la récupération observée et prévue ainsi que les différences
dans les tendances de récupération. D’un point de vue mathématique, ce travail développe
la stratégie de modélisation basée sur les courbes de récupération |7, 8, 9]. Il évalue la
robustesse de cette méthodologie et sa capacité a prédire une des conséquences impor-
tantes d’AVC, qu’est la déficience cognitive. Une autre contribution inédite des travaux
présentés dans ce chapitre est le développement des courbes de récupération régularisées
via le modéle linéaire a effets mixtes (LMM)[45]. Nous évaluons également la performance
de ces modéles en utilisant a la fois des métriques traditionnelles (discrimination et éta-
lonnage) et non traditionnelles (utilité clinique).

Les résultats de cette recherche, d’un point de vue pratique, seront utilisés pour fournir
des informations pronostiques aux survivants d’'un AVC et a leurs familles, dans le but
de faciliter leur suivi & long terme et aider a ’élaboration de plans de soins et de gestion
plus adaptés.

3.2 Cadre théorique

Le choix du modéle linéaire mixte (LMM) pour la construction des "courbes de ré-
cupération" est a l'origine du mot "courbes de récupération régularisées". En effet, le
modeéle linéaire mixte (LMM/GLMM) incarne la notion de régularisation via la compo-
sante des effets aléatoires. La régularisation peut également étre considérée explicitement
en rajoutant une fonction de régularisation.

3.2.1 Modéle linéaire mixte et lien avec la régularisation

Considérons un modéle linéaire mixte (LMM) dont la distribution de y est gaussienne.
La distribution conditionnelle de y sachant I'effet aléatoire u est définie par :

y | u~ N(n, R)

oun = XB+ Zu est le prédicteur linéaire.
La distribution marginal des effets aléatoires est définie par :

u~ N(0,G)

L’effet aléatoire peut étre vu comme faisant partie des résidus et explique une partie de
la distribution résiduelle :

y=XpB+e* , e =Zu+te
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En combinant ces résultats, la distribution conjointe des données s’écrit :
y~N(XB,V) , V=R+ZGZ

Ou X et Z sont les matrices liant les observations y au vecteur d’effets fixes 5 et d’effets
aléatoires u respectivement.
Les résidus ont une distribution € ~ N (0, R), et V est la matrice de variance-covariance.

Considérons R et G comme connus. Puisque les deux distributions de y | u et w sont
gaussiens, et donc leur produit ’est aussi, leur distribution conjointe peut étre décrite en
combinant le modéle conditionnel et marginal :

Py, u) = p(y | u)p(u) = L(B,u) = exp (B, u) = exp {(y | u)l(u)
Les vraisemblances des modéles conditionnels et marginaux sont :

y | u) = G R P B—;(y —n)'(y - 77)}

1 1 ~1
Z(U) = WW exp ﬁuu

1 1
l(u) = —glog(%r) — ilog |G| — EU’G_lu

En retenant que les termes avec § et u, et en supprimant les constantes, nous obtenons
la log-vraisemblance conjointe :

1 1
Uy, u) = =5y = XB = Zu) RNy = XB = Zu) — Su'G™u
Maximiser cette log-vraisemblance revient & minimiser :
LSpen - (y - X,B - Zu)/R_l(y — X,B — ZU) + u’G_lu. (31)

(3.1) est connue sous le nom du critére des moindres carrés pénalisés, ot v'G~'u est une
certaine pénalité. Nous pouvons désormais voir les modéles mixtes comme une version
régularisée des modeéles linéaires.

3.2.2 Modéle linéaire mixte génralisé et lien avec la régularisation

Les modeéles linéaires mixtes généralisés (GLMM) sont également une version régularisée
des modeles linéaires généralisés (GLM).

En étendant le modéle linéaire mixte, nous pouvons permettre a la variable réponse y
d’étre non gaussienne. Dans le cas ol y a une densité qui appartient a la famille exponen-
tielle, un modéle mixte linéaire généralisé (GLMM) doit étre utilisé au lieu d'un modéle
mixte linéaire. La différence entre ces deux modeéles est similaire a la relation entre le
modeéle linéaire (LM) et le modeéle linéaire généralisé (GLM).

Comme pour le (GLM), nous avons une fonction lien g(-) tel que :

n=g(p) , p="hn
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Ce qui distingue un (GLMM) d'un (GLM) est sa définition des prédicteurs, qui est la
méme pour un (LMM) :
n=Xp+ Zu

Contrairement au LMM mais similaire au GLM, y | u, a une distribution issue de la
famille exponentielle :

yb — b(0)
¢

Notons que, I(y | u) est également connue sous le nom de quasi-vraisemblance (QL).

y | u appartient aune famille exponentielle avec une moyenne

mu, u ~ N(0,G)

Nous supposons d’abord que la valeur de G est connue. Comme pour les LMM, nous
souhaitons maximiser la probabilité :

Iy | w) = exp w + c(y, ¢, w)

1(B,u) = p(y,u) = p(y | u)p(u)
simultanément par rapport & 5 et u. En introduisant le log :
log(1(B,u)) = £(B,u) = Ly | u)l(u)

Nous avons :

yO — b(0) 1 1

Uy |u) =QL(y | u) = ranCh y59w - 55(9)@0
et : 1 1
l(u) = —glog(%r) — Elog |G| — éu’G_lu

Par conséquent, la log-vraisemblance conjointe pour un GLMM s’écrit :

1 1 u 1 1
0B u) = yg—bew - g—bb(e)w —3 log(27) — 5 log |G| — §u'G_lu
En supprimant tous les termes qui ne contiennent ni 3, ni v ou ne sont que des constantes,
nous obtenons :

£(B,u) = y%@w — %b(@)w — %u'G_lu. (3.2)

La log-vraisemblance pour un GLMM est connu sous le nom de quasi-vraisemblance péna-
lisée (PQL), car elle est équivalente a la quasi-vraisemblance d’'un GLM avec une certaine
pénalité u'Gu [44]. Ainsi, le modele lin¢aire mixte généralisé (GLMM) peut également
étre vu comme une version régularisée du modéle linéaire généralisé (GLM).

L’expression de la log-vraisemblance [(3,u) pour un GLMM, ne peut étre simplifiée da-
vantage. Nous pouvons ’approximer par linéarisation ou par la méthode de quadrature
de Gauss [44].

La régularisation peut étre considérée explicitement pour un (LMM/GLMM) en rajoutant
une fonction de régularisation W(/3) a la fonction de vraisemblance, afin de renforcer la
parcimonie de notre estimateur et améliorer la précision de prédiction [13].

Pour ce faire, nous considérons la fonction objective suivante :

QA(/Ba u) = LSpen + A l]:’(/3) (33)

Ot A > 0 un parameétre de régularisation.
La fonction W(53) est une fonction de régularisation qui peut étre définie par :
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U(B) = >25-; 18;] (lasso)
W(8) =>2_, 87 (Ridge)
U(B) =My 18i| + Ao D 28—, 87 (elastic-net)

Lo Si Bl <o 0>0
Uo(18]) = | 2 (Huber)

a(|8| — %) sinon.

L’objectif est d’estimer le paramétre a effet fixe 5 et a effet aléatoire u par :

(B,d) = argﬁmin Qx(6,u)

3.3 Stratégie de modélisation

La stratégie de modélisation basée sur les courbes de récupération est utilisée pour
développer les résultats de ce chapitre. Cette approche permet d’obtenir des trajectoires
de récupération au fil du temps, rendant possible une prédiction longitudinale du déficit
cognitif post-AVC. Des travaux antérieurs |7, 8, 9] ont considéré les modeéles de régression
linéaires pour construire les courbes de récupération dans le but de prédire la récupéra-
tion fonctionnel post-AVC. Dans ce travail, nous utilisons les modéles a effets mixtes pour
développer des "courbes de récupération régularisées" permettant de prédire le déficit
cognitif jusqu’a cinq ans post-AVC.

Pourquoi choisir un modéle mixte pour prédire le déficit cognitif post-AVC ?

Les patients ayant un déficit cognitif post-AVC ont tendance a décliner rapidement avec
des sauts de discontinuités (jump discontinuities). Ce phénoméne est clairement observé
chez les patients avec des problémes vasculaire. Un modeéle linéaire standard est incapable
de capturer cette dynamique non linéaire.

De nombreux chercheurs ont proposé certaines méthodes pour traiter le probléme de non
linéarité. Par exemple, utiliser le diagramme Q-Q pour les résidus, considérer quelques
valeurs comme aberrantes et les omettre ou les retirer de ’analyse. D’autres ont proposé
d’appliquer une transformation de variable. Cependant, cette transformation n’est pas
toujours applicable pour les variables catégoriques ou ordinales, et rend difficile I'inter-
prétation des résultats. De plus, considérer que des valeurs sont aberrantes indique que
votre modéle est mal ajusté aux données. Bien qu’il puisse y avoir des raisons spécifiques
pour transformer les données ou d’omettre des valeurs aberrantes, la principale raison
pour laquelle les chercheurs semblent adopter cette approche est ’'obtention d’une distri-
bution normale et d’appliquer des méthodes de régression standard.

Une application courante de la régression pour traiter les relations non linéaires implique
la régression polynomiale. Dans ce cas, pour un prédicteur X, des termes sont ajoutés afin
d’obtenir un meilleur ajustement (quadratique X2, cubique X?3,...). Cependant, comme
pour la régression linéaire, les méthodes de régression polynomiale ne sont pas suffisam-
ment complexes pour saisir les nuances de la relation entre le déficit cognitif (observation)
et les caractéristiques des patients (prédicteurs). Le modéle a effets mixtes est plus robuste
pour détecter ces nuances, comme les sauts de discontinuités existants dans les données.
En revanche, contrairement a la régression polynomiale, il est peu probable qu'un mo-
deéle mixte puisse trouver une relation quadratique entre les variables. Le cas échéant est
souvent associé a un sur-ajustement. Appliquer une régression polynomiale s’apparente a
imposer notre vision sur les données, plutot que de les laisser parler d’elles-mémes. Bien
évidemment, cela peut étre une bonne approximation dans quelques cas, tout comme sup-
poser une relation linéaire, mais souvent c’est un voeux pieux.
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Une facon de résoudre les problémes associés a la régression polynomiale est de diviser
les données en morceaux a divers points (noeuds) et d’ajuster une régression linéaire ou
polynomiale dans ce sous-ensemble de données. Une telle approche est connue sous le
nom de régression par morceaux. Bien qu’elle soit notablement mieux appropriée qu'un
modele polynomial, encore une fois, elle n’est pas satisfaisante pour prédire le déficit cog-
nitif post-AVC. Dans la régression par morceaux, les ajustements sont discontinus, ce qui
conduit a des prédictions parfois différentes pour des valeurs approchées.

Dans le cas de la déficience cognitive post-AVC, la régression par morceaux ne peut étre
adoptée vu que le changement est progressif et non brusque, contrairement & la croissance
microbienne oul cette approche est couramment utilisée. Un tel changement brusque ne
peut étre remarqué chez les survivants d’'un AVC.

Les approches de type black-box, telles que les modéles de réseaux de neurones, les ré-
seaux,/modéles graphiques, les foréts aléatoires, les machines a vecteurs de support etc,
trouvent de nos jours, un grand intérét sous le nom "d’apprentissage automatique". Ces
modeles sont bien adaptés aux données de grande dimension, en particulier lorsque la
réduction de dimension est un probleme. Cependant, ils sont inadaptés a la pratique cli-
nique.

Venables et Ripley [133] affirment que le modéle a effets mixte pourrait étre considéré
comme une approche se situant entre les modéles de régression linéaire entiérement para-
métriques hautement interprétables, et les techniques de black-box .

Dans le contexte de la prédiction des conséquences d’AVC, en I'occurrence le déficit cog-
nitif, les modeéles mixtes ont le pouvoir de prédire avec précision la trajectoire des courbes
de récupération d’AVC. Un autre avantage de ce modéle est qu’il incarne la notion de
régularisation. En effet, les modéles mixtes sont une version régularisée des modéles li-
néaires généralisés (GLM). Le terme d’effets aléatoires peut étre vu comme un terme de
régularisation, permettant ainsi d’obtenir une bonne précision de prédiction. Le modéle
a effets mixtes est un outil conceptuellement simple. Il considére des relations non li-
néaires et aléatoires d’une maniere explicite, et permet de se maintenir dans les cadres de
modélisation linéaire et généralisée dont les cliniciens sont déja familiers.

3.4 Meéthodologie

3.4.1 Source des données

Les données utilisées pour cette analyse proviennent du South London Stroke Register

(SLSR), un registre permanent basé sur la population qui enregistre de maniére pros-
pective les premiers accidents vasculaires cérébraux chez des patients de tous les groupes
d’age vivant dans une zone géographiquement définie du sud de Londres depuis 1995.
Dans cette analyse, nous avons utilisé des données collectées entre 1995 et 2018.
Les méthodes du SLSR ont été décrites en détail par Wolfe et al. [6, 99] et sont résumées
comme suit : tous les patients ayant eu un premier accident vasculaire cérébral apreés le ler
janvier 1995 et qui résidaient dans une zone définie de la région central du sud de Londres
étaient éligibles pour I'inclusion. Selon le recensement de 2011, avec des changements an-
nuels prévus, le nord de Southwark et Lambeth (n=357,308) comprend une population
multiethnique avec une grande proportion de résidents noir issu de Caraibes et d’Afrique
(25.3%). L’AVC est défini selon la définition adopté par 'OMS [99]. L’exhaustivité et
la qualité des données est estimée compléte a 88% par un modele logit-multinomial de
capture-recapture [99].
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3.4.2 Les participants

Les patients admis dans les hopitaux desservant la zone d’étude (2 hopitaux uni-
versitaires & l'intérieur de la zone d’étude et 3 hopitaux a l'extérieur de ladite zone)
ont été identifiés par une revue réguliére des services d’urgences accueillant des patients
victimes d'un AVC, les données nationales sur les patients admis dans n’importe quel
hopital en Angleterre et au Pays de Galles avec un diagnostic d’AVC sont examinées
pour étre considérées comme source additionnelle de patients. Tous les médecins généra-
listes (N=699(2011)) a l'intérieur et aux frontiéres de la zone d’étude sont réguliérement
contactés et invités a informer le SLSR des patients victimes d’'un AVC. L’orientation
des patients non hospitalisés, victime d’AVC, vers une clinique externe neurovasculaire
(depuis 2003) ou une visite & domicile aux patients par I’équipe d’étude est également
possible pour les médecins généralistes. Les thérapeutes communautaires sont contactés
tous les 3 mois. Les certificats de décés sont vérifiés réguliérement. Les patients sont éva-
lués a 'admission, aprés 3 mois et une fois par an apreés la survenue de ’AVC.

3.4.3 Reésultat et prédicteurs

Nous nous intéressons a la prédiction du déficit cognitif jusqu’a cing ans aprés un
AVC. Le déficit cognitif est mesuré par le score du Mini Mental Test de Folstein (MMSE)
ou bien par le test mental abrégé (Abbreviated Mental Test dans la version anglaise,
Connu sous le sigle AMT) [134]. Les patients ont été évalués au bout de sept jours, apreés
3 mois et une fois par an aprés la survenue de 'AVC. Avant le ler janvier 2000, I'état
cognitif était évalué avec le Mini-Mental State Examination; aprés cette date, le test
mental abrégé (AMT) a été adopté. Les sujets ont été définis comme ayant une déficience
cognitive selon des seuils prédéfinis (MMSE < 24 ou AMT < 8). Il a été démontré que
le (MMSE) et le (AMT) sont insensibles aux troubles cognitifs légers et a la fonction
exécutive [135, 136]. L’AMT montre une bonne concordance avec le MMSE (c-statistic de
0.83 4 0.87) [137|. La méta-analyse (73 études) menée par Pendlebury and Rothwell [83] a
été utilisée pour identifier une liste initiale de prédicteurs candidats pour le déclin cognitif
post-AVC. Ces prédicteurs candidats ont ensuite été examinés pour leur aspect pratique
en fonction de la disponibilité clinique, de la facilité de mesure, de la prévalence dans la
littérature universitaire et la concertation avec des experts (médecin traitant, statisticien
et épidémiologiste). Cela a donné une liste initiale de 93 prédicteurs candidats disponibles
dans le SLSR. Les données sont collectées par les agents de terrain du SLSR non impliqués
dans cette étude et ce a I’admission, aprés 3 mois, un an et chaque année par la suite.

3.4.4 Données manquantes

La méthode de Monte Carlo par chaine de Markov a été utilisée pour imputer les
valeurs manquantes, sous I’hypothése qu’elles sont manquantes au hasard, afin de réduire
le biais et d’éviter d’exclure les participants de I'analyse [138].

3.4.5 Meéthodologie et analyses statistique
3.4.5.1 Sélection de variables

L’algorithme des foréts d’arbres décisionnels [139] a été utilisée pour classer les pré-
dicteurs possibles par ordre d’importance. Les prédicteurs considérés comme ayant une
grande pertinence clinique ont été réinjecté dans le modeéle. Des interactions cliniquement

75



significatives ont été incluses dans le modéle. Leur pertinence a été testée en groupe pour
éviter d’accroitre 'erreur de type I. Tous les termes d’interaction ont été supprimés en
tant que groupe et le modéle a été réajusté quand les résultats n’étaient pas significatifs.
Les interactions avec le temps ont également été examinées. Un modéle a effets mixte 23]
a été ensuite adapté pour développer les "courbes de récupération régularisées" du déclin
cognitif chez un patient présentant certains facteurs pronostiques spécifiques.

3.4.5.2 Mesures des performances du modéle

Nous avons évalué la validation interne avec la méthode de validation croisée pour
une estimation de la performance du modéle de prédiction. Les mesures de performance
comprennent ’aire sous la courbe (AUROC/AUC), la sensibilité et la spécificité, la cali-
bration, le score de Brier et I'analyse de la courbe de décision (DCA) |77, 78§].

La discrimination d’un modéle de prédiction clinique (AUROC/AUC), fait référence a la
capacité du score de risque a différencier les patients cognitivement intacts et cognitive-
ment déficients.

La DCA a été réalisée afin d’évaluer davantage I'utilité clinique des courbes de récupéra-
tion régularisées dans le pronostic des troubles cognitifs & trois mois, un an et cinq ans
post-AVC. L’analyse statistique a été réalisée a I’aide du logiciel R.

3.4.5.3 Courbes de récupération régularisées

Nous avons tracé des courbes de récupération régularisées pour examiner visuellement
différents sous-groupes a risque bien définis. Les tendances moyennes prévues ont été
analysées selon 1’age, le sous-type d’AVC, le score de Glasgow et la latéralisation de ’AVC
(AVC a I’hémisphére gauche). Pour évaluer 'efficacité pronostique et 1'utilité clinique
des courbes de récupération, la déficience cognitive a été dichotomisée en utilisant une
déficience cognitive légere ( Seuil : 24/30 MMSE et 8/10 AMT) et une déficience cognitive
sévere ( Seuil : MMSE et 4/10 AMT) [140, 141, 142]. L’utilité clinique a été évaluée a
trois mois, un an et cinq ans post-AVC.

3.4.5.4 Développement et validation du modéle

Un modéle a effets mixtes a été développé et validé. La méthode de validation croisée
a été utilisée pour sélectionner le modéle avec les meilleurs paramétres. Une validation
croisée interne a été utilisée pour évaluer les performances du modéle développé.
Le R2 et lerreur quadratique moyenne (RMSE) ont été considérés pour estimer l'erreur
de prédiction.
L’age du patient, le sexe, le groupe ethnique, le score cognitif a I'admission du patient,
le score de Barthel a I’admission, le score de Glasgow (GCS), le sous-type d’AVC (LACI,
PACI, POCI, TACI) [143], le diabéte, la latéralisation de I’AVC (AVC & I'’hémisphére
gauche), la dysphasie et les interactions entre les variables prédictives et le temps (années)
ont été identifiés comme de bons prédicteurs indépendants.

3.4.5.5 Ethiques

Les patients, ou pour les patients ayant des problémes de communication, leurs proches,
ont donné leur consentement éclairé écrit pour participer a des études sur I’AVC dans le
cadre du SLSR. La conception a été approuvée par les comités d’éthique du Guy’s and
St Thomas 'NHS Foundation Trust, du Kings College Hospital, du Queens Square et des
hopitaux Westminster (Londres).
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3.5 Reésultats

3.5.1 Caractéristiques des participants

Un total de 6504 patients avec leur premier AVC entre 1995 et 2018 ont été enregistrés

dans le SLSR. Dont n = 3411 patients avaient une fonction cognitive mesurée a I’admis-
sion, parmi eux n = 1204 avaient une déficience cognitive. Au total, n = 1608 ont terminé
une entrevue de suivi en une année et n = 846 ont terminé une entrevue de suivi en cing
ans. Au total, n = 2171 personnes sont décédées dans les trois mois post-AVC. Un total de
n = 2000 personnes n’avaient pas de fonction cognitive mesurée a I’admission post-AVC,
pour des raisons médicales. Lors de I’admission post-AVC, les raisons médicales étaient
des troubles de communication n = 992 et le coma n = 737.
Le nombre restant était d & un enregistrement tardif ou parce que le patient ne s’est pas
présenté au controle médical. La cohorte de développement comprenait 2 468 participants
de (1995-2010) et la cohorte de validation comprenait 940 participants de (2011-2018).
Le tableau 1 résume les caractéristiques des patients dans les cohortes de développement
et de validation. Les données manquantes représentent moins de 15% des données. Les
principales caractéristiques sont réparties uniformément entre les deux cohortes.

Development cohort (1995- Validation cohort (2011-2018)
2010)
Cognitive Impairment |Intact (%) Impaired (%) [Intact (%) Impaired (%)
1468 1000 736 204
Age, mean (SD) 66.84 (14.61) 74.10 (12.90) ]69.60 (15.40) [70.50 (15.31)
Sex
female 824 (56.13%) 540 (54%) 279 (38%) 98 (48.04%)
Male 644 (43.87%) 460 (46%) 457 (62%) 106 (51.96%)
Ethnicity
White 1044 (71.12%) |732 (73.2%) |412 (56%) 95 (46.57%)
Black 346 (23.57%) 1219 (21.9%) [278 (38%) 95 (6.37%)
Other 63 (4.29 %) 44 (4.4%) 43 (0.6%) 13 (6.37%)
Missing 15 (1.02%) 5 (0.5%) 3(0.41%) 1 (0.5%)
Socioeconomic group
Manual 831 (56.61%) 621 (62.1%) [218(29.62%) [ 59 (28.92%)
Non-manual 533 (36.31%) 207 (20.7%) 1222 (30.16%) |47 (23.04%)
Unknown 2 (0.14%) 2 (0.2%) 1 (0.14%) 0 (0%)
Missing 102 (6.95%) 170 (17%) 295 (40.08%) |98 (48.04%)
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Pre-stroke vascular risk factors

Transient ischemic attack

No 1285 (87.53%) | 858 (85.8%) [666 (90.5%) [179 (87.75%)
Yes 173 (11.78%) 129 (12.9%) |57 (7.74%) 22 (10.78%)
Missing 10 (0.68%) 13 (0.13%) 13 (1.77%) 3 (1.47%)
Atrial fibrillation
No 1310 (89.24%) [787 (78.7%) 602 (81.79%) | 156 (76.47%)
Yes 148 (10.08%)  [198 (19.8%) 115 (15.63%) |44 (21.57%)
Missing 10 (0.68%) 15 (0.15%) 19 (2.58%) 4 (1.96%)
Hypertension
No 517 (35.22 %) (301 (30.1%) 245 (33.29%) |62 (30.39%)
Yes 944 (64.31 %) 1691 (69.1%) 484 (65.76%) (140 (68.63%)
Missing 7 (0.48%) 8 (0.8%) 7 (0.95%) 2 (1%)
Diabetes mellitus
No 1188 (80.93%) 775 (77.5%) 540 (73.37%) |133 (65.20%)
Yes 271 (18.46%) 1217 (21.7%) 189 (25.68%) |67 (32.84%)
Missing 9 (0.61%) 8 (0.8%) 7 (0.95%) 4 (2%)
Hypercholesterolemia
No 895 (60.97%) [512 (51.2%) [428 (58,15%) [ 113 (55.4%)
Yes 310 (21.12%) [163 (16.3%)  [298 (40.5%) 86 (42.16%)
Unknow 263 (17.92%) 1325 (32.5%) |10 (1.36%) 5 (2.45%)
Current Smoker
No 491 (33.45%) | 365 (36.5%) 306 (41.60%) |90 (44.12%)
Yes 481 (32.77%) [ 308 (30.8%) [246 (33.42%) |59 (28.92%)
Unknown 473 (32.22%) 1270 (27%) 180 (24.46%) |48 (23.53%)
Missing 23 (1.57%) 57 (0.57%) 4 (0.54%) 7 (3.43%)
Stroke severity (Case-mix)
Glasgow coma scale (GCS)
Severe (<8) 21 (1.43%) 69 (0.69%) 6 (0.82%) 8 (3.92%)

Moderate (9-12)

38 (2.59%)

173 (17.3%)

31 (4.21%)

25 (12.25%)

Mild (13-15)

1375 (93.66%)

739 (73.9%)

678 (92.12%)

162 (79.41%)

Missing 34 (2.32%) 19 (0.19%) 21 (2.85%) 9 (4.41%)
Urinary incontinence

No 1180 (80.38%) 1424 (42.4%) 633 (86%) 130 (63.73%)
Yes 251 (17.10%) 1555 (55.5%) 82 (11.14%) |67 (32.84%)
Missing 37 (2.52%) 21 (0.21%) 21 (2.85%) 7 (3.43%)
Stroke subtype

Infarct 1286 (87.60%) | 817 (81.7%) [629 (85.46%) | 179 (87.75%)
Haemorrhagic 169 (11.51%) [161 (16.1%) 106 (14.40%) |25 (12.25%)
Missing 13 (0.89%) 22 (0.22%) 1 (0.14%) 0 (0%)

Tableau 1 : Caractéristiques des patients a ’admission post-AVC : socio-démographiques,

antécédents médicaux, sévérité et sous-types d’AVC
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3.5.2 Performance du modéle

Les courbes de récupération régularisées prédictive ont montré un bon ajustement et
une bonne prédiction. Dans la validation croisée interne, ’erreur prédictive RMSE est de
0.12 et R2 est de 73%. Le score cognitif moyen est caractérisé par une amélioration initiale
au cours des 3 premiers mois, puis une baisse progressive par la suite.

La figure 1 présente la moyenne des courbes prédictives du modéle et la moyenne observée
du score cognitif jusqu’a 5 ans aprés un AVC.

10

MMSE/AMT

4 = = = = Observed

Predicted

0.02 0,25 1 2 3 4 5

Time since stroke (years)

FIGURE 3.1 — La moyenne des courbes de récupération (modéle) Vs la moyenne observée
du score cognitif jusqu’a 5 ans aprés un AVC

Les courbes prédictives montrent des similitudes entre les sous types d’AVC LACI et
POCT au départ, mais une grande différence un an plus tard, le LACI ayant la plus forte
baisse par rapport au POCI. Des différences sont observées entre les sous types d’AVC
TACI et PACI au départ, mais sont comparables aprés 3 ans. Nous avons montré que le
score cognitif varie selon les groupes d’age. Nous avons observé une phase d’amélioration
la premiére année chez les jeunes patients, mais une baisse significative chez les survivants
d’AVC plus agés, et ce, jusqu’a b ans post-AVC. Malgré la phase d’amélioration remarquée
chez les patients plus jeunes, nous nous attendons a une légére baisse du score cognitif
aprés 1 an. Un AVC sévére ( c’est a dire score de Glasgow (GCS) modérée a sévere, ou
un AVC dans 'hémisphére gauche) a montré une association significative avec le déclin
cognitif.

La figure (3.2) présente la moyenne du score cognitif post AVC stratifié par groupe d’age,
sous-type d’AVC et GCS.
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FIGURE 3.2 — la moyenne du score cognitif post AVC stratifié par groupe d’age, sous-type
d’AVC et GCS : score de Glasgow

Le modéle a en outre été évalué pour identifier la précision pronostique, la sensibilité,
la spécificité et 'utilité du modéle a différents seuils du déclin cognitif permettant ainsi,
la discrimination entre une déficience cognitive grave et légére a 3 mois, 1 an et 5 ans
apreés un AVC. Le modéle a une bonne validité. En effet, pour un déficit cognitif sévére a
3 mois (la sensibilité est de 52 & 71% et la spécificité est de 91 a 94% ) pour un déficit
cognitif léger & 3 mois (la sensibilité est de 73 & 82% et la spécificité est de 68 a 75%). Le
modeéle a également montré une utilité clinique potentielle. En effet, les valeurs prédictives
négatives étaient de (96%, IC 95% [94-97]), (96%, 1C 95% [94- 97]), (97%, IC 95% [96-
98]) pour un déficit cognitif sévére a 3 mois, 1 an et 5 ans respectivement. Le tableau 2
résume les valeurs prédictives et les taux de vraisemblance (likelihood ratio) permettant
de classer chaque score de déficit cognitif d’interét.
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Measure 3 months 1 year Syears
(cut-off=4)
Prevalence 10% [8-12] 9% [7-11] 6% [4-7]
Overall prognostic performance
Overall performance (Brier) 7% 7% 8%

Discrimination (AUC)
Prognostic performance at a cut-off

Sensitivity 62%[52-71]
Specificity 93%[91-94]

Clinical utility at cut-off

PPV 49%1[41- 58]
NPV 96%[94-97]
LR+ 8.75[6.68 -11.46]
LR- 0.41[0.32-0.52]
(cut-off=8)
Prevalence 329%1[29-35]

Overall prognostic performance
Overall performance (Brier) 17%
Discrimination (AUC) 80% [76-81]
Prognostic performance at a cut-off
Sensitivity 78%[73-82]
Specificity 72% [68-75]

Clinical utility at cut-off

PPV 56%[52-61]
NPV 87% [85-90]
LR+ 2.75[2.42-3.12]
LR- 0.31[0.25-0.37]

88.5%[85-90]

89.6%[86-92]

58%[48-68]

92%[90-94]

42%[33-50]
96% [94-97]
7.29[5.57-9.54]

0.45[0.36-0.57]

39%[36-42]

19%

77%[73-78]

74%[70-78]

65%[61-68]

58%[53 - 62]
79%[76 - 83]
2.10[1.87-2.36]

0.40[0.34 -0.47)

87%[85-91]

59%1[46-71]

90% [88-92]

27%[20-35]
97%[96 -98]
6.10[4.61-8.05]

0.46 [0.34-0.61]

42%[39-45]

20%

75%[72-78]

72% [68-76]

65%[61-69]

60%[55-64]
76%[73-80]
2.05[1.82-2.31]

0.43[0.37-0.51]

AUC: area under thecurve; LR: likelihood ratio; NPV: negative predictive value; PPV: positive predictive

value.

Tableau 2 : Valeurs prédictives et taux de vraisemblance (likelihood ratio) permettant de

classer les scores de déficit cognitif.
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Le bénéfice-net exprimé en fonction des seuils de probabilités du déficit cognitif a 3
mois, 1 an et 5 ans est illustré dans la figure (3.3). La ligne grise est tracée pour refléter
la stratégie qui suppose que tous les patients souffrent de troubles cognitifs (c’est-a-dire
recommander une intervention pour tous les patients), et la ligne noire a été tracée pour
refléter la stratégie qui suppose que tous les patients ne sont pas atteints de troubles
cognitifs (c’est-a-dire ne recommander aucune intervention). Le bénéfice est maximisé par
la courbe de déclin cognitif du modéle prédictif (ligne rouge) avec des seuils de probabilités
de 15 a 80% a 3 mois, 15 a 79% a 1 an et 15 4 82% a 5 ans.

Pour les seuils plus élevés (> 80% a 3 mois, > 79% a 1 an et > 82% a 5 ans) 'option de
ne pas intervenir est privilégiée.

Decision curves for mild cognitive impairment at 1 year
after stroke (cut-off=8)

Decision curves for mild cognitive impairment at 3
months after stroke (cut-off= 8)
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Decision curves for mild cognitive impairment at
5 year after stroke (cut-off= 8)
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FI1GURE 3.3 — Courbes de décision pour prédire un déficit cognitif léger chez les survivants
d’un AVC a trois mois, 1 et 5 ans. Ligne rouge : modéle de prédiction. Ligne grise : suppose
que tous les patients sont atteints de déficit cognitif. Ligne noire : suppose que tous les
patients n’ont pas un déficit cognitif.

3.6 Discussion

Dans cette étude, nous avons développé et validé un outil pronostic permettant de
prédire a long terme (5 ans), le déclin cognitif post- AVC dans une cohorte basée sur une
population. Le modéle proposé est centré sur le patient et permet de prédire la déficience
cognitive a ’aide d’un score continu. Il a également permis de prédire avec précision, les
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trajectoires des courbes de récupérations régularisées jusqu’a 5 ans aprés un AVC. Plu-
sieurs modéles ont été utilisés pour prédire le déficit cognitif [126, 127, 128, 129, 131, 132].
Cependant, la plupart de ces modéles ont une période prédictive relativement courte, et
n’évalue pas le risque de déclin cognitif sur de longues périodes, en particulier chez les
jeunes victimes d’AVC. De plus, ces modéles prédisent le risque de déficience cognitive
uniquement & des moments prédéfinis.

A des moments prédéfinis, la précision du modéle proposé s’est avérée supérieure aux
autre modeéles existants dans la littérature.

La tendance générale du déclin cognitif post-AVC a été discuté et illustré au niveau de
la population dans des études antérieures [6, 9]. Ceci s’est avéré utile pour la rééducation
précoce et la planification de la sortie du patient, en prédisant si un patient est suscep-
tible d’étre dépendant, a besoin d’aide ou est indépendant, & un certain moment aprés
I’AVC. Les facteurs influencant la récupération sont la latéralité de ’AVC et une dimi-
nution de la conscience a ’admission. Les patients présentant des lésions cérébrales du
coté droit ont obtenu de meilleurs résultats que ceux présentant des lésions cérébrales du
cOté gauche, et ont montré une amélioration plus importante du score cognitif au fil du
temps. La progression des troubles cognitifs chez les patients ayant une conscience réduite
a I'admission est faible comparée aux patients sans diminution de la conscience au fil du
temps. La réadaptation spécialisée aprés un AVC peut étre bénéfique pour tous les ages,
mais importante pour les plus de 65 ans. Elle confirme également que les patients plus
agés ont besoin d’une rééducation plus longue et sont moins susceptibles d’étre libérés
plus tot de ’hopital. Outre la vieillesse, des facteurs tels que la sévérité de 'apparition de
I’AVC doivent également étre pris en compte lors de la planification des interventions et
de la rééducation aprés un AVC. Nous avons montré qu’en utilisant un modéle prédictif
multivarié centré sur le patient, nous pouvons créer des profils de récupération indivi-
duels et classer avec précision les risques futurs de déclin cognitif. Le modéle que nous
proposons, fait des prédictions sur des observations continues au lieu de se limiter aux abs-
tractions binaires. De plus, les prévisions ne sont pas limitées par des périodes précises.
Les paramétres finaux du modéle ont été sélectionnés a 'aide de la validation croisée.
Cela signifie que ces coefficients reflétent la moyenne de plusieurs modéles construits sur
des permutations aléatoires de sous-populations. Ainsi, les paramétres finaux du modéle
reflétent des associations réelles et ne sont pas soumis & un sur-ajustement. De plus, la
taille de I’échantillon est importante par rapport au nombre de variables pronostiques, ce
qui augmente la puissance de I'étude. Les variables incorporées dans le modéle ont été
sélectionnées pour leur association significative avec le déclin cognitif aprés un AVC, et
testées a 'aide de plusieurs méthodes robustes, assurant ainsi une confiance totale dans
les capacités prédictives des variables. De plus, ces variables sont régulierement recueillies
en phase aigué de ’AVC et les évaluations de suivi, ce qui augmente la facilité d’utilisation
du modéle.

Les prévisions de courbes de récupération régularisées centrées sur le patient, permettent
de mieux comprendre le processus de récupération neurologique aprés un AVC. Cette in-
formation pronostique est importante pour les cliniciens et les survivants d’'un AVC.
Dans la recherche clinique, cela pourrait également étre appliqué pour aider a évaluer les
effets bénéfiques des interventions et des milieux de soins fondés sur des données pro-
bantes. En tant qu’outil de recherche, cela pourrait étre utilisé pour tester de nouvelles
interventions ou pour identifier des échantillons enrichis, réduisant ainsi le besoin d’essais
controlés randomisés cotliteux et souvent peu pratiques. Cette stratégie d’enrichissement
prédictif est importante pour la conception d’essais futurs, car elle permet le recrutement
des patients les plus appropriés, permettant ainsi 1'utilisation d’une population d’étude
plus petite. Une autre application potentielle pourrait étre de dériver un ensemble de
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pondérations préliminaires des cotits sur l'utilisation des ressources, ce qui aiderait les
commissaires a créer des modeéles de financement pour les soins personnalisés des pa-
tients.

L’un des principaux atouts de la présente étude est que le modéle a été construit a 1’aide
d’une cohorte prospective non sélectionnée basée sur une population avec un premier AVC.
Cela est préférable aux populations hospitaliéres, qui peuvent aboutir & des modéles ca-
semix, ou a des modeéles utilisant des données agrégées d’essais cliniques, qui représentent
généralement des populations fortement sélectionnées et donc non-représentatives. Notre
échantillon de données refléte réellement la population géographique d’intérét et est donc
optimal pour construire un modéle représentatif.

Une gestion appropriée du risque vasculaire est associée & une réduction a long terme du
risque de déficit cognitif. Il faut donc soutenir la pharmacothérapie préventive optimale
des facteurs de risque vasculaires et leur prise en charge [92]. Ce modéle peut poten-
tiellement aider les cliniciens a organiser un programme de soins pour les patients aprés
un AVC, qui est adapté a leur évolution cognitive prévue. Elle peut également aider a
communiquer le risque aux patients et a leur famille de maniére simple et claire, notam-
ment grace a l'utilisation des représentations graphiques du score cognitif en fonction du
temps.

Nonobstant les points forts, les limites suivantes de cette étude doivent étre prises en
compte. Premiérement, I’étude pourrait étre encore améliorée si le modéle est validé dans
une population totalement indépendante, de préférence d’un autre pays et par des cher-
cheurs indépendants. Deuxiémement, nous avons utilisé un modéle a effets mixtes régula-
risé. Cette stratégie de régularisation peut conduire a une sous-estimation des effets des
prédicteurs dans I’échantillon de développement, mais permet d’augmenter la probabilité
de réplication dans les études de validation.

Troisiémement, une étude d’impact doit étre menée dans le cadre d’un essai controlé ran-
domisé (ECR) pour confirmer si la capacité de prédire le rétablissement et I'intervention
qui en résulte, pourrait avoir un impact sur le patient. Quatriémement, un léger déclin
cognitif est mesuré par la fonction exécutive. Cette derniére n’est pas mesurée avec les
scores MMSE et AMT. La précision du modéle pourrait étre augmentée en utilisant des
mesures qui tiennent compte de la fonction exécutive, comme 'outil d’évaluation cognitive
de Montréal (MoCA)[144]. MoCA est pratique et fiable, cependant, I'examen des taches
exécutives et linguistiques complexes est limité par rapport a I’évaluation en face-a-face.
Les scores MMSE sont les plus utilisés par les cliniciens dans leur pratique quotidienne.
Enfin, la prédiction des troubles cognitifs sans thérapie efficace a portée de main souléve
des préoccupations éthiques. Il est peu probable que de tels modéles soient déployés dans
la pratique clinique avant qu’une validation et une évaluation supplémentaires ne soient
entreprises.

3.7 Implications

Les implications de la recherche pour cette étude résident dans une meilleure compré-
hension des modéles de déclin cognitif post-AVC centrés sur les patients. Le modéle peut
prédire le risque a long terme jusqu’a 23 ans aprés un AVC, ce qui, a la connaissance des
auteurs, n’a pas été réalisé pour le déclin cognitif chez les patients victimes d'un AVC.
Le modele peut étre utilisé comme outil de recherche pour tester I'influence de nouvelles
interventions et de nouveaux médicaments sur le déclin cognitif. Les prévisions peuvent
étre modifiées a la lumiére de la récupération observée, affinant ainsi le modéle et per-
mettant des prédictions plus précises. Le seuil utilisé par le modéle peut étre ajusté pour
mettre 'accent sur la détection des troubles cognitifs légers ou sévéres, permettant ainsi
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une flexibilité en fonction des caractéristiques du patient. Le modéle peut détecter les per-
sonnes a risque plus élevé d’avoir un déficit cognitif, comme le démontrent nos analyses
de sous-groupes. Cela permettra d’identifier les patients qui bénéficieront du traitement,
et ainsi améliorer la rentabilité des soins de ’AVC. Les implications de cette étude sont
vastes, fournissant un moyen d’organiser efficacement les soins post-AVC en déterminant
les groupes a risque plus élevé, en communiquant le risque aux patients et a leurs familles
et en prédisant, a des fins de recherche, les résultats des traitements médicamenteux sur
le déficit cognitif.

3.8 Conclusion

La classification du risque pronostique basée sur des modéles prédictifs peut étre cli-
niquement utile. Cet outil rend disponible des informations pronostiques qui pourraient
soutenir le développement d’une prise en charge plus adaptée et aider a la mise en oeuvre
de modéles de soins plus raffinés. L’outil des courbes de récupération régularisées pourrait
fournir un cadre utile pour la pratique clinique et la santé publique.
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Chapitre 4

Séries temporelles structurelles : de la

g

formulation espace-état a la
représentation en modeéle a effets mixtes

Introduction

Les modéles espace-état interviennent généralement dans l’analyse des séries chronolo-
giques [48]. Les séries chronologiques présentent des fluctuations tendancielles, saison-
niéres, cycliques, et peuvent étre bien décrites par des modéles espace-état [49]. Elles sont
utilisées dans une grande variété de domaines tels que la médecine, la biologie, la finance,
le traitement du signal, etc. Leur principal objectif demeure la prédiction ou 'analyse de
I’évolution d’'une certaine quantité dans le temps. La modélisation espace-état appliquée
aux séries chronologiques peut s’avérer complexe et compliquée. L’idée d’une approche
équivalente simple et efficace, permettant d’obtenir de bons résultats pour un faible cotit
en efforts et complexité, semble étre attrayante. Shumway2000 et al. [145, 146] ont montré
que des modeles espace-état simple, générant une matrice de transition connue, appar-
tiennent a la classe des modéles linéaires mixtes.

Dans cette étude, nous proposons une stratégie générale pour transformer un modéle
espace-état en modéle mixte. Cette stratégie générale est ensuite appliquée aux séries
chronologiques structurelles.

Cette procédure permettra de comptabiliser d’'une maniére explicite et flexible, les diffé-
rentes sources de variation aléatoire. Des procédures d’estimation de parameétres, tel que
le maximum de vraisemblance restreint (REML) [37, 147| peuvent alors étre exploitées.
Dans ce chapitre, nous commencons par démontrer le passage générale d’un modéle espace-
état a un modele a effets mixtes. Ensuite, en se basant sur le livre [48] et 'article [49], nous
passons en revue la classe des séries chronologiques structurelles (tendance, saisonnalité,
cycle...). Nous explicitons en détail, pour chaque modéle appartenant a cette classe, sa
formulation espace-état et sa représentation modéle a effets mixtes équivalente.

Via des simulations et des données réelles, utilisant le registre d’AVC du sud de Londres
(SLSR)|[6], nous montrons que les estimation basées sur le filtre de Kalman [11, 50|, spé-
cifique aux modéles espace-état, sont quasi-équivalentes a la meilleure prédiction linéaire
sans biais (BLUP) [12], basée sur le (REML), dans un modéle mixte.

Comme limitation de la méthodologie proposée, nous étudions et discutons le cas de mo-
deéles espace-état générant une matrice de transition complexe (plus de deux paramétres).
Pour illustrer la méthodologie proposée, nous nous sommes restreint concernant les si-
mulations et les applications, au "local level model” [48]. Les autres modéles étudiés et
expliqués théoriquement en détail, peuvent étre validés de la méme maniére. Ils feront
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donc 'objet de travaux ultérieurs, ouvrant ainsi de nouvelles perspectives d’applications
a des sujets de santé publique, en 'occurrence les AVC.

Par ce travail, nous proposons une méthodologie optimale permettant 1'utilisation des mo-
déles & effets mixtes pour des cas ne nécessitant pas un cadre de modélisation complexe,
tel les modeles espace-état.

4.1 Modéle espace-état linéaire gaussien

Le modéle espace-état linéaire gaussien est défini dans différents livres et articles par
différentes notations. Nous considérons pour ce chapitre, les notations utilisées dans le
livre de Durbin et Kopman. Le modéle espace-état linéaire gaussien est défini par :

Y = Zioy + €4, et ~ N (0, Hy)

4.1
a1 = Tyoy + Ry, e ~N(0,Q), t=1,...,n (4.1)

Avec y; le vecteur d’observation de dimension p X 1; a; le vecteur d’état de dimension
m x 1; Z; la matrice de mesure de dimension p x m; T; la matrice de transition de di-
mension m X 1 dont tous les éléments sont supposés connus; €; est le vecteur d’erreur de
dimension p x 1; n; est le vecteur de dimension r X 1; R; est une matrice de dimension
m X r; H; est une matrice de dimension p X p.

Les erreurs ¢; et 7, sont indépendantes.

Pour plus de simplicité, nous pouvons définir nf = Ry et QF = RiQ:R; sans inclure
explicitement R;. Notons que dans plusieurs applications, la matrice R; est la matrice
identité.

La premiére équation est appelée I’équation de I'observation et la deuxiéme équation est
appelée I'’équation de 1’état.

Ce modeéle peut étre utilisé pour une analyse classique et bayésienne.

L’équation de I'observation a une structure d’un modéle de régression linéaire ot le vecteur
de coefficient «; varie en fonction du temps. La deuxiéme équation représente un modeéle
vectoriel autorégressif du premier ordre, dont la nature markovienne explique plusieurs
propriétés du modeéle espace-états.

4.2 Formulation générale

Considérons I’équation d’état définissant le modéle espace-état.
Nous réécrivons 1’équation d’état par récursions :

at:Ttat—1+n;£k t:17"'7n
=T, (T 1042 +1,_,) +1; t=1,---,n

/ t—1 !
=1 Jj=i+1

i=1
En remplacant «; dans I’équation d’observation y; :

! t—1 /
Y = Zy (HT1> ag + [ZZt < H Tj) n;
i=1 i—1

j=i+1

tnt t=1,--,n

+Zt'rl:+€t t=1,---,n
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Posons :

’
X, =2, (H T)
i=1

et :
Z, (H}:M Tj> sioi<t
Vi=4 2z, sii=1
0 sit<i1<n
alors :

n
\:y:/:&g_g+zvztn:+\6; €tNN(0,Ht) ’I’,:NN(O,Q:), t:]_,'..,,n’
pX1 pX1 =1 , pX1
pX1

(4.2)

Nous obtenons ainsi une représentation en modéle & effets mixtes du modeéle espace-état
telle que :

y; est un vecteur connu d’observations.

o un vecteur inconnu d’effets fixes.

n; un vecteur inconnu d’effets aléatoires.

¢; un vecteur inconnu d’effets aléatoires.

X; et V;; des matrices liant les observations y; a ag et n; respectivement.

L’utilisation d’une distribution de probabilité a priori pour l'initialisation est 1’approche
souvent utilisée par la plupart des analystes de séries chronologiques dans le cas ot aucune
information n’est fournie sur la valeur initiale cg. Cependant, certains chercheurs trouvent
que cette approche n’est pas satisfaisante. En effet, I’hypothése d’une variance infinie n’est
pas assurée puisque toutes les séries chronologiques observées ont des valeurs finies. Dans
ce sens, une autre approche consiste a supposer que aq est une constante inconnue a
estimer a partir des données via le maximum de vraisemblance. La forme la plus simple
de cette idée est d’estimer o par maximum de vraisemblance a partir de la premiére
observation [48].

4.3 "Local level model”

Le "local level model” est un exemple simple des modeéles espace-état. Il est formulé par
le systeme d’équations suivant :

Yr = My + Et, gy ~ i.i.d.N (0,U,)
Ber1 = pe + iy & ~ ii.d.N (0, We)

La représentation espace-état de ce modéle se déduit facilement et est donnée par :

(4.3)

Qp = U, ntzgta Zt:E:thla Qt:W§7 Ht:UE

Notons que les propriétés dynamiques relatives a I'état du systéme au moment ¢ + 1 sont
exprimés en fonction de I'état du systéme au moment ¢. Dans le cas ou & = 0 pour
t=1,...,n, le modéle est réduit & un modéle de régression linéaire qui peut étre résolu
analytiquement.

Le "local level model” peut étre représenté sous forme d’un modéle a effets mixtes.

A partir de la formulation générale, cette représentation est donnée par :
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1 si 1<t
Xt:]_et‘/;‘t: 1 s1i=t
0 sit<1<n

Alors :

ytzao—l—ZV;tn;‘—{—et €tNN(0,Ht) n:NN<0,Q:), t:l,...,n.

i=1
(4.4)
4.4  Les séries chronologiques structurelles
Une série chronologique est un ensemble d’observations vy, ...,¥, ordonnée dans le

temps. Le modéle de base pour définir une série chronologique est le modéele additif donné
par :
p=p+v+te, t=1,...,n. (4.5)

i est appelée la tendance (trend), -, est une composante périodique d’une période fixe
appelée composante saisonniére et ; est appelée bruit ou résidu. Dans de nombreuses
applications ces composantes se combinent de maniére multiplicative :

Yt = HtYtEt- (4.6)

Le modéle multiplicative peut se ramener au modéle additif en appliquant la fonction
"log". Nous définissons p; et 7, comme une marche aléatoire.

La marche aléatoire est une série o; définie par o1 = oy + 14 ot les 7, sont des variables
aléatoires i.d.d avec une moyenne zero et une variance O'g.

Les séries chronologiques structurelles sont des modéles ol les composantes : tendancielle,
saisonniére et résiduelle sont modélisées explicitement [49].

4.4.1 Composante tendancielle : "local linear trend model”

Le "local level model” (4.3), est une forme simple d’un modeéle de série chronologique
structurelle. En ajoutant un terme v, qui est généré par une marche aléatoire (random
walk), nous obtenons le modéle suivant :

Yt = Ut + Et, EtNN(O’Uf)
Mir1r = pe + v+ &y Ee~ N (07 0'2) (4.7)
Vip1 = Vg + Gy G~ N <0a 0'?)

Le modele (4.7) est appelé "local linear trend model”. C’est un cas particulier des modeéles
espace-état. Sa représentation espace-état est donnée par :

y=(1 O)</::)+5t
(o) =Lo 1] (8 ()
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Le modéle (4.7) admet également une représentation modéle & effets mixtes.
En effet :

=1 1Jao+ 3 _[1 0]({(1) H i[O +e, t=1--n

D’apreés la décomposition de Dunford :

I

Finalement :

yt:Xtozo—l—ZVimH—et, €tNN(O,O'3> ntNN(O,ag), t=1,...,n

i=1
avec :
et :
[1 (t—z’—l)] si 1<t
Vii = [1 O] si 1=t
0 sit<i1<n

4.4.2 Composante saisonniére

La saisonnalité correspond a un phénomeéne qui se répéte dans un intervalle de temps
régulier (périodique), d’ou le terme de variations saisonniéres. Comme pour la compo-
sante tendancielle, nous pouvons supposer que la composante saisonniére change au fil du
temps. Il existe de nombreuses raisons pour lesquelles des changements dans la configu-
ration saisonniére peuvent avoir lieu [148].

Si la composante saisonniére est déterministe, les valeurs saisonniéres variant du mois 1
a s peuvent étre modélisées par des constantes 77 j = 1,..., s tel que Z‘;:l 7; = 0. Cette
hypothése garantie que dans ce cas, la composante saisonniére ne peut étre confondu avec
la composante tendancielle.

Dans le cas stochastique, la composante saisonniére est définie par le modele suivant :

s—1

Yi+1 — — Z’)’t+1_j + Wi Wy NV N (O, O'i). (48)

j=1
Nous pouvons aussi définir le modeéle de saisonnalité stochastique sous la forme trigono-
métrique suivante [149, 150] :

[s/2]
Ve =) Vit (4.9)
i=1

Tel que v;, est défini par :

Yit | | cosAj sinAj Yit—1 Wit .
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avec \; = 2mj /s, w; et w; deux bruit blanc mutuellement non corrélées avec une moyenne
nulle et une variance commune o2 pour t = 1,...,T.

2 * 2 : . ,
Avec wj; ~ N (0,07) et wi, ~ N (0,07) des variables indépendantes.

Si s est pair, [s/2] = s/2.
Si s est impair, [s/2] = (s — 1)/2.
Quand s est pair, pour j = s/2 le systéme se réduit a
Vit = Vjt—1COSN; Fwie, J=5/2
4.4.3  "Local linear trend model” avec composante saisonniére

Le "local linear trend model” avec composante saisonniére est défini par :

Yy =M+ +€E,, t=1,...,m

, (4.11)
Oy = ( Ht Vi Yt Yt—1 0 Vi—s+2 )

La formulation espace-état de ce modéle est définie par :
Zy=(Zy, Zpy) T, = diag (T, T}y)

R, = diag (Ryy, Ryy) Q= diag (Qu, Qpy)

avec

Zpy = (1,0,..,0)  Zu=(1,0,...,0)

-1 -1 ... =1 -1
1 1 1 0 0 0
T, = Ty =
(1] {O 1 } [] 0 1 0 0
0 0 1 0

Le "local linear trend model” avec composante saisonniére (4.11) admet également une
représentation en modéle a effets mixtes.

Pour illustrer ce fait, et pour plus de simplicité, nous traitons I’exemple ot s = 4.

Pour cet exemple, le modéle est défini par :

Yt = Kt + Y1,t + Ety e ~ N (0,02)
Mit1 = pg + v + &, &~ N (09 0’2)

Vi1 = Ve + Gy G~ N <Oa 0'?) (4.12)
Yit+1 = —V1,t — V2.t — V3.t + Wi, wy ~ N (0, 0'3,)
Y2,t4+1 = V1.t
Y3,t+1 = V2.t
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La formulation espace-état est donnée par les composantes suivantes :

24 110 0 0
Uy 01 0 0 0
Qy = Tt Ty = 00 -1 -1 -1 7Zt:(170717070)
ot 00 1 0 0
Yo 00 0 1 0
o2 0 0 C 1
Qt: 0 0-2 0 7Rt:
0 0 o2 0 01
v 000

La représentation modele linéaire a effets mixtes équivalente est donnée par :

yt:Xta0+Z‘/;tni+6tv 5tNN(0703> ntNN(()?O-?)v t:]-a"wn

=1
avec .
X,=[11-1—-1—1]
et : )
( 11 0 0o o177
01 0 0 0
10100/ |0 0 -1 -1 —1 si i<t
Vie = 00 1 0 0
00 0 1 0
[10100] sioi=t
L 0 si t<1<n

Nous traitons un autre exemple pour le modeéle (4.11) en considérant la formulation tri-

gonométrique pour le cas impair, avec s = 3.

Dans cet exemple, j =1 et \; = %’T :

Z = (1,0,1,0) T = [C)]
11 0 0 1000
R 01 0 0 0100
_ 2 2 _ I, =
@ (Jg%l) =loo 2t & fe=li=19 01 0
V3
00 & = 0001
20 0 0
0 62 0 0
— ¢
@ 0 0 o2 0
00 0 o

La représentation en modeéle linéaire mixte est donné par :

ye=Xioo+ ) Vimi+e, e ~N(0,02) m~N(0,0F), t=1,...n

i=1
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avec :

X, =[1,1
t [ ) Ly 2 9 2 ]
et : ) it
11 0 07"
01 0 0
[1010] 13 sioi<t
Vi R
00 =% %
[1010] si 1=t
\ 0 sit<i<n
4.4.4 Composante cyclique
Nous définissons la composante cyclique ¢; par :
¢t = € cos A\t + ¢*sin A\ t. (4.13)

Avec A, la fréquence du cycle; la période du cycle est 27 /A, qui est plus grande que la
période saisonniére s. Comme pour la composante saisonnier, la composante cyclique peut
varier de maniére stochastique au fil du temps tel que :

Ci+1 = €1 COS A\, + ¢f sin A, + Wy
* _ : * ~
Cryp = —¢Sin A, + ¢f cos A. + w;

Avec 1wy ~ N(0,0%) et w; ~ N(0,02) des variables indépendantes. Les cycles de cette
forme rentrent dans le cadre du modéle de séries chronologiques structurelles. La fréquence
A est un parameétre a estimer.

La représentation espace-état pour la composante cyclique est similaire & une composante
saisonniére trigonométrique mais avec une fréquence ..

La représentation espace-état de la composante cyclique est donnée par :

Z[C] = (170)7 ﬂc] = Cc
Ry = I, Qi = 021>

La matrice C, est définie par C; avec \; = A..
La représentation en modeéle a effets mixtes équivalente a cette formulation espace-état
est facilement déductible.

4.4.5 Variables explicatives et effets d’intervention

Les variables explicatives et les effets d’intervention rentrent dans le cadre de la classe
des modeles structurels. Supposons que nous ayons k régresseurs 'y, - - ,Tr avec des
coefficients de régression (y,--- , 0r qui sont constants dans le temps. Nous souhaitons
mesurer la variation du niveau due a une intervention a 'instant 7. Nous définissons une
variable d’intervention w; comme suit :

Wt = 0, t<T
Wy = 1, t Z T
Considérons le modéle suivant [151] :
k
yt=Ht+7t+ct+25j$jt+5wt+€t, t=1,...,n. (4.14)
j=1
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0 mesure I'évolution du niveau de la série en 7 en raison d’une intervention ponctuelle 7.
Le modele (4.14) peut facilement étre mis sous forme espace-état.
Par exemple, si v, = ¢, = =0, k = 1 et p,; est défini par (4.3), nous avons alors :

o = (g 51t)/, Zy =1 my)
th[é g’] Ri=(1 0) Qi = (07)

Le terme (31 est constant tel que B 41 = Bis.
La formulation de ce modéle en modéle a effets mixtes est donnée par :

t—1 1 0 t—i—1
ye = [1 xylag+ Z[l T [ 01 } ni+[1 zuln +e
i=1
= Xy + Z Vieni + &
i=1
Avec :
Xt = [1 $1t]
et :
1oy si i<t
Vie=< [lay] st i=t

0 si t<i<n

Dans le cas o1 nous considérons une variable de régression x; et une variable d’intervention
Wy

Yt = Mt —+— ﬁtmt —|— )\twt —|— Ety Ep v NID (0, CT?)

= ~ NID (0,0%)
Hit1 = pe + &t &t »O¢ (4.15)
/Bt+1 = B
At = A
La représentation espace-état de (4.15) est donnée par :
100
ar = (e, Brs A\t)’ ne =& Ii=1010
0 01
Zt = (]_ Tt wt) Ht = 0'62
crg 0 0
Q=0 00 R, =(100)
0 00
La représentation en modéle a effets mixtes équivalente est donnée par :
- 10017
Y = [1 2 we|ag + Z[l zrwg | 010 N + 1z win) + &
i=1 0 0 1

= Xy + Z Vin; + €

=1
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avec .
Xt = [1 Tt U)t]

et :
1 x wy] si i<t
‘/it: [1 T wt] si 2=t
0 si t<1<n

telque f=p1=0Fet A=A A =N\ pourt=1,...,n.
Il s’agit du modeéle (4.3) avec une variable explicative continue x; et une variable d’inter-
vention wy.

4.5 Matrice de transition avec parameétres

Dans cette section, nous montrons que la méthodologie proposé peut étre étendue a
quelques modéles espace-état générant une matrice de transition avec un ou deux para-
métres. Avec une matrice générant plus de deux parameétres, la méthodologie proposée
n’est plus généralisable. Il est ainsi recommandé d’utiliser I’approche espace-état.

4.5.1 Cas d’un seul paramétre : "local linear trend model” avec
facteur d’amortissement

Le "local linear trend model” peut étre modifié en rajoutant un facteur d’amortissement
p [49] :

Yt = Kt + €ty €tNN(OaU€2)
e = pe—1+vi—1+ &, &~ N (09 0'2) (4.16)
Vt:th—l"‘Cta CtNN<070'§>7 0<p<1

La représentation espace-état est donnée par :

yt:(l 0) 5; + &¢

()=lo o)+ ()

Ce modéle peut également étre représenté comme un modele a effets mixtes :

w=t0 [ 2 aor Sao (I [5 Lmsttomra, e=1m

i=1 j=i+1

:[11]a0+i[101([é ;}_z—)mjL[lO]nﬁ—et, f=1---n

= Xy + Z Viems + €

i=1
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avec :

et : i
no| bt S i<t
Vi = 0 r
’ 1 0] sii=t

si t<i<n

4.5.2 Cas de deux paramétres :

Nous modifions le modéle (4.16) en rajoutant un autre facteur d’amortissement ¢ a p; :

Yt = Mt + Et, €t ~ N(O"Tf)
o= Gpeoy + v & &~ N(0,02), 0< <1
vy = pri_1 + G, Ct~N<0,0'§), 0<p<1

La représentation espace-état est donnée par :

w:(lo)(ﬁ)+a

t

()=t )= (8)

Ce modele peut également étre représenté comme un modeéle & effets mixtes :

%zﬁlm[ﬁ ;}am+§i1m(fl[g ;]mf+umm+fh f=1--on

i=1 j=i+1

t—1 1 t—i—1

= Xiap + Z Viens + €

i=1

avec :
Xt:[¢ 1]
et : i
no| @ ! S i<t
Vt_ 0 p
! [1 0] si 1=t
0 sit<t<n

(4.17)

Les modeles (4.16) et (4.17) ont montré que la méthodologie proposée reste valable pour
des modéles générant des paramétres dans la matrice de transition. Néanmoins, cette mé-
thodologie ne peux étre généralisée pour des modeéles avec des matrices de transitions plus
complexes, c’est a dire avec plus de deux parameétres. Dans de tels cas, I'estimation de ces

paramétres inconnus, figurant dans la matrice de transition, s’avére nécessaire.

Pour les cas simples, c¢’est a dire avec un ou deux parameétres dans la matrice de transition,
nous suggérons d’utiliser la méthode du maximum de vraisemblance restreint ou profilé
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[152]. En revanche, cette approche devient moins pratique lorsqu’il y a plusieurs para-
meétres (plus que deux paramétres) dans la matrice de transition 7;. Il est donc préférable
d’utiliser les méthodes associées au modéle espace-état. Dans un cadre entierement bayé-
sien, I'estimation des modéles générant plusieurs paramétres dans la matrice de transition
est relativement simple [153]. Le cas des modéles générant plusieurs paramétres dans
la matrice de transition peut étre considéré comme une limitation de la méthodologie
proposée.

4.6 Validation par simulation

Afin d’illustrer la méthodologie proposée, nous avons simulé des données de série tempo-
relle de taille 360. Ces données associent des observations rangées entre (6.86 et 10.95) a
des marques temporelles successives équidistantes, c’est a dire séparées par la méme durée
(années).

Pour cet exemple, nous ajustons les données simulées via le "local level model” en utilisant

les deux approches :
- Modéle espace-état basé sur le filtre de Kalman et 1'algorithme EM [41, 42].
- Modéle a effets mixtes basé sur le maximum de vraisemblance restreint REML.

Simulation: modéle espace-état

1"

Observations
9

= = Observations

M~ — —— modéle espace-état
[ ! I I I [ I I
1650 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000

Années
Simulation: modéle a effets mixtes (Gamm)
g -]

Observations
9
|

= = Observations
— modéle i sffats mixtes

| T T T T T T T
1650 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000

Années

FIGURE 4.1 — Données simulées (observations annuelles de 1650 & 2019) : Modéle espace-
état Vs Modele a effets mixtes.
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La courbe bleue figurant dans la Figure 4.1 représente l'estimation de l'état u; par le
filtre de Kalman (lissage). La courbe rouge représente I'estimation par le maximum de
vraisemblance restreint REML (BLUP) de 'état .

Nous remarquons que les deux estimations, via les deux approches sont quasi-équivalentes.
En effet, pour 'estimation via la méthode de Kalman, propre au modéle espace-état, nous
obtenons g, = 0.28, le critére d’Akaike (AIC)= 641.07 et log-vraisemblance (LL)= -317.50.
Concernant 'estimation via la méthode du maximum de vraisemblance restreint, propre
au modele a effets mixtes, nous obtenons g, = 0.32, AIC = 656.85 et LL=-323.42.

Les résultats de cette simulation confirment que des techniques telles que le filtrage, la
prévision et le lissage, basées sur le filtre de Kalman, sont équivalentes au BLUP dans un
modeéle mixte.

Cela revient au fait que les deux méthodes utilisent la méme fonction de vraisemblance.
La simulation a été conduite via le logiciel R. Ce modéle est implémenté avec une struc-
ture espace-état et modeéle a effets mixtes.

Nous avons utilisé le package "mgev" [154] et "nlme" [155] pour le modele a effet mixtes.
Concernant les modeéles espace-état, plusieurs packages sont disponibles. Dans cette simu-
lation, le package "MARSS" a été utilisé [156].

4.7 Application : Récupération fonctionnelle post AVC

Afin d’illustrer la méthodologie proposée par une application du monde réelle, nous
avons utilisé des données du registre des accidents vasculaires cérébraux du sud de Londres
(SLSR) [6].

Dans cet exemple, nous avons choisi d’observer la moyenne annuelle du score de Barthel
de tous les patients enregistrés dans le (SLSR) jusqu’a 7 jours aprés ’admission, de 1995 a
2018 [9]. Le score de Barthel permet d’évaluer la progression de la récupération fonction-
nelle avec des scores allant de 0 (totalement dépendant) a 20 (totalement indépendant).
Cela nous permettra de décrire la variation du niveau du score de Barthel moyen annuel
au cours des 23 années.

Cette application servira non seulement a la comparaison des deux approches de modé-
lisation, mais aussi a ’évaluation et a la description de I'impact de la mise a jour des
directives et conseils cliniques sur le diagnostic et la prise en charge des patients victime
d’AVC ou d’accident ischémique transitoire (AIT), dans les 48 heures suivant ’apparition
des symptomes [157, 158, 159, 160].

Nous proposons le "local level model” pour ajuster nos données. Les deux approches
espace-état et modeéle mixtes sont appliquées pour le méme modéle et données.

Nous proposons deux exemples :

Dans le premier exemple, nous considérons tous les patients enregistrés dans le SLSR.
Dans le deuxiéme exemple, nous stratifions nos données par groupe en considérant les
patients avec un age supérieur a 65 ans.
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4.7.1 Exemple 1 :

Moyenne annuelle du score de Barthel a I'admission (SLSR)
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FIGURE 4.2 — Variation du score de Barthel moyen annuel jusqu’a 7 jours apreés I’admission
(1995 -2019) : Modele a effets mixtes Vs Approche espace-état.

La courbe bleue figurant dans la Figure 4.2 représente l'estimation de l'état u; par le
filtre de Kalman (lissage). La courbe rouge représente I'estimation par le maximum de
vraisemblance restreint REML (BLUP) de 'état ;.

Nous remarquons que les deux estimations, via les deux approches sont quasi-équivalentes,
confirmant ainsi les résultats du cadre théorique proposé et la simulation conduite.

En effet, pour 'estimation via la méthode de Kalman, propre au modéle espace-état, nous
obtenons g, = 0.04, le critére d’Akaike (AIC)= 82.92 et log-vraisemblance (LL)=-37.86.
Concernant 'estimation via la méthode du maximum de vraisemblance restreint, propre
au modele a effets mixtes, nous obtenons . = 0.08, AIC = 80.90 et LL=-36.45.
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4.7.2 Exemple 2

Score barthel
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FIGURE 4.3 — Variation du score de Barthel moyen annuel jusqu’a 7 jours apreés I’admission
(age>65) (1995 -2019) : Modele a effets mixtes Vs Approche espace-état.

La figure 4.3 affirme que les deux estimations, via les deux approches sont quasi-équivalentes.
En effet, pour 'estimation via la méthode de Kalman, relative au modéle espace-état, nous
obtenons g, = 0.27, AIC = 90.11 et log-vraisemblance (LL)=-41.45.

Concernant 'estimation via la méthode du maximum de vraisemblance restreint, propre
au modele a effets mixtes, nous obtenons . = 0.27, AIC = 88.39 et LL=-40.19.

Cette application confirme que la dynamique des effets des directives, souvent traitée par
des techniques stochastiques, peut facilement étre abordée par des modéles a effets mixtes.

4.7.3 Interpretation du modéle

Aprés avoir ajusté le modéle & nos données dans les deux exemples, nous pouvons
commencer a l'utiliser et a I'interroger a diverses fins. Une question clé que nous pour-
rions poser au modéle est la suivante : Les scores de Barthel ont-ils augmenté ou diminué
de maniére statistiquement significative et comment peut on interpreter cliniquement ces
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changements ?

Pour répondre a ces questions, et puisque les deux approches de modélisation sont équi-
valentes, nous considérons le modeéle & effets mixtes. Une approche répondant & cette
question consiste a calculer les dérivées premiéres de la tendance ajustée. Pour ce faire,
nous pouvons utiliser la méthode des différences finies vu que la forme analytique de ces
dérivées n’est pas explicite. Pour produire les dérivées via les différences finies, nous calcu-
lons les valeurs de la tendance ajustée sur une grille de points sur ’ensemble des données.
D’aprés la figure 4.4, les dérivés suggerent une période d’augmentation significative du
score de Barthel de 2008 a 2011 avec un niveau de confiance de 99 %. Cette période est
marquée par le changement dans les directives couvrant les interventions au stade aigu
d’un AVC ou d’un accident ischémique transitoire (AIT) [158]. Ces directives offrent ainsi
de meilleurs conseils cliniques sur le diagnostic et la prise en charge aigué des AVC et des
AIT dans les 48 heures suivant ’apparition des symptoémes. Nous pouvons déduire que
les recommandations et les changements apportés par ce (guidelines) [158| sont efficaces
et ont permis une amélioration dans le protocole de gestion des patients, qui est expliqué
par 'augmentation du score de Barthel.

Compte tenu de cet échantillon de données, et sachant que notre estimation de la tendance
est sujette a l'incertitude, nous ne sommes pas en mesure de détecter d’autres périodes
de changement significatif du score de Barthel autres que la période indiquée en bleu.

:_ /\,,m/\f\

A a A A |

f'x)

| | | | |
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Years

FIGURE 4.4 — Dérivées premiéres de la tendance ajustée avec un niveau de confiance de
99% (modele a effets mixtes). Périodes de changement significatif (bleu).
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4.8 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une stratégie générale pour transformer un mo-
deéle espace-état en modéle a effets mixte.
Ce travail aborde pour la premiére fois, a notre connaissance, la méthodologie proposée
d’une maniére détaillée et explicite avec une application aux AVC.
Un intérét particulier a été porté a la classe des séries temporelles structurelles. Nous
avons montré que chaque modéle appartenant a cette classe, peut étre décrit a la fois, par
un modéle espace-état et un modéle a effets mixtes équivalent.
Nous avons également étudié le cas de modéles générant des paramétres dans la matrice
de transition. Nous avons remarqué que ’approche proposée reste valable pour des ma-
trices de transitions avec un ou deux paramétres. Dans ce cas, ces parameétres peuvent
facilement étre estimés par la méthode du maximum de vraisemblance restreint (REML)
ou profilé. En raison de complexité du calcul, ’existence de plus de deux parameétres dans
la matrice de transition est cependant considérée comme une limitation de cette méthodo-
logie. L’approche proposée rend possible la modélisation des données complexes (cluster
ou longitudinales) et des données avec plusieurs sources de variations [161]. En effet, de
nombreuses séries chronologiques ont une structure complexe qui nécessite I'ajout d’effets
fixes et aléatoires. Ces effets sont plus simple & considérer dans un modeéle & effets mixtes
que dans un modéle espace-état. De plus, le modéle a effets mixtes peut étre vu comme
une version régularisée du modele linéaire généralisé (GLM) [44]. Il fusionne également les
propriétés du (GLM) avec celle du modele additif [47]. Ainsi, il devient facile de composer
avec la saisonnalité de plusieurs périodes et de laisser 'analyste explorer des hypothéses
sur les différentes composantes de la série chronologiques. Le modéle & effets mixtes est
également un outil pratique pour traiter les données manquantes [162].
En citant les avantages que le modéle a effets mixtes procure, nous ne préconisons pas
I’abandon de ’approche espace-état. En revanche, nous recommandons 1'utilisation des
modeles espace-état dans les cas ot la méthodologie proposée n’est pas applicable c.-a-d.
(matrice de transition avec plus de deux parameétres).
Un avantage conceptuel des modéles espace-état est la représentation explicite de la série
chronologique comme un processus stochastique. Les procédures d’estimation des para-
métres, dans un modeéle espace-état (filtre de Kalman) sont trés efficaces lorsque les séries
temporelles sont d’une fréquence élevée. Cependant, il est souhaitable de convertir les
modéles espace-état en modele mixte lorsque les séries chronologiques sont de petite ou
moyenne fréquence. Le cotlt et la complexité du calcul lié a la non utilisation du filtre de
Kalman est supposé étre meilleur.
D’un point de vue technique, les estimations résultantes des deux modéles sont équiva-
lentes. Cela revient au fait que les deux approches sont basées sur la méme fonction de
vraisemblance dans les algorithmes et procédures d’estimations.
Via des simulations et des données réelles, utilisant le registre d’AVC du sud de Londres
(SLSR), nous avons validé le cadre théorique proposé. Nous avons montré que les esti-
mations basées sur le filtre de Kalman, spécifique aux modéles espace-état, sont quasi-
équivalentes a la meilleure prédiction linéaire sans biais (BLUP), basée sur le RMLE dans
un modeéle mixte.
La méthodologie proposée a été appliquée pour la premiére fois sur des données d’AVC,
et a permis de décrire la variation du score de Barthel moyen des patients victimes d’AVC
enregistrés dans le SLSR (au cours des 23 années). Elle a également permis d’évaluer
I'impact de la mise & jour des directives et conseils cliniques sur le diagnostic et la prise
en charge des patients victime d’AVC, dans les 48 heures suivant ’apparition des symp-
tomes.
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Dans ce chapitre, nous nous sommes restreint au "local level model” pour illustrer et va-
lider la méthodologie proposée. Comme perspectives, nous souhaitons élargir ce travail
en appliquant les différents modeéles étudiés théoriquement en détail dans ce chapitre, a
d’autres sujets de santé publique, en 'occurrence ’AVC.

Par ce travail, nous offrons un cadre de modélisation optimal permettant 'utilisation des
modeéles a effets mixtes dans des situations souvent approchées par des modéles espace-
état, mais ne nécessitant pas un tel cadre de modélisation complexe.
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Conclusion générale et perspectives

Les résultats de ce travail de thése se situent dans le cadre de la modélisation et l’ana-
lyse prédictive. Notre objectif a été de développer et d’affiner des techniques et modéles
permettant de prédire avec précision des événements ou tendances futures, en particulier
les risques et les conséquences des accidents vasculaires cérébraux (AVC). La thése qui en
résulte se compose de quatre chapitres.

Le chapitre 1 de cette thése a fait I’'objet d’une revue bibliographique. Nous avons tout
d’abord passé en revue les différents modele d’analyse prédictive et plus particuliérement,
les modeles a effets mixtes (LMM). Les (LMM) ont été un outil central pour 'obtention
des résultats clé de cette thése. Ensuite, nous avons porté un grand intérét aux méthodes
de régularisation. Ces méthodes sont bien connues pour améliorer a la fois, la qualité de
la prédiction et l'interprétablilité du modele, surtout si la dimension des données dépasse
largement la taille de I’échantillon. Finalement, nous avons cléturé ce chapitre par une
réflexion et une synthése globale sur les différentes méthodologies de construction de mo-
déles de prédiction clinique.

Conscient des atouts de la régularisation et son role dans la modélisation prédictive,
nous avons proposé dans le chapitre 2, une nouvelle méthode de régularisation pour le
modele de régression statistique en associant le cadre théorique des problémes inverses
avec celui des statistiques robustes. Nous avons montré a travers des simulations et des
données réelles basées sur le registre des AVC du Sud de Londres (SLSR), que la mé-
thode proposée est plus performante que d’autres méthodes (lasso, lasso adaptatif, ridge,
elastic-net) sous différents scénarios et hypothéses a savoir, un grand conditionnement
de la matrice de covariance associée aux données et une amplitude d’erreur variée. La
méthode de régularisation proposée (Huber), a prouvé que 'approche probléme inverse,
couplé avec la méthodologie statistique robuste, a permis de caractériser une fonction de
régularisation robuste et moins biaisée que d’autres méthodes existantes dans la littéra-
ture, et pourrait étre utilisée avec assurance dans la pratique. En outre, elle offre une
alternative améliorée a la méthode ridge, lasso, adaptive-lasso et 1’elastic-net, qui se sont
déja révélées étre des méthodes trés performantes dans des études antérieures. Cette ap-
proche pourrait étre étendue dans des travaux futurs, a la résolution des modéles a effets
mixtes et a la réduction de dimension. Elle pourrait également étre utilisée dans des pro-
blémes d’apprentissage automatique statistique pour optimiser la fonction de perte [121].
Les résultats rapportés dans ce travail suggérent que ’approche probléme inverse pourrait
étre utile dans une grande variété de problémes d’estimation statistique. Cette méthodolo-
gie n’est pas bien explorée dans la communauté statistique et une étude plus approfondie
est cependant nécessaire. En recherche clinique, la méthodologie développée pourrait étre
appliquée comme un outil pour évaluer les effets bénéfiques des interventions fondées
sur des données probantes et des structures de soins. En tant qu’outil de recherche, cela
pourrait étre utilisé pour tester de nouvelles interventions ou identifier des échantillons
enrichis, ce qui réduirait le besoin d’essais randomisés contrdlés cotiteux et souvent peu
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pratiques. Cette stratégie d’enrichissement prédictive est importante pour la conception
d’essais futurs, car elle permet le recrutement des patients les plus appropriés, permettant
ainsi I'utilisation d’une population d’étude plus petite.

Dans le chapitre 3, nous avons développé une stratégie de modélisation permettant

de prédire a long-terme (5 ans), les conséquences post-AVC telles que le déficit cognitif,
la dépression ou la mortalité. Pour ce faire, nous avons étendu les travaux existants sur
la méthodologie des courbes de récupération et ce d’'un point de vue mathématique et
applicatif. D’un point de vue mathématique, la régularisation est omniprésente. En effet,
nous avons construit des « courbes de récupération régularisées » par le biais des modéles
a effets mixtes au lieu des méthodes de régression classiques. Nous avons également évalué
la performance de cette méthodologie en utilisant & la fois des métriques traditionnelles
(discrimination et étalonnage) et non traditionnelles (utilité clinique). D’un point de vue
applicatif, nous avons utilisé I’approche des « courbes de récupération régularisées » pour
prédire & long-terme (5 ans), le déclin cognitif chez un individu aprés un AVC. Cette
méthodologie est ainsi développée et évaluée, pour la premiére fois, pour des prévisions a
long terme et d’autres conséquences d’AVC, en I'occurrence le déficit cognitif.
Les résultats obtenus par notre modéle, ont démontré que la méthodologie des courbes
de récupération régularisées appliquées aux données d’AVC, s’est avérée étre la méthode
la plus flexible qui pourrait incorporer des informations de prédicteur longitudinal sans
perte de qualité prédictive. Les mesures longitudinales sont plus appropriées que les me-
sures a des moments prédéfinis, et ajoutent une plus grande dimension aux prévisions.
Les prédicteurs associés aux conséquences post-AVC sont généralement collectées régu-
lierement par des cliniciens. Par conséquent, la gestion et la prise en charge des patients
survivant d'un AVC, peuvent étre soutenus par des modeéles de prédiction. Pour étre utile
et applicable a la pratique clinique, un modéle pronostique doit étre non seulement validé,
mais également facile & mettre en oeuvre (Wyatt et al., 1995). Autrement dit, il ne doit
contenir que quelques variables facilement disponibles pour tous les patients. Les données
devraient pouvoir étre obtenues avec une grande fiabilité (Rowley et Fielding 1991). Dans
cette perspective, les modeéles de prédiction clinique doivent étre affinés et améliorés. Les
travaux futurs pourront envisager une évaluation plus approfondie du modéle présenté
dans cette thése, une étude de faisabilité pour amener ce modéle dans la pratique clinique
et une application de la méthode des courbes de récupération régularisées a d’autres consé-
quences d’AVC.

Dans le chapitre 4, le profit tiré des modeéles a effets mixtes (LMM) nous a poussé
a comparer cette classe de modéle avec des modéles plus complexes et sophistiqués, en
I'occurrence les modéles espace-état. Cette comparaison a permis de proposer un cadre
de modélisation optimal permettant 'utilisation des modéles & effets mixtes dans des si-
tuations souvent approchées par des modéles espace-état, mais ne nécessitant pas un tel
cadre de modélisation complexe. Cette méthodologie a été présentée pour la premiére fois
d’une maniére détaillée et explicite avec une application & ’AVC. Des motivations a la
fois théoriques, numériques et pratiques ont conduit & la mise en oeuvre d’une stratégie
générale pour transformer un modéle espace-état en un modéle mixte. Cette stratégie
a ensuite été appliquée aux séries chronologiques structurelles, généralement approchées
par un cadre espace-état. Nous avons illustré et validé le cadre théorique proposé via des
simulations et des données réelles basées sur le registre d’AVC du Sud de Londres (SLSR).
Les simulations et I’application aux données réelles, ont montré que les procédures d’esti-
mation, spécifiques aux modéles espace-état (filtre de Kalman ), sont équivalentes a celles
d’un modéle a effets-mixtes (REML-BLUP). 11 est cependant souhaitable de convertir les
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modeéles espace-état en modeéle mixte lorsque les séries chronologiques sont de petite ou
moyenne fréquence. Dans ce cas, le cotlt et la complexité du calcul lié a la non-utilisation
du filtre de Kalman est supposé étre meilleur. Néanmoins, les procédures d’estimation
des parameétres, dans un modéle espace-état (filtre de Kalman) sont trés efficaces lorsque
les séries temporelles sont d’une fréquence élevée. Par ce travail, nous ne préconisons pas
I’abandon de ’approche espace-état. En revanche, nous recommandons 1'utilisation des
modeéles espace-état dans les cas ot la méthodologie proposée n’est pas applicable c.-a-d.,
si la matrice de transition généré par le modéle est d'une structure complexe. Les cher-
cheurs qui ont fréquemment besoin d’étudier des séries chronologiques avec des fréquences
élevées devraient étre encouragés a en savoir plus sur la méthodologie des séries chronolo-
giques liées aux modéles d’espace d’état. Dans ce travail, nous nous sommes restreint au
"local level model” au niveau des simulations et applications. Comme perspectives, nous
souhaitons élargir ce travail en appliquant les différents modéles étudiés théoriquement a
d’autres sujets de santé publique, en particulier I’AVC.
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Appendice 2

Codes Chapitre 2

2.1 Simulations : cas (p > n)

# High dimensional data simulation (p>>n) ----------——c-ommmmmm

# Author: Youssef Hbid
# Email: youssef.hbid@etu.upmc.fr

#references:
#Fu, Anqi, Balasubramanian Narasimhan, and Stephen Boyd. 2017. "CVXR: An R Package

#Loading packages
library(CVXR)
library(devtools)
library(magrittr)
library(dplyr)
library(glmnet)
library(pracma)
library(testthat)

set.seed(12333) #for reproducibility
# Generate data

n <- 200 # Number of observations
p <- 400 # Number of predictors included in model

# Beta of example 4 (in this example, set: n=200 and p=400 )
beta_true <- rep(c(0.85), times = c(p))

# Beta of example 5 (in this example, set: n=30 and p=60 )
# beta_true<- rep(c(3,0,9), times = c(20,20,20))

# Beta of example 6 (in this example, set: n=100 and p=40 )
# beta_true<- rep(c(1.5,2.5), times = c(200,200))

# number of simulations
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r <- 30

# Initialization in order to store Mse values and beta’s estimation
Mse_huber = rep(0,r)
Mse_elastic = rep(0,r)
Mse_lasso = rep(0,r)
Mse_yadlasso = rep(0,r)
Mse_ridge = rep(0,r)
bhuber = zeros(r,p)
Belastic = zeros(r,p)
Blasso = zeros(r,p)
Bridge = zeros(r,p)
Badlasso = zeros(r,p)

# Generate lamba sequences
lambda_vals <- 10~seq(l, -1, by = -.1)

# Set the condition number of X
cond <- 100

for (j in 1:1r){

# Generate a random normal matrix with mean O and var 1
X <- matrix(stats::rnorm(n*p, 0, 1), nrow = n, ncol = p)

# SVD decomposition in order to introduce a condition number
S <- svd(X)

D <- diag(S$d)

D[D!=0] <- linspace(cond,1,min(n,p))

U <- S$u
V <- S$v
V <- t (V) #V°

X<-UY%*% D% V# X=UDV

# Error amplitude
sigma <- 3

# Split data into train (2/3) and test (1/3) sets

train_rows <- sample(l:n, .66%n)

x.train <- X[train_rows, ]

x.test <- X[-train_rows, ]

# generate true model

y.train <- x.train %x% beta_true + rnorm(nrow(x.train), mean = 0, sd = sigma)
# test

y.test <- x.test %*% beta_true + rnorm(nrow(x.test), mean = 0, sd = sigma)

# Declare beta parameter of dimension p (CVX syntax)
beta <- Variable(p)
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# Regularization methods

# Change the following parameters:

# M (1 or 1.5 or 1.8) in Huber method;

#alphae (0.25 or 0.5 or 0.75) in Elastic-net method;
#tau (0.5 or 1 or 1.5) in Adaptive lasso method

# Huber method (proposed method)

# Huber Parameter
M <- 1.5;
# looping over grid of lambda
for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]
# Objective function
objhub <- sum((y.train - x.train %%} beta)~2) / (2 * nrow(x.train))
+ lambda*sum( (huber(beta, M)))

# Minimization of the objective function
probl <- Problem(Minimize(objhub))
resultl <- solve(probl, solver = "ECO0S",
verbose = TRUE, ABSTOL = le-12, RELTOL = 1le-10)
+

# Extracting beta huber

bhuber [j,]<- drop(resulti$getValue(beta))
yhuber = x.test)*Jbhuber[j,]

# Huber MSE

Mse_huber[j]<- mean((y.test - yhuber)"2)

# Elastic-net

# Elastic-net parameter

alpha <- 0.5
# looping over grid of lambda
for (i in seq_along(lambda_vals)) {

lambda <- lambda_vals[i]

# Objective function

obj <- (sum((y.train- x.train %*% beta)~2) / (2 * nrow(x.train)) +

lambda * ((1 - alpha) * sum_squares(beta) / 2 + alpha * p_norm(beta, 1)))

# Minimization of the objective function

prob <- Problem(Minimize (obj))

result2 <- solve(prob, solver = "ECOS",

verbose = TRUE, ABSTOL = le-12, RELTOL = 1le-10)
b

# Extracting Beta elastic-net
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Belastic[j,]<- drop(result2$getValue(beta))
yelastic = x.test)*¥%Belasticl[j,]

# Elastic MSE
Mse_elastic[j] <- mean((y.test - yelastic)~2)

# lasso

# Elastic-net parameter
alpha <- 1
# looping over grid of lambda
for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]
# Objective function
obj <- (sum((y.train- x.train %*% beta)~2) / (2 * nrow(x.train)) +
lambda * ((1 - alpha) * sum_squares(beta) / 2
+ alpha * p_norm(beta, 1)))

# Minimization of the objective function
prob <- Problem(Minimize(obj))
result3 <- solve(prob, solver = "ECOS",
verbose = TRUE, ABSTOL = le-12, RELTOL = 1e-10)
}
# Extracting Beta lasso
Blasso[j,] <- drop(result3$getValue(beta))
ylasso = x.test%*)Blassol[j,]
# lasso MSE
Mse_lasso[j] <- mean((y.test - ylasso)~2)

# Ridge parameter
alpha <- 0
# looping over grid of lambda
for (i in seq_along(lambda_vals)) {

lambda <- lambda_vals[i]

# Objective function

obj <- (sum((y.train - x.train %*}% beta)~2) / (2 * nrow(x.train)) +

lambda* ((1 - alpha) * sum_squares(beta) / 2 + alpha * p_norm(beta, 1)))

# Minimization of the objective function
prob <- Problem(Minimize(obj))
result4 <- solve(prob, solver = "ECO0S",
verbose = TRUE, ABSTOL = le-12, RELTOL = 1le-10)
b
# Extracting Beta ridge
Bridgel[j,] <- drop(result4$getValue(beta))
yridge <- x.test%x*JBridgelj,]
# Ridge MSE
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Mse_ridge[j] <- mean((y.test - yridge)~2)

# Adaptive lasso

# Adaptive lasso parameter
tau =1
# 12 weights as suggested by Zou in adaptive lasso paper
#(high dimensional data)
ridgel_cv <- cv.glmnet(x = x.train,
y = y.train,type.measure = "mse",nfold = 10, alpha = 0)
Bweight <- as.numeric(coef(ridgel_cv,
s = ridgel_cv$lambda.min)) [-1]

# Adaptive lasso weights
w=abs (Bweight) ~(-tau)

# looping over grid of lambda
for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]
# Objective function
obj <- sum((y.train- x.train %%} beta)~2) / (2 * nrow(x.train)) +
lambda* sum_entries(wxabs(beta))

# Minimization of the objective function

prob <- Problem(Minimize (obj))

result6 <- solve(prob, solver = "ECOS",

verbose = TRUE, ABSTOL = 1e-12, RELTOL = 1e-10)
b

# Extracting Beta ad-lasso

Badlasso[j,]<- drop(result6$getValue(beta))
yadlasso <- x.test)*)Badlassol[j,]

# Mse ad-lasso
Mse_yadlasso[j]<- mean((y.test - yadlasso)~2)

# Average MSE results

Average_Mse_ridgel <-mean(Mse_ridge)
Average_Mse_lassol <- mean(Mse_lasso)
Average_Mse_elasticl <- mean(Mse_elastic)
Average_Mse_yadlassol <- mean(Mse_yadlasso)
Average_Mse_huberl <- mean(Mse_huber)

# Average of Non-zero coefficient

bhuber <- round(bhuber,?2)
nzhuber <- apply(bhuber, 1, nnz)
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nzhuber <- mean(nzhuber)

Blasso <- round(Blasso,2)

nzlasso <- apply(Blasso, 1, nnz)
nzlasso < -mean(nzlasso)

Belastic <- round(Belastic,?2)
nzelastic <- apply( Belastic, 1, nnz)
nzelastic <- mean(nzelastic)

Badlasso <- round(Badlasso,?2)
nzadlasso <- apply(Badlasso, 1, nnz)
nzadlasso <- mean(nzadlasso)

# Standard error of MSE

sd_ridge <- sd(Mse_ridge)/sqrt(length(Mse_ridge))

sd_lasso <- sd(Mse_lasso)/sqrt(length(Mse_lasso))
sd_yadlasso <- sd(Mse_yadlasso)/sqrt(length(Mse_yadlasso))
sd_elastic <- sd(Mse_elastic)/sqrt(length(Mse_elastic))
sd_huber <- sd(Mse_huber)/sqrt(length(Mse_huber))

# Organizing results

AverageMSE <- round(c(Average_Mse_ridgel,Average_Mse_lassol,
Average_Mse_yadlassol,Average_Mse_elasticl,Average_Mse_huberl), 3)

sd <- round(c(sd_ridge, sd_lasso, sd_yadlasso, sd_elastic, sd_huber), 3)
Avnonzerocoeff <- c("All",nzlasso,nzadlasso, nzelastic, nzhuber)

Methods <- c("Ridge","lasso","Ad-lasso","Elastic-net","Huber")

# Print results

# Tables figuring in Simulation section :
Example4-table4/Example5-table5/Example6-table6

#(load Example4-tabled4.RData) # output Exampled-table4d.csv
table4 <- data.frame(Methods,AverageMSE,sd,Avnonzerocoeff)
tabled

#(load Example5-table5.RData) # output Exampleb-table5.csv
tableb <- data.frame(Methods,AverageMSE,sd,Avnonzerocoeff)
tableb

#(load Example6-table6.RData) # output Example6-table6.csv

table6 <- data.frame(Methods,AverageMSE,sd,Avnonzerocoeff)
tableb

2.2 Simulations : cas (n > p)



#set.seed(1317) # for reproducibility of example 1
#set.seed(112) # for reproducibility of example 2
#set.seed(01234) # for reproducibility of example 3

Number of observations

<- 20

Number of predictors included in model
<- 8

number of simulations

<- 50

H #9T # B #

# Choose beta_true (Examples 1-2-3)

# Examples 1 (set n=20, p=8, sigma=3) Examplel-tablel in Simulation section
beta_true <- c¢(3, 1.5, 0, 0, 2,0,0,0)

# Example 2 (set n=20, p=8, sigma=3) Example2-table 2 in Simulation section
#beta_true <- rep(c(0.80), times = c(p))

# Example 3 (set n=100, p=40 and sigma=15) Example3-table 3 in Simulation section
#beta_true <- rep(c(0,2,0,2), times = c(10,10,10,10))

# Initialization in order to store Mse values and beta’s estimation
Mse_huber = rep(0,r)
Mse_elastic = rep(0,r)
Mse_lasso = rep(0,r)
Mse_yadlasso = rep(0,r)
Mse_ridge = rep(0,r)
bhuber = zeros(r,p)
Belastic = zeros(r,p)
Blasso = zeros(r,p)
Bridge = zeros(r,p)
Badlasso = zeros(r,p)

# Generate lambda sequences
lambda_vals <- 10~seq(l, -1, by = -.1)

# Set the condition number of X
cond <- 100

for (j in 1:r) {

# Generate a random normal matrix with mean O and var 1
X <- matrix(stats::rnorm(n*p, 0, 1), nrow = n, ncol = p)

# SVD decomposition in order to introduce a condition number
S <- svd(X)

D <- diag(S$d)

D[D!=0] <- linspace(cond,1,min(n,p))

U <- S$u
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V <- S$v
V <- t(V) #V°
X<-U %% DY%*%h V# X=UDVW

# Error amplitude
sigma <- 3

# Split data into train (2/3) and test (1/3) sets

train_rows <- sample(l:n, .66%*n)

x.train <- X[train_rows, ]

x.test <- X[-train_rows, ]

# generate true model

y.train <- x.train %%), beta_true + rnorm(nrow(x.train), mean = 0, sd = sigma)
# test y

y.test <- x.test %*% beta_true + rnorm(nrow(x.test), mean = 0, sd = sigma)

# Declare beta parameter of dimension p (CVX syntax)

beta <- Variable(p)

# Regularization methods:
# Change the following parameters:
# M (1 or 1.5 or 1.8) in Huber method; alphae (0.25 or 0.5 or 0.75) in Elastic-net

# Huber method (proposed method)

# Huber Parameter
M <- 1.8;
# looping over grid of lambda
for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]

# Objective function
objhub<- sum((y.train - x.train %*% beta)~2) / (2 * nrow(x.train))
+ lambdax*sum( (huber(beta, M)))

# Minimization of the objective function

probl <- Problem(Minimize(objhub))
resultl <- solve(probl, solver = "ECO0S",
verbose = TRUE, ABSTOL = 1e-12, RELTOL = 1e-10)

# Extracting beta huber

bhuber[j,] <- drop(resulti$getValue(beta))
yhuber = x.testl*}bhuber(j,]

# Huber MSE

Mse_huber[j] <- mean((y.test - yhuber)~2)
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# Elastic-net method
# Elastic-net parameter
alphae <- 0.75
for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]

# Objective function
obj <- (sum((y.train- x.train %*)% beta)~2) / (2 * nrow(x.train)) +
lambda * ((1 - alphae) * sum_squares(beta) / 2 + alphae * p_norm(beta, 1)))

# Minimization of the objective function

prob <- Problem(Minimize(obj))

result2 <- solve(prob, solver = "ECOS",

verbose = TRUE, ABSTOL = le-12, RELTOL = 1le-10)

# Extracting Beta elastic
Belastic[j,] <- drop(result2$getValue(beta))
yelastic = x.test)*%Belasticl[j,]

# Elastic MSE
Mse_elastic[j] <- mean((y.test - yelastic)~2)

# Adaptive lasso

# Adaptive lasso parameter

tau=1.5

# compute Least square solution

objective <- Minimize(sum((y.train - x.train %xJ beta)~2))
problem <- Problem(objective)

res <- solve(problem)

Bols <- drop(res$getValue(beta))

# Ad-lasso weights

w = abs( Bols +1/sqrt(nrow(x.train)))~(-tau)

# looping over grid of lambda
for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]

# Objective function
obj <- sum((y.train- x.train %*% beta)~2) / (2 * nrow(x.train)) +
lambda* sum_entries(wxabs(beta))

# Minimization of the objective function

prob <- Problem(Minimize(obj))

result6 <- solve(prob, solver = "ECOS",

verbose = TRUE, ABSTOL = 1e-12, RELTOL = 1e-10)
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# Extracting Beta ad-lasso

Badlasso[j,] <- drop(result6$getValue(beta))
yadlasso = x.test)*%Badlassol[j,]

# Mse ad-lasso

Mse_yadlasso[j] <- mean((y.test - yadlasso)"2)

alpha <-1
# looping over grid of lambda
for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]
# Objective function
obj <- (sum((y.train- x.train %x% beta)~2) / (2 * nrow(x.train)) +
lambda * ((1 - alpha) * sum_squares(beta) / 2 + alpha * p_norm(beta, 1)))
# Minimization of the objective function
prob <- Problem(Minimize(obj))
result3 <- solve(prob, solver = "ECOS",
verbose = TRUE, ABSTOL = le-12, RELTOL = 1le-10)

# Extracting Beta lasso

Blasso[j,] <- drop(result3$getValue(beta))
ylasso = x.test)*%Blassol[j,]

# lasso MSE
Mse_lasso[j] <- mean((y.test - ylasso)~2)

# Ridge parameter
alpha <- 0

# looping over grid of lambda
for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]

# Objective function
obj <- (sum((y.train - x.train %%}, beta)~2) / (2 * nrow(x.train)) +
lambda* ((1 - alpha) * sum_squares(beta) / 2 + alpha * p_norm(beta, 1)))

# Minimization of the objective function

prob <- Problem(Minimize(obj))
result4 <- solve(prob, solver = "EC0S",
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verbose = TRUE, ABSTOL = le-12, RELTOL = 1le-10)
+

# Extracting Beta ridge

Bridge[j,] <- drop(result4$getValue(beta))
yridge = x.test%x*)Bridgelj,]

# Ridge MSE

Mse_ridge[j] <- mean((y.test - yridge)~2)

# Calculating Average MSE results
Mse_ridgel <- mean(Mse_ridge)
Mse_lassol <- mean(Mse_lasso)
Mse_elasticl <- mean(Mse_elastic)
Mse_yadlassol <- mean(Mse_yadlasso)
Mse_huberl <- mean(Mse_huber)

# Calculating Average Non-zero coefficients
bhuber <- round(bhuber,1)

nzhuber <- apply(bhuber, 1, nnz)
nzhuber <- mean(nzhuber)

Blasso <- round(Blasso,1)

nzlasso <- apply(Blasso, 1, nnz)
nzlasso <- mean(nzlasso)

Belastic <- round(Belastic,1)
nzelastic <- apply( Belastic, 1, nnz)
nzelastic <- mean(nzelastic)

Badlasso <- round(Badlasso,1)
nzadlasso <- apply(Badlasso, 1, nnz)
nzadlasso <- mean(nzadlasso)

# Calculating Standard error of MSE
sd_ridge <- sd(Mse_ridge)/sqrt(length(Mse_ridge))
sd_lasso <- sd(Mse_lasso)/sqrt(length(Mse_lasso))
sd_yadlasso <- sd(Mse_yadlasso)/sqrt(length(Mse_yadlasso))
sd_elastic <- sd(Mse_elastic)/sqrt(length(Mse_elastic))
sd_huber <- sd(Mse_huber)/sqrt(length(Mse_huber))

# Organizing results

AverageMSE1l <- round(c(Mse_ridgel, Mse_lassol,

Mse_yadlassol, Mse_elasticl, Mse_huberl), 2)

sdl <- round(c(sd_ridge, sd_lasso, sd_yadlasso, sd_elastic, sd_huber), 2)
Avnonzerocoeffl <- c("All",nzlasso,nzadlasso, nzelastic, nzhuber)

127



Parametersl <- c("alpha=0","alpha=1","gamma"=tau,"alpha"=alphae,"sigma"= M)

AverageMSE2 <- round(c(Mse_yadlassol, Mse_elasticl, Mse_huberl), 2)
sd2 <- round(c(sd_yadlasso, sd_elastic, sd_huber), 2)
Avnonzerocoeff2 <- c(nzadlasso, nzelastic, nzhuber)

Parameters2 <- c("gamma"=tau,"alpha"=alphae,"sigma"= M)

AverageMSE3 <- round(c(Mse_yadlassol, Mse_elasticl, Mse_huberl), 2)
sd3 <- round(c(sd_yadlasso, sd_elastic, sd_huber), 2)
Avnonzerocoeff3 <- c(nzadlasso, nzelastic, nzhuber)

Parameters3 <- c("gamma"=tau,"alpha"=alphae,"sigma"= M)

AverageMSE <- c(AverageMSE1l,AverageMSE2,AverageMSE3)

Parameters <- c(Parametersl,Parameters2,Parameters3)

sd <- c(sdl,sd2,sd3)

Avnonzerocoeff <- c(Avnonzerocoeffl,Avnonzerocoeff2,Avnonzerocoeff3)
Methods <- c("Ridge","lasso","Ad-lasso","Elastic-net","Huber",
"Ad-lasso","Elastic-net","Huber","Ad-lasso","Elastic-net","Huber")

# Print results

# Tables figuring in Simulation section:
(Examplel-Tablel; Example2-Table2; Example3-Table3)

#(load Examplel-tablel.RData) # output Examplel-tablel.csv
tablel <- data.frame(Methods,Parameters, AverageMSE,sd,Avnonzerocoeff)
tablel

#(load Example2-table2.RData) # output Example2-table2.csv
table2 <- data.frame(Methods,Parameters, AverageMSE,sd,Avnonzerocoeff)
table?2

#(load Example3-table3.RData) # output Example3-table3.csv
table3 <- data.frame(Methods,Parameters, AverageMSE,sd,Avnonzerocoeff)
tabled

2.3 Stroke data (12 weeks)

# Stroke data (12 weeks)

# The study and its consent procedure were approved by the ethics
#committees of Guy’s and St Thomas’ Hospital Trust,

# King’s College Hospital, Queen’s Square, and Westminster Hospital.
#Consent for data sharing was not obtained from study participants.
# The research team will consider reasonable requests for sharing of
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# anonymised patient level data.

# For this purpose, we generate pseudo data that mimic the Real
#stroke data: We produce the pseudo data which are

# comparable to the original data in size and structure
#(distribution, mean and standard deviation).

# Pseudo data, compared to real stroke data

#(which we used in the paper) produces similar conclusions.

rm(list = 1s())

# Load library
library(dplyr)
library(klaR)
library(nlme)
library(1me4)
library(MuMIn)
library(tidyr)
library(foreign)
library(tidyverse)
require(compiler)
require(parallel)
library(ggplot2)
library(CVXR)
library(devtools)
library(glmnet)
library(pracma)
library(testthat)
library(plotrix)

# for reproducibility
set.seed(33333)

# Load data

data <- read.delim("pseudo-data-12.txt")
# Recoding predictors

data$ethgrp <- as.factor(data$ethgrp)
data$sex <- as.factor(data$sex)
data$subtype <- as.factor(data$subtype)
data$batotwl <- as.numeric(data$batotwl)
data$batotwl2 <- as.numeric(data$batotwl?2)
data$age <- as.numeric(data$age)
data$nihtot <- as.numeric(data$nihtot)
data$glas_cs <- as.numeric(data$glas_cs)
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# Defining X

X <- model.matrix(batotwl2 ~ sex + ethgrp+glas_cs+
subtype+age+batotwl+nihtot+0, data = data)
X <- X[,-1]

# Defining Y
y <- matrix(datal[, "batotwl2"], ncol = 1)

# number of simulations
r=500

# Initialization in order to store Mse values and beta’s estimation
p=ncol(X)

Mse_huber = rep(0,r)
Mse_elastic = rep(0,r)
Mse_lasso = rep(0,r)
Mse_yadlasso = rep(0,r)
Mse_ridge = rep(0,r)
bhuber=zeros(r,p)
Belastic=zeros(r,p)
Blasso=zeros(r,p)
Bridge=zeros(r,p)
Badlasso=zeros(r,p)

# Analysis

for(j in 1:r){
# Split data into train (2/3) and test (1/3) sets

train_rows <- sample(nrow(X), .66*nrow(X))
x.train <- X[train_rows, ]

x.test <- X[-train_rows, ]

y.train <- y[train_rows]

y.test <- y[-train_rows]

n = nrow(x.train)

# Lambda sequence

lambda_vals <- 10~seq(l, -1, by = -.1)

# Huber method

beta <- Variable(p)
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M<-1.5
for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]
objhub <- sum((y.train - x.train %*}% beta)~2) / (2 *n)
+ lambda*sum( Chuber (beta, M)))
probl <- Problem(Minimize(objhub))
resultl <- solve(probl, solver = "ECOS",
verbose = TRUE, ABSTOL = le-3, RELTOL = le-2)

bhuber[j,] <- drop(resulti$getValue(beta))
yhuber = x.testY*)bhuberl[j,]
Mse_huber[j] <- mean((y.test - yhuber)~2)

# Elastic-net

alpha <- 0.5

for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]
obj <- (sum((y.train- x.train %*}% beta)~2) / (2 * n) +

lambda * ((1 - alpha) * sum_squares(beta) / 2 + alpha * p_norm(beta, 1)))

prob <- Problem(Minimize(obj))
result2 <- solve(prob, solver = "ECOS",
verbose = TRUE, ABSTOL = 1le-3, RELTOL = le-2)

}

Belastic[j,] <- drop(result2$getValue(beta))

yelastic = x.test)*%Belasticl[j,]

Mse_elastic[j] <- mean((y.test - yelastic)~2)

alpha <- 1
for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]
obj <- (sum((y.train- x.train %*J, beta)~2) / (2 *n) +
lambda * ((1 - alpha) * sum_squares(beta) / 2 + alpha * p_norm(beta, 1)))
prob <- Problem(Minimize(obj))
result3 <- solve(prob, solver = "ECOS",
verbose = TRUE, ABSTOL = 1le-3, RELTOL = le-2)
}
Blasso[j,] <- drop(result3$getValue(beta))
ylasso = x.test%*)Blassol[j,]
Mse_lasso[j] <- mean((y.test - ylasso)~2)

alpha <- 0
for (i in seq_along(lambda_vals)) {
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lambda <- lambda_vals[i]
obj <- (sum((y.train - x.train %%} beta)~2) / (2 * nrow(x.train)) +
lambda* ((1 - alpha) * sum_squares(beta) / 2 + alpha * p_norm(beta, 1)))
prob <- Problem(Minimize(obj))
result4 <- solve(prob, solver = "EC0S",
verbose = TRUE)
}
Bridge[j,] <- drop(result4$getValue(beta))
yridge = x.test¥*)Bridgelj,]
Mse_ridge[j] <- mean((y.test - yridge)~2)

# Adaptive lasso

# stepl compute LS solution

objective <- Minimize(sum((y.train - x.train %xJ beta)~2))
problem  <- Problem(objective)
res <- solve(problem)
Bols <- drop(res$getValue(beta))
# Adaptive lasso parameter

tau=1

# Adaptive weights

w=abs( Bols +1/sqrt(nrow(x.train))) ~(-tau)
for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]
obj <-sum((y.train- x.train %*% beta)~2) / (2 * nrow(x.train))
+ lambda* sum_entries(w*abs(beta))
prob <- Problem(Minimize(obj))
result6 <- solve(prob, solver = "ECOS",
verbose = TRUE, ABSTOL = le-12, RELTOL = 1le-10)
}
Badlasso[j,] <- drop(result6$getValue(beta))
yadlasso = x.test)*%Badlassol[j,]
Mse_yadlasso[j] <- mean((y.test - yadlasso)~2)

# MSE results

Mse_ridgel <- mean(Mse_ridge)
Mse_yadlassol <- mean(Mse_yadlasso)
Mse_lassol <- mean(Mse_lasso)
Mse_elasticl <- mean(Mse_elastic)
Mse_huberl <- mean(Mse_huber)
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# Parameters estimate

bhuber <- round(bhuber,3)

Blasso <- round(Blasso,3)

Belastic <- round(Belastic,3)

Badlasso <- round(Badlasso,3)

beta_huber <- apply(bhuber, 2, mean)
beta_lasso <- apply(Blasso, 2, mean)
beta_elastic <- apply(Belastic, 2, mean)
beta_ridge <- apply(Bridge, 2, mean)
beta_adlasso <- apply(Badlasso, 2, mean)

# Standard error MSE

sd_ridge <- sd(Mse_ridge)/sqrt(length(Mse_ridge))

sd_lasso <- sd(Mse_lasso)/sqrt(length(Mse_lasso))
sd_yadlasso <- sd(Mse_yadlasso)/sqrt(length(Mse_yadlasso))
sd_elastic <- sd(Mse_elastic)/sqrt(length(Mse_elastic))
sd_huber <- sd(Mse_huber)/sqrt(length(Mse_huber))

# Standard error parameters

SdBridge <- std.error(Bridge)
SdBlasso <- std.error(Blasso)
SdBadlasso <- std.error(Badlasso)
SdBelastic <- std.error(Belastic)
SdBhuber <- std.error(bhuber)

# Print table of Stroke data (12 weeks)

# Organizing results in table
a <- round(cbind(beta_ridge,SdBridge, beta_lasso,
SdBlasso, beta_adlasso,SdBadlasso,beta_elastic,SdBelastic, beta_huber,SdBhuber),2)

b <- round(cbind(Mse_ridgel,sd_ridge, Mse_lassol, sd_lasso, Mse_yadlassol,
sd_yadlasso, Mse_elasticl, sd_elastic, Mse_huberl,sd_huber), 3)

table_strokel2 <- rbind(a,b)

rownames (table_strokel2) <- c("sex ","ethgroupl","ethgroup2","ethgroup3",
"ethgroup4","glas_cs","TACI","PACI","POCI","LACI","age", "batotwl",
"nihtot","Average MSE (sd)")

# Print table_strokel2

table_strokel2 #(load table_strokel2.RData) # output :table_strokel2.csv file
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2.4 Stroke data (26 weeks)

# Stroke data (26 weeks)

# for reproducibility
set.seed(2222222)

# Load data

data <- read.delim("pseudo-data-26.txt")
# Recoding predictors

data$ethgrp <- as.factor(data$ethgrp)
data$sex <- as.factor(data$sex)
data$subtype <- as.factor(data$subtype)
data$batotwl <- as.numeric(data$batotwl)
data$batotw26 <- as.numeric(data$batotw26)
data$age <- as.numeric(data$age)
data$nihtot <- as.numeric(data$nihtot)
data$glas_cs <- as.numeric(data$glas_cs)

# Defining X

X <- model.matrix(batotw26 ~ sex + ethgrpt+glas_cs+subtypetage+
batotwl+nihtot+0, data = data)

X <- X[,-1]

# Defining Y
y <- matrix(datal[, "batotw26"], ncol = 1)

# number simumations for bootstrap
r <- 500

# Initialization in order to store Mse values and beta’s estimation
p = ncol(X)

Mse_huber = rep(0,r)
Mse_elastic = rep(0,r)
Mse_lasso = rep(0,r)
Mse_yadlasso = rep(0,r)
Mse_ridge = rep(0,r)
bhuber = zeros(r,p)
Belastic = zeros(r,p)
Blasso = zeros(r,p)
Bridge = zeros(r,p)
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Badlasso = zeros(r,p)

# Analysis

for(j in 1:r){
# Split data into train (2/3) and test (1/3) sets

train_rows <- sample(nrow(X), .66*nrow(X))
x.train <- X[train_rows, ]

x.test <- X[-train_rows, ]

y.train <- y[train_rows]

y.test <- y[-train_rows]

n = nrow(x.train)

# Lambda sequence

lambda_vals <- 10~seq(l, -1, by = -.1)

# Huber method

beta <- Variable(p)

M<-1.5

for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]
objhub <- sum((y.train - x.train %*}% beta)~2) / (2 *n)
+ lambdaxsum( (huber (beta, M)))
probl <- Problem(Minimize(objhub))
resultl <- solve(probl, solver = "ECOS",
verbose = TRUE, ABSTOL = 1le-3, RELTOL = le-2)

bhuber[j,] <- drop(resulti$getValue(beta))
yhuber = x.testlxY%bhuberl[j,]
Mse_huber[j] <- mean((y.test - yhuber)~2)

# Elastic-net
alpha <- 0.5
for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]

obj <- (sum((y.train- x.train %%} beta)~2) / (2 * n)
+ lambda * ((1 - alpha) * sum_squares(beta) / 2 +alpha * p_norm(beta, 1)))

prob <- Problem(Minimize (obj))
result2 <- solve(prob, solver = "ECOS",

verbose = TRUE, ABSTOL = 1e-3, RELTOL = 1le-2)
}

135



Belastic[j,] <- drop(result2$getValue(beta))
yelastic = x.test)*%Belasticl[j,]
Mse_elastic[j] <- mean((y.test - yelastic)"2)

alpha <- 1
for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]
obj <- (sum((y.train- x.train %*} beta)~2) / (2 *n)
+ lambda * ((1 - alpha) * sum_squares(beta) / 2 + alpha * p_norm(beta, 1)))
prob <- Problem(Minimize(obj))
result3 <- solve(prob, solver = "EC0S",
verbose = TRUE, ABSTOL = 1e-3, RELTOL = 1le-2)
}
Blasso[j,] <- drop(result3$getValue(beta))
ylasso = x.test)x*%Blassol[j,]
Mse_lasso[j] <- mean((y.test - ylasso)~2)

alpha <- 0

for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]
obj <- (sum((y.train - x.train %*% beta)~2) / (2 * nrow(x.train))
+ lambda* ((1 - alpha) * sum_squares(beta) / 2 + alpha * p_norm(beta, 1)))
prob <- Problem(Minimize(obj))
result4 <- solve(prob, solver = "ECO0S", verbose = TRUE)

}

Bridge[j,] <- drop(result4$getValue(beta))

yridge = x.test’x*)Bridgelj,]

Mse_ridge[j] <- mean((y.test - yridge)~2)

# Adaptive lasso

# stepl compute LS solution

objective <- Minimize(sum((y.train - x.train %x% beta)~2))

problem <- Problem(objective)

res <- solve(problem)

Bols <- drop(res$getValue(beta))

# Adaptive lasso parameter

tau = 1

# Adaptive weights

w = abs( Bols +1/sqrt(nrow(x.train)))~(-tau)

for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]
obj <- sum((y.train- x.train %%}, beta)~2) / (2 * nrow(x.train))
+ lambda* sum_entries(wxabs(beta))
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prob <- Problem(Minimize(obj))

result6 <- solve(prob, solver = "ECOS",

verbose = TRUE, ABSTOL = le-12, RELTOL = 1e-10)
}
Badlasso[j,] <- drop(result6$getValue(beta))
yadlasso = x.test)*%Badlassol[j,]
Mse_yadlasso[j] <- mean((y.test - yadlasso)"2)

# MSE results

Mse_ridgel <- mean(Mse_ridge)
Mse_yadlassol <- mean(Mse_yadlasso)
Mse_lassol <- mean(Mse_lasso)
Mse_elasticl <- mean(Mse_elastic)
Mse_huberl <- mean(Mse_huber)

# Parameters estimate

bhuber <- round(bhuber,3)

Blasso <- round(Blasso,3)

Belastic <- round(Belastic,3)

Badlasso <- round(Badlasso,3)

beta_huber <- apply(bhuber, 2, mean)
beta_lasso <- apply(Blasso, 2, mean)
beta_elastic <- apply(Belastic, 2, mean)
beta_ridge <- apply(Bridge, 2, mean)
beta_adlasso <- apply(Badlasso, 2, mean)

# Standard error MSE

sd_ridge <- sd(Mse_ridge)/sqrt(length(Mse_ridge))

sd_lasso <- sd(Mse_lasso)/sqrt(length(Mse_lasso))
sd_yadlasso <- sd(Mse_yadlasso)/sqrt(length(Mse_yadlasso))
sd_elastic <- sd(Mse_elastic)/sqrt(length(Mse_elastic))
sd_huber <- sd(Mse_huber)/sqrt(length(Mse_huber))

# Standard error parameters
SdBridge <- std.error(Bridge)
SdBlasso <- std.error(Blasso)
SdBadlasso <- std.error(Badlasso)
SdBelastic <- std.error(Belastic)
SdBhuber <- std.error(bhuber)

# Table of Stroke data (26 weeks)

# Organizing results in table
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a <- round(cbind(beta_ridge,SdBridge, beta_lasso,

SdBlasso, beta_adlasso,SdBadlasso,

beta_elastic,SdBelastic, beta_huber,SdBhuber), 2)

b <- round(cbind(Mse_ridgel,sd_ridge,

Mse_lassol,sd_lasso, Mse_yadlassol,sd_yadlasso,

Mse_elasticl, sd_elastic, Mse_huberl,sd_huber), 3)

table_stroke26 <- rbind(a,b)

rownames (table_stroke26) < c("sex","ethgroupl","ethgroup2","ethgroup3 ","ethgroup4
"TACI ","PACI ","POCI","LACI ","age ","batotwl",

"nihtot","Average MSE (sd)")

# Print table_stroke26

table_stroke26 #(load table_stroke26.RData) # output: table_stroke26.csv file

2.5 Stroke data (52 weeks)

# Stroke data (52 weeks)

data <- read.delim("pseudo-data-52.txt")
# Recoding predictors

data$ethgrp <- as.factor(data$ethgrp)
data$sex <- as.factor(data$sex)
data$subtype <- as.factor(data$subtype)
data$batotwl <- as.numeric(data$batotwl)
data$batotwb2 <- as.numeric(data$batotw52)
data$age <- as.numeric(data$age)
data$nihtot <- as.numeric(data$nihtot)
data$glas_cs <- as.numeric(data$glas_cs)

# Defining X
X <- model.matrix(batotwb2 ~ sex + ethgrp+glas_cs+subtypetagetbatotwl+
nihtot+0, data = data)

X <- X[,-1]

# Defining Y
y <- matrix(datal[, "batotw52"], ncol = 1)

# number simulations for bootstrap

r <- 500

# Initialization in order to store Mse values and beta’s estimation ---------------
p = ncol(X)
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Mse_huber = rep(0,r)
Mse_elastic = rep(0,r)
Mse_lasso = rep(0,r)
Mse_yadlasso = rep(0,r)
Mse_ridge = rep(0,r)
bhuber = zeros(r,p)
Belastic = zeros(r,p)
Blasso = zeros(r,p)
Bridge = zeros(r,p)
Badlasso = zeros(r,p)

# Analysis

for(j in 1:r){

# Split data into train (2/3) and test (1/3) sets
train_rows <- sample(nrow(X), .66*nrow(X))
x.train <- X[train_rows, ]

x.test <- X[-train_rows, ]

y.train <- y[train_rows]

y.test <- y[-train_rows]

n = nrow(x.train)

# Lambda sequence

lambda_vals <- 10"seq(l, -1, by = -.1)

# Huber method

beta <- Variable(p)
M<-1.5
for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]
objhub <- sum((y.train - x.train %*}% beta)~2) / (2 *n)
+ lambdaxsum( (huber (beta, M)))
probl <- Problem(Minimize(objhub))
resultl <- solve(probl, solver = "ECOS",
verbose = TRUE, ABSTOL = le-3, RELTOL = le-2)

bhuber[j,] <- drop(resulti$getValue(beta))
yhuber = x.testY*)bhuberl[j,]
Mse_huber[j] <- mean((y.test - yhuber)~2)

# Elastic-net

alpha <- 0.5
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for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]
obj <- (sum((y.train- x.train %x% beta)~2) / (2 * n)
+ lambda * ((1 - alpha) * sum_squares(beta) / 2 + alpha * p_norm(beta, 1)))
prob <- Problem(Minimize(obj))
result2 <- solve(prob, solver = "ECOS",
verbose = TRUE, ABSTOL = 1e-3, RELTOL = 1le-2)
}
Belastic[j,] <- drop(result2$getValue(beta))
yelastic = x.test)*%Belasticl[j,]
Mse_elastic[j] <- mean((y.test - yelastic)"2)

alpha <- 1

for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]
obj <- (sum((y.train- x.train %x% beta)~2) / (2 *n)
+ lambda * ((1 - alpha) * sum_squares(beta) / 2 + alpha * p_norm(beta, 1)))
prob <- Problem(Minimize(obj))
result3 <- solve(prob, solver = "EC0S",
verbose = TRUE, ABSTOL = 1le-3, RELTOL = le-2)

}

Blasso[j,] <- drop(result3$getValue(beta))

ylasso = x.test%*)Blassol[j,]

Mse_lasso[j] <- mean((y.test - ylasso)~2)

alpha <- 0

for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]
obj <- (sum((y.train - x.train %%}, beta)~2) / (2 * nrow(x.train)) +
lambda* ((1 - alpha) * sum_squares(beta) / 2 + alpha * p_norm(beta, 1)))
prob <- Problem(Minimize(obj))
result4d <- solve(prob, solver = "EC0S", verbose = TRUE)

}

Bridge[j,] <- drop(result4$getValue(beta))

yridge = x.test¥*)Bridgelj,]

Mse_ridge[j] <- mean((y.test - yridge)~2)

# Adaptive lasso

# stepl compute LS solution

objective <- Minimize(sum((y.train - x.train %*J, beta)~2))
problem <- Problem(objective)

res <- solve(problem)
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Bols <- drop(res$getValue(beta))
# Adaptive lasso parameter
tau = 1
# Adaptive weights
w = abs( Bols +1/sqrt(nrow(x.train))) ~(-tau)
for (i in seq_along(lambda_vals)) {
lambda <- lambda_vals[i]
obj <- sum((y.train- x.train %%}, beta)~2) / (2 * nrow(x.train))
+ lambda* sum_entries(wkabs(beta))
prob <- Problem(Minimize(obj))
result6 <- solve(prob, solver = "EC0S",
verbose = TRUE, ABSTOL = 1e-12, RELTOL = 1e-10)
}
Badlasso[j,] <- drop(result6$getValue(beta))
yadlasso = x.test)*%Badlassol[j,]
Mse_yadlasso[j] <- mean((y.test - yadlasso)"2)

# MSE results

Mse_ridgel <- mean(Mse_ridge)
Mse_yadlassol <- mean(Mse_yadlasso)
Mse_lassol <- mean(Mse_lasso)
Mse_elasticl <- mean(Mse_elastic)
Mse_huberl <- mean(Mse_huber)

# Parameters estimate

bhuber <- round(bhuber,3)

Blasso <- round(Blasso,3)

Belastic <- round(Belastic,3)

Badlasso <- round(Badlasso,3)

beta_huber <- apply(bhuber, 2, mean)
beta_lasso <- apply(Blasso, 2, mean)
beta_elastic <- apply(Belastic, 2, mean)
beta_ridge <- apply(Bridge, 2, mean)
beta_adlasso <- apply(Badlasso, 2, mean)

# Standard error MSE

sd_ridge <- sd(Mse_ridge)/sqrt(length(Mse_ridge))

sd_lasso <- sd(Mse_lasso)/sqrt(length(Mse_lasso))
sd_yadlasso <- sd(Mse_yadlasso)/sqrt(length(Mse_yadlasso))
sd_elastic <- sd(Mse_elastic)/sqrt(length(Mse_elastic))
sd_huber <- sd(Mse_huber)/sqrt(length(Mse_huber))

# Standard error parameters

SdBridge <- std.error(Bridge)
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SdBlasso <- std.error(Blasso)
SdBadlasso <- std.error(Badlasso)
SdBelastic <- std.error(Belastic)
SdBhuber <- std.error(bhuber)

# Table of Stroke data (52 weeks)

# Organizing results in table

a <- round(cbind(beta_ridge,SdBridge,

beta_lasso,SdBlasso, beta_adlasso,SdBadlasso,beta_elastic,
SdBelastic, beta_huber,SdBhuber), 2)

b <- round(cbind(Mse_ridgel,sd_ridge,

Mse_lassol,sd_lasso, Mse_yadlassol,sd_yadlasso,
Mse_elasticl, sd_elastic, Mse_huberl,sd_huber), 3)
table_strokeb2 <- rbind(a,b)

rownames (table_stroke52) <- c("sex","ethgroupl","ethgroup2",
"ethgroup3d ","ethgroup4","glas_cs","TACI","PACI ",

"POCI ","LACI ","age","batotwl ","nihtot","Average MSE (sd)")

# Print table_strokeb2

table_stroke52 #(load table_stroke52.RData) # output: table_strokeb52.csv file
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Appendice 3

Codes Chapitre 3

3.1 Construction du modéle | Figure 3.1

#Load packages
library(tidyverse)
library(mice)
library(lattice)
library(ggplot2)
library(1lme4)
require(caTools)
library(scales)
library(caret)
library(klaR)
library(nlme)
library(boot)
library(MuMIn)
library(tidyr)
library(dplyr)
require(lazyeval)
library(foreign)
require(compiler)
require(parallel)
library(magrittr)
require("splines")

## load data

data <- read.csv("~/2018_data_final.csv")

## Socio-demographic factors

data$ethcat<-as.factor(data$ethcat)
data$sex<-as.factor(data$sex)
data$age<-as.numeric(data$age)

data$ time<-as.numeric(data$time)
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# Observation

data$mtotfollowup<-as.numeric(data$mtotfollowup)

# Stroke subtype: Structural/modified
data$subtype<-as.factor(data$subtype) # stroke subtype

data$ dysphas<-as.factor(data$dysphas) # dysphasia

data$ rfptia<-as.factor(data$ rfptia) # TIA

data$ rfpaf<-as.factor(data$ rfpaf) # Atrial fibrillation

data$ rfpihd<-as.factor(data$ rfpihd) # Ischaemic Heart Disease
data$ rfphyp<-as.factor(data$rfphyp) # phypertension

data$ glas_cs<-as.numeric(data$ glas_cs) # Glasgow-coma scale
data$incont<-as.factor(data$incont) # Incontinence
data$rfsmok<-as.factor(data$rfsmok) # smoking

data$SUBTYPE[ data$subtype==4]<- "LACI"

data$SUBTYPE[ data$subtype==2]<- "PACI"

data$SUBTYPE[ data$subtype==3]<- "POCI"

data$SUBTYPE[ data$subtype==1]<- "TACI"
data$laci<-as.factor(data$subtype == 4)

data$paci<- as.factor(data$subtype == 2)

data$poci<- as.factor(data$subtype == 3)

data$taci<- as.factor(data$subtype == 1)

data <- datal[complete.cases(data), ]

left_stroke <- (data$nihl2l== 1 & data$nih121<5) | (data$nihbl==
& data$nihb51<5) # defining left-stroke

data$left_stroke <- as.integer(as.logical(left_stroke)) # left-stroke

# Development cohort

data.dev <- data[ which(data$strk_y<=2010), 1]

# Validation cohort

data.val <- data[ which(data$strk_y>2010 & data$strk_y<=2018), ]

# Mixed Model

model <- lmer(mtotfollowup~sqrt(time)*(sext+age+ethcat+dysphas+rfpdia
+left_stroke+batot+glas_cs+subtypet+mtot)+
(id|time)+(bs(time) |id) ,data=data.dev)

# Model performance

model_performance (model)
summary (model)

# Prediction on validation data

predictedscore<-predict(model,data.val, allow.new.levels=TRUE)
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predictedscore<-as.numeric(predictedscore)
predictedscore[predictedscore<0] <- 0
predictedscore[predictedscore>10] <- 10

# Plot observed VS predicted values (continous score)

ggplot(data=data.val, aes(x=time))+ x1im(0,5)+ ylim(0,10)
+ xlab("Time since stroke (years)")+ ylab("MMSE/AMT")
+ theme_classic()+stat_summary(fun.data="mean_cl_boot",

geom = "smooth",colour="black", size=0.5,
aes(y=predictedscore))+stat_summary(fun.data="mean_cl_boot",
geom = "smooth", colour="black",

linetype = "dashed",size=0.5, aes(y=mtotfollowup))

data.val$predictedscore<-predictedscore

3.2 Analyse par sous groupey | Figure 3.3

# plot by GCS

data.val$GCS[data.val$glas_cs==15] <- "15"
data.val$GCS[data.val$glas_cs<15] <- "< 15"

ggplot(data.val,aes(x =time, y =predictedscore,

col = factor(GCS)))+x1im(0,5)+ylim(7,10)+

xlab("Time since stroke(years)")+ylab("MMSE/AMT")
+theme_classic()+(aes(linetype=GCS))

+stat_smooth(method = "loess", size = 0.5,colour="black",se = FALSE
+theme (legend.position="bottom")

# plot by age

data.val$AGE[data.val$age<=64] <- "0-64"
data.val$AGE[data.val$age >64 & data.val$age<75] <- "65-74"
data.val$AGE[data.val$age >75 & data.val$age<85] <- "75-84"
data.val$AGE[data.val$age>=85] <- "85+"

data.val <- data.val[complete.cases(data.val), ]
ggplot(data.val,aes(x =time, y =predictedscore, col = factor(AGE))
+x1im(0,5)+ylim(7,10)+xlab("Time since stroke (years)")

+ ylab("MMSE/AMT")+theme_classic()+(aes( linetype= AGE))
+stat_smooth(method = "loess", size = 0.5,colour="black",
se = FALSE )+theme(legend.position="bottom")

# Plot by Subtypye

data.val$SUBTYPE[ data.val$subtype==4]<- "LACI"
data.val$SUBTYPE[ data.val$subtype==2]<- "PACI"
data.val$SUBTYPE[ data.val$subtype==3]<- "POCI"
data.val$SUBTYPE[ data.val$subtype==1]<- "TACI"
data.val <- data.val[complete.cases(data.val), ]

145


http://www.rapport-gratuit.com/

ggplot(data.val,aes(x =time, y =predictedscore,

col = factor (SUBTYPE)))+x1im(0,5)+ylim(7,10)

+x1lab("Time since stroke (years)")+ ylab("MMSE/AMT")+
theme_classic()+(aes(linetype=SUBTYPE))
+stat_smooth(method = "loess", size = 0.5,colour="black",
se = FALSE )+theme(legend.position="bottom")

# Plot by left_stroke
data.val$LEFT_STROKE[ data.val$left_stroke==1]<- "No left stroke"
data.val$LEFT_STROKE[ data.val$left_stroke==0]<- "left stroke"
ggplot(data.val,aes(x =time, y =predictedscore,
col = factor (LEFT_STROKE)))+x1im(0,5)+ylim(5,10)
+x1lab("Time since stroke (years)")+ ylab("MMSE/AMT")+
theme_classic()+(aes(linetype=LEFT_STROKE) )+
stat_smooth(method = "loess", size = 0.5,colour="black",
se=FALSE )+theme(legend.position="bottom")

3.3 Performance du modéle a différents seuils (Figure
3.4)

#Load packages

library (pROC)

library (ROCR)
library(dplyr)
library(epiR)
library(DescTools)
library(ResourceSelection)

# Filter data (3months)

dat.sub3m<-filter(data.val,time==0.25)

#set Cutoff
dat.sub3m$catcognitiond<-as.factor(ifelse(dat.sub3m$mtotfollowup>4,1,0))
dat.sub3m$catcognition8<-as.factor(ifelse(dat.sub3m$mtotfollowup>8,1,0))

# get predicted values

modell <- glm(catcognition4 ~ predictedscore,data=dat.sub3m,family=binomial)
model2 <- glm(catcognition8 ~ predictedscore,data=dat.sub3m,family=binomial)
pl<-predict(modell,type="response")

as.numeric(pl)

p2<-predict(model2,type="response")

as.numeric(p2)

## ROC curve

roccurvel <- roc(dat.sub3m$catcognitiond ~ pl)

roccurve2 <- roc(dat.sub3m$catcognition8 ~ p2)

plot(roccurvel)

plot(roccurve?2)
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## AUC

auc_b<-auc(roccurvel)

auc_8<-auc(roccurve?2)
ci.auc(dat.sub3m$catcognitiond, p1l)
ci.auc(dat.sub3m$catcognition8, p2)

## Performance
tabl<-table(dat.sub3m$catcognitiond, pl > 0.5)
tab2<-table(dat.sub3m$catcognition8, p2 > 0.5)
epi.tests(tabl, conf.level = 0.95)
epi.tests(tab2, conf.level = 0.95)

auc_b5

auc_8

## Brier score

BrierScore(modell)

BrierScore(model?2)

# Filter data (1 year)

dat.subly<-filter(data.val,time==1)

#set Cutoff
dat.subly$catcognitiond<-as.factor(ifelse(dat.subly$mtotfollowup>4,1,0))
dat.subly$catcognition8<-as.factor(ifelse(dat.subly$mtotfollowup>8,1,0))
# get predicted values

modell <- glm(catcognition4 ~ predictedscore,data=dat.subly,family=binomial)
model2 <- glm(catcognition8 ~ predictedscore,data=dat.subly,family=binomial)
pl<-predict(modell,type="response")

as.numeric(pl)

p2<-predict(model2,type="response")

as.numeric(p2)

## ROC curve

roccurvel <- roc(dat.subly$catcognitiond ~ pl)

roccurve2 <- roc(dat.subly$catcognition8 ~ p2)

plot(roccurvel)

plot(roccurve2)

## AUC

aucl<-auc(roccurvel)

auc2<-auc(roccurve?2)

ci.auc(dat.subly$catcognitiond, pl)

ci.auc(dat.subly$catcognition8, p2)

## Performance

tabl<-table(dat.subly$catcognitiond, pl > 0.5)
tab2<-table(dat.subly$catcognition8, p2 > 0.5)

epi.tests(tabl, conf.level = 0.95)

epi.tests(tab2, conf.level = 0.95)

aucl

auc?2

## Brier score

BrierScore(modell)

BrierScore(model?2)
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# Filter data (5 year)

dat.subby<-filter(data.val,time==5)

#set Cutoff
dat.subby$catcognitiond<-as.factor(ifelse(dat.subly$mtotfollowup>4,1,0))
dat.subby$catcognition8<-as.factor(ifelse(dat.subly$mtotfollowup>8,1,0))
# get predicted values

modell <- glm(catcognition4 ~ predictedscore,data=dat.subby,family=binomial)
model2 <- glm(catcognition8 ~ predictedscore,data=dat.subb5y,family=binomial)
pl<-predict(modell,type="response")

as.numeric(pl)

p2<-predict(model2,type="response")

as.numeric(p2)

## ROC curve

roccurvel <- roc(dat.subby$catcognitiond ~ pl)

roccurve2 <- roc(dat.subby$catcognition8 ~ p2)

plot(roccurvel)

plot(roccurve2)

## AUC

aucl<-auc(roccurvel)

auc2<-auc(roccurve?2)

ci.auc(dat.subby$catcognitiond, pl)

ci.auc(dat.subby$catcognition8, p2)

## Performance

tabl<-table(dat.subby$catcognitiond, pl > 0.5)
tab2<-table(dat.subby$catcognition8, p2 > 0.5)

epi.tests(tabl, conf.level = 0.95)

epi.tests(tab2, conf.level = 0.95)
aucl

auc?2

## Brier score

BrierScore(modell)
BrierScore(model2)

3.4 Analyse de la courbe de décision (DCA) (Figure
3.5)

# Decision curve analysis (DCA)
# load packages

library (MASS)

library(rmda)

dat.sub3m<-filter(data.val,time==0.25)
dat.subly<-filter(data.val,time==1)
dat.subby<-filter(data.val,time==5)
dat.sub3m$catcognition8<-ifelse(dat.sub3m$mtotfollowup>8,1,0)
dat.subly$catcognition8<-ifelse(dat.subly$mtotfollowup>8,1,0)
dat.subby$catcognition8<-ifelse(dat.subby$mtotfollowup>8,1,0)
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# At 3 months & cutoff = 8

full.model <- decision_curve(catcognition8~predictedscore,

data = dat.sub3m, thresholds = seq(0, 1, by = .05),bootstraps = 30)
plot_decision_curve(full.model,confidence.intervals = FALSE,
legend.position = "none",cost.benefit.axis = FALSE)

summary (full.model, measure = "NB")

# At 1 year & cutoff = 8
dat.subly$catcognition8<-ifelse(dat.subly$mtotfollowup>8,1,0)
full.model <- decision_curve(catcognition8~predictedscore,

data =dat.subly, fitted.risk = F, thresholds = seq(0, 1, by = .05),
bootstraps = 30)
plot_decision_curve(full.model,confidence.intervals = FALSE,
legend.position = "none",cost.benefit.axis = FALSE)

summary (full.model, measure = "NB")

# 5 year & cutoff =8 ---———---————————-
dat.subby$catcognition8<-ifelse(dat.subby$mtotfollowup>8,1,0)
full.model <- decision_curve(catcognition8~predictedscore,

data = dat.subby,fitted.risk = F, thresholds = seq(0, 1, by = .05),
bootstraps = 30)

plot_decision_curve(full.model, confidence.intervals = FALSE,
legend.position = "none",cost.benefit.axis = FALSE)
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Appendice 4

Codes Chapitre 4

4.1 Simulations : Figure 4.1 | Figure 4.2

# load simulated data

simdata <- read.table(simdata, sep = "", skip = 6, header = TRUE,
fill = TRUE, na.string = c(-99.99, -99.9))
names (simdata) <- c(month.abb, "Annual")

simdata <- simdatal[-nrow(simdata), ]

rn <- as.numeric(rownames (simdata))
Years <- rn[1]:rn[length(rn)]

simdata <- data.frame(Observations = simdatal, ncol(simdata)],Year = Years)
simdata <- simdatal, -ncol(simdata)]

## stack the data

simdata <- stack(simdata)[,2:1]

names (simdata) <- c("Month","Observations")

simdata <- transform(simdata, Year = (Year <- rep(Years, times =
12)) ,nMonth = rep(1:12, each = length(Years)),
Date = as.Date(paste(Year, Month, "15", sep = "-"),
format = "%Y-%b-%d"))

## sort into temporal order

simdata <- simdatal[with(simdata, order(Date)), ]

## Add in a Time variable

simdata <- transform(simdata, Time = as.numeric(Date) / 1000)

# State-space model (local level model)

# METHODE 1 (StructTS function)

ts<-ts(data = simdata$0bservations, start = 1659, end =2019,
frequency = 1)

plot(ts, xlab = expression(Années), ylab = expression(Observations),
type = "1", main = "Simulation: modéle espace-état ",

1ty = "dashed")

fit.ts <- StructTS(ts,type = "level")

lines(tsSmooth(fit.ts), 1ty = "solid",col = "blue", lwd = 2)
legend("bottomright", legend = c("Observations", paste('"modéle
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espace-état")), col = c("black", "blue"), lty = c("dashed",
rep("solid",3)),cex=0.6)

# METHODE 2 (MARSS package)

mod2 = list(B = matrix(1), U = matrix(0), Q = matrix("q"),
Z = matrix(1), A = matrix(0), R = matrix("r"), x0 = matrix("mu"),
tinitx = 0)

A <- "zero"

U <- "zero"

kem.2 <- MARSS(ts, model = mod2)

c(coef (kem.2, type = "vector"), LL = kem.2$logLik, AICc = kem.2$AICc)

plot(kem.2)

## Mixed model (local level model)

plot(Observations ~ Year, data = simdata, xlab = expression(Années),
ylab = expression(Observations), type = "1",l1ty = "dashed" ,
main ="Simulation: modéle & effets mixtes (Gamm) ")

ml <- gamm(Observations ~ s(Year, k = 361), data = simdata,
correlation = corARMA(form = ~ 1|Year, p = 1))
lines(fitted(m1$lme) ~ simdata$Year, 1ty = "solid",

col = "red", lwd= 2)

legend("bottomright", legend = c("Observations", paste('"modéle a
effets mixtes")), col = c("black", "red"), 1ty = c("dashed",
rep("solid",3)),cex=0.6)

4.2 Application

4.2.1 Figure 4.3 | Figure 4.4

#Load data
data<-read.csv("~/data_long_mtot.csv")
TSdata <- read.csv("~/Desktop/cog-youssef/Execl-Manip/TSdata.csv", sep=";")

## Missing data

TSdata_n <- mice(TSdata,m=2,seed=500)

TSdata_n <- complete(TSdata_n ,2)

write.csv(TSdata_n , file="TSdata_n.csv")

TSdata_n <- read.csv("~/TSdata_n.csv")
TSdata_mean<-aggregate(TSdata_n[, 4:5], list(TSdata_n$adm_y), mean)
colnames(TSdata_mean) [1] <- "Years"

TSdata_mean <-TSdata_mean[!TSdata_mean$Years == 2019, ]

##Mixed model
gamm <- gamm(batot_7~ s(Years,k=21,bs="fs",m=1), data=TSdata_mean,

method = "REML",correlation =corARMA(form = ~ 1|Years, p = 1))

plot(TSdata_mean$batot_7 ~ TSdata_mean$Years,lty = "dashed",
type ="1", xlab = expression(Années), ylab =
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expression(Score_barthel) ,main="Moyenne annuelle du score de Barthel
4 1’admission (SLSR)",cex.main=1,font.main=1)
lines(TSdata_mean$batot_7~ TSdata_mean$Years, 1ty = "dashed",
lwd =1)

lines(fitted(gamm$lme) ~ TSdata_mean$Years, 1ty = "solid",

col ="red", lwd = 2)

legend("bottomright", legend = c("Observations", paste("modéle a
effets mixtes")), col = c("black", "red"), lty = c("dashed",
rep("solid",3)),cex=0.6)

gamm$lme$loglik

AIC(gamm$lme)

gamm$lme$modelStruct

## State space model

##METHODE 1 (StructTS)

ts<-ts(data = TSdata_mean$batot_7, start
frequency = 1)

plot(ts,1lty = "dashed", type = "1", xlab = expression(Années),
ylab= expression(Score_barthel) ,main="Moyenne annuelle du score de
Barthel & 1’admission (SLSR)",cex.main=1,font.main=1)
lines(TSdata_mean$batot_7~ TSdata_mean$Years, 1ty = "dashed",

lwd =1)

fit.ts <- StructTS(ts,type = "level")

lines(fitted(fit.ts), lty = "dashed",col = "blue", lwd = 2)

legend ("bottomright", legend = c("Observations", paste('"modéle
espace-état")), col = c("black", "blue"), 1ty = c("dashed",
rep("solid",3)),cex=0.6)

1995, end =2018

##METHODE 2 (MARSS)
mod2 = list(B = matrix(1), U = matrix(0), Q = matrix("q"),
Z = matrix(1), A = matrix(0), R = matrix("r"), xO
= matrix("mu"), tinitx = 0)
A <- "zero"
U <- "zero"
kem.2 <- MARSS(ts, model = mod2)
c(coef (kem.2, type = "vector"), LL = kem.2$logLik,
AICc = kem.2$AICc)
plot(kem.2)

4.2.2 Barthel index (age > 65) : Figure 4.5|Figure 4.6|Figure 4.7

# GAMM for newdata (age > 65)
gamm <- gamm(batot_7~ s(Years,k=23,bs="fs",m=1), data=newdata,
method = "REML",correlation =corARMA(form = ~ 1|Years, p = 1))
plot(newdata$batot_7 ~ newdata$Years,type = "1",
xlab = expression(Années),
ylab = expression(Score_barthel) ,main="Moyenne annuelle du score
de Barthel & 1’admission (age > 65(SLSR)",cex.main=0.8,font.main=1)
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lines(newdata$batot_7~ newdata$Years, lty = "dashed", lwd = 1)
lines(fitted(gamm$lme) ~ TSdata_mean$Years, 1ty = "solid",

col = "red", 1lwd = 2)

legend("bottomright", legend = c("Observations", paste('"modéle a
effets mixtes")), col = c("black", "red"),

1ty = c("dashed", rep("solid",3)),cex=0.6)

gamm$lme$logLik

AIC(gamm$lme)

# Time series: METHODE 1: StructTS (newdata)(age > 65)
ts<-ts(data = newdata$batot_7, start = 1995, end =2018,

frequency = 1)

plot(ts,1ty = "dashed", type = "1", xlab = expression(Années),
ylab= expression(Score_barthel),main="Moyenne annuelle du score
deBarthel & 1’admission (age > 65) (SLSR)",cex.main=0.8,font.main=1)
fit.ts <- StructTS(ts,type = "level")

#lines(fitted(fit.ts), lty = "solid",col = "red", lwd = 2)
lines(tsSmooth(fit.ts), 1ty = "solid",col = "blue", lwd = 2)
legend("bottomright", legend = c("Observations", paste('"modéle
espace-état")), col = c("black", "blue"),

1ty = c("dashed", rep("solid",3)),cex=0.6)

# Time series: METHODE 2 MARSS (newdata)

ts<-ts(data = newdata$batot_7, start = 1995, end =2018,

frequency = 1)

mod2 = list(B = matrix(1), U = matrix(0), Q = matrix("q"),

Z = matrix(1), A = matrix(0), R = matrix("r"), x0 = matrix("mu"),
tinitx = 0)

A <- "zero"

U <- "zero"

kem.2 <- MARSS(ts, model = mod2)
c(coef (kem.2, type = "vector"), LL
AICc = kem.2$AICc)

plot(kem.2)

kem.2$logLik,

derivgam<- Deriv(gamm$gam, n = 24)
plot(derivgam, sizer = TRUE, alpha

0.01, xlab = Années )
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