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Introduction 
 
 
 

L’eau est à l’origine de la vie. Sans eau, aucun organisme, qu’il soit végétal ou animal, 
simple ou complexe, ne peut vivre. Historiquement, les premières civilisations se sont fondées 
au bord des mers, lacs et rivières. Les eaux utilisées pour les besoins domestiques, 
l’agriculture et les activités de production étaient rejetées et elles atteignaient les corps d’eau 
sans aucun type de traitement. Les rivières arrivaient à se débarrasser de leurs déchets par 
auto-épuration; et l’eau était suffisante par rapport aux besoins humains quotidiens. 

 
L’équilibre naturel autrefois existant a beaucoup été modifié. L’homme a apporté au cycle 

de l’eau une perturbation quantitative par ses prélèvements et sa consommation et qualitative 
par la pollution qu’il engendre. C’est ainsi qu’au fil du temps l’industrialisation et la 
croissance accélérée des villes ainsi que les besoins d’une population en augmentation 
constante ont entraîné la nécessité de création d'unités d’épuration pour traiter les volumes 
rejetés et la concentration en substances polluantes. Ces substances peuvent avoir des origines 
polluantes diverses : physique (présence des matières en suspension), chimique, organique et 
bactériologique. Parmi la gamme des différentes formes de pollution, les déchets 
biodégradables constituent une des sources les plus fréquemment trouvées dans la pratique. 

 
Quand la pollution organique est non toxique, elle peut être dégradée par le milieu naturel 

- si la mase d’eau est suffisante - grâce au phénomène d’auto-épuration, due aux organismes 
vivant dans le milieu aquatique : bactéries, protozoaires, algues, qui permettent à l’eau de 
retrouver sa qualité première. Cependant, quand les rejets de matières organiques sont trop 
concentrés, la capacité naturelle d’auto-épuration est saturée et la pollution persiste, en 
affectant l’équilibre écologique. Pour faire face à ce problème, l’homme a mis en place des 
réseaux d’égout qui collectent les eaux usées et les acheminent vers les stations d’épuration, 
ou le traitement des effluents se fait à l’aide de techniques efficaces, afin de minimiser l'effet 
polluant avant que l’eau soit rejetée dans le milieu naturel. 

 
L’épuration d’un effluent pollué peut comporter des traitements de nature assez variée : 

biologiques, chimiques et/ou physico-chimiques. La nature des problèmes d’environnement 
liés aux activités humaines est une affaire de société qui demande un effort croissant et qui 
doit être entrepris à l’échelle globale pour mieux comprendre la complexité et maitriser les 
phénomènes inhérents à la dépollution. Dans les domaines des bioprocédés (ou les procédés 
de traitement des eaux sont un cas particulier), il est nécessaire d’avoir une participation 
pluridisciplinaire afin de couvrir le très large spectre de connaissances impliquées pour 
parvenir à des procédés de traitement optimisés [STE98]. En effet, pour mieux comprendre 
les différents acteurs impliqués, du point de vue biotechnologique, l’activité dans le domaine 
peut grosso modo être regroupée en trois domaines d’activité principaux, évidement 
complémentaires [DOC01] : 

• La microbiologie et le génie génétique, qui ont pour objectifs de développer des 
microorganismes permettant la production de nouveaux produits et de choisir les 
meilleures souches de microorganismes de manière à obtenir certains produits désirés ou 
certaines qualités de produit. 
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• Le génie des bioprocédés, qui s’occupe de choisir les meilleurs modes de fonctionnement 
ou de développer des procédés et/ou réacteurs qui permettent d’améliorer le rendement 
et/ou la productivité des bioprocédés. 

• L’automatique des bioprocédés, qui quant à elle, a pour but d’augmenter le rendement 
et/ou la productivité en développant des méthodes de surveillance et de commande 
automatisées permettant l’optimisation en temps réel du fonctionnement des bioprocédés. 
 
Dans les domaines des biotechnologies et du traitement des eaux en particulier, 

l’amélioration de la performance dans les industries de production ainsi que les nouvelles 
normes législatives ont rendu nécessaire la modélisation, l’identification et la commande en 
temps réel des procédés de traitement biologique [QUE00]. La complexité des mécanismes 
mis en jeu et le fonctionnement au quotidien de tels procédés ont souligné le besoin de 
mesurer, d’analyser et de contrôler certaines concentrations et variables caractéristiques des 
effluents. Les cinétiques non-linéaires, les paramètres variant dans le temps, l’absence de 
mesures fiables et directement accessibles, les fortes variations des conditions opératoires 
imposent le développement et l’utilisation de techniques avancées de l’Automatique. 

 
Les travaux présentés dans ce manuscrit concernent l’exploration d’outils alternatifs de 

l’automatique basés sur la logique floue, pour la modélisation et la commande d’un 
bioprocédé de traitement des eaux usées. Ces travaux ont été développés dans le cadre d’une 
thèse en cotutelle entre l’Université Paul Sabatier - Laboratoire LAAS-CNRS en France et 
l’Université de los Andes - Laboratoire GIAP en Colombie. Afin d’apporter des éléments de 
références par rapport nos travaux, nous nous permettons de présenter en quelques lignes 
quelques axes de recherche qui sont étudiés dans les établissements scientifiques impliqués. 

 
En ce qui concerne le Laboratoire LAAS1-CNRS2 et plus particulièrement le groupe 

DISCO3, les principaux travaux de recherche portent sur le développement des outils de 
diagnostic, supervision et conduite pour les systèmes dynamiques complexes, pouvant inclure 
l’homme. Le groupe met l’accent sur le caractère qualitatif et quantitatif, sans ignorer les 
aspects continus ou discrets des systèmes. De ce fait, les systèmes hybrides et l’interface entre 
signaux continus et leur interprétation sous forme plus abstraite à événements discrets sont un 
des axes de recherche. La nature qualitative des connaissances et l’incertitude entachant les 
données font appel à des formalismes qualitatifs et symboliques trouvant leurs origines en 
Intelligence Artificielle comme le raisonnement qualitatif et la modélisation floue et 
neuronale, de même qu’à des méthodes de classification, d’apprentissage et de reconnaissance 
des formes. En ce qui concerne l’automatique des bioprocédés, le groupe a traité différents 
problèmes liés à l’estimation, l’observation, la commande, la classification, la supervision et 
le diagnostic de certains procédés biologiques et chimiques [ROU92] [BEN96] [DAH96] 
[ROU01] [KEM04] [ATI05] [HER06] [DAH06]. 

 
Pour sa part, le Laboratoire GIAP4 est dédié au développement et aux applications des 

méthodes et techniques avancées dans plusieurs domaines : modélisation et commande des 
systèmes, robotique, potabilisation et traitement des eaux, technologies de production, 
infographie et réalité virtuelle. En ce qui concerne le groupe d’automatique et d’informatique, 
les travaux de recherche développés portent sur la modélisation de systèmes hybrides, 
                                                 
1  LAAS : Laboratoire d’Analyse et d’Architecture des Systèmes. 
2  CNRS : Centre National de la Recherche Scientifique. 
3  DISCO : DIagnostic, Supervision et COnduite qualitatifs. 
4  GIAP : Groupe d’Informatique et d’Automatisation pour la Production. 
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l’identification paramétrique des systèmes et la commande des procédés (par des diverses 
techniques de commande : adaptative, prédictive, robuste, floue et hybride). Le groupe est 
orienté aussi vers des applications pour l’industrie. Notre travail au sein des Départements de 
Génie Electrique et Civil-Environnemental a été focalisé sur l’exploration et l’application de 
techniques alternatives de l’automatique au domaine des procédés biotechnologiques 
[GAU97] [GIR98] [ROD02] [ORO03] [DUQ03] [MOJ05]. 

 
En effet, c’est dans ce cadre que se situent notre motivation et notre intérêt pour la 

modélisation et la commande des procédés biologiques de traitements des eaux usées. Nous 
espérons contribuer à l’amélioration du fonctionnement d’une station d’épuration des 
effluents de papeterie par lagunage aéré en développant des techniques de modélisation et de 
commande floue de type Takagi-Sugeno (TS). Au niveau de l’identification, nous avons 
utilisé des méthodes floues de regroupement des données entrée-sortie pour construire un 
modèle dynamique non linéaire du procédé. Le type d’approche suivi, peut être considéré 
comme une approche de type « boîte grise » qui représente le système dynamique non linéaire 
comme un modèle à base de règles du type « Si-Alors », concaténant un ensemble de sous 
modèles localement linéaires sous la forme d’auto-régression non-linéaire (NARX5) dans 
l’espace d’état. De plus, nous avons développé une version graphique de la boîte à outils 
FMID6 pour la modélisation floue des systèmes non linéaires. A partir de cette représentation, 
nous développons une commande floue TS basée sur le modèle, en utilisant la philosophie de 
la commande de type compensation parallèle distribuée (PDC7). Nous nous sommes 
intéressés, en particulier, à la commande sous-optimale linéaire quadratique par retour d’état 
basée sur des modèles TS affines en temps discret. 

 
Pour cela, ce mémoire est structuré en cinq chapitres, dont une première partie concernant 

le traitement des eaux usées et la seconde, sur la modélisation, l’identification et la commande 
floues avec application sur le bioprocédé de traitement des eaux résiduaires. 

 
Dans la première partie, constituée des deux premiers chapitres, nous développons de 

manière non exhaustive, des aspects sur l’ingénierie des traitements des eaux usées, en 
mettant l’accent sur la modélisation dynamique des procédés biologiques. 

 
Le premier chapitre présente une introduction aux procédés de traitement des eaux. Nous 

positionnons le problème de pollution de l’eau et nous présentons les concepts de base sur les 
indicateurs de qualité de l’eau et les procédés de traitement. Ensuite nous présentons le 
traitement biologique des eaux usées, ainsi que la problématique générale de l’automatique 
des bioprocédés. 

 
Le deuxième chapitre aborde la modélisation dynamique des procédés biologiques utilisés 

dans le domaine du traitement des eaux résiduaires. Nous donnons d’abord un aperçu global 
en décrivant le rôle des microorganismes, les types de réacteurs et les modes de 
fonctionnement des bioprocédés. Ensuite, au niveau de la modélisation, nous nous focalisons 
sur l’approche des bilans de matière des composants principaux pour caractériser la 
dynamique de tels procédés. Ensuite nous présentons quelques modèles représentatifs des 
procédés biologiques. Finalement, nous décrivons le procédé considéré au niveau de 
l’application, qui est un bioréacteur aérobie multivariable en mode continu pour le traitement 
                                                 
5  NARX : Nonlinear AutoRegressive with eXogenous input. 
6  FMID : Fuzzy Model Identification Toolbox for Matlab®, développé par le Prof. Robert Babuška, Delft 
University of Technology, The Netherlands. 
7  PDC : Parallel Distributed Compensation. 
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des eaux usées issues d’une industrie papetière. Le modèle considéré est une version du 
simulateur utilisé lors du projet européen FAMIMO8 pour lequel nous avons proposée l’ajout 
d’un terme de mortalité endogène au niveau de la dynamique bactérienne. 

La deuxième partie de ce mémoire, comportant les chapitres 3 à 5, concerne la 
modélisation, l’identification et la commande de systèmes complexes en utilisant l’approche 
floue avec application au bioprocédé de traitement des eaux usées de notre étude. 

Dans le troisième chapitre, nous traitons du problème d’identification (construction) des 
modèles flous de type Takagi-Sugeno (TS) à partir de données entrée-sortie. Nous 
introduisons d’abord la modélisation floue de systèmes, en nous focalisant particulièrement 
sur le modèle de type TS. En utilisant ce formalisme, nous représentons le comportement non 
linéaire d’un système par une composition de règles du type « Si-Alors », concaténant un 
ensemble de sous-modèles localement linéaires. Pour la construction de tels modèles nous 
abordons d’une part, différentes méthodes de classification floue (clustering) et, d’autre part, 
nous proposons l’application d’une méthode d’« agglomération compétitive », robuste en 
présence de bruit : il s’agit des algorithmes FER9 et RoFER10. Les méthodes considérées 
appartiennent aux méthodes de clustering basées sur la minimisation d’une fonction objectif. 
Enfin après avoir considéré la méthodologie générale pour la construction de modèles flous 
TS à partir de données, nous présentons quelques exemples illustratifs d’application. 

Le quatrième chapitre concerne la commande des systèmes non linéaires basée sur les 
modèles flous de type Takagi-Sugeno, en utilisant la philosophie de commande du type 
compensation parallèle distribuée (PDC). Nous commençons par un aperçu général sur la 
synthèse (stabilisation) des contrôleurs flous basée sur un modèle flou homogène TS du 
système. Ensuite nous développons spécifiquement une commande sous-optimale linéaire 
quadratique par retour d’état basée sur un modèle affine TS en temps discret. Pour cela, nous 
proposons trois lois de commande qui tiennent compte du terme indépendant caractéristique 
du modèle affine. Les lois de commande sont de type régulateur, régulateur avec 
compensation de gain statique et régulateur avec action intégrale, ce qui permet l’annulation 
des erreurs statiques. 

Le cinquième chapitre est consacré à l’application des méthodes floues d’identification et 
de commande au bioprocédé de traitement des eaux usées. Nous reprenons d’abord le modèle 
du bioréacteur introduit au chapitre 2. Ensuite, nous développons le modèle Takagi-Sugeno 
pour le bioréacteur en appliquant les techniques floues de construction basées sur des données 
expérimentales entrée-sortie considérées dans le chapitre 3. En fin, en appliquant la 
philosophie de commande du type PDC basée sur modèle présentée dans le chapitre 4, nous 
faisons la synthèse de la loi de commande la mieux adaptée au bioprocédé. Nous nous 
sommes intéressés, en particulier, à la commande sous-optimale linéaire quadratique par 
retour d’état pour les modèles TS affines en temps discret, afin de réguler les concentrations 
de biomasse et de substrat xénobiotique du bioprocédé. Les résultats obtenus en simulation 
soulignent les caractéristiques d’applicabilité, de performance et certaines limitations pour 
l’utilisation avec succès de ces techniques sur ce système non linéaire multivariable. 

Enfin, nous terminons ce mémoire par une conclusion générale du travail développé et 
par quelques-unes des prospectives qui nous semble les plus intéressantes à étudier. 

                                                 
8 Waste-water Benchmark, in Fuzzy Algorithms for the Control of Multiple-Input, Multiple Output Processes 
(FAMIMO) project, funded by the European Comission (Esprit LTR 21911). 
9 FER : Fuzzy Ellipsoidal Regression. 
10 RoFER : Robust Fuzzy Ellipsoidal Regression. 
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___________________________________________________________________________ 

Chapitre 1 

1. Introduction aux procédés biologiques  
de traitement des eaux 

___________________________________________________________________________ 
 
 
 

Dans ce chapitre, nous présentons une introduction aux procédés de traitement des eaux. 
Nous positionnons le problème de pollution de l’eau et nous présentons les concepts de base 
des indicateurs de qualité de l’eau et les procédés de traitement. Ensuite nous présentons le 
traitement biologique des eaux usées, ainsi que la problématique générale de l’automatique 
des bioprocédés. 
 
 



8                                                Introduction aux procédés biologiques de traitement des eaux 

 
 
 
Sommaire 
___________________________________________________________________________ 
 

 
 
 

 
 



Introduction aux procédés biologiques de traitement des eaux                                                9 

 

La forme de vie dite « moderne » de l’homme a beaucoup modifié l’équilibre écologique 
naturel autrefois existant sur la planète. Les problèmes d'environnement liés à la concentration 
des populations et aux activités humaines, que ce soit au niveau urbain, agricole ou industriel, 
deviennent de plus en plus importants. La pollution générée par l'homme affecte de plus en 
plus le cycle de l'eau et des traitements artificiels doivent souvent être appliqués pour 
compléter les cycles naturels d'auto-épuration. Ces traitements sont en place à l’heure actuelle 
sur les stations d’épuration. 

 
Le vaste domaine du traitement des eaux usées met en jeu plusieurs disciplines qui se 

matérialisent par exemple au niveau de la conception, la mise au point et la conduite des 
stations d’épuration. Cette pluridisciplinarité est constituée de la microbiologie et du génie 
génétique, en passant par le génie civil, jusqu'à l’automatique. Nous tenterons donc, de 
présenter dans ce chapitre, quelques concepts fondamentaux liés au problème 
d’assainissement biologique de l’eau, ainsi que des éléments de base sur l’automatique des 
bioprocédés, afin de mettre à disposition pour ceux qui ne sont pas forcément spécialistes, des 
notions de base dans ce domaine multidisciplinaire. Ces éléments nous permettront de fixer 
un cadre de référence pour mieux comprendre les études développées au cours de cette thèse. 
Une grande partie de ce chapitre est basée sur les documents [STE98] [HAD99] [QUE00] 
[DOC01]. Pour une étude plus détaillée et plus spécifique des divers aspects liés au domaine 
du traitement de l’eau et des bioprocédés, nous suggérons les ouvrages suivants : [HEN02] 
aborde en profondeur les principes fondamentaux des procédés biologiques et chimiques les 
plus utilisées dans le traitement de l’eau ; [ORO03] détaille les caractéristiques et le 
dimensionnement des procédés biologiques du point de vue de l’ingénierie ; [MET03] traite 
en détail les étapes de la chaîne de traitement et met l’accent sur les aspects de la réutilisation 
de l’eau et des boues ; [BAS90] et [DOC01] développent et appliquent des outils avancés de 
l’automatique au domaine des bioprocédés. 

1.1. Les procédés de traitement des eaux usées 

Dans cette section nous présentons des éléments de base concernant les procédés de 
traitement des eaux usées. En particulier nous insisterons sur quelques points particuliers: 
l’eau et la pollution, les indicateurs de qualité de l’eau, la législation en France et le traitement 
des eaux usées. 

1.1.1. L’eau et la pollution 

La pollution se définit comme l’introduction dans un milieu naturel de substances 
provoquant sa dégradation. La pollution des ressources en eau au niveau des stations 
d'épuration provient de diverses sources, notamment les formes relatives aux activités 
humaines [HAD99] [STE98] [QUE00] : 

• La pollution domestique et urbaine : les eaux usées urbaines sont rejetées par les 
installations collectives (hôpitaux, écoles, commerces,…) et comportent les eaux 
ménagères (détergents, graisses, ...) et les eaux vannes (eaux sanitaires : matière organique 
et azotée, germes et matières fécales, ...). Les eaux résiduaires urbaines (ERU) peuvent 
être considérées comme la plus importante industrie en termes de masse de matériaux 
bruts à traiter. A titre d'exemple, tant en France qu’en Colombie la consommation 
moyenne en eau est généralement estimée à 150 litres par jour et par habitant. Dans la 
communauté européenne il est produit quotidiennement un volume proche à 40 millions 
de m3 d'eaux usées. 
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• La pollution industrielle : le degré et la nature de la pollution générée par des rejets 
industriels varient suivant la spécificité de chaque activité industrielle. Certains rejets 
troublent la transparence et l’oxygénation de l’eau ; ils peuvent avoir un effet nocif sur les 
organismes vivants et nuire au pouvoir d’auto-épuration de l’eau. Ils peuvent causer aussi 
l’accumulation de certains éléments dans la chaîne alimentaire (métaux, pesticides, 
radioactivité,…). Les eaux résiduaires industrielles (ERI) représentent une part importante 
des rejets arrivant aux stations d'épuration. A titre d'exemple, les deux tiers des industriels 
redevables des Agences de l'Eau en France (ceux qui génèrent le plus de pollution) sont 
raccordés aux stations d'épuration des collectivités territoriales. Ils produisent 10% de la 
charge polluante industrielle brute, ce qui équivaut à un quart de la pollution domestique. 
Cet apport pose de sérieux problèmes aux exploitants de stations d'épuration urbaines, tant 
au niveau des capacités que des performances de traitement. En effet, les effluents 
industriels toxiques11 constituent un danger permanent pour les stations de dépollution 
biologique. De plus, il faut bien noter que, selon le ministère de l'Environnement Français, 
30% des rejets industriels s'échappent encore dans la nature sans aucun traitement ! 

• La pollution agricole : ce type de pollution s’intensifie depuis que l’agriculture est entrée 
dans un stade d’industrialisation. Les pollutions d’origine agricole englobent à la fois 
celles qui ont trait aux cultures (pesticides et engrais) et à l’élevage (lisiers et purins). 
Néanmoins, le problème de la pollution agricole est un peu différent, dans la mesure où 
cette source de pollution n'arrive qu'indirectement à la station. C'est le cas en particulier 
des engrais et pesticides qui passent d'abord à travers les milieux naturels (nappes 
phréatiques, rivières...). C'est aussi le cas des déchets solides issus des industries agro-
alimentaires et des concentrations des élevages qui entrainent un excédent de déjections 
animales (lisiers de porc, fientes des volailles...) par rapport à la capacité d’absorption des 
terres agricoles ; celles-ci, sous l’effet du ruissellement de l’eau et de l’infiltration dans le 
sous-sol, enrichissent les cours d’eau et les nappes souterraines en dérivés azotés et 
constituent aussi une source de pollution bactériologique. 

• La pollution d’origine naturelle et l’eau de pluie : La teneur de l’eau en substances 
indésirables n’est pas toujours le fait de l’activité humaine. Certains phénomènes naturels 
peuvent y contribuer (contact de l’eau avec les gisements minéraux, ruissellement des 
eaux de pluie, irruptions volcaniques,…). En ce qui concerne l’eau de pluie, bien que 
longtemps considérée comme propre, l'eau d'origine pluviale est en fait relativement 
polluée. L'origine de cette pollution peut provenir des gaz ou solides en suspension rejetés 
dans l'atmosphère par les véhicules, les usines ou les centrales thermiques. Ces polluants 
(oxyde de carbone, dioxyde de soufre, poussière) sont envoyés vers le sol à la moindre 
averse. Lorsqu'elle ruisselle, l'eau de pluie a un second effet nocif: elle transporte les 
hydrocarbures, les papiers, les plastiques et les débris végétaux accumulés sur la terre et 
les toitures. De plus, cette pollution est déversée sur de courtes périodes et peut atteindre 
des valeurs très élevées ce qui provoquent un effet de choc sur le milieu biologique. 
 
En ne parlant que de la pollution de l'eau, ce bilan est loin d'être exhaustif puisqu'il 

faudrait lui rajouter tous les déchets solides, constitués d'ordures ménagères, des déchets 
ménagers encombrants (mobilier, cuisinières, réfrigérateurs,...), des déchets automobiles 
(carcasses, batteries, huiles et pneus usagés), des déchets provenant de l'entretien des espaces 
verts urbains, des déchets d'assainissement des eaux usées (boues), des déchets inertes (les 2/3 
des déchets solides industriels), et enfin des déchets produits ou recyclés dans l'agriculture et 
les industries agro-alimentaires. 
                                                 
11 Ceux qui contiennent une forte proportion de métaux lourds ou de molécules organiques toxiques. 
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1.1.2. Les indicateurs de qualité de l’eau 

Les eaux usées sont des liquides de composition hétérogène, chargés de matières 
minérales ou organiques pouvant être en suspension ou en solution, et dont certaines peuvent 
avoir un caractère toxique. L'élaboration et la définition de paramètres qualitatifs de la 
pollution ont conduit à établir des mesures quantitatives de la pollution [HAD99] [QUE00] : 

• Matières en suspension (MES) : quantité (en mg/L) de particules solides, de nature 
minérale ou organique, véhiculées par les eaux usées. La mesure des MES est effectuée 
par filtration ou bien par centrifugation d’un échantillon, après séchage à 110 °C. 

• Demande chimique en oxygène (DCO) : permet de mesurer la consommation d'oxygène 
(en mgO2/L) dans les conditions d'une réaction d'oxydation complète. C'est une mesure de 
la pollution organique. On utilise pour cela un oxydant puissant (le bichromate de 
potassium) dans un milieu acide (acide sulfurique). La quantité d’oxygène cédée par 
l’oxydant au cours de la réaction constitue la demande chimique en oxygène. Celle-ci est 
d’autant plus importante que l’eau est polluée. Cette méthode qui permet un résultat 
rapide, est utilisée surtout pour les eaux très polluées. On sépare généralement la DCO 
particulaire de la DCO soluble pour différencier les matières en suspension (partie 
organique) des matières organiques solubilisées. 

• Demande biochimique en oxygène (DBO) : représente la consommation d'oxygène (en 
mgO2/L) résultant de la métabolisation de la pollution organique biodégradable par les 
micro-organismes. L’échantillon prélevé est dilué par une solution contenant les 
substances nutritives appropriées et une semence d’un grand nombre de populations 
bactériennes. La procédure d’analyses biochimique dépendant des prévisions de la charge 
polluée, normalement plusieurs tests sont effectués avec différentes dilutions, afin de 
couvrir la gamme complète des concentrations possibles. Le mélange est laissé en 
incubation dans un flacon étanche, isolé de l’air, pour faciliter les mesures d’oxygène 
utilisé durant les réactions de métabolisme. Un test supplémentaire est réalisé sur la 
culture de micro-organismes avec une dilution d’eau, afin d’établir les corrections liées à 
la fraction d’oxygène consommée par la semence biologique. Les résultats de ce test 
dépendent de la température ainsi que de la période d’incubation. Si la température 
standard est fixée à 20 °C, la durée d’oxydation peut varier. La Demande Biochimique en 
Oxygène (DBO) est souvent mesurée après 5 jours, la notation utilisée dans ce cas est 
généralement DBO5. Au cours de cette période, l’oxydation n’est pas totale (de 60 à 70% 
de la réaction complète), alors qu’elle est estimée entre 90% et 95% après une incubation 
de 20 jours. La DBO a été reconnue depuis très longtemps comme la principale mesure de 
la pollution organique. 

• Azote global (NGl) : quantité totale d'azote (en mgN/L) correspondant à l'azote organique 
(Norg) et ammoniacal (ion ammonium, +

4NH ) et aux formes minérales oxydées de l'azote : 
nitrates ( −

3NO ) et nitrites ( −
2NO ). L’analyse de l’ammoniac est réalisée sous un pH élevé 

par la technique de minéralisation (chauffage et condensation) et un test de colorimétrie. 
Le test Kjeldahl consiste à faire subir à un échantillon, un processus de digestion où 
l’azote organique est transformé en ammoniac. Par conséquent, l’azote Kjeldahl (NTK) 
représente l’azote organique et ammoniacal. Les formes oxydées (nitrates et nitrites) sont 
mesurées par colorimétrie. 
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• Phosphore total (PT) : quantité (en mgP/L) correspondant à la somme du phosphore 
contenu dans les orthophosphates, les polyphosphates et le phosphate organique. Le 
phosphore qui pollue les eaux est en majeure partie sous forme de phosphates ( −3

4PO ). 
Typiquement ce composé est déterminé directement par addition d’une substance 
chimique qui forme un complexe coloré avec le phosphate. 
 
On pourrait y rajouter des mesures plus spécifiques concernant la présence de toxiques 

d'origine minérale (mercure, cadmium, plomb, arsenic...) ou organique (composés 
aromatiques tels que le phénol, PCP...). On trouvera aussi les mesures du Carbone Organique 
Total (COT), autre mesure de la quantité de matière organique, des Matières Volatiles en 
Suspension (MVS) qui représentent la partie organique (donc biodégradable) des MES, ou 
encore des Matières Oxydables (MO). Cette dernière est définie comme: 

3
2 5 DCODBO

MO
+

=   

Cette mesure est particulièrement utilisée par les Agences de l'Eau pour établir les 
quantités de matières organiques présentes dans un effluent. 

1.1.3. La législation : quelques éléments 

Les eaux résiduelles sont devenues un des problèmes environnementaux les plus 
critiques, si nous considérons que l'accroissement démographique de la majorité des centres 
urbains moyens et grands, est important dans plusieurs pays12 et régions du monde. Cette 
situation se reflète dans l'augmentation des décharges de type domestique et productif, en 
détériorant chaque fois plus l'état de la qualité de l’eau comme ressource. La situation est plus 
critique lorsqu’on altère les conditions de qualité de l'eau requises pour l'approvisionnement 
d'activités spécifiques (domestique, industriel, agricole, d'élevage, etc..) et la vie aquatique. 
Afin de faire face à cette problématique environnementale, plusieurs organismes et 
gouvernements se sont engagés à ce propos en développant un cadre légal ainsi que des 
programmes spécifiques pour le traitement des eaux en mettant en commun la problématique 
et les solutions auprès de l’ensemble des collectivités et des acteurs impliqués. Malgré le fait 
qu’en pratique on constate des différences propres à la culture et aux intérêts de chaque pays, 
à la base, l’esprit et les principes de ces normes restent les mêmes : favoriser la protection de 
l’environnement en gardant un équilibre avec le développement. A titre illustratif et en 
prenant en compte les pays impliqués dans le cas de la cotutelle de thèse, nous présentons 
quelques éléments sur la législation en France et en Colombie. 

 
La législation en France 

La législation française sur la pollution des eaux, les conditions de rejet et leur traitement 
repose en grande partie sur la loi sur l'eau n°92-3 du 3 janvier 1992 et les décrets du 29 mars 
1992 et du 3 juin 1994 [STE98] [QUE00]. Les arrêtés prévus par ces décrets ont permis à la 
France de transposer en droit interne les directives européennes "eaux résiduaires urbaines" 
du 21 mai 1991. Ils imposent aux communes, sur l'ensemble du territoire français, 
l'élaboration et la mise en œuvre d'un programme d'assainissement avant le 31 décembre 
2005, prenant en compte la collecte et le traitement biologique des eaux résiduaires urbaines. 

 

                                                 
12  En Colombie le phénomène est probablement plus accentué étant donné la situation actuelle (2007) socio-
économique et d'ordre public du pays. 
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Les conditions de rejets sont fixées par les arrêtés du 22 novembre 1994 pour les effluents 
urbains et des 1er mars 1993 et 25 avril 1995 pour les effluents industriels. Ces arrêtés 
précisent en particulier les caractéristiques physico-chimiques des rejets, avec, en particulier, 
les valeurs limites des critères de pollution (MES, DCO, DBO5, NGl et PT) fixées en 
concentrations et en rendements. Les caractéristiques générales des rejets sont détaillées dans 
le Tableau 1.1. Les valeurs limites sont résumées dans le Tableau 1.2. pour les rejets urbains 
et dans le Tableau 1.3. pour les rejets industriels. 

 
 

Caractéristique Effluents urbains Effluents industriels 
  pH 6   <   .   <   8,5 5,5   <   .   <   8,5 
  Température < 25° < 30° 
  Couleur  < 100 mg Pt/L 

Tableau 1.1. Caractéristiques générales des rejets 

 
Remarque 
R 1.1 Pour les rejets dans des écosystèmes et milieux aquatiques sensibles à l'eutrophisation, 

la législation est plus contraignante, tout au moins en ce qui concerne l'azote et le 
phosphore. 

 
Ainsi, l'application de la Directive Européenne et de la loi sur l'eau de 1992 nécessite non 

seulement une extension des stations au traitement de l'azote et du phosphore, mais également 
une fiabilisation de ces traitements, c'est à dire un respect continu des niveaux de rejets. A 
titre illustratif, en Midi-Pyrénées13 par exemple, la situation été relativement alarmante au 
début du XXI siècle puisque environ 70% des pollutions azotées et 80% des pollutions 
phosphorées ne sont pas traitées dans les stations d'épuration domestiques. 

 
 

Paramètre 
 

Pollution 
journalière 

kg/L 

Valeur limite 
moyenne/24h 

mg/L 

Rendement 
minimal 

% 
MES toutes charges 35 90 
DCO toutes charges 125 75 

DB05 
120 à 600 

> 600 
25 
 

70 
80 

NGl 600 à 6000 
> 6000 

15 
10 

70 
70 

PT 600 à 6000 
> 6000 

2 
1 

80 
80 

Tableau 1.2. Valeurs limites des rejets urbains 

 
 

                                                 
13 La région de Midi-Pyrénées avec ses 45348 m2 représente 8,3% de la superficie française. Elle est constituée 
de 8 départements ; parmi eux la Haute-Garonne avec sa capitale Toulouse. 
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Valeur limite Paramètre 

 
Flux journalier 

autorisé 
kg/L 

moyenne/24h 
mg/L 

moyenne/mois 
mg/L 

MES ≤   15 
>  15 

100 
35 

 

DCO ≤   100 
>  100 

300 
125 

 

DB05 
≤   30 
>  30 

100 
30 

 

NGl ≤   50 — 30 

PT ≤   15 — 10 

Tableau 1.3. Valeurs limites des rejets industriels 

 
La législation en Colombie 

 
Pour la Colombie, les évaluations reportent que les centres urbains dans le pays 

recueillent autour de 170 m³/s d'eau laquelle est perdue entre 40% et 50 %. Entre 70% à 80% 
des eaux consommées retournent à l'environnement sous forme d'eaux résiduelles. On estime 
qu'en Colombie on apporte quotidiennement environ 700 tonnes de charge organique du 
secteur domestique urbain aux corps d'eau. L'inventaire des systèmes de traitement d'eaux 
résiduelles du Ministère de l'Environnement, reporte que seulement 22% des municipalités du 
pays effectuent un traitement des eaux résiduelles et beaucoup présentent des 
disfonctionnement. On reporte que les départements qui ont une plus grande couverture 
d'usines de traitement d'eaux résiduelles (PTAR) sont Cundinamarca (38 PTAR), Antioquia 
(26 PTAR), Cesar (14 PTAR), Valle del Cauca (14 PTAR) et Tolima (13 PTAR). 

 
En ce qui concerne les normes sur les déversements d'eaux résiduelles et les aspects 

institutionnels, elles sont fondées sur des politiques nationales et des normes spécifiques 
mentionnées depuis les années 70. On souligne principalement le Code des Ressources 
Naturelles (décret de loi 2811 de 1974), le décret 1594 de 1984 et le Règlement Technique 
d’Eau Potable et d’Assainissement (RAS14), comme principales normes de règlement 
environnemental et sanitaire [GUIA02]. 

 
Les communes doivent donc s'occuper des normes de déversement établies (cf. Tableau 

1.4), et de certains paramètres d'intérêt sanitaire (e.g. Article 72 Décret 1594 de 1984). 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                 
14  RAS : Reglamento Técnico de Agua Potable y Saneamiento (RAS), Ministerio de Desarrollo Económico, 
Colombia, 2000 
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Paramètre 

 
Installation déjà 

existante 
Nouvelle 

Installation 

pH 5 - 9 5-9 
Température < 40° < 40° 

Matières grasses 
et huiles Efficacité >  80% Efficacité >  80% 

Matières en 
suspension Efficacité >  50% Efficacité >  80% 

DB05 
Niveau urbain 
Niveau industriel 

Efficacité >  30% 
Efficacité >  20% 

Efficacité >  80% 
Efficacité >  80% 

Tableau 1.4. Normes sur les rejets (Art. 72 Décret 1594 de 1984, Colombie) 

 

1.1.4. Le traitement des eaux usées 

L’eau est le véhicule de transport et de dissémination idéal de nombreux polluants. Les 
contraintes d’assainissement, de plus en plus strictes, exigent le traitement d’un nombre plus 
important de polluants (matières organiques, minérales, pathogènes et toxiques). Etant donnée 
la grande diversité de ces déchets, l’épuration d’un affluent résiduaire comporte plusieurs 
étapes, chacune spécifique aux caractéristiques particulières des éléments à traiter. 

 
D’un point de vue général, est sans vouloir être exhaustif, compte tenu de la diversité des 

procédés mis en œuvre selon les cas, l'épuration de l'eau amène toujours avant leur rejet dans 
le milieu naturel à [QUE00] : 

- séparer et éliminer les matières en suspension, 

- éliminer la pollution organique, principalement par voie biologique, et, plus récemment 
les pollutions azotées et phosphorées. 

 
Le schéma fonctionnel de la filière d’épuration des eaux résiduaires est indiqué sur la 

Figure 1.1 [HAD99] : 
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Figure 1.1. Filière d’épuration des eaux résiduaires (d’après [HAD99]). 

Globalement, la filière de traitement est constituée de différents modules où les eaux 
brutes sont soumisses à une combinaison ou une succession de différents processus de 
purification. L’épuration d’un effluent pollué peut comporter cinq phases principales : 

• Le prétraitement : est un traitement préliminaire comportant un certain nombre 
d’opérations à caractère mécanique (procédés physiques). Le but est d’extraire de l’eau les 
gros déchets en suspension ou en flottation (sables, huiles) qui pourraient gêner les 
traitements subséquents. L’élimination préalable de ces matières permet d’éviter des effets 
nocifs secondaires (odeurs, colmatage…). Parmi ces méthodes de séparation primaires, les 
plus courantes sont : 
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- le dégrillage, qui a pour fonction la suppression des déchets les plus grossiers par 
passage à travers une grille. 

- le dessablage, qui permet le dépôt du sable et des graviers susceptibles d’endommager 
les machines de pompage. 

- le déshuilage, qui favorise, par injection d’air, la flottation des graisses et des 
hydrocarbures qui sont séparés par raclage de surface. 

• Le traitement primaire : permet d’éliminer de l’eau plus de la moitié des matières en 
suspension sous forme de boues dites « boues primaires », recueillies ensuite par pompage 
de fond. Il fait appel à différents procédés physiques : 

- La flottation, visant à séparer les phases solides des phases liquides par la poussée 
d’Archimède. En flottation naturelle, les flocs de faible densité remontent librement à la 
surface. La flottation assistée s’obtient par injection d’air. 

- La décantation, permet aux matières en suspension de se déposer, sous forme de boues, 
en utilisant la force de gravité pour séparer les particules de densité supérieure à celle du 
liquide. 

- La filtration, est le passage du mélange liquide-solide à travers un milieu poreux (filtre) 
qui retient les solides et laisse passer les liquides. 

• Le traitement secondaire : a pour objectif principal l’élimination des matières en 
suspension et des composants solubles dans l’eau (matières organiques, substances 
minérales…). Il fait habituellement appel aux procédés biotechnologiques, car les 
matières présentes dans les eaux usées sont généralement d’origine organique. Au terme 
du traitement secondaire, l’eau, débarrassée des éléments qui la polluaient est épurée à 
90%. Les matières polluantes agglomérées à la suite de ce traitement sont recueillies par 
décantation sous forme de boues. On utilise typiquement : 

- Les traitements physico-chimiques, qui consistent à transformer chimiquement, à l’aide 
de réactifs, les éléments polluants non touchés par les traitements biologiques (matières 
non biodégradables). 

- Les traitements biologiques, qui sont appliqués aux matières organiques en utilisant des 
cultures de microorganismes (notamment bactéries) reproduisent le processus de l’auto-
épuration naturelle dans des bassins adaptées à ce propos (les bioréacteurs). Plus 
récemment, le traitement biologique de l’azote a été intégré à cette étape, et de la même 
manière, le traitement des phosphates commence aussi à y être intégré. Les impuretés 
sont alors digérées par des êtres vivants microscopiques et transformées en boues. La 
culture des bactéries se fait soit en milieu aéré (aérobie), soit en absence d’oxygène 
(anoxie). On distingue aussi les cultures fixées (lits bactériens, disques biologiques), et 
les cultures libres (lagunage aéré, boues activées). On reviendra dans la section 1.2. plus 
en détail sur le traitement biologique des eaux usées. 

• Le traitement tertiaire : est un traitement complémentaire qui a un rôle d’affinage, dans le 
but soit d’une réutilisation des eaux épurées à des fins agricoles ou industrielles (e.g. 
refroidissement des turbines), soit de la protection du milieu récepteur pour des usages 
spécifiques (rejet dans les milieux aquatiques en zone plus ou moins sensible), soit encore 
de la protection des prises d’eau situées en aval. Différentes méthodes de nature variée 
peuvent alors être utilisées : 

- biologiques, pour l’élimination de l’azote (processus de nitrification-dénitrification) et 
du phosphore (déphosphatation). 
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- physico-chimiques, pour la précipitation du phosphore (coagulation-décantation) ou 
l’élimination des dernières matières en suspension (filtration sur lits de sable, tamis 
métalliques ou charbon actif). L’élimination de l’azote et du phosphore par voie 
biologique ou chimique évite la prolifération de végétaux dans les corps d’eau15 (les 
lacs, les étangs ou les rivières) et protège la vie aquatique. 

- chimiques, pour la désinfection dans le traitement final des effluents. L’élimination des 
risques de contamination bactériologique ou virale se fait souvent par oxydation en 
utilisant des agents tels que le chlore et l’ozone. Les procédés chimiques sont utilisés 
aussi pour l’adoucissement de l’eau et pour la neutralisation en agissant sur le pH. 

- radiatifs, pour les opérations de désinfection de l’eau telle que les rayonnements 
ultraviolets qui irradient les cellules vivantes indésirables permettant d’éliminer les 
risques de contamination due aux bactéries et virus. Suivant la quantité d’énergie UV 
reçue, elles sont soit stérilisées (effet bactériostatique) soit détruites (effet bactéricide). 

• Le traitement des boues : a pour but le traitement et le conditionnement des boues 
résiduaires extraites du décanteur, en permettant de réduire leur volume en éliminant l’eau 
(épaississement, déshydratation) et les cas échéant de les stabiliser (digestion, 
compostage). Pour ces boues, quatre destinations sont typiquement possibles : 

- l’épandage agricole, qui représente une valorisation de ce sous-produit fertilisant. 

- l’élaboration de compost, par incorporation de paille ou de sciure. 

- l’incinération, pour quelques grosses unités ou lorsqu’une installation locale existe déjà 
pour les ordures ménagères. 

- la mise en décharge, solution qui devrait être progressivement abandonnée dans les 
années à venir. 

Remarque 
R 1.2 

 
Compte tenu de l’évolution des directives, le traitement des pollutions dues aux 
nitrates et phosphates ainsi que les différentes opérations de traitement biologique sont 
passé peu à peu du traitement tertiaire vers le traitement secondaire. Mais ceci n’est 
qu’affaire de présentation et ne change rien dans les principes [QUE00] . 

 

1.2. Le traitement biologique des eaux usées 

Le traitement biologique des effluents dans des installations appropriées est un moyen 
efficace pour répondre aux problèmes environnementaux liés aux activités humaines et 
compléter l’activité des micro-organismes dans les écosystèmes, en imitant les cycles 
naturels d'auto-épuration. Les procédés de traitement biologique de l'eau sont particulièrement 
adaptés à l'épuration d'eaux polluées essentiellement par de la matière organique facilement 
biodégradable et, dans tous les cas, exemptes de composés toxiques à des concentrations 
importants. Ces procédés sont donc particulièrement adaptés à l'épuration des eaux résiduaires 
urbaines. Les eaux industrielles nécessitent généralement des traitements spécifiques. Elles 

                                                 
15  L’apport constant de substances nutritives (nitrates et phosphates) au corps d’eau facilite la prolifération 
démesurée d'algues et autres végétaux aquatiques qui favorisent l'appauvrissement du milieu en oxygène, 
phénomène connu sous le terme d’eutrophisation. 



Introduction aux procédés biologiques de traitement des eaux                                                19 

 

peuvent parfois rejoindre la station d'épuration, au prix toutefois d'un traitement physico-
chimique préalable, car la présence de toxique détruirait la flore bactérienne [QUE00]. 

 
Le principe général d'un procédé biologique, ou bioprocédé, est d'utiliser les 

propriétés naturelles d'organismes vivants afin de produire ou d'éliminer certaines 
substances chimiques ou biochimiques, dans des conditions optimales de fonctionnement. 
En effet, certains micro-organismes ont de grandes facultés de transformation métabolique 
et de décomposition des matières biodégradables. Ils constituent par leur multiplication 
rapide et leur action biochimique, des agents épurateurs très efficaces. 

 
Dans cette section nous présentons en quelques lignes une vue panoramique du traitement 

biologique des eaux usées. En particulier nous insisterons sur quelques points particuliers : les 
substrats polluants, les micro-organismes épurateurs, les processus métaboliques et les 
traitements biologiques [HAD99] [MET03]. 

1.2.1. Les principaux polluants 

Les phénomènes de pollution des eaux se traduisent par des effets particuliers liés aux 
spécificités écologiques propres aux milieux aquatiques. En effet, l’eau peut dissoudre, 
souvent avec facilité, de nombreuses substances chimiques et biologiques. Par conséquent, 
tout polluant peut être véhiculé fort loin de la source de contamination. La problématique des 
déchets présents dans l’eau peut être abordée de plusieurs façons, qui donnent chacune lieu à 
une classification différente. Ainsi, les impuretés peuvent être identifiées suivant qu’elles 
soient vivantes ou inertes, minérales ou organiques, solides ou dissoutes. D’autres techniques 
de classification sont basées sur leur dimension, leurs degrés de toxicité,…                      
Parmi les principaux polluants on peut distinguer les suivants : 

• Les matières organiques : constituent, de loin, la première cause de pollution des 
ressources en eaux. Ces matières organiques (déjections animales et humaines, 
graisses,…) sont notamment issues des effluents domestiques, mais également des rejets 
industriels (industries agro-alimentaire, en particulier). La pollution organique peut être 
absorbée par le milieu récepteur tant que la limite d’auto-épuration n’est pas atteinte. 

• Les éléments minéraux : regroupent essentiellement les produits azotés ainsi que les 
produits phosphorés. Ces matières proviennent principalement des activités agricoles. La 
pollution minérale des eaux peut provoquer le dérèglement de la croissance végétale ou 
des troubles physiologiques chez les animaux. 

• Les métaux lourds : les plus fréquemment rencontrés mais qui sont aussi les plus 
dangereux sont le mercure, le cuivre, le cadmium, le chrome, le plomb et le zinc. Ils ont la 
particularité de s’accumuler dans les organismes vivants ainsi que dans la chaîne 
trophique. La pollution radioactive peut avoir des effets cancérigènes et mutagènes sur les 
peuplements aquatiques. 

• Les matières pathogènes : sont constituées de virus et bactéries entrainant souvent une 
inhibition des mécanismes biologiques. La pollution micro-biologique se développe 
conjointement à la pollution organique, par une prolifération des germes d’origine 
humaine ou animale dont certains sont éminemment pathogènes. 

• Les substances toxiques : sont des composés chimiques de synthèse, issus des activités 
industrielles et agricoles. Les conséquences souvent dramatiques de la pollution chimique 
sur les écosystèmes, varient suivant la concentration de composés dans les rejets. 
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• Les hydrocarbures : provenant des industries pétrolières et des transports, ces composés 
chimiques sont des substances peu solubles dans l’eau est difficilement biodégradables. 
Leur densité inferieur à l’eau les fait surnager et leur vitesse de propagation dans le sol est 
5 à 7 fois supérieure à celle de l’eau. Ils constituent un redoutable danger pour les nappes 
phréatiques. 
 
Une autre classification très importante est fondée sur le pouvoir de dégradation des 

déchets polluants. On distingue ainsi deux classes principales : 

• Les matières biodégradables : affectées par les activités biologiques des micro-
organismes, ces substances sont soumises aux divers processus biochimiques de 
conversion. Cette fraction biodégradable peut être structurée en deux groupes : 

- Les matières aisément dégradables, composées des substances solubles, ces matières 
ont la caractéristique de pouvoir être directement absorbées par les bactéries. 

- Les matières lentement dégradables, composées des substrats particulaires formés par 
un mélange de substances organiques solides, colloïdales et solubles. Ces matières sont 
soumises à certains processus intermédiaires avant d’être absorbées par les populations 
bactériennes. 

• Les matières non-biodégradables : ces substances inertes ne subissent aucun phénomène 
biologique de transformation. Ces matières sont soit présentes dans les eaux résiduaires, 
comme les métaux lourds, soit issues des phénomènes de mortalité des micro-organismes 
au cours des processus biologique d’épuration. Les composants non-biodégradables 
solubles peuvent traverser la station d’épuration sans être modifiés mais les matières 
inertes en suspension peuvent être éliminées par des mécanismes de décantation. 
 
La structure chimique des polluants permet de distinguer deux types de composés : 

• Les matières organiques : elles sont constituées d’un grand nombre de composés qui ont 
la particularité commune de posséder au moins un atome de carbone, d’où leur nom de 
substance carbonées. Ces atomes de carbone sont oxydés biologiquement par les micro-
organismes pour fournir l’énergie nécessaire à leur croissance. 

• Les matières inorganiques : sont des substances ne contenant pas de carbone. La fraction 
minérale des aux résiduaires représente principalement les produits azotés et phosphorés. 

1.2.2. Les micro-organismes épurateurs 

Le monde vivant est classé en trois catégories principales : les végétaux, les animaux et 
les protistes (organismes eucaryotes unicellulaires), qui se distinguent des deux autres règnes 
par la structure relativement simple et la multiplication rapide de leurs individus. Ces micro-
organismes sont composés essentiellement des bactéries, des algues et des protozoaires 
(prédateurs des bactéries). Certains de ces populations microbiologiques ont la faculté de 
dégrader les substances polluantes présentes dans les eaux résiduaires pour les convertir en 
eau, en dioxyde de carbone et en matières minérales dont l’effet polluant est moins nuisible 
pour les milieux récepteurs. Ces micro-organismes sont à la base de l’épuration biologique 
qui est le procédé le plus utilisé pour restaurer la qualité de l’eau en la débarrassant de ses 
principales impuretés pourvu qu’elles soient plus ou moins biodégradables et ne contiennent 
pas de toxiques qui font l’objet d’un traitement particulier (épuration physico-chimique). 
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Parmi tous les individus du monde protiste, trois populations jouent un rôle fondamental 
dans le traitement : 

• Les bactéries : unicellulaires, ces micro-organismes possèdent la structure interne la plus 
simple de toutes les espèces vivantes. Les tests effectués sur différentes populations ont 
montré que les bactéries sont composées de 80% d’eau et 20% de matière sèche dont 90% 
est organique. Elles croissent et se multiplient en général par scissiparité (scission 
binaire). Ces cellules représentent la plus importante population de la communauté 
microbienne dans tous les procédés biologiques, avec souvent des concentrations qui 
dépassent 106 bactéries/mL. 

• Les protozoaires : de structure plus complexe que celle des bactéries, la distinction de 
protozoaires est plus simple. Certains groupes de protozoaires sont de redoutables 
prédateurs pour les bactéries. Ils ont la faculté de se déplacer et sont classifiés suivant leur 
mode de mouvement (nageurs, rampants,…). Ces organismes peuvent jouer un rôle 
important au cours du processus d’épuration par leur abondance et leurs interactions avec 
les bactéries épuratrices (compétition et prédation). 

• Les algues : ce sont des organismes photosynthétiques unicellulaires ou multicellulaires 
formant une population hétérogène. Les algues sont indésirables dans les sources d’eau 
car elles affectent leur goût et leur odeur. Dans le traitement, on les retrouve dans deux 
types de procédés uniquement : les lits bactériens ainsi que les bassins de lagunage, mais 
ce n’est que dans ces derniers qu’elles jouent une rôle bénéfique dans l’épuration. 
 
Une grande partie du poids sec des micro-organismes est constitué en général, du carbone 

(50%), d’oxygène (20%), d’azote (10 à 15%), d’hydrogène (8 à 10%) et du phosphore (1 à 
3%). Afin d’accomplir ses fonctions biologiques, cette faune microscopique se nourrit des 
matières organiques qui contiennent ces éléments nutritifs vitaux pour son développement. La 
consommation des polluants permet aux populations bactériennes de : 

- fournir la matière nécessaire pour la synthèse cytoplasmique dont le composé 
fondamental est le carbone ; 

- assurer leurs besoins nutritifs pour leur croissance, l’azote étant nécessaire pour la 
synthèse des protéines par exemple ; 

- servir comme source d’énergie pour la croissance cellulaire et les réactions 
biosynthétiques, le phosphore joue un rôle très important dans le transfert d’énergie ; 

- servir comme accepteur final d’électrons libérés au cours des réactions d’oxydation,  
l’oxygène joue le rôle d’agent oxydant dans le processus de respiration aérobie. 

 
Selon la nature de leurs besoins nutritifs, les micro-organismes peuvent être classés en 

plusieurs catégories. Sans vouloir rentrer dans les détails d’autres classifications plus 
élaborées, les catégories les plus couramment utilisées sont [HAD99] : 

• Forme chimique du carbone nécessaire : 
- les autotrophes, utilisent le dioxyde de carbone (CO2) et le carbonate ( −

3HCO ) comme 
unique source de carbone pour la synthèse de leurs biomolécules (les plantes par 
exemple). 

- les hétérotrophes, utilisent le carbone sous forme organique relativement complexe pour 
la synthèse de nouvelles cellules vivantes (les animaux par exemple). 
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• Source d’énergie : 
- les phototrophes, utilisent la lumière solaire comme source d’énergie (les plantes par 

exemple). 
- les chimiotrophes, obtiennent leur énergie à partir des réactions d’oxydo-réduction (les 

animaux par exemple). 

• Accepteur final d’électrons : 
- aérobies, se servent des molécules d’oxygène comme accepteurs d’électrons. Les micro-

organismes aérobies se développent donc en présence d’oxygène (les animaux par 
exemple). 

- anaérobies, ont la faculté d’utiliser d’autres molécules que l’oxygène comme accepteurs 
d’électrons (dioxyde de carbone, sulfate,…). Les micro-organismes anaérobies peuvent 
se passer d’oxygène pour se développer (certaines souches de bactéries comme les 
acidogènes et les méthanogènes par exemple). 

- facultatifs, utilisent comme agents oxydants, l’oxygène ou d’autres composants 
chimiques comme le nitrate (conditions d’anoxie). Cependant, leur croissance est plus 
efficace sous les conditions d’aérobiose (les plantes par exemple). 

 
La Figure 1.2 présente un résumé des populations biologiques et leurs besoins nutritifs et 

énergétiques : 

 
Figure 1.2. Les micro-organismes et leurs besoins nutritifs et énergétiques (D’après [HAD99]). 

1.2.3. Les processus métaboliques 

Les composants chimiques consommés par les micro-organismes sont soumis à de 
nombreuses réactions biochimiques qui font partie d’un des deux mécanismes métaboliques 
fondamentaux pour le développement des bactéries : 

• le catabolisme : représente l’ensemble des réactions d’oxydation et de dégradation 
enzymatique. C’est une activité exothermique qui libère l’énergie inhérente à la structure 
complexe des molécules organiques et minérales, et qui est stockée par les micro-
organismes. 

• l’anabolisme : représente l’ensemble des réactions de réduction et de synthèse 
enzymatique. C’est une activité endothermique qui utilise l’énergie libérée par les 
processus catabolique pour développer la taille et la structure chimique des composants 
organiques. 
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Parmi le grand nombre de processus biochimiques mis en jeu au cours du traitement 
biologique des polluants par les différentes populations bactériennes, on peut distinguer 
principalement les activités suivantes : 

• Oxydation : c’est une réaction qui implique une perte d’électrons suivie d’une production 
d’énergie. Une partie des matières absorbées par les micro-organismes est utilisée pour 
fournir l’énergie nécessaire afin d’accomplir leurs fonctions biologiques. Selon la nature 
de l’accepteur final d’électrons, le processus d’oxydation peut s’effectuer sous les 
conditions d’aérobiose (présence d’oxygène), d’anaérobiose (absence d’oxygène) ou 
d’anoxie (présence de nitrate). 

• Digestion : la caractéristique de la digestion appelée aussi fermentation est que ce 
processus ne nécessite pas un accepteur d’électrons externe. C’est un mécanisme 
anaérobie de production d’énergie qui n’implique pas de chaîne de transport d’électrons. 
La fermentation est provoquée par des bactéries anaérobies capables de décomposer la 
matière organique en acides et alcools et de donner du méthane (CH4) et du gaz 
carbonique (CO2). 

• Nitrification : c’est une transformation chimique de l’azote organique en nitrate ( −
3NO ) 

par des organismes dits nitrifiants (Nitrosomas et Nitrobacter). La nitrification a lieu en 
trois étapes dans les conditions d’aérobiose : l’ammonification (conversion de l’azote 
organique en ammoniac ( +

4NH )), la nitritation (oxydation de l’ion ammoniac en nitrite 
( −

2NO )) et la nitratation (oxydation du nitrite en nitrate). 

• Dénitrification : c’est un processus de conversion du nitrate, effectué par les hétérotrophes 
facultatifs sous les conditions d’anoxie. La dénitrification peut avoir lieu selon deux 
activités biologiques différentes : l’assimilation, où le nitrate est réduit en ammoniac qui 
peut servir comme source d’azote pour la synthèse cellulaire et la dissimilation, qui joue 
un rôle plus important dans l’élimination totale du nitrate. 

• Floculation : dans les cultures en suspension où les micro-organismes flottent librement 
dans les eaux à traiter, ceux-ci ont tendance à s’agglutiner sous forme de petits amas 
appelés bioflocs. Certaines substances biodégradables (particules, colloïdes, grosses 
molécules) ne sont pas directement absorbées par les bactéries. La floculation permet aux 
micro-organismes d’améliorer leurs caractéristiques d’adsorption des aliments sur leur 
membrane cellulaire. 

• Adsorption : certains composés organiques comme les substances biodégradables 
particulaires ne peuvent pas être directement absorbés par les bactéries. Ces matières sont 
d’abord adsorbées par les micro-organismes et stockées à leur surface avant de subir un 
processus de conversion qui génère des substances simples aisément dégradables. 

• Hydrolyse : c’est une série de réactions enzymatiques extra-cellulaires appliquées aux 
substances adsorbées et qui ont lieu à la surface des micro-organismes. Les molécules 
organiques complexes sont converties en molécules plus simples qui peuvent diffuser à 
travers la membrane cellulaire. 

• Mortalité : la population biologique est soumise à divers phénomènes de mortalité : la 
prédation (protozoaires), le processus de lyse (dissolution) et la respiration endogène où 
une partie des composants cellulaires est oxydée pour satisfaire les besoins en énergie 
nécessaires pour maintenir en vie les autres cellules quand le substrat n’est pas disponible. 
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Une fraction des produits de mortalité est biodégradable, l’autre partie représente les 
résidus endogènes inertes. 

1.2.4. Les traitements biologiques 

Le traitement biologique est largement utilisé dans la dépollution de l’eau, compte tenu 
des grandes facultés de certains micro-organismes, notamment des bactéries, de 
transformation métabolique et de décomposition de la matière organique biodégradable, 
lorsque les composés toxiques sont à des concentrations faibles. L’épuration biologique 
consiste alors à favoriser la prolifération de ces micro-organismes pour utiliser leurs 
propriétés remarquables dans les conditions les plus adaptées au résultat désiré. Ces 
conditions reproduisent le processus de l’auto-épuration naturelle dans les bioréacteurs, des 
bassins adaptées à ce propos. Les impuretés sont alors digérées par les micro-organismes et 
transformées en boues. Les polluants ingérés par la biomasse sont d’origine organique mais 
certains éléments minéraux ou inertes sont affectés par les processus métaboliques ou floculés 
au cours des réactions biochimiques [MET03]. 

 
L'élimination de la production polluante conduit toujours, en fonction des caractéristiques 

physico-chimiques des rejets et du degré d'épuration souhaité, à la conception d’une chaîne de 
traitement constituée d'une succession d'opérations unitaires ou de stades de traitement entre 
lesquels il existe généralement des interactions. On peut cependant, dans de nombreux cas, 
simplifier le fonctionnement global du cycle d'épuration de l'eau (de son prélèvement à son 
renvoi dans le milieu naturel, en passant par son utilisation, les traitements physico-chimiques 
et biologiques, et la gestion des boues produites) en plusieurs sous-systèmes traités 
indépendamment. C'est en particulier le cas pour les stations de traitement biologique, dans 
lesquelles les traitements de la pollution peuvent être, selon les cas, considérés de manière 
globale ou découplée [QUE00]. 

 
Historiquement, le premier objectif des installations de traitement des eaux usées était 

l’élimination de la pollution carbonée. La nitrification, mieux connue et mieux maitrisée que 
la dénitrification, a ensuite été ajoutée à ces installations. Les procédés de dénitrification sont 
apparus plus tardivement et se sont intégrés aux systèmes nitrifiants préexistants. L’étape de 
traitement du phosphore, quant à elle, commence aussi à y être intégré dans les procédés 
modernes [STE98]. Cette chronologie historique explique le nombre important de réacteurs 
en cascade pouvant être observés dans les configurations de traitement tertiaire existantes à 
l’heure actuelle. 

 
Parmi les différentes possibilités de classement de bioprocédés de traitement des eaux 

usées, nous voulons faire appel à ceux qui correspondent au trois critères suivants : 
l’emplacement des populations bactériennes, les conditions de l’environnement et les types de 
procédés biologiques. 

 
Suivant l’emplacement des bactéries épuratrices dans le bioréacteur, on distingue deux 

dispositifs [EDE97]: 

• Le procédé à cultures libres : Les micro-organismes sont maintenus en suspension dans le 
mélange à épurer. La biomasse entre ainsi constamment en contact avec les polluants. Ces 
dispositifs ont l’avantage d’avoir un traitement plus homogène et une meilleure maîtrise 
des facteurs d’épuration (apport d’eau résiduaire et de masse bactérienne) comparés aux 
procédés à culture fixée. 
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• Le procédé à cultures fixées : Les micro-organismes sont fixés sur des supports. Le 
contact entre les eaux à traiter et les cellules épuratrices est assuré soit par arrosage des 
supports avec l’eau usée (lits bactériennes), soit par rotation des supports dans le mélange 
pollué (disques biologiques). Ces procédés permettent d’obtenir des concentrations en 
biomasse plus importantes et donc des traitements intensifs, mais présentent des risques de 
colmatage ou d’émanation d’odeurs. Une purge des boues accumulées dans l'ouvrage est 
cependant régulièrement nécessaire pour prévenir le colmatage du filtre. Néanmoins, les 
procédés à biomasse fixée gagnent en compacité par rapport aux procédés à boues 
activées et ne nécessitent pas la présence d'un décanteur en sortie. 
 
Suivant les conditions de l’environnement des cellules dans l’unité de dépollution, on 

distingue deux modes de traitement [HAD99] : 

• Le traitement aérobie : Ce type de traitement fait appel aux bactéries aérobies qui se 
développent en présence d’oxygène. La dégradation des polluants est effectuée par des 
réactions d’oxydation dans un milieu aéré. 

• Le traitement anaérobie : Ce traitement s’effectue en condition d’anaérobiose, c’est-à-
dire, en absence d’oxygène. Les bactéries anaérobies assurent la décomposition 
métabolique des composés biodégradables par des processus de fermentation. 
 
Parmi l’ensemble des procédés biologiques utilisés dans le traitement des eaux usées, on 

peut citer les principaux procédés suivants : 

• Les lits bactériens : Ce procédé aérobie à cultures fixées consiste à faire supporter les 
micro-organismes par des matériaux poreux. L’effluent est distribué par aspersion en 
surface et l’oxygénation est apportée par ventilation naturelle de bas en haut. L’affluent 
arrive par la partie supérieure alors que l’effluent est évacué par le fond afin de ne pas 
perturber la fonction aérobie. De ce fait, ce système présente un inconvénient majeur, dans 
le sens qu’il nécessite un dispositif de relevage. La biomasse se développe à la surface du 
support. Lorsqu’elle devient trop importante, la pellicule bactérienne se détache 
naturellement ; elle doit alors être séparée de l’effluent par décantation. 

• Les disques biologiques : Dans ce procédé, les micro-organismes sont fixés sur des 
disques à demi immergés et tournent lentement (quelques tours par minute) autour d’un 
axe horizontal. La biomasse est ainsi alternativement mouillée par les eaux résiduaires et 
aérée par l’air ambiant. Cette technique présente l’avantage d’être peu coûteuse en énergie 
mais peut entrainer l’émanation d’odeurs. 

• Les boues activées : Ce système comprend deux compartiments principaux. Le premier est 
le bassin d’aération où ont lieu les activités biologiques de transformation des polluants 
biodégradables par l’intermédiaire des micro-organismes en suspension. Le bassin est 
associé à un décanteur-clarificateur qui permet de recycler les boues en tête du bassin 
d'une part, et de récupérer l'effluent traité d'autre part. Outre les matières organiques 
assimilés par les hétérotrophes, principaux constituants des boues activées, les composés 
azotés peuvent aussi être oxydés par des phénomènes de nitrification-dénitrification. Les 
bactéries floculantes utilisées dans ce système, ont la faculté de transformer les éléments 
ingérés en matière corpusculaire. Les flocs formés dans le bassin d’aération sont alors 
conduits vers un second compartiment appelé décanteur secondaire où a lieu la séparation 
des solides de la phase liquide par décantation. 
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De nombreuses variantes du procédé par boues activées sont disponibles. Par exemple, 
selon le cas, le bassin d'aération peut être constitué de plusieurs bassins en série 
privilégiant chacun le traitement d'une pollution spécifique (organique, nitrification, 
dénitrification, déphosphatation), ou d'un seul bassin permettant de réaliser les différentes 
réactions biologiques simultanément, par exemple par alternance de phases aérées et non 
aérées intégrant même au sein d'un unique bassin des cultures aérobies et anoxies. 

• Le lagunage : Il s’agit d’un étang ou un système de lagunes mettant en œuvre une culture 
mixte algo-bactérienne. Le lagunage est un procédé de traitement extensif qui repose sur 
le principe de la dégradation en eau libre de la pollution organique. Il s’agit d’une boue 
activée sans recyclage de boue, avec ou sans décanteur final [EDE97]. L’aération peut être 
naturelle ou artificielle, lorsque l'apport d'oxygène est assuré par des aérateurs externes. 
Suivant la profondeur du bassin, on peut distinguer différents régimes de fonctionnement. 

- En zone peu profonde, le traitement s’effectue dans des conditions d’aérobiose. 
Les deux populations vivent en symbiose. Les besoins en oxygène des bactéries 
sont principalement assurés par l’activité photosynthétique des algues exposées à 
la lumière. De leur côté, les végétaux profitent du gaz carbonique ainsi que des 
nutriments inorganiques produits au cours des réactions métaboliques des 
cellules vivantes. 

- Dans le cas de lagunes plus profondes, en plus de la zone supérieure aérobie, on 
peut distinguer une région intermédiaire où la disponibilité de l’oxygène dépend 
de la lumière solaire. Le traitement a lieu dans des conditions d’aérobiose le jour, 
et en anaérobiose durant la nuit. Les dépôts de boues au fond des bassins 
suffisamment profonds forment une couche anaérobie où ont lieu des processus 
de fermentation. 

• La digestion anaérobie : Ce procédé repose sur les réactions de fermentation qui ont lieu 
dans des conditions d’anaérobiose et sont effectuées par une biomasse anaérobie 
complexe. De manière générale, on distingue trois étapes dans ce processus. Dans la phase 
de liquéfaction, des bactéries hydrolytiques solubilisent les matières complexes. Dans la 
deuxième étape, une population acétogène transforme les composés organiques en acides, 
qui serviront ultérieurement de nourriture à des bactéries méthanogènes. Au cours de 
l’étape finale les acides organiques sont transformés en méthane et gaz carbonique. Le 
métabolisme anaérobie libérant très peu d’énergie comparé au processus aérobie, 
provoque une faible production de boues. Nonobstant, l’épuration anaérobie est plus lente 
que l’épuration aérobie. 

1.3. L’automatique des bioprocédés 

Comme on vient de le voir dans les sections 1.1 et 1.2, les procédés de traitement des 
eaux usées et en particulier les procédés biologiques sont des systèmes complexes qui font 
appel à la croissance des micro-organismes par la consommation de substrats ou de 
nutriments en imitant les cycles d'auto-épuration trouvés dans la nature. Au niveau des 
stations d’épuration, cette croissance n’est possible qu’en présence de conditions 
« environnementales » favorables. Par conditions environnementales, on entend les conditions 
physico-chimiques (pH, température, agitation, aération,…) nécessaires à une bonne activité 
des micro-organismes. Pour parvenir à ces conditions et aux exigences techniques, 
économiques et environnementales actuelles, il est nécessaire de faire appel à des systèmes de 
mesure, de commande, de supervision et de surveillance. Ces problématiques sont traitées 
dans le domaine de l’Automatique. 
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C’est dans le cadre de cette approche que nous abordons dans cette section quelques 

aspects généraux concernant l’automatique des bioprocédés, en faisant référence aux travaux 
de [DOC01] et [QUE00]. Cela nous permettra ensuite de mieux comprendre les problèmes 
spécifiques, ainsi que la contribution que l’automatique peut apporter aux procédés de 
traitement biologique des eaux usées. 

1.3.1. Les problèmes spécifiques de l’Automatique des bioprocédés 

Le domaine des procédés biotechnologiques est assez vaste, en effet il englobe plusieurs 
types de procédés comme : les fermentations pour la production de substances chimiques à 
haute valeur ajoutée (e.g. pharmaceutiques), la production en grande quantité d’aliments et de 
boissons (e.g. yaourt, fromage, bière) ainsi que les traitements biologiques des résidus, qu’ils 
soient solides (compostage), liquides (e.g. boues activées) ou gazeux (biofiltres). L’utilisation 
industrielle des procédés biotechnologiques a considérablement augmentée ces dernières 
décennies pour diverses raisons (normes législatives plus sévères dans les industries de 
traitement, amélioration de l’efficacité et de la qualité des procédés, etc.). Les problèmes 
posés par cette industrialisation sont globalement les mêmes que ceux rencontrés dans no 
importe quelle industrie des procédés et on rencontre, dans le domaine des bioprocédés, la 
quasi-totalité des problématiques abordées en Automatique. Ainsi, les besoins en systèmes de 
commande, de supervision et de surveillance des procédés sont nécessaires afin d'en optimiser 
le fonctionnement, d’établir une meilleure conduite ou encore de détecter des 
dysfonctionnements. Néanmoins, dans la pratique industrielle, très peu d'installations sont 
munies de tels systèmes. Deux raisons principales expliquent cet état de fait : la complexité de 
ces procédés et l'absence de capteurs dans la plupart des cas, à la fois peu coûteux et fiables 
pour des applications en ligne. 

 
Les procédés biologiques sont des procédés complexes, due à la nature très variée des 

phénomènes multiples qui se déroulent en faisant intervenir des organismes vivants. Du point 
de vue de l’Automatique, ces procédés sont caractérisés de manière générale comme des 
systèmes multivariables, non-linéaires et non-stationnaires [ROU01]. De fait, la modélisation 
de ces systèmes se heurte à deux difficultés principales : d'une part, un manque de 
reproductibilité des expérimentations et une imprécision des mesures qui entraînent à la fois 
des difficultés relatives au choix de la structure des modèles, mais également des difficultés 
liées aux procédures d'identification; d'autre part, on rencontre également des difficultés lors 
de la phase de validation de ces modèles dont les jeux de paramètres peuvent précisément 
avoir évolué au cours du temps [DOC01]. Ces variations peuvent être la conséquence de 
changements métaboliques de la biomasse ou encore de modifications génétiques non 
prévisibles et inobservables d'un point de vue macroscopique. 

 
Étant donné que les organismes vivants sont le cœur de ces procédés, il en résulte que la 

modélisation mathématique de ces procédés est une tâche difficile. En effet les modèles sont 
centraux au développement de systèmes de commande, donc la commande en ligne devient 
elle aussi complexe. 

 
Une seconde difficulté majeure est l'absence quasi systématique de capteurs permettant 

d'accéder aux mesures nécessaires pour connaître le fonctionnement interne des procédés 
biologiques [VAN98]. C'est bien là que se trouve la principale limitation retardant 
l'automatisation complète des processus biotechnologiques, et de manière plus cruciale 
encore, des procédés de traitement des eaux usées. La plupart des variables clés de ces 
systèmes (concentrations en biomasses, en substrats et en produits) ne peuvent être mesurées 
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qu'à l'aide d'analyses de laboratoire, dont la durée, les coûts et surtout le mode opératoire 
limitent la fréquence et l'automatisation des mesures. C'est ainsi que la plupart des stratégies 
de commande existantes se limitent bien souvent à de la commande de type indirecte des 
procédés de fermentation par des boucles de régulation des variables environnementales telles 
que la concentration en oxygène dissous, la température, les débits de liquide et de gaz le pH, 
etc. [DOC01]. Cependant, le problème des capteurs reçoit une attention de plus en plus 
importante au cours des ces années. Malgré cela, même si un effort important a été fait au 
niveau des centres de recherche pour développer et fiabiliser des capteurs, le transfert de ces 
derniers vers l'industrie et les collectivités territoriales reste naissant et doit encore se 
développer dans les années à venir. 

 
Concernant les capteurs, quelles que soient les solutions retenues, on voit toujours 

apparaître deux types de systèmes : les capteurs in situ, directement implantés dans les 
réacteurs biologiques et les capteurs en ligne, implantés sur une boucle spéciale de prise 
d'échantillons. En général, il apparaît diverses solutions qui tentent de résoudre le problème 
de l'instrumentation : 

- Intégration de capteurs existant dans une boucle de mesure, l'idée conductrice est dans 
ce cas d'automatiser des capteurs hors ligne, de manière à obtenir, sans intervention 
humaine, les mesures sur site des variables intervenant directement dans les modèles 
bilans-matières. Ceci se fait à partir d'un échantillonneur implanté directement dans le 
bioréacteur, ou plus généralement dans une boucle de mesure. 

- Couplage de mesures indirectes et de modèles mathématiques pour reconstruire au 
travers d'observateurs les variables du procédé (souvent appelés capteurs logiciels ou 
virtuels). Dans la plupart des cas, c'est un observateur de type filtre de Kalman étendu 
qui permet de reconstruire les variables à contrôler. 

- Développement de capteurs spécifiques, appelés biocapteurs, qui sont des dispositifs qui 
permettent, par l’intermédiaire d’une couche de reconnaissance ionique ou moléculaire, 
de transformer l'information "biologique" en un signal électrique analogique. Leur 
utilisation reste cependant limitée, due au degré de spécialisation des mesures et aux 
limitations de transfert au niveau industriel. 

1.3.2. Modélisation et identification des bioprocédés 

La notion de modèle dynamique joue un rôle central en Automatique. C'est en effet sur la 
base de la connaissance de l'évolution au cours du temps du procédé que s'effectue toute la 
conception, l'analyse et la mise en œuvre des méthodes de commande et de surveillance. Dans 
le cadre des bioprocédés, la manière la plus courante de déterminer les modèles qui 
permettent de caractériser la dynamique du procédé est de considérer des équations 
différentielles de bilans de matière (et éventuellement d'énergie) des composants principaux 
du procédé [DOC01]. Ce type d’approche est basé sur des lois physiques et/ou principes 
fondamentaux (approche mécanistique ou phénoménologique) qui mettent en évidence le 
fonctionnement interne du système, au moins du point de vue macroscopique. C’est une 
approche de modélisation où les paramètres du modèle sont liés à la description physique des 
conversions biochimiques. Ces modèles sont très appropriés pour des objectifs de conception, 
de dimensionnement et d’optimisation de bioprocédés [TEB98]. 

 
Un des aspects importants des modèles de bilan matière est qu'ils sont constitués de deux 

types de termes représentant respectivement la conversion et le transport. La conversion 
englobe la cinétique à laquelle se déroulent les diverses réactions biochimiques du procédé et 
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les rendements de conversion des divers substrats en biomasse et produits. La dynamique de 
transport regroupe le transit de la matière au sein du procédé sous forme solide, liquide ou 
gazeuse, et les phénomènes de transfert entre phases. Concernant la modélisation dynamique 
de procédés biologiques nous abordons, dans le chapitre 2, une approche dite « boîte 
blanche ». 

 
D’autres approches de modélisation existent, certaines d’entre elles plus orientés vers la 

modélisation de la connaissance, problématique qui peut compléter la tradition des sciences 
dites objectives, lesquelles se préoccupent essentiellement de la modélisation de l'univers 
physique. Ces techniques ont montrée leur applicabilité comme des méthodes alternatives 
pour la modélisation de systèmes dynamiques non-linéaires [NAR90] [BAB98a]. Ce sont des 
structures mathématiques flexibles, qui exhibent comme caractéristiques, la capacité 
d’approximation des comportements non-linéaires et l’apprentissage à partir des données. Les 
problèmes de représentation et d'utilisation des connaissances sont au centre d'une discipline 
scientifique relativement nouvelle et en tout cas controversée : l'intelligence artificielle. Cette 
discipline a eu un impact limité, jusqu'a une date récente, sur les applications industrielles, 
parce qu'elle a mis l'accent, de façon pratiquement exclusive, sur le traitement symbolique de 
la connaissance, par opposition à la modélisation numérique utilisée traditionnellement dans 
les sciences de l'ingénieur. Plus récemment, on a assisté à un retour du numérique dans ces 
problèmes d'intelligence artificielle, avec les réseaux de neurones artificiels16 et la logique 
floue17. Alors que les réseaux de neurones proposent une approche implicite de type « boîte 
noire » de la représentation des connaissances, faisant abstraction de la représentation interne 
du système très analogue à la démarche d'identification classique des systèmes en 
Automatique, la logique floue est plus proche de l'intelligence artificielle symbolique, qui met 
en avant la notion de raisonnement, et ou les connaissances sont codées explicitement. 
Néanmoins, la logique floue permet de faire le lien entre la modélisation numérique et la 
modélisation symbolique. Le comportement du système se matérialise par une représentation 
à base de règles du type « Si-Alors » qui apportent une description linguistique à la fois 
transparente et interprétable pour l’utilisateur du modèle. Cette représentation peut être 
construite en intégrant la connaissance sur le comportement du système, donnée par des 
experts, mais aussi à partir des données entrée-sortie du système, ce qui correspond à une 
construction plus systématique du modèle. Nous développerons cette approche plus en détail 
dans le chapitre 3, en nous focalisant sur la modélisation et l’identification floue de type 
Takagi-Sugeno [TAK85]. 

 
La théorie des ensembles flous a également donné naissance à un traitement original de 

l'incertitude, fondée sur l'idée de définir des ensembles pouvant contenir des éléments de 
façon partielle (et pourtant avec un relatif « degré d’appartenance »), permettant de formaliser 
le traitement de l'ignorance partielle. Les ensembles flous ont également eu un impact sur les 
techniques de classification automatique et la commande non-linéaire et ont donc contribué à 
un certains renouvellement des approches existantes de l'aide à la décision. Du point de vue 
de l’identification des systèmes et plus particulièrement en ce qui concerne la modélisation 
des systèmes non-linéaires, ces outils ont permis le développement d’une approche dite 
« boîte grise » qui permet d’un côté d’introduire dans la modélisation la connaissance a priori 
sur le système à identifier (connaissance de l’expert sous la forme de règles, choix 
d’entrées/sous-modèles, descriptions de régions de validité,…) et d’autre part, plus 
récemment, d’incorporer des données entrée-sortie pour la construction du modèle. 

 
                                                 
16 En anglais : ANN, Artificial Neural Networks. 
17 En anglais : Fuzzy Logic. 
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Dans le domaine des bioprocédés ces méthodes de modélisation trouvent leurs origines en 
Intelligence Artificielle. On peut citer a titre d’exemple le cas de la modélisation hybride 
(semi-mécanistique) qui combine une partie mécanistique (bilan de matière) et un modèle 
neuronal [PSI92] ou flou [BAB96a] [VANL02] qui a pour but le modéliser la cinétique mal 
connue à partir des données expérimentales. Dans ce dernier article, l’auteur propose un 
modèle flou qui prédit le taux de conversion d’obtention de la Pénicilline-G. Le modèle décrit 
qualitativement la dépendance de la cinétique de l’enzyme par rapport aux concentrations de 
composants qui interviennent dans la conversion. Le modèle flou qui modélise la cinétique, a 
été incorporé dans une modèle « boîte blanche » à base de bilan matière. D’autre part on peut 
citer aussi l’application des techniques neurofloues qui visent à intégrer les capacités 
d’apprentissage à partir des données que distinguent les réseaux de neurones avec la capacité 
de description linguistique du comportement qui caractérisent les modèles flous. Comme 
exemple, [TAY00] propose une représentation neurofloue pour des systèmes anaérobies de 
traitement des eaux usées basé sur le modèle ANFIS18 [JAN93]. Le modèle conceptuel 
proposé est utilisé pour la prédiction de la réponse du système (production volumétrique de 
Méthane, DCO et concentration d’AGV19) aux variations des charges organique, hydraulique 
et d’alcalinité ; [BEL99] présente le développement d’un modèle pour la prédiction de la 
DCO de l’effluent dans une station d’épuration. Pour cela il utilise des réseaux hétérogènes 
neurofloues basées sur des variables opérationnelles de l’installation industrielle tels que le 
débit, la DCO et le TSS20 de l’affluent. Dans le même ordre d’idée, [TOM99] propose 
l’obtention d’un modèle neuroflou de simulation de la DCO pour un procédé de boues 
activées. 

 
En ce qui concerne l’application directe de la logique floue à la problématique de la 

modélisation des bioprocédés, plusieurs travaux se sont déroulés depuis deux décennies (cf. 
[HOR02] et références inclues). Dans les premières applications de la théorie des ensembles 
flous aux procédés biologiques, l’approche floue est vue comme une méthode pour 
l’automatisation des bioprocédés où la modélisation linguistique de l’expertise des operateurs 
joue un rôle important dans leur opération et commande. Ainsi, [FIL85] présente la 
modélisation floue pour la simulation d’une fermentation alcoolique basée sur des règles de 
production ; [DOH85] propose l’étude d’un modèle flou d’un fermenteur qui utilise des 
descriptions linguistiques du comportement ; [CZO89] considère la modélisation d’un 
contrôleur flou appliqué sur des procédés biologiques ; [HOR95] applique des méthodes 
statistiques et des procédures d’identification floue pour la caractérisation des phases de 
cultures microbiennes ; [EST95] présente la modélisation floue d’un bioprocédé de digestion 
anaérobie en utilisant une description semiqualitative du procédé ; [POL02] réalise une étude 
comparative avec des résultats expérimentaux concernant la modélisation floue d’un digesteur 
anaérobie. L’incorporation des coefficients flous sur le taux de croissance permet de prendre 
en considération l’influence de la température et du pH sur la dynamique du système. 
D’autres approches plus récentes concernant la modélisation floue des bioprocédés à partir de 
données se sont développées au cours des dernières années. Ces approches se sont focalisées 
sur les comportements entrée-sortie du système, en particulier sous la forme de modèle flou 
de type Takagi-Sugeno (TS). On peut citer à titre d’exemple quelques applications : [GEO01] 
présente la modélisation floue TS, sous forme d’entrée-sortie et d’espace d’état, d’un procédé 
biotechnologique de fermentation en mode batch pour la production de gomme de xanthane21. 

                                                 
18 ANFIS : Adaptive-Network-based Fuzzy Inference Systems. 
19 AGV : Acides Gras Volatils. 
20 TSS : Total Suspended Solids. 
21 Fabriqué par la bactérie Xanthomonas Campestris, le xanthane est le plus connu des polysaccharides pouvant 
être produits par voie microbienne. Cette substance est ajoutée à de nombreux aliments comme stabilisateur. 
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Le modèle permet la description des dynamiques non-linéaires de la croissance de biomasse, 
de la consommation de substrat et de l’accumulation de produit ; [RAG01] considère le 
problème de définition de la structure et de la détermination des paramètres d’un modèle flou 
TS appliqué à la prédiction dynamique de l’absorption UV comme mesure indirecte de la 
DCO dans une station d’épuration des eaux usées ; [GRI05] propose l’utilisation des 
techniques de clustering flou, à partir des données entrée-sortie, pour l’identification d’un 
modèle dynamique TS de type NARX qui représente le comportement non-linéaire des 
concentrations de biomasse et des substrats dans un bioprocédé de traitement des eaux usées. 

1.3.3. La commande des bioprocédés 

La commande des procédés a pour objectif l’amélioration (voir l’optimisation) de la 
performance, de la qualité et de l’efficacité économique des procédés tout en garantissant leur 
sûreté générale et celle des operateurs, ainsi que le respect de la législation et de 
l’environnement. Dans le contexte des bioprocédés, caractérisés par nature par des 
dynamiques non-linéaires et complexes, cet objectif principal peut se traduire par le 
développement et l’implantation de réalisations matérielles et/ou informatiques, afin de 
maintenir le procédé biologique dans des conditions opératoires stables et, si possible, 
optimales en dépit de perturbations internes/externes pouvant affecter son bon fonctionnement 
[DOC01]. Les perturbations qui agissent sur ces systèmes sont dues à la non stationnarité des 
phénomènes biologiques (variations internes) ou à l’action sur le système d’entrées inconnues 
(non mesurées) telles que les concentrations des différents substrats, le pH, la présence de 
toxiques, la température, les biais sur les capteurs et/ou actionneurs, etc. [STE98]. Bien que 
l’'utilisation de stratégies de commande s'avère nécessaire pour optimiser le fonctionnement 
des procédés biologiques, le contrôle, dans le sens conventionnel employé en Sciences pour 
l'Ingénieur, ne s'applique encore aujourd’hui que difficilement. Comme nous l'avons déjà 
souligné, deux types de difficultés expliquent largement ce manque d'application généralisée 
de systèmes de commande sophistiqués aux bioprocédés : la première liée à la modélisation 
de la dynamique des bioprocédés et la seconde liée à l'instrumentation et à la difficulté de 
mesurer en ligne de manière fiable toutes les variables-clés du procédé. 

 
L'utilisation d'un calculateur pour contrôler et commander un procédé biologique est 

représentée schématiquement sur la Figure 1.3. L'élément central de ce schéma est le procédé 
(représenté ici par un réacteur). Sur ce procédé, on effectue une série de mesures, soit dans le 
milieu liquide (typiquement, des mesures de pH, de température, ou de concentrations), soit 
dans le milieu gazeux (sous forme de mesures de débits gazeux). Ces mesures sont envoyées à 
un ordinateur qui peut en particulier les traiter dans un objectif de commande (qui pourrait 
être aussi de surveillance) du procédé. Le régulateur (ici intégré dans l'ordinateur) permet de 
calculer une action de commande à appliquer au bioprocédé sur la base des mesures 
(physiques et logicielles), de la connaissance de la dynamique du procédé et des objectifs de 
commande choisis. Dans la situation décrite, cette action de commande est représentée 
schématiquement par l'ouverture d'une vanne permettant de moduler le débit de substrat 
d'alimentation dans le réacteur. Sa valeur est la sortie d'un algorithme de commande qui 
utilise les informations disponibles sur le procédé. Ces informations regroupent d'une part, 
l'état du procédé jusqu'à l'instant considéré (i.e. les mesures) et, d'autre part, des connaissances 
disponibles a priori (par exemple sous la forme d'un modèle du type « bilan-matière ») et 
relatives à la dynamique du procédé biologique et aux interactions mutuelles des différentes 
variables du procédé. Nous retrouvons dans le schéma la notion de boucle fermée. Cette 
boucle est constituée de l'ensemble procédé-capteurs-ordinateur-actionneurs. 
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Figure 1.3. Représentation du système de commande d’un bioprocédé (d’après [DOC01]). 

 
Bien que les principes de base de la commande des bioprocédés restent les mêmes, ils 

existent des différences en fonction du secteur d’application. Ainsi, dans le cas des procédés 
de dépollution, il est important de noter que réguler la concentration de substrat revient à 
contrôler le degré de pollution rejetée dans l’environnement alors que dans d’autres procédés 
biologiques (i.e., à finalité agro-alimentaire, pharmaceutique,…), réguler le substrat permet 
généralement d’optimiser la production de biomasse et/ou de produit en limitant les 
inhibitions [STE98]. En ce qui concerne les procédés biologiques de dépollution des eaux 
résiduaires, selon les connaissances disponibles sur le procédé et les objectifs de commande 
spécifiés par l'utilisateur, nous allons pouvoir développer et mettre en œuvre des algorithmes 
de commande plus ou moins complexes. On peut alors distinguer deux types de stratégie de 
commande : une approche « directe », qui consiste à minimiser la pollution en sortie du 
procédé en régulant la concentration de l’effluent et une approche « indirecte », qui consiste 
en le maintien de conditions opératoires permettant d’assurer un fonctionnement nominal du 
réacteur sans réguler la concentration du polluant en sortie. Dans ce cas, la connaissance des 
spécialistes en biotechnologie et des experts des procédés nous assure simplement que, 
certaines variables étant régulées à des niveaux donnés, le fonctionnement du procédé sera 
satisfaisant. 

Remarque 
R 1.3 L’approche indirecte concerne par exemple la régulation de la concentration en 

oxygène dissous à l’intérieur d’un réacteur aérobie dans lequel cette concentration doit 
être maintenue suffisamment haute pour garantir une activité bactérienne satisfaisante. 
Il est évident que le maintien de ce taux minimum sans autre considération sur les 
variables comme le pH, l’agitation ou encore la température ne garantit en rien une 
dépollution effective [STE98]. 
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En général, la méthode de synthèse des lois de commande des bioprocédés dépend de 
nombreux facteurs. Tout d’abord, ce choix dépend des objectifs mêmes de commande et de la 
stratégie utilisée (directe ou indirecte). Plus les spécifications de commande vont être 
précises, plus l'approche analytique va être justifiée. Bien évidemment, on peut ensuite 
envisager diverses combinaisons « précision des spécifications/complexité de la stratégie de 
commande ». On peut ainsi imaginer des spécifications de commande très strictes mais très 
faciles à vérifier, dans la mesure où la variable à commander est directement mesurée par un 
moyen très complexe. A l'inverse, un problème de régulation d'une variable environnementale 
facilement mesurable peut être résolu par un régulateur très simple basé sur un modèle 
linéaire très succinct. 

 
Le choix du type de loi de commande va ensuite dépendre de la connaissance disponible a 

priori sur le procédé. De ce point de vue, il convient de rappeler ici quelques règles 
élémentaires pouvant orienter l'utilisateur dans son choix [DOC01] : 

- lorsqu'un modèle analytique suffisamment précis - quelle qu'en soit sa nature - est 
disponible, alors il faut l'utiliser ; 

- si un modèle analytique n'est pas disponible mais que l'expertise disponible sur le 
fonctionnement du procédé est importante, alors les approches heuristiques (logique 
floue, systèmes à base de connaissance, etc.) peuvent être utilisées ; 

- lorsqu'un modèle analytique s'avère trop long à obtenir, que peu d'expertise est 
disponible, mais qu'en revanche une grande quantité de données est disponible, alors 
il peut être intéressant d'utiliser une approche statistique ou neuronale/floue 
permettant en particulier d'obtenir des modèles de comportement non linéaires (cf. 
par exemple [MON94], [GRI05]). 

 
On constate dans les faits que les boucles de commande implantées sur les procédés au 

stade industriel sont typiquement des régulateurs de type PID22 complètement découplées 
[QUE00] et pourtant mono-variables. Les algorithmes de commande classique ont été 
appliquées aux bioprocédés pour a régulation autour d’un point de fonctionnement ou pour le 
suivi d’une trajectoire préétablie dans des conditions opératoires bien spécifiques [VAN98a]. 
Cependant, l’efficacité de ces algorithmes est souvent limitée en pratique, compte tenu de la 
diversité des phénomènes mis en jeu dans les bioprocédés, ce qui nécessite de contrôler à la 
fois plusieurs variables et de tenir compte des variations des conditions opératoires et du 
comportement des micro-organismes. Cela a conduit à la recherche de solutions de contrôle 
plus avancées et plus performantes. A la lecture de la bibliographie sur les techniques de 
contrôle des bioprocédés, on peut retrouver plusieurs approches de commande selon les 
caractéristiques les plus importantes du système à commander, la connaissance du procédé et 
les objectifs de commande définis par l’utilisateur. Sans vouloir être exhaustifs, nous essayons 
de faire un tour d’horizon concernant les techniques le plus souvent rencontrés dans la 
littérature : la commande adaptative, consistent à réajuster certains paramètres intervenant 
dans le calcul de la commande en fonction de la dynamique du processus pour maintenir les 
performances du système lorsque les paramètres du modèle varient. Elle est de loin la 
technique la plus largement développée au niveau de la commande pour les bioprocédés 
[BAS90] [DOC91] [ROU92] [ROU94] [BAS95] [BEN96] [DAH06] ; la commande robuste, 
orientée vers la conception de correcteurs à paramètres fixes capables d’assurer ces propriétés 
en présence de perturbations et d’incertitudes paramétriques du modèle valable dans un 
domaine de fonctionnement [QUE97] [JUL97] [PAI97] [GOM02] [RAP02] ; la commande 

                                                 
22 PID : Contrôleur Proportionnel - Intégral - Dérivé. 
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optimale, intéressée à trouver à partir d’un modèle et parmi les commandes admissibles, celle 
qui permet à la fois : de vérifier des conditions initiales et finales données, de satisfaire 
diverses contraintes imposées et d’optimiser un critère mathématique choisi [OHN76] 
[DUV88] [TSO95] [ASE96] [DON01] ; la commande prédictive, qui se base sur l’utilisation 
d’un modèle dynamique du système pour anticiper son comportement futur [MOR92] 
[BEN96] [ZHU00] [RAM05] ; la commande neuronale, qui s’avère intéressante pour la 
commande des systèmes en s’appuyant sur des modèles non-linéaires d’entrée-sortie obtenus 
à partir des données [MUR95] [EMM96] [PAT97] [YU98] [WEN98] [OBE99] ; la 
commande floue, technique appropriée tant pour formaliser la connaissance heuristique 
exprimée par des règles, que pour intégrer cette connaissance sur le comportement des 
procédés avec l’information obtenue à partir des données numériques. Nous allons faire une 
étude bibliographique plus approfondie de cette méthode de commande en nous focalisant sur 
le domaine d’application qui nous intéresse, dans les paragraphes qui suivent. 

Remarque 
R 1.4 Les techniques de commande que l’on vient de décrire peuvent être complémentaires 

en visant l’exploitation des caractéristiques les plus avantageux de chacune. On peut 
citer à titre illustratif la commande optimale adaptative [VAN98a] ou bien la 
commande prédictive non-linéaire basée sur des modèles neuronal ou flou du procédé 
[TEB98] [VEN99]. Avec une compréhension croissante du comportement 
biochimique ainsi que les progrès au niveau des technologies de mesure, on peut 
prévoir l’amélioration et l’apparition de nouvelles approches de commande des 
bioprocédés dans la décennie à venir. 

 
En ce qui concerne l’application de la logique floue à la commande des procédés 

biologiques [HON00] [HOR02], il faut souligner que dans un premier temps, la commande 
floue consiste à représenter sous la forme de règles linguistiques la connaissance et le savoir 
faire des opérateurs experts pour assurer le bon fonctionnement du procédé. Le contrôleur 
flou détermine directement la sortie de commande à partir de la base de connaissance experte 
et des données en ligne. On peut ainsi citer plusieurs exemples : [NAK85] présente la 
commande floue du taux d’alimentation de sucre dans un procédé de fermentation; des 
approches similaires ont été appliquées pour la commande des concentrations de glucose et 
d’éthanol en cultures semi-continues [PAR93] [SHI94] et pour le pilotage de fermentations de 
levures [SII95]. Dans le cas particulier des procédés biologiques de dépollution, les premiers 
systèmes utilisant l’expertise humaine ont été développés sur la base de l’approche floue vers 
la fin des années 1970 [DOC01]. En utilisant le profil d’oxygène dissous, un système 
d’inférence floue a par exemple permis d’estimer la consommation du substrat dans un 
procédé à boues activées et de donner des conseils aux opérateurs humains sur le changement 
des consignes des régulateurs classiques de l’installation [FLA80]. La même année, vingt 
règles floues ont été proposées pour la régulation des débits d’un procédé de boues activées 
[TON80]. Plus récemment, un système de commande flou des solides en suspension pour le 
même type de procédé a été développé [TSA96]. Dans le même ordre d’idées, l’approche 
floue a été utilisée avec succès pour le contrôle des perturbations dans un processus de 
traitement des eaux résiduaires [MUL97], ainsi que pour le contrôle de l’abattement de la 
demande chimique en oxygène dans une station d’épuration urbaine [FU98]. A la même 
période, [EST97] propose l’analyse et la commande par logique floue d’un procédé de 
digestion anaérobie en lit fluidisé pour la dépollution des vinasses de vin. Dernièrement, la 
commande floue pour maintenir la concentration de MES constante dans une procédé de 
dépollution des eaux usées a été proposé [TRA03]. L’implantation industrielle de la 
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commande dite « intelligente23 » dans les automates programmables a été aussi décrite depuis 
peu [MAN98]. On peut retrouver aussi l’application de la logique floue pour le réglage des 
contrôleurs traditionnels (e.g. de type PID) qui opèrent au niveau du procédé biologique lui 
même [ROD99] ou bien comme un contrôle supervisé [KIT94] [VON94] ou encore comme 
un outil pour l’identification de l’état physiologique du procédé (différentes phases des 
cultures microbiennes) avant d’appliquer la stratégie de commande elle même [KON89] 
[KIS91] [KON92]. On assiste à un déplacement progressif de la conception des contrôleurs 
flous vers l’établissement des procédures de synthèses plus méthodiques qui se rapprochent 
beaucoup plus des techniques traditionnelles de l’Automatique, en s’appuient sur des 
modèles. A titre illustratif, [GEO96] présente une approche pour la synthèse de la commande 
des procédés biologiques en mode batch, basée sur un modèle qui combine une description 
déterministe avec un modèle flou, dans lequel le modèle flou sert à représenter le 
comportement entrée-sortie du procédé. Egalement, [POL01] propose la synthèse 
d’observateurs pour plusieurs concentrations et l’alcalinité dans un réacteur de digestion 
anaérobie en utilisant un modèle flou de type Takagi-Sugeno. En effet, bien que le formalisme 
flou soit capable d’intégrer l’information heuristique, il nous semble percevoir en pratique 
une orientation vers des techniques qui s’appuient sur des modèles mathématiques non-
linéaires, focalisés sur le comportement entrée-sortie des procédés. C’est justement cette 
capacité à intégrer la connaissance experte avec la puissance de la commande basée sur des 
modèles, qui nous a motivé pour explorer cette dernière approche dans notre travail. En 
particulier, nous développerons une proposition pour la commande floue sous-optimale basée 
sur des modèles flous de type Takagi-Sugeno dans le chapitre 4. 

 
Jusqu’à présent, nous avons peu abordé la question de la supervision des bioprocédés, 

terrain sur lequel les techniques issues de l’Intelligence Artificielle (plus spécifiquement la 
logique floue et le raisonnement qualitatif) jouent un rôle majeur ces dernières décennies, 
comme des outils d’aide à la décision. La supervision24, représente la surveillance25 
(détermination de l’état) d’un système physique et la prise de décisions appropriées en vue de 
maintenir son opération face à des défaillances26. Les données provenant du système sont 
utilisées par la surveillance pour représenter l’état de fonctionnement puis détecter les 
évolutions de comportements anormaux. Le diagnostic identifie la cause, la localisation et 
l’occurrence de ces évolutions, ensuite l’aide à la décision intervient pour proposer des 
actions correctives. Cette approche d’intégration des outils de surveillance, de diagnostic et 
d’aide à la décision au niveau de la supervision [TRA97] est pertinente dans les procédés 
biologiques en complément de systèmes primaires de mesure et de commande, compte tenu 
de la difficulté de conduite. Pour le cas spécifique des bioprocédés de traitement des eaux 
usées, le niveau de supervision est important dans la mesure où ces procédés sont en général 
aussi plus complexes que les procédés « classiques » (i.e., ceux utilisés dans les industries 
agro-alimentaires ou dans la pharmacie) puisqu’il s’agit généralement d’écosystèmes et non 
pas de cultures pures. D’autre part, ils sont soumis aussi à un nombre beaucoup plus 
significatif de perturbations à la fois externes et internes. 

 

                                                 
23 Nous préférons plus modestement de parler ici de systèmes de commande issus de techniques de 
l’Intelligence Artificielle. 
24 D’après la définition qui a été discuté au sein du SAFEPROCESS Technical Committee de l’International 
Federation of Automatic Control. 
25 La surveillance est une tâche continue et en temps réel, de détermination de l’état d’un système. Elle consiste 
en l’enregistrement de l’information ainsi qu’en la reconnaissance et l’indication de comportements anormaux. 
26 Une défaillance ou panne est une interruption permanente de la capacité du système à remplir une fonction 
requise dans des conditions d’opération spécifiées. 
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Cette approche intégrée de la supervision est un domaine de recherche actif, mais en 
même temps très vaste, nous allons simplement citer ici quelques axes de travaux et certains 
développements qui pourraient être appliquées aux procédés biologiques : la détection des 
défaillances, le diagnostic, la reconfiguration du processus et la maintenance [ISE97] 
[COL00]. Nous suggérons au lecteur intéressé à se reporter à l’ouvrage [DOC01] (en 
particulier au chapitre 8 [STE01] et les références incluses, consacré aux outils d’aide au 
diagnostic et détection de pannes), pour un traitement approfondi sur le sujet dans le cas des 
procédés biologiques de dépollution. 

1.4. Conclusions 

Le traitement des eaux usées est un domaine vaste, qui englobe plusieurs disciplines, 
comme la microbiologie, le génie des procédés et l’Automatique. Ce premier chapitre nous a 
permis de présenter les notions de base des procédés biologiques de dépollution des eaux 
résiduaires ainsi que le positionnement de l’Automatique dans ce contexte, avant d’aborder 
les problèmes de modélisation et de commande floues représentant les principaux objectifs de 
ce travail de thèse. 

 
La pollution des ressources en eau dans les stations d’épuration provient de différentes 

origines, notamment des activités humaines au niveau domestique, agricole et industrielle. 
Nous avons commencé par une description des diverses sources de pollution ainsi que les 
indicateurs de qualité de l’eau. Après avoir présenté un tour d’horizon sur la législation 
correspondante en France, en concordance avec une normativité mondiale à chaque fois plus 
contraignante, nous avons fait une description globale d’une filière de traitement en 
mentionnant les différentes étapes d’une chaîne de dépollution des eaux résiduaires. En effet, 
étant donnée la grande diversité de déchets, les eaux brutes sont soumises à une combinaison 
ou une succession de différents processus de purification, de nature variée : physique, 
chimique, biologique,… Nous avons détaillé, plus particulièrement, le traitement biologique, 
sur lequel porte spécifiquement notre étude, compte tenu de l’efficacité montré pour ce type 
de traitement pour restaurer la qualité de l’eau en dégradant principalement les matières 
organiques. Nous avons décrit les principaux polluants, les micro-organismes épurateurs, 
leurs besoins nutritifs et les processus métaboliques les plus importants pour le 
développement des populations bactériennes. Nous avons aussi décrit différents modes et 
procédés spécifiques de traitement biologique. Par la suite, le lagunage faisant intervenir des 
bactéries aérobies sera la base d’une première étude de modélisation en utilisant l’approche de 
bilans de matières dans le chapitre suivant. Une deuxième étude comportant la modélisation et 
la commande, en utilisant l’approche floue, fera l’objet d’application au chapitre 5. 

 
Le fait de faire intervenir des organismes vivants dans les procédés biologiques de 

traitement des eaux usées rend ce type de procédés très intéressante du point de vue 
scientifique et d’ingénierie, mais en même temps très complexe étant donnée la nature très 
diverse des interactions et des phénomènes multiples mis en jeu. De manière générale, ces 
procédés sont caractérisés par des systèmes multivariables, non-linéaires et non-stationnaires. 
Malgré la difficulté liée à la modélisation de la dynamique des bioprocédés et le manque 
actuel d’une instrumentation de mesure en ligne permettant de connaître le fonctionnement 
interne des ces procédés, nous sommes vraiment convaincus que les besoins croissants en 
systèmes de supervision et de commande demanderont une intervention encore plus poussée 
de l’Automatique dans les années à venir, afin de garantir un rejet faible et stable des effluents 
dans le milieu naturel avec une gestion efficace des installations. Nous considérons également 
que l’approche floue, qui a déjà montrée son applicabilité pour l’automatisation des 
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bioprocédés où la modélisation linguistique de l’expertise des opérateurs qui a joué un rôle 
important dans leur conduite, peut contribuer aussi au niveau de la modélisation et la 
commande, en permettant une intégration de la connaissance experte avec l’incorporation des 
données du procédé et l’utilisation des modèles pour le contrôle. En effet, nous assistons à un 
changement d’orientation d’une conception heuristique de ces systèmes vers une autre plus 
systématique que nous développerons par la suite, dans le cadre de la modélisation - avec une 
démarche d’identification très similaire à celle classique des systèmes en Automatique - à 
partir des données entrée-sortie du comportement du procédé dans le chapitre 3 et pour la 
commande floue basée sur de modèles Takagi-Sugeno, dans le chapitre 4. 

 
Dans le chapitre 2, nous allons donc aborder la modélisation dynamique des bioprocédés, 

afin d’établir un modèle de connaissance initial qui va nous servir de référence pour comparer 
la performance des modèles flous comme modèles de description de comportement non-
linéaire entrée-sortie du système. 
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___________________________________________________________________________ 

Chapitre 2 

2. Modélisation dynamique de         
procédés biologiques 

___________________________________________________________________________ 
 
 
 
Dans ce chapitre, nous faisons une description des procédés biologiques utilisés dans le 

domaine de traitement des eaux résiduaires. Nous commençons d’abord par un aperçu global 
en décrivant le rôle des microorganismes, les types de réacteurs et les modes de 
fonctionnement des bioprocédés. Ensuite, au niveau de la modélisation, nous nous focalisons 
sur l’approche de modélisation macroscopique qui considère les bilans de matière des 
composants principaux pour caractériser la dynamique de tels procédés. Ensuite nous 
présentons quelques modèles représentatifs : des fermentations continues, semi-continues et 
de procédés à boues activées. Finalement, nous décrivons le procédé considéré au niveau de 
l’application, qui est un bioréacteur aérobie multivariable en mode continu pour le traitement 
des eaux usées issues d’une industrie papetière. Le modèle considéré est une version du 
simulateur utilisé lors du projet européen FAMIMO27 pour lequel nous avons proposée l’ajout 
d’un terme de mortalité endogène au niveau de la dynamique bactérienne. 

 

                                                 
27 Waste-water Benchmark, in Fuzzy Algorithms for the Control of Multiple-Input, Multiple Output Processes 
(FAMIMO) project, funded by the European Comission (Esprit LTR 21911). 
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Fidèle à la procédure traditionnelle en Automatique, une première étape vers des actions 
hiérarchiques supérieurs (e.g. commande, supervision, optimisation…) est forcément 
l’établissement d’un modèle. Bien que dans le domaine scientifique on utilise souvent ce 
terme, il convient de donner une définition afin d’établir sa portée, plus spécifiquement dans 
le cas de procédés biochimiques : 

 
Un modèle est un système physique, mathématique ou logique représentant d’une 
façon simplifié et relativement abstraite, les structures essentielles d’une réalité, 
en vue de la décrire, de l’expliquer ou de la prévoir. 

 
Il est possible d’affirmer que la modélisation des procédés biologiques sur lesquels se 

basent les traitements des eaux résiduaires, est un exercice délicat, compte tenu de la 
complexité des différents phénomènes mise en jeu. En effet, il n’existe pas de lois 
caractérisant l’évolution des micro-organismes [BER01]. D’autre part, la qualité du modèle, 
ainsi que sa structure devront avant tout correspondre à l'objectif pour lequel le modèle a été 
construit. En effet, un modèle peut être développé dans des buts très différents, qu'il faudra 
clairement identifier dès le départ. Ainsi, le modèle pourra-t-il être utilisé pour : 

 
- reproduire un comportement observé, 
- expliquer un comportement observé, 
- prédire l'évolution d'un système, 
- aider à comprendre les mécanismes du système étudié, 
- estimer des variables qui ne sont pas mesurées, 
- estimer des paramètres du procédé, 
- agir sur le système pour le gouverner et contrôler ses variables, 
- détecter une anomalie dans le fonctionnement du procédé, 
- etc. 
 
La construction de modèles biochimiques devient une tache complexe qui demande 

normalement des compétences spécialisés. Dans la plupart des cas, le comportement au 
niveau microscopique, les interactions entre l’environnement et les métabolismes cellulaires 
ne sont pas connus en détail. Il est difficile de ternir compte de tous les facteurs qui peuvent 
influencer l’évolution des micro-organismes pour élaborer des modèles pour ces procédés 
[ROU01]. Dans le cadre de nos travaux, nous nous intéressons dans ce chapitre à définir les 
principes de base de la modélisation de procédés biochimiques en utilisant une description au 
niveau macroscopique de l’ensemble des réactions biologiques et chimiques, en mettant en 
évidence le fonctionnement interne des bioprocédés. Après avoir fait une description sur les 
bioréacteurs et leurs modes de fonctionnement, nous considérerons les modèles de bilans de 
matière ainsi que les cinétiques des réactions. Finalement, nous décrirons le procédé considéré 
au niveau de l’application, qui est un bioréacteur aérobie en mode continu pour le traitement 
des eaux usées issues d’une industrie papetière. Comme nous l’avons indiqué précédemment, 
ce modèle de connaissance nous servira de référence pour comparer la performance du 
modèle flou représentant le comportement non-linéaire entrée-sortie du système. La 
modélisation floue du bioprocédé sera une partie du chapitre 5. 

 
Nous invitons le lecteur à se référer à [PAV94] pour une réflexion plus approfondie sur la 

modélisation en biologie et en écologie et aux ouvrages [EDE97] et [ORO03] pour une 
description de l’énergétique, du métabolisme et de la dynamique des populations 
microbiennes. Une grande partie de ce chapitre est basée sur les documents [STE98] [QUE00] 
[BER01] et [BEN96]. 



42                                                                   Modélisation dynamique de procédés biologiques 

2.1. Description des procédés biologiques 

Dans cette section nous donnons d’abord un aperçu global sur les procédés biologiques, 
en décrivant les éléments de base, les types de réacteurs et les modes de fonctionnement. 

2.1.1. Les micro-organismes et leur utilisation 

La fermentation28 microbienne est un procédé qui consiste à faire croître une population 
de micro-organismes (bactéries, levures, moisissures...) aux dépens de certains éléments 
nutritifs (nutriments) sous des conditions environnementales (température, pH, agitation, 
aération...) favorables. Elle correspond à la transformation de substances (substrats carbonés 
généralement) en produits résultant de l'activité métabolique des cellules [BER01]. De façon 
schématique, tout processus dans lequel interviennent des micro-organismes peut être décrit 
par la réaction générale suivante : 

PXS +→  

Les composés principaux de la réaction sont ainsi : 

- les substrats, notés S, qui sont les éléments nutritifs nécessaires pour la croissance des 
micro-organismes, ou bien qui sont des précurseurs d'un composé à produire. Ces 
substrats contiennent le plus souvent une source de carbone (glucose, éthanol,..) et 
parfois d'azote (NO3, NH4,…), de phosphore (PO4,...), etc. ; 

- la population microbienne encore appelée biomasse29, notée X ; 

- les produits, notés P, à finalité agro-alimentaire (huiles, fromages, bières, vins,...), 
chimique (solvants, enzymes, acides aminés,...), pharmaceutique (antibiotiques, 
hormones, vitamines,...) ou pour la production d'énergie (éthanol, biogaz,...), etc. 

 
A ces composés principaux s'ajoutent les sels minéraux et les vitamines, qui, bien 

qu'apparaissant rarement dans les modèles, n'en sont pas moins indispensables à la croissance. 
En effet, la population microbienne, une fois ensemencée dans un milieu de culture, ne peut 
s’y développer correctement que si elle y trouve des aliments et des conditions 
d’environnement favorables. De plus, la vitesse de croissance des micro-organismes est 
proportionnelle à la vitesse du processus interne le plus lent. Il s’agit donc d’analyser et de 
résoudre les diverses étapes limitantes pouvant survenir [STE98] : 

- au niveau physiologique : synthèses des enzymes, transferts des substrats de l’extérieur 
vers l’intérieur des cellules, des produits de l’intérieur vers l’extérieur des cellules, 
inhibitions par excès de substrats, par accumulations intracellulaires de métabolites, par 
les produits excrétés dans le milieu de culture,… 

- au niveau de l’environnement des micro-organismes : pH, température, apports 
d’oxygène et de substrats compatibles avec les exigences de la croissance, présence de 
gaz carbonique,… 

 
Chaque type de micro-organisme possède des caractéristiques liées à son patrimoine 

génétique et à ses systèmes de régulation interne. Ainsi, la fermentation peut avoir différentes 
utilisations : 

                                                 
28 Transformation de la matière organique sous l’action des micro-organismes. 
29 Masse totale des organismes vivant présente dans un espace ou un volume déterminés. 
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- croissance microbienne : l'objectif premier est la croissance du micro-organisme. C'est 
le cas des fermentations visant à produire la levure de boulanger. 

- production métabolique : l'objectif est de favoriser la synthèse d'un métabolite par la 
cellule (éthanol, pénicilline,...). 

- consommation de substrat : dans ce cas, c'est la dégradation du substrat qui est 
privilégiée. On trouvera essentiellement dans cette catégorie les procédés de dépollution 
(traitement biologique des eaux usées, dégradation de polluants spécifiques,...). 

- étude phénoménologique : ici, la fermentation a pour but l'étude du micro-organisme. 
Cela peut être par exemple, pour mieux comprendre comment le micro-organisme se 
développe dans le milieu naturel. 

 
La majorité des procédés biotechnologiques développés à l'échelle industrielle utilisent 

des cultures microbiennes composées d'une seule espèce de micro-organisme pour la synthèse 
éventuelle d'un produit bien déterminé (culture pure). Dans certains cas cependant, plusieurs 
espèces peuvent être amenées à croître en parallèle (culture mixte), mais cela ne peut être 
possible que si elles ne sont pas trop compétitives. Les procédés biologiques de traitement des 
eaux usées se caractérisent par la présence de cultures mixtes. 

2.1.2. Les types de bioréacteurs 

Du point de vue de la modélisation mathématique, les réacteurs biologiques peuvent se 
décomposer en deux grandes classes [BAI86] : 

 
- les réacteurs infiniment mélangés (en anglais stirred tank reactors, notés STR), pour 

lesquels le milieu réactionnel est homogène et la réaction est décrite par des équations 
différentielles ordinaires ; 

- les réacteurs à gradient spatial de concentration, tels que lits fixes, lits fluidisés, air 
lifts, etc., pour lesquels la réaction est décrite par des équations aux dérivées partielles. 

 
Nous nous intéressons, dans ce chapitre, uniquement à la première classe, les réacteurs 

infiniment mélangés et le lecteur intéressé par la seconde classe pourra se référer à [DOC94]. 

2.1.3. Les trois modes de fonctionnement 

Dans la pratique, les modes opératoires se caractérisent par les échanges liquides, c'est-à-
dire par la façon dont les réacteurs biologiques sont alimentés en substrat [BER01]. Nous 
distinguons trois modes principaux (Cf. Figure 2.1). 

 
Figure 2.1. Les différents modes de fonctionnement des réacteurs biologiques 
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Le mode discontinu (ou batch) 

Dans ce mode de fonctionnement la totalité des éléments nutritifs nécessaires à la 
croissance biologique est introduite lors du démarrage de la réaction. Aucun apport ni 
prélèvement (excepté bien sûr pour quelques mesures hors lignes éventuellement) n'est par la 
suite réalisé et la réaction se déroule à volume constant. Les seules actions possibles de 
l'opérateur ne concernent que les variables d'environnement (pH, température, vitesse 
d'agitation, aération,...). Peu de moyens sont ainsi nécessaires à sa mise en œuvre, ce qui en 
fait son attrait du point de vue industriel (e.g. secteurs chimique et pharmaceutique). Le 
second avantage est de garantir l'axénicité des cultures, car les risques de contamination de la 
culture sont minimes. Le revers de la médaille est le peu de moyens qui permettent d'agir sur 
le fermenteur pour optimiser l'utilisation des micro-organismes. Il souffre cependant de deux 
inconvénients majeurs: 

- sa durée requise, car à chaque nouveau remplissage du réacteur, avant que la réaction ne 
démarre, on observe une période de latence liée au temps d’adaptation des micro-
organismes, ce qui entraîne la génération de temps morts lors de l’opération ; 

- son inadéquation lorsque la réaction générale est sensible à une inhibition par le substrat 
(les quantités introduites sont en effet importantes car devant couvrir l’ensemble des 
besoins des micro-organismes sur la totalité du fonctionnement) ou par un produit (toute 
production est en effet conservée dans le réacteur jusqu’à l’achèvement attendu de la 
réaction), ce qui se traduit par des durées de traitement allongées et des limitations de la 
charge initiale admissible. 

 
Pour le cas des procédés biologiques de dépollution des eaux usées, ce mode de 

fonctionnement exigerai la présence en amont d’un dispositif de stockage des affluents. Par 
ailleurs, de par les contraintes imposées par le traitement des effluents (celui-ci doit être 
continu), ce mode de fonctionnement n’est que très rarement utilisé en dépollution. 

 
Le mode semi-continu (ou fedbatch) 

Tout en nécessitant un dispositif de stockage des affluents, ce mode de fonctionnement se 
distingue du précédent par un apport des différents éléments nutritifs au fur et à mesure des 
besoins constatés des micro-organismes. La variation du volume du milieu réactionnel est 
donc une fonction directe de l’état d’avancement de la réaction. Ce mode permet 
essentiellement de lever les problèmes d'inhibition associés au mode précédent, et de 
fonctionner à des taux spécifiques de croissance proches de leur valeur maximale. A partir 
d'un volume initial préalablement ensemencé, le réacteur est alimenté par un débit augmentant 
typiquement de façon exponentielle, nécessitant un contrôle en boucle fermée. C'est d'ailleurs 
ce dernier point qui a fortement limité l'utilisation du fedbatch en milieu industriel. 

 
Ce mode de fonctionnement est essentiellement utilisé pour des productions issues de 

procédés déjà anciens : production de levure, de vinaigre, de bière,… Il est par ailleurs, tout 
comme le précédent, également préconisé lorsque la récupération des produits est réalisée en 
discontinu (accumulation intracellulaire par exemple) ou que l'on ne peut se permettre de 
relarguer des matières toxiques résiduelles (cas du fonctionnement en continu). 

 
Le mode continu 
Caractérisé par un volume réactionnel constant, il est soumis à un soutirage de milieu 

réactionnel égal au flux d'alimentation en matière nutritive. Les procédés continus 
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fonctionnent en régime permanent, en maintenant, pour des conditions d'alimentation fixées, 
le système dans un état stationnaire, tout en évitant tout phénomène inhibiteur grâce à l'effet 
de dilution dû à l'alimentation. En agro-alimentaire, pharmacie ou autres industries 
productrices, ils autorisent de plus des productions importantes dans des réacteurs de taille 
réduite. Dans le domaine de la dépollution biologique des eaux résiduaires, il s’agit là du 
mode de fonctionnement préférentiel. 

 
Avant de présenter le principe de la modélisation par bilans-matières, il convient de dire 

qu’en pratique il est possible de trouver des réacteurs avec une opération qui est en fait une 
combinaison au cours du temps des différents modes de fonctionnement précédents30. L'idée 
est de récupérer la biomasse par sédimentation ou le produit du surnageant entre deux 
séquences de production (ou de traitement). 

2.2. Les modèles de bilans-matière 

Contrairement à la physique où il existe des lois connues depuis des siècles (loi d'Ohm, 
loi des gaz parfaits, relation fondamentale de la dynamique, principes de la 
thermodynamique,...), la plupart des modèles en biologie reposent sur des lois empiriques. La 
construction de modèles biochimiques devient une tache délicate, car il n’existe pas de lois 
caractérisant l’évolution des micro-organismes. Dans le cadre des bioprocédés, la manière la 
plus courante de déterminer les modèles qui permettent de caractériser la dynamique du 
procédé est de considérer des équations différentielles de bilans de matière des composants 
principaux du procédé [DOC01]. Ce type d’approche est basé sur des lois physiques et/ou 
principes fondamentaux (approche mécanistique ou phénoménologique) qui mettent en 
évidence le fonctionnement interne du système, au moins du point de vue macroscopique. 
Nous allons explorer cette approche par la suite. 

2.2.1. Les approches microscopique et macroscopique de modélisation 

Comme nous l’avons souligné, les phénomènes mis en jeu dans les procédés biologiques 
possèdent une dimension particulière par rapport aux exemples habituels d’applications : ils 
relèvent du vivant. Il est ainsi logique de mettre le micro-organisme au centre de toute 
analyse. C’est la démarche du biologiste ou du biochimiste qui cherche à expliquer les 
modifications du milieu réactionnel à partir des lois de croissance et de fonctionnement de la 
population microbienne. Deux approches essentielles permettent d’appréhender les 
phénomènes intervenants lors d’une réaction biologique [STE98] : 

• approche microscopique pour laquelle chaque cellule est considérée comme un réacteur 
élémentaire. Cette méthodologie se heurte cependant au manque de capteurs. Il n’est en 
effet que peu envisageable de pouvoir un jour mesurer en ligne les concentrations des 
composants intracellulaires ou encore la composition d’une paroi cellulaire, 

• approche macroscopique au cours de laquelle le bilan global de la réaction est modélisé. 
Cette approche possède le mérite d’affronter des phénomènes plus facilement 
accessibles même si, à l’heure actuelle, toute l’information n’est pas physiquement 
disponible. Néanmoins, il est dans ce cas possible d’appliquer certaines techniques de 
filtrage pour reconstituer l’état global de la fermentation à partir des mesures indirectes 
(Cf. par exemple l’application du filtre de Kalman et ses dérivés). 

 
                                                 
30 C’est le cas des réacteurs batch séquentiels (Sequencing Batch Reactors, SBR). 
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Les modèles de bilans de matière appartiennent à la deuxième approche. Ces types de 
modèles permettent de décrire le comportement dynamique des différents composants de la 
réaction biologique en exprimant par des équations différentielles la variation de la quantité 
d’un composé comme égale à la somme de ce qui est produit ou apporté, diminué de ce qui 
est consommé ou soutiré. Un des aspects importants des modèles de bilan matières est qu'ils 
sont constitués de deux types de termes représentant respectivement la conversion est le 
transport. La conversion englobe la cinétique à laquelle se déroulent les diverses réactions 
biochimiques du procédé et les rendements de conversion des divers substrats en biomasse et 
produits. Pour sa part, la dynamique de transport regroupe le transit de la matière au sein du 
procédé sous forme solide, liquide ou gazeuse, et les phénomènes de transfert entre phases. 
Dans ce chapitre nous nous intéressons au développement des expressions qui nous 
permettront de modéliser les phénomènes globaux de bioconversion. 

 
Bien que la recherche des expressions mathématiques décrivant le fonctionnement du 

processus demeure encore aujourd’hui une phase capitale et une source d’étude remarquable, 
une distinction importante doit toutefois être faite entre les modèles de connaissance et les 
modèles d’action [STE98]. En effet, la structure et la complexité d’un modèle ne peuvent être 
définies indépendamment de l’objectif désiré. Il faut préciser le but d’utilisation auquel on le 
destine. Alors que les modèles de connaissance se proposent de décrire des phénomènes 
extrêmement complexes en incluant un certain nombre d’étages de conversions enzymatiques 
- et par là même un grand nombre de paramètres - les modèles d’action sont essentiellement 
élaborés en vue de la commande. Ces derniers, souvent obtenus par simplification des 
modèles de connaissance, font intervenir deux aspects de modélisation : 

• détermination des cinétiques de conversion au travers des vitesses de réaction des 
variables macroscopiques, 

• détermination des équations d'état du système par l'intermédiaire des bilans de 
matière relatifs aux principaux composés intervenants dans la réaction. 

2.2.2. Le taux spécifique de croissance 

Dans tout procédé biologique, la vitesse de croissance de la masse cellulaire - Xv  - est 
proportionnelle à la variation de la concentration en microorganismes - X - à tout instant. 
Nous obtenons : 

dt
XVd

V
vX

)(1
=  (2.1) 

Le taux spécifique de croissance, notée µ, est définie comme étant la vitesse de croissance 
ramenée à l'unité de masse de la biomasse : 

dt
XVd

XV
)(1

=µ  (2.2) 

Ce paramètre est un des plus importants pour la description de l'évolution de la population 
microbienne. Malheureusement, d'un point de vue général, le taux de croissance dépend 
fortement de plusieurs facteurs tels que les conditions opératoires (température, pH...) et le 
milieu réactionnel (concentrations en composés carbonés, azotés, phosphores, en produits 
formés, en sels minéraux, en oxygène...). La modélisation de ces différentes influences au 
sein d'une expression mathématique unique est très complexe, voire impossible. La 
méthodologie usuellement employée consiste donc à fixer les variables d'environnement à des 
valeurs déterminées expérimentalement comme étant optimales. Ne demeurent alors que les 
influences des substrats, produits et éventuellement de la biomasse. 
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Historiquement l'expression la plus couramment utilisée est le modèle empirique de 
Monod [MON42], qui lui a permis de décrire la croissance bactérienne de la loi introduite au 
début du XXe siècle par Michaëlis-Menten pour une cinétique enzymatique : 

)(
)()( max tSK

tSt
S +

= µµ  (2.3) 

avec   S(t) : concentration en substrat (gS/L)31, 
µmax : taux spécifique de croissance maximal (h-1), 
KS :  constante de demi-saturation (gS/L), correspond à l’affinité des micro- 

organismes pour le substrat limitant. 
 
Cette expression décrit que le taux spécifique de croissance µ, en présence d’une quantité 

donnée de substrat S, commence par augmenter rapidement lorsqu’on augmente S, puis 
devient finalement indépendante de S par un effet de saturation. Egalement l’expression 
permet de décrire le phénomène de limitation de la croissance par manque de substrat et l'arrêt 
complet lorsque le substrat n'est plus disponible. Le comportement de µ en fonction de la 
concentration de substrat en suivant la loi de Monod est représenté dans la Figure 2.2 pour 
plusieurs valeurs du paramètre KS ∈  [0,1 ; 5] [STE98]. 

 
Figure 2.2. Loi de Monod pour µmax = 0,5 h-1 et plusieurs valeurs du paramètre KS 

Toutefois, le modèle décrit par l’expression précédente possède l'inconvénient de ne 
traduire que la limitation en substrat. Pour prendre en compte les effets inhibiteurs des hautes 
concentrations, ces phénomènes sont généralement modélisés par l’expression de Haldane, 
introduite dans le cas des réactions enzymatiques et reprise par Andrews [AND68] dans le cas 
de réactions biologiques, en particulier dans la digestion anaérobie : 

IS KSSK
S

/2max
++

= µµ  (2.4) 

où KI est ici la constante d'inhibition (gS/L). 
 
Le comportement du taux spécifique de croissance µ en fonction de la concentration de 

substrat en suivant la loi d’Andrews est représenté dans la Figure 2.3 pour KS constant et 
plusieurs valeurs du paramètre KI ∈  [0,1 ; 100] [STE98]. 

                                                 
31 Afin d’éviter toute confusion au niveau de la notation, nous utiliserons toute au long de ce document « L » 
pour dénoter « litre » comme l’unité de mesure de volume. 
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Figure 2.3. Loi d’Andrews pour µmax = 0,5 h-1, KS = 0,5 gS/L et plusieurs valeurs du paramètre KI. 

 
Il convient de noter que de nombreuses autres relations algébriques ont été établies pour 

décrire ces phénomènes de limitation et/ou d'inhibition, mais que leur utilisation reste 
marginale. De la même manière, certains modèles prennent en compte l'influence de la 
concentration en micro-organismes [CON59], en cométabolite, de la température, du pH,…  
A ce propos, une liste de plus de 50 expressions analytiques peut être trouvée dans [DOC86]. 

 
Le cas de l’oxygène est un peu particulier. En effet, dans le cas de procédés fonctionnant 

en aérobie, l’oxygène correspond à un cosubstrat de la réaction et peut ainsi être traité comme 
tel, c'est-à-dire intervenir sous la forme d'un terme de type Monod dans l'expression du taux 
de croissance, conduisant ainsi à l'expression suivante: 
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avec   O2  : concentration en oxygène dissous (gO2/L), 
      

2OK  : constante de demi-saturation pour l’oxygène (gO2/L). 
 
Cependant, cette expression est souvent omise sous l’hypothèse que le réacteur est 

suffisamment aéré et que 
2OK  est très petit par rapport à la concentration en oxygène dissous 

présente dans le réacteur en fonctionnement normal. 
 
Dans certains cas, la présence du cosubstrat peut aussi se manifester de manière 

compétitive. Considérons à cet effet une bactérie telle que pseudomonas putida qui peut, sous 
certaines conditions, utiliser simultanément le phénol (S1) et le glucose (S2) comme sources 
d'énergie. Le taux spécifique de croissance peut alors s'exprimer comme la somme de deux 
taux spécifiques de croissance sur chacun des substrats : 

)()( 212211 SSSS +++= µµµ  (2.6) 

Le phénomène d’activation/inhibition compétitive dans le mélange bisubstrat peut être 
décrit par une expression de la forme [WAN96] : 
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En l’absence du substrat Sj, )0,( ii Sµ  se ramène à l'expression d'Andrews précédemment 
décrite. Par un choix judicieux de ,2,1,, ,4,3 =iKK ii  on peut alors aisément décrire les 
phénomènes d'inhibition compétitive ou non, croisée ou partielle. 

2.2.3. Equations d’état 

Quel que soit le mode de fonctionnement (batch, fed batch, continu), le comportement 
dynamique des différents composants de la réaction biologique (biomasse, substrat, produits) 
découle directement de l'expression des bilans de matières. L'équation générale d’évolution de 
chacun de ces éléments sur un intervalle de temps déterminé est régie par : 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
consommée

Quantité
produite
Quantité

soutirée
Quantité

apportée
Quantité

réacteurledans
quantitéladeVariation

 

 
Dans le cas général d'un réacteur infiniment mélangé32 à alimentation et soutirage 

permanent et à volume variable, les équations de fonctionnement décrivant la croissance d'une 
population de micro-organismes sur un simple substrat est alors représentée par les équations 
différentielles ordinaires suivantes33 [STE98] : 

 

Variation Quantité 
apportée 

 Quantité 
soutirée 

 Quantité 
produite 

 Quantité 
consommée 

dt
VXd )(    = 0 - Qout X + Xv V - 0 

dt
VSd )(    = Qin Sin - Qout S + 0 - Sv V 

dt
dV      = Qin - Qout + 0 - 0 

 
avec   Sin  : concentration de substrat dans la solution d'alimentation (gS/L), 

Qin  : débit d'alimentation en substrat (L/h), 
Qout : débit de soutirage (L/h), 
V   : volume réactionnel (L), 
X   : concentration en micro-organismes (gX/L), 

Xv   : vitesse de croissance de la biomasse (gX/Lh), 

Sv   : vitesse de consommation du substrat (gS/Lh). 
 
Le couplage entre croissance de la biomasse et consommation du substrat est 

généralement décrit par la relation algébrique suivante : 

SX
S Y

v
/

µ
=  (2.8) 

avec SXY /  le rendement de conversion substrat/biomasse (gX/gS). 
 

                                                 
32 Stirred Tank Reactor, noté STR, signifique que le milieu réactionnel est homogène. 
33 En raison de notre domaine d’application, nous sommes intéressés par les évolutions de la biomasse et du 
substrat. Toutefois, un raisonnement analogue permettrait d’obtenir l’équation d’évolution du produit formé. 
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En se ramenant aux concentrations des composés, nous obtenons: 

X
V

Q
X

dt
dX out−= µ  (2.9) 

( )SS
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Q
X

Ydt
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in
in
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/

µ  (2.10)
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outin QQ
dt
dV

−=  (2.11)

Il est possible de retrouver les équations de fonctionnement des trois principaux modes 
opératoires des bioprocédés : 

• pour un procédé batch :  0== outin QQ ,  la totalité des éléments nutritifs est 
introduite dès le lancement de la fermentation et seules les conditions 
d'environnement du milieu fermentaire subissent une action de l'opérateur (pH, 
température, vitesse d’agitation, débit d’aération,…) ; 

• pour un procédé semi-continu ou fed batch :  0≠inQ   et  0=outQ ,  les éléments 
nutritifs sont ici apportés au fur et à mesure des besoins des micro-organismes par 
action sur le débit d'alimentation ; 

• pour un procédé continu :  0≠= outin QQ ,  dans ce cas, le procédé se déroule à 
volume constant, les apports continus d'éléments nutritifs étant balancés par un 
soutirage en tout point identique. 

2.3. Influence du transfert de matière 

Comme certains procédés de dépollution fonctionnent en aérobie, nous devons également 
établir l'expression de la variation de la concentration en oxygène dissous. Dans les réacteurs 
conventionnels, cette concentration est assurée par l’utilisation des agitateurs. L’agitation 
possède 4 fonctions principales : 

1.  assurer l'homogénéité du milieu de culture à travers un macro-mélange, 
2.  promouvoir le transfert de masse interfacial à travers un micro-mélange, 
3.  promouvoir le transfert de chaleur, 
4.  assurer une aire interfaciale importante pour un bon transfert de matière 

entre gaz et liquide [DEM86]. 
 
Malgré la présence des agitateurs au niveau industriel, les réacteurs de grande échelle ne 

sont généralement pas parfaitement mélangés. Les rendements de conversion et la croissance 
des micro-organismes peuvent donc diminuer par rapport à des réacteurs de plus petites 
dimensions. Des règles - parfois empiriques - sont toutefois disponibles pour effectuer ces 
changements d'échelle et les simulations dynamiques peuvent être bénéfiques pour aider au 
dimensionnement des installations. Malheureusement, les débits liquides et gazeux internes au 
réacteur étant extrêmement complexes, un modèle mathématique rigoureux du transport de 
l'oxygène est très difficile à développer [STE98]. 

 
En ce qui concerne la modélisation de la dynamique de l'oxygène, elle est obtenue de 

façon identique au cas précédent, à partir de l'équation générale de bilan de masse de 
l'oxygène dissous : 
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22
*
2

2 )()(
2

OQOOaVKXVq
dt
VOd

outlO −−+−=  (2.12)

avec   *
2O   : concentration de saturation34 en oxygène dissous (gO2/L), 

2Oq  : vitesse spécifique de consommation d’oxygène (gO2/gX/h), 
aKl : coefficient global de transfert de matière (h-1). 

Pour sa part, la vitesse spécifique de consommation d'oxygène est donnée par 
l’expression : 

22
/

O
OX

O m
Y

q +=
µ  (2.13)

avec   OXY /  : rendement de conversion (gX/gO2), 

2Om   : coefficient de maintenance (gO2/gX/h). 

Le coefficient de transfert de matière Kla dépend fortement des conditions de 
fonctionnement et en particulier de l'agitation, de la pression, du débit d'aération, du milieu de 
culture.... Par exemple, dans le cas d’une agitation assurée par des turbines, une masse de 
travail considérable a été fournie par le passé pour modéliser le transfert de matière de 
l’oxygène de la phase gazeuse à la phase liquide. L’expression du Kla est alors donnée par 
une fonction de la puissance dissipée par unité de volume en présence de gaz et de la vitesse 
ascensionnelle du gaz, dans laquelle interviennent plusieurs constantes liées à la géométrie du 
réacteur et à celle de l'agitateur. En résumé, la détermination du paramètre Kla doit être faite 
en fonction des conditions opératoires. C'est d'ailleurs ce problème qui fait que la mesure de 
l'oxygène a rarement été utilisée à des buts de contrôle, bien qu'elle soit très facile à obtenir. 

2.4. Quelques modèles représentatifs 

Sans vouloir faire une liste exhaustive, nous présentons à titre illustratif, quelques 
modèles représentatifs des procédés biologiques de dépollution basés sur l’approche de 
modélisation de bilan de matières [QUE00]. 

2.4.1. Fermentations continues 

Reprenons le modèle (2.9) - (2.11) décrivant la croissance d'une population de micro-
organismes X sur un substrat limitant S. On obtient directement, dans le cas de la fermentation 
continue, i.e., à volume V constant, et en rajoutant l'équation relative à un métabolite P, le 
modèle classique suivant : 

DXX
dt
dX

−= µ  (2.14)
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µ  (2.15)
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34 Concentration qui dépend du milieu de culture (sels minéraux) et de la température essentiellement. 
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dans lequel D=Qin/V=Qout/V représente le taux de dilution (h-1), YX/P le rendement de 
conversion (g de biomasse/g de produit) et µ  est décrit par (2.3). L'équation correspondant à 
la production du métabolite est généralement omise lorsque cette variable n'a pas d'influence 
sur la croissance (µ  ne dépend pas de P) et qu'elle n'est pas mesurée (donc non utilisée au 
niveau d'observateurs et/ou de contrôleurs). 

 
D’autres phénomènes cellulaires tels que la respiration endogène et le besoin de 

maintenance peuvent être pris en compte au niveau de la modélisation [EDE97] : 

• La respiration endogène, correspond à l’utilisation différée des réserves par 
combustion de substrats endogènes, par opposition aux autres substrats qui sont 
exogènes. Le phénomène commence par la combustion d’abord des réserves, puis de 
certains constituants cellulaires. Bien qu’il s’agisse d’une respiration endogène, il y 
a deux conceptions à son propos, selon qu’on considère l’ensemble de la 
consommation d’oxygène associée à la consommation des réserves et à la lyse35 
cellulaire, ou seulement cette dernière. 

• On appelle énergie de maintien celle qui est nécessaire pour la resynthèse de certains 
composants cellulaires. Les besoins de maintenance des cellules correspondent à une 
consommation de substrat externe non accompagné de croissance cellulaire, et 
fournissant à la cellule le minimum d’énergie dont elle a besoin pour remplacer ses 
déchets et conserver son intégrité. 

 
Ces deux phénomènes sont représentés sous la forme de termes supplémentaires dans les 

équations précédents : b représente le taux de mortalité bactérienne (h-1) associé à la 
respiration endogène et m le coefficient de maintenance (que l'on retrouve systématiquement 
sur l'équation d'évolution de l'oxygène (2.13)) de la manière suivante: 

bXDXX
dt
dX

−−= µ  (2.17)
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/
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On peut étendre directement le type de modèle (2.17) - (2.19) à des réactions plus 
complexes comportant plusieurs populations de micro-organismes couplées ou non, et/ou 
plusieurs réactions enchaînées. Ainsi par exemple, nous présenterons en détail le modèle d’un 
traitement biologique des effluents de papeterie par lagunage aéré comportant une croissance 
sur mélange bi-substrat avec activation/inhibition compétitive dans la section 2.5. 

 
Nitrification 

Dans une station de traitement biologique de l'azote des effluents urbains, le cycle de 
transformation de l'azote est le même que dans la nature (Cf. Figure 2.4). La première partie 
du traitement de la pollution azotée est donc la nitrification, qui consiste à transformer par 
voie biologique l'azote ammoniacal ( +

4NH ) en en nitrate ( −
3NO ), en présence d'oxygène 

[PRO90] [QUE98]. Cette réaction comprend deux étapes. La première, la nitritation met en 

                                                 
35 Dissolution ou destruction des cellules par rupture de leur membrane libérant le contenu intérieur. 
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jeu des bactéries autotrophes de type Nitrosomonas (XNS), qui transforment l'azote 
ammoniacal en nitrite ( −

2NO ). La deuxième étape concerne, quant à elle, la conversion du 
nitrite en nitrate par les bactéries autotrophes Nitrobacter (XNB). 

 
Figure 2.4. Cycle d’élimination des pollutions azotées. 

 
En réacteur complètement mélangé et alimenté continûment en azote ammoniacal +

in4NH , 
la nitrification peut être modélisée par les équations différentielles issues des bilans de 
matières relatifs aux cinq variables principales de la réaction, à savoir, les deux populations 
bactériennes, l'azote ammoniacal, le nitrite et le nitrate : 
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YNS et YNB représentent les rendements des deux étapes du procédé. Les taux de croissance 

NSµ  et NBµ  sont décrits par des termes de Monod relatifs aux substrats limitants des deux 
populations, +

4NH  et −
2NO  respectivement : 

+

+

+
=

+ 4

4
max

4
NHK

NH

NH
NS NS

µµ  (2.25)

−

−

+
=

− 2

2
max

2
NOK

NO

NO
NB NB

µµ  (2.26)

Cette représentation largement acceptée dans la littérature sous-entend que les deux 
étapes de la nitrification sont indépendantes (pas de compétition entre les micro-organismes), 
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le co-métabolite de la première devenant le substrat de la seconde. Il convient aussi de noter 
que le modèle (2.20) - (2.24) n'explicite pas la présence de l'oxygène, bien que celle-ci soit 
indispensable à la croissance des deux populations autotrophes, partant du principe qu'il est 
apporté en quantité suffisante pour ne pas limiter le phénomène d'oxydation biologique. 

 
Digestion anaérobie 

La digestion anaérobie est le procédé de consommation de déchets solides composés de 
matière organique par voie biologique. La matière organique complexe (macromolécules) est 
transformée en biogaz (méthane et gaz carbonique) par une séquence de réactions suivant 
quatre étapes principales : l'hydrolyse, l'acidogénèse, l'acétogénèse et la méthanogénèse 
[DEN88]. Ces étapes sont schématisées sur la Figure 2.5. L'hydrolyse consiste en la 
transformation de matière organique particulaire lentement biodégradable Xs en matière 
organique solubilisée facilement biodégradable Ss. Ces molécules peuvent servir de source de 
carbone aux biomasses hétérotrophes intervenant en particulier lors de la dénitrification. Dans 
le cas contraire, elles sont transformées en différents acides organiques, ou acides gras volatils 
(AGV) par les deux étapes d'acidogénèse et d'acétogénèse. Sachant que l'on ne mesure 
généralement que l'ensemble de ces acides, et que c'est l'acétate qui est dominant, certains 
modèles court-circuitent l'acétogénèse pour ramener la réaction en un processus en trois 
étapes [CHA97] [MOL86]. Enfin, la dernière étape, réalisée par les bactéries méthanogènes 
anaérobies strictes transforment les AGV en méthane et en gaz carbonique. Le méthane peut 
alors être récupéré et valorisé comme source d'énergie. 

 
Figure 2.5. Principales étapes de la digestion anaérobie 

 
En considérant donc la digestion anaérobie comme un processus en trois étapes, 

comportant trois populations de micro-organismes, les bactéries hydrolytiques Xh, les 
bactéries acidogènes Xa et les bactéries méthanogènes Xm, et leurs substrats respectifs, le 
déchet organique solide Xs, la matière organique solubilisée Ss et les acides gras volatils A, le 
modèle suivant est obtenu pour décrire la croissance microbienne en réacteur alimenté en 
continu par les déchets solides 

insX  [GER00] : 
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XI et SI représentent respectivement les concentrations en matière inerte particulaire et 

solubilisée. Les taux de croissance sont modélisés par la loi de Monod relative aux substrats 
respectifs de chacune des populations. L'équation de production de méthane peut 
éventuellement être rajoutée si celui-ci est mesuré et présente donc un intérêt au niveau des 
étapes d'observation et/ou de commande. 

 
Des modèles plus complexes peuvent être proposés [GIR86] [DEN88] [KIE97], qui 

prennent en compte davantage de variables, mais cela pose beaucoup plus de problèmes pour 
déterminer les valeurs numériques des nombreux paramètres associés. 

2.4.2. Fermentations semi-continues 

L'extension du modèle (2.9) - (2.11) au cas des fermentations semi-continues est obtenue 
directement en considérant Qout = 0. Cette stratégie est particulièrement adaptée au cas de 
polluants toxiques qui ne doivent pas se retrouver dans les effluents, et qui ne permettent pas 
d'obtenir des productivités élevées en cultures discontinues [QUE00]. 

 
A titre illustratif, considérons le cas de la biodégradation du phénol. C'est un polluant 

toxique contenu dans les eaux usées de nombreuses industries chimiques, pétrochimiques et 
agrochimiques. Sa dégradation par des bactéries l'acceptant comme seule source de carbone et 
d'énergie est fortement inhibée, même à de très faibles concentrations. L'étude de la 
croissance de Ralstonia eutropha [LEO99] a permis d'établir un modèle bilans-matières dans 
lequel le taux de croissance est modélisé par l'expression de Haldane (2.4) et est couplé à la 
vitesse spécifique de dégradation du phénol. La croissance aérobie peut ainsi être décrite par 
les équations suivantes : 
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P est un co-métabolite de la croissance, l'acide 2-hydroxymuconique semialdéhyde (noté 
2-hms). L'accumulation de 2-hms se traduit par une coloration jaune de plus en plus intense, 
corrélée avec le taux de croissance : 

µαα 10 +=pv  (2.40)

où α1 représente un terme de rendement, alors que α0, qui n'a pas de réelle signification 
physique, a été introduit pour assurer l'ajustement des données [LEO99]. 

 
Concernant la dynamique de l'oxygène, comme nous l'avons dit dans un paragraphe 

précédent, elle n'a d'intérêt que dans la mesure où l'on veut se servir de l'oxygène comme 
source d'information de la réaction. La vitesse spécifique est donnée par l'expression (2.13) et 
le coefficient de transfert de matière Kla doit être déterminé en fonction des conditions 
opératoires [QUE00a]. 

2.4.3. Procédés à boues activées 

Les procédés à boues activées sont très largement utilisés pour le traitement biologique 
des eaux usées. Traditionnellement, ils sont composés d'un réacteur biologique et d'un 
décanteur/clarificateur schématisés sur la Figure 2.6. L’eau polluée provenant d’une source 
externe circule dans le bassin d’aération36 dans lequel la biomasse bactérienne dégrade la 
matière organique. Les micro-organismes s’agglomèrent en flocs et produisent les boues. La 
sortie du bassin d’aération comportant la liqueur mixte est ensuite envoyée dans le décanteur 
où la séparation de l’eau épurée et des flocs bactériens est faite par gravité.  

 
Dans l’aérateur se produit le processus d’épuration de l’eau proprement dit. En pratique 

l’aération est réalisée en utilisant des agitateurs superficiels ou diffuseurs, chargés d’apporter 
l’oxygène nécessaire pour la réaction. Le bassin d’aération est alors considéré 
hypothétiquement comme infiniment mélangé. La composition est supposée uniforme dans 
tout le bassin (le gradient de concentration est nul), autant en concentration de biomasse que 
de substrat rémanent et d’oxygène dissous. Une fraction des boues décantées est recyclée vers 
l’aérateur pour maintenir sa capacité d’épuration, l’autre est éliminée. La recirculation permet 
de réinjecter une partie de la biomasse qui est plus concentré et en même temps, de découpler 

                                                 
36 Le bassin d’aération est en fait, selon le cas, constitué de plusieurs bassins en série privilégiant chacun le 
traitement d’une pollution spécifique (organique, nitrification, dénitrification, phosphatation), ou d’un seul 
bassin permettant de réaliser les différentes réactions biologiques en même temps [QUE00]. 
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le temps de séjour hydraulique du temps de séjour cellulaire (âge des boues). L’effluent épuré 
est ainsi récupéré en sortie du décanteur. 

 
Figure 2.6. Schéma typique d’un procédé d’épuration par boues activées 

 
Pour ce procédé le substrat affluent a une concentration Sin (g/L) et un débit Qin=Q (L/h). 

On doit ajouter au substrat affluent le débit de recirculation Qr (L/h) provenant du décanteur 
avec une concentration S (g/L). Le débit de purge est représenté par Qw (L/h). En appliquant 
les bilans-matière pour le procédé, on arrive aux expressions présentées ensuite. 

 
Pour le substrat, dans le bassin d’aération, 

XVvSQSQQQSQQS
dt
dSV swwrrin −−−+−+= )(  (2.41)

où vsXV représente la consommation totale de substrat par des micro-organismes (g/h). Il 
faut remarquer que comme le bassin d’aération est supposé infiniment mélangé, le substrat a 
la même concentration tant dans le bassin que dans la sortie et dans la recirculation (en 
considérant qu’il n’y a pas de réaction dans le décanteur). Après simplification, l’expression 
(2.41) peut s’exprimer également par : 

XSSD
dt
dS

in µ−−= )(  (2.42)

dans laquelle D=Q/V représente le taux de dilution (h-1). 
 
Pour la biomasse, le bilan de matière en considérant le procédé complet (réacteur et 

décanteur) afin de prendre en compte les solides effluents Xe est donné par : 

XVXQXQQ
dt
dXV wew µ+−−−= )(  (2.43)

expression dans laquelle µXV représente la production de biomasse par la dégradation du 
substrat (g/h). 

 
En ce qui concerne l’applicabilité, les procédés à boues activées sont souvent utilisés à 

une échelle pilote pour caractériser le comportement des micro-organismes pour l’épuration 
d’un affluent spécifique, ainsi que pour la sélection et l’optimisation des expériences du 
traitement, avant de passer à une échelle industrielle. La Figure 2.7 montre une unité pilote 
typique d’un procédé à boues activées implémenté au cours de la formation de Doctorat au 
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Centre d’Informatique et d’Automatisation pour la Production de l’Université de los Andes 
(Colombie). Le pilote est utilisé pour la caractérisation expérimentale et la mise au point d’un 
procédé de traitement des effluents d’une industrie locale de boisons gazeuses. Le montage 
physique a permis d’intégrer dans une seule structure le bassin d’aération (à gauche) et le 
décanteur (à droite). L’aération est assurée par une batterie d’aérateurs externes qui injectent 
de l’oxygène dans le réacteur. La couleur plus claire de l’effluent sur la partie supérieur du 
bassin de décantation met en évidence le bon fonctionnement du procédé.  

 
Figure 2.7. Pilote expérimental d’un procédé à boues activées implémenté à l’Université de los Andes 

 
Le schéma de base pour les procédés à boues activées montré dans la Figure 2.6 peut être 

complété par d'autres réacteurs en série (permettant de favoriser les différentes populations de 
micro-organismes en optimisant les conditions opératoires de chaque réacteur), par un 
décanteur primaire et par des boucles de recirculation interne. D’autre part, afin de traiter les 
pollutions composées d'azote organique, le réacteur biologique peut prendre en compte à la 
fois des conditions aérobies (pour la nitrification), et anoxies (pour la dénitrification en 
particulier). Ces opérations peuvent être réalisées soit dans deux bassins placés 
successivement, l'un aéré, l'autre non, soit dans un seul bassin autorisant des périodes 
alternées d'aération et de non-aération [JUL97] [SPE98]. Mis à part la modélisation des étapes 
de traitement des déchets (nitrification, dénitrification, digestion...), un élément clé de ces 
procédés est la modélisation du décanteur afin de gérer au mieux la recirculation des boues 
[QUE00b] [TRA03]. 

 
L’intérêt des procédés à boues activées a donné lieu à des nombreuses études où la 

modélisation dynamique de ces procédés a beaucoup avancée. A ce propos, l’IAWQ37 a 
développé un modèle qui a été validé sur de nombreux cas pratiques, servant de référence 
dans le domaine du traitement combiné des matières organiques biodégradables (lentement et 
rapidement) et de l’azote dans les effluents urbains [HEN87]. Dans sa deuxième version, 
l’IAWQ a également élargie ce modèle pour tenir compte du traitement biologique du 
phosphore [HEN94]. Le modèle se présente sous forme matricielle, les lignes correspondant 
aux différentes réactions biologiques et les colonnes aux variables mises en jeu dans ces 
réactions. De très nombreux composants interviennent dans les schémas réactionnels et, au 
final, un "grand" modèle est obtenu. Ainsi, le modèle no 2 de l’IAWQ fait intervenir 19 
variables d’états et 65 paramètres et, même si les auteurs de ce modèle proposent des valeurs 

                                                 
37 IAWQ : International Association for Water Quality. 
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pour ces paramètres, ils doivent souvent être recalculés pour modéliser le traitement d’un 
effluent spécifique. Ceci étant, même si ce modèle ne constitue pas une réponse définitive au 
problème de la modélisation des procédés biologiques de dépollution, il se révèle 
particulièrement utile pour répondre à plusieurs besoins, telles que la sélection des 
expériences pour la mise au point de procédés ainsi que l’optimisation, le diagnostic et 
l’assistance au dimensionnement de procédés à l’échelle industrielle [STE98]. 

2.5. Modélisation du bioprocédé de traitement des eaux usées par 
lagunage aérée 

Dans cette section nous décrivons en détail le procédé considéré dans le cadre de notre 
étude. Il s’agit d’un réacteur biologique aérobie multivariable en mode continu pour le 
traitement des eaux usées issues d’une industrie papetière. Nous avons repris les travaux 
développés par [BEN96], notamment l’étude de caractérisation du procédé qui a nécessité le 
montage d’une unité pilote afin de reproduire les conditions opératoires d’une lagune aérée 
pour le traitement de ces effluents. Le modèle mathématique ainsi obtenu à été utilisé comme 
prototype pour le développement et le test de performance de différents algorithmes 
d’identification et de commande dans le cadre du projet européen FAMIMO38 [ROU99]. Le 
modèle que nous développons est une version améliorée du simulateur utilisé lors du projet 
FAMIMO, en effet nous avons proposée l’ajout d’un terme de mortalité endogène au niveau 
de la dynamique bactérienne [GRI05]. 

 
Une caractéristique particulière du procédé considéré - à différence de la plupart des 

applications de synthèse de produits exploitées en bioindustrie qui utilisent des populations 
microbiennes composées d'une seule espèce de micro-organismes - est la présence d’une 
culture mixte, comme c'est le cas de la plupart des procédés d'épuration devant traiter des 
effluents septiques situés en environnements naturels. Les micro-organismes s'y développent 
généralement en présence de faibles concentrations en divers éléments nutritifs servant à leurs 
fonctions métaboliques comme source carbonée ou azotée. Ces écosystèmes naturels sont 
hétérogènes et les conditions de croissance peuvent changer constamment au cours du temps 
du fait de compétitions permanentes entre les différentes espèces de bactéries pour la 
digestion de substrats multiples. Ainsi, en traitement des eaux usées, les cultures mettant en 
jeu un seul type de micro-organisme et limitées par un seul type de substrat sont très rares. 
Ces cultures sont en fait caractérisées par une grande diversité de micro-organismes ayant 
chacun une affinité différente pour de multiples substrats. De ce fait, la modélisation et la 
maîtrise des systèmes multi-organismes sont plus difficiles, motivant les recherches 
fondamentales et appliquées [BEN96]. 

 
Alors qu'en culture pure toute apparition de bactéries étrangères au procédé est considérée 

comme agent contaminant, paradoxalement, les interactions compétitives au sein de cultures 
mixtes conduisent, dans la plupart des cas, à des systèmes plus stables et plus flexibles. Il a 
été démontré aussi pour certaines applications que de meilleurs rendements de production 
pouvaient être obtenus en choisissant des cultures mixtes [LIN82]. Les avancées réalisées en 
matière d'écologie microbienne contribuent à une meilleure compréhension de la stabilité et 
des interactions au sein des cultures mixtes. Le message le plus intéressant résultant de ces 
travaux est que les performances obtenues par les cultures mixtes sont plus qu'une simple 
addition des potentiels d'activité de chaque micro-organisme. En fait, les mécanismes qui 
                                                 
38 Waste-water Benchmark, in Fuzzy Algorithms for the Control of Multiple-Input, Multiple Output Processes 
(FAMIMO) project, funded by the European Comission (Esprit LTR 21911). 
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gouvernent la vie d'une population mixte résultent également d'un large spectre d'interactions 
microbiennes, nommément, la compétition et la sélection naturelle de micro-organismes sous 
limitation de substrats nutritifs. 

 

2.5.1. Traitement biologique des effluents de papeterie par lagunage 
aérée 

Principe du lagunage aéré 
Le lagunage naturel est certainement la plus ancienne parmi les techniques d’épuration 

d’eaux usées. Elle consiste à déverser l'effluent dans un bassin aéré naturellement 
(photosynthèse et aération de surface) où séjourne une population mixte destinée à digérer la 
matière polluante (cf. section 1.2.4). Afin d’intensifier le traitement et de le rendre plus 
performant, la lagune est équipée d’aérateurs permettant une meilleure oxygénation des eaux. 
Cette technique, dite lagunage aéré, est de tradition pour un certain nombre d'industries 
(secteurs de l'agro-alimentaire, de la santé, du papier, de la chimie fine, etc.). En comparaison 
avec les procédés dits à boues activées ou à cultures fixées, le lagunage aéré possède 
l’avantage considérable d’être économiquement plus intéressant, notamment sur les plans 
investissement et fonctionnement. Il existe différentes configurations d'installation de 
lagunage aéré suivant le type d'effluents à épurer (bassin unique ou association de bassins). 

 
Caractéristiques des effluents de papeterie 

La production industrielle de pâtes à papier génère une quantité variée de résidus gazeux 
émis dans l'air ambiant et des effluents chargés en divers résidus sous forme liquide et solide. 
Les impuretés drainées par les eaux usées proviennent de la matière première (bois) et des 
procédés chimiques utilisés pour la fabrication de la pâte à papier (produits réactifs). Après 
différents prétraitements physico-chimiques (cuisson, blanchiment), l'effluent industriel est 
traité dans une station d'épuration. Trois exemples de composition d'effluent d'industrie 
papetière (Compagnie Saint Gobain, France) sont répertoriés sur le tableau suivant [ROL95] : 

 
Processus Sulfite d'ammonium Kraft Fibres recyclées 

Produit Pâte Fluff Papier Kraft Carton ondulé 
Production (t/j) 400 1 200 420 

Débit de l'effluent (m3/j) 24000 60000 4300 

Charge en DCO (t/j) 80 25 15 

Charge en DBO5 (t/j) 27 10 7 

lignosulfonate lignine amidon 

acides résiniques hémicellulose cellulose 

cellulose, hémicellulose méthanol acides gras volatiles 
Principaux constituants 

acides gras volatiles   

Tableau 2.1. Caractéristiques d'effluents d'usines de papier et de pâte à papier 

Bien que la composition de la plupart des effluents d'industries papetières soit assez 
complexe (Cf. Tableau 2.1), il est cependant possible de définir deux catégories de fraction de 
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la DBO5 en fonction de leur niveau de forte/faible biodégradabilité. Cette distinction 
correspond à la vitesse rapide/lente à laquelle ces fractions sont dégradées. Dans les deux cas, 
les composés sont biodégradables. Le premier type de substrat, dit énergétique, correspond à 
de la cellulose. Il est caractérisé par une forte biodégradabilité et constitue la principale source 
énergétique de croissance des micro-organismes. Le second type de substrat, dit xénobiotique 
(synthèse issue de l'activité humaine), est caractérisé par une faible biodégradabilité. 
Principalement constitué d'un mélange de dérivés ligneux et de lignosulfonates, il est 
considéré comme le principal substrat polluant à dégrader par voie microbienne. 

 
Le principe du lagunage aéré peut être appliqué efficacement à ce type d'effluent si le 

comportement hydrodynamique général de la lagune est correctement adapté aux cinétiques 
de la réaction biologique. Dans ce contexte, l’étude de l’optimisation de la biodégradation des 
résidus carbonés peut être menée en utilisant le concept des bioréacteurs alimentés en mode 
continu. L’amélioration des performances de biodégradation dépend alors du degré 
d’adéquation existant entre le type de polluant à traiter, les micro-organismes et les 
caractéristiques du milieu environnemental (température, pression d’oxygène dissous, pH). 

 
Bioréacteur continu pour la dégradation de composés xénobiotiques 

L'étude de caractérisation du procédé a nécessité le montage d'une unité pilote permettant 
de reproduire le plus fidèlement possible les conditions opératoires et la configuration 
géométrique d'une lagune aérée pour le traitement des eaux usées d'industrie papetière. 
L'équipe de génie microbiologique du département de Génie Biochimique et Alimentaire de 
l'INSA39 a mis en œuvre à l'échelle du laboratoire un bioréacteur contenant une population 
mixte naturelle (prélevée sur site) et alimenté par un effluent comportant deux substrats 
carbonés. Ce type d'effluent, dit bi-substrat, est composé de cellulose et de lignosulfonate. Le 
pilote est constitué d'un bioréacteur homogène alimenté en mode continu par une solution 
contenant un mélange bi-substrat (Cf. Figure 2.8). L'équipement de conduite du bioréacteur 
est constitué d'une unité Sétric, interface réalisant l'acquisition et/ou la régulation des 
variables d'environnement. La température est mesurée par une thermosonde à semi-
conducteur, le pH par une sonde pH et l'oxygène dissous par une sonde O2. Un analyseur 
automatisé pour la mesure en ligne de la concentration en substrat énergétique et de la 
concentration en biomasse est associé au bioréacteur. L'aération du réacteur est assurée par un 
dispositif composé d'un débitmètre massique et d'un filtre stérilisable [BEN96]. 

 
La culture microbienne mixte prélevée sur la lagune aérée permet la dégradation 

biologique dans des conditions opératoires déterminées par les valeurs des variables 
d'environnement du Tableau 2.2 : 

 
Variable Valeur 

Température (°C) 30 
pH 7 
Volume (L) 1,5 
Agitation (tpm) [400 ;800] 
Aération (vvm)40 [0,5 ;1] 

Tableau 2.2. Valeurs des variables d'environnement 

                                                 
39 INSA : Institut National des Sciences Appliquées de Toulouse. 
40 vvm : volume d’air/volume de liquide/minute. 
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Figure 2.8. Schéma synoptique de l'installation du procédé pilote 

2.5.2. Modélisation des cinétiques de croissance et de dégradation 

Le comportement des populations mixtes dans un mélange multi-substrat dépend des 
affinités de chaque micro-organisme vis-à-vis de chaque substrat. Les cinétiques d'utilisation 
des substrats sont gouvernées par les concentrations et les types de substrat présents dans le 
milieu mais également par les interactions existant entre les différentes espèces microbiennes. 
En ce qui concerne le procédé d'épuration des effluents de papeterie étudié, il est 
indispensable d'intégrer dans la modélisation les phénomènes de compétition et 
d’activation/inhibition microbiennes. 

 
Compétition microbienne pour le mélange bi-substrat 

La compétition reflette un conflit entre les différentes espèces de micro-organismes pour 
la consommation des éléments nutritifs et leur prolifération dans l'espace vital disponible. Le 
phénomène de compétition est lié à une limitation de croissance par le substrat. La 
modélisation du taux spécifique de croissance de la population mixte et des taux spécifiques 
de dégradation en substrats énergétique et xénobiotique est une étape d'autant plus complexe 
que la croissance s'effectue dans un mélange multi-substrat. La théorie de Monod, aboutissant 
à des modèles donnés par l'équation (2.3), a été étendue pour inclure les cas où plusieurs 
substrats en concentration limitante sont présents lors de la croissance d'un seul type de 
micro-organisme. Trois hypothèses différentes ont été proposées pour décrire l'effet d'une 
culture mixte sur le taux spécifique de croissance. 

 
1. Certains types de culture traduisent une limitation de croissance par un seul des 

deux substrats suivant un point de fonctionnement précis : la limitation est 
imposée par le substrat dont la vitesse de dégradation est la plus faible [RYD72] 
[SYK73]. Ainsi, pour une croissance en présence de deux substrats S1(t) et S2(t), le 
taux de croissance cellulaire µX(t) résultant est modélisé par : 
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où )(1 tSµ  et )(2 tSµ  sont décrits par le modèle de Monod (2.3). 
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2. Megee et coll. [MEG72] proposent, au contraire, un modèle bi-substrat dans 

lequel les deux substrats affectent simultanément le taux spécifique de croissance. 
Le modèle correspondant est donné par la relation : 

)()()( 21 ttt SSX µµµ ⋅=  (2.45)

ce qui implique une croissance nulle en l'absence d'un des deux substrats. 
 
3. Enfin, dans d'autres applications [YOO77] [GOT82], le taux spécifique de 

croissance de la biomasse est défini comme étant la somme des deux taux de 
croissance liés à chaque type de substrat : 

)()()( 21 ttt SSX µµµ +=  (2.46)

Ceci traduit le fait qu'en l'absence d'un des deux substrats limitants, par exemple 
S1(t), la biomasse continue à croître selon µS2(t), c'est à dire en utilisant le second 
substrat S2(t). 

 
En étendant ce dernier modèle au cas des cultures mixtes, il est montré que la coexistence 

de diverses espèces en régime permanent dans une culture continue est possible lorsque plus 
d'un substrat est disponible. Ceci est vrai même si ces organismes ont une préférence marquée 
pour un de ces différents substrats. La diversité des sources de substrats dans un système réel 
est donc un facteur clé pour le maintien d'une population hétérogène. Lorsque l'évolution de 
cette population est suivie par la concentration en biomasse totale X(t), le taux spécifique de 
croissance global (ou apparent) s'exprime alors par la somme des taux de croissance sur 
chaque substrat. Il semble que ce soit ce dernier type de mécanisme qui gère la croissance de 
la biomasse pour le procédé d'épuration des effluents de type bi-substrats [BEN96] ; la 
croissance de la population mixte en présence des substrats xénobiotique )(tS x  et énergétique 

)(tSe
41 est donc du type : 

)()()( ttt SeSxX µµµ +=  (2.47)

Cependant, ce modèle ne décrit pas complètement les différentes situations de croissance 
des micro-organismes. En effet, les premières observations relatives aux cinétiques de 
dégradation des substrats de l'effluent de papeterie ont montré que, en présence de fortes 
concentrations en substrat énergétique )(tSe , la vitesse de dégradation du substrat 
xénobiotique )(tS x  est plus lente que celle qui devrait théoriquement être obtenue par une loi 
de Monod classique (équation (2.3)). Pour prendre en compte ces effets croisés liés à la 
présence, dans l'effluent, de substrats de nature très différente, Yoon et coll. [YOO77] ont fait 
appel au modèle de Monod généralisé. Cette théorie permet d'intégrer l'effet inhibiteur ou 
activateur de la présence d'un substrat sur la dégradation des autres substrats présents dans le 
milieu de culture microbienne. 

 
Phénomène d'activation/inhibition compétitive dans le mélange bi-substrat 

En culture pure, un excès de substrat se traduit par une inhibition de la croissance 
microbienne. Ce type d'interaction peut être représenté par le modèle de Haldane (Cf. 

                                                 
41 La notation originale utilisée par [BEN96] a été volontairement modifiée afin de la rendre plus conforme avec 
les pratiques internationales. Ainsi, les concentrations des substrats seront identifiés par Si (où l’indice i={e,x} 
représente soit le substrat énergétique, soit le substrat xénobiotique) et la concentration de biomasse par X. 
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équation (2.4)) où l'inhibition est proportionnelle au carré du substrat limitant. Cependant, 
lorsque le milieu de culture comporte plusieurs substrats, ce modèle nécessite une 
modification permettant de tenir compte des effets croisés de chaque substrat sur 
l'assimilation des autres. Ainsi, dans le mélange bi-substrat, les effets croisés d’activation ou 
inhibition des substrats énergétique )(tSe  et xénobiotique )(tS x  sur l’évolution des taux 
spécifiques de croissance )(tSxµ  et )(tSeµ  peut être correctement représentée par le modèle de 
Monod généralisé de la forme [YOO77] : 

)()(
)(

)( max

tSatSK
tS

t
eSexSx

x
SxSx ++

= µµ  (2.48)

)()(
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)( max

tSatSK
tS

t
xSxeSe

e
SeSe ++

= µµ  (2.49)

où max
Sxµ  et max

Seµ  correspondent aux taux spécifiques de croissance maximums. Les 
paramètres de Michaëlis-Menten, SxK  et SeK , permettent de tenir compte de l'effet de 
limitation de croissance par chaque substrat. La constante Sea  permet de modéliser l'effet 
inhibiteur du substrat énergétique )(tSe  sur la consommation du substrat xénobiotique )(tS x  
(et réciproquement pour la constante Sxa ). Théoriquement, ces deux paramètres doivent 
vérifier la relation SxSe aa /1= . Cependant, Sxa  et Sea  doivent être considérés comme des 
paramètres indépendants à ajuster en fonction des données expérimentales [YOO77]. Pour 
l’étude développé par [BEN96], la consommation préférentielle du substrat énergétique par 
les micro-organismes se traduit par une faible valeur de Sxa  et par conséquent une forte valeur 
de Sea . Le terme d'inhibition est donc relatif à l'effet du substrat énergétique sur la 
dégradation du substrat xénobiotique. 

 
En conclusion, en tenant compte de la structure de )(tSxµ  et )(tSeµ  ainsi définie, nous 

obtenons l'expression du taux spécifique de croissance )(tXµ  de la population mixte : 
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La Figure 2.9 permet la visualisation des phénomènes de compétition et 
d'activation/inhibition compétitive de la culture mixte en milieu bi-substrat. II s'agit d'une 
simulation du procédé à taux de dilution nul (culture discontinue ou batch). Dans la première 
partie de cette courbe (zone 1), nous pouvons remarquer que la dégradation du substrat 
xénobiotique )(tS x  est presque complètement inhibée par la seule présence du substrat 
énergétique )(tSe . Lorsque le substrat )(tSe  est pratiquement consommé (zone 2), la 
croissance de la population mixte s'effectue plus lentement (pente Sxp  plus faible que Sep ) 
mais en dégradant le substrat xénobiotique )(tS x . 

 
Une conséquence du phénomène d'inhibition compétitive est qu'il serait possible 

d'augmenter la dégradation du substrat xénobiotique en l'absence de substrat énergétique. En 
dehors du fait que la présence du substrat énergétique dans l’effluent de la lagune aérée est 
imposée par la nature même du procédé de fabrication de la pâte à papier, celle-ci est 
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indispensable pour assurer une croissance suffisante des micro-organismes. En effet, pour 
qu'un procédé alimenté en mode continu soit stable, il faut qu'il y ait au moins un substrat qui 
puisse supporter la croissance des micro-organismes. Ce rôle de support est joué par le 
substrat énergétique qui, comme nous venons de le voir, est le substrat qui favorise le mieux 
la croissance de la population mixte à l'intérieur de la lagune. Ainsi, la conversion du substrat 
énergétique en biomasse permet de maintenir un taux spécifique de croissance au moins 
supérieur au taux de dilution du réacteur sans quoi celui-ci serait inexorablement lavé42. La 
diminution du taux de dilution de la lagune, et par conséquent de la charge de pollution, dans 
le but d'améliorer les vitesses de dégradation des deux substrats, n'est pas envisageable pour 
une station d'épuration dont l'objectif est d'intensifier le traitement des eaux usées. 

 
Figure 2.9. Les interactions microbiennes : compétition et activation/inhibition compétitive 

2.5.3. Equations d’évolution du procédé 

A partir des équations de bilans matière établis pour chaque élément macroscopique de la 
réaction biologique, les dynamiques du procédé de traitement des eaux résiduaires décrivant 
la croissance de la biomasse microbienne sur l’effluent bi-polluant considéré (substrats 
xénobiotique et énergétique), dans le cas d’un réacteur homogène à alimentation et soutirage 
permanent (donc de volume constant) sont modélisées par le système d'équations 
différentielles suivant : 

)()()()()( tXtDtXt
dt
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X −= µ  (2.51)
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42 Lavage : phénomène indésirable de perte de la biomasse qui se produit dans un bioréacteur lorsque le taux de 
dilution est supérieur au taux de croissance maximum. 
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où )(tX , )(tS x  et )(tSe  représentent respectivement les concentrations en (g/L) de 
biomasse, de substrat xénobiotique et de substrat énergétique. )(tXµ  représente la vitesse 
spécifique de croissance de la biomasse. )(tvSx  et )(tvSe  représentent respectivement les 
vitesses spécifiques de dégradation du substrat xénobiotique et du substrat énergétique. Le 
taux de dilution D(t) correspond au rapport entre le débit d'alimentation et le volume 
(constant) du bioréacteur. )(tS inx⋅  et )(tS ine⋅  sont respectivement les concentrations en 
substrat xénobiotique et énergétique du milieu d'alimentation. Généralement, les vitesses de 
dégradation en substrats sont exprimées en fonction des rendements de conversions du 
substrat xénobiotique en biomasse SxXY /  et du substrat énergétique en biomasse SeXY /  par : 
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=  (2.54)
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Dans ces expressions, )(tSxµ  (respectivement )(tSeµ ) représente le taux spécifique de 
croissance des micro-organismes provenant de la conversion du substrat xénobiotique 
(respectivement énergétique) en biomasse. Ces paramètres dépendent des conditions 
opératoires (pH, température, aération) ainsi que des concentrations en substrats )(tS x  et 

)(tSe  (cf. équations (2.48) et (2.49)). La complexité de modélisation de ces variables est 
néanmoins réduite par le fait que leur expression est établie pour des conditions opératoires 
optimales fixes. 

 
Nous proposons d’améliorer le modèle du procédé biologique utilisé par [BEN96] et qui a 

servi de benchmark dans le projet européen FAMIMO, en considérant la mortalité bactérienne 
due à la respiration endogène (Cf. section 2.4.1). Ce phénomène peut être représenté sous la 
forme d’un terme supplémentaire b (h-1) dans l’équation (2.51) qui décrit la dynamique du 
comportement de la population bactérienne dans le bioréacteur : 

)()()()()()( tbXtXtDtXt
dt

tdX
X −−= µ  (2.56)

En reprenant les équations (2.52) et (2.53) pour la dynamique de dégradation des substrats 
xénobiotique et énergétique ainsi que l’équation (2.56) pour l’évolution de la biomasse, nous 
visualisons sur la Figure 2.10 les phénomènes de compétition, d’activation/inhibition 
compétitive et de mortalité bactérienne endogène. 

 
Il s’agit de nouveau d’une simulation du procédé en mode d’opération discontinu et par 

conséquence à taux de dilution nul. Après la dégradation consécutive des substrats 
énergétique et xénobiotique avec une augmentation de la biomasse due à la biotransformation 
de matières organiques (zones 1 et 2), on remarque la réduction de la concentration de la 
biomasse bactérienne une fois que les substrats sont presque épuisés (zone 3). En effet, sans 
nutriments les bactéries doivent faire appel à une consommation des substances de réserves 
endogènes et puis à certains constituants cellulaires. S’il s’agissait du mode continu de 
fonctionnement il faudrait apporter en permanence une quantité minimale de nutriments, afin 
de promouvoir la bonne performance du bioprocédé tout en évitant les phénomènes de lavage 
du bioréacteur (quand le soutirage est supérieur à l’apport pour la croissance de la biomasse) 
et/ou de mortalité totale de la biomasse (quand l’apport de nutriments ne suffit pas à 
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compenser la mortalité microbienne). Nous avons retenu, pour notre étude de modélisation et 
de commande floues du bioprocédé, le modèle plus complet qui prend en compte ce 
phénomène de mortalité bactérienne endogène. 

 

 
Figure 2.10. Phénomènes d’interactions microbiennes et mortalité bactérienne endogène 

2.5.4. Variables de commande du procédé 

En technologie d'épuration d'eaux usées, le premier objectif est évidemment de dégrader 
biologiquement un maximum de polluant tout en assurant de bonnes conditions de croissance 
des micro-organismes. La détermination des matières en suspension (MES) en sortie du 
réacteur permet d'estimer grossièrement la biomasse bactérienne, la fraction minérale étant 
relativement constante pour un type d'effluent. La surveillance des MES en sortie d'un 
réacteur permet d'évaluer l'excès de biomasse évacuée ou de détecter un éventuel lavage du 
réacteur dû par exemple à une surcharge accidentelle (toxicité, taux de dilution supérieur au 
taux de croissance maximum des micro-organismes). Pour le procédé de traitement des 
effluents de papeterie, l'excès de biomasse est considéré comme un facteur de pollution pour 
le milieu récepteur. Le double objectif de conduite de ce type de système est donc de 
maximiser la dégradation de substrat xénobiotique tout en contrôlant la concentration en 
biomasse à la sortie du procédé biologique. 

 
Pour notre cas d’étude, l’entrée du système est définie en fonction des objectifs de 

commande mono-variable ou multi-variable que l'on désire se fixer. Dans le cas mono-
variable la grandeur de commande correspond au taux de dilution )(tD  du réacteur. Nous 
nous sommes intéressés au cas multi-variable, où il est nécessaire de disposer d'une autre 
commande pour mener à bien la stratégie de conduite. Généralement, on prend la 
concentration en substrats xénobiotique et énergétique du milieu d'alimentation )(tS inx⋅  et 

)(tS ine⋅ . En pratique, il suffit de dissocier l'alimentation classique en deux alimentations, l'une 
apportant de l'eau et l’autre le milieu contenant les deux sources de carbone aux 
concentrations maximales )(max tS inx⋅  et )(max tS ine⋅ . Les relations qui lient )(tD , )(tS inx⋅  et )(tS ine⋅  
aux variables de commande auxiliaires sont données par : 
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Dans cette expression nous avons deux variables de commande : )(1 tu  qui correspond au 
taux de dilution en eau et )(2 tu  qui correspond au taux de dilution en substrats. Au niveau 
laboratoire, le bidon d’alimentation initial est remplacé par deux bidons, l’un contenant une 
solution d'eau et l'autre contenant une solution de substrat suivant le schéma d'alimentation 
représenté sur la Figure 2.11. 

 
Figure 2.11. Alimentation du bioréacteur dans le cas multi-variable 

 
En combinant les expressions de la dynamique du bioprocédé (2.56), (2.52) et (2.53) avec 

l'expression (2.50) du taux spécifique de croissance )(tXµ  de la population mixte et les 
équations (2.57) - (2.59) concernant les variables de commande )(1 tu  et )(2 tu , nous obtenons 
le modèle complet du procédé biologique de dépollution des eaux usées considéré : 
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Nous reprendrons ce modèle dans le chapitre 5, qui concerne l’application de la 
modélisation floue de type Takagi-Sugeno (TS) ainsi que la commande floue TS basée sur le 
modèle flou du bioprocédé. 



Modélisation dynamique de procédés biologiques                                                                   69 

 

2.6. Conclusions 

Comme nous l’avons souligné, les phénomènes mis en jeu dans les procédés biologiques 
possèdent une dimension particulière par rapport aux exemples habituels de modélisation car 
ils relèvent du vivant. Le développement et la disponibilité d’un modèle mathématique 
décrivant les différents phénomènes biochimiques sur lesquels se basent les procédés 
biologiques d’épuration est une tâche délicate nécessitant des connaissances issues de 
domaines divers allant de la microbiologie aux mathématiques et à l'informatique. Il est bien 
connu que les processus métaboliques qui ont lieu dans les unités biologiques de dépollution, 
sont très nombreux et complexes. En effet, contrairement à la physique où il existe des lois 
connues depuis des siècles, la plupart des modèles en biologie reposent sur des lois 
empiriques. Toutefois, les recherches menées dans ce domaine ont cependant permis de 
mettre en évidence certains mécanismes biochimiques, du moins les plus influents. Loin 
d’être exhaustif, ce chapitre avait simplement pour objectif de présenter une introduction à la 
modélisation dynamique des procédés biologiques de traitement des eaux résiduaires en 
utilisant l’approche des bilans de matière. 

 
Nous avons vu dans ce chapitre que, quel que soit le procédé biologique et son mode de 

fonctionnement (batch, fed-batch ou continu), le principe de modélisation, basé sur les bilans 
de matière, reste le même. Cette approche met en évidence, au moins du point de vue 
macroscopique (phénomènes globaux de bioconversion), le fonctionnement interne du 
système au cours duquel le bilan global des réactions est modélisé. Le comportement 
dynamique du bioprocédé est ainsi représenté par des équations différentielles non linéaires 
qui expriment la variation au cours du temps de la quantité de matière des principaux 
composants du procédé (biomasse, substrats, produits). En général deux types de termes sont 
présents dans ces modèles, représentant respectivement la conversion et le transport. La 
conversion, qui correspond à la cinétique à laquelle se déroulent les diverses réactions 
biochimiques conduisant à la conversion des divers substrats en biomasse (et produits) et la 
dynamique de transport, qui regroupe le transit de la matière au sein du procédé. En utilisant 
l’approche de modélisation basée sur des bilans de matière, nous avons décrit quelques 
procédés biologiques représentatifs tels que les fermentations continues (e.g. croissance d’une 
population des micro-organismes dégradant un substrat limitant, nitrification, digestion 
anaérobie), les fermentations semi-continues et les procédés à boues activées. La complexité 
de ces modèles dépend essentiellement du nombre de réactions internes considérées et de la 
structure choisie pour décrire le taux de croissance microbienne. 

 
Finalement, nous avons décrit le procédé considéré au niveau de l’application dans notre 

étude, qui est un bioréacteur aérobie multivariable en mode continu pour le traitement des 
eaux usées issues d’une industrie papetière. Ce procédé est alimenté par un mélange bi-
polluant (substrats énergétique et xénobiotique), dans lequel les micro-organismes exhibent 
des interactions telles que la compétition et l’activation/inhibition compétitive. Le modèle que 
nous avons retenu, développé sous Matlab®, est une version améliorée de celui utilisé lors du 
projet européen FAMIMO, pour lequel nous avons ajouté un terme de mortalité endogène 
bactérienne. Comme nous l’avons indiqué précédemment, ce modèle de connaissance nous 
servira de base pour comparer en simulation la performance d’un modèle flou pour 
représenter le comportement dynamique non-linéaire entrée-sortie du système. 

 
Nous abordons maintenant la deuxième partie des travaux, concernant la modélisation, 

l’identification et la commande floues de type Takagi-Sugeno. Nous développerons 
l’application de ces techniques sur notre bioprocédé d’épuration dans le chapitre 5. 
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___________________________________________________________________________ 

Chapitre 3 

3. Identification de modèles flous Takagi-
Sugeno (TS) à partir de données 

___________________________________________________________________________ 
 
 
 

Dans ce chapitre, nous traitons du problème d’identification (construction) des modèles 
flous à partir de données entrée-sortie. Nous introduisons d’abord la modélisation floue de 
systèmes, en nous focalisant particulièrement sur le modèle de type Takagi-Sugeno. En 
utilisant ce formalisme, nous représentons le comportement non linéaire d’un système par une 
composition de règles du type « Si-Alors », concaténant un ensemble de sous-modèles 
localement linéaires. Pour la construction de tels modèles nous abordons d’une part, 
différentes méthodes de classification floue et, d’autre part, nous proposons l’application 
d’une méthodologie d’« agglomération compétitive », robuste en présence de bruit : il s’agit 
des algorithmes FER43 et RoFER44. Les méthodes considérées appartiennent aux méthodes de 
coalescence floue (clustering) basées sur la minimisation d’une fonction objectif. Enfin après 
avoir considéré la méthodologie générale pour la construction de modèles flous Takagi-
Sugeno à partir de données, nous présentons quelques exemples illustratifs d’application. 

 

                                                 
43 FER : Fuzzy Ellipsoidal Regression. 
44 RoFER : Robust Fuzzy Ellipsoidal Regression. 
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Le développement de modèles mathématiques des systèmes est un sujet central dans 
plusieurs disciplines des sciences et de l’ingénierie. Traditionnellement, la modélisation est 
vue comme la double conjonction entre la compréhension de la nature et du comportement 
d’un système ainsi que le traitement mathématique approprié qui conduise à l’obtention d’un 
modèle utilisable. Néanmoins, le besoin d’une forte compréhension des éléments physiques 
de base - comme c’est le cas dans l’approche de type boîte blanche - constitue une grande 
restriction au niveau pratique quand on est confronté aux systèmes complexes et/ou 
pauvrement compris. Il est à remarquer que les procédés chimiques et biologiques font 
souvent partie de ces systèmes. D’un autre côté, dans l’approche de type boîte noire, il est 
supposé que le procédé étudié peut être représenté en utilisant une structure générale qui 
approxime le comportement du système. Dans ce cas, le problème de modélisation consiste 
alors à proposer la structure appropriée pour l’approximateur et d’estimer les paramètres du 
modèle, en utilisant habituellement des données entrée-sortie représentatives du 
comportement, afin de capturer correctement les dynamiques et la non linéarité du système. 

Le fait que les humains puissent souvent gérer différents types de situations complexes en 
utilisant des informations dont beaucoup sont subjectives et imprécises a stimulé la recherche 
de paradigmes alternatifs de modélisation et de commande. Ainsi, le concept de la 
modélisation dite « floue » a trouvé ses origines dans la théorie des ensembles flous proposée 
en 1965 par Zadeh [ZAD65], comme une manière de traiter l’incertitude, fondée sur l’idée de 
définir des ensembles pouvant contenir des éléments de façon graduelle. Cette théorie a 
introduit une manière de formaliser les méthodes humaines de raisonnement en utilisant des 
bases de règles et variables linguistiques pour la représentation de connaissances [ZAD73]. 
Comme nous l’avons déjà souligné dans le chapitre 1, bien que la commande floue ait été une 
des grandes applications de la logique floue, la plupart des applications développées dans les 
années 80-90 avaient pour cadre une démarche « basée connaissance » reposant sur 
l’expertise d’un opérateur pour un problème de commande donné, de complexité limitée 
(contrôleurs dits de type Mamdani). Lorsqu’on a voulu passer à des problèmes plus 
complexes, il était difficile d’écrire (même pour un expert) des bases de règles volumineuses 
et l’approche basée connaissance n’était plus appropriée. Pour pallier la croissance des règles, 
des approches tels que la fusion des variables et la structuration de la commande ont été 
proposées [LAC03]. 

Dans le but de faire face à un problème de commande complexe, on peut tirer profit de 
différents types de connaissance [BOR03] : 

− de l’expertise sur certains points limités, 
− de modèles locaux à validité restreinte, 
− de nombreuses données entrées-sorties sur le procédé. 

Pour prendre en compte toutes ces connaissances, l’approche basée 
connaissance/expertise, qui consistait à écrire directement un contrôleur, n’était plus adaptée 
et l’on s’est tourné vers une approche plus générale, rejoignant la démarche classique de 
l’automatique qui est une démarche « basée modèle », grâce notamment aux idées de 
modélisation floue de Sugeno [SUG88]. Cette démarche amène à manipuler des modèles dits 
flous pour faire la synthèse de commandes dites floues - même si l’aspect flou est de moins en 
moins présent dans ces nouveaux formalismes, rejoignant des formalismes utilisés par 
ailleurs, hors de la « communauté du flou », par exemple ceux de commandes supervisées, de 
systèmes linéaires variant avec le temps, de représentations polytopiques, etc. Comme on le 
verra, cette approche de conception de systèmes flous basée modèle est en général plus 
systématique, du point de vue des performance numériques, que celle basée 
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connaissance/expertise, malgré le fait que plusieurs problèmes théoriques restent encore 
ouverts [SAL05]. 

 
Dans ce chapitre nous présentons les éléments de base concernant l’identification de 

modèles flous à partir des données entrée-sortie du procédé. Nous nous intéressons 
particulièrement aux modèles de type Takagi-Sugeno et à leur construction en utilisant des 
techniques de coalescence floue (clustering). Une grande partie de ce chapitre est basée sur les 
ouvrages [BAB98a] [FOU03a] [FOU03b]. Pour une étude plus vaste concernant les diverses 
aspects liés au domaine de la logique floue appliquée à la modélisation et à l’identification 
des systèmes, nous suggérons les documents suivants : [YAG94] qui présente une 
introduction complète et bien développée au sujet de la modélisation et de la commande 
floues classiques ainsi que ses applications ; [MUR97] qui aborde tout un panorama de 
paradigmes existants, basées sur l’approche multi-modèle, pour leur application en 
identification, modélisation et commande non linéaires ; [HEL97] qui traite différentes 
approches pour l’identification de modèles flous tels que les méthodes de clustering flou, les 
réseaux de neurones et les algorithmes génétiques ; [NGU98] qui considère divers aspects sur 
l’utilisation de la logique floue pour la commande de systèmes (techniques d’apprentissage et 
de réglage) ainsi que des méthodes de synthèse et des relations avec la commande linéaire. 

3.1. Modélisation floue de systèmes 

Les modèles flous peuvent être considérés comme des modèles logiques qui utilisent des 
règles du type « Si…Alors… » pour établir des relations qualitatives entre les variables du 
modèle. Ils reposent sur une dualité linguistique/numérique dans laquelle les ensembles flous 
servent d’interfaces entre les variables qualitatives (linguistiques) impliquées dans les règles 
et les valeurs numériques présentes dans les données entrées/sorties du modèle. La nature des 
modèles flous, basée sur des règles, permet l’utilisation d’information sous la forme des 
expressions du langage naturel, ce qui facilite la formalisation de la connaissance des experts 
ainsi que la transparence et l’interprétabilité du modèle. De plus, les modèles flous ont une 
structure mathématique flexible capable d’approximer un grand nombre de systèmes non 
linéaires complexes avec une bonne précision [KOS94] [WAN94] [ZEN95]. Les algorithmes 
d’apprentissage sont aussi utilisés pour la modélisation floue, ils peuvent même être combinés 
avec des techniques conventionnelles de régression [TAK85] [LIN94] [BAB98a]. 

Dans cette section nous introduisons d’abord d’une manière très succincte la structure 
générale ainsi que différentes types de modèles flous. Ensuite nous nous focalisons en 
particulier sur une description du modèle flou de type Takagi-Sugeno. Enfin nous abordons le 
but et les différentes approches pour l’identification de modèles flous en mettant l’accent sur 
l’approche de construction de modèles à partir de données.  

3.1.1. Structure générale et différents types de modèles flous 

En général les systèmes flous s’appuient sur une représentation de la connaissance sous 
forme de règles « Si-Alors » qui permettent de représenter les relations entre les variables 
d’entrée et de sortie dont l’expression générique est de la forme : 

Si antécédent Alors conséquent 

Dans un premier temps et afin de faciliter l’interprétation, on peut considérer  
l’antécédent (prémisse) comme une description linguistique qui indique les conditions de 
validité du phénomène représenté. Pour sa part, le conséquent (conclusion) représente le 
comportement associé aux conditions de validité décrites par l’antécédent. 
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Considérons à titre illustratif la règle suivante : 

Si concentration de polluant est élevée Alors temps de dégradation est long 

Les règles floues établissent des relations logiques entre les variables du système en 
associant valeurs qualitatives d’une variable (la concentration de polluant est élevée) avec 
celles d’une autre variable (le temps de dégradation est long). Les valeurs qualitatives ont 
typiquement une interprétation linguistique, elles sont nommées termes linguistiques 
(étiquettes). La signification des termes linguistiques par rapport aux variables d’entrée/sortie 
numériques (concentration de polluant, temps de dégradation) est définie par des ensembles 
flous appropriés. Dans ce sens, les ensembles flous, ou plus précisément leurs fonctions 
d’appartenance, fournissent une interface entre les variables numériques d’entrée/sortie et les 
valeurs linguistiques qualitatives dans les règles. 

 
Selon la structure particulière de la proposition conséquent, on peut distinguer trois types 

de modèles flous basés sur des règles [BAB98a] : 

• Modèle flou linguistique (ou modèle Mamdani), dans lequel l’antécédent et le conséquent 
sont tout les deux des propositions floues qui utilisent des variables linguistiques [ZAD73] 
[MAM77]. 

• Modèle flou relationnel, qui peut être considéré comme une généralisation du modèle 
linguistique dans lequel il est possible d’associer une proposition antécédent spécifique 
avec plusieurs propositions conséquents différentes via une relation floue. Cette relation 
floue représente des associations entre les ensembles flous individuels définis dans les 
domaines d’entrée/sortie du modèle [PED84] [YI93]. 

• Modèle flou Takagi-Sugeno (TS), dans lequel le conséquent utilise des variables 
numériques plutôt que des variables linguistiques, sous la forme d’une constante, d’un 
polynôme ou de manière plus générale d’une fonction ou d’une équation différentielle 
dépendant des variables associées à la proposition antécédent [TAK85]. 
 
Dans le cadre des applications de la logique floue en commande des systèmes, les types 

de modèles les plus souvent utilisés sont ceux de Mamdani et de Takagi-Sugeno (noté TS). 
Les exemples suivants correspondent à ces deux types de règles : 

Si polluant est élevée et biomasse est faible Alors temps de dégradation est long 

Si polluant est élevée et biomasse est faible Alors 105030 ++= BPt  

La première règle est celle d’un modèle de type Mamdani utilisant les variables 
linguistiques associées aux concentrations de polluant, biomasse et le temps de dégradation 
tandis que la seconde est celle d’un modèle de type Takagi-Sugeno où la variable t du 
conséquent (temps de dégradation) est numérique sous la forme d’une fonction des variables 
associées à l’antécédent. Ici P et B représentent respectivement les valeurs numériques des 
concentrations de polluant et de biomasse. 

 
Dans un cadre plus formel, la représentation d’un modèle flou demande souvent 

l’utilisation de plusieurs règles et comporte diverses opérations mathématiques pour le 
traitement d’informations symboliques, hors de la portée de ce document. Dans la suite nous 
abordons d’une manière succincte les notions de base de la logique floue appliquée à la 
modélisation et à la commande. Nous supposons que le lecteur a une connaissance préalable 
dans ce domaine. Nous recommandons aux personnes intéressées de se référer, entre autres, 
aux ouvrages [DUB80] [BOU95] [YAG94] [BAB98a] pour un traitement plus approfondi. 
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Afin d’établir quelques éléments de base de la logique floue nécessaires dans le cadre de 

nos travaux, reprenons une règle linguistique Ri de la forme générale suivante : 

iR  :   Si x est Ai Alors y est Bi,       ri ,,1K=  (3.1) 

où r dénote le nombre de règles du modèle. pX ℜ⊂∈x  est la variable de l’antécédent, 
qui représente l’entrée du système et qY ℜ⊂∈y  est la variable du conséquent, qui représente 
la sortie du système flou. Habituellement la dimension de l’espace du conséquent est prise 
comme 1=q . X  et Y  correspondent respectivement aux domaines (univers de discours) des 
variables d’entrée et de sortie. Ai et Bi sont des termes linguistiques qui correspondent aux 
valeurs qualitatives associées aux variables de base x  et y . Ces termes linguistiques sont 
décrits par des ensembles flous définis par des fonctions d’appartenance µ , qui établissent 
une correspondance de chacun des univers de discours vers l’intervalle [0,1], ainsi : 

]1,0[:)( →X
iA xµ  , ]1,0[:)( →Y

iB yµ  (3.2) 

La théorie des ensembles flous [ZAD65] permet une appartenance partielle d’un élément 
à un ensemble. Prenons à titre d’exemple )(x

iAµ , qui symbolise la valeur de la fonction 
d’appartenance (nommé le degré d’appartenance) de x à l’ensemble caractérisé par Ai. Si le 
degré d’appartenance est égal à un, alors l’élément x appartient complètement à l’ensemble. 
Si celui-ci est égal à zéro, alors l’élément x n’appartient pas à cet ensemble. Si le degré 
d’appartenance se trouve entre zéro et un, alors x appartient partiellement à l’ensemble flou. 
Le degré d’appartenance permet alors une gradation du degré de constatation des faits. 

 
Les ensembles flous Ai définissent des régions floue dans l’espace de l’antécédent pour 

lequel la prémisse du conséquent est valable. Le niveau de précision avec lequel peut être 
représenté un système donné par un modèle flou est associé avec la granularité du traitement 
de l’information, qui dépend entre autres, du nombre de termes linguistiques ainsi que de la 
forme particulière et du degré de chevauchement (overlaping) des fonctions d’appartenance 
utilisées dans le modèle. 

 
Typiquement plusieurs formes de fonctions d’appartenance sont utilisées dans les 

applications. La Figure 3.1 montre un aperçu des fonctions d’appartenance les plus usuelles : 

 
Figure 3.1. Formes typiques représentatives des fonctions d’appartenance 

Les fonctions d’appartenance peuvent être définies par le développeur du modèle 
(l’expert) en utilisant la connaissance préalable ou bien l’expérimentation. Cette dernière 
approche est typique de la commande floue basée sur la connaissance [DRI93]. Dans ce cas, 
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les fonctions d’appartenance sont conçues de telle manière qu’elles représentent la 
signification des termes linguistiques dans le contexte donné. Quand des données entrée-sortie 
du procédé sont disponibles, il est alors possible d’appliquer des méthodes pour l’obtention ou 
l’adaptation des fonctions d’appartenance. Nous donnons un aperçu de cette approche dans la 
section 3.2. 

 
Dans les univers de discours continus, les ensembles flous sont définis analytiquement par 

des fonctions d’appartenance. Afin de faciliter les calculs, elles sont souvent paramétrées 
[BAB98a]. Voyons deux cas assez généraux : 

 
Fonction d’appartenance trapézoïdale : 
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où dcba ,,,  sont les coordonnées des sommets du trapèze (voir Figure 3.1). Il faut 
remarquer que quand cb =  on obtient une fonction d’appartenance triangulaire. 

 
Fonction d’appartenance exponentielle par morceaux : 
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où les paramètres { lw , rw , lc  et rc } correspondent aux points définis sur la Figure 3.1. 
Pour les conditions rl cc =  et rl ww = , on obtient la fonction d’appartenance Gaussienne. 

 
En revenant sur la règle linguistique générale décrite par l’expression (3.1), les systèmes 

flous basés sur des règles du type « Si…Alors » ont des antécédents et des conséquents qui 
sont spécifiés de manière symbolique. Dans le cadre de la modélisation et la commande de 
systèmes, l’exploitation d’une telle connaissance nécessite en général la mise en place 
d’interfaces numérique/symbolique (N/S) et symbolique/numérique (S/N). Ces dernières sont 
en effet des passerelles indispensables à l’établissement d’un lien entre l’ensemble de règles 
(base de règles) qui interfacent le système flou et le procédé, sur lequel seules des mesures et 
des actions numériques sont envisageables. De manière classique, le fonctionnement interne 
des systèmes flous repose sur une structure, représentée sur la Figure 3.2 [BAB98a] [GAL01], 
qui inclut : 

- la fuzzification des variables d’entrée, avec éventuellement un prétraitement45 de 
l’information ; 

- l’inférence à partir d’une base de connaissance, 
- la défuzzification, avec éventuellement un post-traitement d’information. 

                                                 
45 Dans la plupart des applications d’ingénierie, les entrées et les sorties sont des valeurs numériques. Dans ce 
cas, les éventuels prétraitement et post-traitement d’information peuvent inclure des opérations telles que le 
filtrage dynamique et la normalisation/dénormalisation des données. 
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Figure 3.2. Représentation interne d’un système flou 

 
L’étape de fuzzification consiste à transformer les entrées numériques disponibles en 

parties floues. Celles-ci alimentent alors le mécanisme d’inférence qui à partir d’une valeur 
d’entrée et selon la connaissance fournie par la basse de connaissance, détermine la valeur 
correspondante de la sortie. Cette base de connaissance est composée par la base de règles et 
par la base de données, qui stocke les fonctions d’appartenance associées aux termes 
linguistiques employés dans le système flou. Cela constitue le fondement du « raisonnement 
approché » du système, car la combinaison des entrées avec les règles floues permet de tirer 
des conclusions. Enfin, la défuzzification est l’opération inverse de la fuzzification, en 
convertissant les parties floues relatives aux sorties du mécanisme d’inférence en sorties 
numériques. 

Remarque 
R 3.1 Bien que nous ayons associé - à titre illustratif - une interprétation de conversion 

numérique/symbolique pour l’étape de fuzzification et inversement pour celle de 
défuzzification, il doit être souligné que des études approfondie [FOU95] ont montré 
qu’il s’agit d’un cas particulier. En effet, en considérant la nature numérique ou 
symbolique des données entrant et sortant du bloc d’inférence, il est possible de mettre 
en évidence différentes implantations possibles sous la forme d’une typologie des 
systèmes flous. Ainsi, l’implantation montré sur la Figure 3.2 est dite linguistique, ce 
sont les blocs de fuzzification et de défuzzification qui réalisent les interfaces N/S et 
S/N. Elle permet de mener à bien l’inférence directement au niveau symbolique et 
autorise ainsi l’exploitation de règles linguistiques pondérées [GAL01]. 

 

Prémisses de l’antécédent et composition de la base de règles 
La proposition de l’antécédent peut contenir des ensembles flous définis directement dans 

le domaine du vecteur pX ℜ⊂∈x , comme dans le cas de la règle (3.1), ce qui correspond 
aux ensembles flous multidimensionnels. Néanmoins, plus habituellement les règles sont 
représentées sous sa forme décomposée, dans laquelle l’antécédent est défini comme une 
combinaison de propositions floues simples, définies sur les composants individuels ix  de x . 
Les opérateurs logiques de conjonction (intersection), disjonction (union) et négation 
(complément) peuvent être utilisés afin de construire une proposition floue composée, par 
exemple : 
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iR  :   Si 11 est iAx  et 22 est iAx  ou 3x  n’est pas 3iA    Alors iBy est  (3.5) 

dans laquelle des ensembles flous unidimensionnels sont définis pour chaque composant 
du vecteur antécédent. Le degré d’accomplissement iβ  (degree of fulfillment) de la règle est 
alors calculé en employant les opérateurs d’intersection, d’union et de complément 
appropriés, par exemple : 

))(1()()( 321 321
xxx

iii AAAi µµµβ −∨∧=  (3.6) 

où l’opérateur minimum (∧ ) représente dans ce cas la conjonction (et), l’operateur 
maximum (∨ ) représente la disjonction (ou), et µ−1  est le complément (négation : n’est 
pas). Néanmoins, la généralisation des opérations d’union et d’intersection ensembliste 
classique aux sous-ensembles flous n’est pas définie de manière unique. Il existe, en fait, une 
multitude d’opérateurs de disjonction et de conjonction utilisés dans les propositions floues. 
Ces operateurs sont regroupés en deux familles : les normes triangulaires, notées t-normes, 
qui définissent les opérateurs d’intersection ou de conjonction et les conormes triangulaires, 
notées t-conormes, qui définissent les opérateurs d’union ou de disjonction. De manière 
générale ces operateurs sont des fonctions définies dans l’espace [0, 1] x [0, 1] → [0, 1], mais 
elles ont des propriétés distinctes qui vont influencer le type de raisonnement approché qui va 
en découler [BOU95]. En prenant comme les opérandes ]1,0[, ∈yx , le Tableau 3.1 regroupe 
quelques définitions de t-normes ( ),( yxt ) et t-conormes46 ( ),( yxs ) duales utilisées 
fréquemment [BAB98a] [TRA03]. Pour plus de détails sur les différents opérateurs le lecteur 
peut consulter, par exemple, [KLI95] [LEE90a] [LEE90b]. 

 
t-norme : ),( yxt  

(intersection floue) 
t-conorme : ),( yxs  

(union floue) 
Nom 

min ),( yx  max ),( yx  min et max 
de Zadeh 

yx ⋅  yxyx ⋅−+  Produit et somme 
algébrique (Bandler) 

max )1,0( −+ yx  min ),1( yx +  Produit et somme 
bornés (Lukasiewicz) 

Tableau 3.1. Principales t-normes et t-conormes 
 
Les systèmes d’inférence floue (SIF) sont composés par une collection de plusieurs 

règles. Dans le cas des SIF avec une structure Mamdani conventionnelle (modèle 
linguistique), la forme la plus commune de ces règles est la forme dite conjonctive47 donnée 
par : 

iR  :   Si 11 est iAx  et 22 est iAx  et … et ipp Ax est    Alors iBy est  (3.7) 

Pour l’i-ème règle iR  du système, les p variables ( pxx à1 ) de l’antécédent sont associées 
aux ensembles flous ( ipi AA à1 ) et le conséquent y  est associé à un autre ensemble flou iB . 
Les termes linguistiques représentés par iA  et iB  sont définis par des ensembles flous 

                                                 
46 Dans la littérature anglaise les t-conormes sont souvent appelées aussi s-normes. 
47 La base de règles est supposée tacitement relié par l’opérateur ou (union) : R1 ou R2 ou … ou Rr. 
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caractérisés par des fonctions d’appartenance ]1,0[:)( →ℜ p
Ai

xµ  et ]1,0[:)( →ℜy
iBµ . 

Dans ce cas on peut voir le système flou comme une représentation qualitative qui décrit le 
comportement du système en utilisant une description linguistique. 

Inférence et défuzzification dans le modèle linguistique 
L’inférence dans les systèmes flous basés sur des règles, est le processus consistant à 

obtenir un ensemble flou de sortie étant donné une collection de règles et les entrées du 
système. Le mécanisme d’inférence dans le modèle linguistique est basé sur la règle 
compositionnelle d’inférence [ZAD73]. L’idée de base consiste à dériver un ensemble flou de 
sortie qui représente une conclusion globale issue de l’évaluation de l’ensemble des règles 
(agrégation) et du constat d’un certain fait d’entrée. Par simplicité, considérons ici une seule 
règle avec antécédent et conséquent scalaires de la forme "Si Ax est  Alors By est " ainsi 
que le fait ( 'est Ax ), qui signifie que le sous-ensemble flou d’entrée 'A  est en un certain 
degré différent du sous-ensemble A  de la prémisse. Le raisonnement mené dans le mécanisme 
d’inférence est basé sur le modus ponens généralisé, illustré de la manière suivante : 

 
Règle : Si Ax est  Alors By est  
Fait :    'est Ax  
Conclusion :    'est By  

 
Le raisonnement approché est représenté dans ce cas par la proposition floue ( 'est By ), 

qui met en évidence que la conclusion 'B  dérivé est "moins certaine" que B , le sous-
ensemble flou du conséquent. 

 
Pour le cas des entrées numériques précises (crisp) et en utilisant la t-norme, le schéma de 

raisonnement peu être simplifié, aboutissant à celui bien connu dans la littérature appelé le 
max-min ou inférence de Mamdani [KLI95]. Pour le cas de la règle composée définie par 
l’expression (3.7), l’inférence de Mamdani peut être résumée comme suit [BAB98a] : 

Pas 1 :  Pour chaque règle iR  du système ( ri ,,1K= ), calculer le degré 
d’accomplissement iβ  de l’antécédent :  

)()()( 21 21 pAAAi xxx
ipii

µµµβ ∧∧∧= K  (3.8) 

Pas 2 :  L’ensemble flou de sortie '
iB  est dérivé pour chaque règle, en utilisant la t-norme 

du minimum : 
Yyyy

ii
BiB

∈∀∧= ),()(' µβµ  (3.9) 

Pas 3 :  L’ensemble flou de sortie agrégé 'B est calculé en prenant le maximum (union) 
des conclusions individuelles '

iB  : 

Yyyy
iBriB

∈∀=
=

),(max)( ''
,,2,1
µµ

K
 (3.10)

L’expression (3.32) peut être généralisée en introduisant des opérateurs quelconques de 
type t-norme/t-conorme (voir par exemple [DUB87] [BOU93]). Le sous-ensemble flou de 
sortie 'B  peut alors être obtenu par l’expression : 
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YyyxIxTy BAAriB ∈∀⊥=
=

),))(),((),(()( ',,2,1' µµµµ
K

 (3.11)

où ⊥  représente une t-conorme, T est une t-norme et I représente l’implication floue. 
Cette définition générale tient compte de l’aspect graduel des sous-ensembles flous : ainsi la 
conclusion ( 'est By ) est d’autant plus proche de la conclusion de la règle ( By est ) que la 
donnée ( 'est Ax ) est proche du prémisse de la règle ( Ax est ). 

 
Dans les SIF le traitement des informations fait intervenir les opérateurs logiques et et ou 

pour lier les variables floues d’entrée au niveau des conditions de chaque règle. Le terme 
Alors, introduisant la conclusion de chaque règle, est réalisée à partir de l’expression (3.11). 
L’implication floue (I) et la t-norme de cette expression permettent de former des fonctions 
d’appartenance partielles (par règle) qui sont ensuite combinés au cours de la phase 
d’agrégation de règles, pour fournir en sortie, la fonction d’appartenance globale résultante 

)(' yBµ  qui caractérise le sous-ensemble flou 'B . Nous l’avons déjà souligné, il existe 
plusieurs méthodes de réalisation des opérateurs et ou ou, dont les noms sont associés au 
choix des méthodes d’agrégation des règles et d’implication. On utilise généralement l’une 
des trois méthodes d’inférence suivantes : max-min (Mamdani), max-prod et somme-prod, où 
le terme somme correspond au calcul de la valeur moyenne et prod au produit. 

 
Comme on vient de le voir, le résultat de l’inférence floue est le sous-ensemble flou 'B . 

Cet ensemble flou est caractérisé par la fonction d’appartenance globale résultante pour la 
variable de sortie ℜ⊂∈Yy  définie sur un univers de discours, disons, ],[ ba . Comme nous 
l’avons remarqué dans la Figure 3.2  pour le bloc de fuzzification, ici aussi il faudra envisager 
l’opération inverse permettant de transformer les grandeurs floues en grandeurs numériques 
pour les transmettre à l’extérieur du système. La défuzzification consiste alors en une 
transformation qui remplace le sous-ensemble flou de sortie de l’inférence par une valeur 
numérique unique représentative de cet ensemble. Il existe plusieurs techniques de 
défuzzification mais la plus utilisée est la méthode par centre de gravité. Il s’agit de 
déterminer la coordonnée en y  du centre de gravité (noté COG48) du sous-ensemble flou 'B  
résultant de l’inférence : 
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Le numérateur correspond au moment et, le dénominateur, à la surface. La défuzzification 
peut aussi être réalisée par d’autres méthodes, par exemple en prenant la valeur maximale de 
la fonction d’appartenance résultante ou bien la moyenne des abscisses du maximum (en 
anglais MOM49). A partir d’une interprétation géométrique de cette dernière, la méthode 
MOM peut être utilisée par exemple dans des applications de prise de décisions pour 
privilégier la sortie la "plus plausible". La méthode du centre de gravité (COG) est utilisée 
avec l’inférence max-min de Mamdani, dans la mesure qu’elle fournit une interpolation 
proportionnelle à la taille des sous-ensembles flous individuels des conséquents. Cela est 
nécessaire, car la méthode d’inférence de Mamdani n’a pas d’effet interpolateur, et 
l’utilisation de la méthode MOM dans ce cas-ci, fournit une sortie abrupte avec des 
changements par morceaux [BAB98a]. 
                                                 
48 COG : Center of Gravity 
49 MOM : Mean of Maxima 
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3.1.2. Le modèle flou de type Takagi-Sugeno 

Un autre type de modèle flou, approprié pour l’approximation d’une classe générale de 
systèmes non linéaires est celui proposé par Takagi et Sugeno [TAK85]. Ce type de modèle 
est, comme celui de Mamdani, construit à partir d’une base de règles "Si…Alors…", dans 
laquelle si la prémisse est toujours exprimée linguistiquement, le conséquent utilise des 
variables numériques plutôt que des variables linguistiques. Le conséquent peut s’exprimer 
par exemple, sous la forme d’une constante, d’un polynôme ou de manière plus générale 
d’une fonction ou d’une équation différentielle dépendant des variables associées à 
l’antécédent. D’une manière générale, un modèle de type Takagi-Sugeno (TS) est basé sur 
une collection des règles iR  du type : 

iR  :   Si iAestx    Alors )(xii fy = ,       ri ,,1K=  (3.13)

où iR  dénote la i-ème règle du modèle est r est le nombre de règles que contient la base 
de règles. pℜ∈x  est la variable d’entrée (antécédent) et ℜ∈y  est la variable de sortie 
(conséquent). iA  est le sous-ensemble flou de l’antécédent de l’i-ème règle, définie, dans ce 
cas, par une fonction d’appartenance (multivariable) de la forme : 

]1,0[:)( →ℜ p
Ai

xµ  (3.14)

Comme dans le modèle linguistique, la proposition de l’antécédent " iAestx " est 
normalement exprimée comme une combinaison logique de propositions simples avec des 
sous-ensembles flous unidimensionnels définis pour les composants individuels du vecteur x , 
usuellement dans la forme conjonctive suivante : 

iR  :   Si 11 est iAx  et 22 est iAx  et … et ipp Ax est    Alors )(xii fy = ,      ri ,,1K=  (3.15)

Typiquement les fonctions fi sont choisies comme des fonctions paramétrées appropriées, 
avec la même structure pour chaque règle où seuls les paramètres varient. Une forme de 
paramétrisation souvent utilisée est la forme affine, donnée par : 

i
T
ii dy += xa  (3.16)

où p
i ℜ∈a  est un vecteur de paramètres et id  est un scalaire. Ce modèle est appelé le 

modèle affine Takagi-Sugeno. Les conclusions des règles dans ce modèle sont alors des 
hyperplans (sous-espaces linéaires p-dimensionnels) dans l’espace 1+ℜ p . Ainsi, en 
modélisation floue des systèmes, l’antécédent de chaque règle définit une région (floue) de 
validité pour le sous-modèle correspondant du conséquent. Le modèle global est composé par 
la concaténation des modèles locaux (linéaires) et peut être vue comme une approximation par 
morceaux d’une surface non linéaire correspondant à la sortie du système. 

 
Un cas particulier de la fonction du conséquent s’obtient quand ridi ,,1,0 K== . Dans 

ce cas, le modèle est appelé modèle homogène Takagi-Sugeno [BAB98a], de la forme : 

iR  :   Si iAestx    Alors xaT
iiy = ,       ri ,,1K=  (3.17)

Ce modèle a des propriétés d’approximation plus limitées que le modèle affine TS 
[FAN96] [ROV96]. Cependant, dans le cadre de la commande des systèmes, l’absence du 
terme scalaire id 50 (biais) facilite la synthèse du contrôleur ainsi que l’analyse de la stabilité 

                                                 
50 Terme de déplacement (En anglais : offset term ou bias term). 
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basé sur des systèmes homogènes TS parce que le modèle peut être traité comme un modèle 
quasi-linéaire [TAN92] [WAN95] [ZHA97]. 

 
Dans le cas où ,0=ia  pour ri ,,1K= , les conséquents dans le modèle (3.16) prennent la 

forme d’une constante. Dans ce cas, le modèle, appelé singleton, est obtenu par  : 

iR  :   Si iAestx    Alors ii dy = ,       ri ,,1K=  (3.18)

Ce modèle peut aussi être vu comme un cas particulier du modèle flou linguistique, dans 
lequel les sous-ensembles flous des conséquents se réduisent aux singletons. 

Inférence dans le modèle Takagi-Sugeno 
Avant de pouvoir inférer la sortie, il faut calculer d’abord le degré d’accomplissement 
)(xiβ  de l’antécédent. Pour les règles avec des sous-ensembles flous multivariables dans 

l’antécédent (cf. expressions (3.13) et (3.14)), le degré d’accomplissement est simplement 
égal au degré d’appartenance de l’entrée multidimensionnelle x  ; c’est-à-dire )(xiAi µβ = . 
Quand des connectives logiques sont utilisées, le degré d’accomplissement de l’antécédent est 
calculé comme une combinaison des degrés d’appartenance des propositions individuelles en 
utilisant les opérateurs de la logique floue. 

 
Dans la modélisation Takagi-Sugeno, l’obtention de la sortie du modèle est réalisée à 

partir d’une combinaison des opérations d’inférence et de défuzzification [GAL01]. La sortie 
finale se calcule comme la moyenne des sorties correspondants aux règles iR , pondérées par 
le degré d’accomplissement normalisé, selon l’expression [TAK85] : 
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En notant iλ  le degré normalisé d’accomplissement conformément à l’expression : 

∑
=

= r

i
i

i
i

1
)(

)(

x

x

β

β
λ  

(3.20)

le modèle affine Takagi-Sugeno, avec une structure commune du conséquent, peut être 
exprimé comme un modèle pseudo-linéaire avec des paramètres dépendants des entrées : 

)()()())((
11

xxxaxxax ddy T
r

i
ii

r

i

T
ii +=+= ∑∑

==
λλ  (3.21)

Les paramètres )(xa  et )(xd  sont des combinaisons linéaires convexes des paramètres 
des conséquents ia  et id , de la forme : 

∑∑
==

==
r

i
ii

r

i
ii dd

11
)()(,)()( xxaxxa λλ  (3.22)

De cette façon, le modèle TS peut être vu comme une correspondance (mapping) entre 
l’espace de l’antécédent (entrée) et une région convexe (polytope) dans l’espace des 
paramètres d’un système quasi-linéaire. Cette propriété a certains avantages qui facilitent 
l’analyse des systèmes flous TS dans le cadre des systèmes polytopiques [BOY94]. 
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Cependant, cette représentation a aussi des propriétés indésirables d’interpolation qui 
affectent la capacité d’approximation des systèmes. En effet, une amélioration du mécanisme 
d’inférence du modèle TS a été proposée [BAB96a]. L’idée centrale consiste, à partir de 
l’analyse des propriétés du mécanisme d’inférence/interpolation conventionnel du modèle TS, 
à remplacer l’expression de la moyenne pondérée (3.19) afin d’adoucir l’interpolation. 

 
Dans le cadre de l’identification des systèmes, un système flou approxime typiquement un 

modèle de régression dynamique non linéaire de la forme : 

))(()1( kfky NL x=+  (3.23)

où NLf  représente la fonction non linéaire et le vecteur de régression )(kx  à l’instant k  
contient une collection des entrées u  et des sorties y  précédentes du système. Bien que les 
modèles de Mamdani et de Takagi-Sugeno soient les plus utilisés, dans le contexte des 
systèmes dynamiques le modèle TS l’est plus fréquemment51 car il est mieux adapté pour le 
traitement et l’exploitation numérique des systèmes à entrées/sorties multiples. Les règles du 
modèle dynamique TS prennent alors la forme générale suivante : 

iR  :   Si iAk est)(z    Alors )()1( kky T
ii wθ=+ ,       ri ,,1K=  (3.24)

où les variables de l’antécédent )(kz  et du conséquent )(kw  sont usuellement choisies à 
partir du vecteur de régression )(kx . Le modèle a deux jeux de paramètres, les paramètres iθ  
des conséquents et les paramètres définissant les fonctions d’appartenance pour les sous-
ensembles flous iA . Ainsi, le modèle flou de type Takagi-Sugeno peut approximer les 
systèmes non linéaires avec des non linéarités douces et abruptes (à travers la structure des 
conséquents et la forme des fonctions d’appartenance). Il permet de faire un choix spécifique 
des variables de l’antécédent et du conséquent (e.g., systèmes Wiener et Hammerstein) 
[ABO03] et de modéliser des structures dynamiques qui changent en fonction de variables 
connues (systèmes commutés, modes de défaillance, etc.) [SAL05]. 

 
Dans le cadre de nos travaux, nous nous sommes particulièrement intéressés aux modèles 

dynamiques affines Takagi-Sugeno en temps discret sous la forme Non Linéaire Auto-
Régressive avec entrée eXogène (NARX). Ce type de modèle établi une relation entre les 
valeurs précédents des entrées et sorties avec la sortie prédite ŷ , de la manière suivante : 

))1(,),(),1(,),(()1(ˆ +−+−=+ uyNL nkukunkykyfky KK  (3.25)

où k dénote l’instant d’échantillonnage, ny et nu sont des entiers liés à l’ordre (structure) 
du système. Une fois que la structure appropriée est établie, la fonction fNL peut être 
approximée en utilisant une régression statique non linéaire, correspondant dans notre cas au 
modèle flou de type TS. Dans le modèle NARX, le vecteur de régression est composé par un 
certain nombre d’entrées et de sorties précédentes, x = [y(k),…,y(k-ny+1), u(k),…,u(k-nu+1)]T 
et )1(ˆ +ky  est la sortie prédite. Le cas des systèmes avec retard pur entre l’entrée et la sortie 
peut être directement incorporé sur le vecteur de régression sous la forme donnée par    x =
 [y(k),…,y(k-ny+1), u(k-nd+1),…,u(k-nd-nu+2)]T, où nd est une valeur entière du retard en 
nombre d’échantillons. Par simplicité, nous prenons par la suite nd = 1. 

 
                                                 
51 En effet, les modèles flous de type TS sont souvent associés à une recherche de performance numérique alors 
que ceux de Mamdani sont orientés vers une possible prise en compte des connaissances expertes [GAL01]. 
Cependant, lorsqu’il s’agit de systèmes complexes avec un grand nombre de variables en entrée et sortie, le 
nombre de règles dévient prohibitif. L’approche TS est alors mieux adaptée pour diminuer le nombre de règles. 
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Dans ce cas les règles du modèle dynamique affine TS prennent la forme : 

iR  :   Si 1est)( iAky  et 2est)1( iAky −  et … et yiny Anky est)1( +−  

       et 1est)( iBku  et 2est)1( iBku −  et … et uinu Bnku est)1( +−  

      Alors i

n

j
ij

n

j
iji djkubjkyaky

uy

++−++−=+ ∑∑
== 11

)1()1()1( ,      ri ,,1K=  

(3.26)

La sortie globale du modèle est calculée à partir de l’expression : 

∑
=

+=+
r

i
ii kykky

1
)1()()1( λ  (3.27)

Dans laquelle ]1,0[)( ∈kiλ  est le degré normalisé d’accomplissement conformément à 

l’expression (3.136) et 1)(1 =∑ =
r
i i kλ . 

Il faut remarquer que le modèle flou dynamique Takagi-Sugeno représenté par les règles 
de la forme (3.26) inclut aussi le cas di = 0 dit homogène [BAB98a] ou linéaire [ZHA97]. 
Cependant, il convient également de souligner que le terme "linéaire" signifie tout simplement 
que la sortie individuelle de chaque règle est une combinaison linéaire des régresseurs. En 
effet, le modèle dynamique représenté par l’expression (3.26) est en réalité non linéaire car les 
coefficients du modèle dépendent non linéairement des entrées et sorties du système via le 
degré normalisé d’accomplissement. Le fait que le terme indépendant di ne soit pas considéré 
dans le modèle homogène limite ces capacités d’approximation par rapport au modèle affine, 
mais d’autre part, facilite énormément la synthèse de la commande ainsi que l’analyse de la 
stabilité. En effet, certaines méthodes ont été développés pour la synthèse de contrôleurs avec 
des caractéristiques de performance désiré en boucle fermé [FIL96] [ZHA97] ainsi que pour 
l’analyse de la stabilité [TAN92] [TAN96]. 

 
Dans le cadre de la modélisation de systèmes, le modèle flou dynamique de type Takagi-

Sugeno permet aussi la représentation d’autres structures non linéaires entrée-sortie utilisés 
fréquemment, telles que les formes NOE52 et NARMAX53. Cependant, dans une approche 
d’identification à partir des données entrée-sortie, le problème de régression dans ces 
structures doit être résolu itérativement car le vecteur de régression ne peut pas être construit 
directement à partir des données puisque il contient les valeurs précédentes de la sortie du 
modèle. En principe, les méthodes d’identification par clustering, que nous aborderons dans 
la section 3.3, peuvent être appliquées à ces structures, mais comme ces méthodes de 
clustering flou sont itératives, cela amène à un problème d’optimisation plutôt complexe 
[BAB98a]. Par la suite nous nous sommes intéressés aux modèles dynamiques affines TS du 
type NARX. 

 
D’autre part, dans le modèle dynamique représenté par (3.26)-(3.27) il est supposé que y 

est un scalaire, c’est-à-dire, le système étudié est un système de type MISO54. Avec les 
modèles entrée-sortie, les systèmes MIMO55 peuvent être représentés de deux manières : soit 
la fonction non linéaire fNL est une fonction vectorielle, soit le système MIMO est décomposé 
dans un ensemble de systèmes MISO couplés. En modélisation flou l’approche de 

                                                 
52 NOE : Nonlinear Output Error. 
53 NARMAX : Nonlinear AutoRegressive Moving Average with eXogenenous inputs. 
54 MISO : Multiple-Input Single-Output. 
55 MIMO : Multiple-Input Multiple-Output. 
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décomposition est la plus adoptée. La raison est qu’il y a plus de flexibilité si chaque sortie est 
associée à différent type de non linéarité pour la même région de l’espace de l’antécédent 
[BAB98a]. En décomposant le système MIMO en plusieurs sous-systèmes MISO, le nombre 
de fonctions d’appartenance et de règles peut être réduit. Dans la suite de ce mémoire nous 
utilisons cette dernière approche. 

 
En plus de la représentation des structures entrée-sortie les plus fréquentes, les modèles 

flou dynamiques de type Takagi-Sugeno peuvent aussi représenter les systèmes non linéaires 
sous la forme d’espace d’état : 

))(),(()1( kkgk uxx =+  

  ))(()( kfk xy =  
(3.28)

où g  et h  sont des fonctions statiques. La fonction g , nommée la fonction de transition 
d’état, établie la correspondance entre l’état actuel )(kx  et l’entrée )(ku  avec le nouveau état 

)1( +kx . Quant à elle, la fonction f  établie la correspondance entre l’état actuel )(kx  et la 
sortie du système )(ky . Un exemple d’une représentation basée sur des règles d’un système 
non linéaire dans l’espace d’état est le modèle dynamique Takagi-Sugeno suivant : 

iR  :   Si iAk est)(x  et iBk est)(u    Alors 
⎩
⎨
⎧

=
+=+

)()(
)()()1(

kk
kkk

i

ii

xCy
uBxAx

,    ri ,,1K=  (3.29)

Le modèle comporte r  règles dans lesquelles iA  et iB  représentent des sous-ensembles 
flous, les matrices ii BA , et iC  sont des matrices de dimensions appropriés associés à la 
représentation de la dynamique du système. La sortie globale du modèle est déterminée en 
utilisant le même principe de calcul (moyenne pondérée) présenté dans l’équation (3.27). 

 
Comme nous l’avons vu, le modèle dynamique flou de type Takagi-Sugeno comporte les 

paramètres de l’antécédent et du conséquent pour chacune des règles. Dans la section suivante 
nous donnons un aperçu général sur la construction des modèles flous. Nous nous sommes 
plus spécialement intéressés à l’identification de modèles dynamiques TS en utilisant des 
données entrée-sortie du procédé. Nous développerons l’approche d’identification basée sur 
des méthodes de clustering flou dans la section 3.3. 

3.2. Identification (Construction) de modèles flous 

Typiquement, la construction de modèles flous peut se faire à partir de deux sources 
d’information différentes, telles que la connaissance préalable et les données (mesures du 
procédé). La connaissance préalable peut être plutôt d’une nature qualitative ou heuristique, 
issue de la connaissance des "experts", i.e., des designers de processus, des opérateurs. Dans 
ce sens, les modèles flous peuvent être vus comme des systèmes experts flous [ZIM87]. 

 
D’un autre côté, pour certains procédés, des données sont disponibles sous forme 

d’enregistrements de l’opération du procédé ou bien il est possible de réaliser des expériences 
d’identification afin d’obtenir les données appropriés du comportement du système. La 
construction de modèles flous à partir de données implique des méthodes basées sur la 
logique floue et le raisonnement approché, mais aussi des idées issues du domaine des 
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réseaux de neurones, de l’analyses de données et de l’identification conventionnelle de 
systèmes [HEL97]. 

 
L’utilisation des techniques et d’algorithmes pour la construction de modèles flous à 

partir de données est habituellement appelée identification floue [BAB98a]. Deux approches 
principales pour l’intégration de la connaissance et des données dans un modèle flou peuvent 
être distinguées : 

 
1. La connaissance experte exprimée sous une forme verbale est traduite dans une 

collection de règles du type "Si-Alors". De cette façon, une certaine structure du 
modèle est crée. Les paramètres dans cette structure (fonctions d’appartenance, 
paramètres des conséquents) peuvent être réglés avec précision en utilisant les 
données entrée-sortie. Les algorithmes particuliers d’ajustement exploitent le fait 
qu’au niveau du calcul, le modèle flou peut être vu comme une structure par couches 
(réseaux), similaire aux réseaux artificiels de neurones, pour laquelle des 
algorithmes standard d’apprentissage peuvent être appliqués. Cette approche est 
habituellement nommée modélisation neurofloue [JAN93] [PED95]. 

2. Aucune connaissance antérieure n’est initialement utilisée pour formuler les règles 
et le modèle flou est construit à partir des données. On s’attend à ce que les règles 
extraites puissent fournir une interprétation postérieure sur le comportement du 
système. Un expert peut confronter cette information avec sa propre connaissance, 
peut modifier les règles ou fournir de nouvelles règles et peut concevoir de 
nouvelles expériences additionnelles afin d’obtenir plus de donnés informatives. 

 
Ces techniques peuvent, évidemment, être combinées selon l’application particulière. 

Dans la suite, nous décrivons les étapes principales pour la sélection de la structure d’un 
modèle flou ainsi que pour la détermination de paramètres à partir de données entrée-sortie. 

3.2.1. Structure du modèle flou 

En modélisation floue des systèmes, la sélection de la structure implique habituellement 
les choix suivants : 

 
• Variables d’entrée et de sortie. Dans les systèmes complexes, il n’est pas toujours 

facile de déterminer quelles variables devraient être employées comme entrées du 
modèle. Dans le cas des systèmes dynamiques, on doit également estimer l’ordre du 
système. Pour le modèle entrée-sortie NARX représenté par l’expression (3.25) cela 
signifie qu’il faut définir le nombre de retards, d’entrée et de sortie, nu et ny. 
Plusieurs sources d’information typiques permettent de faciliter ce choix, tels que la 
connaissance préalable (e.g., connaissance sur le comportement du système). 
Parfois, des méthodes de sélection automatique de structure (l’ordre du système) 
basées sur des données peuvent être utilisées pour comparer différents choix en 
termes de critères de performance [HE93] [BOM98] [RHO98] [HAD02] [FEI04] 
[SIN04] [UNR07]. 

• Structure des règles. Ce choix implique le type de modèle (linguistique, singleton, 
Takagi-Sugeno) et la forme de l’antécédent (fonctions d’appartenance multivariables 
ou dans la forme composée). 

• Nombre et type de fonctions d’appartenance pour chaque variable. Ce choix 
détermine le niveau de détail (granularité) du modèle. De nouveau, le but de la 
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modélisation ainsi que la connaissance disponible vont influencer cette sélection. 
Des méthodes automatiques basées sur des données peuvent être utilisés pour ajouter 
ou supprimer des fonctions d’appartenance dans le modèle. 

• Type de mécanisme d’inférence, opérateurs logiques, méthode de défuzzification. 
Ces choix sont restreints par le type de modèle flou choisi (Mamdani ou TS), ainsi 
que par les opérateurs flous sélectionnés. Pour faciliter l’optimisation des modèles 
flous basée sur les données (apprentissage), des operateurs différentiables (produit, 
somme) sont souvent préférés aux opérateurs standard min et max. 

 
Une fois que la structure est fixée, la performance de la méthode de modélisation peut 

être réglée avec précision en ajustant les paramètres. Les termes ajustables des modèles 
linguistiques sont les paramètres des fonctions d’appartenance de l’antécédent et du 
conséquent (détermination de sa forme et de sa position) ainsi que les règles (détermination de 
la correspondance entre les régions floues de l’antécédent et du conséquent). Pour leurs parts, 
les modèles flous Takagi-Sugeno ont des paramètres tant dans les fonctions d’appartenance de 
l’antécédent que dans les fonctions du conséquent (paramètres iii d,,ba  pour le modèle 
dynamique affine TS (3.26)). Un aperçu général du problème d’identification et donné dans le 
paragraphe suivant. 

3.2.2. Le problème d’identification et ses solutions 

Les deux étapes de base en identification des systèmes sont la détermination de la 
structure et l’estimation des paramètres. Le choix de la structure du modèle (variables, 
fonctions d’appartenance, etc,…) est très important, car elle détermine la flexibilité du modèle 
dans l’approximation des systèmes. Un modèle avec une structure riche peut approximer des 
fonctions plus compliquées, mais, en même temps, il aura des propriétés de généralisation 
plus mauvaises. Le problème d’estimation de paramètres peut être formulé comme la 
minimisation d’un critère non linéaire des moindres carrés, de la façon suivante : 
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où les variables de l’antécédent z  et du conséquent w  sont choisies à partir du vecteur de 
régression x , et n  correspond au nombre disponible de paires de données ),( kk yx , pour 

nk ,,1K= . Les paramètres libres sont les vecteurs des paramètres de l’antécédent et du 
conséquent ( iα  et T

iθ ). )(ziλ  représente le degré normalisé d’accomplissement pour l’i-ème 
règle, étant donnée une base de r  règles. Les techniques d’optimisation généralement 
utilisées peuvent être divisées en deux principales catégories [SAL05] : 

(1) Méthodes basées sur l’optimisation globale de tous les paramètres, tels que les 
algorithmes génétiques, les techniques d’apprentissage neurofloue (rétropropagation 
du gradient et ses variantes), clustering flou dans l’espace produit entrée-sortie, etc. 

(2) Méthodes qui exploitent le fait que l’expression (3.30) est non linéaire en αi (du à la 
paramétrisation non linéaire des fonctions d’appartenance) et qu’elle est linéaire en 
θi. Typiquement, le problème d’estimation linéaire est résolu comme un problème 
local à chaque itération du problème d’optimisation des paramètres de l’antécédent. 

 
Comme en principe toutes les méthodes de régression non linéaire peuvent être adoptées 

pour la modélisation floue, alors l’éventail des techniques disponibles est vaste. Néanmoins, 
la construction des modèles flous implique un compromis entre plusieurs caractéristiques, 
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telles que la précision, la transparence et l’interprétabilité du modèle [JIN00] [GUI01]. 
Beaucoup de recherches ont été aussi consacrées aux méthodes de réduction de la complexité 
de systèmes flous, par exemple en utilisant des mesures de similarité [SET98], 
transformations orthogonales [YEN99] ou bien fusion de variables ainsi que des méthodes de 
structuration (hiérarchisation, décentralisation) [LAC03]. 

 
Parmi l’éventail des méthodes, nous nous intéressons en particulier, aux méthodes de 

construction de modèles flous de type Takagi-Sugeno à partir des données entrée-sortie du 
procédé en utilisant des techniques de clustering flou. Le paragraphe suivant donne une vue 
générale à ce propos. 

3.2.3. L’identification basée sur des données entrée-sortie 

On se propose donc d’obtenir un modèle flou directement à partir des données 
numériques issues du système à modéliser ; ces données peuvent être bruitées. L’objectif des 
entrées appliquées au système (en boucle ouverte ou fermée) est de parcourir l’ensemble de 
l’espace dans lequel on recherche à modéliser le comportement du système. Le modèle flou 
obtenu offre une faible capacité d’extrapolation en dehors de cet espace [BOR03]. 

 
Parmi la gamme d’approches de modélisation floue à partir des données entrée-sortie, les 

suivantes sont dignes d’être mentionnées : 
 
• Modélisation basée sur des prototypes (template-based), dans laquelle les domaines 

des variables de l’antécédent sont simplement partitionnés dans un nombre spécifié 
de fonctions d’appartenance avec la même forme et distribution dans l’espace. 

• Modélisation basée sur l’ajout progressif de fonctions d’appartenance, dans laquelle 
est générée une partition de l’espace avec une base de règles à complexité contrôlée. 

• Modélisation basée sur des techniques de coalescence floue (fuzzy clustering), dans 
laquelle les règles du modèle flou peuvent être extraites à partir de la conformation 
de groupes de données (classes) dans l’espace produit d’entrée-sortie. 

 
Nous abordons par la suite ces approches de manière plus approfondi, en mettant 

particulièrement l’accent sur les méthodes de coalescence floue que nous développerons dans 
la section 3.3. 

 
Modélisation basée sur des prototypes (template-based) 

Dans cette approche il est supposé que l’expert peut fournir initialement les fonctions 
d’appartenance et les règles. Néanmoins, pour divers systèmes, une connaissance particulière 
sur la partition de l’espace d’opération n’est pas disponible. Dans ce cas, les domaines des 
variables de l’antécédent peuvent être simplement partitionnés dans un nombre spécifié de 
fonctions d’appartenance avec la même forme et distribution dans l’espace. La base de règles 
peut être établie afin de couvrir toutes les combinaisons des termes de l’antécédent. La 
procédure d’identification consiste alors à estimer, à partir des données, les paramètres 
restants dans le modèle flou. S’il n’y a pas de connaissance disponible sur quelles variables 
génèrent la non linéarité du système, alors toutes les variables de l’antécédent sont 
partitionnées uniformément, ce qui conduit à une croissance exponentielle du nombre de 
règles [KOS91]. 
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Modélisation basée sur l’ajout progressif de fonctions d’appartenance 
L’objectif de cette modélisation est de générer automatiquement une partition floue de 

l’espace d’état ou de l’espace des entrées du processus. A chaque règle floue de type Takagi-
Sugeno est associé un modèle linéaire calculé à partir des données mesurées sur le système 
réel. La précision du modèle peut être accrue par ajouts successifs de fonctions 
d’appartenance (et donc de règles) dans l’espace de chaque entrée du modèle, par ajout de 
fonctions d’appartenance unidimensionnelles ou, dans l’espace des entrées, par ajout de 
fonctions d’appartenance multidimensionnelles. Typiquement ces méthodes utilisent une 
procédure itérative pour la construction du modèle, en effet, le modèle flou est augmenté 
jusqu’à atteindre une partition optimale et une base de règles qui satisfassent un certain critère 
de performance [NAK97a] [NAK97b]. Par exemple, la méthode itérative s’arrête quand 
l’erreur entre le modèle et le système réel est inferieur à une valeur prédefinie [BOR99] 
[BOR03]. 

 
Modélisation basée sur des techniques de coalescence floue 
Les méthodes d’identification basées sur la coalescence floue (fuzzy clustering) sont des 

méthodes qui ont des liens avec les domaines de l’analyse des données et de la reconnaissance 
des formes. Dans ces domaines, le concept d’une appartenance partielle est utilisé pour 
représenter le degré avec lequel un certain objet, représenté comme un vecteur dans un espace 
de caractéristiques (vecteur caractéristiques), est similaire à un certain objet prototype. Le 
degré de similitude est habituellement calculé en utilisant une mesure appropriée de distance. 
Basé sur la similitude, les vecteurs caractéristiques peuvent être regroupés de manière que les 
vecteurs d’un même groupe (cluster) soient aussi semblables que possible, de telle manière 
que des vecteurs de groupes différents soient aussi dissemblables que possible. La mesure de 
distance quantifie la distance entre les données, représentées comme des points dans l’espace 
caractéristique, et les objets prototype. 

 
L’idée de base du clustering flou est représentée sur la Figure 3.3a [BAB98a], dans 

laquelle les données sont regroupées dans deux groupes avec des prototypes v1 et v2, en 
utilisant une mesure Euclidienne de distance dans un espace caractéristique ℜ2. La partition 
des données est représentée dans la matrice de partition floue, U=[µik], dont les éléments µik 
sont les degrés d’appartenance des points [xk,yk] dans des clusters flous avec prototypes vi. 

 
(a) Interprétation des clusters flous basée sur des règles (b) Clusters flous hyperellipsoïdaux 

Figure 3.3. Identification par clustering flou (adaptation d’après [BAB98a]) 
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Des règles floues de type "Si-Alors" peuvent être extraites en projetant les clusters sur les 
axes des coordonnées. La Figure 3.3a montre un ensemble de données avec deux clusters 
apparents et deux règles floues associées. Le concept de similarité des données par rapport à 
un prototype permet d’envisager plusieurs formes possibles pour la définition d’une mesure 
de distance appropriée et le caractère du prototype. Par exemple, les prototypes peuvent être 
définis comme des sous-espaces linéaires (lignes, plans et hyperplans) [BEZ81] ou bien 
comme des hyperellipsoïdes avec une mesure adaptative de distance [GUS79] (voir Figure 
3.3b). Pour de tels clusters, les fonctions d’appartenance et les paramètres des conséquents 
d’un modèle de type Takagi-Sugeno peuvent être extraits [BAB95] : 

Si 1est Ax    Alors 111 dxay +=   , 
Si 2est Ax    Alors 222 dxay +=  

(3.31)

Chaque cluster est représenté par une règle dans le modèle Takagi-Sugeno. Les fonctions 
d’appartenance pour les ensembles flous 1A  et 2A  sont générées par la projection point par 
point de la matrice de partition sur les variables des antécédents. Ces ensembles flous définis 
point par point peuvent alors être approximés par des fonctions paramétriques appropriées (cf. 
expressions (3.3) et (3.4)). Les paramètres du conséquent pour chaque règle peuvent être 
obtenus par l’intermédiaire d’une estimation de type moindres carrés, que nous aborderons 
plus tard dans les sections suivantes. 

3.3. Méthodes de coalescence floue (clustering flou) 

Comme nous l’avons déjà indiqué, les modèles flous (en particulier ceux de type Takagi-
Sugeno) sont considérés sous l’optique d’une approche de modélisation multi-linéaire, qui 
essai de résoudre un problème complexe de modélisation en le décomposant en plusieurs 
sous-problèmes plus simples. La théorie des ensembles flous offre alors un excellent outil 
pour représenter l’incertitude associée à la tâche de décomposition, en fournissant des 
transitions douces entre les sous-modèles linéaires et pour intégrer divers types de 
connaissance dans un même cadre. Dans ce cas, l’identification floue peut être vue comme 
une recherche de la décomposition du système, en exploitant le fait qu’en général la 
complexité des systèmes n’est pas uniforme. Puisqu’il n’est pas possible de prévoir à l’avance 
qu’il y ait suffisamment de connaissance concernant cette tâche, nous considérons alors des 
méthodes de génération automatique de la décomposition, principalement à partir des données 
du système. Dans cette section nous abordons une classe appropriée d’algorithmes de 
coalescence floue (clustering) utilisée à ce propos. 

3.3.1. Notation et Concepts de base 

Les techniques de classification sont un outil important qui a trouvée des applications 
variées, telles que l'exploitation des données, la recherche documentaire, la compression de 
signal, la reconnaissance de la parole et des caractères manuscrits, la segmentation d'image, la 
modélisation des systèmes, la détection des défaillances et le diagnostic. 

 
D’un point de vue général, les méthodes de classification ont pour but de regrouper les 

éléments d’un ensemble { }NZ zzz ,,, 21 K=  en un nombre optimal de classes selon leurs 
ressemblances. Il existe un grand nombre de typologies de méthodes de classification que l’on 
peut regrouper en plusieurs catégories. Une première distinction consiste à séparer les 
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techniques en trois grandes familles, selon le type d’apprentissage56 sous-jacent, utilisé lors 
du classement. D’une façon très succincte, ces types d’apprentissage sont : 

• L’apprentissage supervisé, appelé aussi « apprentissage avec un maître », dans 
lequel on dispose d’un ensemble de données dont on connaît a priori la classe 
d’appartenance. Pour chaque vecteur d’entrée, la sortie désirée correspondante est 
connue à tout moment. Le but de la classification supervisée consiste alors à ajuster 
les paramètres du classifieur pour classer le plus correctement les données en 
utilisant la différence entre sa sortie et la sortie de référence. Un exemple largement 
connu associé à ce type d’apprentissage est la technique de rétropropagation du 
gradient, souvent utilisée dans les systèmes neuroflous. 

• L’apprentissage par renforcement, contrairement à l’apprentissage supervisé, il 
cherche à faire émerger des comportements permettant d’atteindre un objectif, sans 
autre information qu’un signal scalaire, le renforcement. Dans ce type 
d’apprentissage, un « agent » analyse en permanence les conséquences de ses 
actions, an ayant tendance à reproduire préférentiellement celles qui, dans les mêmes 
circonstances, ont conduit à des succès. L’agent est un terme très général qui désigne 
ici un système sous apprentissage : un programme informatique, un réseau de 
neurones, un système d’inférence floue, etc. [GLO03] [CER03]. 

• L’apprentissage non supervisé, qui consiste à établir des relations d’entrée/sortie en 
cherchant la formation de classes dans un ensemble d’observations sur lesquelles on 
ne dispose pas d’informations quant à leur appartenance aux éventuelles classes. Les 
méthodes de classification non supervisée permettent le regroupement des éléments 
ayant des propriétés statistiques, géométriques ou linguistiques semblables. Les 
méthodes de coalescence floue (regroupement ou clustering) font partie de ces 
méthodes, car elles n'utilisent pas des étiquettes préexistantes pour les classes57. 
Elles peuvent être utilisées comme un outil pour obtenir une partition des données 
quand les transitions entre les classes sont plutôt "douces" que "fortes" [BAB98a]. 

 
Une autre distinction peut être faite en considérant le principe de représentation ou de 

construction du classement. De son coté [BIE99] présente cinq catégories de méthodes : les 
méthodes statistiques, les méthodes hiérarchiques, les méthodes par graphes, les méthodes 
itératives et les méthodes connexionnistes. Pour sa part [BEZ81] présente une distinction en 
se  basant sur l'approche algorithmique des différentes techniques. Ainsi par exemple, les 
méthodes hiérarchiques forment de nouveaux groupes (clusters) en redistribuant les 
appartenances d'un point à la fois, basé sur une certaine mesure convenable de similitude. 
Dans les méthodes par graphes, l’ensemble Z, est considéré comme un ensemble de nœuds. 
Les poids des liaisons entre paires de nœuds sont basés sur une mesure de similitude entre ces 
nœuds. 

 
Par ailleurs, la définition des classes et des relations entre celles-ci dépend de la structure 

de classification utilisée. La plupart des algorithmes de clustering présents dans la littérature 
appartiennent à une des deux catégories suivantes : clustering hiérarchique et clustering par 
partition [JAI88]. Les algorithmes de clustering hiérarchique considèrent seulement des 
                                                 
56 Malgré la complexité qu’implique une définition étendue du concept d’apprentissage, nous considérons ici 
d’une façon très modeste, une définition assez limité mais appropriée à nos recherches : on peut considérer 
l’apprentissage comme le processus par lequel un utilisateur fournit des données (dans notre cas numériques) à 
un logiciel dans le but que celui s’en serve comme modèle pour pouvoir ensuite les reconnaître. 
57 Néanmoins, il faut dire que pour la plupart des algorithmes conventionnels de coalescence floue le nombre de 
classes est établi a priori. 
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voisins locaux et créent une décomposition hiérarchique des données, en générant une 
séquence de partitions arborescentes. Ces algorithmes peuvent être divisés en méthodes 
agglomératives (bottom-up) et méthodes par division (top-down) : 

• Les algorithmes agglomératifs commencent en considérant un grand nombre de 
clusters individuels et successivement les fusionnent selon une mesure de distance. 
Le clustering peut s’arrêter quand toutes les données sont dans un seul groupe ou 
bien à n’importe quel point intermédiaire désiré. Ces méthodes suivent une stratégie 
de fusion de clusters de type constructive. 

• Les algorithmes par division suivent la stratégie opposée. Ils commencent par un 
groupe qui contient toutes les données et progressivement le groupe est divisé en 
groupes plus petits jusqu’à atteindre la situation limite dans laquelle chaque donnée 
constitue un groupe, ou bien avant cette limite, selon ce que l’on désire. 

 
Les algorithmes hiérarchiques sont, en principe, plus efficaces dans le traitement du bruit 

et des points aberrants (outliers). Cependant, ces techniques hiérarchiques souffrent du fait 
qu’une fois qu’une fusion ou qu’une division est faite, elle ne peut pas être défaite ou raffinée. 

 
Concernant les algorithmes de clustering par partition, ces algorithmes diffèrent des 

techniques hiérarchiques dans le fait qu’ils admettent la relocation dans les classes (dans le 
processus itératif les données peuvent se déplacer d’un cluster à un autre). Cela permet qu’une 
partition initiale pauvre, puisse être corrigée à une étape postérieure. Ils diffèrent aussi parce 
que leurs solutions n’expriment pas nécessairement un rapport hiérarchique entre les classes. 
Ces algorithmes génèrent une partition unique des données et peuvent incorporer la 
connaissance de la forme ou de la taille des clusters en utilisant des prototypes et des mesures 
de distance (mesure de similitude) adéquats dans leur formulation. Le clustering en utilisant 
une mesure de similitude permet la définition des classes décrivant des régions distinctes dans 
l’espace de représentation. Le terme de similitude est typiquement défini au moyen d’une 
norme de distance. La distance peut être mesurée parmi les vecteurs de données, ou bien 
comme une distance d'un vecteur de données à un certain objet prototypique du groupe. Les 
prototypes peuvent être des vecteurs de la même dimension que les objets de données, mais 
ils peuvent également être définis en tant qu'objets géométriques "de plus haut niveau", tels 
que des sous-espaces ou des fonctions linéaires ou non linéaires. En particulier, la formulation 
de ces algorithmes est basée sur l’utilisation d’une fonction objectif (critère de classification) 
pour établir itérativement une partition floue appropriée d’un ensemble de données. Des 
algorithmes d’optimisation non linéaires sont utilisés pour chercher l’extremum local d’une 
telle fonction. Dans ces méthodes la fonction objectif est différentiable, ce qui constitue une 
propriété utile pour l'optimisation. Les principaux inconvénients de l’approche par partition 
sont la difficulté pour estimer le nombre de clusters, ainsi que la sensibilité par rapport 
l’initialisation, le bruit et les points aberrants [FRI96]. 

 
Dans la suite de ce chapitre nous nous focalisons sur les techniques de clustering flou 

basées sur une fonction objectif. Nous verrons comment, en utilisant de telles techniques, il 
est possible de construire des modèles flous de type Takagi-Sugeno à partir des données 
entrée-sortie du procédé. 

 
Notation 

Dans les méthodes de clustering flou, les données sont typiquement des observations 
(mesures) issues d'un certain processus physique. Chaque k-ième observation constitue un 
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vecteur noté par T
nkkkk zzz ],,,[ 21 L=z , avec Nk ≤≤1 , n

k ℜ∈z , où N représente le nombre 
des observations et n correspond au nombre de variables mesurées, attributs ou 
caractéristiques dans l’espace de représentation nℜ . Un ensemble de N observations est 
dénoté par { }NkZ k ,,2,1 L== z  et il est représenté comme une matrice sous la forme : 
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Dans la littérature sur la reconnaissance des formes, les colonnes de cette matrice sont 
appelées les objets ou patrons et Z est appelée la matrice patronne ou matrice des données. 
Quand le clustering est appliqué pour la modélisation et l’identification des systèmes 
dynamiques, les colonnes de Z contiennent les échantillons des signaux observés au cours du 
temps, et les lignes sont, par exemple, les variables physiques mesurés dans le système (e.g. 
température, pH, etc.). Afin de représenter la dynamique du système, il est nécessaire 
d’inclure typiquement les valeurs passées des variables dans la matrice Z. Par exemple, pour 
le cas d’un système non linéaire représenté par un modèle NARX de deuxième ordre y(k+1) = 
fNL (y(k), y(k-1), u(k), u(k-1)), les règles iR  d’un modèle dynamique affine Takagi-Sugeno ont 
la forme suivante : 

iR  :   Si 1est)( iAky  et 2est)1( iAky −  et 1est)( iBku  et 2est)1( iBku −  

   Alors iiiii dkubkubkyakyaky +−++−+=+ )1()()1()()1( 2121  
(3.33)

Dans ce cas, la matrice des données prend la forme : 
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Les algorithmes de clustering flou visent à réaliser une classification d’un ensemble de 
données en établissant une partition floue des observations en un certain nombre de classes. 
La notion de partition floue, qui s’est avéré d’une grande utilité pour le développement des 
techniques floues de classification, a été introduite par Ruspini [RUS69]. Au sens de Ruspini 
(partition floue stricte), une c-partition floue d’un ensemble Z peut être obtenue en définissant 
des c sous-ensembles flous de Z tel que la somme des degrés d’appartenance pour chaque 
observation de Z soit unitaire. En fait, on associe à chaque observation Zk ∈z  un vecteur de 
degrés d’appartenance aux différentes classes. La juxtaposition de ces vecteurs pour 
l’ensemble des N observations de Z amène à la définition d’une matrice d’appartenance U (de 
dimension Nc× ) où l’élément ikµ  représente le coefficient d’appartenance58 de l’observation 

kz  à la classe c. Cette matrice établit une relation d’ordre floue et traduit l’idée d’une partition 
floue en c classes. 

 
                                                 
58 Afin de simplifier la notation, nous utilisons dans cette section iµ  au lieu de la forme usuelle 

iAµ . De plus, 

pour faciliter la notation matricielle, ikµ est noté )( ki zµ . 
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La matrice d’appartenance [ ]ikµ=U  est également appelée matrice de partition floue et 
respecte les propriétés suivantes : 

[ ]1,0∈ikµ ,       ci ≤≤1 ,       Nk ≤≤1 , 

N
N

k
ik << ∑

=1
0 µ ,    ci ≤≤1 . 

1
1

=∑
=

c

i
ikµ ,        Nk ≤≤1 , 

(3.35)

(3.36)

(3.37)

L’expression (3.37) traduit une condition de normalisation d’inspiration probabiliste. 
Cependant, bien que cette approche de la définition d’une partition floue soit la plus utilisée, 
différents auteurs [KRI93] [KHO97] présentent des approches où cette contrainte est relaxée. 
Il s’agit d’approches qui conduisent à une partition dite possibiliste59, dans laquelle en plus de 
respecter les expressions (3.35) et (3.36), la contrainte exprimée par (3.37) est remplacée par 
une autre moins restrictive : 

0, >∃ iki µ ,       Nk ≤≤1  (3.38)

Cette expression est dérivée du fait que la contrainte (3.37) ne peut pas être complètement 
enlevée, afin d’assurer que chaque point soit assigné à au moins un des sous-ensembles flous 
avec une appartenance supérieur à zéro. Dans la suite nous nous intéressons aux techniques 
qui conduisent à une partition floue des données définie par l’ensemble des expressions (3.35) 
à (3.37). 

 
Algorithmes de coalescence floue 

Comme nous l’avons indiqué précédemment, les algorithmes de clustering flou 
optimisent itérativement un critère de classification afin d’établir une partition floue d’un 
ensemble de données en un certain nombre de classes (clusters). Le groupement des données 
est fait à partir d’une phase d’"apprentissage" en utilisant une mesure de similitude par 
l’intermédiaire de techniques de classification. Au niveau de la modélisation, à chaque cluster 
correspond théoriquement un fonctionnement homogène du système qui peut se présenter 
sous la forme d’un modèle linéaire local. Le nombre de modèles linéaires locaux est égal au 
nombre de règles du modèle. Cela permet le recours à la théorie de l’Automatique linéaire 
pour la définition du contrôleur. 

 
Dans les paragraphes suivants, un ensemble non exhaustif d’algorithmes de coalescence 

floue est présenté, basés sur la minimisation d’une fonction objectif. Parmi ceux-ci, le plus 
connu est l’algorithme des c-moyennes floues, en anglais Fuzzy c-Means (FCM) ainsi qu’une 
de ses extensions, l’algorithme de Gustafson-Kessel (GK). Le premier permet la détection de 
classes hypersphériques, tandis que le deuxième, détecte des classes hyperellipsoïdales, 
typiquement mieux adaptées à la géométrie des observations. Dans la gamme des algorithmes 
de clustering avec prototypes linéaires utiles à nos propos de modélisation floue des systèmes, 
nous présentons l’algorithme Fuzzy c-Regression Models (FCRM). Ensuite, nous introduisons 
l’algorithme Fuzzy Ellipsoidal Regression (FER), utilisé pour favoriser l’interprétabilité du 
modèle flou résultant. Ces quatre algorithmes de coalescence floue nécessitent la 
connaissance préalable du nombre de clusters. Pour finir, nous présentons l’algorithme Fuzzy 
Robust Ellipsoidal Regression (RoFER), sur la base d’une approche d’« agglomération 

                                                 
59 Le terme "possibiliste" (partition, clustering, etc.) a été introduit par Krishnapuram et Keller [KRI93]. Dans la 
littérature, les termes "partition floue contrainte" et "partition floue non contrainte" sont utilisés aussi pour 
dénoter les partitions qui impliquent respectivement les expressions (3.37) et (3.38) [BAB98a]. 
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compétitive », qui non seulement permet d’établir "automatiquement" le nombre de clusters 
linéaires, mais aussi qui est robuste en présence de bruit et de points aberrants60 (outliers). 

3.3.2. Groupage c-moyennes floues (algorithme FCM) 

L’algorithme Fuzzy c-Means (FCM), issu des travaux de Dunn [DUN74] et amélioré plus 
tard par Bezdek [BEZ81], constitue une référence parmi les différentes méthodes de 
coalescence floue basés sur la minimisation de la fonction objectif c-mean, de la forme : 
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)();( AVU, µ  (3.39)

où   Z  est l’ensemble des données, 
     [ ]ikµ=U  est la matrice de partition floue (de dimension Nc× ), 
     ],,,[ 21 cvvvV K=  est un vecteur de prototypes de clusters (centres) qui doit être 
                      déterminé, avec n

i ℜ∈v  centre de la i-ème classe, ci ≤≤1 . 

     )()(22
ik

T
ikikikD vzAvzvz

AA −−=−= ,    ci ≤≤1 ,    Nk ≤≤1  (3.40)

     est un norme de distance quadratique dans  l’espace considéré, qui définit la mesure de        
     distance entre l’observation kz  et le centre iv  au sens de la métrique induite par A . 
     ),1[ ∞∈m  est un facteur qui désigne le degré de flou61 de la partition. 

 
Le paramètre m influence directement la forme des clusters dans l’espace des données du 

système. Quand le facteur m  s’approche de la valeur 1, la forme de la fonction 
d’appartenance pour chaque cluster est presque booléenne (µik ∈ {0,1}) et vi sont les 
moyennes ordinaires des clusters. De l’autre côté, plus m  est grand, plus la partition est floue. 
Quand m→∞, la partition devient floue au maximum (µik = 1/c) et les moyennes des clusters 
sont toutes égales à la moyenne de Z. Ces propriétés limites sont indépendantes de la méthode 
d’optimisation sélectionnée [PAL95]. Bien que le choix de m dépend des données [YU04], 
habituellement ce paramètre est initialisé à une valeur entre 1,5 et 2,5. 

 
Dans l’équation (3.39), la mesure de non-similarité exprimée par le terme JFCM (Z;U,V) est 

la somme des carrés des distances entre chaque vecteur de données kz  et le prototype (centre) 
du cluster correspondant iv . L’effet de cette distance est pondéré par le degré d’activation du 
cluster (µik)m correspondant au vecteur de données kz . La valeur de la fonction coût 
JFCM(Z;U,V) peut être vue comme une mesure de la variance totale de kz  par rapport aux 
prototypes iv . 

 
La minimisation de la fonction objectif JFCM (Z;U,V) est un problème d’optimisation non 

linéaire qui peut être résolu par différentes méthodes, parmi lesquelles la plus utilisée est 
basée sur l’itération de Picard à travers les conditions du premier ordre pour les points 
stationnaires [BEZ80]. Cette méthode est connue comme l’algorithme Fuzzy c-Means (FCM). 
Les points stationnaires de la fonction objectif (3.39) peuvent être trouvés en ajoutant la 
contrainte de normalisation (3.37) au critère FCMJ  au moyen des multiplicateurs de 
Lagrange : 

                                                 
60 Outlier : Dans un ensemble d’observations, c’est la donnée qui s’écarte nettement de cet ensemble. 
61 m : fuzziness weighting exponent. 
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où les termes kλ  sont les coefficients multiplicateurs de Lagrange. La minimisation du 
critère FCMJ  s’obtient alors en annulant le gradient de FCMJ 62 par rapport VU, et λ . Si 

kiDik ,,02 ∀>A  et 1>m , alors on obtient les relations de mise à jour suivantes : 

Pour les coefficients ikµ  de la matrice de partition floue : 
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(3.42)

Pour les prototypes (centres) iv  des clusters : 

∑
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Cette solution satisfait aussi les contraintes (3.35) et (3.36). Il faut remarquer que 
l’expression (3.43) exprime iv  comme la moyenne pondérée des données qui appartiennent à 
un cluster, où le facteur de pondération est associé aux degrés d’appartenance floue. C’est 
pourquoi l’algorithme est appelé "c-moyennes" (c-means). 

 
Le processus itératif s’arrête lorsque la partition devient stable, c’est-à-dire lorsqu’elle 

n’évolue plus significativement, entre deux itérations successives. Ceci s’exprime de manière 
générale par la vérification de l’expression (3.44) où le terme de gauche traduit une norme 
matricielle et le coefficient ε  définit le seuil de convergence : 

ε<− − )1()( tt UU  (3.44)

L’expression )(tU  représente la matrice de partition floue à l’itération (t). 
 
L’algorithme général de résolution fuzzy c-mean (FCM) peut se formuler ainsi : 
 

Algorithme FCM - Fuzzy c-means 
  

 Etant donné un ensemble de vecteurs de données Z : 
   Définir la matrice A de métrique de la distance 2

AikD  
   Fixer le nombre de clusters Nc <<1  
   Fixer le degré de flou 1>m  et la tolérance de fin d’algorithme 0>ε  
   Initialiser la matrice [ ]ikµ=U  de partition floue 
Répéter 
   Pas 1.  Calculer les prototypes (centres) des clusters (Eq. (3.43)) 
   Pas 2.  Calculer les distances pour chaque cluster (Eq. (3.40)) 
   Pas 3.  Mettre à jour la matrice U de partition floue (Eq. (3.42)) 
Jusqu’à obtenir la stabilité de la partition (Eq. (3.44)) 

                                                 
62 Pour la suite du chapitre, remarquons que par rapport la fonctionnelle J , la notation J  comprend les 
contraintes d’égalité pour la minimisation. 
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Remarques 
R 3.2 Une singularité dans l’algorithme FCM se produit au Pas 3 quand 0=AisD  pour un 

certain kz  et un ou plusieurs prototypes de groupe { }cSss ,,2,1, K⊂∈v . Dans ce 
cas, le degré d’appartenance dans l’expression (3.42) ne peut pas être calculé. Quand 
cela arrive, la valeur zéro est assignée à chaque Siik ∈,µ  et l’appartenance est
distribuée arbitrairement parmi sjµ  soumis à la contrainte kSs sj ∀=∑ ∈ ,1µ
[BAB98a]. 

R 3.3 Les équations (3.42), (3.43) sont seulement des conditions nécessaires du premier 
ordre pour les points stationnaires de la fonctionnelle (3.39). La suffisance de ces 
conditions et la convergence de l’algorithme a été abordée par Bezdek [BEZ80]. 
Néanmoins, la minimisation du critère FCMJ n’est pas simple à cause des minima 
locaux63. En effet, l’existence de "points selle" a été démontrée [TUC87] dans 
plusieurs contre-exemples au supposé théorème de convergence. Les contre-exemples 
sont expliqués plus en détail dans l’article de Bezdeck [BEZ87]. 

R 3.4 La procédure d’optimisation alternative utilisée par l’algorithme FCM itère à travers 
les estimations U(t-1) → V(t) → U(t) et se termine aussitôt que ||U(t) - U(t-1)|| <ε. Un autre 
choix, consiste à l’initialiser avec V(0), itérer après à travers V(t-1) → U(t) → V(t) et finir 
quand ||V(t)-V(t-1)|| <ε. La norme d’erreur dans le critère de terminaison est usuellement 
choisie comme maxik ( |µik

(t)-µik
(t-1)| ). Des résultats différents peuvent être obtenus avec 

la même valeur de ε, puisque le critère de terminaison utilisé dans l’algorithme FCM 
exige que les valeurs de plusieurs paramètres s’approchent les uns des autres. La 
valeur usuelle pour le seuil de terminaison est ε = 0.001, bien qu’une valeur de ε= 0.01
convienne dans la plupart des cas [BAB98a]. 

 
L’algorithme FCM réalise une partition floue d’un ensemble d’observations en un nombre 

connu a priori de classes. Comme on vient de l’indiquer, cet algorithme converge en général 
vers un minimum local de la fonction objectif. Le résultat obtenu dépend aussi de 
l’initialisation des prototypes (centres) des classes, ainsi que du choix de la métrique 
employée et des différents paramètres de l’algorithme (c, m, ε). Le nombre de clusters c est le 
paramètre le plus important, les autres paramètres ont une influence mineure au niveau de la 
partition, en comparaison avec les effets du nombre de clusters. Ceci implique habituellement 
de réitérer plusieurs fois l’algorithme avec des valeurs différentes, puis de sélectionner 
ultérieurement la meilleure partition au cours d’une phase de validation, sujet qui sera abordé 
dans le paragraphe 3.4.1. 

 
D’autre part, la forme des clusters dans l’algorithme FCM est déterminée par le choix de 

la matrice de norme induite A et par la mesure de distance 2
AikD  (cf. expression (3.40)). Un 

choix simple consiste à sélectionner A comme la matrice d’identité, nn×ℜ∈= IA , ce qui 
correspond à la norme standard Euclidienne : 

)()(2
ik

T
ikikD vzvz −−=  (3.45)

 

                                                 
63 Il serait souhaitable que deux points équidistants du centre de la classe à laquelle ils appartiennent aient le 
même degré d’appartenance à cette classe. Ce n’est pas le cas avec l’algorithme FCM. On peut avoir des points 
équidistants qui n’ont pas le même degré d’appartenance, cela est dû à l’équation (3.42) qui est fonction de la 
distance du point à la classe, mais aussi du point à toutes les autres classes. De ce fait des singularités se 
produisent car deux points bien qu’équidistants à une classe ne le sont pas par rapport aux autres [ATI05]. 
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Notons qu’avec ce choix de la matrice A, l’expression (3.45) mesure la distance en 
pondérant toutes les observations à par égale par rapport au prototype (centres) des clusters. 
L’interprétation géométrique de l’algorithme FCM en utilisant une mesure de distance 
Euclidienne, donne alors des clusters de forme hypersphérique, c’est-à-dire, des clusters dont 
les surfaces des fonctions d’appartenance constantes (surfaces de niveau) sont des 
hypersphères dans l’espace de représentation nℜ . 

 
Nous abordons par la suite deux algorithmes qui représentent des extensions de 

l’algorithme FCM. L’algorithme de Gustafson-Kessel (GK), qui utilise une mesure adaptative 
de distance permettant la détection des classes hyperellipsoïdales, et l’algorithme Fuzzy c-
Regression Models (FCRM), basé sur des prototypes hyperplanaires. 

3.3.3. Groupage avec matrice de covariance floue (algorithme GK) 

L’extension de l’algorithme FCM proposée par Gustafson et Kessel [GUS79] a l’avantage 
de tenir compte de la forme propre de chacune des classes. En particulier, il permet la 
détection des classes hyperellipsoïdales, typiquement mieux adaptées à la géométrie des 
observations. Pour cela, pour chaque cluster, la mesure de distance est définie à l’aide d’une 
métrique iA  : 

)()(2
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T
ikik i

D vzAvzA −−=  (3.46)

où la matrice de norme induite iA  est propre à chaque cluster, avec ci ≤≤1 . Les 
matrices iA  sont utilisées comme variables d’optimisation dans la fonctionnelle c-means, 
permettant ainsi à chaque cluster d’adapter la norme de distance à la structure des données. 

 
Soit A  qui représente un c-uplet de matrices de norme induite définies positives 

),,,( 21 cAAAA K= . La fonction objectif de l’algorithme GK est définie par : 
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où Nc×ℜ∈U , cn×ℜ∈V  et nn×ℜ∈A  correspondent aux solutions de la minimisation 
(points stationnaires) de la fonctionnelle GKJ . Pour A fixe, les conditions (3.42) et (3.43) 
peuvent être appliquées. Néanmoins, la fonction objectif (3.47) ne peut pas être minimisée 
directement par rapport à Ai puisque elle est linéaire en Ai. Pour obtenir une solution 
réalisable, Ai doit être contrainte d’une certaine façon, pour cela, il suffit d’imposer une 
contrainte sur le déterminant de Ai [BAB98a]. En permettant à la matrice Ai de varier alors 
que son déterminant reste fixe, cela correspond à optimiser la forme du cluster tandis que son 
volume reste constant. C’est pourquoi on considère l’algorithme GK comme une méthode de 
clustering avec une mesure adaptative de la distance. La contrainte sur le volume se traduit 
par l’expression : 

ii ψ=A  (3.48)

Nous avons la possibilité d’affecter des volumes différents pour chaque cluster par 
l’intermédiaire de iψ , initialisé par défaut à la valeur 1. En utilisant la méthode des 
multiplicateurs de Lagrange [GUS79], la minimisation du critère d’optimisation conduit à 
l’expression de iA  suivante : 
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( )( ) 1/1det −⋅= i
n

iii FFA ψ  (3.49)

où iF  est la matrice de covariance floue du i- ème cluster, définie par l’expression : 
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La structure propre de la matrice de covariance floue nn
i

×ℜ∈F  fournit une information 
précieuse sur la forme et l’orientation des clusters hyperellipsoïdaux. En effet, la racine carrée 
de chacune de ses valeurs propres njj ,,1, K=λ  représente les longueurs des axes dans 
l’hyperespace. Les directions des axes sont données par les vecteurs propres jφ . Cela est 
illustré sur la Figure 3.4 pour un espace de dimension n = 2 : 

 
Figure 3.4. Interprétation géométrique de la matrice de covariance floue (d’après [BAB98a]) 

L’équation (z-v)T F-1 (z-v) = 1 définit un hyperellipsoïde dans ℜn. 
 
La substitution des équations (3.49) et (3.50) dans l’expression (3.46) donne une norme 

quadratique de distance Mahalonobis généralisée entre le vecteur kz  et la moyenne (centre) 
du cluster iv , où la covariance est pondérée par les degrés d’appartenance en U . La mesure 
de distance pour l’algorithme GK est définie alors comme : 

( )( ) )(det)( 1/12
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L’algorithme de clustering de Gustafson-Kessel (GK) peut se formuler ainsi : 
 

Algorithme GK - Gustafson-Kessel 
  

 Etant donné un ensemble de vecteurs de données Z : 
   Fixer le nombre de clusters Nc <<1  
   Fixer le degré de flou 1>m , le volume ψi des clusters 
   et la tolérance de fin d’algorithme 0>ε  
   Initialiser la matrice [ ]ikµ=U  de partition floue 
Répéter 
   Pas 1.  Calculer les prototypes (centres) des clusters (Eq. (3.43)) 
   Pas 2.  Calculer les matrices de covariance de cluster (Eq. (3.50)) 
   Pas 3.  Calculer les distances pour chaque cluster (Eq. (3.51)) 
   Pas 4.  Mettre à jour la matrice U de partition floue (Eq. (3.42)) 
Jusqu’à obtenir la stabilité de la partition (Eq. (3.44)) 



Identification de modèles flous Takagi-Sugeno (TS) à partir de données                              103 

 

Remarques 
R 3.5 En utilisant la structure propre de la matrice de covariance floue Fi , il est possible de 

dériver des sous-espaces linéaires de données. En effet, ceux-ci peuvent être 
représentés par des hyperellipsoïdes plats, que l’on peut voir comme des hyperplans. 
Le vecteur propre qui correspond à la valeur propre la plus petite détermine la normale 
à l’hyperplan et peut aussi être utilisé pour calculer les sous modèles locaux linéaires. 
Cette approche sera développée dans la section 3.4 [BAB98a]. 

R 3.6 Une avantage de l’algorithme GK sur le FCM consiste en ce que l’algorithme GK peut 
détecter des clusters de formes et d’orientations différentes pour un ensemble de 
données dans l’espace de représentation. Cependant, il est plus lourd en temps de 
calcul, car l’inverse et le déterminant de la matrice de covariance floue de cluster 
doivent être calculés à chaque itération. 

 
Les deux algorithmes décrits jusqu’à présent se caractérisent par une représentation des 

clusters par l’intermédiaire des points prototypes (centres), vi∈ℜn : ce sont des structures 
géométriques du même "type" que les vecteurs de données. L’algorithme FCM utilise une 
norme de distance fixe et préfère ainsi fortement les clusters d’une forme géométrique induite 
par cette norme. L’algorithme GK remédie à cet inconvénient en adaptant localement la 
norme de distance. Une autre approche conceptuellement différente consiste à définir les 
prototypes comme des sous-espaces r-dimensionnels linéaires64 ou non linéaires dans l’espace 
de représentation ℜn, où nr ≤≤1 . Nous abordons cette approche dans le paragraphe suivant, 
en présentant l’algorithme FCRM. 

3.3.4. Groupage avec prototypes linéaires (algorithme FCRM) 

L’algorithme Fuzzy c-Regression Models (FCRM), proposé par Hathaway et Bezdek 
[HAT93] appartient à la gamme des algorithmes de clustering avec prototypes linéaires. 
Contrairement aux deux méthodes exposées précédemment, les prototypes des clusters ne 
sont pas des objets géométriques dans l’espace des données, mais ils sont définis 
explicitement par des relations fonctionnelles en termes d’équations de régression. Cet 
algorithme estime les paramètres du c modèles de régression conjointement avec une c-
partition floue de l’ensemble des données. Les modèles de régression prennent la forme 
générale donnée par : 

);( ikik fy θx=  (3.52)

où les fonctions if  sont paramétrées par ip
i ℜ∈θ . Le degré d’appartenance U∈ikµ  est 

interprété comme une pondération qui représente le domaine pour lequel la valeur prédite par 
le modèle );( ikif θx  correspond à la sortie ky . L’erreur de prédiction peut être définie par : 

2));(()( ikikiik fyE θxθ −=  (3.53)

La famille des fonctions objectif définie pour les c modèles flous de régression, avec 
ci ≤≤1 , et le jeu de données ( ) ( ){ }NN yyZ ,,,, 11 xx K= , est donnée par l’expression : 
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64 C’est-à-dire : lignes (r = 1), plans (r = 2) et hyperplans (2 < r < n). 
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Une approche possible pour la minimisation de la fonction objectif (3.54) est la méthode 
de minimisation de coordonnée groupée [HAT91], dans laquelle la mise à jour de la matrice 
de partition floue est donnée par l’expression : 
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1µ ,    ci ≤≤1 ,    Nk ≤≤1  (3.55)

 
L’algorithme général FCRM est alors formulé comme : 
 

Algorithme FCRM - Fuzzy c-Regression Models 
  

 Etant donné un ensemble de données ( ) ( ){ }NN yyZ ,,,, 11 xx K=  : 
   Fixer le nombre de clusters Nc <<1  
   Fixer la structure des modèles de régression (Eq. (3.52)) et la mesure de l’erreur 
   de prédiction (Eq. (3.53)) 
   Fixer le degré de flou 1>m  et la tolérance de fin d’algorithme 0>ε  
   Initialiser la matrice [ ]ikµ=U  de partition floue 
Répéter 
   Pas 1.  Calculer des valeurs pour les paramètres du modèle θi qui 
          minimisent globalement l’expression E(Z ;U,{θi}) (Eq. (3.54)) 
   Pas 2.  Mettre à jour la matrice U de partition floue (Eq. (3.55)) 
Jusqu’à obtenir la stabilité de la partition (Eq. (3.44)) 

 
L’algorithme FCRM présente l’inconvénient que les clusters ne sont pas limités dans leur 

taille, ce qui génère une tendance à connecter des clusters qui peuvent être bien séparés. Par 
conséquent, l’algorithme est plutôt sensible à l’initialisation. L’avantage de cet algorithme est 
qu’il peut aussi ajuster des modèles locaux non linéaires aux données, comme des polynômes, 
qui sont toujours linéaires en leurs paramètres. Cela conduit à un problème d’estimation 
linéaire dans le Pas 1 de l’algorithme [BAB98a]. 

 
En fait, quand les fonctions de régression fi dans l’expression (3.52) sont linéaires par 

rapport aux paramètres θi, i.e., i
T
iiki dxf += aθx );( , ceux-ci peuvent être obtenus alors 

comme une solution d’un problème des moindres carrés pondérés où les degrés 
d’appartenance de la matrice de partition floue U  servent comme facteurs de pondération (cf. 
paragraphe 3.4.3, concernant l’obtention des paramètres des conséquents du modèle Takagi-
Sugeno). En choisissant la matrice et le vecteur de données (entrée et sortie, respectivement) 

pN×ℜ∈X  et Nℜ∈y , ainsi que la matrice de pondération NN
i

×ℜ∈W  tel que : 
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Alors les paramètres optimaux pour chacun des sous modèles linéaires sont calculés par 
l’expression : 
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3.3.5. Groupage avec régression ellipsoïdale (algorithme FER) 

Dans ce paragraphe nous introduisons l’algorithme de groupage avec régression 
ellipsoïdale, en anglais Fuzzy Ellipsoidal Regression (FER65) [BAR03] [GRI04], dans lequel 
la mesure de distance est définie comme une combinaison de la version d’axes parallèles de 
l’algorithme GK et de l’algorithme FCRM. Dans le cadre de la modélisation des systèmes, 
l’algorithme proposé est orienté afin de favoriser l’interprétabilité du modèle flou résultant. 

 
Dans l’algorithme GK conventionnel, les clusters hyperellipsoïdaux obtenus permettent 

de tenir compte de la forme propre à chacune des classes par rapport aux clusters 
hypersphériques issus de l’utilisation de l’algorithme FCM. Il y a des améliorations possibles 
en relation avec l’interprétabilité des règles du modèle flou Takagi-Sugeno associé. En effet, 
une fois que les données sont regroupées au niveau des clusters, il faut procéder à la 
construction du modèle flou correspondant, en générant les règles constitutives de 
l’antécédent et du conséquent (voir le paragraphe 3.4.2). Si l’on souhaite, exprimer les règles 
sous une forme conjonctive, une erreur de décomposition apparaît lors d’une utilisation du 
mécanisme de projection compte tenu de la rotation naturelle des clusters par rapport aux axes 
des entrées, à partir des ensembles flous multidimensionnelles. Cette rotation des clusters est 
tout à fait en concordance avec la définition de la matrice Ai de norme induite dans 
l’expression (3.49), car cette matrice fait intervenir la matrice Fi de covariance floue (3.50), 
qui est une matrice symétrique avec des coefficients hors de la diagonale principale. Pour 
pallier cet inconvénient et réduire l’erreur de décomposition, une possibilité consiste à 
imposer des clusters hyperellipsoïdaux parallèles aux axes des entrées dans l’espace de 
représentation. Cela ce traduit par une matrice Ai diagonale, notée Aid et exprimée par 
convenance sous la forme suivante : 
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A  (3.58)

dans laquelle la matrice ixdA  et le terme iσ  correspondent respectivement aux 
composants de l’espace d’entrée et de sortie. Ainsi, la fonction objectif pour l’algorithme GK 
avec des axes parallèles (GKP) peut se exprimer par : 
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ou, en tenant compte des composants d’entrée et sortie, par : 
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L’ensemble des données est vu sous la forme T
k

T
kk y ],[ xz = , dans laquelle kx  et ky  sont 

un vecteur et une constante qui contiennent respectivement les composants d’entrée et de 
sortie. D’une façon analogue, T

iy
T
ixi v ],[ vv = , où ixv  et iyv  sont un vecteur et une constante 

contenant les composants d’entrée et de sortie du centre de l’i-ème cluster. 

                                                 
65 Le nom FER (Fuzzy Ellipsoidal Regression) introduit par Grisales et utilisé pour la première fois dans le 
cadre de cette thèse, fait appel à la double interprétation géométrique de l’algorithme : les clusters 
hyperellipsoïdaux parallèles dans l’espace d’entrée obtenus avec la mesure de distance de l’algorithme GK et 
d’autre part, la prise en compte de prototypes hyperplanaires au niveau du calcul des conséquents, d’une manière 
similaire à l’algorithme FCRM. En résumé, FER = GK Parallèle dans ℜp + FCRM dans ℜp+1. 
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Dans la fonctionnelle donnée par l’expression (3.60) apparaissent des clusters 
hyperellipsoïdaux d’axes parallèles par rapport aux variables d’entrée. Afin de générer des 
sous modèles linéaires, le terme associé à la sortie est modifié, ce qui donne comme fonction 
objectif pour l’algorithme FER, la forme suivante : 
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où i
T
iiki dxf += aθx );(  représente chacun des i-ème sous modèles linéaires dans ℜp+1. 

Notons que le terme associé à la variable de sortie a la même forme que celui correspondant à 
l’erreur de prédiction dans l’algorithme FCRM (cf. expression (3.53)). D’autre part, la 
contrainte (3.48) associée à l’hypervolume du cluster s’exprime comme : 

iiixdid ψσ == AA  (3.62)

Autrement l’algorithme conduirait à la solution évidente Aixd = 0 et σi =0. La fonctionnelle 
est également soumise à la contrainte de partition floue stricte donnée par (3.37). 

 
Dans la suite, afin de simplifier la notation dans la procédure de minimisation, nous 

récrivons l’expression de la fonctionnelle JFER proposée, de la manière suivante : 
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avec 
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Pour minimiser la fonctionnelle (3.63) on utilise une procédure itérative similaire à celle 
décrite pour l’algorithme FCM à travers les conditions du premier ordre. Les points 
stationnaires de la fonction objectif peuvent être trouvés en ajoutant les contraintes d’égalité 
(3.37) et (3.62) à FERJ  au moyen des multiplicateurs de Lagrange, et l’on obtient : 

[ ]∑∑ ∑∑∑
== ===

−+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+=

c

i
iidi

N

k

c

i
ikk

N

k
ik

m
ik

c

i
FER dZJ

11 11

2

1
1)(),,;( ψβµλµ AβλPU,  (3.65)

où [ ]θAVP ,,=  représente l’ensemble des matrices associées aux paramètres qui 
caractérisent les clusters et les termes kλ , iβ  sont les coefficients multiplicateurs de 
Lagrange. La minimisation du critère FERJ  s’obtient alors en annulant le gradient de FERJ  par 
rapport ,U  ,P  λ  et β . Etant donnée que les colonnes de la matrice de partition floue U  sont 
indépendants les unes des autres, on peut réduire le problème de minimisation à chacune des 
observations (colonnes), i.e., à N problèmes d’optimisation indépendants. Ainsi, en annulant 
initialement le gradient de FERJ  par rapport aux termes correspondants en U  et λ  on obtient 
respectivement les expressions : 
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L’expression (3.66) permet alors d’exprimer le terme ikµ  de la manière suivante : 
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en le remplaçant dans l’équation (3.67) on arrive à : 
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et donc en combinant les expressions (3.68) et (3.69) on obtient : 
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Cette expression traduit ainsi la relation de mise à jour des coefficients d’appartenance 
optimales ( *

ikµ ) de la matrice de partition floue, qui peut encore s’exprimer sous la forme : 
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Pour trouver l’ensemble optimal des paramètres [ ]θAVP ,,=  qui caractérisent chacun 
des clusters, il faut également calculer et annuler le gradient de FERJ  par rapport à P  : 
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Pour les centres des clusters dans l’espace d’entrée ℜp, l’application de la condition 
nécessaire représentée par (3.72) conduit à l’expression : 
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et donc on obtient 
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Cette expression permet l’actualisation des centres des clusters hyperellipsoïdaux dans 
l’espace d’entrée de dimension ℜp. 

 
A partir de l’expression (3.72), en annulant le gradient de FERJ  par rapport à la matrice 

idA , la minimisation du critère FERJ  conduit à l’expression suivante : 
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dans laquelle nous avons utilisées les propriétés suivantes [GUS79] : 
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valables pour des matrices A non singulières et tout vecteur compatible x. Notons 
également que pour notre cas particulier, la matrice idA  est une matrice diagonale. 

 
Ainsi, à partir de l’expression (3.75), on obtient alors : 
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D’autre part, il est évident que pour chaque cluster, 
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Si maintenant on définie une matrice diagonale de la forme 
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alors en remplaçant cette expression et la condition (3.78) dans l’équation (3.77), on 
arrive finalement à : 
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En décomposant la matrice décrite par l’équation (3.79) sous la forme diagonale donnée 
par l’expression (3.58) on obtient la matrice de covariance dans l’espace d’entrée : 
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et la composante de sortie de la matrice de covariance :  
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En remplaçant les équations (3.81) et (3.82) dans l’expression (3.80) on obtient alors : 
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et 

( ) ( ) 1/1* ff −= iy
n

ixdiyii Fψσ  (3.84)

Finalement, pour minimiser la fonction objectif FERJ  par rapport aux paramètres 
T

i
T
ii d ],[aθ =  correspondants aux sous modèles linéaires associés aux clusters, on arrive à 

une formulation de type moindres carrés pondérés (WLS) (cf. paragraphe 3.3.4) dont la 
solution est donnée par l’expression (3.57). Dans ce cas, la matrice diagonale de pondération 
est donnée par l’expression suivante : 
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L’algorithme de clustering avec régression floue ellipsoïdale (FER) peut se formuler de la 

manière suivante : 
 

Algorithme FER - Fuzzy Ellipsoidal Regression 
  

 Etant donné un ensemble de données ( ) ( ){ }NN yyZ ,,,, 11 xx K=  : 
   Fixer le nombre de clusters Nc <<1  
   Fixer la structure des modèles de régression i

T
iiki dxf += aθx );(  

   Fixer le degré de flou 1>m  et la tolérance de fin d’algorithme 0>ε  
   Initialiser la matrice [ ]ikµ=U  de partition floue 
Répéter 
   Pas 1.  Calculer les centres des clusters ixv  dans l’espace d’entrée (Eq. (3.74)) 
   Pas 2.  Calculer les matrices de covariance de cluster ixdF  dans l’espace d’entrée 
          en utilisant (Eq. (3.81)) 
   Pas 3.  Calculer les matrices de pondération iW  (Eq. (3.85)) et les paramètres 
          des sous modèles linéaires T

i
T
ii d ],[aθ =  pour chaque cluster (Eq. (3.57)) 

   Pas 4.  Calculer les facteurs iyf  (composants de la matrice idF ) associées à 
          chacune des sorties (Eq. (3.82)) 
   Pas 5.  Calculer les matrices diagonales de norme induite idA  par l’intermédiaire 
          des expressions ixdA  (Eq. (3.83)) et iσ  (Eq. (3.84)) 

   Pas 6.  Calculer les distances 2
ikd  pour ci ≤≤1  et Nk ≤≤1  (Eq. (3.64)) 

   Pas 7.  Mettre à jour la matrice U de partition floue (Eq. (3.71)) 
Jusqu’à obtenir la stabilité de la partition (Eq. (3.44)) 
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3.3.6. Groupage robuste en présence de bruit (algorithme RoFER) 

Jusqu’à présent, nous avons considéré des algorithmes de clustering flou qui d’une part, 
nécessitent l’établissement à l’avance du nombre de clusters et d’autre part, qui sont orientés 
pour le traitement des données non bruitées dans l’espace de représentation. Ces aspects 
constituent deux problèmes majeurs du "monde réel" dans le cadre des méthodes de 
coalescence floue par partition. Dans ce paragraphe nous présentons une version améliorée de 
l’algorithme FER, nommé algorithme robuste de groupage flou avec régression ellipsoïdale, 
en anglais Robust Fuzzy Ellipsoidal Regression (RoFER) [BAR03] [GRI04]. L’algorithme est 
basé sur l’approche « robuste d’agglomération compétitive » (RCA) utilisée en vision 
artificielle et reconnaissance de formes [FRI99] et combine la définition de la mesure de 
distance utilisée pour l’algorithme FER. L’algorithme RoFER permet non seulement d’établir 
"automatiquement" le nombre de clusters linéaires dans un but de modélisation floue, mais 
aussi d’avoir des caractéristiques de robustesse par rapport au bruit et aux points aberrants 
(outliers). Dans cette approche on surestime initialement le nombre de clusters puis 
l’algorithme tend vers la valeur "optimale" de ce nombre lors de son processus itératif. 

 
L’algorithme de clustering Robust Competitive Agglomeration (RCA), proposé par Frigui 

et Krishnapuram [FRI96b] [FRI96a] [FRI99], minimise une fonction objectif basée sur des 
prototypes flous et incorpore le concept de fonctions de poids de la statistique robuste 
[HUB81] pour réduire les effets des points aberrants ainsi que le concept d’agglomération 
compétitive [FRI97] afin de déterminer un nombre approprié de clusters pour la partition. 
L’algorithme combine les avantages des techniques de coalescence floue hiérarchique et par 
partition. La fonction objectif inclut un composant d’agglomération afin d’incorporer les 
bénéfices du clustering hiérarchique, ainsi qu’une contrainte sur les degrés d’appartenance 
afin de favoriser la compétition parmi les clusters. L’algorithme génère ainsi une séquence de 
partitions avec un nombre de clusters qui diminue progressivement. Quand l’algorithme se 
termine on obtient une partition finale qui possède le nombre "optimal" de clusters. 
L’algorithme commence par un grand nombre de petits clusters, comparativement à d’autres 
algorithmes traditionnels de clustering par partition, il a été montré que le résultat final est 
moins sensible à l’initialisation et aux minimum locaux [FRI97]. 

 
D’autre part, étant donné que l’algorithme RCA est seulement un algorithme de 

clustering, il n’as pas la capacité de régression pour la détermination directe des paramètres 
des fonctions dans les termes conséquents du modèles flous TS. Dans le cadre de la 
modélisation floue des systèmes, différentes propositions ont été développés afin de pallier 
cet inconvénient [CHU01] [REN03]. Pour sa part, l’algorithme RoFER66 permet, en 
incorporant la mesure de distance proposée dans l’algorithme FER, de déterminer 
simultanément avec une approche robuste d’agglomération compétitive, une partition floue 
pour l’espace des antécédents et en même temps, les paramètres des fonctions linéaires dans 
les termes conséquents des modèles flous affines du type Takagi-Sugeno. 

 
Etant donné un ensemble de données ( ) ( ){ }NN yyZ ,,,, 11 xx K= , l’algorithme RoFER 

minimise la fonction objectif définie par l’expression : 

                                                 
66 Antérieurement, l’algorithme a été initialement cité sous le nom RPCA (Robust Parallel Competitive 
Agglomerative) [GRI05]. Le nom RoFER (Robust Fuzzy Ellipsoidal Regression) a été introduit par Grisales 
dans le cadre de cette thèse et c’est en fait, le nom retenu au cours du développement de la boîte à outils 
graphique FMIDg sous Matlab pour la modélisation et l’identification floue TS de systèmes [GRI07]. 
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Soumisse à la contrainte de normalisation d’inspiration probabiliste ∑ = =c
i ik1 1µ  donné 

par l’expression (3.37) et dans laquelle la mesure de distance 2
ikd  correspond à celle de 

l’algorithme FER (GKP+FCRM) établie par l’équation (3.64). Ici, [ ]θAVP ,,=  représente 
l’ensemble des matrices associées aux paramètres qui caractérisent chacun des clusters 
(centres de clusters dans ℜp, matrices de norme induite et jeu des paramètres des sous 
modèles linéaires associé dans ℜp+1). Notons également que grâce au processus 
d’agglomération, le nombre de clusters c dans la fonction objectif (3.86) est mise à jour 
dynamiquement dans l’algorithme RoFER. 

 
De la même façon que dans l’algorithme RCA67, l’algorithme RoFER présente la 

particularité d’utiliser simultanément deux ensembles de poids ayant deux interprétations en 
termes d’appartenance aux classes. Le premier est constitué des coefficients d’appartenance 
classiques ikµ  (approche probabiliste) qui traduisent le degré d’appartenance des observations 
aux classes. Le second est formé des possibilités d’appartenance ikw  (approche possibiliste) 
[KRI93] [DAV91] qui traduisent la "typicité" des observations aux classes. Les coefficients 

ikµ  permettent de forcer la partition en un nombre c de classes dans l’espace de 
représentation, alors que les coefficients ikw  visent à améliorer la modélisation de celles-ci en 
conférant aux observations éloignées une pondération réduite qui dépend de la distance 
( 0=ikw  pour les observations aberrantes). 

 
L’idée fondamentale d’incorporer des fonctions de la statistique robuste68 au niveau de la 

définition de la fonctionnelle au lieu de faire le calcul en utilisant directement la mesure de 
distance quadratique, a pour but de réduire les effets nocifs du bruit et des points aberrants en 
permettant une estimation robuste des paramètres. Pour cela, le critère d’optimisation RoFERJ  
est défini en utilisant une fonction de perte iρ  propre à chaque cluster c, avec ci ≤≤1 , ainsi 
qu’une fonction de poids associée, définie comme : 

222 /)()( ikikiikiik dddww ∂∂== ρ  (3.87)

où ikw  représente la typicité d’un point ),( kkk yxz = , Nk ≤≤1 , par rapport au cluster i. 
 
La fonction objectif (3.86) dépend de deux termes, le premier terme est associé à la 

fonction de perte iρ . Le minimum global de ce terme est atteint quand le nombre de clusters c 
est égal au nombre de "bons" points échantillon (i.e., chaque cluster contient un seul bon point 
de données). Les degrés d’appartenance ikµ  sont utilisés dans ce terme pour générer la 
partition floue des données. De plus, la contrainte de normalisation permet que les clusters 
partagent les points, en favorisant en même temps un environnement de compétition 
[FRI96b]. Le second terme du critère dans l’expression (3.86) est utilisé pour maximiser le 
nombre de "bons" points dans chaque cluster. Les poids ikw  (à déterminer) représentent les 
degrés d’affinité ou de typicité des points par rapport aux prototypes des clusters et ils sont 
                                                 
67 Inspiré de l’algorithme Robust c-Prototypes (RCP) [FRI96a]. 
68 Dans l’expression (3.86) le terme ρi(.) correspond à la fonction de perte utilisée dans les M-estimateurs de la 
statistique robuste et wi(.) représente la fonction de poids (influence) correspondante [FRI99] [HUB81]. 
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utilisés pour générer des estimations robustes des paramètres des clusters. La fonction de 
poids iw  réduit l’effet des points aberrants au moyen du calcul des cardinalités69 robustes. Le 
minimum global de ce terme (en incluant le signe moins) est atteint quand tous les points sont 
concentrés dans un cluster et tous les autres clusters sont vides. Ce terme est associé alors à 
l’agglomération des clusters. Quand les deux termes sont combinés avec un choix approprié 
du paramètre d’agglomération α , la partition finale minimisera la somme des distances intra-
cluster en obtenant une partition floue de l’ensemble des données avec un nombre réduit de 
clusters [FRI96b]. 

 
Choix des fonctions robustes iρ  et iw  

Diverses fonctions robustes de perte ( iρ ) et de poids ( iw ) ont été utilisées pour des 
algorithmes robustes de clustering dans la littérature [DAV97]. Pour l’approximation de 
courbes ou dans le cas de la régression linéaire, il est raisonnable de supposer que les résidus 
ont une distribution symétrique autour de zéro. Néanmoins, quand des distances positives sont 
utilisées (plutôt que des résidus), cette supposition n’est plus valable. Dans ce cas, des auteurs 
comme Frigui et Krishnapuram [FRI99] ont proposé l’utilisation d’une fonction de perte iρ  
et des pondérations ikw  qui traduisent pour chaque classe c une fonction de pondération 

]1,0[:)( 2 →ℜ+dwi  qui décroît avec la distance au prototype des classes jusqu'à atteindre la 
valeur zéro à partir d’un certain seuil. Cette fonction de poids est définie de façon à respecter 
les propriétés suivantes : 

• )( 2dwi  est monotone décroissante, 

• 0)( 2 =dwi  pour ii STd δ+>2 , 

• 1)0( =iw ,  5,0)( =ii Tw   et  iw ′ 0)0( = . 
 
Dans les expressions précédentes δ  est un facteur constant et les termes Ti et Si 

correspondent respectivement à deux estimateurs couramment employés : la valeur médiane 
(Med) et l’écart moyen absolu (MAD70) des distances entre les observations affectées à 
chaque cluster et son prototype respectif, selon les expressions : 

( )2
ikii dMedT =  (3.88)

( ) ( )iikiikii MeddMeddMADS −== 22  (3.89)

A chaque itération du processus d’apprentissage, l’estimation des valeurs de Ti et Si pour 
chaque cluster c conditionne l’allure des fonctions de pondération. 

 
Un exemple de couple de fonctions robustes de perte )( 2

iki dρ  et de poids 
222 /)()( ikikiiki dddw ∂∂= ρ  remplissant les différentes contraintes citées ci-dessus est défini au 

travers des expressions suivantes [FRI99] : 

                                                 
69 Rappelons que la cardinalité d’un ensemble flou A={µA(xj)/xj | j=1,…,n}, notée par ΣA est définie comme la 
somme de ses degrés d’appartenance respectifs : )(1∑ ==Σ n

j jAA xµ . 
70 MAD : Mean Absolute Deviation. Moyenne arithmétique de la valeur absolue des écarts de chacune des 
données d’une série d’observations par rapport aux prévisions. 



Identification de modèles flous Takagi-Sugeno (TS) à partir de données                              113 

 

Pour la fonction de poids on a : 
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Il est simple de démontrer que la fonction de perte associée est définie par : 
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Dans l’expression (3.91) le facteur iK  est une constante d’intégration définie pour chaque 
i-ème cluster et calculée selon l’expression : 
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=
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,    ci ≤≤1  (3.92)

Cette constante permet d’éviter l’affectation d’observations bruitées à une classe 
particulière en forçant chaque fonction iρ  a la même valeur maximale. 

 
La Figure 3.5 montre de telles fonctions robustes de poids iw  et de perte iρ  associées à 

chacun des clusters [FRI99] : 

 
Figure 3.5. Illustration des fonctions robustes wi et ρi associées à chacun des clusters. 
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Les trois zones repérées sur la  Figure 3.5 correspondent respectivement à une zone de 
"données typiques" où les poids (possibilités) ikw  d’appartenance au i-ème cluster sont 
supérieures à 0,5, une zone intermédiaire de doute où les possibilités d’appartenance au 
cluster sont inférieures à 0,5 et une zone de rejet qui pénalise les observations trop éloignées 
du prototype du cluster. Il est clair que pour les points aberrants ce poids est 0=ikw . 

 
Par ailleurs, le coefficient δ  dans les expressions (3.90) à (3.92) est un facteur de réglage 

qui permet d’agir sur la zone d’influence des fonctions de pondération. Celui-ci prend 
généralement une valeur entre 4 et 12. Si δ  est trop grand, les fonctions de pondération iw  
ont une région intermédiaire plus dilatée, c’est-à-dire que les observations éloignées ont des 
poids faibles mais non nuls ce qui perturbe l’estimation des paramètres des classes. D’un 
autre coté, si δ est trop petit, peu d’observations sont considérées au niveau du processus 
d’estimation des paramètres et l’algorithme risque de converger prématurément vers un 
minimum local. Pour pallier cette difficulté, [FRI99] considère qu’il faut établir un 
compromis, en initialisant δ avec une valeur importante puis faire décroitre ce facteur lors 
des itérations suivantes. Ceci a pour effet de permettre une plus forte mobilité lors des 
premières itérations, puis au cours des dernières itérations de stabiliser les estimations des 
paramètres des clusters. La fonction de décroissance du coefficient δ entre deux itérations 
consécutives est alors établie de la façon suivante : 

)(max )1(
min

)( , δδδδ ∆−= −tt  (3.93)

avec { 1,4,12 min
)0( =∆== δδδ }. 

 
Mise à jour du paramètre d’agglomération α  

Comme nous l’avons déjà indiqué, le paramètre α  permet d’établir une balance entre les 
deux termes qui constituent la fonction objectif donnée par (3.86). D’après [FRI96b], le 
processus d’agglomération contrôlé par α  devrait être lent au début pour encourager la 
formation de petits clusters. Ensuite, ce paramètre devrait être augmenté graduellement afin 
de favoriser l’agglomération. Après quelques itérations, quand le nombre de clusters devient 
proche d’une valeur appropriée (idéalement l’"optimale"), la valeur de α  devrait de nouveau 
diminuer lentement pour permettre à l’algorithme d’atteindre la convergence. Donc, un choix 
appropriée de α  à l’itération (t) est donnée par l’expression suivante [FRI99] : 
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dans laquelle le facteur )(tη  est donnée par : 
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0 τηη
tt

t e  si  0>t  

 si  0=t  
(3.95)

où 0η  est la valeur initiale, τ  est une constante de temps et 0t  est le nombre d’itération à 
partir duquel le facteur η  commence à diminuer. Typiquement les valeurs pour ces 
paramètres sont 10 =η , 10=τ  et 50 =t . Avec une initialisation appropriée de l’algorithme, 
ces valeurs sont raisonnablement indépendantes de l’application [FRI99]. 
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D’autre part, il faut remarquer que les valeurs utilisées dans l’expression (3.94) sont 
toutes connues à l’itération (t). En conséquence, α  est une valeur fixe, qui est vue comme 
une constante lors de la procédure d’optimisation suivante. 

 
Obtention des paramètres des prototypes des clusters 

Pour minimiser la fonctionnelle RoFERJ  donnée par l’expression (3.86) soumise à la 
contrainte de normalisation (3.37), nous utilisons le même type de procédure itérative que 
celle décrite pour l’algorithme FER à travers les conditions du premier ordre. En appliquant 
les multiplicateurs de Lagrange on obtient : 
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où [ ]θAVP ,,=  représente l’ensemble des matrices associées aux paramètres qui 
caractérisent les clusters et les termes kλ  correspondent aux multiplicateurs de Lagrange. Les 
conditions nécessaires pour la minimisation de RoFERJ  sont alors : 
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L’équation (3.97) et la contrainte de normalisation (3.37) représentent un ensemble de 
NcN +×  équations linéaires avec NcN +×  inconnues ( ikµ  et kλ ). Une simplification du 

calcul est obtenue en considérant que les degrés d’appartenance ikµ  ne changent pas 

significativement entre deux itérations consécutives. Dès lors, le terme ∑ =
N
j ijijw1 µ  dans 

l’expression (3.97) est calculé en utilisant la valeur du degré d’appartenance de l’itération 
précédente. On obtient alors l’expression suivante : 
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=  (3.100)

où la cardinalité robuste du i-ème cluster, notée iΣ , est donnée par l’expression : 

∑ ==Σ N
j ijiji w1 µ  (3.101)

Cette variable est d’une grande importance pour le processus d’agglomération, car elle va 
déterminer si le cluster considéré peut être fusionné avec son cluster adjacent ou si le cluster 
va disparaître. En effet, quand la cardinalité robuste iΣ  est plus petite qu’un certain seuil εΣ  
préétabli dans l’algorithme, le cluster respectif est alors écarté et le nombre de clusters est 
mise à jour. La valeur εΣ  est une constante que nous appelons le seuil de cardinalité robuste. 
En utilisant l’expression (3.100) et la contrainte (3.37) on obtient : 
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Et en remplaçant cette expression dans (3.100) on obtient finalement : 
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où le terme ∑∑
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2 )(/1)(/ ρρ  est la moyenne pondérée des cardinalités. 

Le premier terme de l’expression (3.103) indique le degré avec lequel le cluster i partage la 
donnée ),( kkk yxz =  (en utilisant des distances robustes) ; le deuxième terme dépend de la 
différence entre la cardinalité robuste du cluster d’intérêt et la moyenne pondérée des 
cardinalités. Le fonctionnement de l’algorithme est alors établi sur un principe 
d’agglomération compétitive entre clusters, basé sur des cardinalités robustes. 

 
Par ailleurs, en ce qui concerne l’actualisation des paramètres des prototypes des clusters 
[ ]θAVP ,,= , on retrouve les mêmes types d’expressions que celles de l’algorithme FER, sauf 

qu’elles sont affectées par le facteur robuste de poids ikw  correspondant. En considérant la 
contrainte d’hypervolume du cluster (3.62), à partir de l’expression (3.98) et de la définition 
de la mesure de distance (3.64), les équations de mise à jour des paramètres caractéristiques 
des clusters pour chaque itération (t) sont données par les expressions suivantes : 

Centres des clusters hyperellipsoïdaux dans l’espace d’entrée de dimension ℜp : 
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Matrice (robuste) de poids pour l’estimation des paramètres des sous modèles linéaires : 
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Vecteur des paramètres du sous modèle linéaire associé à chaque cluster : 
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Matrice de covariance (robuste) dans l’espace d’entrée : 
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Composante de sortie de la matrice de covariance : 
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Matrice de norme induite dans l’espace d’entrée : 
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Composante de sortie de la matrice de norme induite : 
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L’algorithme de clustering robuste avec régression floue ellipsoïdale (RoFER) peut se 

formuler de la manière suivante : 
 

Algorithme RoFER – Robust Fuzzy Ellipsoidal Regression 
  

 Etant donné un ensemble de données ( ) ( ){ }NN yyZ ,,,, 11 xx K=  : 
   Fixer le nombre maximal de clusters maxc  
   Fixer le seuil de cardinalité robuste εΣ  et le coefficient )0(δ  
   Fixer le degré de flou 1>m  et la tolérance de fin d’algorithme 0>ε  
   Initialiser les prototypes des clusters [ ]θAV ,,  et la matrice [ ]ikµ=U  de partition 
   floue  avec un algorithme approprié (e.g. avec l’algorithme FER) 
 
Répéter 
  Pas 1. Calculer les distances 2

ikd  pour ci ≤≤1  et Nk ≤≤1  (Eq. (3.64)) 

  Pas 2. Calculer les paramètres iT  (Eq. (3.88)) et iS  (Eq. (3.89)) 

  Pas 3. Mettre à jour les fonctions robustes iw  (Eq. (3.90)) et iρ  (Eq. (3.91)) 
  Pas 4. Mettre à jour le paramètre d’agglomération α  (Eq. (3.94)) 
  Pas 5. Calculer la cardinalité robuste iΣ  (Eq. (3.101)) 
  Pas 6. Mettre à jour la matrice U de partition floue (Eq. (3.103)) 
  Pas 7. Comparer la cardinalité robuste iΣ  de chaque cluster avec le seuil de 
        cardinalité robuste εΣ  défini lors de l’initialisation de l’algorithme 
          Si εΣ<Σ i  alors écarter l’i-ème cluster, i∀ , avec ci ≤≤1  
  Pas 8. Mettre à jour le nombre de clusters c , avec maxcccoptimal ≤≤  

  Pas 9. Mettre à jour les paramètres des prototypes des clusters : 
          Les centres des clusters ixv  dans l’espace d’entrée (Eq. (3.104)) 
          Les matrices de pondération iW  (Eq. (3.105)) pour l’estimation des paramètres 
          des sous modèles linéaires T

i
T
ii d ],[aθ =  pour chaque cluster (Eq. (3.106)) 

          Les matrices de covariance de cluster ixdF  dans l’espace d’entrée (Eq. (3.107)), 
          ainsi que la composante de sortie iyf  (Eq. (3.108)) 
          Les matrices diagonales de norme induite idA  par l’intermédiaire 
          des expressions ixdA  (Eq. (3.109)) et iσ  (Eq. (3.110)) 
  Pas 10. Mettre à jour le coefficient de réglage δ  (Eq. (3.93)) 
Jusqu’à obtenir la stabilité de la partition (Eq. (3.44)) 
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Remarques 
R 3.7 Comparativement aux algorithmes classiques de clustering (e.g. FCM, GK, FCRM), 

l’algorithme RoFER peut impliquer un temps de calcul supérieur dû aux différentes 
équations à mettre à jour lors de chaque itération. Cependant, comme nous le verrons 
dans des exemples ultérieurs, l’algorithme considéré peut avoir une performance 
supérieur dans la mesure qu’il fournit directement une estimation des paramètres des
sous modèles linéaires avec des caractéristiques de robustesse vis-à-vis du bruit et des 
points aberrants. De plus, avec une sélection appropriée du seuil de cardinalité 
robuste, il est possible d’obtenir "automatiquement" un nombre convenable de clusters 
pour la partition floue. Nous considérons que ces deux caractéristiques sont 
intéressantes dans le cadre de la modélisation floue de systèmes, compte tenu qu’un 
tel processus est réalisé hors ligne, où le temps de calcul n’est pas un facteur critique. 

R 3.8 Comme nous l’avons déjà fait remarquer, dans l’algorithme RoFER le seuil de 
cardinalité robuste εΣ , est un paramètre qui doit être fixé par l’utilisateur. Ce 
paramètre a une importance majeure dans le nombre final de clusters obtenus au 
niveau de la partition floue des données. En effet, ce seuil est une valeur constante qui 
conditionne la possibilité de survivre des clusters lors du processus d’agglomération 
compétitive. Pour des algorithmes similaires trouvées dans la littérature [CHU01], 
cette valeur est ajustée en fonction de l’application visée, comportant normalement 
des valeurs basses (e.g., 10<Σε ) pour des applications de petite taille (e.g., 

400≤N ). Grisales au cours de ces travaux de thèse a développé une expression 
expérimentale lors de la modélisation floue de type Takagi-Sugeno pour diverses 
fonctions non linéaires. La valeur initiale proposée est alors donné par l’expression : 

max6 c
N

=Σε                             (3.111)

où la variable N est le nombre de données (paires entrée-sortie) disponibles pour la 
modélisation et cmax est la valeur d’initialisation (la valeur maximale) du nombre de 
clusters dans l’algorithme. 

 
Nous abordons maintenant une description de la méthodologie générale pour la 

construction de modèles flous Takagi-Sugeno à partir des données entrée-sortie des systèmes. 

3.4. Construction de modèles TS à partir de données : 
méthodologie générale 

Nous l’avons vu, les techniques de clustering flou sont des outils puissants pour la 
reconnaissance des formes à partir des données. Dans le cadre de la modélisation floue des 
systèmes, notre intérêt porte sur l’obtention des modèles Takagi-Sugeno qui permettent une 
décomposition automatique d’un système non linéaire dans un ensemble de régions linéaires 
(clusters). Pour cela, nous appliquons des techniques de clustering flou dans l’espace produit 
d’entrée-sortie des données. Les algorithmes présentés précédemment ont tous des 
caractéristiques particulières qui peuvent être réunies dans une seule vue d’ensemble. Nous 
abordons ainsi une description d’une méthodologie générale pour la construction des modèles 
flous du type TS, en mettant l’accent sur les besoins communs qui sont : la validation du 
nombre de clusters, la génération des fonctions d’appartenance des antécédents, l’obtention 
des paramètres des conséquents et la validation numérique du modèle final. Ces aspects seront 
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présentés dans les paragraphes qui suivent, avant d’aborder quelques exemples illustratifs à la 
fin du chapitre. 

 
La Figure 3.6 illustre la procédure de construction des modèles flous de type Takagi-

Sugeno à partir de données, en utilisant des techniques de clustering. La procédure est 
itérative, dans la mesure où, dans une même session de modélisation, on peut répéter certains 
pas afin de tester différents choix pour plusieurs paramètres. 

 
Figure 3.6. Vue générale de la méthodologie d’identification non linéaire                                        

basée sur l’approche de clustering flou 
 
Nous allons décrire chaque étape de la méthodologie pour la construction de modèles 

flous du type Takagi-Sugeno. 
 
Conception de l’expérience d’identification et acquisition des données 
C’est l’étape initiale de n’importe quelle méthode d’identification, puisqu’elle détermine 

le contenu d’information des données d’identification. Contrairement aux techniques 
linéaires, les signaux du type séquence binaire pseudo-aléatoire (PRBS71) ne sont pas 
appropriés en général pour l’identification non linéaire et en particulier pour le clustering flou 
[BAB98a]. Bien que le choix du signal d’excitation puisse être dépendant du problème, le 
signal d’entrée devrait de préférence exciter le système dans toute la gamme de 
fonctionnement, tant en amplitude qu’en fréquence, pour les variables considérées. Le signal 
PRBS n’est pas approprié puisqu’il contient seulement deux valeurs d’amplitude. Des choix 
typiques sont des signaux multi-sinusoïdaux ou bien des signaux multi-échelon avec 

                                                 
71 PRBS : Pseudo-Random Binary Sequence. 
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amplitude et largueur aléatoires [GOD93]. Un bruit blanc de petite amplitude est souvent 
ajouté à ces signaux pour garantir l’excitation appropriée de la dynamique du procédé. Le 
choix d’une période d’échantillonnage ainsi que la durée des expériences sont aussi des 
aspects importants pour la conception de l’expérience. 

 
Sélection de la structure entrée-sortie 
Le propos de cette étape est la détermination des entrées et sorties prépondérantes par 

rapport au but final de la modélisation. Quand il s’agit de l’identification des systèmes 
dynamiques, il faut choisir la structure et l’ordre du modèle dynamique. Par exemple, pour le 
cas des modèles dynamiques non linéaires du type NARX (cf. expression (3.25)), cela se 
traduit par la définition des régresseurs et des valeurs pour les constantes ny, nu et nd associées 
à l’ordre du système. Une fois les régresseurs établis, le choix de la structure permet de 
traduire l’identification d’un système dynamique en un problème de régression qui peut être 
résolu d’une façon statique72 [LEO85]. C’est pourquoi les modèles flous de type Takagi-
Sugeno, caractérisés par leurs capacités d’approximation des fonctions non linéaires ainsi que 
de représentation en utilisant des règles, sont des structures candidates flexibles pour la 
modélisation. 

 
A l’aide des données, la structure peut être choisie de façon automatique, en comparant 

différentes structures potentielles en termes d’une certaine mesure de performance [HE93] 
[BOM98] [RHO98] [HAD02] [FEI04] [SIN04] [UNR07]. Dans la plupart des cas, un choix 
raisonnable peut être fait par l’utilisateur, en se basant sur la connaissance préalable du 
procédé et/ou le but même de la modélisation73. Dans la pratique, un compromis entre 
l’exactitude et la complexité est recherché. Ainsi par exemple, dans un but de prédiction, 
usuellement le modèle peut contenir plus de paramètres afin de chercher une excellente 
performance numérique. D’un autre côté, dans le cas de la commande floue basée sur un 
modèle, et en particulier dans l’approche du type PDC (cf. Chapitre 4), l’objectif de la 
modélisation consistera plutôt à trouver un compromis entre la complexité du modèle et sa 
performance numérique au niveau de la représentation du système dynamique. En effet, la 
complexité du contrôleur est directement associée à celle du modèle flou étudié. 

 
Clustering flou 
La sélection de la structure conduit à un problème de régression non linéaire statique, qui 

est alors approximé par une collection de sous modèles linéaires locaux. La localisation et les 
paramètres des sous modèles sont établis en partitionnant les données disponibles en clusters 
hyperplanaires (cas des algorithmes FCRM, FER et RoFER) ou hyperellipsoïdaux (cas de 
l’algorithme GK). Chacun des clusters définit une région floue (par l’intermédiaire des 
antécédents) dans laquelle le système peut être approximé localement par un sous modèle 
linéaire (au moyen des conséquents). Dans le cas des trois premiers algorithmes qui possèdent 
des clusters hyperplanaires dans l’espace de sortie, l’estimation des paramètres des sous 
modèles linéaires affines fait parti du processus de clustering. Par contre, dans le cas de 
l’algorithme de clustering GK, l’obtention des paramètres des conséquents du modèle TS 
correspondant est faite lors d’une étape postérieure au processus de clustering. 
                                                 
72 Cela signifie que la sortie du système dynamique non linéaire peut être vue comme une hypersurface statique 
dans l’espace produit d’entrée-sortie, qui est le même espace que celui des régresseurs-sortie. Du point de vue 
géométrique, le concept garde une certaine analogie avec celui de la "surface de commande" associé aux 
modèles flous destinés à la commande. 
73 Typiquement, le choix d’une structure pauvre (trop peu de régresseurs) entraîne une modélisation inexacte des 
non linéarités et de la dynamique du procédé. Par contre, le choix d’une structure plus riche que nécessaire (trop 
de régresseurs), amène à des problèmes d’estimation mal conditionnés et à une surestimation des données. 
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D’autre part, il faut remarquer aussi que pour les algorithmes GK, FCRM et FER, 
l’utilisateur doit définir à l’avance le nombre c de clusters (nombre souhaité des régions 
linéaires). Ce nombre reste constant pendant toute l’exécution de l’algorithme. Pour 
l’algorithme RoFER, le nombre initial de clusters doit être surdimensionné ; il correspond au 
nombre maximal de clusters, qui au cours des itérations va diminuer progressivement jusqu'à 
atteindre (idéalement) la valeur optimale. 

 
Validation du nombre de clusters 
Le nombre approprié de clusters peut être influencé par le but même de la modélisation 

(e.g., contrôle de la complexité,…). Pour l’algorithme RoFER, grâce au surdimensionnement 
du nombre de clusters et à l’approche d’agglomération compétitive, il est supposé que le 
nombre attendu des clusters corresponde à celui qui permet d’établir le meilleur compromis 
entre le nombre de classes et la partition floue obtenue pour les données. Pour les algorithmes 
GK, FCRM et FER, il est plutôt conseillé d’appliquer des mesures de validation du nombre de 
clusters (cf. paragraphe 3.4.1) [BAB98a] et/ou de fusion de clusters [KAY95] afin de 
déterminer le nombre de clusters approprié pour une application particulière. Typiquement cet 
étape du processus de modélisation implique plusieurs répétitions de l’étape précédente 
(clustering flou) afin d’évaluer les résultats pour un nombre différent de clusters ainsi que 
pour différentes initialisations des paramètres dans les algorithmes respectifs. 

 
Obtention du modèle flou Takagi-Sugeno 
Le clustering flou divise les données disponibles dans des groupes où des relations 

linéaires existent entre les entrées et la sortie. Afin d’obtenir un modèle approprié pour des 
propos de prédiction ou de synthèse d’un contrôleur, un modèle flou (de structure définie) 
basé sur des règles est extrait de la matrice de partition floue disponible ainsi que des 
prototypes des clusters. Les règles, les fonctions d’appartenance et d’autres paramètres qui 
constituent le modèle flou sont obtenus de façon automatique. Des mesures de similarité floue 
[SET98] peuvent être employées afin de réduire la base de règles initiale ou bien pour 
améliorer l’interprétation linguistique des fonctions d’appartenance. La procédure d’obtention 
du modèle flou TS correspondant passe typiquement par la génération des fonctions 
d’appartenance des antécédents (cf. paragraphe 3.4.2) et dans certains cas (e.g., pour 
l’algorithme GK), par l’obtention des paramètres des conséquents (cf. paragraphe 3.4.3). 

 
Validation du modèle flou TS 

Par intermédiaire de la validation, le modèle flou obtenu est considéré comme approprié 
pour le propos donné ou bien, il est rejeté. Dans ce dernier cas, certaines étapes de la 
méthodologie générale d’identification présenté sur la Figure 3.6 peuvent être répétés ; cette 
démarche est usuelle aussi dans d’autres approches d’identification linéaire et non linéaire des 
systèmes [LJU87] [MUR97]. En plus de la validation numérique habituelle au moyen de la 
simulation, l’interprétation des modèles flous joue un rôle important dans l’étape de 
validation. La couverture de l’espace d’entrée par les règles peut être analysée, et pour une 
base de règles incomplète, des règles supplémentaires peuvent être fournies en se basant sur la 
connaissance préalable (linéarisation locale ou par des modèles issus des principes ou lois 
physiques). 

 
Pour terminer cette vue d’ensemble de la construction des modèles flous de type Takagi-

Sugeno, nous abordons plus en détail les aspects concernant la validation du nombre de 
clusters, l’obtention de la base de règles (i.e., la génération des fonctions d’appartenance des 
antécédents et l’obtention des paramètres des conséquents) et la validation finale du modèle. 
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3.4.1. Validation du nombre de clusters 

L’utilisation des mesures de validation des clusters est une approche standard pour la 
détermination d’un nombre approprié de clusters dans un ensemble de données. Cette 
approche s’avère utile spécialement pour les méthodes de clustering qui nécessitent la 
sélection a priori du nombre de classes. L’analyse de validité des clusters est réalisée en 
exécutant l’algorithme de clustering pour différents valeurs de c74, à plusieurs reprises pour 
chaque c avec une initialisation différente. La mesure de validité est calculée pour chaque 
exécution et le nombre de clusters qui optimise la mesure est alors choisi comme étant le 
nombre "convenable" de clusters pour l’ensemble des données. Les mesures de validité 
peuvent être aussi évaluées pour différentes structures du modèle (différent choix des entrées 
et de l’ordre du modèle). Il faut noter que l’utilisation des mesures de validité est lourde en 
temps de calcul car le processus de clustering doit être répété plusieurs fois. 

 
La plupart des mesures de validité sont conçues pour quantifier la séparation et la 

compacité des clusters. Néanmoins, comme le souligne Bezdek [BEZ81], le concept de 
validité de clusters est ouvert à l’interprétation et peut être formulé de façons différentes. En 
conséquence, plusieurs mesures de validité ont été introduites dans la littérature (voir par 
exemple [BEZ81] [GAT89] [PAL95]). 

 
Nous présentons par la suite quelques mesures de validité des clusters couramment 

utilisés. Chaque critère est supposé atteindre sa valeur optimale lorsque la valeur de c 
correspond au nombre de clusters réels. Cependant, la recherche d’une partition optimale 
n’est pas du tout une tâche simple parce que, bien que disposant du meilleur critère possible, 
il reste un bon nombre de partitions envisageables pour le même jeu de données. En plus, en 
général elles sont sensibles au bruit. En pratique, ces critères permettent à l’utilisateur d’avoir 
un guide pour le choix convenable du nombre de clusters pour son application particulière. 

Hypervolume flou (CHF
75) 

Il est associé aux matrices iF  de covariance floue des clusters. Une bonne partition est 
indiquée par des valeurs petites du critère, défini par l’expression (3.112) : 
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Coefficient de partition (CCP) 
Proposé par Bezdek [BEZ81], il mesure la quantité de "chevauchement" (overlapping) 

entre clusters. Le principal inconvénient du critère CCP est le manque de rapport direct avec 
certaine propriété des données. La valeur optimale du nombre de clusters correspond au 
maximum du critère ; il est défini comme : 
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Entropie de classification (CEC) 
Elle est similaire au coefficient de partition précédent dans le sens que cette mesure est 

associée au degré de "flou" (fuzzyness) de la partition. Le critère est donné par l’expression 
suivante : 
                                                 
74 Dans le cas de l’algorithme RoFER, pour différentes valeurs du seuil de cardinalité robuste Σε. 
75 Dans cette notation, la lettre C correspond au mot critère. Le petit c correspond (comme toujours dans notre 
notation) au nombre de clusters. 
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Index de partition (CIP) 
Ce critère tient compte du rapport de la compacité et la séparation des clusters. Il 

correspond à la somme des mesures de validité individuelles, normalisées par la division de la 
cardinalité floue Σi de chaque cluster, selon l’expression donné par [BENS96] : 
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Ce critère est utile aussi pour la comparaison de différentes partitions avec le même 
nombre de clusters. Une valeur basse du critère CIP indique une meilleure partition. 

Index de séparation (CIS) 
A l’inverse du critère précédent, cet index utilise une séparation de distance minimale 

pour la validation de la partition [BENS96]. Le critère CIS est donné par : 
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Nous abordons par la suite l’obtention de la base de règles du modèle flou Takagi-Sugeno 
(TS). Cela implique la génération des fonctions d’appartenance des antécédents et l’obtention 
des paramètres des conséquents. 

 
Obtention de la base de règles du modèle flou Takagi-Sugeno 

En général, pour les algorithmes de coalescence floue présentés dans la section 
précédente (cf. section 3.3) excepté l’algorithme FCM76, chaque cluster obtenu dans l’espace 
produit d’entrée-sortie77 des données peut être vu comme une approximation locale linéaire de 
l’hypersurface de régression. Le modèle flou global peut être représenté convenablement 
comme une collection de règles du type Takagi-Sugeno affines (cf. paragraphe 3.1.2), de la 
forme donnée par l’expression suivante : 

iR  :   Si iAestx    Alors i
T
ii dy += xa ,      ri ,,1K=  (3.117)

où le nombre r de règles correspond au nombre c de classes (clusters) issu du processus 
de clustering, pℜ∈x  est le vecteur d’entrée correspondant à une observation et ℜ∈y  est la 
variable de sortie. iA  est le sous-ensemble flou de l’antécédent de l’i-ème règle, définie, dans 
ce cas, par une fonction d’appartenance multidimensionnelle. Pour sa part, le conséquent de 
chacune des règles est formé par le vecteur des paramètres p

i ℜ∈a  et le scalaire id . Les 
conclusions des règles dans ce modèle sont alors des hyperplans dans l’espace ℜp+1. Les 
ensembles flous iA peuvent être décrits dans leur forme naturelle multidimensionnelle, ou 
bien dans leur forme décomposée, en projetant la partition floue sur les variables de 
l’antécédent. Les paramètres ia et id des conséquents sont estimés à partir des données en 
utilisant des méthodes des moindres carrés (cas des algorithmes FCRM, FER et RoFER), ou 
bien ils peuvent être extraits à partir de la structure propre des matrices de covariance des 
clusters (cas de l’algorithme GK), comme on le verra par la suite. 
                                                 
76 Ce n’est pas exactement le cas avec l’algorithme FCM, car il conduit à des clusters hypersphériques. 
77 Espace d’entrée-sortie de dimension ℜp+1. 
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3.4.2. Génération des fonctions d’appartenance des antécédents 

Les fonctions d’appartenance des antécédents peuvent être obtenues en calculant les 
degrés d’appartenance directement dans l’espace produit des variables de l’antécédent. Elles 
peuvent aussi être extraites à partir de la matrice de partition floue U en appliquant le 
mécanisme de projection sur ces variables. Nous décrivons ces méthodes par la suite. 

 
Fonctions d’appartenance multidimensionnelles des antécédents 

Dans cette approche, les fonctions d’appartenance des antécédents sont représentées 
analytiquement en calculant l’inverse de la distance par rapport au prototype du cluster. Le 
degré d’appartenance est calculé directement pour la totalité du vecteur d’entrée x ∈ ℜp, il n’y 
a pas de décomposition. Les antécédents des règles du modèle flou TS sont alors des 
propositions simples avec des ensembles flous multidimensionnels (cf. expression (3.117)), 
dans lesquels le degré d’accomplissement des règles est donné par )()( xx ii Aµβ = . Quand les 
données ont une partition floue stricte, le degré d’accomplissement pour chaque règle est 
déterminé en utilisant l’expression [BAB98a] : 
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Génération des fonctions d’appartenance des antécédents par projection 

Le principe de cette méthode est de projeter pour chaque règle, les ensembles flous 
multidimensionnels78 définis point par point dans la matrice de partition floue U sur les 
variables individuelles des antécédents. Dans le cas où ces variables sont les entrées utilisées 
pour faire le clustering, il s’agit d’une projection orthogonale des données. On projette donc la 
matrice de partition floue sur chacun des axes des variables (i.e., sur les régresseurs) de 
l’antécédent jx , avec pj ≤≤1 . Les règles correspondantes du modèle flou TS sont alors 
exprimées sous la forme conjonctive suivante : 

iR  :   Si 11 est iAx  et … et ipp Ax est    Alors i
T
ii dy += xa ,      ri ,,1K=  (3.119)

Pour obtenir les fonctions d’appartenance des sous-ensembles flous ijA de l’antécédent, 
l’ensemble flou multidimensionnel défini point par point par l’i-ème ligne de la matrice de 
partition est projeté sur les régresseurs jx . Cette opération de projection est représentée par 
l’expression suivante puis illustré sur la Figure 3.7a : 

)()( ikjjkij projxA µµ =  (3.120)

Définition (projection) : Soit un sous-ensemble flou A défini sur un univers 21 XX × , produit 
         cartésien de deux univers 1X  et 2X . On définit la projection de A sur 1X  comme 
         le sous-ensemble flou de 1X , noté ( )AprojX1

, de fonction d’appartenance : 

( ) ( ) ( )( ) 11211 ,,sup
221

Xxxxx AXxAXproj ∈∀= ∈ µµ  (3.121)

On définit de manière analogue la projection de A sur 2X . Pour des raisons de simplicité 
on a défini cette projection sur deux univers, mais de la même façon on peut le faire sur p 
univers. 
                                                 
78 Un ensemble flou défini sur un univers de discours multidimensionnel est appelé un ensemble flou 
multidimensionnel. 
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Comme nous l’avons déjà dit, le degré d’accomplissement )()( xx ii Aµβ =  pour l’i-ème 
règle doit être calculé comme une combinaison des degrés d’appartenance de chaque 
proposition individuelle en utilisant des opérateurs logiques flous. On reconstruit donc le 
cluster dans l’espace des entrées en appliquant l’opérateur intersection79 dans l’espace 
Cartésien des variables de l’antécédent, de la façon suivante :  

)()()( 2211 pipiii xxx AAA µµµβ ∧∧∧= K  (3.122)

Il faut noter que cette reconstruction n’est en général pas exacte. En effet, elle peut 
entraîner une erreur de décomposition dans le cas où les clusters sont obliques par rapport aux 
axes de projection (voir Figure 3.7b, adaptée d’après [GAW02]). L’erreur de décomposition 
est représentée dans cette figure par la différence des surfaces entre le rectangle et l’ellipse 
dans le support de l’ensemble flou dénoté A1. Cette erreur peut être partiellement compensé 
par une estimation des paramètres des conséquents en utilisant la méthode des moindres 
carrés globales [BAB98a]. Si l’erreur est trop importante, on peut également envisager un 
changement de variables et donc de repère en faisant une projection des p premiers vecteurs 
propres de la matrice de covariances des clusters. À partir de cette matrice on peut dans ce cas 
profiter de l’information sur l’orientation des clusters afin de réduire l’erreur de 
décomposition. 

 
(a) Mécanisme de projection 

 
(b) Erreur de décomposition correspondante 

Figure 3.7. (a) Illustration du mécanisme de projection et (b) de l’erreur de décomposition au moment 
de la recomposition (intersection floue) dans l’espace de l’antécédent. 

 
Paramétrisation des fonctions d’appartenance 

Une définition point par point de l’ensemble flou Aij est obtenue en projetant l’i-ème ligne 
µi de la matrice de partition floue U sur la variable xj de l’antécédent. Afin d’obtenir un 
modèle dans un but de prédiction ou de commande, les fonctions d’appartenance de 
l’antécédent doivent être exprimées sous une forme qui permet le calcul des degrés 
d’appartenance, même pour des données d’entrée non contenues dans l’ensemble des données 
Z. Cela est réalisé en approximant la fonction d’appartenance définie point par point par une 
fonction paramétrique appropriée (e.g., les expressions (3.3) et (3.4)), comme illustré sur la 
Figure 3.8 (d’après [BAB98a]) : 
                                                 
79 On peut utiliser d’autres t-normes, c’est-à-dire des opérateurs d’intersection, comme le produit au lieu de 
l’opérateur min (∧). 
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Figure 3.8. Approximation des données projetées par une fonction d’appartenance paramétrique. 

 
La fonction d’appartenance est adaptée à l’enveloppe des données projetées en optimisant 

numériquement ses paramètres. Un avantage de cette méthode par rapport aux fonctions 
d’appartenance multidimensionnelles vient du fait que les fonctions d’appartenance projetées 
peuvent toujours être approximées par des ensembles flous convexes. De plus, des fonctions 
d’appartenance asymétriques peuvent être utilisées pour refléter la partition réelle du 
problème de régression non linéaire considéré. Nous trouverons ce type de fonctions 
d’appartenance dans le chapitre 5, lors de l’application des techniques floues pour 
l’identification et la commande du bioréacteur aérobie considéré dans le cadre de nos travaux. 

 
Remarque 
R 3.9 Même si par la projection orthogonale sur les axes on peut perdre une certaine 

information, cette méthode de génération des fonctions d’appartenance des 
antécédents s’avère très utile, car elle donne la possibilité d’interpréter le modèle flou 
en utilisant directement les régresseurs sous la forme décomposé de règles. Dans ce 
sens, il faut rappeler que les algorithmes FER et RoFER présentés à la fin de la section 
3.3, partagent la caractéristique d’avoir une mesure de distance avec une matrice 
diagonale de norme induite, ce qui conduit à une réduction de l’erreur de 
décomposition car les clusters obtenus sont forcément parallèles aux axes des 
variables de l’antécédent. Cette caractéristique contribue à l’amélioration de 
l’interprétabilité du modèle flou de la part de l’utilisateur. De plus, ces deux 
algorithmes déterminent simultanément les paramètres des conséquents et la partition 
floue des données. 

3.4.3. Obtention des paramètres des conséquents 

Les paramètres p
i ℜ∈a  et id  du modèle TS donné par l’expression (3.119) peuvent être 

déterminés à partir de la structure géométrique des clusters (cas de l’algorithme GK) ou bien 
en général, par des techniques d’estimation de type moindres carrés. Nous abordons ces 
approches dans les paragraphes suivants. 

 
Obtention des paramètres des conséquents par interprétation géométrique 

Dans le cas de l’algorithme GK, caractérisé par l’utilisation d’une matrice de covariance 
floue dans l’espace d’entrée-sortie (de dimension ℜp+1), on peut se baser sur l’interprétation 
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géométrique des clusters80 afin d’obtenir les paramètres des conséquents dans le modèle affine 
Takagi-Sugeno. Pour illustrer la procédure, supposons qu’une collection de c clusters 
approxime la surface de régression qui établie la correspondance entre l’entrée (multivariable) 
et la sortie du système. Ces clusters peuvent êtres vus comme des sous-espaces linéaires p-
dimensionnels de l’espace de régression. Le vecteur propre ,inφ correspondant à la plus petite 
valeur propre inλ  de la matrice de covariance floue, détermine le vecteur normal à l’hyperplan 
traversé par les vecteurs restants de ce i-ème cluster. Ceci est illustré par la Figure 3.9 : 

 
Figure 3.9. Interprétation géométrique de l’orientation du cluster à partir de la matrice de covariance 

floue (cas de l’algorithme GK). 

Afin de simplifier la notation, le plus petit vecteur propre de l’i-ème cluster sera dénoté 
,iφ  en omettant l’indice n. Rappelons que ],[ yTT xz =  est le vecteur des données et iv  est le 

prototype (centre) de l’i-ème cluster. La forme normale implicite de l’hyperplan du 
conséquent est donnée alors par l’expression : 

0)( =−⋅ i
T
i vzφ  (3.123)

Cette expression établie que le produit intérieur du vecteur normal iφ avec n’importe quel 
vecteur appartenant à l’hyperplan est nul. Pour continuer le développement, il convient de 
diviser le prototype iv  en un vecteur ixv  correspondant au régresseur x , et un scalaire iyv  

correspondant à la sortie y , c’est-à-dire, ],)([ iy
T

ix
T
i vvv = . Le plus petit vecteur propre est 

aussi divisé de la même façon, i.e., ],)([ iy
T

ix
T
i φφφ = . L’équation (3.123) peut s’écrire 

maintenant de la façon suivante : 

( ) 0],)([],[],)([ =−⋅ T
iy

T
ix

TT
iy

T
ix vy vxφφ  (3.124)

En réalisant le produit intérieur, on obtient l’égalité suivante : 

( ) ( ) 0)( =−+− iyiyix
T

ix vyφφ vx  (3.125)

Expression à partir de laquelle, par une manipulation algébrique simple, on obtient 
l’équation explicite de l’hyperplan [BAB98a] : 
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φ
φ

φ
φ

1)(1
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−
=  

 

(3.126)

En comparant cette expression avec le conséquent de la i-ème règle du modèle affine TS 
représenté par l’équation (3.119), on obtient directement les expressions pour les paramètres 

p
i ℜ∈a  et le scalaire id  de la façon suivante : 

                                                 
80 Cependant, cette interprétation est très liée à l’estimation à l’aide des moindres carrés. En fait, la solution 
issue de l’interprétation géométrique correspond à la solution des moindres carrés totaux pondérés avec la 
linéarisation locale autour du centre du cluster, comme l’a fait remarquer Babuška [BAB98a]. 
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Obtention des paramètres des conséquents par la méthode des moindres carrés 

Les paramètres des conséquents peuvent être établis par la technique des moindres carrés 
(en particulier pour les algorithmes FCRM, FER et RoFER), en utilisant comme facteurs de 
pondération des données, les degrés d’appartenance de la matrice de partition floue U issus du 
processus de clustering. Cette approche conduit à une formulation de c problèmes 
indépendants de type moindres carrés pondérés (WLS81) dans laquelle les degrés 
d’appartenance expriment l’importance de la paire de données ),( kk yx  par rapport à chaque 
i-ème sous-modèle linéaire local, avec ci ≤≤1 . 

 
Les données d’identification entrée-sortie T

k
T
kk y ],[ xz = , avec Nk ≤≤1 , et les degrés 

d’appartenance ikµ de la matrice de partition floue sont regroupés dans les matrices suivantes : 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

iN

i

i

i

N
T
N

T

T

y

y
y

µ

µ
µ

L

MOMM

L

L

MM

00

00
00

,, 2

1

2

1

2

1

Wy

x

x
x

X  (3.129)

Les paramètres des conséquents ia  et id  appartenant à la règle correspondant à l’i-ème 
cluster sont concaténés dans un seul vecteur de paramètres iθ , donné par : 

T
i

T
ii d ],[aθ =  (3.130)

Afin de faciliter le calcul, la matrice de régression X  est augmentée en ajoutant un 
vecteur-colonne unitaire, selon l’expression : 

],[ 1XX =e  (3.131)

Si les colonnes de eX  sont linéairement indépendantes et 0>ikµ  pour Nk ≤≤1 , alors la 
solution des moindres carrés de ε+= θXy e  où la k-ième paire de données ),( kk yx  est 
pondérée par ikµ , est donnée finalement par l’expression : 

( ) yWXXWXθ i
T
eei

T
ei

1−
=  (3.132)

Les paramètres ia  et id  sont donnés respectivement par : 

121 ,],,,[ +== pipi d θθθθ Ka  (3.133)

3.4.4. Validation numérique du modèle flou 

Pour évaluer la qualité de l’approximation (performance numérique) obtenue par les 
modèles flous Takagi-Sugeno, nous utilisons les critères suivants : 

                                                 
81 WLS :Weighted Least Squares. 
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RMSE, Erreur quadratique moyenne (en anglais Root Mean Square Error) : c’est une mesure 
globale sur le nombre total de points de l’écart par rapport à la valeur attendue. Sa valeur 
optimale est zéro; ce critère est défini par l’expression (3.134) : 

∑
=

−=
N

k
kk yy

N
RMSE

1

2)ˆ(1  (3.134)

où Nk ≤≤1  est le nombre de points considérés pour la modélisation, y  est la sortie 
mesurée et ŷ  est la sortie du modèle. 

 
VAF, Comptabilisation en pourcentage de la variance (en anglais Variance Accounting For) : 
introduit par Babuška et al. [BAB98b], ce critère permet d’évaluer en pourcentage la qualité 
d'un modèle en mesurant l’écart normalisé de la variance entre deux signaux. Sa valeur 
optimale est 100% quand les deux signaux sont égaux, s’ils sont diffèrents, le VAF est 
inférieur. Le critère VAF est donné par l’expression (3.135) : 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−=

)var(
)ˆvar(1%100

y
yyVAF  (3.135)

 
Tcal, Temps de calcul : correspond au temps machine82 requis pour les calculs de 
construction du modèle flou à partir des données. 

3.4.5. Outil logiciel pour la modélisation-identification floue de type TS 

Dans le cadre du développement de nos travaux de thèse et grâce aux relations avec le 
laboratoire LAMIC83 de l’Université Distrital en Colombie, nous avons développé le logiciel 
FMIDgraph [GRI07] [ORO07]. C’est une boîte à outils graphique sous MATLAB® pour 
l’identification floue de type Takagi-Sugeno à partir des données entré-sortie des systèmes. 
Elle est basée sur le logiciel FMID84 développé à l’Université Technologique de Delft 
[BAB02] que nous avons amélioré par diverses fonctionnalités. Cet outil intègre dans un 
environnement graphique facile à utiliser, plusieurs outils de la méthodologie de modélisation 
abordée dans ce chapitre. Cinq catégories de fonctions peuvent être distinguées : 

 
Algorithmes de clustering : FCM, GK, FER et RoFER, (cf. section 3.3). 
 
Sélection de la structure (ordre) du modèle [GRI07] [UNR07], (cf. section 3.4). 
 
Visualisation 2D et 3D du processus de modélisation (fonctions d’appartenance "en ligne" 
          et approximation de systèmes non linéaires par des sous-modèles linéaires. 
 
Validation de la partition floue et du modèle Takagi-Sugeno, (cf. sections 3.4.1 et 3.4.4). 
 
Exemples de modélisation et identification floue de type TS de systèmes non linéaires 
          statiques (cf. section 3.4.6) et dynamiques (cf. Chapitre 5). 

Pour finaliser ce chapitre, nous présentons quelques exemples illustratifs que nous avons 
intégrés sous la boîte à outils FMIDgraph. 
                                                 
82 Disponible grâce à la commande etime sous MATLAB® v.6.5 
83 LAMIC : Laboratorio de Automática, Microelectrónica e Inteligencia Computacional, Universidad Distrital 
"Francisco José de Caldas", Facultad de Ingeniería, Bogotá, Colombie. 
84 FMID : Fuzzy Modeling and Identification Toolbox for use with Matlab. 
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3.4.6. Exemples 

Afin d’illustrer la procédure de modélisation Takagi-Sugeno (TS) et les résultats obtenus 
pour les algorithmes GK et RoFER en présence de bruit et de points aberrants, nous 
considérons ici deux exemples qui sont des fonctions non linéaires statiques sur des espaces à 
deux et trois dimensions. La modélisation des systèmes dynamiques sera abordée dans le 
chapitre 5 en considérant l’application au bioprocédé de traitement des eaux usées. 

 
Exemple 3.1. Modélisation TS de la fonction "sinus cardinal" 
Le premier exemple considérée est une fonction non linéaire )()( xfxy =  à une entrée et 

une sortie à laquelle a été ajouté du bruit et des points aberrants : ξ+= )()( xfxy . Pour cet 
exemple nous avons choisi la fonction sinus cardinal, )()( xsinuscxf =  représenté sur la Figure 
3.10 et définie par (3.136) : 
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La présence de bruit et de points hors tendance est représentée par le modèle d’erreur 
grossière ξ , définie par l’expression suivante (3.137) : 

HG εεξ +−= )1(  

G ~ ),0( 2
1σN     

H ~ ),0( 2
2σN      

(3.137)

G et H sont des distributions de bruit blanc gaussien, ayant des écarts types 12 σσ > . Le 
terme G permet de représenter la présence de bruit et le terme H la présence de points 
aberrants. Le paramètre ε  permet d’ajuster la proportion de points aberrants dans l’ensemble 
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de la distribution. Pour cet exemple les valeurs des paramètres sont 07,01 =σ , 12 5σσ =  et 
15,0=ε . 

 
En présence de bruit et de points hors tendance on considère alors l’expression 

ξ+= )()( xsinuscxy . Dans ce contexte, l’objectif de la modélisation floue Takagi-Sugeno est 
d’approximer la fonction originale )()( xsinuscxy =  en minimisant les effets perturbateurs 
introduits par le modèle d’erreur grossière ξ . Pour la modélisation une base de données de 
300 points équidistants a été considérée avec ]10,10[−∈x , parmi lesquelles 30 points sont 
considérés comme des points aberrants. D’après la Figure 3.10 nous avons considéré une 
approximation de la fonction originale non linéaire par 6 régions linéaires, ce qui correspond 
au nombre de clusters pour l’algorithme GK. Pour sa part, l’algorithme RoFER a été initialisé 
avec 20 clusters. Avec un seuil de cardinalité de 15,5 nous avons obtenu un nombre final de 
clusters de 6, ce qui correspond au même nombre de clusters que celui fixé pour l’algorithme 
GK. 

 
La Figure 3.11 illustre l’ensemble des données disponibles pour la modélisation Takagi-

Sugeno. Les points considérés comme aberrants sont entourés par des cercles. 
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Figure 3.11. Fonction )()( xsinuscxy =  avec bruit et points aberrants (cercles) 

 
Les résultats obtenus pour la modélisation floue Takagi-Sugeno en utilisant les 

algorithmes GK et RoFER sont résumés ci-dessous. Nous présentons l’approximation 
résultante pour la fonction originale (Figure 3.10) et celle avec bruit et points aberrants 
(Figure 3.11), les fonctions d’appartenance correspondantes, ainsi que les bases de règles 
obtenues et le positionnement des centres pour chacun des modèles (cf. Tableaux 3.2 à 3.5). 
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 (b) Fonctions d’appartenance correspondants 

Figure 3.12. Approximation TS de la fonction )()( xsinuscxy =  - algorithmes GK et RoFER 

 
Tableau 3.2. Règles du modèle flou TS pour la fonction )()( xsinuscxy =  

algorithmes GK et RoFER 

cluster Antécédent  Conséquent GK Conséquent RoFER 
1 Si 1Aestx  Alors 12 1064.41075.4)( −− ⋅+⋅= xxy  12 1004.91060.9)( −− ⋅+⋅= xxy  
2 Si 2Aestx  Alors 12 1069.51077.8)( −− ⋅−⋅−= xxy  11 1069.71021.1)( −− ⋅−⋅−= xxy  
3 Si 3Aestx  Alors 01 1010.11028.3)( ⋅+⋅= − xxy  01 1017.11062.3)( ⋅+⋅= − xxy  
4 Si 4Aestx  Alors 01 1008.11018.3)( ⋅+⋅−= − xxy  01 1019.11068.3)( ⋅+⋅−= − xxy  
5 Si 5Aestx  Alors 12 1073.51088.8)( −− ⋅−⋅= xxy  11 1042.71016.1)( −− ⋅−⋅= xxy  
6 Si 6Aestx  Alors 12 1053.61084.6)( −− ⋅+⋅−= xxy  11 1097.91006.1)( −− ⋅+⋅−= xxy  

 
Tableau 3.3. Centres des clusters du modèle flou )()( xsinuscxy =  – algorithmes GK et RoFER 

GK RoFER 
xv  xv  

-7,99 -8,85 
-6,00 -5,86 
-2,30 -2,18 
2,18  2,30 
5,86  6,00 
8,85  7,98 
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 (b) Fonctions d’appartenance correspondants 

Figure 3.13. Approximation TS de la fonction ξ+= )()( xsinuscxy  - algorithmes GK et RoFER 

 
Tableau 3.4. Règles du modèle flou TS pour la fonction ξ+= )()( xsinuscxy  

algorithmes GK et RoFER 

cluster Antécédent  Conséquent GK Conséquent RoFER 
1 Si 1Aestx  Alors 24 1014.41082.7)( −− ⋅+⋅= xxy  12 1073.41092.4)( −− ⋅+⋅= xxy  
2 Si 2Aestx  Alors 24 1005.81085.2)( −− ⋅−⋅= xxy  13 1045.11003.1)( −− ⋅−⋅= xxy  
3 Si 3Aestx  Alors 01 1006.11087.2)( ⋅+⋅= − xxy  01 1015.11031.3)( ⋅+⋅= − xxy  
4 Si 4Aestx  Alors 01 1006.11014.3)( ⋅+⋅−= − xxy  01 1021.11086.3)( ⋅+⋅−= − xxy  
5 Si 5Aestx  Alors 12 1084.31064.5)( −− ⋅−⋅= xxy  12 1075.41092.6)( −− ⋅−⋅= xxy  
6 Si 6Aestx  Alors 23 1029.51041.2)( −− ⋅+⋅= xxy  12 1011.61027.6)( −− ⋅+⋅−= xxy  

 
Tableau 3.5. Centres des clusters du modèle flou ξ+= )()( xsinuscxy  – algorithmes GK et RoFER 

GK RoFER 
xv  xv  

-8,24 -8,25 
-5,04 -5,10 
-1,55 -1,61 
1,83  1,83 
5,25  5,29 
8,40  8,44 
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Pour évaluer la qualité de l’approximation obtenue par les modèles flous Takagi-Sugeno, 
nous utilisons les critères définis dans la section 3.4.4. Les résultats obtenus pour l’évaluation 
de l’approximation de la fonction )()( xsinuscxy =  sans et en présence de bruit et de points 
aberrants sont détaillés dans le Tableau 3.6.  

 
Tableau 3.6. Evaluation de la qualité de l’approximation de la fonction )()( xsinuscxy =  

)()( xsinuscxy =  ξ+= )()( xsinuscxy  
Critère 

GK RoFER GK RoFER 
RMSE (x10-2) 3,47 4,57 6,01 5,49 

VAF 99,03% 98,33% 97,17% 97,64% 
Tcal 85 [s] 0,621 10,785 0,621 10,785 

 
En considérant les résultats précédents, on peut noter qu’en présence de bruit et de points 

aberrants, l’algorithme RoFER donne de meilleurs résultats au niveau numérique, mais aussi 
au niveau de l’interprétabilité locale, garantissant ainsi une meilleure qualité de 
l’approximation. En effet, comme on peut le constater aux extrémités droite et gauche de la 
Figure 3.13 (a) et (b)), les sous-modèles locaux obtenus en utilisant l’algorithme GK sont 
fortement biaisés par rapport à la fonction originale )()( xsinuscxy = . Par contre, les résultats 
obtenus en utilisant l’algorithme RoFER démontrent une sensibilité moindre. En contre partie, 
le temps de calcul requis pour la convergence de l'algorithme RoFER est considérablement 
plus grand que celui de l'algorithme GK (de l’ordre de 15 fois). 

 
Remarques 
R 3.10 Dans la Figure 3.12 (a) on peut s’apercevoir que pour les deux algorithmes il y a un 

dépassement considérable de l’approximation sur les régions courbes. Ce 
dépassement est toutefois normal, il est dû au mécanisme standard d’inférence de la 
sortie globale dans le modèle Takagi-Sugeno. Si bien qu’une amélioration sur le 
mécanisme d’inférence/interpolation a été proposée [BAB96a] (en remplaçant le 
calcul de la moyenne pondérée par une fonction maximum adoucie), cette méthode 
demande l’ajustement des certains paramètres associés. Dans le but de simplifier les 
calculs et travailler dans des conditions standards, nous utilisons le mécanisme 
classique d’inférence pour le calcul de la sortie globale du modèle Takagi-Sugeno. 

R 3.11 Si la méthode d’inférence a une influence sur l’approximation obtenue, il faut noter 
aussi l’effet d’autres facteurs sur la qualité de l’approximation. Le mécanisme de 
projection, commun aux 2 méthodes de clustering, introduit un biais sur les sous-
modèles linéaires. La paramétrisation des fonctions d’appartenance afin d’obtenir des 
ensembles flous unidimensionnels sur les variables d’entrée peut entraîner un 
changement de forme, généralement avec une couverture plus grande sur l’univers de 
discours que les ensembles multidimensionnels correspondants. L’effet final est une 
partition qui n’est pas forcément du type Ruspini (en effet, dans certains cas la 
somme des degrés d’appartenance peut être supérieure à 1). Cela peut se traduire par 
des biais sur les valeurs attendues des paramètres des conséquents. Voir par exemple 
la Figure 3.13 (b) pour le cas 5−=x . 

 

                                                 
85 Pour les résultats reportés dans ce manuscrit nous avons utilisé une machine Pentium 4 3,02 GHz avec 256 Mo 
de mémoire RAM et système d’exploitation Windows XP. 
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Exemple 3.2. Modélisation TS de la fonction "vallée de Rosenbrock" 
Le deuxième exemple considérée est une fonction non linéaire dans un espace à trois 

dimensions ξ+= ),(),( yxfyxz  à laquelle a été ajouté du bruit et des points hors tendance 
symbolisés par ξ . Pour cet exemple nous avons choisi la fonction vallée de Rosenbrock, 

),(),( yxrosenbrockyxf =  représenté sur la Figure 3.14 et définie par (3.138) : 

 
Figure 3.14. Fonction vallée de Rosenbrock 
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avec 10=scale , ]2,2[−∈x  et ]3,1[−∈y . Le facteur 2509 permet la normalisation de 
l’expression (3.138) dans l’espace d’entrée-sortie XxY choisi. La présence de bruit et de 
points aberrants est représentée par le modèle d’erreur grossière ξ , définie par l’expression 
(3.137). Pour cet exemple les valeurs des paramètres sont 5,01 =σ , 12 5σσ =  et 2,0=ε . 
Pour la modélisation une base de données de 225 points équidistants sur (x,y) avec 25 points 
aberrants a été considérée. L’algorithme RoFER a été exécuté avec un nombre initial de 
clusters de 15. Avec un seuil de cardinalité de 4,9 nous avons obtenu un nombre final de 
clusters de 6, qui correspond au même nombre de clusters que dans l’algorithme GK. La 
Figure 3.15 illustre l’ensemble des données disponibles pour la modélisation Takagi-Sugeno. 
Les points considérés comme aberrants sont entourés par des cercles. 

 
Figure 3.15. Fonction vallée de Rosenbrock avec bruit et points aberrants (cercles) 

 
Les résultats obtenus pour la modélisation floue Takagi-Sugeno sans et avec bruit et 

points aberrants en utilisant les algorithmes GK et RoFER sont résumés ci-dessous. 
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Figure 3.16. Approximation TS de la fonction vallée de Rosenbrock 
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Tableau 3.7. Règles du modèle flou TS pour la fonction vallée de Rosenbrock – algorithme GK 

cluster Antécédent  Conséquent GK 
1 Si   11Aestx   et  12Aesty  Alors 000 1047.81009.21037.7),( ⋅−⋅−⋅−= yxyxz  
2 Si   21Aestx   et  22Aesty  Alors 111 1072.51048.21014.2),( −−− ⋅+⋅+⋅= yxyxz  
3 Si   31Aestx   et  32Aesty  Alors 111 1062.41095.31083.1),( −−− ⋅+⋅−⋅−= yxyxz
4 Si   41Aestx   et  42Aesty  Alors 001 1085.11058.11075.2),( ⋅−⋅+⋅−= − yxyxz  
5 Si   51Aestx   et  52Aesty  Alors 121 1012.71011.61091.2),( −−− ⋅+⋅−⋅= yxyxz  
6 Si   61Aestx   et  62Aesty  Alors 000 1073.51088.11077.5),( ⋅−⋅−⋅= yxyxz  

 
 

Tableau 3.8. Règles du modèle flou TS pour la fonction vallée de Rosenbrock – algorithme RoFER 

cluster Antécédent  Conséquent ROFER 
1 Si   11Aestx   et  12Aesty  Alors 100 1001.11040.21025.8),( ⋅−⋅−⋅−= yxyxz  
2 Si   21Aestx   et  22Aesty  Alors 100 1048.21012.11049.1),( −⋅−⋅+⋅= yxyxz  
3 Si   31Aestx   et  32Aesty  Alors 111 1064.11047.11079.1),( −−− ⋅+⋅−⋅−= yxyxz
4 Si   41Aestx   et  42Aesty  Alors 100 1069.31020.11061.1),( −⋅−⋅+⋅−= yxyxz  
5 Si   51Aestx   et  52Aesty  Alors 010 1002.11010.71067.1),( ⋅−⋅−⋅= − yxyxz  
6 Si   61Aestx   et  62Aesty  Alors 100 1029.11063.21071.9),( ⋅−⋅−⋅= yxyxz  

 
 

Tableau 3.9. Centres des clusters du modèle flou pour la fonction vallée de Rosenbrock sans bruit 

GK RoFER 
xv  yv  xv  yv  

-1,76.100  1,12.10-1 -1,76.100  2,18.10-1 
-1,06.100  1,85.100 -8,47.10-1  2,29.100 
-5,25.10-2 -1,70.10-1 -4,15.10-1  1,59.10-1 
 1,27.10-2  2,51.100  7,12.10-1  2,23.100 
 1,08.100  1,81.100  1,17.100  4,96.10-1 
 1,75.100  1,11.10-1  1,84.100  1,36.10-1 

 
 
Les résultats obtenus pour l’évaluation de l’approximation de la fonction 

),(),( yxrosenbrockyxz =  sans bruit sont détaillés dans le Tableau 3.10 : 
 

Tableau 3.10. Evaluation de la qualité de l’approximation de la fonction ),(),( yxrosenbrockyxz =  

),(),( yxrosenbrockyxz =  
Critère 

GK RoFER 
RMSE (x10-1) 5,24 5,66 

VAF 92,60% 95,48% 
Tcal [s] 0,661 19,98 
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Figure 3.17. Approximation TS de la fonction vallée de Rosenbrock avec bruit et points aberrants 
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Tableau 3.11. Règles du modèle flou TS pour la fonction vallée de Rosenbrock avec bruit et points 
aberrants– algorithme GK 

cluster Antécédent  Conséquent GK 
1 Si   11Aestx   et  12Aesty  Alors 000 1091.51069.11081.5),( ⋅−⋅−⋅−= yxyxz  
2 Si   21Aestx   et  22Aesty  Alors 111 1016.81054.21086.1),( −−− ⋅+⋅+⋅= yxyxz  
3 Si   31Aestx   et  32Aesty  Alors 111 1089.31022.11021.2),( −−− ⋅+⋅−⋅= yxyxz  
4 Si   41Aestx   et  42Aesty  Alors 101 1031.81018.11020.7),( −− ⋅−⋅+⋅−= yxyxz  
5 Si   51Aestx   et  52Aesty  Alors 111 1091.61088.11017.4),( −−− ⋅+⋅−⋅= yxyxz  
6 Si   61Aestx   et  62Aesty  Alors 000 1014.81036.21017.7),( ⋅−⋅−⋅= yxyxz  

 
 

Tableau 3.12. Règles du modèle flou TS pour la fonction vallée de Rosenbrock avec bruit et points 
aberrants– algorithme RoFER 

cluster Antécédent  Conséquent ROFER 
1 Si   11Aestx   et  12Aesty  Alors 000 1025.91025.21070.7),( ⋅−⋅−⋅−= yxyxz  
2 Si   21Aestx   et  22Aesty  Alors 200 1004.71015.11071.1),( −⋅+⋅+⋅= yxyxz  
3 Si   31Aestx   et  32Aesty  Alors 121 1075.21071.21015.1),( −−− ⋅+⋅−⋅−= yxyxz
4 Si   41Aestx   et  42Aesty  Alors 110 1028.41003.91060.1),( −− ⋅+⋅+⋅−= yxyxz  
5 Si   51Aestx   et  52Aesty  Alors 110 1071.91086.71066.1),( −− ⋅−⋅−⋅= yxyxz  
6 Si   61Aestx   et  62Aesty  Alors 100 1001.11056.21039.8),( ⋅−⋅−⋅= yxyxz  

 
 

Tableau 3.13. Centres des clusters du modèle flou pour la fonction vallée de Rosenbrock avec bruit et 
points aberrants 

GK RoFER 
xv  yv  xv  yv  

-1,76.100  1,12.10-1 -1,74.100  1,88.10-1 
-1,06.100  1,85.100 -8,91.10-1  2,34.100 
-5,25.10-2 -1,70.10-1 -4,85.10-1  3,32.10-1 
 1,27.10-2  2,51.100  6,83.10-1  2,22.100 
 1,08.100  1,81.100  8,17.10-1  1,30.10-1 
 1,75.100  1,11.10-1  1,84.100  2,79.10-1 

 
 
Les résultats obtenus pour l’évaluation de l’approximation de la fonction 

ξ+= ),(),( yxrosenbrockyxz  avec bruit et points aberrants sont détaillés dans le Tableau 3.14 : 
 

Tableau 3.14. Evaluation de la qualité de l’approximation de la fonction 
ξ+= ),(),( yxrosenbrockyxz  

ξ+= ),(),( yxrosenbrockyxz
Critère 

GK RoFER 
RMSE (x10-1) 6,02 4,89 

VAF 90,23% 95,64% 
Tcal [s] 0,661 19,98 
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3.5. Conclusions 

Ce chapitre nous a permis de faire le tour d’horizon des principes théoriques nécessaires à 
la compréhension de la modélisation et de l’identification floues de systèmes en utilisant 
l’approche par clustering à partir des données entrée-sortie. 

 
Après d’avoir introduit des concepts de base concernant la structure générale et les 

différentes types de modèles flous, nous avons étudié plus particulièrement le modèle de type 
Takagi-Sugeno (TS). En effet, au cours des dix dernières années la discipline a évolué d’une 
façon graduelle mais décidée, vers une utilisation pratiquement exclusif des systèmes flous 
dans lesquels le conséquent des règles utilise des variables numériques sous la forme des 
fonctions (modèle de type TS) plutôt que des variables linguistiques (modèle de type 
Mamdani) [GAL01] [SAL05]. Ces modèles conservent les caractéristiques de transparence et 
d’interprétabilité linguistique qui distinguent les modèles flous d’autres approches similaires 
de type boîte noire. Dans le cas de l’identification floue des systèmes, le formalisme Takagi-
Sugeno est mieux adapté à une démarche plus systématique pour la construction de modèles 
non linéaires multivariables, grâce à leur bonne capacité d’interpolation numérique et 
d’"aprentissage" à partir de données. 

 
Dans le cadre de nos travaux, les modèles flous de type TS sont considérés sous l’optique 

d’une approche de modélisation multi-linéaire, qui essai de résoudre un problème complexe 
de modélisation en le décomposant en plusieurs sous-problèmes plus simples. La théorie des 
ensembles flous offre alors un excellent outil pour représenter l’incertitude associée à la tâche 
de décomposition, en fournissant des transitions douces entre les sous-modèles linéaires et 
afin d’intégrer divers types de connaissance dans un même cadre. A ce propos, nous avons 
considéré des méthodes de coalescence floue (clustering) basées sur la minimisation itérative 
d’une fonction objectif (critère de classification), afin de générer automatiquement la 
décomposition à partir des données entrée-sortie du système. Dans cette approche, le nombre 
de clusters correspond à celui des sous-modèles linéaires dans le modèle TS. 

 
En ce qui concerne les méthodes de clustering, afin de trouver une partition floue 

appropriée, nous avons abordé plusieurs algorithmes avec prototypes : 

o vectoriels (centres) de la même dimension que les objets de données (algorithmes 
FCM (clusters hypersphériques) et GK (clusters hyperellipsoïdaux)), 

o des objets géométriques "de plus haut niveau", tels que des sous-espaces linéaires 
(algorithme FCRM), 

o ou bien des prototypes "mixtes", tels que l’algorithme de régression floue ellipsoïdal 
(FER) qui combine les mesures de distance des algorithmes GK des axes parallèles 
(GKP) et FCRM, ainsi que sa version robuste en présence de bruit et de points 
aberrants (algorithme RoFER) [BAR03] [GRI04]. 

 
Ce dernier est caractérisé par l’utilisation d’une méthode d’"agglomération compétitive" 

[FRI99] qui à partir d’un nombre surestimé de clusters à l’initialisation et la définition d’un 
certain seuil de cardinalité robuste, permet de trouver "automatiquement" un nombre 
convenable de clusters pour la partition. En même temps l’algorithme fournit les paramètres 
des conséquents des règles du modèle floue affine TS. 

 
Ensuite, nous avons abordé la méthodologie générale d’identification de modèles TS à 

partir des données, en décrivant les différentes étapes depuis la conception de l’expérience et 
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l’acquisition des données jusqu’à la validation du modèle final. En particulier nous avons mit 
l’accent sur quelques aspects généraux et communs aux algorithmes traités, afin de passer de 
l’application des techniques de clustering à l’obtention du modèle flou. Ces aspects 
comprennent les pas suivants : 

Validation du nombre de clusters, en utilisant les mesures de validité de la partition. 

Génération des fonctions d’appartenance des antécédents, qui permet l’obtention des 
règles avec des ensembles flous multidimensionnels, ou bien des règles dans leur forme 
décomposée en utilisant le mécanisme de projection sur les axes d’entrée. 

Obtention des paramètres des conséquents, à partir de la structure propre de la matrice de 
covariance floue (cas de l’algorithme GK) ou en général, en utilisant des techniques de 
type moindres carrés. 

Validation numérique du modèle flou. 
 
Dans le cadre de nos recherches et en se basant sur le logiciel FMID [BAB02], nous 

avons développé FMIDgraph [GRI07] [ORO07] [UNR07], une boîte à outils graphique sous 
MATLAB® pour l’identification floue de type TS, qui intègre dans un environnement 
graphique facile à utiliser, plusieurs éléments et fonctionnalités (e.g. visualisation 2D et 3D) 
concernant la méthodologie de modélisation abordée dans ce chapitre. 

 
Finalement, nous avons présenté quelques exemples de simulation qui ont permis 

d’illustrer l’approche suivi pour la modélisation floue TS de systèmes non linéaires en 
utilisant des méthodes de clustering à partir des données entré-sortie des systèmes. Les 
résultats ont montré l’applicabilité des algorithmes de clustering comme GK et RoFER, avec 
une meilleure qualité de l’approximation locale du système pour ce dernier en présence de 
bruits et de points aberrants, malgré le temps de calcul requis pour la convergence (de l’ordre 
de 15 fois plus élevé). Nous considérons que l’utilisation de tels algorithmes pourrait être 
intéressante pour des applications de modélisation hors-ligne où le temps de calcul ne 
constitue pas un facteur critique. 

 
Sans vouloir généraliser les résultats expérimentaux obtenus, il paraît raisonnable de 

considérer que la caractérisation d’un système non linéaire par une approche multimodèle est 
un chemin prometteur pour un rapprochement entre la théorie mathématique et la pratique 
industrielle de la commande automatique. En effet, en obtenant une représentation simple par 
zones d’opération définies par les fonctions d’appartenance dans les antécédents, le modèle 
flou TS permet la représentation des systèmes non linéaires statiques ou dynamiques par une 
concaténation de sous-modèles linéaires associés aux conséquents des règles. Cette approche 
s’avère intéressante du point de vue de la commande et sera exploitée à ce propos, comme 
nous le verrons dans le chapitre suivant. 
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___________________________________________________________________________ 

Chapitre 4 

4. Commande floue TS basée sur modèle 
___________________________________________________________________________ 
 
 
 

Dans ce chapitre, nous considérons différentes possibilités qu’offrent les modèles flous de 
type Takagi-Sugeno pour la commande des systèmes non linéaires en utilisant la philosophie 
de commande du type compensation parallèle distribuée (PDC). Nous commençons par un 
aperçu général sur la synthèse (stabilisation) des contrôleurs flous basée sur un modèle flou 
homogène TS du système. Ensuite nous développons spécifiquement une commande sous-
optimale linéaire quadratique par retour d’état basée sur un modèle affine TS en temps discret. 
Pour cela, nous proposons trois lois de commande qui tiennent compte du terme indépendant 
caractéristique du modèle affine. Les lois de commande sont de type régulateur, régulateur 
avec compensation de gain statique et régulateur avec action intégrale, ce qui permet 
l’annulation des erreurs stationnaires de poursuite par rapport à des références de type échelon 
dans la commande. 
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A partir de la disponibilité d’un modèle flou, celui-ci peut être utilisé pour la synthèse 
d’un contrôler de deux manières [SAL05]. En premier lieu, n’importe quelle technique (non 
linéaire) basée sur un modèle peut être appliquée. Parmi les techniques les plus fréquemment 
utilisées dans cette approche, on trouve la linéarisation entrée-sortie [BOU03] et par 
rétroaction, la commande prédictive et les techniques basées sur l’inversion du modèle 
[BAB98a]. Deuxièmement, le contrôler lui-même peut être un système flou dont la structure 
correspond à la structure du modèle flou du procédé. Cette idée, appelée dans le cas de 
systèmes flous de type TS "compensation parallèle distribuée" (PDC)86 [WAN95], est très 
fructueuse. En fait, le plus grand nombre de résultats, concernant la stabilité des modèles 
Takagi-Sugeno tant en temps continu que dans le cas discret, sont basés sur des commandes 
de type PDC. Dans ce chapitre nous donnons dans la première partie, largement basée sur 
l’ouvrage [GUE03], un bref aperçu général sur la stabilisation des contrôleurs flous basée sur 
un modèle flou TS du système. Les développements mathématiques rapportés correspondent 
aux modèles flous homogènes TS, tant en temps continu qu’en temps discret. Dans la seconde 
partie, en utilisant l’approche PDC, nous élaborons une commande sous-optimale linéaire 
quadratique par retour d’état basée sur des modèles affines TS en temps discret. Nous 
proposons le développement de trois lois de commande qui prennent en compte explicitement 
le terme indépendant dans le conséquent du modèle. Pour une étude plus vaste concernant la 
commande floue de systèmes, nous invitons le lecteur à se référer sur les ouvrages suivantes : 
[DRI93] [WAN94] [BAB98a] [FOU03a]. 

 
La philosophie de la commande de type compensation parallèle distribuée (PDC), 

consiste à calculer une loi de commande linéaire par retour d’état, pour chaque sous modèle 
du modèle flou. La détermination d’une loi de commande revient à déterminer pour chaque 
modèle local des gains matriciels, par exemple en utilisant une synthèse quadratique ou des 
LMI. La Figure 4.1 illustre le concept de ce type de commande : 

 
Figure 4.1. Représentation du concept de compensation parallèle distribuée (PDC) 

 
La commande de type PDC a pour but d’intégrer dans une seule loi de commande globale 

les lois de commande individuelles issues de l’approche multi-modèle. La partie antécédent 
des règles reste la même que pour le modèle flou Takagi-Sugeno tandis que la partie 
conséquent est remplacée par une loi de commande par retour d’état. Dans ce contexte, 
                                                 
86 PDC: Parallel Distributed Compensation. 
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chaque sous modèle du modèle flou de type Takagi-Sugeno est stabilisé localement par une 
loi linéaire. La loi de commande globale, qui en général est non linéaire, est une fusion floue 
des lois de commande linéaires. Pour l’application de la commande de type PDC il est 
nécessaire que tous les sous modèles linéaires soient stabilisables ; cette hypothèse est 
supposée vérifié dans toute la suite de manuscrit. 

4.1. Stabilité et stabilisation à partir de modèles flous 

La stabilité de systèmes de type Takagi-Sugeno a été étudie à partir de plusieurs points de 
vue : approche de type Lyapunov [TAN92], analogie avec des systèmes linéaires variant dans 
le temps [THA97], mise sous la forme d’un système linéaire avec des incertitudes de 
modélisation [KIR98], etc. Les conditions de stabilité obtenues dans ces travaux ne sont que 
suffisantes, puisqu’elles ne prennent pas en compte la partie antécédent des règles. Des 
travaux proposent de prendre en compte cette partie antécédent pour aboutir à des résultats 
moins conservatifs [KIM95] [MAR95]. Dans le cas de la stabilité quadratique, des conditions 
nécessaires et suffisantes on été proposées [MAR95]. La plupart des travaux font appel, pour 
vérifier les conditions de stabilité, aux outils LMI (Linear Matrix Inequalities) [BOY94]. 

 
Dans tous les cas, le problème est de pouvoir déterminer une loi de commande 

stabilisante. On peut faire la synthèse d’une loi de commande linéaire [KIM95] [KIR98], 
mais, très souvent une approche de type PDC (Parallel Distributed Compensation) est utilisée 
pour calculer une loi de commande sur ces systèmes [MA98] [TAN95] [TAN98] [ZHA96]. 
Elle consiste à utiliser la même partie antécédent des règles que celle du système flou de type 
TS, et, dans la partie conclusion, des commandes locales par retour d’état. Dans ce contexte, 
chaque sous-système d’un système flou de type TS est stabilisé localement par une loi linéaire 
[TAN95]. Des approches utilisant la représentation d’état et des observateurs flous ont 
également été proposées [FEN97] [TAN94] et, dans le cas où les prémisses de règles utilisent 
des variables mesurables, un principe de séparation a également été démontré [MA98]. 

 
Nous allons faire un bref rappel sur les modèles flous continus et discrets afin de faciliter 

la formulation des théorèmes de stabilité. 

4.1.1. Modeles flous dynamiques de type Takagi Sugeno (TS) 

Avec les notations Ri : (i=1,2,…,r) la i-ème règle, r étant le nombre de règles 
« si…alors », Fi

j : (j=1,2,…,r) les sous-ensembles flous des prémisses, nRtx ∈)(  le vecteur 

d’état, mRtu ∈)(  le vecteur des entrées, qRty ∈)(  le vecteur des sorties, 
nn

i RA ×∈ , mn
i RB ×∈ , nq

i RC ×∈ et )(1 tz ~ )(tzp  les variables des prémisses (variables dépendant 
de l’état et/ou des entrées), les modèles flous TS sont représentés sous la forme suivante, où 
MFC et MFD indiquent, respectivement, les modèles flous continus et les modèles flous 
discrets. 

 
Modèles flous continus (MFC) 

Règle iR du modèle : 

Si i
pp

i FesttzetetFesttz )(...)( 11   alors 
⎩
⎨
⎧

=
+=

)()(
)()()(

txCty
tuBtxAtx

i

ii&
 i= 1, 2,…,r (4.1) 
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Chaque conséquent de règle représentée par des relations dans l’espace d’état 
)()()( tuBtxAtx ii += est appelée un « sous- modèle ». A chaque règle iR est attribué un poids 

))(( tzwi qui dépend de la valeur de vérité (ou degré d’appartenance) des )(tz j  aux sous-

ensembles flous i
jF , notée ))(( tzF j

i
j , et du choix de la modélisation du connecteur 

(opérateur) « et » reliant les prémisses. Le connecteur « et » est souvent choisi comme étant le 
produit, d’ où :  

ritzFtzw j
i
j

p

j
i ,.....2,1)),(())((

1
=∏=

=
 avec ,0))(( ≥tzwi  pour tout t (4.2) 

puisque les fonctions d’appartenance prennent leur valeur dans l’intervalle [0,1]. 
 
A partir des poids attribués à chaque règle, les sorties finales des modèles flous sont 

inférées de la manière suivante, qui correspond à une défuzzification barycentrique : 

))((

))()())(((
)(

1

1

tzw

tuBtxAtzw
tx

i
r

i

ii
r
i

∑=

= +∑
=& ,      

))((

)())((
)(

1

1

tzw

txCtzw
ty

i
r

i

ii
r
i

∑=

=∑
=  (4.3) 

qui peuvent être réécrites : 

))()())((()(
1

tuBtxAtzhtx ii

r

i
i += ∑

=

& ,    )())(()(
1

txCtzhty i

r

i
i∑

=

=  (4.4) 

avec : 
))((

))((
1 tzw

tzw
i

r
i

i

=∑
 vérifiant une propriété de somme convexe, c’est-à-dire : 

,0))((1))((1 ≥=∑ = tzwettzh ii
r
i  pour tout t. 

 
De façon tout à fait analogue, les modèles flous TS discrets sont définis comme suit. 
 

Modèles flous discrets (MFD) 

Règle ,,.......2,1, riRi = du modèle : 

Si 
⎩
⎨
⎧

=
+=+

⋅⋅⋅
)()(

)()()1(
)()( 1 txCty

tuBtxAtx
alorsFesttzetetFesttz

i

iii
pp

i
i  (4.5) 

ou, de façon plus compacte, avec la même définition des :))(( tzhi  

))()())((()1(
1

tuBtxAtzhtx i

r

i
ii +=+ ∑

=

,  )())(()(
1

txCtzhty i

r

i
i∑

=

=  (4.6) 

Une extension possible du modèle flou présenté ci-dessus permet de prendre en compte 
des incertitudes dans les paramètres des prémisses [TAN94], dans le cas discret. De plus, il 
est également utilisé pour les modèles non linéaires incertains, en introduisant les incertitudes 
du modèle dans les parties conclusion des règles floues. 

 
Le potentiel offert par ce type de représentation permet l’utilisation de toutes les 

techniques associées. Elle permet, notamment, de traiter les problèmes multivariables et 
d’aborder le problème de la stabilité à l’aide de la méthode de Lyapunov. 
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4.1.2. Stabilité des modèles flous  

On s’intéresse à la stabilité et à la stabilisation quadratique des modèles flous TS, c’est-à-
dire en utilisant la fonction de Lyapunov 0)()())(( >= PavectPxtxtxV T  [BOY94]. Les 
théorèmes suivants basés sur la seconde méthode de Lyapunov donnent les conditions 
suffisantes permettant de garantir la stabilité de modèles flous continus et discrets décrits 
respectivement par les expressions (4.4) et (4.6). 
 

THEOREME 4.1 (MFC) [TAN92].- L’équilibre d’un modèle flou, continu, décrit par (4.4) 
(en boucle ouverte), est asymptotiquement stable s’il existe une matrice P commune définie 
positive telle que : 

riPAPA i
T
i ,...,2,1,0 =<+  (4.7) 

THEOREME 4.2 (MFD) [TAN92].- L’équilibre d’un modèle flou, discret, décrit par (4.6), 
est asymptotiquement stable s’il existe une matrice P commune définie positive telle que : 

riPPAA i
T
i ,...,2,1,0 =<−  (4.8) 

Les conditions de stabilité obtenues sont évidemment conservatives puisque la partie la 
partie prémisse des règles n’est pas prise en compte. D’autres voies ont été explorées, 
certaines sont reprises dans la suite. 

 
L’approche utilisée dans [KIM95] considère un modèle flou comme un système linéaire 

avec des incertitudes de modélisation. Toutes les paires ),( ii BA intervenant dans les règles 
peuvent être réécrites en fonction d’une paire ),( 00 BA  unique : iiiii BBBAAA ∂+=∂+=∀ 00 ,,  

d’ou (4.1) peut se réécrire avec ∑ = =r
i i tzh1 1))((  : 
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⎛
⎟⎟
⎠

⎞
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⎠

⎞
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==

r
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ii

r

i
ii tuBzhBtxAzhAtx

1
0

1
0 )()()()()1( δδ  (4.9) 

Le modèle ),( 00 BA doit être choisi avec attention pour que les normes de iAδ et iBδ soient 
faibles. On peut envisager, par exemple, de prendre le modèle obtenu par moyennage des 
autres modèles. 

 
Le modèle ),( 00 BA est supposé stable ; il existe, donc deux matrices P>0 et Q>0 telles 

que : QPPAAT −=−00  Définissons les matrices symétriques : 

QAPAPAAAPAPAAPAAD i
TT

i
T
ii

T
ii −++=−++= δδδδδδ 00000 )()( . 

De plus, chaque partie antécédent d’une règle iR  peut s’écrire « Si x(t) est iF  », où iF  
est considéré comme un ensemble flou multidimensionnel pour le règle, c’est-à-dire, 

)()( iFSupptx ∈ signifie que ).()(},,...,1{ i
jj FSupptxnj ∈∈∀  

 
THEOREME 4.3 (MFD) [KIM95.- Le modèle TS (4.1) autonome (u=0) est stable si pour 

une matrice A0 Hurwitz, il existe une matrice Q>0 telle que, pour toutes les règles 
)}.()(/)({)(,0)(0)()(, i

i
T FSupptxtxtxtxtoutpourtxDtxi ∈∈≠<  

 
Afin de déterminer une matrice Q>0 vérifiant les conditions du théorème 4.3, les auteurs 

proposent un algorithme basé sur la descente du gradient. En ce qui concerne la partie 
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commande, les auteurs se sont limités à travailler avec un retour d’état linéaire u(t)= -Fx(t). 
L’intérêt de cette approche est de réduire la conservativité des résultats qui ne sont basés que 
sur la partie conséquence des règles. Les auteurs donnent un exemple où il est possible de 
prouver la stabilité d’un modèle flou comprenant deux matrices iA  non Hurwitz. 

 
Le fait d’utiliser un support sans propriétés particulières ne permet pas une formulation 

sous la forme de LMI du problème. Il est alors possible de remédier à ce problème en utilisant 
des propriétés sur ce support. 

 
Dans le cas où le modèle contient des termes constants (4.10), il est possible d’utiliser les 

travaux de [MAR95]. Considérons un modèle flou, discret, autonome qui admet dans sa partie 
conclusion des termes constants. Règle Ri du modèle : 

Si )(tx  est iF  alors ribtxAtx ii ,,2,1,)()1( K=+=+  (4.10)

En utilisant la connaissance des supports des fonctions d’appartenance qui peuvent être 
décrits par des contraintes de type quadratique : 

i
i
j

i
j

Ti
j

Ti
j

i njvuxxTxxFFSuppx ,...,1,02)()( =≤++=⇔∈  

on peut définir la P-Stabilité-Quadratique d’une règle de la façon suivante. 
 
DÈFINITION 4.1 [MAR95].- La règle iR est P-Quadratiquement –Stable si, et seulement 

si, il existe une matrice P>0, et un réel iε  >0 tel que : :0)(),()( ≠∈∀ txFSupptx i  

)(00))(()())(( 2 i
iii FSuppsitxVettxtxV ∈=∆−≤∆ ε  

avec : .2)()()( i
T
ii

T
i

T
i

T
i

T
I

T
i PbbPbAxxPPAAxxVetPxxxV ++−=∆=  

 
Et par l’utilisation de la S- procédure [BOY94], on peut déduire le théorème suivant. 
 
THEOREME 4.4 [MAR95].- Si :00,,...,1,0 quetelsPetnj ii

i
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(4.11)

alors la règle iR  est P- Quadratiquement – Stable. 
 
Enfin le théorème 4.5 pour le modèle flou complet. 
 
THEOREME 4.5 (MFD) [MAR95].- Le modèle flou décrit par l’équation (4.10) est 

quadratiquement stable s’il existe une matrice P = 0>TP  telle que toutes les règles soient 
P- quadratiquement stables. 

 
Les conditions (4.11) du théorème 4.4 sont des LMI. Notons que si 0=ib  et que le 

support contient 0, alors obligatoirement, les conditions deviennent celles de Tanaka. 
 
Après avoir présenté différentes approches permettant d’étudier la stabilité de modèles 

flous, la partie suivante traite de la stabilisation de modèles flous. 
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4.1.3. Stabilisation des modèles flous TS 

La réalisation d’un régulateur flou est basée sur le modèle flou TS représentant le système 
non linéaire. A partir du concept PDC (Parallel Distributed Compensation), la détermination 
d’une loi de commande revient à déterminer pour chaque modèle local une matrice de gains, 
par exemple en utilisant une synthèse quadratique ou des LMI. L’idée principale de ce 
concept est de calculer une loi de commande linéaire par retour d’état, pour chaque sous- 
modèle du modèle flou. Dans toute la suite, on suppose que les sous- modèles sont 
commandables et observables. 
 
Construction d’un régulateur flou 

Le régulateur flou PDC partage les mêmes ensembles flous que le modèle, donc, il garde 
les mêmes parties prémisses ainsi que les mêmes fonctions d’appartenance. Pour les modèles 
flous continus (4.1) et discrets (4.5), la réalisation du régulateur se fait de la façon suivante 
[TAN95]. Règle iR  du régulateur :  

ritxFtualorsFesttzpetetFesttzSi i
i
p

i
i ,...,2,1),()()(...)( 1 =−=  (4.12)

La sortie finale du régulateur flou est inférée de la manière suivante : 

∑
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i
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= r
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i
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tzh
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))((
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))((  (4.13)

vérifiant toujours la même propriété de somme convexe. 
 
La réalisation du régulateur flou consiste à déterminer les gains de contre-réaction iF  

dans les parties conclusions. 
 
Conditions de stabilité  

Pour obtenir l’expression de la boucle fermée, il suffit de substituer (4.13) à (4.4) (cas 
continu) et (4.13) à (4.6) (cas discret). Ainsi les expressions sont les suivantes : 
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(4.14)

avec jiiij FBAG −=  

(MFD)      ∑ ∑
= <

+
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jiiii tx
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tzhtzhtxGtzhtx

1

2 )(
2

))(())((2)())(()1(  (4.15)

En appliquant  les théorèmes 4.1 et 4.2 respectivement à (4.14) et (4.15), il est possible de 
tirer des conditions de stabilité pour les MFC et MFD. La démonstration du théorème 4.6 
(respectivement 4.7) provient directement du théorème 4.1 (respectivement 4.2). 
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THEOREME 4.6 (MFC).- L’équilibre du modèle flou continu (4.14) est asymptotiquement 
stable s’il existe une matrice P > 0 telle que : 

                   ,0<+ ii
T
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(4.16)

pour tout i, j= 1,2,…, r , exceptées les paires (i, j) telles que .,0))(())(( ttzhtzh ji ∀=            
 
THEOREME 4.7. (MFD).- L’équilibre du modèle flou discret (4.15) est asymptotiquement 

stable s’il existe une matrice P > 0 telle que  
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T
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(4.17)

pour tout i, j= 1,2,…, r, exceptées les paires (i, j) telles que .,0))(())(( ttzhtzh ji ∀=  
Le fait d’utiliser la condition (4.16) pour les MFC, (4.17) pour les MFD, avec i<j permet 

de réduire un peu la conservativité des résultats puisqu’il n’est pas obligatoire d’avoir tous les 
sous- modèles croisés jiiij FBAG −=  stables. 

 
L’obtention du régulateur flou PDC consiste donc à déterminer les matrices de gains de 

retour d’état ),...,2,1( rjFj =  satisfaisant les conditions du théorème 4.6 (cas MFC) ou 
théorème 4.7 (cas MFD) pour une matrice P définie positive. 

 
Pour calculer les matrices de retour d’état, il est possible d’utiliser une synthèse 

quadratique et vérifier ensuite qu’il existe une matrice P>0 commune. Il est également 
possible d’utiliser un placement de pôles pour assurer que les valeurs propres de 

jiiij FBAG −=  avec },...1{ ri∈  tombent dans un domaine préspécifié. On peut, alors, 
raisonnablement penser que si les pôles sont proches pour les modèles bouclés iiiij FBAG −= , 
il y a de fortes chances que les équations (4.16) dans le cas MFC et (4.17) dans le cas MFD, 
soient également vérifiées. Néanmoins, des exemples où les paires ),( ii BA  n’ont pas la même 
forme montrent que ce résultat n’est pas garanti. 

 
Il est également possible d’utiliser les théorèmes de [TAN94] donnant des conditions 

moins conservatives en tenant compte d’une propriété particulière sur le poids des règles, ces 
théorèmes étant tirés des théorèmes 4.6 et 4.7. 

 
Une autre façon de déterminer la matrice P et les gains de commande ),...,2,1( rjFj =  

simultanément est l’utilisation des outils issus de l’optimisation convexe, et plus 
particulièrement des LMI (Linear Matrix Inequalities) [ELG97]. Certains outils LMI sont 
utilisables à l’aide du logiciel MATLAB et de la boite à outils LMI Control Toolbox 
[GAH95]. 
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Par exemple, dans le cas de la synthèse d’une loi de commande de type PDC pour des 
modèles flous MFD, théorème 4.7, la première partie de l’équation (4.17), non linéaire en P et 

jF , s’écrit, après le changement de variables 1−= PX  et 1−= PFM ii  : 

0)()( 1 >+−−− − XMBXAXBMXA iii
T
i

T
i

T
i et, en utilisant le lemme de Schur [ELG97], 

on arrive au problème suivant. Trouver X>0 et iM  tels que : 
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De même, la seconde partie des équations (4.17) peut se réécrire. Trouver X>0 et ji MM ,     
tels que  :},,...,1{, jirji <∈∀  
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 (4.19)

puis : PMFXP ii == − ,1 .  
 
Plusieurs problèmes sous forme de LMI appliquées à des modèles flous de type TS 

peuvent être trouves dans [TAN98] [ZHA95] [ZHA96]. On peut, de façon additionnelle, 
rajouter des contraintes de type degré de stabilité préspecifié, contraintes de saturation sur le 
commande, contraintes de saturation sur la sortie [ELG97] [TAN98]. 

 
Enfin, d’autres travaux traitant de la stabilisation de modèles flous de type TS existent. 

Parmi eux, nous allons en présenter un certain nombre. 
 
[THA97] : leurs travaux utilisent la similitude des modèles flous MFD de type TS avec 

les modèles LTV (linéaires variant dans le temps). En termes de stabilité, ils ont montré 
l’équivalence entre les modèles flous de type TS et une classe particulière de modèles LTV. 
Une condition suffisante pour la stabilité asymptotique, globale, basée sur le système LTV 
équivalent, est donnée. Un cas particulier de cette condition suffisante, basé sur une 
normalisation simultanée des matrices, est également abordé, ainsi qu’une procédure de 
construction permettant, dans certains cas, d’obtenir cette normalisation. Il n’y a pas de 
discussions ayant trait à la commande à partir de ces modèles. 

 
[KIR98] : ils se placent dans le même type d’approche que [KIM95], c’est-à-dire, le 

modèle flou MFD est l’analyse comme un modèle linéaire soumis à une classe de 
perturbations non linéaires (4.9); les termes constants du type (4.10) sont également pris en 
compte. Ils obtiennent un test de stabilité sous la forme de LMI qui réduit la complexité des 
LMI du type (4.18). Pour la partie commande, les auteurs se sont limités à travailler avec un 
retour d’état linéaire ).()( tFxtu −=  

 
[FEN97] : ces travaux concernent la stabilité des modèles flous MFC de type (4.1) et une 

commande qui n’utilise que le sous-modèle dominant, c’est-à-dire dont la valeur 
d’appartenance }{ ritzhi ,...,1)),(( ∈  est la plus élevée. A chaque instant : 

{ } }{ .))((maxarg)()( ,......1 tzhkavectxFtu irik ∈=−=  Cette commande ne pouvant satisfaire tous 
les cas, une commande additionnelle est rajoutée qui s’apparente à une commande à grand 
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gain qui utilise une division par ∑ =
r
i

T
ii PxBzh1 )( , sans garantir que cette loi est continue 

quand cette quantité es nulle. 
 
[GUE99] : cette approche s’inspire de la stabilisation quadratique, simultanée, d’une 

famille de systèmes linéaires SIMO [PET87] et est appelée SSF (stabilisation simultané pour 
modèles flous). Des conditions suffisantes d’existence d’une loi, pour des systèmes flous de 
type SIMO, sont données. 

 
[GUE01a] : dans le cas particulier des modèles floues MIMO dont les vecteurs iB  sont 

linéairement dépendants }{ 1,0,.......,1 BkBkri iii =>∃∈∀  il est possible de réduire la 
conservativité des résultats précédents. Pour ce faire, une loi de commande dénommée CDF 
(compensation et division pour systèmes flous) est utilisée. La propriété remarquable de cette 
loi de commande vient du fait qu’elle conserve un modèle en boucle fermée à r règles, c’est-
à-dire les modèles croisés ne sont plus présents. 

 
[BLA01] : Plusieurs approches nouvelles sont testées. Parmi celles-ci on peut citer : des 

nouvelles conditions permettant de réduire la conservativité dans le cas où les hi(z(t)) 
n’atteignent pas leurs bornes; des résultats concernant également des observateurs dans le cas 
de variables de prémisse non mesurées, et une intéressante liaison avec les modes glissants. 

 
[FEN01] [JOH99] : Ils utilisent une fonction de Lyapunov par morceaux, l’idée étant de 

stabiliser chaque sous-modèle et de construire un régulateur global de manière à garantir la 
stabilité globale du système en boucle fermée. L’utilisation d’une telle fonction de Lyapunov 
impose le rajout de conditions restrictives aux frontières. 

 
[GUE01b] [GUE01c] : dans le cas discret, une approche de type fonction de Lyapunov 

non quadratique permet, par l’intermédiaire de lois de commande différentes et de nouvelles 
transformations, de réduire la conservatitivité des résultats du cas quadratique. 

 
Après cette étude bibliographique sur la stabilité des modèles flous, nous allons présenter 

une loi de commande de type PDC par minimisation d’un critère quadratique. 
 

4.2. Commande PDC sous optimale par retour d’état 

La philosophie de la commande de type compensation parallèle distribuée (PDC), 
consiste à calculer une loi de commande linéaire par retour d’état, pour chaque sous modèle 
du modèle flou. La détermination d’une loi de commande revient à déterminer pour chaque 
modèle local des gains matriciels, par exemple en utilisant une synthèse sous la forme de LMI 
ou par minimisation d’un critère quadratique. Nous nous sommes intéressés ici à cette 
dernière approche. La minimisation d’un critère quadratique constitue l’un des moyens de 
parvenir à la détermination d’une structure de commande par retour d’état pour les systèmes 
linéaires multidimensionnels. En utilisant cette approche, il semble intéressant d’élargir les 
résultats classiques de la commande optimale pour les sous modèles qui constituent le modèle 
affine Takagi-Sugeno, comme on le développera par la suite. On parle dans cette section de 
commande sous optimale par retour d’état car la loi de commande n’est optimale que pour 
chacun des sous modèles linéaires. 
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4.2.1. Commande LQR pour des modèles affines à temps discret 

On considère ici un modèle sous forme d’état qui représente un système non linéaire en 
temps discret87 décrit par l’équation (4.20) : 

),(1 kkkk uxx f=+  (4.20)

où l’indexe Nk ,,1,0 K=  indique l’instant d’échantillonnage, kx  est le vecteur d’état à 
l’instant k  ( n

kx ℜ∈ ), uk est le vecteur de commande à l’instant k  ( m
ku ℜ∈ ) et 0x  est la 

condition initiale. Le système représenté par (4.20) est approximé par un modèle flou affine 
Takagi-Sugeno composé par la concaténation de sous modèles linéaires discrets de la forme : 

kkk

kkkkkk

xCy
duBxAx

=
++=+1  (4.21)

où p
ky ℜ∈  représente le vecteur de sortie, nn

kA ×ℜ∈ , mn
kB ×ℜ∈ , np

kC ×ℜ∈  et n
kd ℜ∈  

est un vecteur constant, propre au modèle affine. 
 
La détermination de la commande optimale des sous modèles linéaires par minimisation 

d’un critère quadratique peut être traitée en utilisant plusieurs théories, comme la 
programmation dynamique [BEL57] et le Principe du Maximum de Pontryagin basé sur des 
méthodes variationnelles [PON62]. Dans ce document nous nous sommes focalisés sur cette 
deuxième approche. Afin d’avoir plus de détail sur la première approche, le lecteur peut se 
reporter à la référence [FOU79] qui considère divers cas avec systèmes linéaires affines. 

 
Dans ce contexte, la position du problème du régulateur linéaire quadratique (LQR)88, 

consiste à trouver la loi de commande permettant de faire évoluer le sous-système linéaire 
affine décrit par (4.21) à partir de l’état initial 0x  en minimisant le critère quadratique 
suivant [NAI03]: 
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où nn
kS ×ℜ∈ , nn

kQ ×ℜ∈  sont des matrices symétriques semi définies positives et 
mm

kR ×ℜ∈  est symétrique définie positive. La matrice kS  pondère l’état final, kQ  pondère 
l’évolution de l’état et kR  pondère l’énergie de commande. Afin d’optimiser le critère, J  doit 
converger. Pour cela, le sous-système (4.21) doit être stable. Le but de l’optimisation est 
d’obtenir la séquence de commande 110 ,,, −Nuuu K  qui minimise (4.22). Dans ce cas, le 
Hamiltonien est donné par : 

)()(
2
1),,( 11 kkkkk

T
kkk

T
kkk

T
kkkk duBxAuRuxQxux ++++= ++ λλH  (4.23)

En suivant la théorie de la commande optimale basée sur le calcul des variations, on 
considère les expressions suivantes : 

 
 
 

                                                 
87 Dans cette section, la notation a été changée par simplicité : x(k) a été remplacée par xk. 
88 LQR: Linear Quadratic Regulator. 
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Equation d’état 
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Equation de co-état 
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Equation de stationnarité 
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d’après (4.26), la loi de commande optimale en boucle ouverte est donnée par : 
*

1
1*

+
−−= k

T
kkk BRu λ  (4.27)

Comme Rk est définie positive, ceci assure son inversibilité. En remplaçant *
ku  dans 

l’équation d’état (4.24) on obtient : 
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1 λ  (4.28)

Condition de contour 
On considère ici le cas où l’état final xN est libre. Par conséquent, la condition 

correspondante de contour est donnée par : 
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Afin d’obtenir une loi de commande optimale en boucle fermée, il est nécessaire 
d’exprimer la fonction de co-état *

1+kλ  dans la commande optimale (4.27) en termes de la 
fonction d’état *

kx . La condition finale ainsi que la présence du terme affine dans l’équation 
d’état (4.24), nous amène à proposer pour le terme *

kλ  l’expression suivante : 

kkkk qxP += **λ  (4.30)

où la matrice nn
kP ×ℜ∈  et le vecteur n

kq ℜ∈  doivent être déterminés. En utilisant 
l’expression (4.30) dans les équations d’état (4.28) et de co-état (4.25), on obtient : 
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en résolvant *
1+kx  d’après (4.32), 
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kkkk dqBRBxAPBRBIx +−+= +
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−
+ 1

1*1
1

1*
1  (4.33)

où nxnI ℜ∈  est la matrice identité. En remplaçant (4.33) dans (4.31) on obtient : 

( ) 11
1*1

1
1

1
** )()( ++

−−
+

−
+ ++−++=+ k

T
kkk

T
kkkkkk

T
kkkk

T
kkkkkk qAdqBRBxAPBRBIPAxQqxP  (4.34)

la vérification de cette expression pour tout kx  impose les deux relations suivantes : 
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kkk APBRBIPAQP 1
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1 )( −
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+ ++=  (4.35)

et 

11
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1
1

1 )()( ++
−−

+
−

+ +−+= k
T
kk

T
kkkkk

T
kkkk

T
kk qAqBRBdPBRBIPAq  (4.36)

L’expression (4.35) correspond à une équation matricielle aux différences de type Riccati 
(DRE)89. La condition terminale pour résoudre l’équation matricielle DRE (4.35) est obtenue 
à partir de (4.29) et (4.30) comme suit : 

0, == NNN qSP  (4.37)

Dans l’équation matricielle DRE (4.35), le terme kP  se trouve du côté gauche et 1+kP  est 
du côté droit, ce qui nécessite une résolution itérative en remontant le temps à partir de la 
condition finale (4.37). Une procédure similaire s’applique pour le calcul de kq . Puisque les 
relations de récurrence sont définies en temps inverse, une réalisation pratique de la 
commande telle qu’elle a été précédemment définie par (4.27) et (4.30), nécessite de 
précalculer la matrice kP  et le vecteur kq  pour tous les instants de l’horizon considéré. Cela 
supposerait donc de reprendre les calculs et d’en mémoriser tous les résultats avant chaque 
changement de consigne. Il est évident que cela peut constituer une contrainte importante 
pour l’implémentation dans un ordinateur couplé au procédé. 

 
Il est donc particulièrement intéressant, pour la majorité des applications pratiques en 

milieu industriel, de considérer l’horizon d’optimisation comme infini, ou tout au moins 
comme très grand par rapport à l’échelle de temps des phénomènes physiques considérés. Le 
critère à minimiser est alors de la forme : 

)(
2
1

0
kk

T
k

k
kk

T
k uRuxQxJ ∑

∞

=

+=  (4.38)

Dans le cas particulier d’un système stationnaire ),,,( CCddBBAA kkkk ====  et avec 
les conditions imposées aux matrices Q  et R , lorsque N  tend vers l’infini, il est montré que 
les équations récurrentes (4.35) et (4.36) convergent vers des solutions limites uniques P  et 
q , respectivement, lorsque le sous modèle est commandable. Dans ce cas, il vient alors: 

APBBRIPAQP TT 11 )( −−++=  (4.39)
en utilisant le lemme d’inversion matricielle90 : 

1
14

1
2

1
14

1
32

1
1

1
1

1
4321 )()( −−−−−−− +−=+ MMMMMMMMMMMMM  (4.40)

avec PBMRMBMIM T==== −
4

1
321 et,,  on obtient l’équation algébrique 

discrète de Riccati (DARE)91: 

0)())(( 1 =++−− − QPABPBBRPBAPPAA TTTT  (4.41)

Pour le cas du vecteur q , d’après (4.36) et en utilisant la solution P  de l’équation (4.41), 
il vient : 

( ) dPBBRIPAABBRPBBRIPAIq TTTTTT ))(()( 111111 −−−−−− +−++=  (4.42)
 

                                                 
89 DRE: Difference Riccati Equation. 
90 Si la décomposition est judicieuse, elle permet de calculer l’inverse d’une matrice à l’aide d’une matrice plus 
facilement calculable (M1

-1) et de l’inverse d’une matrice éventuellement plus petite (M3
-1+M4M1

-1M2). 
91 DARE: Discrete Algebraic Riccati Equation. 
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cette expression est de la forme 

avec,)( 1 dFFEGq −+=  
⎪
⎩

⎪
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−

T
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EPAEPIPAF

BBRE
111

1

)()(  (4.43)

d’après la commande optimale (4.27) et l’expression (4.30), il vient : 

( )dFFEGdBuAxPBRqxPBRu kk
T

k
T

k
1**1*

1
1* )()()( −−

+
− ++++−=+−=  (4.44)

ce qui conduit à la commande optimale en boucle fermée suivante : 

)(* dNxKu kk +−= ,  avec  
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)(
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FFEGPBPBBRN
PABPBBRK

TT

TT
 (4.45)

où la matrice nmN ×ℜ∈ , nmK ×ℜ∈  et le vecteur constant nd ℜ∈ . 
 
Compte tenu que le régulateur flou PDC (Figure 4.1) partage les mêmes ensembles flous 

que le modèle Takagi-Sugeno, il garde donc les mêmes parties prémisses ainsi que les mêmes 
fonctions d’appartenance. Pour un modèle flou affine Takagi-Sugeno discret, la réalisation du 
régulateur flou PDC consiste à déterminer pour les ri ,,2,1 K=  règles du modèle, les gains de 
contre-réaction iK  et de biais iN  dans les parties conclusions selon l’expression (4.45), en 
utilisant des règles iR  sous la forme : 

ridNkxKkualorsMkzMkzSi ii
i
pp

i ,,2,1,))(()(est)(etetest)( 11 KL =+−=  (4.46)

où r  est le nombre de règles. La sortie du régulateur flou est inférée de la façon suivante : 

))(())(()(
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dNkxKkzhku ii

r

i
i +−= ∑

=

,  avec  
∑ =

= r
i i

i
i

kzw

kzwkzh
1

))((

))(())((  (4.47)

vérifiant pour tout k , les propriétés de somme convexe et d’activation des fonctions 
d’appartenance : 

1))((
1

=∑ =

r
i i kzh   et  0))(( ≥kzwi  (4.48)

Le schéma général de la commande de type régulateur PDC, pour les sous modèles 
linéaires affines, ainsi obtenu est représenté par la Figure 4.2. 

 
Figure 4.2. Schéma général de la commande du type régulateur PDC pour des sous modèles affines 
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Remarques 
R 4.1 Compte tenu des propriétés des matrices S , Q  et R , la solution kP  de l’équation de 

Riccati est symétrique. 
R 4.2 Il faut noter que l’expression (4.45) constitue une généralisation de la solution de la 

commande optimale LQR pour des systèmes linéaires affines sous la forme (4.21). En 
effet, dans le cas où le terme de biais 0=d , on retrouve naturellement l’équation 
algébrique de Riccati standard à temps discret. 

R 4.3 Les résultats précédents permettent de calculer la loi de commande optimale pour 
chacun des sous modèles locaux du modèle affine Takagi-Sugeno. La loi globale de 
commande, sous la forme du type commande PDC, est obtenue à partir de la 
défuzzification du modèle flou. Dans ce cas, bien que la procédure pour calculer les 
lois locales de commande soit systématique, il faut souligner qu’on ne peut pas 
garantir l’optimalité des résultats pour la commande globale du modèle. Cet aspect est 
susceptible d’être développé dans le futur pour le cas de modèles flous affines 
Takagi-Sugeno. 

 
Jusqu'ici, on a considéré le cas général d’une loi de commande du type régulateur, pour 

les sous modèles linéaires affines. L’inconvénient majeur de cette structure de commande est 
de ne pas assurer des erreurs stationnaires égales à zéro lorsque les consignes imposées au 
procédé ne sont pas nulles. Cette caractéristique se révèle assez gênante pour une application 
industrielle, pour laquelle on désire généralement que les consignes fixées soient 
effectivement atteintes. Cet important problème d’utilisation pratique peut cependant être 
résolu de manière satisfaisante par différentes techniques. Nous allons aborder en premier lieu 
le cas de pré compensation du gain statique et ensuite, de l’ajout au système d’un certain 
nombre d’intégrateurs numériques. 

4.2.2. Commande PDC avec compensation de gain statique 

Une première technique envisagée, pour annuler les erreurs en régime permanent quand 
les consignes appliquées au procédé sont constantes, consiste à utiliser un pré compensateur 
qui impose un gain statique pour les sous modèles. 

 
A partir des résultats obtenus pour la loi de commande optimale (4.45) et en ajoutant un 

terme pour l’entrée de consigne, il vient alors 

)( dNxKrLu kkk +−=  (4.49)

où m
kr ℜ∈  représente les entrées ou consignes, mmL ×ℜ∈  est une matrice de gain dite de 

pré compensation et nmN ×ℜ∈  est la matrice associée au vecteur de biais d .  
 
En remplaçant (4.49) dans l’expression de la dynamique du sous modèles (4.21) et en 

calculant la transformée en Z à partir des conditions initiales nulles, on obtient l’expression 
suivante pour la sortie du sous modèle : 

dCzzrBLBKAzICzY 11 )()()( −− ++−=  (4.50)

A partir de cette expression il est clair que pour obtenir un erreur nulle pour une consigne 
constante il faut compenser le terme due au biais d . Pour cela, on propose d’ajouter un terme 
matriciel V  dans l’expression de la commande (4.49), il vient alors : 
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))(( dVNxKrLu kkk ++−=  (4.51)

Dans ce cas, l’application de la transformée en Z  à partir des conditions initiales nulles, 
conduit à l’expression suivante pour la sortie du sous modèle : 

))()(()()( 1 dIBVBNzrBLBKAzICzY −+−+−= −  (4.52)

Pour une consigne constante r=kr , le but est d’obtenir un erreur stationnaire nulle : 

r)()1(limlim
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→∞→

zYzy
zkt

 (4.53)

d’après (4.52), l’évaluation de la limite conduit à l’expression 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−+−

−
+−−== −

→∞→
)

1
(

1
)()1(limrlim 1

1 z
zdIBVBN

z
zrBLBKAzICzy

zkt
 (4.54)

qui vaut 

))(()(r 1 dIBVBNrBLBKAIC −+−+−= −  (4.55)

afin d’obtenir une erreur stationnaire nulle, l’évaluation de l’expression (4.55) impose 
alors les deux conditions suivantes 

⎩
⎨
⎧

=−+
= −

0)(
)( 1

dIBVBNM
MBL ,  avec  1)( −+−= BKAICM  (4.56)

où la matrice npM ×ℜ∈ . Compte tenu des dimensions des matrices nnA ×ℜ∈ , mnB ×ℜ∈ , 
npC ×ℜ∈  et nmK ×ℜ∈ , la matrice MB  est inversible à condition que les sous modèles aient 

les mêmes dimensions d’entrées que de sorties )( mp =  et que la matrice résultante ne soit pas 
singulière. Puisque la structure de commande considérée assure la stabilité du sous modèle 
bouclée, la validité de cette condition est donc toujours implicitement supposée ce qui permet 
de faire les calculs à partir des expressions matricielles (4.56). 

 
Concernant la deuxième condition de (4.56) , elle conduit à l’expression matricielle 

NLMV −=  (4.57)

en remplaçant (4.57) dans (4.51) l’équation de la loi de commande devient alors 

)( dTxKrLu kkk +−= ,  avec  MMBLMT 1)( −==  (4.58)

où la matrice nmK ×ℜ∈ , nmT ×ℜ∈  et le vecteur constant nd ℜ∈ . 
 
Pour un modèle flou Takagi-Sugeno affine discret, la réalisation du régulateur flou PDC 

avec pré compensateur du gain statique, consiste à déterminer pour les ri ,,2,1 K=  règles du 
modèle, les gains de compensation iL , de contre-réaction iK  et de biais iT  dans les parties 
conclusions selon l’expression (4.58), en utilisant des règles iR  sous la forme : 

ridTkxKkrLkualorsMkzMkzSi iii
i
pp

i ,,2,1,))(()()(est)(etetest)( 11 KL =+−=  (4.59)

où r  est le nombre des règles. La sortie finale du régulateur flou est inférée comme suit : 
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( )))(()())(()(
1

dTkxKkrLkzhku iii
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kzwkzh
1

))((

))(())((  (4.60)

vérifiant pour tout k , les propriétés de somme convexe et d’activation des fonctions 
d’appartenance (cf. expression (4.48)). 

 
En tenant compte de l’expression (4.58), le schéma général de la structure de commande 

PDC avec pré compensation de gain statique, pour les sous modèles linéaires affines, ainsi 
obtenu peut se représenter par la Figure 4.3. 

 
Figure 4.3. Schéma général de la commande du type régulateur PDC avec pré compensateur 

 
L’expression (4.58) permet de calculer une loi de commande optimale pour annuler les 

erreurs en régime permanent quand les consignes appliquées au procédé sont constantes. 
Cependant, la principale limitation de la technique de pré compensation par gain statique est 
le manque de robustesse vis-à-vis des variations paramétriques dans le modèle, ce qui peut 
empêcher l’annulation totale de l’erreur en régime permanent. Une solution mieux adaptée est 
développée par la suite. 

4.2.3. Commande PDC avec ajout d’intégrateurs 

Une deuxième approche pour traiter le problème de poursuite des références constantes, 
consiste à ajouter au système un certain nombre d’intégrateurs numériques et puis, calculer les 
gains associés pour chacun des sous modèles affines. La dynamique peut alors s’exprimer à 
partir d’une représentation augmentée, dans laquelle les intégrateurs ont pour entrées 
respectives les écarts entre consignes et mesures correspondants. 

 
En utilisant l’approximation d’une intégrale par la méthode des rectangles, les 

intégrateurs numériques sont de la forme : 

)(1 kkekkekk yrTveTvv −⋅+=⋅+=+  (4.61)

où le vecteur p
kv ℜ∈ , eT  est la période d’échantillonnage et p

ke ℜ∈  est le vecteur 
d’écart entre le vecteur de consignes m

kr ℜ∈  et de mesures p
ky ℜ∈ . D’après l’expression 

(4.61), on peut noter que si le système à commander possède un nombre d’entrées m  et de 
sorties p , alors la poursuite des consignes constantes ne se fera pour les p  sorties que dans le 
cas mp ≤ . Dans ces conditions, les développements mathématiques présentés ici supposent 
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que chaque sortie est associée à un intégrateur92 et que le vecteur de consignes a une 
dimension correspondante à celui de mesures, c’est-à-dire, on considérera ici p

kr ℜ∈ . 
 
En prenant en compte la définition du vecteur kv , alors le système augmenté associé à 

chacun des sous modèles a ainsi pour équations d’état : 
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 (4.62)

où les indices des matrices indiquent leur dimensions correspondantes, les vecteurs d’état, 
de sortie, de termes indépendants et d’entrées ont pour dimensions respectivement n

kx ℜ∈ , 
p

kv ℜ∈ , p
ky ℜ∈ , nd ℜ∈ , m

ku ℜ∈  et p
kr ℜ∈ . 

 
En considérant l’expression (4.62), cette représentation peut être mise sous la forme 

condensée suivante : 
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 (4.63)

où les éléments matriciels ont respectivement pour dimensions )()(~ pnpnA +×+ℜ∈ , 
mpnB ×+ℜ∈ )(~ , )(~ pnd +ℜ∈  et )()(~ pnpC +×ℜ∈ . De leur côté, les nouveaux vecteurs d’état, 

d’entrée, de termes constantes et de sortie pour le système augmenté ont pour dimensions 
respectivement pn

kx +ℜ∈~ , m
ku ℜ∈ , pnd +ℜ∈

~  et p
ky ℜ∈~ . 

 
Si on considère un horizon infini, le critère quadratique à minimiser a alors pour 

expression : 

)~~~(
2
1~

0
k

T
k

k
k

T
k uRuxQxJ ∑

∞

=

+=  (4.64)

où )()(~ pnpnQ +×+ℜ∈  est une matrice symétrique semidéfinie positive et mmR ×ℜ∈  est 
symétrique définie positive. Afin d’optimiser le critère, J~  doit converger, pour cela, le sous-
système (4.63) doit être stable. La matrice Q~  est définie de la façon suivante : 

                                                 
92 S’il n’en est pas ainsi, la méthode proposée demeure bien sûr valable, en prenant soin simplement de 
constituer correctement les matrices d’état du sous système global sur lequel s’effectue la détermination des 
divers éléments de la structure de commande. 
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Le critère J~  peut donc encore s’écrire en utilisant la définition précédente de la matriceQ~  
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k uRuvQvxQxJ ∑
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++=  (4.66)

Il est alors possible de calculer pour le système augmenté (4.63) la commande optimale 
*
ku  minimisant le critère quadratique J~  en suivant une procédure similaire à celle développée 

précédemment pour l’obtention de l’expression (4.45). La commande optimale *
ku  en boucle 

fermée ainsi déterminée pour chacun des sous modèles est de la forme : 

( ) )(~~~~* dNvKxKrLdNxKu kvkkkk

))))
++−=+−=  (4.67)

Il convient de remarquer que dans l’expression (4.67) les matrices K~  et N~  ne sont pas les 
mêmes que les matrices K  et N  obtenues dans l’expression (4.45) lors de la synthèse de la 
commande du système ne comportant pas les intégrateurs additionnels. C’est pourquoi la 
notation a été changée en conséquence. D’autre part, les matrices )(~ pnmK +×ℜ∈  et 

)(~ pnmN +×ℜ∈  ont été décomposées en [ ]vKKK
))

=~  où nmK ×ℜ∈
)

 et pm
vK ×ℜ∈
)

, et en 

[ ]LNN
))

−=~  où nmN ×ℜ∈
)

 et pmL ×ℜ∈
)

. Le vecteur d’état augmenté est [ ] pnT
kkk vxx +ℜ∈=~  

et le vecteur lié aux entrées et aux termes de biais est [ ] pnT
krdd +ℜ∈=

~ . 
 
Pour calculer la commande optimale *

ku  qui annule l’erreur stationnaire (entre consigne et 
mesure) pour chacun des sous modèles à partir de la représentation d’état augmenté (4.63), la 
méthodologie développée préalablement consiste à suivre la procédure suivante : 

 
1. Trouver la matrice )()(~ pnpnP +×+ℜ∈  solution de l’équation DARE de Riccati : 

0~)~~~()~~~)(~~~(~~~~ 1 =++−− − QAPBBPBRBPAPAPA TTTT  (4.68)

 
2. Calculer les matrices )()(~et~,~ pnpnGFE +×+ℜ∈  suivantes : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+=+=

=
−−−

−

T

TT

T

AIG
EPAPEIPAF

BRBE

~~
)~~(~)~~(~~~

~~~

111

1

 (4.69)

où la matrice identité )()( pnpnI +×+ℜ∈ . 
 
3. D’après les résultats (4.68) et (4.69), calculer la loi de commande en déterminant les 

matrices )(~ pnmK +×ℜ∈  et )(~ pnmN +×ℜ∈  selon les expressions : 
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 (4.70)

En reprenant l’expression (4.67), on peut noter que la loi de commande optimale obtenue 
pour les sous modèles linéaires affines consiste en un retour d’état kxK

)
− , une compensation 
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du terme de biais dN
)

− , un terme d’anticipation lié à la consigne krL
)

 et une action intégrale 

kv vK
)

−  agissant sur l’erreur entre consignes et mesures. Par analogie avec les régulateurs 
classiques comportant une action « proportionnelle » et une action « intégrale », le résultat 
obtenu peut être vue comme une loi de commande multidimensionnelle du type P.I. avec 
compensation du terme de biais. 

 
Pour un modèle flou affine Takagi-Sugeno discret, la réalisation du régulateur flou PDC 

avec action intégrale, consiste à déterminer pour les ri ,,2,1 K=  règles du modèle, les gains 

iK~  et iN~  du système augmenté (4.67), dans les parties conclusions selon l’expression (4.70), 
en utilisant des règles iR  sous la forme : 

( ) ridNkxKkualorsMkzMkzSi ii
i
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i ,2,1,~~)(~~)(est)(etetest)( 11 KL =+−=  (4.71)

où r  est le nombre des règles. La sortie finale du régulateur flou est inférée comme suit : 
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vérifiant pour tout k , les propriétés de somme convexe et d’activation des fonctions 
d’appartenance (cf. expression (4.48)). 

 
En prenant en compte l’expression (4.67), le schéma général de la structure de commande 

PDC avec action intégrale, pour les sous modèles linéaires affines, ainsi obtenu est représenté 
par la Figure 4.4. 

 
Figure 4.4. Schéma général de la commande PDC avec action intégrale pour des sous modèles affines 
 

4.2.4. Choix des matrices de pondération Q et R 

Il est clair que les valeurs des matrices K~  et N~  dans la loi de commande (4.70) 
dépendent du choix des matrices Q~  et R  qui doit être fait a priori. Afin de pondérer l’état 
élargie kx~  et l’entrée ku , ces deux matrices doivent être définies positives. 
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Pour simplifier le test de positivité, on pourra éventuellement se limiter au choix de deux 

matrices diagonales, avec tous les éléments de la diagonale principale positifs, de la forme : 

),,,( 21 nqqqdiagQ K= ,   ),,,( 21 mrrrdiagR K=  (4.73)

Dans ces conditions : 
 
- Plus iq  est grand, plus le retour vers zéro de la variable ix~  correspondante sera 

rapide. 
- Plus jr  est grand, plus la commande ju  correspondante sera de faible amplitude. 
 
Si le i-ème élément de kx~  et le j-ème élément de ku  ont un maximum permit, 

respectivement )~max( ix  et )max( ju , alors on peut adopter le choix initial suivant [BRY69]: 

( ) ( )22 )max(1,)~max(1 jjii urxq ==  (4.74)

Il faut remarquer que la méthode proposée pour calculer la structure de commande 
suppose en effet que les changements de consignes sont effectués sous forme d’échelons. 
Pour des applications industrielles, il s’avère qu’un réglage fin des matrices de pondération 
est souhaitable pour conférer au système, lors des changements de consignes, une évolution 
dynamique correcte en même temps que des amplitudes d’actions compatibles avec une 
utilisation pratique. Dans ce cas, les études en simulation se montrent un outil précieux pour 
évaluer et améliorer le comportement attendu du système. 

 
Lorsque la loi de commande doit être utilisée pour une fonction d’asservissement (avec 

des modifications imposées au vecteur de consignes), il semble probable que la maîtrise du 
système dans ces conditions soit beaucoup plus difficile. Un ajustement des matrices Q~  et R  
intervenant dans le critère quadratique pourrait s’appliquer dans certains cas, mais il faut noter 
que le réglage des ces matrices doit satisfaire un compromis entre les amplitudes supportés 
par les actionneurs et la performance globale de la boucle. Ainsi par exemple, une 
augmentation des valeurs des coefficients de la matrice R  par rapport à ceux de la matrice Q~ , 
pénaliserait les entrées, mais en même temps cela pourrait donner une faible pondération des 
écarts entre consignes et mesures. A ce moment, la compensation des perturbations pourrait 
devenir très lente par rapport aux performances potentielles de la structure de commande 
choisie. 

 
Pour conserver un fonctionnement correct dans les différents cas envisagés, une solution 

intéressante consiste à introduire dans la structure de commande un modèle de référence ayant 
pour entrées le vecteur de consignes kr  et pour sorties la forme d’évolution réellement 
souhaitée pour le vecteur des sorties ky  du procédé [FOU79]. L’inclusion d’un modèle de 
référence dans la structure de commande permet une bonne séparation entre le problème du 
choix des boucles de réaction et le problème des performances en asservissement. 
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4.3. Conclusions 

Le but de ce chapitre n’était pas d’être exhaustif, mais d’exposer quelques principes de 
base concernant les différentes possibilités qu’offrent les modèles flous de type Takagi-
Sugeno pour la commande des systèmes non linéaires multivariables en utilisant la 
philosophie de commande du type compensation parallèle distribuée (PDC). Cette approche 
consiste à utiliser la même partie antécédent des règles que celle du modèle flou de type 
Takagi-Sugeno, et, dans la partie conclusion, des commandes locales, par retour d’état. Dans 
ce contexte, chaque sous modèle du modèle flou de type Takagi-Sugeno est stabilisé 
localement par une loi linéaire. 

 
Dans la première partie du chapitre, nous avons donné un aperçu général en considérant 

les problèmes de la stabilité (analyse) et de la stabilisation quadratique (synthèse d’un 
régulateur flou) des modèles flous homogènes de type TS. La plupart des travaux font appel, 
pour vérifier les conditions de stabilité, à la méthode de Lyapunov. Au niveau de la synthèse, 
la détermination de la loi de commande revient à déterminer pour chaque sous modèle local 
une matrice de gains de retour d’état. L’un des aspects intéressants de ce type de problèmes 
consiste en ce que sa formulation peut se faire sous une forme de LMI (Linear Matrix 
Inequalities), qui peuvent être résolues d’une façon efficace par des algorithmes93 
d’optimisation convexe sous contraintes. 

 
Dans la deuxième partie du chapitre, nous avons abordé le problème de synthèse 

quadratique de la commande. En utilisant l’approche PDC, nous avons développé une 
commande sous-optimale linéaire quadratique par retour d’état basée sur un modèle affine TS 
en temps discret. Pour cela, nous avons proposé trois lois de commande qui tiennent compte 
du terme indépendant caractéristique (biais) dans la partie conséquent du modèle affine. Les 
lois de commande sont de type régulateur, régulateur avec compensation de gain statique et 
régulateur avec action intégrale, ce qui permet l’annulation des erreurs stationnaires de 
poursuite par rapport à des références de type échelon dans la commande. L’approche retenu 
permet de calculer d’une façon analytique, la loi de commande multivariable pour des 
modèles flous affines TS issus de l’application des méthodes d’identification par clustering 
flou que nous avons abordé dans le chapitre précédent. 

 
La suite de ce rapport est dédiée à l’application de nos travaux de recherche concernant la 

modélisation et la commande floue de type Takagi-Sugeno, sur le bioprocédé de traitement 
des eaux usées considéré. 

 
 

                                                 
93 Par exemple, la boîte à outils LMI Toolbox de Matlab ou des interfaces LMI telles que SeDuMi (développée 
au LAAS) ou YALMIP. Pour plus d’information sur des outils logiciels pour l’optimisation en commande, voir 
par exemple la page Web du projet OLOCEP du LAAS : http://www.laas.fr/OLOCEP/logiciels.htm. 
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___________________________________________________________________________ 

Chapitre 5 

5.        Identification et Commande floues 
TS du bioréacteur 

___________________________________________________________________________ 
 
 
 

Dans ce chapitre, nous développons l’application des méthodes floues d’identification et 
de commande au bioprocédé considéré : un bioréacteur aérobie multivariable en mode continu 
pour le traitement des eaux usées issues d’une industrie papetière. Après avoir reprécisé le 
modèle obtenu à partir des bilans de matière, nous développons un modèle flou Takagi-
Sugeno pour le bioréacteur basé sur des données expérimentales entrée-sortie en appliquant 
les techniques abordées dans le chapitre 3. Le système dynamique multi-variable est ainsi 
représentée comme un modèle à base de règles qui approxime la dynamique non linéaire 
comme une concaténation d’un ensemble de sous modèles localement linéaires sous la forme 
d’auto-régression non-linéaire (NARX) dans l’espace d’état. En appliquant la philosophie de 
commande du type PDC basée sur un modèle, présentée dans le chapitre 4, nous faisons la 
synthèse de la loi de commande la mieux adaptée au bioprocédé. Nous nous sommes 
intéressés, en particulier, à la commande sous-optimale linéaire quadratique par retour d’état 
pour les modèles TS affines en temps discret, afin de réguler les concentrations de biomasse 
et de substrat xénobiotique du bioprocédé. 
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5.1. Description entrée-sortie du bioprocédé de traitement des 
eaux usées 

Dans cette section nous reprenons le bioprocédé de dépollution des eaux résiduaires par 
lagunage aérée développé dans la section 2.5, en  nous focalisant sur une représentation du 
comportement dynamique non linéaire entré-sortie du procédé. 

5.1.1. Le modèle de bilan matière 

Comme nous l’avons déjà indiqué, le modèle considéré dans le cadre de notre étude est 
un bioréacteur aérobie multivariable en mode continu pour le traitement des eaux usées issues 
d’une industrie papetière. Ce procédé est alimenté par un mélange bi-polluant composé par 
des substrats énergétique et xénobiotique, dans lequel la biomasse, constituée par une 
population mixte de bactéries qui dégrade les polluants, exhibe des phénomènes tels que la 
mortalité endogène et des interactions microbiennes (l’activation/inhibition compétitive dans 
le mélange bi-substrat (cf. paragraphe 2.5.2)). Le substrat énergétique composé 
principalement de cellulose est caractérisé par une forte biodégradabilité alors que le substrat 
xénobiotique constitué d’un mélange de dérivés ligneux et de lignosulfonates, est très peu 
biodégradable. Ce substrat est considéré comme le principal polluant. Le schéma de principe 
du bioprocédé est présenté sur la Figure 5.1. 

 
Figure 5.1. Schéma de principe entrée-sortie du bioprocédé de traitement des eaux usées. 

Le système comporte deux entrées (variables de commande) : )(1 tu , le taux de dilution en 
eau et )(2 tu , le taux de dilution en substrats et trois variables de sorties qui correspondent aux 
concentrations de biomasse )(tX  et de substrats xénobiotique )(tS x  et énergétique )(tSe . 
Nous rappelons que le modèle mathématique que nous avons retenu, développé sous 
Matlab®, est une version améliorée par rapport celui du projet européen FAMIMO, pour 
lequel nous avons proposé l’ajout du terme de mortalité endogène au niveau de la dynamique 
bactérienne. En établissant le bilan de matière pour les principaux composants (cf. section 
2.5.4), nous obtenons l’ensemble des équations différentielles (5.1) à (5.3), qui décrivent le 
comportement dynamique du bioprocédé : 
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Comme nous l’avons indiqué précédemment, ce modèle de connaissance nous servira de 

base pour comparer dans la section 5.2, les performances d’un modèle flou représentant le 
comportement dynamique non-linéaire entrée-sortie du système. En utilisant la technique de 
compensation parallèle distribuée, nous aborderons également dans la section 5.3 la synthèse 
d’un contrôleur flou de type Takagi-Sugeno basé sur ce modèle. 

5.1.2. Les paramètres du modèle 

Les différents paramètres et variables qui interviennent dans les équations différentielles 
(5.1) à (5.3) et qui décrivent la dynamique du bioprocédé ont été explicités dans le chapitre 2. 
Ces paramètres et variables sont: 

)(tX          concentration en (g/L) de biomasse 
)(tS x          concentration en (g/L) de substrat xénobiotique 
)(tSe          concentration en (g/L) de substrat énergétique 

max
Sxµ          taux spécifique de croissance maximal du au substrat xénobiotique 
max
Seµ          taux spécifique de croissance maximal du au substrat énergétique 

SxXY /          rendement de conversion du substrat xénobiotique en biomasse 

SeXY /          rendement de conversion du substrat énergétique en biomasse 

SxK , SeK      constantes de Michaëlis-Menten pour les substrats xénobiotique, énergétique94 

Sxa           constante d’inhibition du substrat énergétique sur le substrat xénobiotique 

Sea           constante d’inhibition du substrat xénobiotique sur le substrat énergétique 
b             terme de mortalité bactérienne du à la respiration endogène 

)(1 tu          taux de dilution d’eau d’alimentation (eau propre) 
)(2 tu          taux de dilution de substrats d’alimentation (eau résiduaire)95 

)(tS inx⋅        concentration en substrat xénobiotique du milieu d'alimentation 
)(tS ine⋅        concentration en substrat énergétique du milieu d'alimentation 
)(max tS inx⋅ , )(max tS ine⋅   concentrations maximums en substrats dans le milieu d'alimentation 

 
 
Les valeurs des différents paramètres du bioprocédé sont données dans le Tableau 5.1. 
 

                                                 
94 Ces constantes correspondent à l’affinité de la population bactérienne mixte pour chaque substrat polluant. 
95 Le taux de dilution D(t)=u1(t)+u2(t) correspondant au rapport entre le débit d’alimentation et le volume 
(constant) du bioréacteur qui n’apparait pas explicitement dans le modèle. A sa place interviennent u1(t) et u2(t). 
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Description Paramètre Valeur Unités
Rendements de conversion des substrats en biomasse SxXY /  

SeXY /  
0,7 
0,2 

g/g 
g/g 

    

Taux spécifiques maximums de croissance 
 

max
Sxµ  
max
Seµ  

0,1 
0,2 

h-1 
h-1 

Mortalité bactérienne endogène b  0,005 h-1 
Constantes d’affinité de Michaëlis-Menten SxK  

SeK  
1,5 
1 

g/L 
g/L 

Constantes d’inhibition/activation Sxa  

Sea  
0,1 
10 

g/g 
g/g 

Tableau 5.1. Paramètres stœchiométriques et cinétiques du bioprocédé 

5.1.3. Les objectifs de conduite du procédé 

Traditionnellement l’objectif principal en traitement d’eaux usées par voie biologique est 
la dégradation d’un maximum de polluants. Ainsi, l’augmentation de l’activité de 
biodégradation en assurant des conditions pour avoir une bonne croissance de la biomasse est 
une solution attrayante et naturelle. Néanmoins, le besoin de contrôler la prolifération de 
micro-organismes est devenu une nécessité pour préserver l’écosystème des nuisances 
bactériologiques. C’est en particulier le cas des industries papetières qui, malheureusement, 
affectent sérieusement l’équilibre naturel dans l’environnement proche du lieu du traitement. 
Ainsi, la synthèse du contrôleur pour le bioprocédé est multivariable : il doit réguler la 
concentration de biomasse (afin d’éviter la prolifération de micro-organismes) et celle du 
substrat xénobiotique (afin de dégrader le substrat polluant) sur des consignes pre-spécifiées. 
Les valeurs des concentrations de référence sont fixées en tenant compte des effets toxiques 
des bactéries et du substrat polluant sur le milieu récepteur naturel. 

 
Ainsi, nous avons retenu le scénario de commande établi dans le benchmark de Ben 

Youssef [BEN97], utilisé lors du projet FAMIMO. Le scénario consiste en les consignes 
suivantes sur le substrat xénobiotique )(* tS x  et la biomasse )(* tX  suivantes : 
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 (5.5) 

Remarque 
R 5.1 Si le bioréacteur évolue dans des conditions normales, telles que celles décrites dans le 

scénario ci-dessus, la concentration du substrat énergétique est résiduelle du fait de sa 
haute biodégradabilité. Ceci explique pourquoi on ne tient pas compte de la régulation 
du substrat énergétique au niveau du contrôleur. 
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5.1.4. Les contraintes sur les actionneurs 

Quand le taux de dilution D(t) est nul ou très faible et en absence du terme b de mortalité 
endogène, la biomasse suit une trajectoire de croissance exponentielle, qui est caractéristique 
d’un comportement instable. Pour les procédés biologiques fonctionnant en mode continu, 
l’objectif de commande est basé sur la régulation du procédé, à la différence des bioprocédés 
fed batch dans lesquels le but est généralement l’accumulation d’un produit de la réaction. En 
conséquence, l’imposition de valeurs minimales de taux de dilution et de concentrations dans 
les substrats d’alimentation donne une marge appréciable de sûreté pour éviter un 
comportement potentiellement instable du bioprocédé [BEN97]. De plus, une période 
relativement longue sans alimentation des micro-organismes pourrait aussi entraîner la 
mortalité microbienne car leur fragile coexistence dépend d’interactions complexes pour la 
consommation des substrats. 

 
D’autre part, on a un phénomène de lavage de la biomasse du bioréacteur si le taux de 

dilution D(t) est beaucoup plus grand que le taux spécifique de croissance des micro-
organismes )(tu X . Ainsi, les deux entrées (variables de commande) )(1 tu  et )(2 tu  sont 
soumisses aux limitations supérieures d’entrée dues aux limitations mécaniques des pompes. 

 
Les valeurs numériques des variables qui interviennent dans le système d’alimentation du 

modèle du bioprocédé sont regroupées dans le Tableau 5.2. 
 

Description Paramètre Valeur Unités
Limite supérieur d’entrée du taux de dilution 
Limite inférieur d’entrée du taux de dilution 

maxu  
minu  

0,04 

0,0001 

h-1 

h-1 

Concentrations maximums de substrats d’alimentation )(max tS inx⋅  

)(max tS ine⋅  

6 

6 

g/L 

g/L 

Tableau 5.2. Bornes des variables dans le système d’alimentation du bioprocédé 

5.2. Modélisation et identification floue du bioprocédé à partir des 
données 

Comme nous l’avons déjà indiqué, le modèle complet du bioprocédé représenté par des 
équations différentielles (5.1) à (5.3) nous servira de référence pour la modélisation floue de 
type Takagi-Sugeno. Le modèle flou est construit à partir des données entrée-sortie du 
système obtenues en simulation en utilisant le logiciel Matlab®. Le système dynamique 
multi-variable est ainsi représentée comme un modèle à base de règles qui approxime le 
comportement dynamique non linéaire comme une concaténation d’un ensemble de sous 
modèles localement linéaires sous la forme d’auto-régression non-linéaire (NARX). 

 
Nous considérons par la suite l’élaboration du jeu des données ainsi que l’utilisation du 

clustering flou Gustafson-Kessel et RoFER pour la construction du modèle Takagi-Sugeno du 
système. Nous abordons également l’obtention d’un modèle flou final avec une base 
commune de règles (partition unique) pour les trois sorties, afin d’utiliser le modèle pour la 
détermination de la commande dans l’espace d’état. 
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5.2.1. Elaboration du jeu des données entrée-sortie 

Le premier pas vers la construction du modèle flou de type Takagi-Sugeno en utilisant les 
techniques de clustering flou consiste en la conception expérimentale de l’essai pour produire 
et acquérir les données entrée-sortie du procédé. Pour générer le jeu de données, nous 
supposons que toutes les variables sont accessibles à la mesure (mesure de l’état complet). En 
réalité dans le benchmark initial proposé par [BEN97], le substrat xénobiotique n’est pas 
accessible directement. Un observateur asymptotique réalisé par Ben Youssef a été utilisé lors 
du projet FAMIMO. Compte tenu de la présence du terme de mortalité endogène ajouté à la 
dynamique bactérienne, cet observateur n’est plus valable avec la même performance 
d’estimation. Bien que nous considérions les trois variables de sortie disponibles pour la 
mesure, il est tout à fait envisageable de développer un observateur flou basé sur ce modèle, 
en profitant de la structure de type Takagi-Sugeno obtenue. 

 
Afin de disposer d’un jeu de données approprié pour l’identification non linéaire, il est 

préférable d’exciter le système dans toute la gamme des variables considérés tant en 
amplitude qu’en fréquence. En même temps, afin de rester dans l’espace défini par les 
références souhaitées, on est obligé de restreindre la commande )(2 tu . Normalement du fait 
de la modélisation des actionneurs, on est obligé de restreindre les variations des variables de 
commande entre 0,0001 et 0,04 h-1. Un choix convenable de la gamme de )(2 tu  est de la 
restreindre de 0,0001 à 0,01 h-1. On applique alors au processus des signaux multisinusoïdal 
ayant ces bornes. Un bruit blanc de petite taille est ajouté afin de garantir une excitation 
correcte de la dynamique du procédé pour les différents points de fonctionnement. On 
choisira une période d’échantillonnage 2=eT  heures, avec un horizon de temps de 2000 h. 
On obtient le jeu de données suivant 
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Figure 5.2. Signaux d’entrée u1(t) et u2(t) pour l’identification du bioprocédé 

La répartition du jeu de données peut aussi être visualisé dans l’espace des entrées : les 
taux de dilution d’eau et de substrats d’alimentation - u1xu2 – (voir Figure 5.3). 
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Figure 5.3. Répartition des données dans l’espace des entrées du procédé. 

 
On peut noter que les entrées sont relativement bien distribuées dans la plage des 

variations possibles. Toutefois, il faut rappeler que l’obtention d’un jeu de données assez 
général pour l’identification n’est pas évidente. En effet, la conception de l’expérience 
d’identification doit tenir compte du niveau de l’excitation et des variations fréquentielles 
dans la gamme de réponse du procédé. De plus il faut être certain, avec ce jeu de valeurs, 
d’atteindre les différents points de fonctionnement. Le temps de réponse typique des 
bioprocédés ainsi que le modèle de connaissance nous ont aidés à dimensionner les signaux 
appropriés à notre cas d’étude. 

 
Il est intéressant de souligner ici l’importance de la compréhension des phénomènes 

représentés par le modèle et sa relation avec les conditions de simulation. En effet, bien que la 
concentration de biomasse puisse atteindre une valeur nulle, il est évident que cette condition 
doit être impérativement évitée car sans biomasse, aucune dégradation ne peut continuer à se 
produire. Le respect de cette condition a été alors pris en compte au niveau de notre 
expérience d’identification. Le jeu des données d’identification a été obtenu avec 
[ ] [ ]TT

ex SSX 3,03,001,0)0()0()0( =  afin de tenir compte des situations réelles du 
comportement du bioréacteur, par exemple, à partir d’une phase de démarrage. Les données 
ont été prises en mode de fonctionnement continu, elles couvrent toute la région d’intérêt de 
notre application. 

 
La Figure 5.4 montre la répartition correspondante des données dans l’espace des sorties 

des variables à commander, les concentrations de biomasse et du substrat xénobiotique : 
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Figure 5.4. Répartition des données dans l’espace des sorties du procédé 

 
Il est important de noter qu’un nombre important de points relativement bien distribués se 

trouve autour de la zone de contrôle d’intérêt. Le comportement des variables de sortie du 
bioprocédé pour l’expérience d’identification est visualisée sur la Figure 5.5. 
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Figure 5.5. Evolution des sorties du procédé – données d’identification 
 
L’augmentation de la concentration des substrats xénobiotique et énergétique dans les 

premières heures de l’expérience s’explique par la faible concentration de biomasse lors du 
démarrage. Ensuite, la concentration de biomasse est suffisante pour parvenir au processus de 
biodégradation. Les variations des taux de dilution d’entrée influencent le processus en faisant 
varier les variables de sortie du bioprocédé dans toute la gamme d’intérêt. La haute 
biodégradabilité du substrat énergétique par rapport au substrat xénobiotique est évidente en 
rapport aux faibles concentrations que ce premier atteint. Une valeur minimale de 
concentration de la biomasse est aussi respectée tout au long de l’expérience. 
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5.2.2. Utilisation du clustering flou Gustafson-Kessel et RoFER 

Avec les données entrée-sortie du bioprocédé et afin de modéliser le comportement 
dynamique du système en appliquant les techniques de clustering flou [GRI05], on 
décompose le système MIMO à deux entrées )(( 1 ku  et )(( 2 ku ) et trois sorties ( )(kX , )(kS x  
et )(kSe ) en trois modèles flous MISO de type Takagi-Sugeno qui conservent le même type 
de structure au niveau de leurs règles. À partir de la connaissance préalable du bioprocédé, 
nous avons choisi une dynamique pour les modèles flous TS telle que chaque sortie à l’instant 
k+1 dépende des trois sorties et des deux entrées à l’instant k. Ce choix est dû d’un côté, à la 
structure des variables couplées dans le modèle de bilan de matières donné par les expressions 
(5.1)-(5.3) (on peut supposer que le système est couplé) et d’autre part, afin de maintenir un 
compromis entre une complexité réduite du modèle et une bonne capacité d’approximation. 

 
Dans ces conditions, l’ordre du système, lié aux constantes (cf. expression (3.25) et 

paragraphe subséquent) yn  (ordre de la sortie), un  (ordre de l’entrée) et dn  (retard pur), est 
exprimé alors par les structures suivantes : 
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où les facteurs '1' indiquent la présence d’une dépendance fonctionnelle entre les 
variables. Ainsi, les équations dynamiques du type NARX pour chaque règle iR , avec 

ci ≤≤1 , associée à chaque sortie )(ky j  à l’instant k, avec { }3,2,1=j , - (notées ici )(kjy
iR ) 

dans les trois modèles flous prennent alors la forme générale suivante : 
 

)(kjy
iR  : 

Si 11 )( iAestky  et 22 )( iAestky  et 33 )( iAestky  et 41 )( iAestku  et 52 )( iAestku  

Alors 
)(

2
)(

51
)(

43
)(

32
)(

21
)(

1 )()()()()()1( kjy
i

kjy
i

kjy
i

kjy
i

kjy
i

kjy
i dkuakuakyakyakyaky +++++=+  

(5.7) 

Où )(ky j  représente n’importe laquelle des sorties d’intérêt : )(kX , )(kS x  ou )(kSe ). 
 
Au niveau du processus de clustering, parmi les algorithmes présentés au Chapitre 3, on a 

décidé d’utiliser les algorithmes qui nous on semblé les plus représentatifs et les mieux 
adaptés pour la tâche de modélisation : les algorithmes GK et RoFER. Cela nous permettra de 
faire des comparaisons pour l’obtention des modèles en utilisant d’un côté des clusters 
hyperellipsoïdaux avec obtention a posteriori des paramètres des conséquents (algorithme 
GK) et d’autre part, des clusters hyperplanaires avec estimation directe (simultanée avec la 
partition) des paramètres des conséquents (algorithme RoFER). Cela nous permettra aussi 
d’élargir le champ d’application montré dans les exemples à la fin du Chapitre 3, sur le 
bioprocédé actuellement considéré.  

 
Rappelons que le nombre de règles dans le modèle flou de type Takagi-Sugeno 

correspond au nombre de clusters défini (cas de l’algorithme GK) ou obtenu (cas de 
l’algorithme RoFER). En utilisant les critères de validité du nombre de clusters rapportés dans 
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la section 3.4.1, on divise l’espace de représentation96 en quatre clusters ( 4=c ) pour chaque 
sortie et le paramètre flou de la partition m est pris égal à 2. Pour l’algorithme RoFER le 
nombre initial (nombre maximal) de clusters a été fixé en 10. Avec un seuil de cardinalité 
robuste εΣ  proche de 21 pour chacune des trois sorties, nous avons obtenu le même nombre 
de clusters qu’avec l’algorithme GK. En utilisant le mécanisme de projection et la 
paramétrisation des fonctions d’appartenance exponentielles par morceaux, on extrait aussi les 
fonctions d’appartenance des ensembles flous multidimensionnels (clusters), de façon à avoir 
directement une interprétation du modèle par rapport aux variables des régresseurs, et donc 
celles des prémisses. On obtient alors des règles sur la forme décomposée. 

 
Nous avons généré deux jeux de 500=N  données de validation, afin de tester la 

performance de prédiction du modèle flou TS dans des diverses scenarios [GRI05]. Un bruit 
blanc d’amplitude 5% a été ajouté a chaque sortie. Le premier jeu de données, illustré sur la 
Figure 5.6, correspond à un mode d’opération que nous avons appelé "mixte", dans la mesure 
qu’il possède des données d’entrée pour les modes d’opération batch (e.g. entre 0-180 h et 
900-1000 h), mode continu (e.g., entre 180-400 h et 500-900 h), ainsi qu’une courte période 
de prédominance du taux spécifique de dilution de l’eau propre )(1 tu  (e.g., 400-450 h). Pour 
le mode batch, nous avons fait cette considération en prenant en compte des cas où les deux 
taux de dilution )(1 tu  et )(2 tu  sont nuls, par exemple, lors d’une action de commande 
imposée ou lors d’une procédure de démarrage du bioréacteur. Les conditions initiales pour ce 
test sont TT

ex SSX ]2,045,05,0[)]0()0()0([ =  (g/L). Cette expérience de validation est 
orienté afin de tester les capacités de généralisation du modèle. 

 
Les jeux des données ainsi que les réponses obtenues sur les sorties du bioprocédé sont 

illustrées dans les figures suivantes : 
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Figure 5.6. Signaux d’entrée u1(t) et u2(t) pour le premier test de validation du bioprocédé 

 
Les résultats du premier test de validation (mode "mixte") du modèle flou TS pour 

chacune des sorties sont montrés sur la figure suivante : 

                                                 
96 Espace de représentation de dimension 5, correspondant au nombre choisi de régresseurs dans le modèle 
dynamique : y1(k), y2(k), y3(k), u1(k) et u2(k). 
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Figure 5.7. Premier test de validation du modèle flou TS du bioprocédé avec données d’opération en 
mode "mixte" (batch/continu). Sortie du procédé (ligne en trait plein), sortie du modèle avec clustering 

GK (ligne pleine) et sortie du modèle avec clustering RoFER (ligne pointillée). 

 
Comme on peut le voir sur la Figure 5.7, pour les données du mode "mixte" de validation 

(batch/continu) en général la dynamique pour chacune des trois sorties du bioprocédé est 
raisonnablement bien approximé. Cependant, les capacités de généralisation du modèle hors 
des conditions établis lors du processus d’identification (réalisé en mode continu) sont assez 
limitées, en particulier pour reproduire la dynamique propre du système dans le mode batch 
pour de longues périodes. Dans notre cas, cela ne constitue en général pas un problème, car 
l’opération du bioréacteur pour le traitement des eaux usées se déroule en mode continu. 
Néanmoins, si le mode batch était envisagée, il vaudrait mieux proposer un modèle flou TS 
plus approprié que celui proposé actuellement, c’est-à-dire, en supprimant directement les 
régresseurs correspondants aux entrées )(1 tu  et )(2 tu  pour éviter des divergences numériques 
quand le mécanisme de projection est utilisé pour l’obtention des fonctions d’appartenance 
des règles. Si les deux modes d’opération étaient envisagés pour une application particulière, 
nous considérons qu’une solution à ce problème de modélisation pourrait être la conception 
d’un modèle hybride qui utilise des modèles flous dynamiques Takagi-Sugeno pour décrire le 
fonctionnement pour chacun des modes d’opération du bioprocédé. Cette perspective est à 
explorer dans une cadre plus général d’application de la modélisation flou de type Takagi-
Sugeno aux procédés biotechnologiques. 
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Remarque 
R 5.2 Pour le mode d’opération batch les taux de dilution )(1 tu  et )(2 tu  doivent être égaux à 

zéro, cependant en pratique, il est nécessaire d’imposer une valeur très faible au 
niveau de la simulation pour éviter des divergences numériques. Pour le cas du 
benchmark du projet FAMIMO, la valeur établie expérimentalement à partir de 
plusieurs simulations est de 0,0001 h-1, ce qui correspond aussi à la limite inférieure 
d’entrée du taux de dilution dans le système d’alimentation du bioréacteur. 

 
Un deuxième jeu de donnés est utilisé pour un deuxième test de validation du modèle. 

Dans ce cas, le jeu des données correspond au mode d’opération continu du bioprocédé, pour 
lequel nous avons utilisés les mêmes conditions initiales que dans le cas précédent. Cette 
expérience de validation est faite pour tester les capacités de prédiction du modèle dans le 
mode continu, qui est le mode d’opération du bioprocédé de dépollution. 

 
Les résultats du second test de validation (mode continu) du modèle flou TS pour chacune 

des sorties sont montrés sur la Figure 5.8 : 
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Figure 5.8. Deuxième test de validation du modèle flou TS du bioprocédé avec données d’opération 
en mode continue. Sortie du procédé (ligne en trait plein), sortie du modèle avec groupement GK 

(ligne pleine) et sortie du modèle avec groupement RoFER (ligne pointillée). 

 
La qualité numérique de l’approximation est mesuré en utilisant les critères RMSE et 

VAF décrits dans la section 3.4.4. Les valeurs idéales pour ces deux critères sont 
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respectivement 0% et 100%. La performance numérique comparative des deux 
approximations est regroupée dans les Tableaux suivants : 

 
 

Test en mode "mixte" Test en mode continu 
Variable 

RMSE VAF RMSE VAF 

)(kX  0,4902 77,35% 0,4902 91,31% 

)(kS x  0,4888 95,55% 0,4760 96,11% 

)(kSe  0,5000 87,29% 0,4695 84,58% 

Tableau 5.3. Performance numérique de la validation du modèle flou TS pour le bioréacteur – 
résultats avec l’algorithme GK 

 
Test en mode "mixte" Test en mode continu 

Variable 
RMSE VAF RMSE VAF 

)(kX  0,4902 79,29% 0,4902 91,87% 

)(kS x  0,4902 95,52% 0,4778 95,12% 

)(kSe  0,4987 92,71% 0,4687 95,26% 

Tableau 5.4. Performance numérique de la validation du modèle flou TS pour le bioréacteur – 
résultats avec l’algorithme RoFER 

 
En présence du bruit ajouté l’algorithme RoFER est légèrement meilleur que l’algorithme 

GK. Néanmoins, il faut rappeler que dans le premier algorithme l’estimation des paramètres 
se fait simultanément avec la partition des données, ce qui conduit à une meilleure 
approximation locale, utile pour notre propos de commande basée sur le modèle. En 
contrepartie, l’algorithme GK est beaucoup plus performant au niveau temps de calcul. 

Remarque 
R 5.3 Les données expérimentales (dans de milieu industriel) sont entachées de bruit et 

éventuellement de points hors tendance. Dans ce contexte l’algorithme RoFER aurait 
montré un des avantages qui est la robustesse au bruit et points aberrants. 

 
Nous donnons à présent les fonctions d’appartenance obtenues avec chacun des deux 

algorithmes pour le cas du test de validation du modèle flou TS du bioprocédé avec données 
d’opération en mode continue. Les Figures 5.9 à 5.11 correspondent aux résultats avec 
l’algorithme GK et les Figures 5.12 à 5.14 aux résultats avec l’algorithme RoFER. 
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Figure 5.9. Partition X(k) avec GK données d’opération en mode continue 

 

 
Figure 5.10. Partition Sx(k) avec GK données d’opération en mode continue 
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Figure 5.11. Partition Se(k) avec GK données d’opération en mode continue 

 

 

Figure 5.12. Partition X(k) avec RoFER données d’opération en mode continue 
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Figure 5.13. Partition Sx(k) avec RoFER données d’opération en mode continue 

 

 
Figure 5.14. Partition Se(k) avec RoFER données d’opération en mode continue 
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Maintenant nous allons présenter les règles obtenues pour chacune des trois sorties des 
modèles flous Takagi-Sugeno. 

 
La forme des règles pour la sortie concentration de biomasse )(kX  tant en utilisant 

l’algorithme GK qu’en utilisant l’algorithme RoFER, est donnée par les expressions 
suivantes : 

)(
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     Si 41)( AestkX  et 42)( AestkS x  et 43)( AestkSe  et 441 )( Aestku  et 452 )( Aestku  
     Alors )(
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e
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Les coefficients respectifs ila  du modèle de régression, avec { }5,,2,1 K=l , en utilisant 

l’algorithme GK sont regroupés dans le Tableau 5.5 : 

Tableau 5.5. Paramètres des conséquents du modèle flou TS pour )1( +kX  - algorithme GK 

règle )(kX  )(kS x  )(kSe  )(1 ku  )(2 ku  biais 
)(

1
kXR  1,06·100 5,22·10-3 -2,63·10-3 -1,61·10-1 -2,78·10-1 3,50·10-3 

)(
2

kXR  9,58·10-1 2,53·10-2 -1,58·10-2 -5,33·10-1 2,10·100 -1,58·10-3 
)(

3
kXR  9,70·10-1 3,84·10-2 -7,39·10-2 -9,54·10-1 9,96·10-1 1,89·10-2 

)(
4

kXR  9,82·10-1 7,69·10-2 3,11·10-1 -1,70·100 -3,59·100 1,11·10-2 
 
Les centres des clusters dans l’espace des régresseurs en utilisant l’algorithme GK sont 

indiqués dans le Tableau 5.6 : 

Tableau 5.6. Centres des clusters du modèle flou TS pour )1( +kX  - algorithme GK 

règle )(kX  )(kS x  )(kSe  )(1 ku  )(2 ku  
)(

1
kXR  1,31·10-1 6,86·10-1 3,50·10-1 1,90·10-2 4,72·10-3 

)(
2

kXR  3,44·10-1 5,81·10-1 1,16·10-1 1,88·10-2 4,77·10-3 
)(

3
kXR  4,28·10-1 5,41·10-1 7,16·10-2 1,91·10-2 3,74·10-3 

)(
4

kXR  7,29·10-1 2,94·10-1 1,58·10-2 1,65·10-2 1,62·10-3 
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Les coefficients respectifs ila  du modèle de régression, avec { }5,,2,1 K=l , en utilisant 
l’algorithme RoFER sont regroupés dans le Tableau 5.7 : 

Tableau 5.7. Paramètres des conséquents du modèle flou TS pour )1( +kX  - algorithme RoFER 

règle )(kX  )(kS x  )(kSe  )(1 ku  )(2 ku  biais 
)(

1
kXR  9,61·10-1 2,51·10-2 -2,44·10-2 -1,71·10-1 2,78·10-1 2,98·10-3 

)(
2

kXR  9,72·10-1 2,52·10-2 -4,84·10-2 -8,88·10-1 1,15·100 1,56·10-2 
)(

3
kXR  9,68·10-1 3,43·10-2 -3,05·10-2 -7,84·10-1 1,18·100 1,02·10-2 

)(
4

kXR  9,78·10-1 5,20·10-2 -6,23·10-2 -1,15·100 5,80·10-1 1,26·10-2 
 

Les centres des clusters dans l’espace des régresseurs en utilisant l’algorithme RoFER 
sont indiqués dans le Tableau 5.8 : 

Tableau 5.8. Centres des clusters du modèle flou TS pour )1( +kX  - algorithme RoFER 

règle )(kX  )(kS x  )(kSe  )(1 ku  )(2 ku  
)(

1
kXR  1,44·10-1 5,49·10-1 2,71·10-1 2,22·10-2 4,68·10-3 

)(
2

kXR  3,92·10-1 7,00·10-1 1,29·10-1 1,85·10-2 5,81·10-3 
)(

3
kXR  3,98·10-1 4,69·10-1 5,97·10-2 2,02·10-2 3,10·10-3 

)(
4

kXR  4,76·10-1 2,64·10-1 9,74·10-3 1,98·10-2 6,03·10-4 
 
 
La forme des règles pour la sortie concentration de substrat xénobiotique )(kS x  tant en 

utilisant l’algorithme GK qu’en utilisant l’algorithme RoFER, est donnée par les expressions 
suivantes : 
 

)(
1

kxSR  : 
   Si 11)( AestkX  et 12)( AestkS x  et 13)( AestkSe  et 141 )( Aestku  et 152 )( Aestku  
   Alors )(

12
)(

151
)(

14
)(

13
)(

12
)(

11 )()()()()()1( kxSkxSkxS
e

kxS
x

kxSkxS dkuakuakSakSakXakX +++++=+  
 

)(
2

kxSR  : 
   Si 21)( AestkX  et 22)( AestkS x  et 23)( AestkSe  et 241 )( Aestku  et 252 )( Aestku  
   Alors )(

22
)(

251
)(

24
)(

23
)(

22
)(

21 )()()()()()1( kxSkxSkxS
e

kxS
x

kxSkxS dkuakuakSakSakXakX +++++=+  
 

)(
3

kxSR  : 
   Si 31)( AestkX  et 32)( AestkS x  et 33)( AestkSe  et 341 )( Aestku  et 352 )( Aestku  
   Alors )(

32
)(

351
)(

34
)(

33
)(

32
)(

31 )()()()()()1( kxSkxSkxS
e

kxS
x

kxSkxS dkuakuakSakSakXakX +++++=+  
 

)(
4

kxSR  : 
   Si 41)( AestkX  et 42)( AestkS x  et 43)( AestkSe  et 441 )( Aestku  et 452 )( Aestku  
   Alors )(

42
)(

451
)(

44
)(

43
)(

42
)(

41 )()()()()()1( kxSkxSkxS
e

kxS
x

kxSkxS dkuakuakSakSakXakX +++++=+  

http://www.rapport-gratuit.com/


186                                                           Identification et Commande floues TS du bioréacteur 

Les coefficients respectifs ila  du modèle de régression, avec { }5,,2,1 K=l , en utilisant 
l’algorithme GK sont regroupés dans le Tableau 5.9 : 

Tableau 5.9. Paramètres des conséquents du modèle flou TS pour )1( +kS x  - algorithme GK 

règle )(kX  )(kS x  )(kSe  )(1 ku  )(2 ku  biais 
)(

1
kxSR  1,25·100 6,45·10-1 3,92·10-1 -1,59·100 4,61·100 2,00·10-2 

)(
2

kxSR  2,29·10-2 9,18·10-1 5,44·10-2 -2,05·100 1,04·101 3,23·10-2 
)(

3
kxSR  -5,87·10-2 8,95·10-1 7,10·10-2 -8,20·10-1 1,08·101 4,99·10-2 

)(
4

kxSR  -2,72·10-2 8,82·10-1 -5,72·10-1 -2,15·10-1 1,47·101 2,00·10-2 
 

Les centres des clusters dans l’espace des régresseurs en utilisant l’algorithme GK sont 
indiqués dans le Tableau 5.10 : 

Tableau 5.10. Centres des clusters du modèle flou TS pour )1( +kS x  - algorithme GK 

règle )(kX  )(kS x  )(kSe  )(1 ku  )(2 ku  
)(

1
kxSR  1,20·10-1 7,15·10-1 3,84·10-1 1,79·10-2 4,77·10-3 

)(
2

kxSR  3,35·10-1 6,09·10-1 1,26·10-1 1,85·10-2 4,84·10-3 
)(

3
kxSR  4,25·10-1 5,69·10-1 8,10·10-2 1,92·10-2 4,10·10-3 

)(
4

kxSR  6,62·10-1 2,79·10-1 1,67·10-2 1,78·10-2 1,59·10-3 
 

Les coefficients respectifs ila  du modèle de régression, avec { }5,,2,1 K=l , en utilisant 
l’algorithme RoFER sont regroupés dans le Tableau 5.13 : 

Tableau 5.11. Paramètres des conséquents du modèle flou TS pour )1( +kS x  - algorithme RoFER 

règle )(kX  )(kS x  )(kSe  )(1 ku  )(2 ku  biais 
)(

1
kxSR  -4,05·100 9,15·10-1 1,28·10-2 -1,29·100 1,13·101 4,54·10-2 

)(
2

kxSR  -4,38·10-2 9,01·10-1 -8,13·10-2 -5,79·10-1 1,24·101 3,31·10-2 
)(

3
kxSR  -7,06·10-2 9,10·10-1 2,56·10-2 -1,55·100 1,16·101 6,14·10-2 

)(
4

kxSR  -3,04·10-2 8,92·10-1 8,88·10-2 -3,56·10-1 1,17·101 2,18·10-2 
 

Les centres des clusters dans l’espace des régresseurs en utilisant l’algorithme RoFER 
sont indiqués dans le Tableau 5.12 : 

Tableau 5.12. Centres des clusters du modèle flou TS pour )1( +kS x  - algorithme RoFER 

règle )(kX  )(kS x  )(kSe  )(1 ku  )(2 ku  
)(

1
kxSR  3,11·10-1 6,20·10-1 1,54·10-1 1,97·10-2 5,76·10-3 

)(
2

kxSR  4,12·10-1 3,23·10-1 4,50·10-2 2,23·10-2 2,70·10-3 
)(

3
kxSR  4,33·10-1 6,78·10-1 9,97·10-2 1,78·10-2 4,88·10-3 

)(
4

kxSR  4,93·10-1 2,47·10-1 8,01·10-3 1,94·10-2 4,90·10-4 
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La forme des règles pour la sortie concentration de substrat énergétique )(kSe  tant en 
utilisant l’algorithme GK qu’en utilisant l’algorithme RoFER, est donnée par les expressions 
suivantes : 
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)(
4

keSR  : 
   Si 41)( AestkX  et 42)( AestkS x  et 43)( AestkSe  et 441 )( Aestku  et 452 )( Aestku  
   Alors )(
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)(
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)(
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41 )()()()()()1( keSkeSkeS
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keS
x
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Les coefficients respectifs ila  du modèle de régression, avec { }5,,2,1 K=l , en utilisant 
l’algorithme GK sont regroupés dans le Tableau 5.13 : 

Tableau 5.13. Paramètres des conséquents du modèle flou TS pour )1( +kSe  - algorithme GK 

règle )(kX  )(kS x  )(kSe  )(1 ku  )(2 ku  biais 
)(

1
keSR  -7,18·10-1 6,70·10-2 7,69·10-1 -1,09·100 1,10·101 7,81·10-2 

)(
2

keSR  -2,16·10-1 -4,19·10-4 -8,27·10-1 -3,20·10-1 1,01·101 3,70·10-2 
)(

3
keSR  -9,11·10-2 6,38·10-3 4,45·10-1 -1,34·10-1 9,38·100 4,86·10-2 

)(
4

keSR  -8,10·10-3 7,20·10-3 6,97·10-3 -1,77·10-2 7,83·100 5,54·10-3 
 

Les centres des clusters dans l’espace des régresseurs en utilisant l’algorithme GK sont 
indiqués dans le Tableau 5.14 : 

Tableau 5.14. Centres des clusters du modèle flou TS pour )1( +kSe  - algorithme GK 

règle )(kX  )(kS x  )(kSe  )(1 ku  )(2 ku  
)(

1
keSR  1,01·10-1 7,13·10-1 4,00·10-1 1,89·10-2 5,02·10-3 

)(
2

keSR  3,13·10-1 5,69·10-1 1,23·10-1 1,85·10-2 4,89·10-3 
)(

3
keSR  4,33·10-1 5,85 10-1 8,19·10-2 1,96·10-2 4,33·10-3 

)(
4

keSR  6,80·10-1 3,05·10-1 1,41·10-2 1,69·10-2 1,35·10-3 
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Les coefficients respectifs ila  du modèle de régression, avec { }5,,2,1 K=l , en utilisant 
l’algorithme RoFER sont regroupés dans le Tableau 5.15 : 

Tableau 5.15. Paramètres des conséquents du modèle flou TS pour )1( +kSe  - algorithme RoFER 

règle )(kX  )(kS x  )(kSe  )(1 ku  )(2 ku  biais 
)(

1
keSR  -9,77·10-2 -5,72·10-2 9,70·10-1 -5,54·10-1 6,74·100 3,87·10-2 

)(
2

keSR  -1,09·10-1 -7,47·10-4 6,35·10-1 -3,14·10-1 8,82·100 4,26·10-2 
)(

3
keSR  -6,21·10-2 -1,31·10-3 5,28·10-1 -1,22·10-1 9,13·100 2,74·10-2 

)(
4

keSR  -6,30·10-3 -1,88·10-3 5,68·10-1 -8,78·10-3 5,10·100 4,60·10-3 
 

Les centres des clusters dans l’espace des régresseurs en utilisant l’algorithme RoFER 
sont indiqués dans le Tableau 5.16 : 

Tableau 5.16. Centres des clusters du modèle flou TS pour )1( +kSe  - algorithme RoFER 

règle )(kX  )(kS x  )(kSe  )(1 ku  )(2 ku  
)(

1
keSR  1,62·10-1 5,39·10-1 2,37·10-1 2,26·10-2 4,90·10-3 

)(
2

keSR  3,97·10-1 7,08·10-1 1,27·10-1 1,83·10-2 5,84·10-3 
)(

3
keSR  3,98·10-1 4,55·10-1 5,63·10-2 2,06·10-2 3,03·10-3 

)(
4

keSR  5,64·10-1 2,78·10-1 8,20·10-3 1,79·10-2 5,64·10-4 
 

Remarque 
R 5.4 Bien que les résultats obtenus lors de la modélisation floue du bioprocédé sont 

encourageants, il faut dire que la génération des données d’identification non linéaire 
en parcourant toute la gamme des variables d’entrée reste une contrainte pour 
l’applicabilité de la technique sur des procédés biologiques industriels. En pratique on 
doit se contenter d’utiliser les données disponibles. Si elles ont été obtenues 
correctement, on trouvera un modèle plus performante. 

 

5.3. Commande floue de type TS du bioprocédé basée sur le 
modèle flou 

Dans le cas de notre bioréacteur pour le traitement des eaux résiduaires, lorsque l'objectif 
fixé est uniquement la régulation des variables de sortie, la synthèse d'un régulateur de type 
"boite noire" utilisant une caractérisation du comportement entrée/sortie du système suffit. La 
complexité des dynamiques internes de ce type de procédé ne permettent pas en général 
d'atteindre des objectifs de commande satisfaisants en considérant une relation linéaire 
entrée/sortie. L'expérience a montré que l'application de régulateurs classiques linéaires de 
type PID à ces systèmes complexes est limitée [DAH92a] [DAH92b]. Il est par conséquent 
nécessaire de s'intéresser à des techniques de commande plus sophistiquées tenant compte par 
exemple des caractéristiques non-linéaires et non-stationnaires de systèmes. 
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Dans le cadre de notre étude nous nous sommes intéressés à la modélisation floue TS du 
comportement non linéaire du bioprocédé. Ce type d’approche "boîte grise" permet la 
représentation du système dynamique comme un modèle à base de règles qui approxime la 
dynamique non linéaire comme une concaténation des sous modèles localement linéaires sous 
la forme d’auto-régression non-linéaire (NARX). Afin de tester la validité de la loi de 
commande, nous considérons dans notre étude en simulation que toutes les variables de sortie 
sont mesurables. 

 
A partir du modèle flou obtenu dans la section précédente, nous allons réaliser la synthèse 

d’un contrôleur flou MIMO dans l’espace d’état du procédé, en utilisant la philosophie de 
commande du type compensation parallèle distribuée (PDC). Nous nous sommes intéressés en 
particulier, à la commande sous-optimale linéaire quadratique par retour d’état avec 
annulation des erreurs stationnaires (en utilisant des intégrateurs numériques), basée sur des 
modèles TS affines en temps discret (cf. section 4.2.1). Pour cela, nous ajoutons le même 
nombre d’intégrateurs numériques dans la boucle de commande que de variables de sortie à 
commander (dans notre cas 2). Nous sommes intéressés par la régulation des concentrations 
du substrat xénobiotique, )(kS x , et de la biomasse, )(kX , par rapport à des consignes 
préspécifiées données respectivement par les expressions (5.4) et (5.5). Le nombre de clusters 
issus de la procédure de modélisation (dans ce cas 4=c ) correspond au nombre de règles de 
la loi de commande. 

 
Comme on l’a indiqué précédemment, au niveau de la modélisation on a décomposé le 

système MIMO en trois sous systèmes MISO, chacun correspondant à la modélisation 
dynamique pour chacune des sorties du bioprocédé. Cependant, pour réaliser la synthèse de la 
loi de commande, il est nécessaire d’avoir une base de règles "commune" entre les trois 
partitions obtenues dans l’espace des régresseurs. Dans un but de commande et en sachant 
que le contrôleur fonctionnera en boucle fermée, on peut faire une approximation en 
considérant que les clusters obtenus pour chaque sortie dans l’espace des régresseurs peuvent 
être fusionnés en quatre clusters. En effet, les projections sur les axes des variables de la 
partie antécédent (régresseurs) de ces différents clusters sont assez proches (voir par exemple 
les Figures 5.9, 5.10 et 5.11 ou bien les Figures 5.12, 5.13 et 5.14). La fusion des clusters est 
assez simple, dans la mesure où les fonctions d’appartenance (exponentielles par morceaux) 
correspondantes sont des fonctions paramétrées (cf. expression (3.4)). Le critère que nous 
avons utilisé pour faire la fusion des clusters consiste à calculer la moyenne pondérée pour 
chacun des quatre paramètres { lw , rw , lc  et rc } qui définissent chacune des fonctions 
d’appartenance, en utilisant comme facteurs de poids les critères VAF obtenus respectivement 
pour les partitions des variables )(kX  et )(kS x

97 (cf. Tableau 5.4). Afin de simplifier la 
notation, nous noterons ici d’une façon générale ces paramètres comme 'par'. On obtient alors 
l’expression suivante qui définit les paramètres des fonctions d’appartenance dans la base de 
règles commune98 (notés ' compar ') à des propos de la commande : 

)()(

)()()()(

kxSkX

kxSkxSkXkX
com VAFVAF

parVAFparVAF
par

+

⋅+⋅
=  (5.8) 

 

                                                 
97 Puisque ce sont les variables d’intérêt au niveau de la régulation du bioprocédé. 
98 Partition "commune" dans l’espace des antécédents (régresseurs) pour les trois sorties du bioprocédé. 
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Compte tenu de l’unification de la base de règles, les ensembles flous correspondants au 
niveau de l’écriture des règles seront notés ilA  au lieu de ilA , avec 41 ≤≤ i  et 51 ≤≤ l  
(rappelons que le nombre de clusters est 4=c  et le nombre de régresseurs est 5 : 
{ })(),(),(),(),( 21 kukukSkSkX ex ). Pour faire la commande du bioprocédé, nous avons retenu 
la base de règles commune issue des partitions obtenues avec l’algorithme RoFER. La 
procédure est similaire pour l’algorithme GK. 

 
Une fois obtenue cette base de règles commune au niveau des partitions correspondantes 

aux trois sorties du bioprocédé, il est alors nécessaire de porter les expressions des règles sous 
la forme d’état, afin d’appliquer les formulations de la commande pour des systèmes MIMO 
développées dans le chapitre 4. Précédemment, on a vu que pour chaque sortie du système 
MISO il y a un ensemble de quatre règles qui décrivent leur dynamique associée. A partir de 
telles règles, il est simple de montrer qu’on peut passer à la représentation d’état désirée en 
regroupant les règles de la façon appropriée. Il suffit de conformer chaque i-ème règle de la 
représentation d’état à partir des i-èmes règles de chacune des sorties. Ainsi par exemple, la 
première règle de la représentation d’état MIMO est composé des premières règles de chacune 
des sorties du sous systèmes MISO, que nous reprenons ici à titre de rappel, de la façon 
suivante : 
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La première des quatre règles de la représentation d’état MIMO est alors exprimée sous la 

forme matricielle donnée par l’expression suivante : 
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De manière similaire, on peut obtenir les trois autres règles de la représentation d’état 

MIMO. Elles sont données par les expressions suivantes : 
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MIMOR2  : 
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MIMOR3  : 

  Si 31)( AestkX  et 32)( AestkS x  et 33)( AestkSe  et 341 )( Aestku  et 352 )( Aestku  

  Alors 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+
+

)(
3

)(
3

)(
3

2

1

)(
35

)(
34

)(
35

)(
34

)(
35

)(
34

)(
33

)(
32

)(
31

)(
33

)(
32

)(
31

)(
33

)(
32

)(
31

)(
)(

)(
)(
)(

)1(
)1(
)1(

keS

kxS

kX

keSkeS

kxSkxS

kXkX

e

x
keSkeSkeS

kxSkxSkxS

kXkXkX

e

x

d
d
d

ku
ku

aa
aa
aa

kS
kS
kX

aaa
aaa
aaa

kS
kS
kX

 

 
MIMOR4  : 

  Si 41)( AestkX  et 42)( AestkS x  et 43)( AestkSe  et 441 )( Aestku  et 452 )( Aestku  
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A partir du modèle flou MIMO dans l’espace d’état donné par les règles MIMO

iR , avec 
ci ≤≤1 , et en utilisant la technique de la commande PDC, on obtient donc une structure de 

commande qui consiste à utiliser la même partie antécédent des règles que celle du système 
flou de type affine TS, et, dans la partie conclusion, des commandes locales prenant la forme 
donnée par l’expression (4.67)99, que nous reprenons par la suite : 

( ) )(~~~~*
iikivkikiikik dNvKxKrLdNxKu

))))
++−=+−=  (5.9) 

La loi de commande optimale obtenue pour les sous modèles linéaires affines [GRI06] 
consiste en un retour d’état ki xK

)
− , une compensation du terme de biais ii dN

)
− , un terme 

d’anticipation lié à la consigne ki rL
)

 et une action intégrale kiv vK
)

−  agissant sur l’erreur entre 
consignes et mesures. Par analogie avec les régulateurs classiques comportant une action 
« proportionnelle » et une action « intégrale », le résultat obtenu peut être vue comme une loi 
globale de commande non linéaire multidimensionnelle du type P.I. avec compensation du 
terme de biais id . Les matrices 52~ ×ℜ∈iK et 52~ ×ℜ∈iN ont été décomposées 

en [ ]ivii KKK
))

=~ où 32×ℜ∈iK
)

et 22×ℜ∈ivK
)

, et en [ ]iii LNN
))

−=~  où 23×ℜ∈iN
)

 et 22×ℜ∈iL
)

. 
 
Dans ce contexte, chaque sous modèle du système flou de type TS est stabilisé localement 

par une loi linéaire. La loi globale de commande est non linéaire. La forme de chacune des 
quatre règles ( 4=c ) du système de commande est donnée par l’expression suivante : 
                                                 
99 Pour le cas du bioréacteur, le vecteur d’état augmenté, représenté par 5~ ℜ∈kx , est composé par le vecteur 

d’état des variables de sortie du bioprocédé T
exk kSkSkXx )]()()([=  , et par les sorties des 2 intégrateurs. 
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La réalisation du régulateur flou PDC avec action intégrale pour le bioprocédé, consiste à 

déterminer pour les  règles 4,,1K=i  du modèle, les gains iK~  et iN~  dans les parties 
conclusions selon l’expression (5.9). 

 
La sortie finale du régulateur flou de type PDC, qui en fait est une loi de commande non 

linéaire, est inférée comme suit : 

( )iii
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i dNkxKkzhku ~~)(~~))(()(
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1

* +−= ∑
=

,  avec 
∑ =

= 4
1 ))((

))((
))((

i i

i
i kzw

kzw
kzh  (5.10)

avec )](),(),(),(),([)( 21 kukukSkSkXkz ex= , vérifiant pour tout k , les propriétés de 
somme convexe et d’activation des fonctions d’appartenance (cf. expression (4.48)). 

 
A partir du modèle flou MIMO affine Takagi-Sugeno discret obtenu, en choisissant les 

matrices de pondération Q et R selon les expressions (4.73) et (4.74) et en appliquant la 
procédure de synthèse décrite dans la section 4.2.3 (expressions (4.68) à (4.70)), on obtient 
alors la solution suivante pour les matrices iK~  et iN~  de la loi de commande [GRI06] : 

 
Règle 1 : 

           ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−−
=

0070.00010.00134.00397.00464.0
0075.00120.01173.01328,04414,0~

1K  (5.11)

           ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−−

=
0329,00301,01050,00420,06544,0
0168,03057,07883,03248,09468,5~

1N  (5.12)

 
Règle 2 : 
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−

−−
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0074,00003,00040,00490,00114,0
0020,00120,00241,00200,02319,0~

2K  (5.13)

           ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−
−−

=
0295,00046,00009,00861,00558,0
0077,01268,00798,00533,01890,1~

2N  (5.14)
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Règle 3 : 
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0069,00011,00033,00460,00320,0
0080,00114,00126,00560,02358,0~
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3N  (5.16)

 
Règle 4 : 
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⎤
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⎡
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=
0073,00001,00059,00484,00056,0
0004,00119,00210,00188,01979,0~

4K  (5.17)

           ⎥
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⎤
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⎡
−−
−−

=
0294,00018,00072,00838,00261,0
0139,01083,00791,00089,08747,0~

4N  (5.18)

 
Les résultats obtenus en appliquant la commande PDC sous-optimale linéaire quadratique 

par retour d’état pour le modèle affine MIMO TS en temps discret, afin de réguler les 
concentrations de biomasse et de substrat xénobiotique du bioprocédé en suivant les 
consignes établies dans le scénario défini par les expressions (5.4) et (5.5), sont illustrés sur la 
Figure 5.15 : 
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Figure 5.15. Evolution des concentrations X(k) et Sx(k) suivant le scénario de contrôle désiré. 

 
La Figure 5.16 montre l’évolution correspondante aux variables de commande : les taux 

de dilution )(1 ku  (eau d’alimentation) et )(2 ku  (substrats d’alimentation). 
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Figure 5.16. Evolution des variables de commande u1(k) et u2(k) du bioprocédé. 

 
Un critère de performance est utilisé pour évaluer la qualité des performances du système 

en boucle fermée. Il correspond à l’erreur de contrôle et à la variabilité des entrées. Soit les 
erreurs de contrôle relatives pour les concentrations en biomasse et en substrat xénobiotique 
donnés par les expressions : 
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avec )(kX  et )(kS x  les signaux pris en ligne sans le bruit du aux capteurs. Leur 
variabilité est définie par : 
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où N est le nombre de données recueillies. Les résultats de performance obtenus avec le 
contrôleur flou PDC sous optimal pour le bioprocédé sont regroupés dans le Tableau 5.17 : 

 
Paramètre Description Valeur 

XV  Variabilité de la commande de la concentration 
de biomasse )(kX  2,10x10-3 

xSV  Variabilité de la commande de la concentration 
du substrat xénobiotique )(kS x  2,04x10-2 

1uV  Variabilité du signal de commande )(1 ku  : taux de 
dilution de l’eau d’alimentation 

1,34x10-4 

2uV  Variabilité du signal de commande )(2 ku  taux de 
dilution des substrats d’alimentation 

6,81 x10-6 

Tableau 5.17. Critères des performances en boucle fermée du système de commande flou de type 
PDC basé sur le modèle dynamique flou affine de type Takagi-Sugeno. 



Identification et Commande floues TS du bioréacteur                                                           195 

 

Le contrôleur proposé présente de bons résultats pour la régulation autour des consignes 
imposées. Cependant, un réglage fin des matrices de pondération Q et R du critère 
quadratique pourrait améliorer les performances. Les résultats obtenus sont similaires à ceux 
reportés dans le cadre du projet européen FAMIMO100 [ROU99] pour d’autres techniques de 
commande basées sur le modèle flou de type TS, telles que la commande prédictive ou 
adaptative. Nous croyons que ces résultats sont intéressants et encourageants pour la suite, 
compte tenu que pour des résultats similaires, la synthèse proposée du contrôleur flou basé sur 
des sous modèles linéaires affines locaux est méthodique et simple, ainsi que l’obtention du 
modèle flou Takagi-Sugeno à partir des donnés entrée-sortie du bioprocédé de traitement des 
eaux usées considéré. 

 
Comparativement à d’autres approches de modélisations utilisées dans le domaine des 

bioprocédés, comme par exemple celle basée sur des bilans de matière, la modélisation floue 
de type Takagi-Sugeno ne faisant pas intervenir une connaissance préalable des équations de 
la dynamique du système (seulement des données), peut dans certains cas être un avantage. 
L’approche de modélisation floue de type Takagi-Sugeno, orientée vers la représentation du 
comportement entrée-sortie du procédé, peut constituer alors une alternative de modélisation 
performante quand on dispose de telles données. Néanmoins, du à la forme des règles du 
modèle flou TS qui décrivent la dynamique du procédé sous la forme de sous modèles 
autorégressifs de type ARX, les paramètres de tels sous modèles sont des coefficients qui 
n’ont pas la même signification physique que les paramètres des modèles de bilan de 
matières. Nous considérons que des applications focalisées sur le comportement entrée-sortie 
des bioprocédés, comme dans le cas de la commande par ordinateur, ne constitue pas un 
inconvénient. Nous pensons que la décomposition de la dynamique non linéaire du système 
par des sous modèles linéaires locaux peut être une alternative pour aborder des problèmes de 
modélisation et commande des systèmes non linéaires da façon relativement simple. 

5.4. Conclusions 

Ce chapitre a été consacré à l’application (en simulation) des méthodes d’identification et 
de commande floues de type Takagi-Sugeno sur un bioréacteur aérobie multivariable en mode 
continu pour le traitement des eaux usées issues d’une industrie papetière. 

 
Après avoir reprécisé le modèle obtenu à partir des bilans de matière, nous avons 

développé un modèle flou dynamique de type Takagi-Sugeno pour le bioréacteur basé sur des 
données expérimentales entrée-sortie en appliquant les techniques de clustering flou abordées 
dans le Chapitre 3. En particulier, nous avons utilisé les algorithmes GK et RoFER qui nous 
on semblé les plus représentatives et les mieux adaptés pour la tâche de modélisation. Nous 
avons obtenu de bons résultats avec ces deux algorithmes (cf. Tableaux 5.3 et 5.4), avec une 
légère supériorité de performance numérique globale de l’approximation (selon le critère VAF 
de l’ordre de 95%) en utilisant l’algorithme RoFER, en présence d’un bruit blanc de faible 
amplitude ajouté aux données d’identification. Dans le cadre de la modélisation à des fin de 
commande, les principaux avantages de l’utilisation de ce dernier algorithme pourraient être, 
malgré l’effort du calcul associé, la détermination "automatique" du nombre des clusters 
(régions linéaires), basée sur la définition du seuil de cardinalité robuste, ainsi que l’obtention 
des clusters parallèles aux axes des régresseurs (meilleure interpretabilité pour l’obtention des 
règles du modèle flou sous la forme décomposée). 

                                                 
100 Waste-water Benchmark, in Fuzzy Algorithms for the Control of Multiple-Input, Multiple Output Processes 
(FAMIMO) project, funded by the European Comission (Esprit LTR 21911). 
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Le système dynamique MIMO avec deux entrées (les taux de dilution de l’eau 
d’alimentation )(1 ku  et des substrats d’alimentation )(2 ku ) et trois sorties (les concentrations 
de biomasse )(kX  et des substrats xénobiotique )(kS x  et énergétique )(kSe ) a été ainsi 
représenté comme trois sous systèmes de type MISO, représentés chacun par un modèle flou 
affine TS. Ces modèles flous de type TS, pour lesquels le nombre de règles correspond au 
nombre de clusters (dans notre cas quatre), approximent la dynamique non linéaire comme 
une concaténation des sous modèles localement linéaires sous la forme d’auto-régression non 
linéaire (NARX). Nous avons testé la validité des modèles obtenus dans l’espace des données 
de l’identification en obtenant des résultats remarquables, en particulier pour le mode 
d’opération continu du bioréacteur. A titre illustratif, nous avons aussi conduit des 
expériences de modélisation en incluant des données en mode batch, qui ont montré la 
limitation du modèle pour représenter ce mode de culture. Cela est du à la forme conjonctive 
des règles dans lesquelles interviennent comme régresseurs )(1 ku  et )(2 ku , qui suggère 
l’utilisation d’un modèle spécifique pour chacun des modes d’opération, ou bien, l’utilisation 
de plusieurs modèles dynamiques (modèle hybride) pour des applications en biotechnologie 
qui demandent l’opération du bioprocédé en différents modes. 

 
Nous avons également proposé une base de règles commune (partition commune dans 

l’espace des antécédents (régresseurs) pour les trois sorties du bioprocédé), conduisant à un 
modèle MIMO autorégressif dans l’espace d’état, afin de pouvoir réaliser la synthèse de la loi 
de commande proposée dans le Chapitre 4. En sachant que le contrôleur fonctionnera en 
boucle fermée, cette approximation dans un but de commande peut être valide, comme 
effectivement nous l’avons constaté lors de nos expériences de simulation. En appliquant la 
philosophie de commande de type PDC basée sur le modèle flou dynamique TS, nous avons 
fait la synthèse de la loi de commande la mieux adaptée au modèle du bioprocédé : une 
commande sous-optimale linéaire quadratique par retour d’état avec annulation des erreurs 
statiques (en utilisant des intégrateurs numériques), afin de réguler les concentrations de 
biomasse et de substrat xénobiotique du bioprocédé. 

 
Le contrôleur proposé, qui peut être vu comme une sorte de contrôleur de type PI 

multidimensionnel avec retour d’état, présente de bons résultats pour la régulation autour des 
consignes imposées (cf. Figure 5.15 et Tableau 5.17). Cependant, un réglage fin des matrices 
de pondération Q et R du critère quadratique pourrait améliorer les performances. Nous 
pensons que les résultats obtenus sont intéressants, en effet la synthèse proposée du contrôleur 
flou basé sur des sous modèles linéaires affines locaux est méthodique et simple, ainsi que 
l’obtention du modèle flou Takagi-Sugeno à partir des donnés entrée-sortie du bioprocédé de 
traitement des eaux usées considéré. 
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Conclusions et prospectives 
 
 
 
 
Les travaux présentés dans ce mémoire s’articulent autour des thèmes principaux de la 

modélisation et de la commande floue de type Takagi-Sugeno (TS) pour une application à une 
station d’épuration des effluents issus d’une industrie papetière. Ces travaux sont divisés en 
deux parties, une première concernant le traitement des eaux résiduaires et la seconde, sur la 
modélisation floue à partir des données et la commande floue de type PDC (compensation 
parallèle distribuée) avec application au bioprocédé de traitement des eaux usées. 

 
Dans la première partie nous montrons d’abord comment les procédés biologiques sont 

utilisés pour restaurer la qualité de l’eau en dégradant les matières organiques. Ce sont des 
procédés complexes, car ils font intervenir des organismes vivants. Du point de vue de 
l’Automatique, de manière générale, ces procédés sont caractérisés par des systèmes 
multivariables, non linéaires et non stationnaires. Nous avons été confrontés aux deux 
premiers aspects pour le cas du procédé envisagé. Ainsi, dans la première partie de nos 
travaux, nous avons développé des aspects liés à la modélisation dynamique des bioprocédés 
en nous focalisant sur l’approche des bilans de matière des composants principaux pour 
caractériser la dynamique de tels procédés. Nous avons également positionné la 
problématique générale de l’Automatique des bioprocédés, en remarquant deux défis majeurs, 
qui sont le manque d’une instrumentation de mesure en ligne permettant de connaître leur 
fonctionnement interne et la difficulté liée à la modélisation de la dynamique (dans une 
perspective de commande). 

 
Le procédé considéré qui est un bioréacteur aérobie multivariable en mode continu pour 

le traitement des eaux usées issues d’une industrie papetière a été la base d’une première 
étude de modélisation en utilisant l’approche de bilans de matières. Ce procédé est alimenté 
par un mélange bi-polluant (substrats énergétique et xénobiotique), dans lequel les micro-
organismes exhibent des interactions telles que la compétition et l’activation/inhibition 
compétitive. Le modèle que nous avons retenu, développé sous Matlab®, est une version 
améliorée de celui utilisé lors du projet européen FAMIMO, pour lequel nous avons ajouté un 
terme de mortalité endogène bactérienne. Ce modèle de connaissance nous a servi de base 
pour comparer en simulation la performance d’un modèle flou de type Takagi-Sugeno pour 
représenter le comportement dynamique non-linéaire entrée-sortie du système. 

 
Dans la deuxième partie, nous avons présenté d’abord une approche structurale de la 

modélisation et de l’identification floues en nous focalisant particulièrement sur le modèle de 
type TS à partir des données entrée-sortie. En effet, au cours des dix dernières années la 
discipline a évolué d’une façon graduelle, vers une utilisation pratiquement exclusive des 
systèmes flous dans lesquels le conséquent des règles utilise des variables numériques sous la 
forme de fonctions (modèle de type TS) plutôt que des variables linguistiques (modèle de type 
Mamdani). Ces modèles conservent les caractéristiques de transparence et d’interprétabilité 
linguistique qui distinguent les modèles flous d’autres approches similaires de type boîte 
noire. Dans le cas de l’identification floue des systèmes, le formalisme Takagi-Sugeno est 
mieux adapté à une démarche plus systématique pour la construction de modèles non linéaires 
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multivariables, grâce à leur bonne capacité d’interpolation numérique et d’"aprentissage" à 
partir de données. En utilisant ce formalisme, nous représentons le comportement non linéaire 
d’un système par une composition de règles du type « Si-Alors », concaténant un ensemble de 
sous-modèles localement linéaires sous la forme d’auto-régression non-linéaire (NARX). Les 
différentes zones d’opération sont définies par les fonctions d’appartenance dans les 
antécédents et les sous-modèles linéaires sont associés aux conséquents des règles. 

 
Pour la construction de tels modèles nous abordons d’une part, différents algorithmes de 

clustering tels que les algorithmes FCM (clusters hypersphériques), GK (clusters 
hyperellipsoïdaux) et FCRM (clusters hyperplanaires), ainsi que les algorithmes baptisés 
FER101 et RoFER102, caractérisés par des prototypes mixtes. L’algorithme de régression floue 
ellipsoïdal (FER) combine les mesures de distance des algorithmes GK des axes parallèles 
(GKP) et FCRM. L’algorithme RoFER correspond à sa version robuste en présence de bruit 
et de points aberrants. Ce dernier est caractérisé par l’utilisation d’une méthode 
d’"agglomération compétitive" qui à partir d’un nombre surestimé de clusters à l’initialisation 
et la définition d’un certain seuil de cardinalité robuste, permet de trouver "automatiquement" 
un nombre convenable de clusters pour la partition. L’algorithme fournit aussi simultanément 
les paramètres des conséquents des règles du modèle floue affine TS. Nous avons présenté 
quelques exemples illustratifs d’application qui ont montré l’applicabilité des algorithmes de 
clustering comme GK et RoFER, avec une meilleure qualité de l’approximation locale du 
système pour ce dernier en présence de bruits et de points aberrants, malgré un temps de 
calcul plus important pour la convergence (de l’ordre de 15 fois plus élevé). De plus, dans le 
cadre de nos recherches nous avons développé FMIDgraph, une boîte à outils graphique sous 
MATLAB® pour l’identification floue de type TS des systèmes non linéaires, qui intègre dans 
un environnement graphique facile à utiliser, plusieurs éléments et fonctionnalités (e.g. 
visualisation 2D et 3D) concernant la méthodologie de modélisation abordée. 

 
Comparativement à d’autres approches de modélisation utilisées dans le domaine des 

bioprocédés, la modélisation floue de type Takagi-Sugeno ne fait pas intervenir une 
connaissance préalable des équations de la dynamique du système (seulement des données). 
Nous pensons que la décomposition de la dynamique non linéaire du système par des sous 
modèles localement linéaires peut être une alternative pour aborder des problèmes de 
modélisation et de commande des systèmes non linéaires da façon relativement simple. 

 
Apres la modélisation, nous avons abordé la synthèse de la commande floue TS basée sur 

un modèle, en utilisant la philosophie de commande du type compensation parallèle distribuée 
(PDC), sous la forme de LMI et de synthèse quadratique. Nous nous sommes intéressés, en 
particulier, à la commande sous-optimale linéaire quadratique par retour d’état basée sur un 
modèle affine TS en temps discret. Pour cela, nous proposons trois lois de commande qui 
tiennent compte du terme indépendant caractéristique du modèle affine. Les lois de 
commande sont de type régulateur, régulateur avec compensation de gain statique et 
régulateur avec action intégrale, ce qui permet l’annulation des erreurs statiques. 

 
Enfin, nous avons considéré l’application de ces techniques d’identification et de 

commande floues TS sur le modèle du bioréacteur, en particulier pour le mode d’opération 
continu. Nous avons présenté la démarche utilisée pour construire le modèle du procédé et la 

                                                 
101 FER : Fuzzy Ellipsoidal Regression. 
102 RoFER : Robust Fuzzy Ellipsoidal Regression. 
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loi de commande la mieux adaptée au bioprocédé : une commande sous-optimale linéaire 
quadratique par retour d’état avec annulation des erreurs statiques (en utilisant des 
intégrateurs numériques), afin de réguler les concentrations de biomasse et de substrat 
xénobiotique du bioprocédé. Afin de pouvoir réaliser la synthèse de la loi de commande 
développée, nous avons également proposé la conformation d’une base de règles commune 
(partition commune dans l’espace des antécédents (régresseurs) pour les trois sorties du 
bioprocédé), conduisant à un modèle MIMO autorégressif dans l’espace d’état. 

 
Le contrôleur proposé, qui peut être vu comme une sorte de contrôleur de type PI 

multidimensionnel avec retour d’état, présente de bons résultats pour la régulation autour des 
consignes imposées. Un réglage fin des matrices de pondération Q et R du critère quadratique 
est en général nécessaire afin d’améliorer les performances. Nous croyons que les résultats 
obtenus sont intéressants, compte tenu du fait que la synthèse proposée du contrôleur flou 
basé sur des sous modèles linéaires affines locaux est méthodique et simple. De plus, 
l’obtention du modèle flou Takagi-Sugeno se fait à partir des seules données entrée-sortie du 
bioprocédé de traitement des eaux usées considéré. 

 
Nous considérons à présent, par la suite quelques-unes des prospectives qui nous semble 

les plus intéressantes à étudier : 
 
• L’extension de l’analyse de la stabilité pour le système constitué du modèle flou-

commande floue de type affine Takagi-Sugeno en temps discret. Bien que certains 
travaux ont été réalisés dans cette direction [MAR95] [KIM01] [FEN04], les 
hypothèses ou les développements considérés sont assez restrictives, tant en termes 
de conservativité de la loi de commande que sur l’hypothèse de considérer un 
unique point d’équilibre à l’origine du système. 

• L’étude approfondi des équivalences, au niveau du comportement dynamique, entre 
le modèle flou de type Takagi-Sugeno et le système non linéaire approximé. A notre 
connaissance, très peu des publications ont été consacrées à ce sujet [JOH00]. Cette 
étude s’avérait intéressante afin d’établir des conditions d’équivalence qui 
permettrait d’assurer le même type de comportements dynamiques entre la 
représentation Takagi-Sugeno et le système. 

• Le développement d’un observateur flou basé sur le modèle affine Takagi-Sugeno, 
afin d’estimer les variables non mesurables du système, comme c’est typiquement 
le cas dans le domaine des bioprocédés. 

• L’intégration dans le processus de clustering, probablement au niveau de la fonction 
objectif, de l’unification de la base de règles pour obtenir une partition commune 
dans le cas des systèmes MIMO à des fins de commande. 
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MODÉLISATION ET COMMANDE FLOUES DE TYPE TAKAGI-SUGENO APPLIQUÉES À 

UN BIOPROCÉDÉ DE TRAITEMENT DES EAUX USÉES 
 

Résumé : Ce travail de thèse s’inscrit au carrefour de l’Automatique, de l’Intelligence Artificielle et 
des Biotechnologies. Il cherche à développer une méthodologie de modélisation et de commande qui 
repose sur une approche par logique floue. La première partie du travail présente une introduction aux 
principes et techniques mises en œuvre dans les stations d’épuration actuelles, et met en évidence la 
difficulté de modélisation des différents phénomènes mis en jeu. A partir de ce constat, dans une 
deuxième partie, focalisée sur la modélisation et la commande floues, nous développons d’abord 
l’identification de modèles flous affines de type Takagi-Sugeno (TS) à partir de données entrées-
sorties. Nous considérons différentes méthodes de coalescence floue et une méthode d’agglomération 
compétitive, robuste en présence de bruit. Ce type d’approche « boîte grise » permet une représentation 
à base de règles qui approxime la dynamique non linéaire comme une concaténation de sous-modèles 
localement linéaires sous la forme d’auto-régression non-linéaire (NARX). De plus, nous avons 
développé une version graphique de la boîte à outils pour la modélisation floue des systèmes (FMIDg). 
Ensuite, nous proposons une commande floue TS sous-optimale linéaire quadratique adaptée à la 
structure du modèle flou identifié, en utilisant la philosophie de commande du type compensation 
parallèle distribuée (PDC). La méthodologie globale est finalement testée et validée en simulation sur  
un bioprocédé aérobie de dépollution des eaux usées. 
 

Mots-clés: Modèle flou Takagi-Sugeno, identification des systèmes, coalescence floue, commande 
floue, compensation parallèle distribuée, traitement des eaux usées, procédés biologiques. 
 
 
 

TAKAGI-SUGENO FUZZY MODELLING AND CONTROL APPLIED 
TO A WASTEWATER TREATMENT BIOPROCESS 

 
Abstract: This thesis work is placed at the crossroad of Automatic control, Artificial Intelligence and 
Biotechnology. It aims at developing a modelling and control methodology based on a fuzzy logic 
approach. The first part of the work presents an introduction to the principles and techniques used in 
current wastewater treatment plants. It highlights the difficulty in modelling the multiple phenomena 
involved. From this fact, in the second part, focused on fuzzy modelling and control, we develop 
initially the identification of affine fuzzy models of Takagi-Sugeno (TS) type from input-output data. 
We used several fuzzy clustering methods as well as an agglomerative-competitive method which is 
robust in presence of noise. This type of "grey box" approach allows a rule-based representation which 
approximates the nonlinear dynamics as a concatenation of locally linear sub-models in the nonlinear 
autoregressive form (NARX). Moreover, we have developed a graphical version of the FMID toolbox 
for the fuzzy modelling of systems. Then, we propose a suboptimal linear-quadratic TS fuzzy control 
relevant to the structure of the identified fuzzy model, by using the parallel distributed compensation 
(PDC) technique. Finally, the whole methodology is tested and validated in simulation on an aerobic 
wastewater treatment bioprocess. 
 

Keywords: Takagi-Sugeno fuzzy model, system identification, fuzzy clustering, fuzzy control, parallel 
distributed compensation, wastewater treatment, biological processes. 
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MODELADO Y CONTROL DIFUSOS DE TIPO TAKAGI-SUGENO APLICADOS A UN 

BIOPROCESO DE TRATAMIENTO DE AGUAS RESIDUALES 
 

Resumen: Este trabajo de tesis se enmarca en un punto de encuentro de la Automática, la Inteligencia 
Artificial y la Biotecnología. El propósito es el desarrollo de una metodología de modelado y control 
basados en el enfoque de la lógica difusa. La primera parte del trabajo presenta una introducción a los 
principios y técnicas usados en las plantas actuales de tratamiento de aguas residuales y resalta la 
dificultad del modelado de los múltiples fenómenos presentes. A partir de este hecho, la segunda parte 
centrada en el modelado y control difusos, desarrolla inicialmente la identificación a partir de datos de 
entrada-salida de modelos difusos afines de tipo Takagi-Sugeno (TS). Se consideran distintos métodos 
de agrupamiento difuso (clustering) así como un método de aglomeración competitiva, robusto en 
presencia de ruido. Este tipo de enfoque “caja gris” permite una representación basada en reglas que 
aproxima la dinámica no lineal como la concatenación de submodelos localmente lineales bajo la 
forma de autoregresión no lineal (NARX). También se ha desarrollado una versión gráfica de la caja de 
herramientas FMID para el modelado difuso de sistemas. Así mismo, utilizando la filosofía de control 
de compensación paralela distribuida (PDC), se ha propuesto un control difuso subóptimo lineal 
cuadrático adaptado a la estructura del modelo difuso identificado. Finalmente la metodología general 
es probada y validada en simulación en un bioproceso aerobio de tratamiento de aguas residuales. 
 

Palabras clave: Modelo difuso Takagi-Sugeno, identificación de sistemas, agrupamiento difuso, 
control difuso, compensación paralela distribuida, tratamiento de aguas residuales, procesos biológicos. 
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