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| ntroduction

Depuis les débuts de la micro-électronique dans les années 60, les densités d intégration
et la vitesse de fonctionnement des circuits intégrés ne cessent d’augmenter : la taille des
transistors, la section minimale et I’espacement des interconnexions - c'est-a-dire les fils
conducteurs reliant les transistors entre eux - sont de plus en plus faibles, pour des circuits de
plus en plus complexes. Ces améliorations, qui doublent les performances des circuits
pratiquement tous les deux ans, ont aussi pour conségquence d amplifier les effets parasites
dans la puce. Ains les temps de propagation d’'un signal dans les lignes d’interconnexion
deviennent critiques pour le fonctionnement des circuits : pour une technologie donnée, le
retard d0 aux interconnexions passe de cing pour cent du retard total en 1988 a plus de
cinquante pour cent en 2000. Les délais de propagation et couplages entre lignes proches
risquent d affecter non seulement les performances des circuits (vitesse, consommation), mais
également leur fonctionnement. Ainsi par exemple les délais de propagation dans des longues
lignes peuvent devenir critiques par rapport a la fréquence d’ horloge, ou bien le passage d’ un
signal dans une ligne peut induire un signal non désiré dans une ligne voisine (phénomene de
"crosstalk"). Tout ceci montre |’ importance croissante d’ une prédiction correcte de I’ influence
parasite des lignes d’ interconnexion.

Une estimation courante du délai de propagation dans une ligne d’ interconnexion est
obtenue a partir du produit RC, de la résistance par la capacité de laligne, par rapport au reste
du circuit. Deux approches complémentaires permettent alors de controler les effets parasites.
On peut d’une part étudier des matériaux particuliers afin de les réduire, pour une géométrie
donnée. Ou bien d'autre part améliorer la conception des circuits en tentant d optimiser les
réseaux dinterconnexion. Dans les deux cas, il est important de pouvoir calculer les
caractéristiques électriques R et C des interconnexions dans les circuits.

Le calcul des résistances est un calcul local a chague conducteur, et n’est donc pas trés
colteux en mémoire et en temps de calcul. Par contre, le calcul de la matrice des capacités
nécessite autant de simulations que de conducteurs, et pour chaque simulation on doit a priori
considérer le couplage de tous les conducteurs. Or dans un circuit intégré actuel, il peut y
avoir, regroupés sur une surface de I'ordre du centimetre carré, et sur une hauteur totale de
quelques microns, plus d'un kilométre dinterconnexions, c'est-a-dire de "fils' conducteurs
enchevétrés. Ce calcul est donc trés colteux a lafois en temps de calcul et en place mémoire
requise, si bien gu’'a ce jour, les logiciels ne sont capables de simuler précisement que de
petites portions de circuits, de I’ordre au maximum d'une centaine de microns de coté.
L’ objectif de lathese est de proposer un algorithme précis, le plus rapide et le moins colteux
en mémoire possible.

Lechapitre 1 est consacré ala présentation du probleme. Nous commencons par décrire
les structures d'interconnexions, ainsi que les relations permettant de calculer les capacités
entre les interconnexions. La modélisation couramment utilisée pour le calcul des capacités
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parasites statiques, mene a sintéresser au calcul de la charge surfacique, c'est-a-dire la dérivée
normale du potentiel sur la surface des conducteurs, le potentiel étant solution de I'équation de
L aplace dans des couches diélectriques horizontales homogenes, avec potentiel fixé constant a
la surface des conducteurs, et des conditions de transmission aux interfaces entre les couches
diélectriques. Diverses méthodes existent, pour calculer soit directement la charge, soit le
potentiel et la charge. Mais en raison de la complexité des structures d'interconnexions, aucun
logiciel actuel ne permet de calculer les capacités sur des portions de circuit dépassant une
centaine de microns de coté, alors qu'un circuit a aujourd'hui une surface de I'ordre du
centimétre carré. Apres avoir rapidement décrit les méthodes faisant I'objet de logiciels, nous
introduisons la formulation sur lagquelle nous basons notre calcul. Elle utilise, sur chaque
couche diélectrique, une formulation domaines fictifs due a Glowinski, Pan et Périaux
[GIPaPé 94] : le potentiel u et la charge surfacique | sont cherchés comme solution du

probléme mixte

I Trouver (u,1)T X~ M telsque
(DF) iQ/eNu.NvdW:<v,I >, "l X,
;

f<u- g,m>=0, "mi M.

Dans le chapitre 2, nous étudions la discrétisation de cette formulation. Pour résoudre
ce probleme, [GIPaPé 94] propose une discrétisation par éléments finis P; (ou Q1) sur une
grille réguliere de volume pour le potentiel, et Py sur un maillage de surface pour la charge.
Nous notons (A-GPP) le probléme discret obtenu par |'approximation de (DF) dans ces
espaces de discrétisation. Il est connu que, pour des problemes mixtes du type de (DF), si I'on
veut controler la distance entre la solution discrete et la solution réelle lorsque les pas des
maillages tendent vers zéro, les espaces de discrétisation du potentiel et de la charge doivent
vé&rifier une condition de compatibilité appelée condition inf-sup. Sous réserve de conditions
de compatibilité entre les pas des maillages, il est montré dans [GiGI 95] que les espaces
proposés vérifient la condition inf-sup uniforme. De plus, la résolution du systéme linéaire
obtenu peut se faire par I'algorithme du gradient conjugué sur la charge, et chaque itération du
gradient conjugué peut étre rendue rapide par I’ utilisation d’un solveur de Poisson rapide sur
lagrille de volume.

Cependant I'approximation (A-GPP) est peu utilisable en pratique pour des portions de
circuits un peu complexes. En effet, la condition inf-sup impose que le maillage de surface ne
soit pas trop raffiné par rapport a la grille de volume. Cette condition impose donc que le
niveau de détail du domaine a traiter ne soit pas trop fin par rapport a la grille. Sur les
structures d’interconnexions, qui peuvent comprendre des lignes longues et de petite section,
cette condition est restrictive, elle impose de prendre une grille de volume fine. De plus, la
convergence du multiplicateur approché vers la valeur réelle est particulierement sensible ala
condition inf-sup.

Dautre part, lorsque les surfaces des conducteurs ne coincident pas avec des mailles de la
grille de volume, la discontinuité de la dérivée du potentiel a travers ces surfaces n’est pas
traduite dans la discrétisation du potentiel proposée. Le potentiel est donc mal approché
autour de la surface des conducteurs, et la précision sur les multiplicateurs de Lagrange en
souffre. Nous ne pouvons pas non plus faire coincider les mailles de la grille de volume avec
les surfaces des conducteurs sans perdre la régularité de cette grille, qui permet I’ utilisation
d' un solveur rapide. Cette approximation, qui convient a des calculs du potentiel loin des
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conducteurs, est donc moins bien adaptée au voisinage des conducteurs, ou pour le caeuhde
lacharge.
Ains les codts de calcul sont élevés, méme si I’ on ne désire pas une trés grande precision.

En utilisant une particularité du probléme, qui est que le potentiel est fixé constant, sur
chaque conducteur, nous enrichissons aors I'espace de discrétisation du potentiel autour des
surfaces des conducteurs. Nous gjoutons des fonctions de base supplémentaires, non nulles
chacune autour d' un éément du maillage de surface ne coincidant pas avec la grille, et de
dérivée discontinue a travers cet élément de surface. En utilisant une approximation de (DF)
adaptée a ce nouvel espace de discrétisation du potentiel, nous obtenons un houveau systeme
discret, que I'on note (A-Capa).
interconnexions, les degrés de libertés associés aux fonctions de base supplémentaires peuvent
étre calculés explicitement en fonction des valeurs de la charge suriles segments de surface et
substitués, donnant finalement un systéme proche de la forme @btenuespour I'approximation
(A-GPP). Lareésolution de ce systeme peut alors se faire de |la meme facon que pour (A-GPP),
et une itération de I'agorithme du gradient conjugué a un‘cedt comparable pour les deux
approximations. Nous éendons en pratique cette formulation au cas de surfaces des
conducteurs quel congues.

Nous observons sur des exemples en dimension2, que,cet enrichissement de |'espace de
discrétisation du potentiel, qui donne |'approximation’(A-Capa), a deux effets. D'une part, la
méthode parait stabilisée, c'est-a-dire la convergence de l‘agorithme de résolution ne dépend
presque plus du choix des maillages. Nous vérifions dautre part que pour un méme choix des
maillages, les résultats sont beaucoup plus prects.

Le chapitre 3 est consacré a |'analyse numerique de I'approximation (A-Capa). Nous
confirmons que I'enrichissement de I'espacedu potentiel présente deux avantages. Pour des
facon proche des méthodes de stabilisation de problemes mixtes par ajout de fonctions
"bulles". Cependant, dans ces méthiedes (dans [BaBrFr 93], [BrFrMaRu 98] par exemple), on
ne sintéresse pas a la forme des fonctions bulles, mais au terme de perturbation qu'elles
produisent. Ici, I'gjout de fongtions supplémentaires permet aussi aux fonctions du nouvel
espace de discrétisation, de mieux approcher le potentiel réel. D'autre part, les fonctions du
nouvel espace de discrétisation.étant discontinues, une erreur de consistance est commise,
nous montrons qu'elle estamajorée par un terme tendant vers zéro lorsque I'on raffine les
maillages.

Dans le chapitre 4, nous décrivons différents aspects de la résolution numérique du
systeme, en partigulier I'algorithme de résolution et la mise en cauvre des différentes étapes :
opérations géometriques, assemblage et stockage du systéme, solveur de Poisson.

Enfin, dans e chapitre 5, nous présentons des résultats sur des portions de cellules 3D
réelles. Nous. verrons que méme lorsque la grille parait grossiére par rapport au niveau de
certains détalls de la structure, I’ algorithme converge, et donne des résultats raisonnables. Un
point impartant de la méhode éant le choix des pas des deux maillages, nous étudions
d'abord, sur une structure, les résultats en fonction des pas des maillages, et en déduisons un
choix "automatique" par défaut des maillages. Nous validons ensuite le logiciel obtenu, avec
ce choix par défaut, par rapport aux logiciels existants d'une part, et par rapport a des résultats
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expérimentaux d'autre part. Nous montrons sur plusieurs exemples son efficacité en temps de
calcul et en mémoire.



Chapitrel. Présentation du
probleme

Nous présentons d’ abord le probléme du calcul des capacités parasites statiques dans les
interconnexions des circuits intégrés. Le modéle mathématique étant simple, 1a difficulté du
calcul des capacités est due essentiellement a la complexité des domaines de calcul. Nous
donnons ensuite les principales caractéristiques et limitations des méthodes faisant, a notre
connaissance, l'objet d'un logiciedl dédié a ce probleme. Enfin, nous introduisons la
formulation du probléme sur laquelle nous nous basons pour proposer un calcul plus efficace
des capacités. Cette formulation est obtenue par une méthode de domaines fictifs avec
multiplicateurs de Lagrange de surface, proposée par Glowinski, Pan et Périaux [GlPaPe 94]
pour larésolution de problemes elliptiques avec conditions aux limites de Dirichlet.

1 MODELISATION DESCAPACITESD'INTERCONNEXIONS

1.1 L ESINTERCONNEXIONS — QUEL QUES ORDRES DE GRANDEUR

Un circuit intégré est schématiquement constitué d' un ensemble de transistors disposés
sur une plaque de silicium, isolés éectriquement par des matériaux diélectriques, et reliés
entre eux par des «fils» conducteurs appel és interconnexions, selon un schéma défini par le
concepteur.

Pour augmenter les possibilités de croisement, les interconnexions sont disposées sur
plusieurs couches horizontales - cing ou six actuellement pour les circuits standards - et
reliées entre 2 couches successives par des contacts métalliques appelés vias. L’ espace entre
ces conducteurs est rempli par des diélectriques qu’ on suppose homogenes par régions.

La complexité de circuits complets est trés importante : un microprocesseur réalisé
aujourd hui en technologie 0.18 mm, possede pres de 21 millions de transistors reliés par
environ 1.5 km d’interconnexions réparties sur 6 niveaux. Les Figure |.1 et Figure |.2 sont de
trés belles photographies de portions de circuit ou les diélectriques ont été retirés afin de
mieux voir les interconnexions. Ces deux photographies, qui grossissent respectivement
15000 fois et 45000 fois laréalité, permettent d'imaginer la complexité d'un circuit complet de
surface de I'ordre du centimetre carré.

En pratique, chague niveau d’interconnexions est réalisé par le transfert sur la plaque, de
motifs d'un masqgue représentant le plan 2D de la couche vue du dessus. Aing, les circuits
sont des structures stratifiées, ou chague couche est quasiment homogéne en hauteur, comme
on peut le voir sur la coupe d’ une portion de circuit représentée dans laFigure I.3.
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IBM PowerPC 750 Integrated Circuit Engineering Corporation

Figurel.l. Photo MEB dinterconnexions grossie 15000 fois.

IBM PowerPC 750 Imtegrated Circuit Engineering Corporation

S T 3

METAL 3

METAL 3
ViA

Figurel.2. Photo MEB grossie 45000 fois. Détail de connexion Metal2-Metal 3

! Je remercie | CE Corporation de m'avoir laissé utiliser ces photos
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10 nm
Figurel.3. Photo en coupe verticale d une portion de circuit

1.2. M ODELE MATHEMATIQUE

Une approximation classique pour le calcul des capacités des interconnexions (voir par
exemple [Cr 98]), est de supposer les phénomenes statiques, et les milieux parfaits. Les
interconnexions sont représentées par des conducteurs parfaits, entourés de matériaux
diélectriques parfaits, et le plus bas niveau, ou se trouvent les transistors, est modéisé par un
plan de masse conducteur. Dans ce cadre, nous rappelons au paragraphe 1.2.1 les équations de
I'8lectrostatique dans les milieux continus. Le paragraphe 1.2.2 explicite les conditions aux
limites des conducteurs parfaits, et va permettre dintroduire au paragraphe 1.2.3 la définition
de la matrice des capacités d'un ensemble de N conducteurs parfaits. Cette définition est en
fait une relation faisant intervenir capacités, charges et potentiels des conducteurs.

1.2.1 Equationsdel'éectrostatique dansles milieux continus

L es phénomenes é ectrostatiques dans les milieux continus sont régis par les équations
i) divD=r,
{ii) rotE =0, (1.1)
ou:
- D estl'induction électrique,
- E estlechamp électrique,
- r estladensité de charge.

Nous considérons de plus que le circuit est composé de conducteurs parfaits et de plusieurs
milieux différents, du type diélectrique parfait. Chaque milieu diélectrique parfait correspond
auneloi de comportement

D =eE,
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ou e représente la permittivité diéectrique, constante, du milieu i. Nous pouvons donc
décrire le probleme dans toute la partie diélectrique du circuit en réécrivant I'équation de
Gauss(1.1) 1) souslaforme

div(eg) =r,
ou € est une fonction constante par morceaux. Ou bien nous pouvons considérer le probleme
comme un probléme de transmission. Soit n un vecteur normal a l'interface G, entre deux

milieux 1 et 2, dirigé de 2 vers 1. Les conditions de raccordement sur l'interface G, sont
données par

}i) E@Un- E® Un=0,

L.
i (2) @ -
tii) eE”.n-eE”.n=rg.

L'équation (1.1) ii) permet d'écrire que le champ électrique dérive d'un potentiel u,
E=-Nu.

Nous considérons de plus les matériaux diélectriques comme non chargés, c'est-a-dire r =0
dans tout |'espace diélectrique.

1.2.2 Conditionsaux limites pour les conducteurs parfaits

Le champ électrique dans un conducteur parfait al’ équilibre électrostatique est nul, et le
potentiel a sa surface est constant. D'aprés la loi de Gauss, sa charge volumique est nulle. Par
contre sa surface peut étre chargée : la densité surfacique de charge s a la surface C du

conducteur parfait C est donnée par
s =(eE.n)

fc»

ou E.n= ::]1— est la dérivée normale du potentiel a I’ extérieur du diélectrique, avec n dirige
n

vers I'intérieur du conducteur. On peut ainsi calculer la charge totale de chague conducteur a
partir du potentiel par
v _Tu

Q= Q. e%ds.

1.2.3 Définition dela matrice des capacités de N conducteurs

Nous utilisons ici la définition au sens de Kirchhoff de la matrice des capacités [C;] d'un

ensemble de N conducteurs : les potentiels des conducteurs sont définis par rapport a une
référence. Dans notre cas, cette référence est le substrat, considéré comme un plan de masse.

O——
Ci2

~ Cn Cop——

Vl V2

Figurel.4. Définition de la matrice des capacités d’ un ensemble de N conducteurs
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Les capacités sont données par des relations faisant intervenir la charge totae g et le
potentiel V. desconducteursi =1,2,...,N : lacharge totale sur le conducteur i vaut

N
g=CV+ac,V-v) "i=12..N. (12)

=1

Nous obtenons directement de la définition ( 1.2 ), une fagon classique de calculer en
pratique la matrice des capacités. En effet, on déduit de cette relation que la capacité

C;, i' | estI'opposé de lacharge totale sur le conducteur i lorsque tous les conducteurs
ont un potentiel nul sauf le conducteur j, dont le potentiel est 1. Et la capacite C;; est la

somme des charges sur tous les conducteurs, pour les mémes valeurs du potentiel sur les
conducteurs.

Pour déterminer entiérement la matrice des capacités, on peut donc calculer la charge de
chaque conducteur pour N répartitions de potentiel linéairement indépendantes, la j-eme
répartition étant par exemple due aux conditions aux limites V, =d,;;, "i=12,..,N. Nous
sommes donc amenés a résoudre N fois I’éguation donnant le potentiel dans |’ espace

diélectrique, avec des conditions aux limites de Dirichlet a la surface des conducteurs, et a en
déduire lacharge.

13 PROBLEME A RESOUDRE ET NOTATIONS

Nous présentons dans cette section le probléme a résoudre pour une répartition de
potentiel donnée ala surface des conducteurs.
Soit un domaine W, de frontiére C, composé de N conducteurs C,, i =1,2,...,N, entourés de
matériau diélectrique non chargé w, de permittivité e. On décompose G en G=G,E G, en
fonction du type de conditions aux limites qu'on veut imposer sur chague morceau de
frontiére. Notons n un vecteur normal alasurface G, et n,, le vecteur normal ala surface des

N
conducteurs g = U‘HCi , orienté vers |’ extérieur de w.
i=1

w,e W

C

iy
(@]

_ G=GEG

Figurel.5. Notations

Considérons une répartition de potentiel g fixée sur la surface g constante sur chague
conducteur. Alors le potentiel u, constant dans chague conducteur, est solution dans le
domaine diélectrique w de
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iN.(eNu) =0 dans w

i

ju=gsur g

-:-u:O sur G (13)
fNu.n=0 sur G,

et la charge surfacique sur les conducteurs, s, est liée au potentiel a I'extérieur des
conducteurs par

s=ge_o 2 (1.4)

Nous allons utiliser les espaces de Sobolev classiques : pour un domaine w inclusdans A",
soit

[ R u

Hiw) =ivl L*(w); ﬂl L*(w),1E£i £ny.
[ fix ?;

Les éléments de H'(w) admettent une trace sur la frontiére de w, c'est-a-diresur ¢ et sur G,

dans H 2 (g) et dans H”(G) . Notons

V=l HiW): v, =g, v, =0} et Vo ={vi H'w); v, =0, v, =0f.
Le potentiel dans |’ espace entre les conducteurs est solution de
} Trouver ul Vv tel que
I ~ Nl Nl _ n 7 (|5)
TQ’eNu.NvdW—O, vl V.

rrrrr

/////

conducteurs isolés entre eux par un diélectrique homogene w, , de permittivité (constante)
égale a e . La base de la boite est considérée comme un plan de masse (G, : u=0), et on
impose sur les autres bords de |a boite des conditions de symétrie (G :Nu.n=0). Le systéme
(1.5) seréeécrit

_‘ITrouver ul V tel que
§, & Nu.Rvdw=0, " vi v, (1.6)

TJ}.dﬁND

Nous représentons dans la Figure 1.6, une vue en coupe d'une portion de circuit.
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Figure1.6. Coupe schématique verticale d’ une portion de circuit

L es conducteurs représentés sur la Figure 1.6 sont a sections rectangulaires, et ¢’ est souvent le
cas sur les structures réelles (Figure 1.3). Cependant, dans la suite nous étudions des
conducteurs polygonaux, dont les surfaces peuvent présenter des angles non droits.

2. L'EXISTANT

Cette section est consacrée a I'inventaire des méthodes faisant & notre connaissance
I’objet d’'un programme dédié au calcul des capacités. Cependant, la plupart de ces
programmes étant des produits commercialisés, il ne nous a été possible de tester que certains
d’entre eux, et il nous est difficile de présenter des comparaisons précises et objectives. Nous
décrivons ainsi les principales caractéristiques de chaque méthode, et si possible une idée de
leurs performances.

A cause de la complexité des circuits, il n’est pour I’instant pas possible de calculer de
facon précise les capacités parasites sur un circuit entier, ce qui serait I'idéal. Deux types de
méthodes sont alors explorées: des méthodes pour calculer de facon trés approchée les
capacités sur un circuit entier, et des méthodes pour calculer de facon plus précise, et s
possible rapidement, |es capacités sur des portions de circuits.

Des programmes dédiés au calcul des capacités sur des circuits complets existent. Ils
sont tous basés sur I'idée d’isoler des zones d'influence autour de chaque conducteur, en
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dehors desguelles le potentiel dépend tres peu du potentiel et de la charge de ce conducteur.
Sur chague zone, les capacités partielles sont alors calculées, soit par simulation numérique,
soit en reconnaissant des cellules élémentaires pour lesquelles des modéles analytiques
approchés sont programmés. La précision des calculs dépend alors de la fagon dont sont
déterminées ces zones d'influence et de leur taille, ainsi que de la précision des calculs sur
chacune de ces zones. Ces programmes permettent a notre connaissance de déterminer les
capacités avec une erreur relative de plusieurs diziemes sur les plus grandes capacités, en
environ une journée de calcul sur une station unix.

Des publications proposent des méthodes découpant également le circuit en cellules
élémentaires, et tirant parti de I’ approximation de circuits intégrés sous la forme de couches
homogenes en hauteur. Dans [HoSuZhJiSoDa 96] par exemple, une méthode de réduction de
dimension est proposée : en supposant que sur chaque couche, les matériaux sont homogénes
en hauteur, le probleme 3D se raméne a un ensemble de problémes 2D liés. Cela permet des
résolutions simplifiées pour chaque probléme 2D, et méme des résolutions analytiques sur
certaines couches, par exemple celles ou il y a uniquement du diélectrique. Dans [ZhJiHo 97],
pour un méme découpage du circuit, une méthode de décomposition en sous-domaines permet
des résolutions indépendantes sur chaque couche. Il n'y a pas a notre connaissance de logiciel
commercial permettant de connaitre les performances de ce ces méthodes. Cependant, il
semble qu’elles se situent dans une classe de méthodes utilisant des découpages des circuits
en cellules éémentaires, et donc peu précises si le lien entre deux structures voisines est fait
de facon grossiere.

Un autre ensemble de méthodes a pour but de calculer précisément les capacités non sur
des circuits complets, mais sur des portions de circuits. Ces calculs pourront par exemple
servir pour calibrer les modéles analytiques approchés utilisés dans les programmes traitant
des circuits complets. Ou bien étre couplés avec une décomposition en sous-domaines pour
traiter de fagon précise des portions de circuits plus grandes. Ou enfin pourront permettre
d évaluer I'impact sur les capacités parasites, de choix technologiques (matériaux,
configurations géométriques, ...), en faisant des simulations précises sur des petites structures.
Toutes ces utilisations nécessitent un grand nombre de simulations, le calcul sur une structure
doit donc étre le plus rapide possible.

Dans cet esprit, trois méthodes font |’ objet de produits commerciaux reconnus, et sont
présentées rapidement dans cette section : une méthode d’ éléments finis 3D (logiciel Clever
de Silvaco), une méthode basée sur des intégrales de surface ((Nawh 91], [NaKiWh 92],
logiciel Fastcap du Massachusetts Institute of Technology par exemple), et une méthode de
Monte-Carlo ([Colv 92], logiciel Quickcap de Random Logics Corporation). Actuellement,
ces logiciels sont au mieux capables de traiter avec une bonne précision (C'est-a-dire de
quelques pour cents sur les capacités les plus grandes), sur des stations Unix, des circuits a
plusieurs niveaux, pouvant atteindre environ 100 microns de coté.

Le but de ce travail est de proposer comme alternative a ces méthodes, un agorithme
précis, plus rapide et moins colteux en mémoire.

2.1. ELEMENTSFINIS

Rappelons le probleme (1.6 ), donnant le potentiel dans |’ espace entre les conducteurs :
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I Trouver ul V tel que
- Q € Nu.Nvdw=0, "vi V,

TlEdEND d
Ce probléme est discrétisé en remplagant V par un espace vectoriel de dimension finie
V, | V. On choisit par exemple pour V, |’espace d’@émentsfinis P, sur I’union de maillages
de tétraedres de chague zone diélectrique w,, d =12,..,N,. Obtenir un maillage

tridimensionnel de bonne qualité est délicat, et les maillages sont de grande taille. Pour
déterminer le potentiel, on doit ensuite résoudre un systéme linéaire Au=b, ou A est une

matrice creuse mais de trés grande taille.

Par cette méthode, on connait |e potentiel dans tout le circuit. On peut alors déduire la charge
alasurface des conducteurs.

2.2. INTEGRALES DE FRONTIERE

Les méthodes d’ équations intégrales raménent le probléme d équation aux dérivées
partielles dans un ensemble de matériaux diélectrigues homogenes a un probleme défini sur la
frontiére des obstacles. L’ intérét de ce type de méthode par rapport aux méthodes volumiques
du type différences finies ou éléments finis est le gain d’ une dimension d’ espace, le probleme
étant posé sur une surface et non dans un volume tout entier. On présente ici rapidement le
principe de la méthode pour un seul diélectrique homogeéne de permittivité e,, telle qu’elle est

décrite dans [Nawh 91, NaKiWh 92] et implémentée dans |le programme universitaire Fastcap
du MIT. Puis on discute de |’ extension au cas de diél ectriques homogenes par régions.

Le probleme est reformulé en considérant que les interfaces diélectrique-conducteur
sont des surfaces chargées, de charge surfacique s . Alors s satisfait I’ équation intégrale

u(x) = Qs (x9 ds(x9, "xI g, (1.7)

1
4pe,|x- x¢
ou u est le potentiel, connu, de la surface du conducteur, et ds(x() est une surface éémentaire

sur le conducteur, autour du point x(. Une approche classique pour résoudre cette équation est
de discrétiser la charge surfacique s par un schéma de collocation constant par morceaux.
C'est-a-dire, on découpe la surface des conducteurs en n facettes, et sur chaque facette f., la

charge g est supposée uniformément répartie. Notons x; le centre de lafacette f., et a son
aire. Soit p le vecteur des potentiels imposés sur chague facette, q le vecteur des charges de
chague facette, alors q est solution du systéme linéaire dense

Pa=p,
ou P est la matrice non symétrique de terme général
1. 1
P, = ————ds(x9.

a, 9 4pe[x - ¢

Si on résout |e systéme par une méthode directe, le nombre d opérations est d’ ordre n®, ce qui
est trop colteux, méme pour des systemes de taille moyenne. On utilise donc une méthode
itérative comme I’ algorithme Gmres, qui nécessite a chaque itération le calcul pour g donné,

du produit Pq. L’agorithme multipdle permet aors de calculer ce produit en O(n)
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opérations avec une bonne précision. Avec un préconditionnement adapté, |’agorithme
Gmres converge en largement moins de n itérations, le codt total en temps de calcul pour une

simulation est donc inférieur & O(n?) .

Les méthodes par équations intégrales sont tres efficaces pour des problémes assez
simples, en revanche, le traitement de plusieurs matériaux diélectriques est problématique.
Pour un milieu multicouche, on peut remplacer (1.7 ) par

u(x) = QS(X(D G, (x,x9ds(x9, "xI g,

ou G, est une fonction de Green spéciale obtenue en utilisant la théorie des images ([OhKuSc

94, KrXiDePi 96] par exemple). Mais cette fonction consiste en des séries convergeant
lentement.

Ou sinon, pour un ensemble quelconque de diélectriques homogénes, on peut utiliser la
fonction de Green correspondant a un diélectrique homogéne dans tout |’ espace extérieur aux
conducteurs,

N
4pe,|x- x¢

en gjoutant alors le calcul de charges de polarisation sur les interfaces diélectriques [RaSaHa
84]. C est cette deuxieme solution qui est retenue dansle logiciel Fastcap. Les deux approches
sont trés colteuses en temps et en mémoire. Prenons I’exemple du logiciel Fastcap, version
2.0. Le tableau présente la mémoire et le temps de calcul nécessaires pour traiter le méme
exemple comprenant 2 conducteurs, 1800 facettes sur les conducteurs, mais avec 2 ou 7 zones
diélectriques différentes.

G(x,x9 =

Tableau |.1. Exemple de prise en compte de plusieurs zones diél ectriques homogenes avec Fastcap

Nombre de zones Nombre de facettes Mémoire utilisée(MB) Temps cpu (secondes)
2 2700 31 29,3
7 7200 257 116

2.3. ALGORITHME STOCHASTIQUE

L’ algorithme proposé par [Colv 92] utilise une méthode de marche aléatoire a pas
variable pour résoudre I'équation de Laplace dans le domane entre les conducteurs.
maillage 3D du diélectrique, a de faibles besoins en espace mémoire, et utilise des calculs
indépendants et donc facilement parallélisables.

La méthode, décrite ici en dimension 2 pour un diélectrique homogéne, est basée sur
I” expression sous forme d’intégrale de frontiere de la solution de I’ équation de Laplace sur un
carré avec conditions aux limites de Dirichlet.

Solution de 'équation de Laplace sur un carré :
Nous exprimons dans ce paragraphe, la solution de I’ équation de Laplace dans un carré,
avec valeur fixée, égaleay ¢ , sur le contour du carré. Considerons le carré suivant, C, de

coté a.
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A h=3a h =2a
y C h
o/
h F4a
=0 h=a
X >

Soit h lamesure de lalongueur delafrontiere S, du carré C, en partant de O et en allant dans
le sens trigonométrique. Le potentiel, solution du systeme

iDy=0 dansC
ty(h)=y¢(h), 0Eh£4a
S écrit sous laforme

y(x,y):QaG(x,)dh)ySa(h) dh, " (xyT C (1.8)

ou G est une somme de quatre séries infinies, la premiére étant

_ 2 4 sinh[(™))(a- y)] . _,npx, . ,nph
91(X,Y|h)—5n6}l sinh(np) sin( a )sin( a )

et lestrois autres ayant des expressions similaires. Posons
G[ajh] =G(a,3 a| h).

On peut alors exprimer le potentiel et les composantes du champ électrique E au centre du
carré comme des intégral es dépendant du potentiel sur la surface du carré par

y(.5)= Qaé[ajh]ysa(h) dh,

Ef—;,g%g@ Q G.lahly (W dh, - G,lahly  (h) dn?, (1.9)

Principe du calcul de la matrice des capacités :
Soit G une surface fermée entourant e conducteur i. Laloi de Gauss permet de calculer
la charge de ce conducteur par

g = Q E(x).n(x) dx.

On peut réécrire cette relation en remplagant, grace a ( 1.9 ), chague composante du
champ E en un point x de G, par une intégrale sur les bords d’'un carré S, ,, paralele aux
axes de coordonnées, et de centre le point x . Pour chague x , on choisit ce carré comme étant
le plus grand carré de centre x, ne contenant pas de conducteur : une des faces du carré a

donc une frontiere commune avec au moins un conducteur. En notant a(x) le coté de ce carré
maximal, on obtient



Chapitre |. Présentation du probléme 24

6 = Q& sMQ dxwxx)Gamxy s, ().
ou
n, (X)Gx[a ()] + n, ()G, [a(x)|x]
s ()G[a(x)|x]
et s est une fonction d’échantillonnage telle que Q S (X)dx =1, et n,(x) et n (x) sont les

W(XX) = -

composantesdelanormaenen x a G .

Pour calculer la matrice des capacités, il faut exprimer les charges en fonction des potentiels
des conducteurs. On décompose le domaine S,(,, en une partie S;,, en contact avec un

conducteur, et donc sur laguelle le potentiel y est connu, et une partie ;“(:X) gui ne touche

nc

pas de conducteur. On peut alors exprimer a son tour le potentiel y en un point x' de Sj,
comme une intégrale sur le plus grand carré centré en x' et ne contenant pas de conducteur, a

I"aide de |’ équation ( 1.8 ). En remplacant ainsi |es potentiels des points qui ne sont pas sur des
conducteurs gréace al’ équation (1.8 ), on obtient une somme infinie d’ intégrales emboitées.

La matrice des capacités est évaluée par un agorithme stochastique utilisant e principe
décrit ci-dessus. Pour chague éectrode de départ i, il génere un ensemble de N, trajectoires

qui partent de G, et se terminent sur une électrodej (voir Figurel.7).

X2
I Cs

XC* /

G1 X*
(o 1

Figurel.7. Une marche aléatoire aboutissant sur un conducteur

L’ algorithme demande peu de place mémoire. Mais il n’'est efficace sous cette forme
conducteurs peut étre réduite a un point). Et nous avons trouvé peu d'articles sur I’ utilisation
de cette méthode en pratique, et permettant de juger de son efficacité dans le cas de circuits de
géomeétrie assez compliquée.
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2.4. CONCLUSION

On veut un algorithme précis et efficace de calcul des capacités sur un domaine de taille
raisonnable. Les éléments finis permettent de bien prendre en compte les géométries
complexes, et les inhomogénéités de diélectriques, mais au prix de temps de calcul et place
mémoire importants. Les autres méthodes semblent moins colteuses dans certains cas de
circuits, mais moins robustes lorsque la complexité augmente, en particulier en ce qui
concerne les diélectriques. Nous proposons d’ utiliser une méthode de domaines fictifs, qui
par les diélectriques et les conducteurs, et de la charge sur un maillage de la surface des
conducteurs. Cette méthode permet de conserver une partie de la robustesse des éléments
finis, tout en évitant, comme dans les méthodes d équations intégrales, la difficulté du
maillage d’ un domaine tridimensionnel complexe.

3. CHOIX D'UNE FORMULATION DOMAINESFICTIES

3.1. PRINCIPE DES METHODES DE DOMAINES FICTIFS POUR LE PROBLEME DE
DIRICHLET

Les méthodes de domaine fictif (ou de capacité), sont employées pour |la résolution des
équations aux dériveées partielles avec diverses conditions aux limites depuis la fin des années
70, en particulier en URSS et aux Etats Unis. Toutes les méthodes de domaines fictifs sont
basées sur I'idée d’ étendre le probléme a résoudre sur un domaine plus grand que le domaine
de calcul initial, mais de forme simple. Le nouveau probléme étant défini de fagon a ce qu'on
puisse déduire facilement de sa solution la solution du probléme initial. Ces méthodes
S appliguent ains tout particuliérement a la résolution d’ équations aux dérivées partielles dans
des domaines extérieurs, c'est a dire dans des domaines qui sont le complémentaire
d obstacles.

Les premieres méthodes de domaines fictifs permettent d’accélérer la résolution de
grands systemes linéaires obtenus par la discrétisation d’ éguations aux dérivées partielles. Le
probléme est pour cela @argi sur un domaine de forme simple, le domaine fictif, mais adapté
autour des surfaces des obstacles. Ce probléme élargi peut ensuite étre préconditionné grace a
une matrice facilement inversible (matrice séparable), par exemple celle correspondant a
I’ approximation de |’ opérateur différentiel considéré sur une grille réguliére du domaine fictif.
Et ains résolu par un algorithme itératif qui converge rapidement.

Un autre ensemble de méthodes plus récentes est plus directement lié aux équations a
résoudre. L’idée consiste a prolonger |'éguation initiadle a I'intérieur de |’obstacle, en
remplacant la présence de I’ obstacle par un second membre. Ce second membre doit étre tel
gue les conditions aux limites sur la frontiere des obstacles soient vérifiées. Le premier pas
dans cette direction, [AtDiGIHePe 90], utilise une approche de contréle optimal : le second
membre du systéme a résoudre est une variable de contrdle qui permet d gjuster la condition
aux limites sur la surface des obstacles. Plus tard, I’ utilisation de multiplicateurs de Lagrange
surfaciques, puis volumiques, a été proposée pour imposer — au sens faible — les conditions
aux limites de Dirichlet. Les auteurs montrent en particulier qu'il n’est pas forcément
nécessaire de modifier le maillage de volume (par rapport a une grille réguliere) pour
S adapter aux surfaces des obstacles. L’avantage principal est alors qu’'on évite tous les
problémes de maillage, et que la résolution sur un domaine de forme simple peut étre faite de
facon trés efficace en utilisant des solveurs rapides. En contrepartie, des inconnues
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supplémentaires, liées a la prise en compte des conditions aux limites sur la frontiére des
obstacles, augmentent lataille du systeme.

Par leurs caractéristiques, ces méthodes semblent prometteuses pour certaines
applications industrielles, et tout particuliérement pour notre probléme du calcul de capacités
parasites dans les circuits intégrés, ou les problémes proviennent de la complexité
géométrique des cellules a simuler. On a choisi pour ce calcul, d utiliser la formulation avec
des multiplicateurs de Lagrange de surface [GlIPaPe 94], sur le domaine fictif

YRR H

approche est séduisante par plusieurs aspects :

- larésolution du probléme peut se faire en utilisant deux maillages indépendants, une
grille volumique réguliére du domaine fictif, indépendante des conducteurs, et un maillage de
la surface des conducteurs. Cela permet |’ utilisation de solveurs rapide sur cette grille, et
supprime les problémes de maillage en dimension 3,

- le multiplicateur de Lagrange est en fait dans ce cas, la charge a la surface des
conducteurs. Ains la charge surfacique est directement obtenue comme une inconnue du
probléme, et non par dérivation du potentiel.

3.2. UNE FORMULATION DOMAINESFICTIFSDU CALCUL DES CAPACITES

Ce paragraphe présente la formulation domaine fictif avec multiplicateurs de Lagrange
de surface, introduite par R. Glowinski, T.-W. Pan et J. Péiaux [GIPaPe 94] pour des
équations elliptiques avec conditions aux limites de Dirichlet.

3.2.1 Principedelaméthode

On choisit comme domaine fictif la portion de circuit considérée, c'est-a-dire une boite

YRR H

les conditions aux limites sur la surface ¢ al’aide de variables supplémentaires définies sur
c.

- Le potentiel est étendu artificiellement a I'intérieur des conducteurs, de facon a
chercher une fonction U définiesur WE w telleque U, = u.

- On introduit une variable auxiliaire (un multiplicateur de Lagrange) définie sur ¢, de
facon a prendre en compte les conditions aux limites Vg =g surc. La principale différence

avec la méthode classique des ééments finis est que la condition de Dirichlet sur la frontiere
est prise en compte au sens faible au lieu d' étre imposée dans I’ espace fonctionnel.

Cette méthode de domaines fictifs utilise deux maillages indépendants : un, volumique mais
structuré, du domaine W, et un autre, surfacique, de la frontiere ¢. En particulier une grille

structurée de W permet I’ utilisation de méthodes numériques simplifiées et peu colteuses.
3.2.2 Introduction du systeme couplé

Résoudre le probleme (1.6 est équivalent & minimiser
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1 o < I
J(V)ZE a €q, |Nv|2dw

1£dEN,
sur I'espace V ={vi Hl(w); Vi, =0, Vig =g}. Les fonctions de V peuvent étre vues
comme les restrictions & w des fonctions de V ={vi H'(W); v, =0, v =g}, en
prolongeant le calcul du potentiel dans les conducteurs. En traitant la condition Vg =9

comme une contrainte d' égalité, et en prolongeant artificiellement la permittivité (par laméme
valeur, e,, constante) dans les conducteurs de chagque couche W, , lasolution u de (1.6 ) est

donc aussi larestriction a w de la solution du probleme de minimisation étendu

.1 o o2
Min = e, 0 [Nv dw,
Vix‘v\gzgzlEEND dq’”" V|

ou X ={vi Hl(\/\/),v‘Cb =0}. Soit M =H :(g) I'espace dua de H?(g), on définit le
Lagrangien L : X" M ® A par

1 o N 2 , ~
Lvm =7 aeQ, [N dw- & - g,

1£dEN,
ol <.,.> dénote le produit de dualité entre HZ(g) et M. On considére le probléme de
recherche du point selledelL,

i Trouver (U,1)T X~ M telsque

vl X, ml M, L@MEL®@I)ELWY,).

Une fonction U est solution du probléme de minimisation étendu si et seulement si il existe au
moinsun élément | deM tel que (U,l ) soit solution du probléme de point selle.

En écrivant que les dérivées de L sont nulles au point selle (&7, ), on obtient le probléme

:::Trouver @,1)T X~ M telsque

(DF) } & e, (), Na Rvdw= gy efia Rvaw=<v,Il >, "vi X @
'|.1£d£ND d (2)
L<l-gm>=0, "m M

Soient a laforme bilinéaire symétrique sur X~ X, définie par
Np . . .
au,v)=g e;Q, NuNvaw, " @uwl X X,
d=1 d

et b laformebilinéairesur X~ M , définie par
b(um=- <um>,, "(@UmMi X" M.

Alorsle systéme (DF) sécrit sous laforme mixte générale
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i Trouver (0,1 )T X” M telsque
ba@@,v)+b(v,1 )=0, "vi X,
b@m=-<gm>, "m M.

Remargue : Les conditions aux limites (2) se réécrivent en fait a la surface de chague
conducteur,

<0- g, ,m>. =0, avecg, =cste pourtout j=12,..,N.

On en déduit que | T L?(g) etlecouple (1,1 ) est donc solution de

1 e, quU.Nvdwz Qvl dg, "vi X

:,1£d£ND

%@(U- g)mdg=0, "ml L?(g)

3.2.3 Obtention du potentiel et delacharge

Obtention du potentiel :

La restriction au domaine w de la solution U du probléme (DF), s dle existe, est I’ unique
solution du probléme de départ (P), ¢’ est-a-dire le potentiel.

Preuve : I'équation (2) de (DF) donne &i- g,nfi, =0 " m M b qg:g. Dans (1),
choisissons lafonction vI X delafagon suivante

’ ‘G_

:V1T VO:{vT H*(w); v, =0 —O}surw

v
0 sur W- w.
On en déduit
QeNT Ny, dw=0 "w TV, ,
donc U, =uest solution de (1.5). ?

Remarqgue : le potentiel dans les conducteurs, U » est également le potentiel « physique »

dans les conducteurs.

En effet, pour chaque conducteur C,, I’équation (2) de la formulation domaines fictifs (DF)
donne

G‘,ﬂcj =g; =cste (Ooul).

Choisissons alors dans (1) lafonction v X de lafagon suivante
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|V v ={vi H(c, eW,) vy, =0 sr C G W,
Osur W- (C; CW,)
On en deéduit
Q,cwd NG Nv, , dw=0, "v, 1 V)9,
et donc Ue, =9 dans chague couche W, du conducteur C,, et donc dans tout |e conducteur

Cj-

Dans la suite, on note u le potentiel étendu a W, et donc (u,l ) lasolution du probleme (DF) .

Interprétation du multiplicateur :

Le couple (I ,u) solution du probléme (DF) vérifie

u
| = eﬂ_w g
n
ou n désigne le vecteur normal a g orienté vers |’extérieur de w, et ou e est la permittivité
du diélectrique sur |I'élément de surface ou I'on calcule | . Donc | est la charge surfacique

sur g .
Preuve: Soit vi H,'(w), prolongé par 0 en vi H,"(W) . Alors I’équation (1) du probléme
(DF) permet d'écrire

N.(eNu) =0 dans w.

En utilisant la formule de Green pour réécrire cette équation, et en notant n, la normae

sortante de w, on obtient
"vi H(w), @ eNuRvdw- & edeg:O
' Q, Q n,
Et donc, en utilisant que u est constant a I’intérieur des conducteurs, on peut prolonger
I”égquation al’ intérieur des conducteurs par

vi HY(W), QNeNu.NvdW—Q]ev‘"nW dg,
et en identifiant avec |’ expression
"vi X,

QNeNu.NvdW= Qvl dg,
on obtient que le multiplicateur | vérifie

| = eﬂu_w
ﬂnw

C est-a-dire est égal la charge ala surface des conducteurs, ce qu’ on cherche acalculer.






Chapitre Il. Discrétisation

Ce chapitre est consacré a |'étude d'une discrétisation externe du potentiel, adaptée au calcul
des capacités mutuelles entre les conducteurs. Nous introduisons cette discrétisation, et
validons son efficacité sur des exemples en dimension 2. Les aspects théoriques seront 1'objet
du chapitre 3. L’ assemblage du systeme linéaire déduit de cette discrétisation, et la résolution
efficace du systéme seront dével oppés dans le chapitre 4.

1 INTRODUCTION

,,,,,

rectangulaire en dimension 2) W. Et soit S, un maillage de pas h, de la surface g, définie

comme l'union des surfaces des N conducteurs. Pour résoudre le probléme (DF), on construit
des espaces de dimension finie, basés sur lesmaillages G,, et S,, et dans lesquels on cherche

les solutions approchées du potentiel et de la charge, comme solution d'un probleme discret
approchant le probleme (DF).

Nous présentons d'abord, dans le paragraphe 2, 1a discrétisation proposée dans [ GlPaPé
9] : le potentiel est discrétisé par des @éments finis P, (ou Q1) sur lagrille G,,, et la charge

par des ééments finis Py sur le maillage S, . Le potentiel et la charge sont approchés par la
solution de

i Trouver (u,,! )T X,” M, telsque
fa(u,,v,)+bv,.1 ;) =0, "v,T X,,
ibu,m)=- <gm >, "mi M,
Cette approximation, que I'on appelle (A-GPP), méne a un systeme linéaire de laforme
iTrouver UT A™ et LT A™ telsque
: AU+B'L =0
iBU=-G
Ce systéme peut étre résolu par un algorithme de gradient conjugué sur la charge L. A
chague itération de I'algorithme, la résolution d’un systéme A "*X =Y, peut étre rendue

efficace par I’ utilisation d’'un solveur de Poisson rapide sur la grille de volume Gy, . De plus,

Girault et Glowinski [GiGI 95] montrent que, en dimension 2, sous réserve de conditions de
compatibilité entre les pas h et h, la solution (u,,! )T (X,” M,) du probléme discret

converge vers lasolution continue (u,l ) quand h et h tendent versO':
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Ju-ugfl, #[F -1, £ChJu

1
s TGN féi‘ I ||%g , pour s=2- e e> 0

Nous avons testé numériguement cette méthode et les résultats montrent (section 2.4)
gue pour obtenir une précision satisfaisante sur la valeur de la charge, il faut une grille de
volume trés raffinée. Les besoins en temps de calcul et en mémoire sont donc trop importants
pour espérer avoir une méthode efficace pour la simulation de circuits réels.

Nous proposons donc dans le paragraphe 3 un enrichissement de I'espace de
discrétisation du potentiel pour mieux prendre en compte la discontinuité du champ électrique
(du gradient du potentiel) a travers la surface des conducteurs, dans le cas général ou cette
surface ne coincide pas avec les mailles de la grille de volume. En effet, le saut de la dérivée
normale du potentiel a travers la surface des conducteurs étant égal a la charge surfacique, il
est important de bien le prendre en compte si on veut une bonne précision sur le calcul de la
charge. Nous utilisons une particul arité essentielle de notre probléme, qui est que les surfaces
des conducteurs sont des isopotentielles. Nous construisons un nouvel espace de discrétisation

du potentiel, )?h,h , enrichi par rapport al’espace X,,, de fonctions définies autour de chagque

éément de surface. L'espace Yh’h n'est pas inclus dans I'espace X contenant le potentiel.

Nous adaptons donc le probleme approché a cet espace de discrétisation, et cherchons le
potentiel et la charge approchés comme solution d'un probléme de laforme

1 Trouver (U, I )T X,,” M, telsque

% 8 (Un 2 Vg ) 0, (V) 1p)=0, " Vin [ >_(h,h
I e n T
fbh(Uh,h,”L)=-<9,”L >g T m M,

Nous appelons (A-Capa) |'approximation du probléme, adaptée au calcul des capacités
mutuelles des conducteurs (les surfaces des conducteurs doivent étre & un potentiel constant),
ains obtenue.

YRR H

libertés associés aux fonctions de base supplémentaires peuvent étre calculés explicitement et
substitués, donnant finalement un systeme de laforme

iTrouver RT A™ et LT A™ telsque
| —

{AR+B'L =0

iBR-CL=-G

ou A et B sont les matrices introduites précédemment, et ou C est une matrice diagonale.

Les résultats numérigues sur des exemples en dimension 2 présentés dans la section 4
montrent que la précision sur la charge, pour une grille de volume et un maillage de surface
donnés, est bien meilleure avec |’ approximation (A-Capa) qu’ avec |’ approximation (A-GPP).
De plus, on constate qu'avec cette discrétisation, dans le cas de surfaces de conducteurs
orthogonales ala grille, il n’est plus nécessaire de vérifier la condition de compatibilité entre
les pas des maillages de surface et de volume. Le systeme est bien conditionné, et I'algorithme
du gradient conjugué converge rapidement, sans préconditionnement.
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D'autre part, dans le cas de surfaces de conducteurs quelconques, nous avons résolu un
systeme linéaire similaire au cas de surfaces des conducteurs orthogonales a la grille. Un peu
moins précis que dans le cas particulier de surfaces orthogonales a la grille, les résultats de ce
systéme sont en tout cas toujours nettement meilleurs que ceux de I’ approximation (A-GPP).
Nous tentons de donner une justification a ces bons résultats dans le paragraphe 3.6.

2. L’APPROXIMATION (A-GPP) DUE A R. GLOWINSKI, T.-W. PAN
ET J. PERIAUX

Cette section est basée sur la discrétisation en dimension 2 proposée dans [GlPaPe 94]
pour le probleme

}.Trouver (u,1)T V" HY?(g) telsque

%Q/(auv+nNu.Nv)dx=Q/fvdx+<v,| >, "viv,
:
f<u- g,m>,=0, "mi H"%(g),

oo fT L2(W), gl HY?(g), a3 0, n>0, etV est un sous-espace de H*(W) . Le probléme
€tudié ici est, dans chaque zone diélectrigue homogéne (de permittivité diélectrique e
constante), un cas particulier de ce systéme, ou a =0, f =0, n=g€, et g est constant sur la
surface de chaque conducteur. On rappelle que I'on suppose les matériaux diélectriques
homogenes par couche, ¢’ est-a-dire € = e(z) est constante par morceaux.

Dans [GlPaPe 94], la variable surfacique | est discrétisée en utilisant des éléments finis
P, sur un maillage de surface de g, et la variable volumique u est discrétisée en utilisant des

élémentsfinis B, sur des triangles. On choisit ici une discrétisation trés proche, ¢’ est-a-dire la
méme discrétisation de la variable surfacique | , et des éléments finis Q, sur des rectangles

pour u. Nous utilisons la méme discrétisation en dimension 3, mais les rectangles de la grille
sont remplacés par des parallél épipedes, et |a surface g est maillée par des triangles.

De plus, le maillage volumique est constitué de rectangles (ou de parallél épipédes en
dimension 3), de c6té Dx (Dx et Dy en dimension 3) constant, mais Dz(z) variable, de sorte
gue I'interface entre deux couches diélectriques homogénes coincide avec des mailles du
maillage de volume. Le maillage de surface est également construit de facon a ce qu'un
élément de surface ne traverse pas |’ interface entre deux couches diélectriques.

Nous introduisons dans le paragraphe 2.1 les espaces de discrétisation du potentiel et de
la charge en dimension 3, et nous en déduisons dans le paragraphe 2.2 la formulation
matricielle du probleme discret. Nous décrivons ensuite rapidement dans le paragraphe 2.3 le
principe d une méthode efficace de résolution de ce systeme, enfin nous présentons dans le
paragraphe 2.4 des résultats obtenus sur un exemple en dimension 2, et nous concluons sur le
manque de précision du calcul de la charge pour des maillages assez grossiers.

2.1. ESPACES DE DISCRETISATION

Le probleme a résoudre est tridimensionnel, mais dans la suite du chapitre, pour plus de
simplicité, nous étudions principalement le cas d'une coupe verticale du circuit, qui se
généralise facilement au cas tridimensionnel.
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2.1.1 Discrétisation du potentiel

Considérons sur le domaine tridimensionnel W, une grille G, formée de
parallél épipédes rectangles K ', de cotés Dx, Dy constants, et Dz' variable. Si le domaine W

est une coupe verticale, orthogonale a I’axe (y'y), la grille est formée de rectangles K', de
cOtés Dx constant, et Dz' variable. Ona W=G, = JK', et defagon classique K' C K/ est

soit vide soit réduit & un sommet, une aréte ou une face. On note G, la partie de W

correspondant a z=0, et h le maximum des longueurs des cotés. Le potentiel est fixé égal a
zéro sur G,. On introduit I'espace X, 1 X par

X, :ivhi C°(W), telquev, =0 sur G et"K'1 G, vh‘KiT Qlf.

On designe par n,, n, e n, le nombre de points de la grille G, ou I'on va calculer

numériquement le potentiel dans les trois directions. On pose, en dimension 3,
Ny =n,.n,n,, et endimension 2, N, =n,.n,. On associe a tout sommet s delagrille G,

lafonction de base F, de X, telle que
Fi(Sy) =i, " 1,ml {1, Ny}

Ainsi une variable volumique u, 1 X, est définie par la donnée de ses valeurs aux Ny
sommets de lagrille, et s écrit

"u, T Xy, up(x) = E°1U|F|(X), avec Uy =u,(s)-
IEIEN,

2.1.2 Discrétisation delacharge

Soit S, un maillage de la surface ¢ des conducteurs. Ce maillage est formé, en dimension 3,
de triangles, et en dimension 2, de segments, notés danslesdeux cas g,.Ona g=S, = ng :
k

on introduit alors I'espace M, 1 M par
M, :inﬂ L2(g), telque” g, T S, (m])‘ng PO}.

Soit Ng le nombre d ééments du maillage de surface S,. On associe atout g, 1 S, la
fonctionj T M, telleque

i =cy (0, "KkT{L2..,Ng}

Une variable de I’ espace des multiplicateurs de Lagrange, | , T M, , est définie par sesvaleurs
moyennes sur chacun des Ng éléments du maillage de surface, et s écrit

1, 00= &l X.

1EKEN
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Remarque : Les espaces de discrétisation d’ un probleme de la forme (DF) doivent satisfaire
une condition de compatibilité appelée condition inf-sup [Br 74] pour assurer une bonne
convergence de la solution calculée vers la solution réelle.

Les auteurs de [GiGI 95] ont montré qu’en dimension 2, et avec une discrétisation de u par
des @émentsfinis P, une condition suffisante pour satisfaire cette condition est une condition
de compatibilité entre les pas des maillages, qui assure que le maillage de surface n’est pas
trop fin par rapport au maillage de volume. En pratique, ils ont effectivement observé une telle
condition, mais moins contraignante. Nos constatations (section 4) donnent des résultats
analogues.

2.2. PROBLEME DISCRET

Le probléme discret s écrit

-:-Trouver (u.,l )T X,” M, telsque

%QeM%Nde=QVthg "v.1 X, (11.1)

:

[QU,-g)mdg=0, "m1 M,
On introduit les matrices AT M., BT M , et GI A" dont les termes généraux
sont

a, = Q/eNFl NF _ dw,
by :'QFJ « dg,
9 = Q9 «dg.

Le probleme (I1.1) s écrit sous laforme matricielle

iTrouver UT A™ et LT A™ telsque

I
{AU+B'L =0 (11.2)
}Bu =-G

2.3. RESOLUTION EFFICACE DU SYSTEME L INEAIRE

On peut éliminer lavariable U du systéme (11.2), et se ramener alarésolution de
BA'B'L =G (1.3)
On déduit ensuite U par
=-A'B'L.

La matrice A éant symétrique définie positive, B A 'BT est semi définie positive, et
définie positive si et seulement si ker BT ={0}. Cette condition est équivalente &la condition

inf-sup discrete, qui se traduit par une condition de compatibilité entre les maillages. On peut
alors, comme il est suggéré dans [GlPaPé 94], utiliser I’ algorithme du gradient conjugué pour
résoudre le systeme réduit (11.3).
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Chaque itération de I'algorithme nécessite un calcul de A "*X, . Ce calcul correspond a la
grille réguliere dans deux directions. Donc d'une part, la matrice A n'est pas stockée en
mémoire. Et d'autre part, on peut utiliser pour ce calcul un agorithme efficace faisant
intervenir la FFT [Sw 77, GoMe 80]. Ces points concernant la mise en oauvre pratique de la
méthode sont détaillés dans le chapitre 4.

2.4, RESULTATS (UN EXEMPLE) ET CONCL USION

Pour tester cette approximation, nous calculons pour un exemple ssmple, en dimension
2, I"erreur relative commise sur la charge totale d’ un conducteur en fonction de la finesse des
pas de discrétisation (grille de volume et maillage de surface), en gardant le rapport entre le
pas du maillage de surface et le pas du maillage de volume fixé, |égérement supérieur a 3, de
fagon avérifier la condition inf-sup.

Considérons le probleme suivant, ou I'on a deux conducteurs, dont les surfaces en vis-a
Vis sont rectangulaires,

Figurell.l. Géométrie rectangulaire

Si les surfaces des conducteurs ne coincident pas avec la grille, la discontinuité du gradient du
potentiel a travers ces surfaces ne peut pas étre traduite dans la discrétisation utilisant des
fonctions Q; sur lagrille. Si les surfaces des conducteurs coincident avec la grille de volume,
on verra que les résultats sont meilleurs. Mais comme on ne peut pas espérer faire coincider
partout une grille réguliere de tout le domaine avec la surface des conducteurs, on se place ici
dans le cas général ou elles ne coincident pas. On choisit donc les parametres définissant les
conducteurs de lafagon suivante,

i X =2Z=20;

:'x1 =2+0,023; x,=3+01, x;,=3-01 x,=2-0,023;

{72 =240301, z,=3-01, z,=3+01 2z =2- 030L
On prend pour estimation de la valeur exacte de la charge, la valeur calculée pour une grille
de 2% points dans chague direction (n, =n, =22 +1). Dans la figure ci-dessous, on

représente en échelles logarithmiques I’ erreur relative sur la charge, donnée par M et
12

le temps de calcul nécessaire, en fonction du pas de la grille. Celui-ci est donné par
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ol 2" est le nombre de points sur la grille dans chaque direction.

Erreur relative sur la charge Temps de calcul
1c — . 5 100 ¢ — —

01k

Erreur
Temps cpu

0.01 ¢

0.001 L L 001 o
01 1 01 1

Figurell.2. Erreur relative et temps de calcul en fonction du pas de la grille, pour un rapport fixé
supérieur a 3 entre le pas du maillage de surface & le pas de la grille.

On constate que pour obtenir une précision d environ 1% sur la charge totale (ce qui
n'est pas une tres grande précision compte tenu de la simplicité de I’exemple), il faut une
grille dau moins 256 points dans chaque direction. Les besoins en temps de calcul (et en
mémoire) sont donc importants, ici 5 secondes de calcul pour une erreur de 1,2%, obtenue
avec une grille de 256 points dans chaque direction, et 24 secondes pour une erreur de 0,4%,
obtenue avec une grille de 512 points dans chaque direction, sur un Sun Ultra 60.

On conclut que pour obtenir une précision satisfaisante sur la valeur de la charge, on
doit utiliser une grille de volume trés raffinée, ce qui entraine des besoins en temps de calcul
et en mémoire trop importants pour espérer avoir une méthode efficace. Cependant, les idées
d'éviter de mailler un domaine 3D compliqué, et d'utiliser un solveur rapide sur le domaine
fictif sont tres attractives. On veut donc modifier |” approximation pour obtenir une méthode
présentant les mémes avantages, mais donnant des résultats précis sur la charge méme pour
des grilles grossieres.

3. ENRICHISSEMENT DE L'APPROXIMATION POUR DES
OBSTACLES CONDUCTEURS

3.1. INTRODUCTION

Dans I’ approximation (A-GPP), le saut de la dérivée normale du potentiel a travers la
surface g est introduit par la variable | dans la formulation variationnelle, mais non dans la
discrétisation choisie pour le potentiel. En effet, si la surface g ne coincide pas avec des
mailles de la grille de volume, la dérivée du potentiel calculé est continue a travers g, et donc
le potentiel est mal approché au voisinage des surfaces des conducteurs. Cela explique que la
précision des valeurs calculées de lachargel n'est pas satisfaisante.

Dans le paragraphe 3.2, nous exprimons en dimension un la solution donnée par
I" approximation (A-GPP). Nous proposons ensuite une approximation du potentiel a un ordre
supérieur, obtenue par I'gjout d' un terme tenant compte de la discontinuité du gradient du
potentiel en g Nous en déduisons une nouvelle discrétisation, nommée (A-Capa), du
probléme. En dimension un, la solution du systeme qui découle est meilleure, elle donne
méme |la solution exacte du probléme.
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Nous étendons ensuite, dans le paragraphe 3.3, cet enrichissement de |’ approximation
du potentiel aux dimensions deux et trois. Pour cela, sur chaque rectangle de la grille coupé
par la surface d'un conducteur, nous calculons le potentiel de facon approchée de part et
d'autre de cette surface, en utilisant un développement de Taylor faisant intervenir le gradient
du potentiel de chague c6té de la surface. La charge éant toujours approchée par une
constante sur chaque élément de surface, nous approchons ainsi le potentiel dans une zone
autour de I'éément de surface, par I'approximation Q; classique sur la grille volumique, plus
un terme dépendant de la charge sur I'élément de surface et de dérivée discontinue a travers
cette surface. Le fait que le potentiel est constant a la surface des conducteurs est essantiel,
cette approximation est donc spécifique a notre exemple particulier.

Nous introduisons alors cette idée dans I'espace de discrétisation du potentiel : nous
ajoutons dans |'espace de discrétisation du potentiel, des fonctions définies chacune sur un
volume autour d'un éément du maillage de surface, et de dérivée discontinue a travers cet
élément de surface. Cette nouvelle discrétisation mene a un systéme (A-Capa), dont la
résolution exacte est colteuse dans le cas général. Mais dans le cas de surfaces des
conducteurs orthogonales a la grille, des propriétés supplémentaires des fonctions ajoutées
permettent de réécrire plus ssimplement le systéme (A-Capa), en diminant les degrés de liberté
supplémentaires. On obtient un systéme voisin par sa forme du systeme (A-GPP), et qui se
résout efficacement de laméme facon.

Dans le cas de surfaces quelconques, le systeme obtenu (A-Capa) ne se simplifie pas de
la méme facon. Et pourtant, si I'on utilise la méme formulation simplifiée, les résultats sont
bons en pratique. Nous proposons comme explication partielle, de décomposer le potentiel en
une partie réguliere a travers la surface des conducteurs et une partie de dérivée discontinue a
travers cette surface, en revenant ala formulation continue. La discrétisation de cette nouvelle
formulation, en utilisant les mémes fonctions de base supplémentaires pour approcher le terme
qui prend en compte le saut du gradient, méne dans le cas général a un systéme tres proche du
systéme obtenu dans le cas de surfaces des conducteurs orthogonal a la grille. Cette
formulation parait aussi plus facilement généralisable au cas ou la fonction u n'est pas
constante sur la surface des obstacles.

3.2. EXEMPLE DE LA DIMENSION 1

Nous rappelons d' abord la formulation domaines fictifs en dimension un, et résolvons le
systeme discret obtenu par I'approximation (A-GPP). Puis nous montrons comment améliorer
I" approximation du potentiel a proximité des points a potentiel imposé (conducteurs) : nous
introduisons la discontinuité de la dérivée du potentiel en ces points, tout en gardant la grille
structurée, qui, dans les dimensions 2 et 3, permettra |'utilisation de solveurs rapides.

3.2.1 Problemecontinu en dimension 1

En dimension 1, il est difficile de parler de "conducteurs’, mais on a un probléeme
proche de ce qu’on cherche a résoudre en 2D ou en 3D pour un diélectrique homogéne, en
considérant un probléme de laforme

Trouver le potentiel uT C°[a,b], solution de
1ue=0 sur Ja.0[E]0,6.[E]g..b]
iu@) =u,; u(b) =u,; (11.4)
fu(g,) =u(g,) = g
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Lavaleur fixée aux points g, et g, correspond ala condition aux limites qu’ on impose a la
surface d’un conducteur, et I'intervalle ]gl, gz[ correspond a I'intérieur de ce conducteur, ou
le potentiel est constant et égal ag.

Lasolution exactede ( 11.4) est continue, affine par morceaux (cf. Figure11.3).

Up

Ua

a G 87 b
Figurell.3. Potentiel exact

Laformulation domainefictif de (11.4) est le probleme mixte

i Trouver ul H'(a,b), | ,etl, dans A telsque
I b

fQ UV(x)dx=1,v(g)+1 ;¥(g,), " Vi Hg(a,b),
I ~ -~

mu(g) +mu(g,) =mg+mg, "mml A,
'Tl'u(a):ua, ui) =u,.

(115)

On déduit de ce systeme que
I =u'(g)-u(g).

Proposition |1.1 Le probleme (11.5) admet une solution unique.

Preuve : Soit w lafonction affine sur [a,b] , telle que
w(a) =u, et wb) =u,.

Posons ] =u- w. Chercher ul H'(a,b), (1., ,)T A?, solutions de ( I1.5), revient &
chercher j T H(a,b), (1,1 ,)T A? telsque

T b . PN

1Q We+j 9ve=1 v(g)) +1 ,¥(g,), " VI Hy(a,b),

|

fml(w+j)(g,)- gl+m[(w+j)(g,)- g]=0, " (m,m)l A®
En remarquant que

Q wae=0 " vi Hi(ab),



Chapitre I1. Discrétisation 40

on peut réécrire le probléme (11.5) :
i Trouver j T Hg(a,b), (I ,,1,)T A? telsque
}c‘fj &o=1 (@) +1 M(g,), "vi Hia.b), (116)
imj (6 +mj (¢,) =mlg- (@)l +mig- wg,)], " (mm)l A%

Pour montrer que ( 11.6 ) admet une solution unique, il suffit de vérifier que les hypothéses du
théoréme suivant (voir par exemple [BrFo 91]), sont vérifiées.

Théoreme 1.1 Soient X et M des espaces de Hilbert, a et b des formes bilinéaires continues
respectivementsur X X et X" M ,et f1 X', gl M'. Soit

z={vi X; bv,m=0,"m M}.
S aest Z-dliptique, et si b vérifiela condition inf-sup
b(v )

3 k , ’
b, (11.7)

alorsil existe une solution unique au probléme

.| Trouver (u,l)T X~ M telsque
ba(u,v) +b(v,1 ) = &f vi, "vi X
‘bum=ag,nfi "m M

Ici X =H(a,b), M =A?. On définit a et b respectivementsur X~ X et X" M par
ai.v)=Qi & " (W XX,
b ,m=-mj(g)- mj(g,), "G(. .M X M.
L'espace Z est
Z:{VT Hi(a,b); mv(g)+mv(g,) =0, "mi AZ}
={T Hi@b):; v(g)=0, Wg,)=0}
Laforme bilinéaire a est elliptique sur H(a,b) donc sur Z.

Laforme bilinéaire b définit un opérateur linéaire continu B, de X dans A 2, par
b(j ,m =<Bj,m>,., "(.mT X A%
Et donc
B: X®A?
693(91
8 (05

est surjectif, ce qui est équivalent ala condition inf-sup (11.7).
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?
3.2.2 Approximation du probléme mixte
On veut approcher le probléme
i Trouver j T Hg(a,b), (I ,,1,)T A? telsque
"y =
1QJ We=1.,(g)+1,¥(g,), "Vl Ho(ab), (11.8)
I ~ ~
fmj(g)+mj (g)=m g, +mg,, "(m,m)l A
ou
gi =0- W(gi)1 [ :112’
et w est lafonction affine telle que
w(a) =u, et wb) =u,.
Lasolution du probléme (11.5) sedéduit ensuite par u=j +w.
On découpe le domaine fictif [a,b] en N+1 intervalles [x,x,,], i={0...N}, de
méme longueur h.
2] to h
. . 3 . Nl A— .
Xo=l a X1 X1 X Xi2 X2+l XN Xn+1=Db

Figurell.4. Grilleréguliére 1D

3.2.2.1 Approximation (A-GPP)

Nous approchons le potentiel | (et lesfonctionstest v) par des éléments finis P, sur les
segments de lagrille réguliere.
Si lepoint g, (ou g,) ne coincide pas avec un point de la grille, le potentiel n'est pas bien
approché en son voisinage : le potentiel est imposé en g, (ou g,), mais la discontinuité du

gradient n'est pas traitée (Figure11.5).
"
/L—Jﬂ‘l‘i) Ua-crp

n(9) 99 Ured

J f(x;

Xi1 C1 Xi1+1

~

Figurell.5. Approximation du potentiel autour de g
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De plus, en écrivant le probléme discret correspondant a( 11.8), ot j et v sont discrétisés par
des éléments finis Py sur lagrille, on obtient

| h J ﬂ:(xll) - J ﬂ:(xitu)
. h(h+t,) '

L'approximation de | ; et | , éant donc liée al'approximation du potentiel, les résultats sont
également peu précis sur les "charges surfaciques’ | et 1.

Choisissons par exemple
iu, =0; u, =1; g=15
%tl =0,- X% =07
%tz =0,- X, =02
Les valeurs exactes et les valeurs obtenues par la résolution du systéme linéaire obtenu avec
I" approximation (A-GPP) de laformulation domaine fictif ( 11.8 ), sont respectivement
‘:,I , =4,05.10" o }I N =464.10"
il,=13210" 1% =10410""
ce qui fait une erreur relative de 14% sur la premiére valeur et de 21% sur la deuxiéme.

3.2.2.2 Approximation (A-Capa)

Nous cherchons maintenant une approximation continue, affine par morceaux, prenant
en compte le saut deladérivée | , =u€g )- u€g’) eng, i=1,2.S lespoints g, et g, ne
coincident pas avec des points de la grille, avec I'approximation (A-GPP), il n'y a pas de saut.
Et étant donné la complexité des conducteurs a traiter en dimension 3, on ne peut pas faire
coincider partout le maillage de volume avec les conducteurs. On perdrait la régularité de la
grille et I'efficacité de résolution qui en découle.

Nous g outons donc deux fonctions de base Y, et Y ,, continues, affines par morceaux,
definies respectivement sur [x; , X 4] €t [X_,% 4] (Figurell.6), et tellesque

Y& )- Y&g')=1 i=12 (1.9)
/
——— ’
Xi1 ti ¢ X1

Figurell.6. Fonction de base supplémentaire Y ;

Lafonction Y, (Y, est définie de laméme facon) est delaforme
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- X, .
t ~ g x| [xi v X +t1],
1 1
1

Yi(X) =

i
I
%
. Xi+ - X A
.I.t i s Xl [Xi +1, X 41 ]-
1 h_ tl 1 1
On détermine t pour que
Y&g)- Y&g) =1,

ce qui donne
_Lh-t)

T

t

Onnote F,, i =12,..,N, les fonctions de base ééments finis P, sur la grille. Considérons
alors |'espace de discrétisation

X, =L(F ,F s F oy, Y1, YS),
et le probleme discret correspondant,
ITrouver j 1 X, (.0 ,)1 A2
I
\b- C r n T v
1 Q1 BvBax =1 v, (@) + V(@) "W T X, (1.10)

| - . -~
TJ n(9) =01 J4(9)=09,.

Proposition 11.2. Le probléme (11.10 ) admet une solution unique, qui est la solution exacte.

Preuve:
1. unicité. Considérons deux solutions de (11.10), (] ol 11,I12) et G 2 22) Ona

KPP A A o
QG n-inovgdx=(73- TV (@) +(%-TDV(g,), "Vl X,.
Lechoix v, =j 1 - j 2 dans cette équation, en utilisant

(h-1r)@)=0et(n-jp)g)=0,

donne
5 (4~ 2)€ dx=0.
On en déduit que
ji-j2=K=0 sur [a,b],
et donc aussi

I
N

NN
1
oo
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2. existence. Véifions que la solution du probléme continu ( 1.8 ), représentée Figure
11.7, est solution du probléme discret.

d
dz

a C1 C2 b

Figurell.7. Solution de ( 11.8)

La solution du probleme continu ( 1.8 ) éant affine par morceaux sur
la.g[E]g,.9,[E]g,.b[, elleappartient & X, et peut sécrire souslaforme

x;F,+a,Y, +a,Y,.

Qoz

j =

{0l
iy

Soient d;, d et d, les pentes des trois segments formant la solution exacte. On a
Qi V8= duvg+ )’ dvg+ () d, v
=(d; - d)v,,(g,) +(d- d;) v, (9,)
Et donc, en posant
ir,=d,-d=1,,
+F2 =d-d, =1I,,

la solution (j,l,,I,) du probléme continu ( 11.8 ) est égaement I'unique solution du
probléme discret (11.10).

On peut de plus expliciter ladécompositionde j dans X,,,
j&)-j%g) =1, P a;=I, pouri=12,
Y,etY,sontnullesauxnoauds x, P X, =j(x)=j, pouri=212..N.

Etdonc | sSécrit

j iFi +| 1Y1+| 2Y2'

Qo

{0l
iy

j =

3.3. DIMENSION 2 : APPROXIMATION DU POTENTIEL A UN ORDRE SUPERIEUR

De la méme fagon gqu’en dimension 1, nous alons enrichir I’ espace d’ approximation
X,,, en définissant une fonction de base supplémentaire Y, autour de chague éément de

surface g,. Pour cela, dans le paragraphe 3.3.2, nous calculons le potentiel de fagon
approchée sur chague rectangle K' coupé par la surface ¢, en tenant compte de la
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discontinuité du gradient du potentiel introduite par | atravers gC K'. Puis, comme dans
I'approximation (A-GPP), nous discrétisons la charge par une fonction |, constante sur

chague segment g,, k =1,2,...,Ng. Le calcul approché effectué au paragraphe 3.3.2 revient

alors al'gout de Ng degrés de liberté sur Ng fonctions supplémentaires, définies chacune

sur un volume entourant un segment de surface, pour approcher le potentiel,. Nous éudions
les propriétés de ces fonctions supplémentaires, elles serviront pour écrire le probleme discret.
Nous définissons enfin dans les coins des conducteurs, la trace sur la surface ¢ des fonctions

appartenant au nouvel espace de discrétisation.
3.3.1 Notations

Dans ce paragraphe, nous rappelons tout d'abord I'expression des fonctions de base Q1
sur le carré de référence, et nous définissons |'application affine bijective, qui projette le carré
de référence sur un rectangle quel conque.

Fonctions de base Q, _sur le carré de référence :

AN
V4
/\ /\
Sy 1 Sz
/\
K -
-1 0 1 i
/\ N\
S -1 S

Figurell.8 Carré deréférence

On note F i+ 1=12,3,4, lesfonctions de base éléments finis Q, associées aux sommets du
carré de référence, entré en O, et de cétés de longueur 2. Elles sécrivent

Fi(% )——(1 X)(1- 2) Fa(X, )——(1+X)(1+Z)

I I
i i
T T

IF,D=50+ Q-9 [F,(k2)=,0 9a+2)

On vérifie facilement les deux relations de la propriété suivante.

Propriétéll.1.

<
—_
?)
|| QJ°J>
'I'I)
<
<
(o
1
o

Passage a un rectangle quelconque :

Soit F, I'application affine bijective, qui projette le carré de référence K sur un
rectangle K quelconque. Latransformation F, est telle que
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~ A s D A L, iX:FK,x()’Z)
(%,2) =Fp (X,2),pour (x,2)1 K et (x,2)] K, peutseréécrire j__ N
TZ_FK,Z(Z)

Notations sur un rectangle de la grille :

Soit un rectangle de la grille, K', de cotés Dxet Dz'. Notons S] j=12,..,4 les 4 sommets

du rectangle K', et N} ., 1 =12,..,4 les numéros de noauds globaux permettant de repérer leur

position sur lagrille.

A /Z\ i
N\ N\ S4 A SSI
Sa 1 S3 Fki
— T Kl

A

K N oy
1 0 1% z
N\ A  /
S S o .

Figurell.9. Passage de |’ élément de référence a un rectangle de lagrille

On définit les fonctions de base Q, en tout point M (x,z) du rectangle K' par
Fy(x2)=F (Fl(x2), j=12..4.

On déduit alors les résultat suivants de la Propriété I1.1 :

Propriétéll.2
Y
"MI K', a kM) =1, (1.11)
=1
< @ .
"MT K, §F(M)MS;=0. (1.12)

j=1

Définissons a présent quel ques notations sur les zones entourant le maillage de surface:
elles nous permettrons de modifier |’ approximation du potentiel autour des surfaces des
conducteurs.

Considérons un rectangle de la grille coupé par la surface g:

Soit K' un rectangle de lagrille, et soit ge un éément de surface coupant ce rectangle.
Nous notons n, le vecteur normal a la surface g, , dirigé vers I'intérieur du conducteur. La
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droite qui porte ce segment partage le rectangle en 2 zones Z,* et Z,%, Z, éant la zone
vers laquelle pointe le vecteur n,. On définit de plus Jf('l et JL’Z comme les ensembles des
indices locaux des sommets appartenant respectivement aux zones Z," et Z'?. On définit

enfin KL comme |'ensemble des points du rectangle K' dont la projection orthogonale sur la
droite portant g, appartient & g, (voir Figure 11.10). Lorsqu'il y a plusieurs directions de

projection commeiici, un point de K' peut appartenir & plusieurs de ces zones,
S/ \ /S

g

Figurell.10. Rectangle delagrille coupé par une surface quelconque

Sur laFigurel1.10 par exemple,
tk=1: 3'={1,4, 3?={2,3
+k=2: r={4, 1*={,2,3

Posons D, = U K, , D, est une région entourant le segment de surface g, . Dansle cas
i[K'Cg &

d un segment g, orthogonal alagrille, D, est un rectangle.

Nous rappelons enfin gue la grille de volume est construite de facon a ce que la
permittivité électrique soit constante dans chaque couche horizontale de parallélépipedes, et

donc notamment dans chague rectangle. On lanote e; sur le rectangle K"

3.3.2 Calcul approché du potentiel autour de la surface des conducteurs

Nous cal culons dans ce paragraphe le potentiel de fagon approchée sur un rectangle K' coupé
par un segment de surface quelconque g, , en tenant compte de la discontinuité du gradient du

potentiel introduite par | sur g, C K'. Nous exprimons |e potentiel approché, comme somme

d'un terme défini sur les fonctions de base Q,, et d'un terme multiplié par | . En particulier,

s un élément de surface est orthogonal aux mailles de la grille, le facteur de | associé est une
fonction « chapeau », constante dans la direction parallele al’ @ ément de surface.

3.3.2.1 Cas de surfaces des conducteurs quelconques

Dans ce paragraphe, nous définissons une approximation du potentiel dans le cas de
surfaces de conducteurs quelconques, méme s ce cas général est peu traité dans la suite de
lathése : en effet I'étude théorique se place dans le cas plus simple et plus favorable de
surfaces des conducteurs orthogonaes ala grille.
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Soit K' un rectangle traversé par un segment de surface g,, de vecteur norma n,

dirigé vers l'intérieur du conducteur. On note u* le potentiel dans le diélectrique, et u® le
potentiel, constant, al'intérieur du conducteur.

s/ S

g,

X
Figurell.11. Rectangle coupé par une surface de conducteur

Soit M un point quelconque de la zone Z," du rectangle, nous approchons le potentiel
en M en fonction de sa valeur aux sommets du rectangle par un développement de Taylor de
chague cotéde g, ,

—

N

®
{11 3 u, =u(M)+Nu(M).MS] + E} (M),

—

i
Nj

— ——

“ ) . ~ ® - ® )
i"jT 32, "GT g u, =uM)+RNu*(M).MG+Ru?(G).GS, +E| (M).
! O

—_

Dans la suite, nous négligeons les termes E} . Pour introduire la charge | dans |’ expression

du potentiel, nous faisons une combinaison linéaire des expressions précédentes. On obtient
ainsi une expression approchée du potentiel en M T K' :

uM)=4 F, (M)u(M)

. ) . o ® O ) (11.13)
»a F(Mu, - Nl (M)&Qq F,(M)MS[+ g F  (M)MGL, "Gl g
j=1 : &'i gt jiaiz g
Utilisons (11.12) pour réécrire (11.13) :
¢ - &, ® 0 -
uM)»g F  (M)u, - Nu'(M)& a FN@(M)S'].G:, "Gl g (1.14)
i1 ’ jaz 17}

La surface d'un conducteur étant a un potentiel constant, le gradient du potentiel en un point G
de la surface ¢ des conducteurs est orthogonal a cette surface. On |’ approche de plus de

chague coté de ¢ par une constante sur K' orthogonalement & ¢ : soit M un point de Z,", et
soit G, , sa projection sur g, orthogonalement a g, , NoUs sUPPOSONS Nu(M) »Nul(GM’k).
De plus, lacharge est reliée au gradient du potentiel ala surface du conducteur par

"Gl g, CK', I(G)=¢ Nu'(G).n,.

Le vecteur e Nu'(G) est orthogonal alasurface ¢, donc
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"Gl g, Nul(G):eil G)n, .

L'expression ( 11.14 ) se réécrit donc

04 1 a0 ® i 9
uM)» & F, (M)u, +1 Gy, )5 A GyS 0y F (M)T.
j=1

i @jf 92 @

Remarquons de plus que pour M un point fixé du rectangle, le produit scalaire m.nk est
constant quand G varie sur le segment de la surface g, , et posons

Cii :‘GS} 'nk‘ ,pour GT g, CK' quelconque.

On peut approcher le potentiel en M1 Z,* C K, par

1 &0 i O
—¢ a Cj,k F Ni (M)Il (GM,k)'
€ ngJL'Z ! g

Delaméme fagon, on obtient pour M1 Z,* C K.,

4
uM)» g F,(M)u, +
j:l ] ]

C;l 1&0 i 0
uM)» g FN;(M)UN; +—e ¢a c,F N (M)ZI (Gu ) -
j=1

i @il 7]

Nous définissons de fagon générale lafonction Y, définie sur larégion K, , par

LA cF, (M), "MTZiCK,
YE M) =1 1 o | |
M8 F oy, M Z7 gk, (11.14)
tia

Nous approchons le potentiel sur K, par
4
1
uM)» g F ,(M)u,, +e—YKki(|v|) | G i) » (11.15)
= B

ou Gy, , estlaprojectiondeM sur g, orthogonalement a g, .

On peut vérifier quelafonction Y ¥, est continue atravers g, , et que

1(;1 i " N i
Ye(@=3ac,F,©G), "Gl g CK'.

=

Généralisons maintenant cette expression au cas d'un rectangle contenant plusieurs
segments de conducteur :

On considére maintenant une surface de conducteur coupant le rectangle K' composée
de plusieurs segments g, , chacun de vecteur norma n,. Nous approchons le gradient du
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potentiel par une somme de composantes Nu, , chacune orthogonale a g, et définie sur K, .

Nous approchons alors le potentiel sur I’'union des K, , par une somme de termes associés
aux composantes du gradient,

3 1 o
uM)»a F (Mu,+=  aYiM)I(Gy), (11.16)
j= : i k‘Ki(;gklﬁE
ou G, , est la projection de M sur g, orthogonalement a g,, et ou la fonction Y:i est
définie par (11.14).
3.3.2.2 Cas d’'un segment de surface orthogonal ala grille

Dans le cas particulier d'un rectangle comprenant un segment de surface g, , orthogonal

aux cotés du rectangle, I'expression du potentiel approché obtenue en explicitant ( 11.16 ) est
tres proche de celle obtenue en dimension un.

Soit K' un rectangle de la grille, coupé par exemple verticalement par la surface g, .

Dx : Ny . ,
Notons t; , ladistance de ce segment au coté vertical gauche du rectangle (Figure 11.12).

S/ &
K XL

Z Zy |

. |

S 0 >

Figurell.12. Cas d'une surface de conducteur orthogonale au rectangle.

Soit n le vecteur normal a la surface du conducteur, dirigé de Z, vers Z,. Pour le cas d'un
segment vertical, on a

® ®
GSl'.n:GSA.nz-t%,
® ®
GS,.n=GS;.n=(2- t)%.
D’ autre part, pour tout point M T K,

2-F. (¥
FN{(M)+FNL(M):T’X’
Fe (X
F o (M) +F (M) =2

Définissonslafonction f, sur [ 1,1] par
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t(2-t)
fi 2
t (1- s) quand sl [- 1+t,1]. . L\
- t 1
Figurell.13. Fonction f,

f () ==(2- t)(1+s) quand si [- 1,- 1+t],

NI N -

Lafonction Y:i , définie dans le cas général par (11.14 ), se réécrit ici souslaforme
k — DX .I: -1 n T i
Y i (%2) = t(FKi’X(x)), (x,2)1 K'.

Et (11.16) devient

u(M) »é F,(M)u, +ei% f(F (00 1(Gy), "M =(x2)T K,

ou G,, désignelaprojection orthogonaledeM sur g, .

En particulier, pour tout point GT g, CK', ona

1t(2- t)Dx

u@)> &, ©@u, + 5 E),

qui est arapprocher de ce qu’on avait obtenu en 1D, ¢’ est-a-dire
u(g;) = A Fi(g)y +t; -t ;.

3.3.3 Un nouvd espace de discr étisation, Yh’h , pour le potentiel

Ce paragraphe est consacré a la définition des fonctions de base supplémentaires de
I’espace de discrétisation du potentiel. Comme dans I'approximation (A-GPP), nous
discrétisons la charge par une fonction | , constante par morceaux sur ¢, égaeal , surle
segment g,, k=12,...,Ng. Pour traduire le terme facteur de | calculé au paragraphe 3.3.2,
nous gjoutons alors N¢ nouvelles fonctions de base & I’ espace de discrétisation du potentiel,
définies chacune autour d'un segment de surface.

Soit Y, lafonction définie sur larégion D, = U K, entourant g, par
i[K'Gg.r £

: a YiM)c, M) sMiD,
Y (M) =jiKce: = (1.17)
fo swmi D,

oul'onnote c,, (M) lafonction caractéristique sur K, , définie par
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ils MT K,

CuM)=f ~
« 10s M1 K,.

La permittivité diélectrique est constante sur D, , notée e, : en effet, elle est constante dans la

direction paralléle a g, car un segment de surface ne traverse pas dinterface entre deux

couches diélectriques; et elle est constante dans la direction orthogonale a g,, car la

permittivité est constante a I’intérieur d’un rectangle de la grille. Approchons la charge | par
une constante |, sur le segment g, , I’ expression du potentiel ( 11.16 ) se réécrit sur D, sous

laforme

Ny Ns 1 R
uM)» 3 F,(M)u, +3 =Y, (M) 1,, "MT W. (11.18)
j=1 k=1 Sk

On s'inspire de cette expression pour agrandir |I’espace de discrétisation X,,, en lui
ajoutant un degré de liberté sur chaque zone D, entourant le segment de surface g, : on pose

Xon = X +L(Y5, Y50 Yo )

Expression simplifiée des Y, dans le cas de segments orthogonaux a la grille :

Danslecasou g, est un segment orthogonal alagrille, lazone D, est un rectangle. On
considére la distance de g, au bord de D, paraléle a g, et de plus faible abscisse (ou
ordonnée suivant I'orientation de g, ). Notons t, cette distance ramenée a I'@dément de

référence K (Figurel1.12). Suivant I'orientation de O, Y, Seécritaors

is (x,21 D,, Y.(x2=0,

; \

I 9 9,/1(02), Y, (x,2)=
-:-si (x,21 D,,

i I
1

ou, s g, //(Ox), Dz, désignelahauteur des rectangles de la couche danslaquelle se situe g, .

2 (o0 ),

—— —

$ .00, Y.(xD =2 1, (R, ) (D),

—_——

En résumé, lorsgue les surfaces des conducteurs sont orthogonales alagrille, lesfonctions Y,
ont laforme de "chapeaux" : elle sont constantes paralleélement a g, , et nulles sur les bords de

D, paralélesa g, : /\(kb@

/. x 7./

Figurell.14 Forme desfonctions Y, pour g, orthogonal aux maillesdelagrille

v
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3.3.4 Propriééssur lesfonctions supplémentaires Y,
Nous montrons dans ce paragraphe des propriétés particulieres des fonctions définies au
paragraphe 3.3.3.
Dans le cas de surfaces des conducteurs quel conques, nous avons la propriété suivante :
Propriété 11.3. Pour tout k =1,2,...,Ng, le saut du gradient de la fonction Y, définie par
(11.17), atraverslasurface g,, est égal au vecteur normal a la surface g, :

"Gl g, NY (G )-RY, (G*)=n. (1.19)

Preuve : Pour tout rectangle K' de la grille coupé par le segment g, , le gradient de Y,
défini sur K, , s écrit

1 & ¢ NF (M), "MT Z*CK,,
NY (M)—'[ i3t ‘
K - i N n T i i
% é Cix NF Ni(M)’ M Zk’ZC'Kk-
it 3t :

®
¢ <l n :}.-®GS'].nk s j1 a7,
1Gs .n s jT 3.2
Ainsi, pour tout GT g, CK',
4 ®
Ny, (G)- Ny, (G =84 NF , (G) GSj.n,. (11.20)

j=1
Or, pour tout point GT g, CK', etpour j =12,...,4, onal'égalité
N(F \i (G) GS']. .n)=F \i (G) N(GS'j .n.)+NF " (G) GS} N,
® .
=-F, (@) +KF , (G) GS| .n,
qui, utilisée dans ( 11.20 ), donne

. - o O °; 0 ¢
Ry, (G)- NY,(G")=NEa F, (G) GS|.nZ+a F , (G) n,.
=1 g i

Et finalement, en utilisant les deux relations de la Propriété 1.2,
"iK'Cg t £ "Gl g ¢K', NY,(G)-NY,(G")=n,,

dont on déduit immédiatement ( 11.19). ?
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Supposons a présent que le segment de surface g, est orthogona aux mailles de la

grille. Nous montrons de plus les relations suivantes, gréce a la forme de «chapeau » de la
fonction Y, associée :

PropriétéI1.4: Soit g, un segment de surface orthogonal aux mailles de la grille. Alors la
fonction Y, associée veérifie

g INY[*dw=¢ Y, dg

i. @ NY,.NF;dw=0, "j=12..,N
Supposons de plus que le segment g, est soit orthogonal a g, , soit porté par la méme droite,
soit ne coupe pas le méme rectangle dela grille que g, . Alors on a également

iii. QQD NY,.NY dw=0, "k¢=12..,N

Preuve:
Pour montrer les propriétési et ii, nous supposons par exemple que le segment g, est vertical.
I

|NYk|

5 ()] axdz.

En effectuant le changement de variables X = F[;kfx (X), on obtient

_Dx’ L

<Ry (2 X DX
g INY.Paw==¢ o 1sz[f &(%)] —- didz
_DX e 1
=5 kgol —(2 t )2 dX +O —t dX dz
:Qk Y, dg

Dansle casd un segment g, vertical, lafonction Y, ne dépend que de x, donc

"j=12..Ny, ¢ NY, .NF; aw= Q Y (X) (Z) dxdz .

Ou encore, en séparant les intégrales en x et en 'y, et en effectuant le changement de variable
%= Fp (%),

Dx ae-1+t 1 ~ 4 1 ol
7 gol 5(2- tk)dX' 01+ EtkdXB—O

0
ii.
-Si g, et g, sont portés par laméme droite ou ne coupent pas un méme rectangle de la
grille, lapropriétéest vraiecar D, C D, = A&,
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-sinon, s g, et g, forment un angle droit, alors les vecteurs

., &0 .~ 2200
NY, ki et NY I
0 (%] Ziep
sont orthogonaux, et donc la propriété est également vraie.

?

En pratique, ces propriétés montrent que le nouveau systéme a résoudre sera tres creux, et
gu’il aura une structure particuliére

Reprenons |les hypothéeses utilisées dans la Propriété 1.4 :
Hypothése H1. Les surfaces des conducteurs sont orthogonales aux mailles de la grille.

Hypothése H2. Deux segments de surface paralléles sont soit portés par la méme droite, soit
ne coupent pas le méme rectangle dela grille

L'hypothése H2 signifie en particulier que la configuration de laFigure 11.15 n'est pas possible.

| o

Figurell.15 Configuration impossible

La grille de volume ne doit donc pas étre trop grossiére par rapport au niveau de détail des
conducteurs.

3.35 Tracedesfonctionsde X, sur lasurfacedesconducteurs

Unefonction v, T X,,, s écrit sur W souslaforme
R Rs R
Vo(M)=a F;(M)v;+a Y, (M)b,, "MI W. (11.21)
i=1 k=1
Il n'y a pas d'ambiguité pour définir la trace de la fonction v, sur ¢ lorsque la

mesure entre deux segments de surface consécutifs appartient a [0, g[ E] g Pl :

- Soit une surface des conducteurs, avec des angles entre deux segments
conséeutifs de mesure al ]g,p]. Alors sur chague segment ¢,, les fonctions
Y. K¢ k sontnulles, et donc (11.21) seréécrit

Ny
"Gl g, Vh,h(G):jé:le(G)vj+Yk(G) b, .

- Soient deux segments consécutifs g, et g,, qui font un angle de mesure
strictement inférieurea p/2. Alors Y, estnonnullesur g, et Y, estnonnullesur g, .
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Considérons a présent deux segments consecutifs g, et g,, qui font un angle de
mesure égale a p/2. Le segment g, coincide avec une partie de la frontiére de larégion D, ,
sur laguelle la fonction Y, est non nulle. Donc Y, est discontinue a travers g,. De méme,
Y, est discontinue atravers g, . Il faut donc definir latracede v, sur g, et g,.

Ki
D, | @

/Dl/ NY,
<1

En tout point de ¢, le gradient du potentiel est orthogonal a ¢. D’ apres la Propriété 11.3, le
vecteur NY , (G), GI g,, est orthogonal & g, pour k =1,2. Nous choisissons ainsi Y, nulle
sur g,, et Y, nullesur g,, defagon ace que le gradient de lafonction v, , sur g, et g, soit
orthogonal respectivement a g, et g,, c'est-a-dire vérifie la méme propriété que le potentiel
réel, quel'on veut approcher.

Aing, (11.21) seréécritsur g,, k=12,

Ny
"Gl g, V%, (G)=aF (G)V, +Y,(G)b,

j=1

3.4. EXTENSION A LA DIMENSION 3

L’extension aladimension 3, en utilisant |a méme démarche, est immédiate.

Cas génerd :
On définit Y 5 sur K, 1 K' par

CixF (M), "MIT Z CK,,

i,2

c;F v (M), "MT Z2,”CK,.

1

’ QJoj_ QJ°

o

i

K _Tq
YK'(M)_l
1
1

Et on pose, sur lazone D, entourant g, ,
1 a YK.(M)CK. (M) s MT D,
Y (M)_II‘K Coll £
fo s Mi D,.

Expression simplifiée dans le cas d'un segment orthogonal;

Suivant ladirection de g, , nous avons

Vo2 =2 g E e, v D,
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Les Propriété 1.3 et Propriété 11.4 sont vérifiées également en dimension 3. Nous définissons
latrace sur ¢ desfonctionsde X, delaméme fagon qu'en dimension 2.

3.5. NOUVEAU PROBLEME DISCRET

Nous enrichissons a présent |'espace d'approximation du potentiel par les fonctions
supplémentaires Y, définies dans le paragraphe 3.3.3. A I'aide en particulier de la définition
introduite au paragraphe 3.3.4, de la trace des fonctions de cet espace sur la surface g, nous
définissons un nouveau probléme discret, adapté au nouvel espace de discrétisation Yh’h du
potentiel. Dans le cas général, on obtient un systeme dont la résolution est colteuse. Mais
dans le cas ou les surfaces des conducteurs sont orthogonales ala grille de volume, cas proche
de I’'exemple 1D présenté au paragraphe 3.2, le systeme discret se réécrit sous une forme

permettant une résolution aussi rapide que le systeme (A-GPP). En pratique, nous étendrons
cette résolution au cas de surfaces quel conques.

Nous adaptons I’ écriture du probléme discret de fagon a tenir compte de la discontinuité des
fonctions de X, , sur les interfaces entre deux régions voisines D, et D, €t, lorsque ces

régions se chevauchent, sur les surfaces en lesquelles ces régions se coupent.

Ng o
Nous notons Q,,,, = W- U D, larégionde W sur laquelle lesfonctionsde X, sont définies
k=1

par une approximation Q, sur la grille de volume. Cette région est constituée de tous les
rectangles de la grille non coupés par des segments de surface, plus de petites portions
rectangulaires incluses dans les rectangles de la grille contenant des coins des conducteurs
(voir Figurel1.17 par exemple).

Qus W

G— Conducteur

Figurell.16. Définition delarégion Q, , sur laquelleladiscrétisation du potentiel n’est pas modifiée

Nous définissons a,, sur X,,  X,,, en décomposant I'intégrale sur les régions de W sur
lesquelles le gradient des fonctions de X, est défini. Clest-a-dire

N
oS

ay, (U, Vin) = th eNT, , .Nv, , dW+ 3 Qk_ m?ekNUh,h NV, , dW

IS
¢DC D,
k=1 3 “ 1£k¢1LkJ£NS o
[o] N S — C—
+ a e NG, , .Nv, , dW,

D,
1Ek £k, ENg e D
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En décomposant

N N
| o° ~
Iuh,h_rh+aakYk’ il Xy,
| k=1

: N
'Vh,h:Vh+akak’ Vil Xy,

f 2

laforme bilineaire a,,, se réécrit

NS
_ 0° < ~ ~ ~
A (Uh,h ’Vh,h) =a(r,,v,)+*a Q e, NY, '(akNVh +karh) dw
k=1 X

. N N (1.22)
+ a Q e.a b, NY, .NY,  dw.
1Ek Kk ENg 1 Dz b ' ’
Nous définissonsde plus b, sur X, " M, par
NS
b, (VM) =b(v,, M) - & by Q) Yicm, dg. (11.23)
k=1 K

Cette approximation de la forme hilinéaire b utilise la définition de la trace d’ une fonction de
)?h,h sur lasurface ¢ introduite au paragraphe 3.3.5.

On approche alors |e probléme (DF) par
i Trouver (U,,, I )T X,,” M, telsque
OF) L (@) +By (o T1) =0, “ 0,1 X, (11.24)
10, @ M) =- <gm, >, "miM,

Décomposons

r, = ériFi’ Vi = é.ViFi'

1EIEN, IEIEN,

Dans le cas général, le probleme discret ( 11.24 ) se réécrit alors sous la forme ( 11.25 )
suivante,

iTrouver ((r)i (@), w)m)T AN 7 AN AN tels que
l _
a r,QeNF NF dw+ g a,q eNF Ry, dw= g '@ Filmde, "i=12...N,

1£ENy 1EKEN,, 1EmENg
: aa, QKCD. eNY Ny, aw+ § r, Qk eNY, NF , dw=1T, qukj dg "k=12..Ng,

[ EIENS 1£JENy

P ArNQF indgtand Yol ndg=q 9indg "m=12..N;.

Tigjen, Om

!
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Nous considérons les matrices A , B, et le vecteur G, introduits au paragraphe 2.2 pour
I'approximation (A-GPP). Nous définissons de plus la matrice diagonale C MNS, N o d€

terme
¢t =Q Yl v,
etlesmatrices DT M ., etET M, , determes généraux
d;, = Q/eNFi Ny, dw,
e, = quYk NY, dw.

En utilisant ces notations, le probléme discret ( 11.24 ) se réécrit sous laforme matricielle
1Trouver RT A™, ST AN et LT A™ telsque
| _
jAR+DS+B'L =0
| _
iD'R+E S-Cd =0
IBR-Ccds=-G

(11.26)

Sans propriétés supplémentaires sur les matrices C(, D et E, la résolution du systéme
(11.26) est trés colteuse. La Proposition I1.3 montre que lorsgue les hypothéses H1 et H2 sur
les surfaces des conducteurs et le choix de la grille sont vérifiées, ce systéme peut étre réécrit
sous une forme telle gu’on peut le résoudre de facon efficace, de la méme fagon que pour
I’ approximation (A-GPP).

Proposition 11.3 S les hypotheses H1 et H2 sont vérifiées, le probleme discret ( 11.24 ) peut
S écrire sous la forme matricielle

iTrouver RT A™ et LT A™ telsque

] _

iAR+BTL =0 (11.27)
iBR-CL=-G

ou A, B, e G, ont éé définis pour |I'approximation (A-GPP), et C est une matrice
diagonale.

Preuve:
Sous ces hypothéses, nous pouvons calculer explicitement les degrés de liberté

supplémentaires sur le potentiel, a,, en fonction de la charge surfacique | ,, puis les
substituer dans le systeme.

Supposons en effet que les hypotheses H1 et H2 sont vérifiées. Alors les propriétés

I’expression ( 11.22) définissant a,,,, etona
_ _ % ~ ~ 2
anp (uh,h’vh,h) =a(r,v,) +a ab, Q € |NY|<| dw. (11.28)
k=1 K

Autrement dit, lamatrice D est nulle, et lamatrice E diagonale. De plus, gréce ala Propriété
I1.4.1, on peut exprimer lesinconnues a, en fonction de la charge surfacique par
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I
a, =—.
ek
Clest-a-dire que les termes des matrices diagonales E et C ¢ sont égaux, au coefficient e,
prés. On substitue les a, dans I’ équation imposant la valeur du potentiel sur les surfaces des
conducteurs, et on obtient ainsi le systeme
i
! e A s
I Trouver ((r,),,(0,))1 AY™ A" telsque
o o~ o~ o T . .
i a roeNF,NF.dw= g I, F.jdg, "i=12..,N,,
i EiENy 'Q ! IEmENS Q, Y (1.29)
i

Do : I : :
I roF . j,,dg+—"@a Y dg=¢ dg, "m=212,..,N;.
TlﬁjaE.NV]Qm JJ m g em Qm mJ m g ngj m g 1' S
En utilisant A , B, et G, introduits au paragraphe 2.2, et en notant C 1 MNS, N, lamatrice
diagonale, de terme

1 : 1
Com="—0 Y dg=—c¢,,
=g Q, Vnl md9=—Chn

le systeme linéaire (11.29) s écrit sous laforme matricielle (11.27). ?

Remargues:
a) Casgénéra : s les hypothéses H1 et H2 ne sont pas vérifiées, la Propriété 11.4 sur les
fonctions Y, n'est pas vérifiée, et on ne peut donc pas réécrire le systeme ( 11.26 ) sous la

forme (11.27 ). On a cependant en pratique résolu le systeme ( 11.27 ), en posant de méme
1 .
=— AY
Cnn =6 -Q, 'l m 49,

ou Y, est defini souslaforme générale (11.17 ). Nous verrons dans section 4 que les résultats
sont bons. Nous tentons une explication de ces bons résultats dans le paragraphe 3.6.

b) Résolution : comme dans le cas de I’ approximation (A-GPP), on peut éliminer la
variable R du systeme ( 11.27), et se ramener alarésolution du systéme
(BA'BT+C)L =G (11.30)
On déduit ensuite R par
=-A'B"L.

On résout le systeme ( 11.30 ) par un algorithme de gradient conjugué sur la charge. A chaque
étape de I'algorithme, on utilise un solveur de Poisson rapide pour résoudre A “*X, . Le colt

d' une itération de cet algorithme est voisin de celui dune itération de I'agorithme de
résolution du systeme obtenu par |’ approximation (A-GPP). En effet, a chaque itération on ne
rajoute qu’ un produit d’ une matrice diagonale par un vecteur, ce qui demande peu de calculs.
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3.6. UNE AUTRE ECRITURE DANSLE CAS DE CONDUCTEURS QUEL CONQUES

Dans ce paragraphe, nous appliquons au probléme continu l'idée de décomposer le
potentiel u en une partie u, de dérivée continue atraversg, et une partie Y contenant le saut

de cette dérivée a travers g, et nulle fbrsque I'on séloigne de la surface des conducteurs. Nous
obtenons ainsi une nouvelle formulation variationnelle faisant intervenir u,, Y et la charge

| . Nous proposons alors une discrétisation non conforme de cette nouvelle formulation
utilisant les fonctions Y, définies précédemment, et menant dans le cas général a un systéme

proche du systéme programmé. Le principe est donné pour un diéectrigue homogene, il
sétend facilement a des couches diél ectriques horizontales.

Formulation continue :

Soit E un sous-ensemblede W incluant ¢, ¢i E1 W. Nousdécoupons E en E, et E,, de
part et d’ autre de lafrontiére ¢. Nous décomposons le potentiel par

u=uy+Y,
ou

ju, T H*(E)GH'(W), Du, =0 dans E,
1Y1 H2(E,)CH?(E,)CH W), DY =0 dansE, et E,, Y =0 dansW- E.
Réécrivons la formulation domaines fictifs en utilisant cette décomposition. Soit
vi {v;vT H:(E), v =0 sur W- E}.
Nous réécrivons la premieére équation de la formulation domaines fictifs (DF),
QVNU.NvdW: QVI dg ,

pour ce choix de v. Et en utilisant la formule de Green et en notant Y =Y dans
E., i1=12, nousobtenons

QDu,vdW + a Q DY vdw+ Q(NY @ NY (2)).nvdg+qE yw dg= Qvl dg,
e =2 ' =0 =0 n
c'est-a-dire
1
QV(NY O . Ry ®@)n dg= vl dg "vi H?(9). (11.31)

Nous réécrivons maintenant les équations de la formulation (DF) pour des fonctions tests
vl X et nl M quelconques. En décomposant & nouveau le potentiel en deux termes, la

premiére égquation se réécrit

Q,Nu, .NvszQvI dg- QNY Rvdw, "vi X. (11.32)

L a deuxieme équation traduisant les conditions aux limites se réécrit simplement
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QMUo*+Y - g)dg=0, "mi M. (11.33)

En réunissant les équations ( 11.31 ), ( 11.32 ) et ( 11.33 ), le probleme continu se réecrit
finalement

iTrouver u, T H*(W), YT H;(E), DY =0dans E, et E,, telsque

|
1

g WY ® - Ry @) .ndg=gwl dg " wi H2(g) (1)
(DFy) :C\3~( . _ ) Q o @

:Q/N o Nvdw —gvl dg - QNY.NvdV\/, vl X

%Q(O+Y-g)mdg:0, "m M 3

Les relations (2) et (3) correspondent a la formulation domaines fictifs réécrites en
décomposant simplement u=u, +Y . La relation (1) est une relation que nous rajoutons
artificiellement a la formulation. Gréce a cette relation supplémentaire, nous allons pouvoir
obtenir un probléme discret bien posé sans enrichir I'espace des fonctions tests discretes.
Ns
Discrétisation : nous choisissons E = U D, , et nous discrétisons :
k=1
- U etvpar desélémentsfinisQ; sur lagrilleréguliére,
- | et n par desélémentsfinis Py sur le maillage de surface,

Ns
- Y parY, = é a, Y. Nousavons, comme voulu, DY, =0 sur chague D, de part et
k=1

d'autredeg mais Y, I H*(E): ladiscrétisation est non conforme,
Ns

- w par une fonction w, =§ W,y , ol y, est une fonction continue sur I'élément du
k=1

maillage de surface g, , nulle a ses extrémités et en dehors de g, , et telle que @y dgt 0.

Nous approchons ainsi e probléme (DF,) par

ITrouver Uy, T Xy, (@ )sgeen, T A 8t (I )ggen, | A", telsque
i

Iakq yk(NYk(l) - NYIE2)).nk dg:Q yk K dg’ "k=12,...,N
|

|Q/Nu0thde a? Q v,j , dg- akQ R, (11.34)

%
:1O:

v, | X,

Q

Q(U0h+a| - g)m, dg=0, "”L' M.

Gréce alaPropriété 11.3, nous tirons de la premiére équation du systeme larelation

a, =l,, "k=142..,N
Nous obtenons donc le probléme discret suivant,
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i
:Trouver (uo,h’l h)i Xh ’ Mh tdsque

: Q/Nuovh th dw= thl ndg - é l kQ I<|Y|<-th aw, " Vhi X,
I K k

-I-Q (Ugpn +é. ' \Yy-9g)mdg=0, " ”LT M.
t k
Dans le cas particulier de surfaces des conducteurs orthogonales ala grille, on ade plus

Q NY, Nv, dw=0,

et on retrouve le systeme ( 11.29 ), qui se réécrit sous la forme matricielle ( 11.27 ) que I’on
rappelleici :

iTrouver RT A™ et LT A™ telsque
| _

iAR+B"L =0

iBR-CL=-G

Sinon, dans le cas général, on obtient une forme matricielle assez proche de ( 11.27),

iTrouver RT A™ et LT A™ telsque
| _
iAR+(B"+F)L =0
iBR-CL=-G.

Lamatrice F est creuse, mais ce systéme n’est pas symétrique. Si on emploie un algorithme
itératif pour le résoudre, chaque itération peut étre eff ectuée rapidement en utilisant le solveur
de Poisson rapide. L'avantage de cette écriture est donc d'obtenir, sans hypothése particuliére
sur les surfaces des conducteurs, c'est-a-dire sans utiliser la Propriété I1.4, une formulation qui
permet une résolution efficace. Cette formulation est de plus assez proche de ce qui a éé
effectivement programmé dans le cas général, et coincide avec |'autre formulation lorsgue les
hypothéses H1 et H2 sont vérifiées. Mais nous n'avons pas eu le temps de la tester en pratique,
ni de |'étudier plus en détail.

Remarques:

1. La discrétisation du potentiel est la méme que celle utilisée pour obtenir
I'approximation (A-Capa). Cependant, les deux approximations du probleme étant des
approximations non conformes, il n'est pas vraiment surprenant que I'on n'aboutisse pas
exactement ala méme formulation discréte.

2. Cette formulation semble pouvoir se généraliser, avec éventuellement une
discrétisation différente de Y , au cas ou la fonction u n'est pas constante sur la surface des
obstacles.

4, RESULTATSNUMERIQUESEN DIMENSION 2

4.1. INTRODUCTION

Nous présentons dans cette section des résultats numériques en dimension 2 sur deux
exemples "académiques'. Nous avons cherché a introduire ici de fagon concréte, des points
gue nous étudierons théoriqguement au chapitre 3, et qui sont des enjeux importants pour
obtenir un logiciel efficace en 3D. Nous observons pour cela le comportement des deux
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approximations en fonction des choix des maillages, en termes de rapidité de convergence de
['algorithme du gradient conjugué, et de précision des résultats.

Le potentiel et la charge sont calculés en utilisant deux maillages : une grille structurée
du volume, et un maillage de la surface des conducteurs. Un objectif important de ces tests
numeériques est de déterminer I'influence des pas des deux maillages, et du rapport entre les
deux, sur les résultats pour les deux méthodes. Ceci en particulier pour avoir une premiére
idée de choix de maillages efficaces pour une utilisation en dimension 3.

Pour tout segment g, du maillage de surface, notons A, le rapport entre la longueur du
segment, et le pas de lagrille de volume, h,
9]

A, =P
“ h

et soit
A =min A et A = max A, .

Ces rapports ont une influence importante sur le comportement des deux approximations. En
effet, une condition pour que le probléme discret admette une solution unique, et qui converge
vers la solution du probleme continu lorsque les pas des maillages tendent vers 0, est la
célébre condition inf-sup. Cette condition se traduit pour (A-GPP) par une condition de
compatibilité entre les maillages. En effet, Girault et Glowinski ont montré [GiGl 95], en
considérant des éléments finis P; pour le potentiel sur un maillage de triangles, et des
éléments finis Py pour lacharge, que S'il existe une constante L telle que

A ® 11.35
HAm <L, (11:3)
alors la condition inf-sup est vérifiée. |ls ont de plus remarqué qu’en pratique, on pouvait
relacher A, 3 3jusqua A, 2 15.

Nous allons étudier ici e comportement des deux approximations en fonction de lafinesse des
maillages et du rapport entre les pas des deux maillages. Nous préterons une attention
particuliere au cas ou le maillage de surface est construit comme I’intersection de la surface
des conducteurs et de la grille de volume. En effet, ce choix du maillage de surface, s'il
S avéere donner de bons résultats, sera un choix facile a éendre en dimension 3. Nous
I" appel ons dans la suite choix "auto" du maillage de surface.

Nous considérons d’ abord le cas de deux conducteurs dont les surfaces en vis-a-vis sont
circulaires et concentriques, exemple pour lequel on connait explicitement la charge et le
potentiel. On ne se situe pas avec cet exemple dans un cas tres favorable a |’ approximation
(A-Capa), puisgu’on avu gu’ elle est a priori plus particulierement adaptée au cas de surfaces
orthogonales a la grille volumique, cas de la plupart des structures d’interconnexions a
simuler. Et ce n'est pas non plus un cas auquel on attache beaucoup d'importance, puisque les
interconnexions sont le plus souvent modélisées par un ensemble de parallélépipedes
rectangles. Cependant il permet de valider les résultats et de tirer des premiéres conclusions.

Nous considérons ensuite un cas contenant un conducteur, de surface rectangulaire.
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Enfin, nous nous attachons plus particuliérement a la prise en compte des angles droits. En
effet, les structures d'interconnexions étant le plus souvent modélisées par un ensemble de
parallél épipedes, il est important que les coins soient bien pris en compte.

4.2. GEOMETRIE __ CIRCULAIRE : COMPARAISON AVEC LA SOLUTION
ANALYTIQUE

Un exemple sur lequel on connait explicitement la charge et le potentiel est le cas de
deux conducteurs plongés dans un diélectrique de permittivité constante ey, dont les surfaces
en vis-avis sont circulaires (ou sphériques en 3D), de rayons ri et rp (r, >r;), €t
concentriques de centre O.

Figurell.17. Géométrie circulaire

Calcul analytigue de la charge sur les conducteurs :
Dans |’ espace diélectrique entre les conducteurs, le champ électrique E est axisymétrique,

E =E(r)d,,

ou r est la distance du point auquel on considére le champ éectrique au centre des cercles. Le
théoreme de Gauss exprime la charge Qg comprise al’intérieur d’ une surface S par

QS SO T

= =gn E.dS.
e, @
Soit Q la charge du conducteur C,, le champ électrique en tout point d' un cercle de rayon
r >r, et decentre O, vérifie

2prE(r) :eg'

On en déduit

2 Q I’2

V(r)-V()=n E(r)dr =———In—=.

()- V(1) = g EOdr =5 —In s
Choisissons

irn=5 1V()=1

it (1) , e, pour simplifier, e, =1.

ir=9 jV(r,)=0

Alors
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Résultats de simulation :
On choisit comme domaine fictif la boite carrée de cétés X =Y = 20. On fixe |le potentiel sur

les conducteurs, V(C,)=1 et V(C,)=0. Les systémes linéaires obtenus avec les
approximations (A-GPP) et (A-Capa), sont résolus par un algorithme de gradient conjugué,
non préconditionné, sur la charge. Nous considérons ici que I’algorithme a convergé a
I’itération n si la charge surfacique L, est telle que

BAB'L, -G
| H

<10"" pour (A-GPP),
e

H(B ABT+C)L, - GH

<10 pour (A-Capa).
el

ou

Ce critere d’ arrét garantit une trés bonne convergence de la résolution du systeme.

Nous présentons d’'abord les résultats pour les approximations (A-GPP) et (A-Capa) en
fonction du pas de la grille de volume, avec un rapport fixé égal a 2 entre le pas du maillage
de surface et le pas du maillage de volume. Pour ce rapport, on doit obtenir une bonne
convergence de I’ approximation (A-GPP), la condition inf-sup « pratique » est vérifiée.

La Figure 11.18 présente I’ erreur relative sur la charge en échelle logarithmique, ainsi
gue le nombre ditérations de I'algorithme de résolution, pour les deux approximations, en
fonction du pas de la grille en échelle logarithmique.

Erreur relative sur la charge Nombre d'itérations du G.C.
; T 35 rrr
01 prrommmmes R e > 3 : ;
| —— AGPP | Pa i 3 oo
i app:g)’(‘éA )) 30 || —+—approx. (AGPP) |-/ S S
001 L Pppox(ACp) | T _ g - | —*— approx. (A-Capa) 1 1 1
= i | 8 25 foo e S oo N o]
3 r ; . : 1 P [ : : q 1
S0001 e T A b © [ : : : ]
W i ! : A R e e S
2 - | B . 4
I s s 1 5 I 1 / ;
0000L £ A T B R e e —
P 3 T A Y R S 0Ll L] Ll
001 01 1 0.01 0.1 1
h h

Figurell.18. Erreur relative et nombre d’ itérations du G.C. en fonction du pas de la grille pour A » 2

On constate que |’ erreur relative sur la charge décroit a peu pres a la méme vitesse en
fonction du pas pour les deux approximations, mais |’ erreur est environ dix fois plus faible
avec |’ approximation (A-Capa). De plus, le nombre d’itérations de I’ algorithme de résolution
est plusfaible avec |” approximation (A-Capa).
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Cet exemple montre donc que |’ approximation (A-Capa) est intéressante méme pour des
surfaces des conducteurs non orthogonales alagrille.

Nous étudions maintenant |'influence du rapport A entre le pas du maillage de surface
et le pas de la grille sur les résultats. Nous comparons dans le Tableau 1.1 et le Tableau 11.2, la
précision et la convergence des approximations en fonction du pas de la grille pour différentes
valeurs de A, telles que la condition inf-sup est ou non vérifiée pour (A-GPP). Le choix
particulier du maillage de surface appelé choix "auto", est obtenu en reliant les points
d’intersection de la surface des conducteurs (ici les cercles) et de rectangles de lagrille.

Tableau I1.1. Approximation (A-GPP)

h Al [075;1] Choix auto. AT [1;1,25 Al [2:25] Al [4:5
Erreur #itér. | Erreur #itér. | Erreur #itér. | Erreur #itér. | Erreur #itér.
5/2 0,33 54
5/4 0,12 166 [9,9.10% | 34 8,2.10% |22
5/8 6,4.10° [140 6,5.10° [276 [53.10° | 54 44.10° |26 29.10% |22

5/16 29.10% [334 3.107 228 2,7.10% | 74 23.10% [32 21.10% |22

5/32 1,4.10% 234 15.10% [136 13.10% | 86 1,2.10% |34 1,1.10% |24

5/64 75.10° [272 75.10° |78 6,5.10° | 50 56.10° |32 56.10° |24

5/128 [2,8.10° |52 3,5.10° |40 28.10° | 14 28.10° |14 28.10° |14

5/256 Non cv. 1,6.10° |66 15.10° |12 15.10° |14 15.10° |14
5/512 Non cv. 7,2.10% |40 76.10% | 12 7.6.10% |12 76.10% |14
5/1024 | Noncv. 3,2.10% |42 3,8.10% | 10 3,7.10% |12 3,7.10% | 12

Tableau I1.2. Approximation (A-Capa)

h Al [0,75: 1] Choix autto. Al [1;1,25) Al [2:25 Al [4:5]
Erreur #itér. | Erreur #itér. | Erreur #itér. | Erreur #itér. | Erreur #itér.
5/2 3,2.10% |32
5/4 16.10° |32 14.10° |22 3,2.10% |18
5/8 56.10° |50 6,5.10° |64 6.10° 22 9,4.10° |18 2,3.10% |18

5/16 3,7.10° |56 3,7.10° |52 3,6.10° |22 45.10° [22 84.10° |18

5/32 1,4.10° |50 1,6.10° |52 15.10° |22 1,8.10° |22 2,6.10° |18

5/64 7.107 36 7,1.10% [42 7.107 14 8.107 14 1,1.10° |14

5/128 |3.10* 42 8,1.10% [32 4.10" 14 4.10" 14 5.107 14

5/256 | Non cv. 55.10% |56 2.10" 12 2.10% 14 2.107 14
5/512 | Non cv. 3,5.10% |36 94.10° |12 94.10° [12 84.10° [14
5/1024 | Non cv. 2,7.10% |42 38.10° |12 3,6.10° [12 37.10° [12

On représente ci-dessous les erreurs en échelles logarithmiques sur deux graphes séparés,
mais avec les mémes échelles.
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Approximation (A-GPP) Approximation (A-Capa)
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Approximation (A-GPP) : On constate sur ces figures que I’ erreur pour (A-GPP) dépend tres
peu du maillage de surface. Par contre, on voit dans les tableaux que pour des grilles pas tres
raffinées, I’algorithme du gradient conjugué converge beaucoup mieux (en nombre
ditérations) lorsque le rapport A est élevé, c'est adire si la condition de compatibilité entre
les maillages est vérifiée.

Approximation (A-Capa) : La convergence de I'algorithme du gradient conjugué dépend peu
du rapport entre les pas du maillage de surface et de la grille. L'agorithme a cependant besoin
de deux fois plus ditérations lorsque la condition de compatibilité entre les maillages
(A, 3 15) n'est pas vérifiée que lorsqu'elle est vérifice.

D'autre part, pour des grilles de taille grossiere a moyenne, I'erreur dépend assez peu du
maillage de surface et diminue méme |égerement quand on raffine celui-ci. Mais pour des
grilles fines, les résultats sont moins précis lorsque la condition de compatibilité n'est pas
vérifiée. Pour un rapport A . <1, I'agorithme du gradient conjugué peut méme ne pas
converger. Par contre, lorsgue cette condition est vérifiée, les résultats sont environ dix fois
plus précis que pour (A-GPP).

Remarques:

1. Dans les tests précédents, les pas de la grille étaient les mémes dans les deux
directions. Nous avons refait les mémes simulations, avec pour un pas Dx fixé, des
pas Dy= (2,4 ou 8).Dx . Laprécision sur la charge est sensiblement la méme qu’ avec

Dy = Dx, mais avec un co(t de calcul plusimportant.

2. Nous avons refait les mémes calculs en agrandissant le domaine fictif, de fagon a
vérifier que l'influence sur les résultats des conditions aux limites sur les bords du
domaine fictif est négligeable.

Conclusion pour des surfaces de conducteurs quel conques:

En termes de précision, les deux méthodes sont en O(h), mais I'approximation (A-Capa) est
environ dix fois plus précise. Quant ala condition de compatibilité entre les deux maillages, le
fait qu'elle soit vérifiée ou non influe sur la convergence de l'algorithme, mais peu sur la
précision des résultats. De plus, une condition entre les pas des maillages semble exister pour
les deux approximations, mais étre moins contraignante pour I'approximation (A-Capa).
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4.3. GEOMETRIE RECTANGULAIRE

Considérons a présent un exemple sur lequel on ne connait plus la solution analytique,
mais ou les surfaces des conducteurs sont orthogonales aux mailles de la grille, ¢’ est-a-dire ou
I” approximation programmée correspond exactement a une discrétisation de la formulation
domaines fictifs. Cet exemple est représenté sur la Figure 11.19 : on a un conducteur, de
surface rectangulaire, plongé dans un milieu diélectrique.

A

Figurell.19. Conducteur rectangulaire

Plusieurs cas se présentent, suivant que les surfaces des conducteurs coincident ou non
avec la grille de volume. En effet, si sur un rectangle de la grille un segment de frontiere g,

coincide avec un coté du rectangle, la fonction supplémentaire associée Y, est nulle sur ce
rectangle. On simule deux cas extrémes,

- le cas ou toutes les surfaces coincident avec la grille de volume. Alors les
approximations (A-GPP) et (A-Capa) sont identiques,

- le cas ou aucune surface ne coincide avec la grille de volume. Alors on va pouvoir
évaluer la précison de l'approximation (A-Capa), et la comparer par rapport a
I” approximation (A-GPP) et par rapport au cas ou les surfaces coincident avec la grille de
volume.

Dans les deux cas, de la méme fagcon que pour les cercles concentriques, nous prenons
dans un premier temps comme maillage de surface I’intersection des conducteurs et de la
grille volumique, mais en gardant les angles droits méme sils ne coincident pas avec des

mailles de la grille. Dans ce cas, pour tout segment g, ne touchant pas un coin, ona A, =1
(voir Figure1.20).

W

Figurell.20. Choix "auto" avec coins

On choisit le méme critére d’ arrét de I’ algorithme du gradient conjugué que pour I'exemple
des cercles concentriques. Pour chaque approximation, on prend pour valeur de référence de
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la charge, la valeur calculée avec une grille de 4096 points dans chaque direction. On en
déduit les erreurs relatives sur la charge en fonction du pas.

4.3.1 Casou lessurfacescoincident avec la grille de volume

On choisit un probléme identique dans les deux directions, en fixant
1 X=Y=20,
%xl =X, =Yy, =Yy, =25.
On représente dans la figure suivante les erreurs relatives sur la charge, et le nombre
d’itérations de I'agorithme du gradient conjugué en fonction du pas de la grille, pour

différentes valeurs du rapport A entre |le pas du maillage de surface et le pas du maillage de
volume.

Erreur relative sur la charge Nombre d'itérations du G.C.

01 g e — 70 T

60 [ —+—r=0,55
[ |——r=08
[ | —*—auto

S0 ——r=133
[|—=—r=16

Nombre d'itérations

Figurell.21. Résultats pour un conducteur rectangulaire, dont la surface coincide avec lagrille

Nous faisons les observations suivantes :

- Pour un rapport A fixé, |I’erreur relative sur la charge totale varie en fonction du pas
delagrille en environ h*?

- Pour un pas de grille donné, lorsque I'on fait varier le maillage de surface pour A£1,
la précision est a peu prés constante (courbesr = 0,55, r = 0,8, et auto superposées). Puis, pour
1£ A £ 2 environ, la précision est meilleure quand on relache le maillage de surface, donc
quand A augmente. On obtient une précision optimale autour de A = 2. Enfin, pour A > 2,

lorsgu’ on reléche davantage le maillage de surface, la précision devient moins bonne, et
moins bonne en particulier que pour A £1.

D'autre part, le nombre d’itérations de |’ algorithme de résolution varie assez peu, méme
Sil est un peu plus important pour des grilles de taille moyenne lorsque A est faible. Par
contre, le cas particulier du choix auto du maillage de surface, requiert un nombre d’itérations
nettement plus important pour des grilles de volume moyennes a grossi eres.

4.3.2 Casou lessurfacesnecoincident pasavec la grille de volume

On définit le probleme par la donnée des paramétres,
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i X =Y =20;

tx, =2+0023; x,=2- 0,023;

ly, =2+0301; y,=2- 0301
On observe d'abord, séparément pour les deux approximations, les résultats (précision et
vitesse de convergence de |’ algorithme du gradient conjugué) en fonction du pas de la grille
pour différentes valeurs du rapport A entre les pas des maillages (noté r sur la figure). On

compare ensuite, pour des choix représentatifs des maillages, les résultats des deux
approximations.

Approximation (A-GPP) :

Nous représentons ci-dessous |'erreur en échelle logarithmique et le nombre d'itérations, en
fonction du pas de la grille de volume, pour différents choix du maillage de surface.

Erreur relative sur la Charge Nombre d'itérations du G.C.
_'LE T T L T — 350: T T T

300 F

01 250 |

200

Erreur

150 [

001 |

Nombre d'itérations

100 F

50 |

0,001

Pour une grille de volume donnée, on constate que la précision dépend peu du maillage de
surface. Par contre, pour des grilles de volume de tailles moyennes, ¢’ est-a-dire souvent les
grilles qu’on utilise en pratique, le nombre d’itérations de I’ algorithme du gradient conjugué
dépend fortement du rapport A. Lorsque celui-ci est inférieur & environ 1,5, ¢ est-a-dire
lorsque la condition de compatibilité entre les maillages n’est pas vérifiée, I’agorithme du
gradient conjugué converge mal. Le cas du maillage « auto » est particuliérement défavorable.

Approximation (A-Capa) :

Nous présentons ci-dessous les erreurs relatives en échelles logarithmicues, en séparant pour
plus de clarté les résultats pour desrapports A£1 et A3 1.
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Erreur relative sur la charge - r<=1 Erreur relative sur la charge - r>=1
01—+ o Co 01 T

001 | 001 |

0.001 F

Erreur

0001 |

Erreur

On remarque que pour une grille de volume donnée, quand A £1, ¢’ est-&-dire quand on
raffine le maillage de surface, la précision est & peu prés constante. Par contre, lorsque A3 1,
¢’ est-a-dire lorsgu’ on reléche le maillage de surface, la précision devient moins bonne. Donc
dans ce cas le maillage auto assure une précision quasiment optimale pour une grille de
volume fixée.

Nombre d'itérations du G.C.
4 T

Nombre d'itérations

Le nombre d'itérations de I’ algorithme de résolution, méme s'il est |égérement plus important
pour le maillage auto, reste du méme ordre de grandeur pour tous les choix de maillages. || ne
semble pas y avoir de conditions de compatibilité fortes entre les maillages pour
I” approximation (A-Capa), bien que le choix auto semble introduire une [égére instabilité.

Sur cet exemple, pour les deux approximations, le choix comme maillage de surface de
I'intersection de la surface des conducteurs et de la grille est donc un tres bon compromis en
termes de précision sur la charge. Les comparaisons effectuées par la suite le seront donc pour
ce choix du maillage de surface.

Ainsi, dans la figure qui suit, nous comparons I'erreur en échelle logarithmique, et le nombre
d’itérations de I’ algorithme du gradient conjugué avec les deux approximations, pour le choix
auto du maillage de surface.
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Erreur relative sur la charge Nombre d'itérations du G.C.
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On constate le gain important en précision apporté par |’ approximation (A-Capa) : les pentes
des courbes sont a peu pres les mémes, autour de 1, pour les deux approximations, mais (A-
Capa) est presque 100 fois précise pour une grille donnée. L'approximation (A-Capa) est ainsi
tres précise déja pour des maillages grossiers. D’ autre part, le nombre d’ itérations assez faible
pour (A-Capa) permet I'emploi du maillage auto, qui pour (A-GPP) est en pratique
inutilisable, du moins sans préconditionnement.

4.3.3 Comparaisonsdescas4.3.1 et 4.3.2

Dans la figure qui suit, nous comparons les erreurs relatives sur la charge, en fonction
du pas de la grille, obtenues sur les exemples des paragraphes 4.3.1 et 4.3.2. Dans I'exemple
du paragraphe 4.3.1, les rectangles coincident avec la grille, et les deux approximations
donnent les mémes résultats. On présente deux courbes correspondant a deux choix du
maillage de surface, le maillage auto (courbe C_auto de la Figure 11.22), et le maillage optimal
sur cet exemple, caractérisé par A =2 (courbe C_r=2). Dans I'exemple du paragraphe 4.3.2,
les rectangles ne coincident pas avec la grille, on prend le maillage auto (courbes (A-
GPP) NC_auto &t (A-Capa) NC_auto).

Erreur relative sur la charge

Erreur

—4— (A-GPP)_NC_auto
—— (A-Capa)_NC_auto
—¥— C_auto
——C_r=2

1
Figure1.22. Comparaisons pour des surfaces de conducteurs coincidant ot non avec la grille de volume

On constate que pour le maillage auto, I'approximation (A-Capa) dans le cas ou les
conducteurs ne coincident pas avec la grille est plus précise que si les conducteurs coincident
avec la grille. Par contre, si on choisit le maillage de surface optima pour le cas ou les
conducteurs coincident avec lagrille, les résultats dans ce cas sont meilleurs.
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4.4. | MPORTANCE D'UNE BONNE PRISE EN COMPTE DES COINS

Jusqu'ici, les résultats présentés sont des observations sur des valeurs globales : charge
surfacique totale et nombre ditérations de I'algorithme du gradient conjugué. Ces résultats
montrent en particulier que le non-respect de la condition de compatibilité entre les maillages,
C est-a-dire de la valeur du rapport A, influe sur la convergence de I’ algorithme du gradient
conjugué, mais assez peu sur la charge totale.

Nous considérons ici I'exemple de la figure Figure I1.1 : deux conducteurs, de surfaces en vis-
aVvis rectangulaires, et qui ne coincident pas avec des mailles de la grille. Dans le paragraphe
4.4.1, nous fixons la grille de volume et représentons la charge surfacique le long d'un
conducteur. On remarque que pour |'approximation (A-GPP), lorsque la géométrie des
conducteurs présente des coins, la vaeur du rapport A influe fortement sur lavaleur locale de
la charge surfacique, et des oscillations importantes peuvent apparaitre. Ces oscillations se
compensent lors du calcul de la charge totale. Par contre, les résultats de I’ approximation (A-
Capa) restent trés stables lorsque A varie.

Puis dans le paragraphe 4.4.2, nous faisons varier la finesse de la grille de volume, et
confirmons I'importance d’ une bonne prise en compte des coins, a lafois sur la précision des
résultats et sur la convergence de I’ algorithme de résolution.

4.4.1 Chargesurfaciquelocalepour unegrillefixée

On utilise d'abord les premiers termes d’ un développement en série du potentiel autour
des coins des rectangles pour obtenir des tendances de la charge surfacigue moyenne sur les
segments les plus proches des coins.

Puis on montre gqu’ on retrouve ces tendances par la ssmulation, et on insiste sur le traitement
des coinsou il y aune singularité de la charge surfacique.

4.4.1.1 Développement en série autour des points singuliers

Lasolution de

DV =0
dans un domaine limité par les deux cétés d’ un angle, avec la fonction donnée sur les deux
cotésdel’angle,

S écrit, [Du, p.37],

g 2 np
V(r,q)=Vs+aq Ar?® S'”(;Q)-
n=1

En ne retenant que les termes du premier ordre (autour de r = 0 les autres sont négligeables),

[}
V(r,q) » Vg + Ar? sin(Eq), Ir| <<1.
a

Le champ éectrique est égal au signe prés, ala dérivée normale du potentiel, soit [Du, p.159]
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. P
E(r,q) =- E‘Ed]lg» CP A cos(Bq), Ir|<<1.
reflaeg a a
Le champ éectrique de chaque cbté de I’ angle est orthogonal a la surface, donc on déduit la

charge surfacique en prenant lesangles q =0 et q = p suivant le cétédel’angle,

Py
q, » iEAr(a )
a

Et donc s a >p, le champ électrique et la charge sont infinisen S, et s a <p, ilssont finis
enS.

Application a notre exemple :

Pour les coins du rectangle intérieur (point S), la charge est infinie sur le coin :
1

3 2. 1
a:7p P ar) =S AT YO ¥,

Et s on integre sur un segment de taille e,

2
Qeq(r)dr = Aes,

Wl

donc lavaleur moyenne de la charge surfacique sur le segment le plus proche de S est Ae 3.

Pour les coins du rectangle extérieur (point S'), il n'y a pas de singularité de la charge:
a'=g P q(r) =2Ar %.3%® 0.
Et s on integre la charge sur un segment de taillee,
qu(r)dr = Ae?,

donc la valeur moyenne de la charge surfacique sur le segment le plus proche de Sest Ae, et
tend donc vers 0 lorsque I’ on raffine le maillage de surface.

Nous retrouvons ces deux tendances dans les simulations.

4.4.1.2 Résultats de simulation pour une grille fixée

La grille de volume est fixée, et comprend 256 points dans chaque direction. On fait alors
varier le rapport A pour observer le comportement de la charge surfacique pour les deux
approximations.
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Rectangle extérieur : angles rentrants

Nous présentons d abord la charge surfacique le long de la surface du rectangle extérieur, ou
il Ny a pas de singularité du champ éectrique (et donc de la charge surfacique) aux coins. Les
courbes suivantes sont d abord pour le maillage de surface "auto", puis pour un rapport
AT [1,6; 18], tel quela condition de compatibilité entre les maillages est vérifiée.

Approximation (A-GPP) - auto Approximation (A-Capa) - auto
0.1 [ T T T T T

Charge surfacique
Charge surfacique

Surface du conducteur Surface du conducteur

Figure 11.23. Charge surfacique moyenne le long de la surface du rectangle extérieur, pour le maillage
de surface "auto"

Approximation (A-GPP) - r=1.6 Approximation (A-Capa) - r = 1.6
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Figure I1.24. Charge surfacique moyenne le long de la surface du rectangle extérieur, pour AT [LG; 18]

L es courbes sont assez proches pour les deux approximations, malgré une |égere oscillation de
la charge surfacique dans I’ approximation (A-GPP) lorsque la condition de compatibilité n'est
pas vérifiée. On retrouve dans tous les cas gque la charge surfacique tend vers 0 aux coins du
rectangle.

Rectangle intérieur : angles saillants

Nous présentons maintenant la charge a la surface du rectangle intérieur. Nous montrons les
résultats des deux approximations, d'abord pour un maillage de surface tel que
I"approximation (A-GPP) vérifie la condition inf-sup, puis pour notre maillage de surface
"auto", puis pour un maillage de surface encore plusfin.
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Approximation (A-GPP) - r=1.6 Approximation (A-Capa) - r=1.6
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FigureI1.25. Charge surfacique moyenne le long de la surface du rectangle extérieur, pour AT [:L6; :L8]
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Figurel1.26. Charge surfacique moyenne le long de la surface du rectangle extérieur, pour le maillage
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FigureI1.27. Charge surfacique moyenne le long de la surface du rectangle extérieur, pour AT [0,8; 0,9]

On constate d abord que lorsque la condition de compatibilité entre les maillages est
vérifiée, la charge surfacique a une bonne "allure" pour les deux approximations, malgreé tout
de méme une Iégere oscillation pour I’ approximation (A-GPP) de la charge autour des coins.
Il'y aun pic de la charge surfacique en ces coins comme prévu par le calcul.

D’autre part, pour |'approximation (A-Capa), le profil reste sensiblement le méme
lorsque I'on change le maillage de surface, avec simplement une |Iégére augmentation de
I’amplitude du pic lorsgue le maillage est fin autour des coins, ce qui est toujours conforme au
calcul.
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Pour |’ approximation (A-GPP) par contre, lorsque la condition de compatibilité n’est
pas vérifiée, les coins déclenchent des fortes oscillations de la charge surfacique. Cependant,
on a vu dans les paragraphes précédents que la valeur totale de la charge a la surface des
conducteurs dépend trés peu du maillage de surface : ces oscillations sont faiblement
pondérées car localisées dans les coins sauf pour le cas "auto”, et surtout se compensent.

En résumé, ces essais confirment de facon visuelle la bonne stabilité de (A-Capa) par
rapport & (A-GPP) lorsque A est inférieur a1,5.

4.4.2 Observationsglobales

Pour montrer I'importance de la prise en compte des coins a la fois sur la précision des
résultats et sur la bonne convergence de I'algorithme du gradient conjugué, nous comparons
maintenant les valeurs et le nombre d’itérations en fonction de la finesse de la grille, obtenus
avec I’ approximation (A-GPP), I'approximation (A-Capa), et |’ approximation (A-Capa) sauf
dansles coinsou I’ on ne fait pas de correction.

Erreur relative sur la charge Nombre d'itérations du G.C.
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On constate que la modification ou non de I'approximation sur les segments aux coins des
parallé épipedes change la précision des résultats d'un facteur dix !

Nous comparons maintenant ces résultats avec les résultats obtenus dans le cas ou les
coins sont "casses' comme dans la Figure 11.28, avec comme maillage de surface I’ intersection
de ces rectangles aux coins cassés avec lagrille (maillage "auto").

A

Figurell.28. Choix "auto" avec coins cassés.
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Erreur relative sur la charge Nombre d'itérations du G.C.
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Figurel1.29. Approximation (A-GPP)

Pour |'approximation (A-GPP), les résultats sont un peu plus précis, et I'algorithme du
gradient conjugué converge nettement mieux (en moins d'itérations), quand on casse les
coins.

Erreur relative sur la charge Nombre d'itérations du G.C.
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FigureI1.30. Approximation (A-Capa)

Par contre pour (A-Capa), les résultats sont nettement moins précis quand on casse les coins,
méme s |’algorithme du GC converge un peu mieux en nombre d'itérations. Cela confirme
gue I’ approximation (A-Capa) prend trés bien en compte les coins'!

4.5. CONCLUSION

L’ approximation (A-Capa) est sans conteste plus efficace pour le cas d obstacles
conducteurs parfaits, ¢'est-a-dire ou les surfaces des obstacles sont des isopotentielles, que
I"approximation initiale (A-GPP). En particulier, le traitement des coins ou la charge
surfacique devient infinie est tres satisfaisant.

De plus, elle permet dutiliser des maillages ne vérifiant pas la condition de
compatibilité sur le rapport du pas du maillage de surface sur le pas de la grille de volume,
sans que le choix du maillage de surface, s'il reste raisonnable, n’influe trop sur la précision
ou I’ efficacité de la résolution (en nombre d’itérations de I’ algorithme du gradient conjugué).
Ainsi, on peut par exemple utiliser systématiquement le choix "auto" du maillage de surface,
c'est-a-dire prendre comme maillage de surface I'intersection de la grille de volume et des
conducteurs, choix pour lequel I'approximation (A-GPP) converge mal car la condition inf-
sup n’est pas vérifiée. Cela permet un choix facile, et directement extensible ala dimension 3.
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. CONCLUSION

Nous avons proposé dans ce chapitre un enrichissement de I'espace de discrétisation du
potentiel par Ng fonctions supplémentaires, non nulles chacune autour d'un éément du

maillage de surface, sur une région qui Sappuie sur la grille de volume. Cet enrichissement
permet de prendre en compte la discontinuité du gradient du potentiel atravers la surface des
conducteurs dans I|'approximation du potentiel. Les fonctions du nouvel espace de
discrétisation du potentiel sont discontinues, nous avons adapté I'approximation du probléme
pour tenir compte de ces discontinuités.

Lorsque les surfaces des conducteurs sont orthogonales a la grille, ces fonctions ont la forme
de "chapeaux" : €elle sont définies sur un rectangle entourant un élément de surface, sont
constantes parallélement a cette surface, et nulles sur les bords du rectangle paralléles a cette
surface. Dans ce cas, on peut éliminer les degrés de liberté supplémentaires, et réécrire le
probléme discret sous une forme proche du systeme obtenu par I'approximation (A-GPP). Ce
nouveau systeme peut se résoudre de la méme fagon, en utilisant un solveur de Poisson rapide.
L es résultats numériques montrent que sur des exemples en deux dimensions, quel que soit le
choix des maillages, I'agorithme de résolution converge mieux, et les résultats sont plus
précis avec |'approximation (A-Capa) qu'avec |'approximation (A-GPP). L'approximation (A-
Capa) permet de plus une plus grande souplesse dans le choix des maillages : quel que soit le
choix des maillages, I'agorithme de résolution converge en peu ditérations, sans
préconditionnement. Nous confirmerons ces propriétés au chapitre 3, par une preuve théorique
de la convergence de la solution de (A-Capa).

Enfin, dans le cas de surfaces des conducteurs quelconques, la réécriture du probleme discret
sous une forme qui se résout rapidement n'est pas possible. Nous avons cependant résolu en
pratique un systéme de la méme forme, et les résultats, un peu moins bons que dans le cas de
surfaces orthogonales a la grille, sont toujours nettement meilleurs que pour |'approximation
(A-GPP).
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Les problémes contenant des contraintes sont souvent résolus en ajoutant une variable
duale : le multiplicateur de Lagrange. Ainsi dans la formulation (DF), la dérivée normale du
potentiel a travers la surface des conducteurs, qui coincide avec ce multiplicateur, est
considérée comme une variable du probleme, et la formulation obtenue est une formulation
mixte. Les formulations mixtes et leur approximation par éléments finis, ont été étudiées par
Babuska [Ba 71, Ba 73] et Brezzi [Br 74], puis Fortin [Fo 77]. Babuska et Brezzi ont en
particulier montreé |’ existence d’ une condition nécessaire, souvent difficile avérifier, pour que
le probléme mixte soit bien posé. Cette condition importante, appelée condition inf-sup, ou
parfois condition de Babuska-Brezzi, appliquée a la formulation discréte, implique que les
espaces de discrétisation du potentiel et du multiplicateur ne peuvent pas étre choisis
indépendamment. L’ attention particuliére accordée a cette condition provient de ce que,
généralement, pour les choix naturels de ces espaces, elle n’est pas vérifiée.

Dans ce chapitre, nous étudions en dimension 2, les deux approximations de la
formulation (DF) introduites au chapitre 2. Pour I'approximation (A-GPP), il a éé montré
([GiGI 95]) que s les maillages vérifient une condition de compatibilité, alors la solution
discrete converge vers la solution réelle. Cependant, nous avons vérifié en pratique que, d'une
part cette condition de compatibilité est contraignante sur les structures d'interconnexions, et
d'autre part, méme lorsque la condition inf-sup est vérifiée, les résultats observés sur la charge
ne sont pas suffisamment précis. Apres avoir donné les principaux résultats concernant le
probléme continu et I'approximation (A-GPP), hous montrons donc I'existence, I'unicité et la
convergence de la solution discréte obtenue par I'approximation (A-Capa), vers la solution
réelle. Nous montrons que I'enrichissement de |'espace de discrétisation du potentiel entraine
la vérification de la condition inf-sup pour tous les choix des maillages, et une réduction de
I'erreur d'approximation du potentiel.

1 FORMULATION CONTINUE

Nous réécrivons dans cette section laformulation (DF) sous laforme générique des problemes
de point selle, de facon a pouvoir introduire et utiliser les principaux résultats d’ existence,
d’ unicité et d'approximation pour ces problemes. Dans ce cadre, nous montrons I'existence et
['unicité d'une solution au probléme (DF), et discutons la régularité de cette solution.

1.1. RAPPEL DU PROBLEME CONTINU ET NOTATIONS

1.1.1 Normessur lesespacesdu potentiel et delacharge

Nous rappelons ici les normes usuelles pour quelques espaces de Sobolev, et en
particulier les normes dont nous munissons les espaces X ={vi H(W); Vg =0} et

M=H '%(g) , dans lesquels sont définis respectivement le potentiel et la charge.
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Pour uT H*(W), nous notons

1/2

||u||lW @|Nu| dW+ Q,u d\/\/o

_ 2 L1112
. = Eyi” v
Il est bien connu que gréce al’inégalité de Poincaré, on a

$C(W) tel que " ul X, Jull, ., £ COMU],,»

et |.|,,, est une norme sur X . L'espace X muni de la norme |.||, =|.|,,, est un espace de
Hilbert. Nous notons de plus (.,.) x le produit scalaire dans X , défini par

(u,v)y :QINU.NvdW, "(uv)l X .

Nous munissons |’ espace H : (0) , espace des traces sur ¢ d élémentsde H*(w), delanorme

M, = Jul.,-

ul HY (W) Ug=v

En dimension n, une norme sur HY?(g) équivalentez‘at||.||;g est lanorme ||||ig définie par
2' 2'

Juls, —§|u||og “dedyu . (1)
-y f

Nous désignons par M = H '%(g) I’ espace dual de H%(g), et notons <., .>, le produit de

dualité entre H%(g) et M . Nous munissonsenfin M delanorme duae

<V[T>

||nﬂM = ||n’H%g = J H1’2( ) ||V||

Munis des normes définiesici, lesespaces X et M sont des espaces de Hilbert.
1.1.2 Leproblémede point selle

Nous rappelons que I'on note a laforme bilinéaire symétrique sur X~ X, définie par
ND . .
a(u,v) = aedQIN Nvdw, " uwl X~ X .

On a, pour tout (u,V)T X~ X,
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(mine) (V) £a(UV) € (maxe,) (UV)y, (111.2)

dont on peut déduire, grace al’inégalité de Cauchy-Schwarz, que a est continue. Notons a la
normede a.

On définit enfin la propriété de coercivité par

Définition 111.1 La forme bilinéaire a est dite coercive sur un sous-espace V de X s et
seulement si

$g, >0, "vIiV, aWvv)? g, |v.

De I'inégalité de gauche de ( 111.2 ), on déduit que a est coercive sur tout X, avec une
constante de coercivité g=( lg}an e).

Rappel ons également que I'on note b laforme bilinéairesur X~ M, définie par
b(um=- <um>,, "(@UmMi X" M.
Comme

o €[l Ji, £l . " @mT XM,

elle est de plus continue, de norme notée b . La forme bilinéaire continue b définit donc un
opérateur linéaire continu B, de X dans M ¢, par

b(u,m) =<Bu,m>,, " (UM X" M.
Notons ker(B) le noyau de |'opérateur B,

ker(B) ={vi X; b(v,m=0, "m M},

Le systéme domainefictif (DF) se réécrit sous laforme mixte

1 Trouver (u,l)T X~ M telsque
tau,v) +b(v,1 ) =0, "vi X, (111.3)
oum=-<gm>, "mi M.

1.2. PROBLEME CONTINU : EXISTENCE D'UNE SOLUTION UNIQUE

Nous citons d'abord des résultats généraux sur les problemes de point selle, dus a Brezzi
[Br 74], puis nous vérifions que les hypothéses de ces résultats sont bien vérifiées dans notre
exemple.

Une condition nécessaire et suffisante pour I’ existence et I’ unicité d’ une solution au probléme
(1.3 est donnée par le théoreme suivant :
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Théoremelll.1. Soient X et M des espaces de Hilbert, aet b des formes bilinéaires continues
respectivementsur X° X et X" M ,denormesa etb,et f1 X', gl M'. Soit

Z={vl X; b(v,m=0," m M}=ker(B).
S aestcoercivesur Z, et s

b(vin) n 1
$k>0, su 3 k ,"ml M,
vTx-F{)o} ”V”x ||nJHM (nL4)

alorsil existe une solution unique au probleme
i Trouver (u,1)T X" M telsque
}'a(u,v)+b(v,l y=af,vii, " vi X (1115)
1b(u,m =4g,nfi " m M

Lacondition ( 111.4) est appelée condition inf-sup. Le lemme suivant traduit cette condition :

Lemme I11.1. La forme bilinéaire b vérifie la condition inf-sup ( 111.4 ) s et seulement si
I'opérateur B associé est surjectif de X dans M (.

Sous les hypotheses du Théoreme 111.1, on peut de plus majorer la solution du probléme
(111.5):

Théoreme I11.2 S a est coercive sur Z, de constante de coercivité ¢, et si la condition inf-
sup (111.4) est vérifiée, la solution (u,l ) du probleme (111.5) vérifie les deux inégalités

|ul, £ 97 Flxe+k*@ragh]gl,.

M £ @+ag)(fl,,+ak™|gl,o),
ou encore

July +Vl, €M @GR (e *l,ye)
avec M (a,g,k) = max(g‘1 +k*@l+agh,k*l+akH(@1+a g'l)).

Nous utilisons maintenant ces résultats pour montrer la proposition suivante :
Proposition 111.1 Il existe une solution unique (u,l )T X~ M au probléme (DF).

Preuve : Il suffit de vérifier que les hypotheéses du Théoreme 111.1 sont vérifiées. L'opérateur
(- B) est I'opérateur de trace d'une fonction de X sur la frontiere ¢, et est donc une

<

application linéaire continue surjective de X dans H : (g)=M¢. Donc, d apresle Lemme 1.1,
laforme bilinéaire continue b vérifie la condition inf-sup (111.4). Le noyau de B se réécrit

z ={vi Hl(\/\l)‘ v, =0, v =0} X.

Laforme bilinéaire a étant coercive sur X , elle!’ est égalementsur Z1 X .
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1.3. REGULARITE DESSOLUTIONS

Sur chaque zone diélectrigue homogéne w,, 1£d £ N , le potentiel est solution de
I'équation de Laplace avec des conditions limites constantes sur |es conducteurs.

S w, est un ouvert borné régulier, le potentiel étant fixé égal a une constante a
la surface de chaque conducteur, on ales résultats de régularité

iu’[ H2(Wd)1
| A
F11 H%(g).

Par contre, si gest un polygone, tel que le domaine di€lectrique w, posséde des

angles rentrants, le potentiel et la charge ne sont pas réguliers autour de ces angles. En
1

. . ~ 2 ~ >y N
particulier, on a | | L°(g) et || H?(g;), pour tout segment de frontiere g; ne
traversant pas une interface entre deux zones diél ectriques.

(111.6)

Les estimations d'erreur pour |'approximation (A-GPP) ne nécessitent pas une grande
régularité du potentiel et de la charge, dans ce cas nous modélisons les surfaces des
conducteurs par des polygones.

En revanche, il est plus ssmple d'estimer I'erreur pour I'approximation (A-Capa) en ayant les
propriétés de régularité ( 111.6 ). On considere donc qu'en pratique les coins sont légerement
arrondis, et on ales propriétés ( 111.6 ). Cette hypothese est d'ailleurs réaliste. Cependant nous
considérerons, pour les calculs réalisés par la suite, la frontiére comme polygonale. Le fait
d'approcher la surface des conducteurs par un polygone introduit une légére erreur de
consistance, mais dont nous ne tiendrons pas compteici.

Sur chaque couche W, :

Si lachargel est non nulle, on aau mieux

3
ul H2d(Wd), avec d> 0.

1.4. APPROXIMATION

Considérons sur le rectangle W, une famille de grilles G,, formées de rectangles K', de

coté Dx constant, et Dz' variable. Nous notons h le maximum des longueurs des cotés. Soit
deplus S, un maillage de la surface ¢ des conducteurs, et h le maximum des longueurs des

segments de S, . Le maillage de surface est choisi de fagon a ce qu’ un éément de surface ne
traverse jamais une interface entre deux diélectriques.

Dans la suite du chapitre, nous allons étudier les approximations (A-GPP) et (A-Capa)
du probléme, qui ont été définies au chapitre 2 sur ces deux maillages.
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2. APPROXIMATION (A-GPP)

Nous présentons dans ce paragraphe des résultats établis dans [GiGl 95], qui montrent, sous
réserve d'une condition de compatibilité entre les pas des maillages, I'existence et I'unicité
d'une solution au probléme discret proposé dans [ GIPaPé 94], et majorent la distance entre la
solution approchée et la solution réelle.

2.1. PROBLEME DISCRET

Rappelons tout d'abord |e probleme discret : les espaces de discrétisation du potentiel et
de la charge utilisés pour obtenir I'approximation (A-GPP) sont

Xy =}y, T C°W) tdquev, =0 sr G et "K'T G, vh\KiT ngi X,

M, :{mﬁ L*(g), telque " g, 1 S, m, 1 Po}i M.

Les espaces d approximation du potentiel et de la charge éant inclus dans les espaces
continus, laformulation discréte qui découle naturellement est

(111.7)

i Trouver (u,,1 )T X,” M, telsque

i -
(DF)yn _i_a(uh,vh)+b(vh,l W) =0, "v, 1 X,,

{b(uh,rm):-<g,rm >, "mT M.

La forme bilinéaire continue b définit un opérateur linéaire continu B, , , de X, dans M,
par

b(u,,m,) =< B, ,u,,m, >4 (Uh’”h)T X" My,
ainsi qu’un opérateur linéaire continu By, de M, dans X§ par
b(uh’rm):<uh!Br:,hn]1 >0 " (Uh’nL)T X, M.

2.2. EXISTENCE ET CONVERGENCE DE LA SOLUTION DISCRETE

Nous présentons d'abord des résultats généraux sur I'approximation de problemes mixtes (voir
[Br 74]), puis les appliquons a|'approximation de (DF).

2.2.1 Reésultats généraux

L’ existence et I'unicité d’une solution au probleme approché (DF),,, ains que la
convergence de cette solution vers la solution continue, sont données par les théoremes
suivants (voir [Br 74]) :

Théoreme I11.3. Soient X, et M, deux sous-espaces fermés de X et M respectivement. On
considere le probleme
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1Trouver (u,,l ) dans X, M, telsque
1a(U,, V) +b(v, ) =4F VA, v, T X, (111.8)
%b(uh,m]):< gm > "milM,.
On définit Zh={vh‘th X,, bv,l,.)=0 "1.1 Mh}. S a est coercive sur Z,, de
constante de coercivité g, , et s'il existe une constante positive k; , telle que
Wi ><h-{0}b(”\\/’i;—’”lxh)3 kh’hul hHM My, (11.9)

alorsle probléme approché (111.8) admet une solution unique (u,,l )T X, M, .

Ce théoréme se déduit directement du Théoréme I11.1. La condition ( 111.9), qui est le pendant
de la condition inf-sup pour les espaces discrets, est appelée condition inf-sup discréte.

Théoréme 1.4 On suppose que a est coercivesur Z et sur Z, , et que les conditions inf-sup
continue ( 111.4), et discrete ( 111.9) sont vérifiées. Soit (u,l ) la solution du probléme continu
(11.5), et (u,,! ) lasolution du probleme discret (111.8). Alorson ales majorations:

-l £ 6k (rag) i Ju- vl 6o ot - m,

-'-H| -1y Ekita @+ag!)@+kiib) inf u- v +(1+k'1 b(l+a -1)) inf I - my|

{ hllm hh Oh hh=0 TN, hilx hh Oh miM, Mhily
Ou encore, en regroupant ces deux estimations sous une forme plus condensée,

”U- uh”x +HI - | hHM EShvhipih”u_ Vh”x +n1iplfllhul ) m‘HM % (11.10)

ous,, =[+M(@,g,.k,,)(@+b)).

Ce théoreme est obtenu gréce au Théoreme 111.2 appliqué au probleme discret.

La majoration ( 111.10 ) n'assure pas forcément une bonne convergence de la solution
approchée vers la solution reelle. En effet, dle dépend du comportement de g, et k,, lorsque

h et h tendent vers zéro. Le résultat du Théoreme I11.4 est plus utilisable sous la forme
suivante :
Théoréme I 11.5 Supposons que les hypotheses du Théoreme I11.4 sont vérifiées, et gqu'il existe
de plus deux constantes g, >0 et k, >0, telles que a est coercive sur Z,, de constante de
coercivité g,, g, 2 g,, €t telles que la condition inf-sup discréte ( 111.9 ) est vérifiée avec
K., 2 k,.Alorsona
- 0
o=l -, €S0 -, int - ml, S, (1111)

Vil X, m i My,

ol s =(1+M(a,g,.k,)(a +b)) est indépendante de h et de h.
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Définition 111.2 La condition inf-sup discréte ( 111.9) verifiée avec ki, 2 k, >0 est appelée
condition inf-sup uniforme ou condition de Babuska-Brezz.

2.2.2 Application al'approximation (A-GPP)

Dans notre cas, a étant coercive sur tout X , a est coercive sur Z, I X, avec une
constante ¢ > 0 indépendante de h. La condition qui reste a vérifier pour assurer I’ existence et
I"unicité d’une solution au probléme discret, est donc la condition inf-sup discréte. Cette
condition traduit la surjectivit¢ de B,,, c'est-a-dire est veérifiee s et seulement s

ker (B,,,) ={0}, ou ker (B;,,) est défini par
ker(B;,h):{th My, b(v,,q,)=0 "v,1 Xh}'

Cette condition se traduit ici par une condition de compatibilité entre les deux maillages, et
plus exactement entre les pas des deux maillages : le pas du maillage de surface ne doit pas
étre trop petit par rapport au pas de la grille de volume. En effet, si pour toute fonction de base
j  définie sur le segment g, du maillage de surface, on peut trouver une fonction de base

F,, correspondant au noaud s delagrille, telle que
imes,(suppj  Csupp F,) >0
Tsupp F, G gl suppj

alors ker(B,:,h) :{0} . Endimension 2, on constate en particulier (cf. Figurelll.1) que si
|92 3v2h, "k=12,.,Ng,

alors cette condition est vérifiée.

h . -

< //
4/ /gk/
Jo— ~

Figurelll.1. Casou ker (B;,) ={0}

Pour assurer de plus une bonne convergence de la solution approchée vers la solution
réelle, il est nécessaire que la condition inf-sup uniforme soit vérifiée. Girault et Glowinski
[GIGI 95] montrent |e théoréme suivant, dans le cas tres voisin d’ ééments finis Py sur un
maillage de surface, et P, sur une grille de triangles du volume, ou h est la longueur de la

diagonale des triangles (donc vaut notre J2h ):
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Théoréme | 1.6 Supposons que tout segment de S, est de longueur supérieure ou égale a 3h,
et que h £ Lh, L fixé. Alors la condition inf-sup uniforme est vérifiée.

Remarques::
- La minoration de la taille des segments de S, par 3h est une condition suffisante

mais non nécessaire pour que la condition inf-sup uniforme soit vérifiée. On observe en
particulier de bons résultats en pratique pour une minoration par 2h.

- La démonstration du théoréme doit pouvoir s étendre a I'approximation (A-GPP),
c'est-a-dire au cas d’ éléments finis Py sur le maillage de surface, et Q, sur lagrille de volume.

Sous les hypothéses du Théoréme 111.6, la distance entre la solution (u,,l ) du

probléme discret ( 111.8 ) et la solution(u,l ) du probleme continu ( I11.5), est ains majorée
par |’inégalité

(0]
o=l #1014l £5Ept - vl + a1 -,

Pour X, et M, définis par ( 111.7 ), et en utilisant les propriétés de régularité deu et | , on
peut estimer ce second membre (voir [GiGI 95]),
1
inf Ju- vy|, £Ch®|ul s=3-8 e>0,

V|X S+1W’

inf I - m £Cyhi,,

m,l M,
£Ch /é”l ”ig
i 2

et finalement, en regroupant ces deux estimations, on obtient

1
caw +Ca [R5, pour s=2-ee>0  (llL12)
i 2™

Cette majoration de I'erreur commise, est difficile a relier a ce que nous avons observé
en pratique au chapitre 2 : les résultats présentés concernaient |'erreur sur la charge totale, et
non |'erreur estiméeici.

Ju-uifl, #r -1, £ChJu

2.3. CONCLUSION

Nous avons testé cette méthode en dimension 2. L'algorithme de résolution converge
lorsque la grille n'est pas trop raffinée par rapport au maillage de surface. Cette condition, qui
traduit la condition inf-sup, est une contrainte pour les calculs : pour que l'agorithme de
résolution converge, la géomeétrie des obstacles ne doit pas étre trop irréguliére par rapport ala
grille de volume, tout segment de S, devant étre de longueur supérieure au pas de la grille.

Sur les structures d’ interconnexions, qui peuvent comprendre des lignes longues et de petite
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section, cette condition est handicapante, elle impose de prendre une grille de volume fine
pour gue la condition inf-sup soit vérifiée et que le systéme soit inversible. Ainsi les colts de
calcul sont élevés, méme si I’ on ne désire pas une tres bonne précision.

D'autre part, dans le chapitre 2 nous avons observeé, sur I'exemple en dimension 2 d'un
conducteur rectangulaire, une convergence linéaire de la charge totale en fonction de la grille.
Mais la constante de cette convergence est élevée, et il faut prendre une grille de volume assez
raffinée pour obtenir une précision satisfaisante sur la charge, méme lorsgue le niveau de
détail des conducteurs n'est pas trésfin.

Nous étudions a présent |'approximation stabilisée (A-Capa). Tout d'abord, dans la
section 3, nous faisons le paralléle entre la construction d'(A-Capa) et certaines méthodes de
stabilisation de formul ations mixtes.

3. PARALLELE AVEC DES METHODES EXISTANTES DE
STABILISATION DE PROBLEMESMIXTES

Nous ne cherchons pas dans cette section a faire une étude complée des moyens
employés pour stabiliser des méthodes mixtes, mais simplement a rapprocher |'approximation
(A-Capa) de méthodes existantes de stabilisation.

Le principe des méthodes mixtesest de réécrire des problémes en utilisant des
approximations éléments finis indépendantes pour des variables dépendantes, comme par
exemple une variable et son gradient. Un des avantages possibles est que I'on peut obtenir une
meilleure précision sur le calcul de la variable (le gradient par exemple) ains introduite que
par dérivation de la variable primale. Lorsgue ces deux variables sont volumiques, un choix
naturel est de discrétiser ces variables sur un méme maillage, donnant ainsi des éléments finis
mixtes. Mais Babuska [Ba 71, Ba 73] et Brezzi [Br 74] ont montré |’ existence d’ une condition
nécessaire, souvent difficile a vérifier, pour gque le probléme discret admette une solution
unique, qui converge vers la solution réelle. Cette condition importante, appelée condition inf-
sup, implique que les espaces de discrétisation du potentiel et du multiplicateur ne peuvent pas
étre choisis indépendamment. Et généralement, pour les choix naturels de ces espaces, €lle
n'est pas vérifiée.

Beaucoup de méthodes ont été proposées sur différents problémes pour técher de
contourner cette condition, et de "stabiliser" certaines approximations. Le mot "stable"
signifie en pratique que, lorsque le pas des maillages tend vers zéro, la distance entre la
solution approchée et la solution réelle, doit tendre vers zéro de la méme facon que I'erreur
d'approximation due au choix des espaces, plus éventuellement I'erreur de consistance par
rapport au probléme continu. Il y a deux stratégies possibles pour obtenir une discrétisation
stable : soit choisir des espaces qui satisfont la condition inf-sup, soit modifier la formulation
discrete, de facon a pouvoir se passer de cette condition. En fait, un certain nombre de
stabilisations peuvent étre interprétées des deux fagons.

Nous allons considérer deux exemples : le probleme de Stokes, qui a inspiré un grand
nombre de stabilisations, mais n'est pas trés proche de notre probléme, et une méthode pour la
décomposition de domaines sur le probleme de Poisson avec conditions aux limites de
Dirichlet.
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Premier exemple : probléeme de Stokes :

Présentons d'abord le premier type de méthodes, basées sur une modification de la
formulation discrete.

Des méthodes de pénalisation sont parfois utilisées pour rendre stable un probleme discret,
lorsgue les espaces d'approximation ne vérifient pas la condition inf-sup. Par exemple, pour le
probléme pénalisé

‘!a(uh,vh)+b(vh,l =< f,v, > "v,
1o(u,,m)- d(( M) =<g,m, >, "m,

ou d est une constante positive, on peut montrer I'existence et la convergence de la solution
approchée par des techniques standard, sans utiliser la condition inf-sup. L'agorithme du
L agrangien augmenté permet de résoudre ces problemes.

Des méthodes proches, mais meilleures en pratique, sont les méthodes basée sur des
formulations variationnelles augmentées, appelées ausss méthodes de moindre carrés de
Gaerkin. Elles ont été introduites pour le probleme de Stokes réécrit sous une formulation
mixte par Hugues, Franca et Balestra [HuFrBa 86], puis améliorées dans [HuFr 87]. Ces
méthodes peuvent également sappliquer a d'autres problemes mixtes. Il sagit d'utiliser le fait
gue I'on peut modifier le Lagrangien associé au probleme de point selle, en lui gjoutant le
carré d'une équation d'Euler, multiplié par une constante, sans modifier le point selle. Ceci est
effectué sur le probléme discret : les termes gjoutés sur chague élément du maillage,
permettent en pratique de relécher la condition de divergence nulle sur la variable primale. La
formulation est ainsi stabilisée par des termes qui ressemblent a des termes de pénalisation,
sans que la condition inf-sup sur les espaces soit nécessairement vérifiée. Une premiére fagon
de stabiliser la formulation en relachant la condition de divergence nulle avait dé§a été
proposée dans [BrPi 84], mais introduisait une erreur supplémentaire de consistance. Dans
[HuFrBa 86], la consistance de |I'approximation n'est pas affectée, ce n'est pas une méthode de
pénalisation.

D'autre part, de par la forme de la condition inf-sup uniforme, lorsque la condition
inf-sup continue est vérifiée, on peut toujours obtenir la condition uniforme en enrichissant
I’ espace de discrétisation de la variable primale. |1 existe diverses facons d'enrichir cet espace.
Un probléme est de ne pas obtenir un colt supplémentaire trop important en gjoutant des
degrés de liberté, car méme si I'on améliore I’ approximation de la variable primale, I’ ordre de
convergence seratoujours limité par |’ ordre d’ approximation de la variable duale.

L’ addition par exemple d’un degré de liberté par élément, grace a une fonction «bulle »,
¢’ est-a-dire une fonction de forme nulle sur les bords de I’éément, peut rendre stable des
méthodes mixtes, avec un colt supplémentaire faible. Cette idée a en particulier donné
I’élément MINI de Arnold, Brezzi et Fortin [ArBrFo 84].

D’ autres méthodes existent pour enrichir I’ espace de discrétisation de la variable primale et
obtenir des é éments stables. Mais nous nous restreignons a ce qui, a nos yeux, ressemble le
plus a notre probléme.

Il a été montré depuis, ([Pi 88]), que des méthodes de moindre carrés de Galerkin,
utilisées pour stabiliser des formulation mixtes utilisant des éléments finis non stables, sont
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équivalentes a I’ gjout de fonctions bulles a I’ espace de discrétisation de la variable primale
dans la méhode de Galerkin classique, puis I'élimination des degrés de liberté
supplémentaires ainsi introduits. Dans [BaBrFr 93], le concept de "fonctions bulles
virtuelles' est généralise : c'est-a-dire que lorsque I’on goute des fonctions bulles dans
I’ espace de discrétisation, on n’est pas intéressé par la forme des fonctions, mais par le terme
de perturbation gu’ elles produisent apres élimination des degrés de liberté supplémentaires.

Deuxieme exemple : décomposition de domaines pour le probléeme de Poisson avec
conditions aux limites de Dirichlet

Un probléme plus proche du nétre, est traité dans [BrFrMaRu 98]. Nous venons d'avoir
connaissance de cet article. |l s agit de résoudre le probléme

-Du=f dansW, u=g sur W,

par une méthode de décomposition en sous-domaines, et de recoller 1a solution de chague cété
de I'interface en utilisant des multiplicateurs de Lagrange. Des éléments finis Py sur un
maillage de triangles sont utilisés pour discrétiser u, et des fonctions constantes par morceaux
sur des segments de surface sont utilisés pour discrétiser le multiplicateur. Les auteurs de
[BrFrMaRu 98] définissent un maillage uniforme de I’ interface entre deux sous-domaines, sur
lequel, pour chague sous-domaine, des multiplicateurs de Lagrange sont définis pour recoller
lafonction u. De facon a ce que la condition inf-sup soit vérifiée de chague cété de I’ interface,
tout en gardant une grande liberté dans le choix des maillages, des fonctions bulles sont
gjoutées dans I’ espace de discrétisation de u et des fonctions tests associées, sur les triangles
ayant un coté en commun avec I'interface. Les fonctions bulles ainsi que les multiplicateurs
de Lagrange peuvent ensuite étre éliminés par "condensation statique”. Comme dans les
méthodes précédentes, la forme de ces fonctions "bulles" intéresse peu, seul est important le
terme de perturbation qu'elles produisent.

Calcul des capacités d'un ensemble de conducteurs :

Dans notre cas, nous enrichissons de méme |'espace de discrétisation du potentiel, par des
fonctions volumiques définies chacune autour d'un éément de surface. Nous montrerons dans
la section 4 que la condition inf-sup est ains vérifiée. De plus, lorsque les surfaces des
conducteurs sont orthogonales ala grille, et lorsgue la grille est suffisamment fine par rapport
au niveau de détail des surfaces, nous pouvons expliciter les degrés de liberté supplémentaires
et réécrire le probléme discret comme un probléme ressemblant & une pénalisation du
probléme (A-GPP),

1Trouver (u,,l ) dans X, M, telsque
fa(u,v,)+b(v,,l .)=0, "v.1 X, (11.13)
iU, m)+c,(,.m)=- <gm > "mi M,

Ce systéme a une forme proche également de celle obtenue pour le probleme de Stokes par
gjout puis suppression de fonctions bulles.
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Cependant notre méthode est différente par plusieurs aspects des méthodes présentées ci-
dessus. D'une part, nos fonctions supplémentaires ne sont pas réellement des fonctions
"bulles’, au le sens que leur donne [BaBrFr 93] par exemple : en particulier |'approximation
gui découle de I'ajout de ces fonctions est non conforme. Mais surtout, contrairement aux cas
précédents, nous sommes intéressés par la forme des fonctions supplémentaires, et non
seulement par le terme qu'elles produisent : en effet, en méme temps qu’ elles stabilisent
I’ approximation, elles permettent d’améliorer |’ approximation du potentiel en apportant une
discontinuité du gradient gue I’'on n’a pas autrement lorsque la surface des conducteurs ne
coincide pas avec lagrille. Le potentiel sur les rectangles de la grille coupés par la surface des
conducteurs, est ainsi approché par un élément composite, qui donne la possibilité d'introduire
un saut du gradient du potentiel al'intérieur du rectangle.

De plus, la suppression des degrés de liberté supplémentaires ne se fait pas de la méme fagon
gue dans [BrFrMaRu 98], I'objectif n'est pas le méme. Dans [BrFrMaRu 98], le maillage n'est
pas une grille réguliere; on supprime les degrés de liberté supplémentaires et les
multiplicateurs de Lagrange, et on obtient une formulation modifiée pour le potentiel. Ici,
nous supprimons uniquement les degrés de liberté supplémentaires, mais obtenons un systeme
qui peut se résoudre en utilisant des méthodes rapides.

Surfaces des conducteurs quelcongues :

L'approximation que nous avons introduite n'explique pas pourquoi, dans le cas de
conducteurs de surfaces quelconques, le systéme programmeé, de la forme de ( 111.13 ), donne
en pratique de bons résultats. En effet, dans le cas général, ce systéme ne correspond pas a
I'gjout puis a la suppression de degrés de liberté sur les fonctions supplémentaires que nous
avons definies.

L'idée de fonctions "virtuelles', au sens donné dans [BaBrFr 93] par exemple, est tentante
pour expliquer ce résultat. Nous avons d'ailleurs essayé, mais sans succes, de définir dans le
cas général, des fonctions supplémentaires qui vérifient les propriétés11.3 et 11.4, et permettant
de réécrire le systéme discret sous la forme programmeée.

Cependant, nous avons observé en pratique que dans le cas général, les résultats sont
améliorés par rapport al'approximation (A-GPP), mais pas autant que lorsgue les surfaces des
conducteurs sont orthogonales aux mailles de la grille. Nous proposons une autre piste
permettant d'expliquer ces résultats, mais que nous n‘avons pas eu le temps d'approfondir :
dans le paragraphe 3.6 du chapitre 2, nous décomposons le potentiel sur la formulation
continue, et discrétisons cette formulation apres réécriture. Laformulation discréete obtenue est
proche du probleme programmé, et coincide avec ce probleme lorsque les surfaces des
conducteurs sont orthogonales aux mailles de la grille. Mais nous ne I'avons pas testée et ne
savons pas si les résultats sont proches, et éventuellement meilleurs dans le cas de surfaces de
conducteurs non orthogonales alagrille.

4. APPROXIMATION (A-CAPA) POUR DES SURFACES
ORTHOGONALESALAGRILLE

Dans cette section, nous étudions, en dimension 2 et pour des surfaces de conducteurs
orthogonales a la grille, I'approximation (A-Capa). Cette approximation (A-Capa) consiste a
enrichir par rapport a I'approximation (A-GPP) I'espace de discrétisation du potentiel par des
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fonctions a dérivée discontinue a travers la surface des conducteurs. Nous avons constaté en
pratique, que la précision des résultats est tres nettement améliorée, et que de plus, le systeme
est stabilisé, dans le sens ou la condition inf-sup est vérifiée quels que soient les choix des pas
des deux maillages. Nous avons observé en pratique, sur I'exemple contenant un conducteur
rectangulaire, que comme pour |'approximation (A-GPP), la charge totale calculée converge
linéairement vers la charge réelle lorsgue le pas des maillages tend vers zéro. Mais les
résultats sont nettement plus précis, quels que soient les maillages, que pour (A-GPP).

Nous ne faisons pas une analyse poussée de |'ordre de convergence de la solution
approchée : nous montrons que la condition inf-sup est vérifiée pour tous les choix de
maillages, et nous montrons que I'erreur de consistance due aux discontinuités des fonctions
approchant le potentiel, et I'erreur dapproximation due aux choix des espaces de
discrétisation, tendent vers zéro lorsgue les pas des maillages tendent vers zéro. Et en utilisant
la théorie classique pour les méthodes mixtes, nous en déduisons une majoration de la
distance entre la solution approchée et la solution exacte.

4.1. PROBLEME DISCRET

Nous considérons |'approximation du probléme (DF) dans X hn My, ou

Xon = X +L(Y1, YooY ).

Nous nous restreignons au cas ou le systeme obtenu par cette discrétisation se réécrit sous la
forme programmeée, ¢ est-a-dire nous faisons les deux hypotheses suivantes, introduites dans
le chapitre 2:

Hypothése H1. Toutes les surfaces des conducteurs sont orthogonales a la grille.

Hypothése H2. Deux segments de surface paralléles sont soit portés par la méme droite, soit
ne coupent pas le méme rectangle dela grille.

L’ hypothése H2 signifie en particulier que la grille de volume ne doit pas étre trop grossiere
par rapport au niveau de détail des conducteurs. Notons |gk| lalongueur du segment g, . Nous

faisons de plus pour toute la suite les hypotheses suivantes sur le maillages de surface et la
grille de volume:

Hypothéese H3. Les pas dela grille sont du méme ordre de grandeur dans |les deux directions,
cest-a-dire il existe deux constantes C,, et C,, telles que, pour tout rectangle K' de la
grille,

cm£%£cM. (111.14)

On note h = max(Dx,Dz') . Dans la suite, pour simplifier les calculs, on supposera que Dz' ne
dépend pas de i, et que h=Dx =Dz (hypothése H3bis). Cependant tous les résultats restent
vrais, a une constante pres dépendant de C, et C,, lorsque I’ hypothese H3 est vérifiée.

Hypothése H4. Il existe deux constantes L, et Ly telles que pour tout segment g, du
maillage de surface,
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L E%ELM . (111.15)

m

Rappelons tout d'abord la forme de la fonction Y, associée & un segment de surface g,
orthogonal a la grille. Supposons le segment g, vertical, distant de t, Dx/2 de la maille
verticale de la grille, la plus proche & gauche. Nous rappelons ci-dessous la définition de Y,
sur le rectangle D, , qui est I'ensemble des points compris entre les deux mailles verticales de
la grille encadrant le segment g,, et dont la projection sur ¢, orthogonalement a g,,
appartient a g, .

Tableau I11.1 Définition de Y, pour un segment g, vertical

Soit f; lafonction définie sur [ 1,1] par

v

ty Dx/2 Dy I Dz f.(s) :%(2- t)(1+s) quand si [ 1,- 1+t],

-4 (1-s) quand s [- 1+t,1].
Gk 2

Nous avons

Y, ()= 1, (FsL (), " (x2)T D

A
\/
x

Dx
Figurelll.2 Domaine D, Lafonction Y est constante dans|a
direction z nulle sur les bords de D,
/YDX parallédlesa g, , et, pour tout G1 g, , vaut

t.(2-t
. . v, (6)=1& W) . ) px.
T < > IX
t Dx/2 Gk

Figurelll.3 Vueen coupe delafonction Y,

L'espace thh de discrétisation du potentiel n'est pas inclus dans X . Nous élargissons donc la
définition des formes bilinéaires a,,,, et b,, de fagon a ce que ces deéfinitions soient valables
respectivement sur (X E X, )" (XE X,,,) et sur (XE X,,)” M. Nous pourrons ains
définir également une normesur X E X, .

Ns
Rappelons gque nous notons Q, , =W- U D, , larégion de W sur laguelle les fonctions de

k=1
)?h,h sont définies par une approximation Q, sur lagrille de volume (Figurel11.4).
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Qus W

Condutieut

Figurelll.4. Définition delarégion Q,  surlaquelleladiscrétisation du potentiel n’est pas modifiée

En décomposant I'intégrale sur les régions de W sur lesquelles le gradient des fonctions de
X., est défini, nous avions défini au Chapitre Il la forme bilinéaire a,, sur

(X E >_(h,h), (X E >_(h,h) par,

ah,h (U’\_/) = th E‘NU.N\_/ dw+ a Qk geDk(; UkageNU N\_/ dW+ é e ke & D
A S C £k EkENg KT k2
Décomposons (U, , ’vh,h)T >_(h,h " X
Ns
k=1

M Ns
— o ~
Von =V ta b Y, v, I X,.

t k1
Si les hypothéses H1 et H2 sont vérifiées, on avu au chapitre 2 gu’on a

NS
— — ] N ~ 2
ap (Uh,h ’Vh,h) =a(r,,v,)+a a,b, Q €, |NYk| dw.
k=1 k

Enfin, pour (u,v)T X~ X ,ona

a,,(u,v)=a(u,v).

eNa.Nv dw.

(111.16)

Définissons maintenant b, sur (X E )?h’h)’ M . Pour une fonction vi X E X, notons

P 2V son interpolée par des ééments finis Q, sur la grille de volume G, . Cette notation a

bien un sens pour une fonction Vi X, , car les fonctions Y, sont nulles aux nceuds de la

grille G,, et donc en cesncauds, Vi X, . On définit

Ns - - s =
b,(7.m =bP V.M - & § [W.n ], v, mdg " @mT (XEX,,) ™,
j=1 Y '

(111.17)
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En particulier, pour tout (V,,,m)T X,,” M,, ou V, se décompose en
Ng R

Von =Vp +a byY,, v,1 X, ,onobtient
k=1

~ Ne @l i
b, Vi, M) =- <Vv,,,m, >g-é Q _éﬁol kaYk-njl;l Y, m, dg,

o j 3,
j=1 ex=1 ugl

=b; NY.n;=b;

gui se réécrit sous la forme utilisée au chapitre 2,

Ns
b, (VM) = bV m,) - & b; Q) Y m, dg. (111.18)
j=t :

Nous notons de plus

Z, z{vh,h‘vh,hT )zh,h’ bh(\_/h,h’I n) =0, "l hT Mh}'

On ales propriétés
anp (Up, Vi) =a(uy,vy), " (U, V) | Xn" Xp
b, (Ul ) =b(uy,l ), " (Ul )T X7 M.

On approche le probléme (DF) par
1 Trouver (U,,,, I )T X,,” M, telsque

OF)un s @ o) +B, (s 1) =0, " 1 X,

'leh(Uh,h’nL)z' <m,g>g " m1 M,

4.2. NOTATIONSET PROPRIETES PREL IMINAIRES

L'objectif principal de ce paragraphe, est d'obtenir, sur les rectangles D, sur lesquels
sont définies les fonctions Y, et pour tout segment | coupant D, , une relation entre les
normesdans L?(l) et dans H*(D, ), de fonctions nulles sur une partie du bord de D, .

La démonstration du lemme suivant se déduit directement de la démonstration du
lemme 2 p 494 de [GiGI 95].

Lemme 111.2 Soit K le carré de référence, coupé par un segment ) guelconque. Alors il
existe une constante C, indépendante de |, telle que

"Wl HY(K), W, £C|W],,. (11.19)

Rapport- gratuit.com @
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Passage a un rectangle D, :

Soit F;, I'application affine bijective qui transforme le carré de référence K en larégion D,
associée au segment g,, choisi par exemple vertical. La matrice jacobienne J, de la
transformation F, sécrit

ah 0
i O
k_éo Eﬂf
29
Et laformule classique de changement de variable devient dxdz = |g"| dxdz.

Propriétés sur un rectangle D,

Proposition I11.2 Soit g, un segment du maillage de surface, orthogonal a la grilleet D, le
volume associé. Soit wi H*(D, ), avec w nulle sur une partie de mesure non nulle du bord de
D,, e | un segment quelconque coupant D, . Supposons enfin les hypotheses H3bis et H4
vérifiées. Alorsil existe une constante C(L,,L,, ) , indépendante deg, , telle que

Wi, £Ch W, - (111.20)

Pour le casparticulier w=Y,
- sl=g.,ona

Jh

1Y illog, £ 1Yo, (11.21)

ng

- s | est un segment orthogonal a g, , il existe une constante C¢ telle que

Jh
[Yilog £CE—IYil,p, - (111.22)

L.

Preuve : On exprime les quantités a évaluer en fonction des quantités associées sur |’ élément
de référence, sur lequel on utilise le théoréme de trace et I'inégalité de Poincaré, puis on
remonteal’ éément D,

Soit K le carré de référence. Soit | I'imagede | par Fj', et soit Wi H(K) tel que
W% 2) = w(Fy (%,2), " (%21 K.
On exprime |w,, en fonction de | ., et on applique le Lemme 111.2 pour obtenir

maX(ngl h)

o, £\ =3Il £ VR[N
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La fonction W est nulle sur une partie de mesure non nulle du bord de K , elle vérifie donc
I'inégalité de Poincaré. On en déduit qu'il existe une constante, indépendante de | et g, , et
gu’ on note a nouveau C, telle que

[wl,, £CVhI, .. (111.23)

Nous voulons & présent exprimer |W . enfonctionde |w|, _ . Lecalcul
9 1k

|\N|1Dk Q|NV\'1 dxdz = ¢ gﬁg—da-[_vvg + h ?TWO _d o5

h é1%g |9/é%20 3

permet d obtenir
19
e emadl S,
Et en regroupant cette derniére inégalité et I'inégalité ( 111.23 ), on déduit I'inégalité (111.20).

Pour w=Y, et | =g,, on peut montrer directement ce résultat, en reprenant un calcul
effectué au chapitre 2, pour un segment g, vertical par exemple,

1
\

[t % dRdz

|NYk|2dW——Q Q_lez
Y tk(z' tk)
= == X7 d
2 Qk 2
:qukdg
4

= = @@ A Y2
Dxt, (2- 1) 3 "
Comme t, (2- t,) £1, on en déduit (111.21).

Un calcul analogue au calcul donnant ( 111.20 ), en prenant en compte les propriétés du cas
particulier w=Y, et | orthogonal a g, , donne (111.22).

4.3. VERIFICATION DES CONDITIONS D'EXISTENCE ET UNICITE D'UNE
SOLUTION

Dans ce paragraphe, nous montrons les différentes conditions pour que le probléme
discret admette une solution unique : continuité des formes bilinéaires a, , et b, coercivité

de a,, sur X,,, et condition inf-sup. Nous montrons des propriétés (continuité et condition

inf-sup) plus larges que celles strictement nécessaires a I'existence de la solution discréte, ces
propriétés seront utiles pour établir les résultats de convergence de |'approximation.

Nous supposons toujours les hypothéses H1, H2, H3, et H4 vérifiées.
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4.3.1 Continuitéet coercivitede a,

Nous définissons d’abord un produit scalaire sur (X E X,,) (X E X,,). et la norme
associée, pour lesquels nous allons établir des propriétés de continuité et de coercivité de a, , .
Notons (.,.),, |aforme bilinéaire symétrique, analogue a a, ,, sauf qu’elle ne dépend pas de
la permittivité e, définiesur (X E X, ) (X E X,,,) par

_ o 0 < e e o N T
U, V)p, = g, Nu-Nv dw+ a Q.5 UDkENu.Nv dW+1£k1£ak2£Ns leDkzNu.Nv dW. (111.24)

Pour (U, Vi, )T Xipn ™ Xino (111.24) seréécrit
NS
— — o N o~ 2
(uh,h’vh,h)h,h :(rh’Vh)x +a akka |NYk| dW’
k=1 K

et pour (u,v)I X~ X,ona

(U!V)h,h = (U’V)X '

Proprieté 111.1. La forme bilinéaire symétrique (.,.),, est un produit scalaire sur

(xE >_(h’h)' (xE >_(h’h). Notons |.[, . lanormesur X E X,,, associée & ce produit scalaire.
Preuve:

Soit Ul X E X,,,, qu'on décompose sous laforme U =u+10,, =u+r, +55akYk, ul X.
Il faut montrer que (U,u),, =0 entraine U =0. En utilisant la défir:i:'[lion ( 111.24 ),

(T,u),, =0 entraine U constante sur chaque région sur lagquelle U, ,, est continue. Comme

deplus, Y, est nulle aux coins de ces régions, U est continue en ces coins et donc constante

danstout W. Lafonction U est donc nulle grace aux conditions aux limites considérées dans
X.

?
Nous pouvons maintenant montrer les propriétés suivantessur a,, , -

Proposition 111.3. La forme bilinéaire a,, est continue sur (X E X,,)" (X E X,,), de
constante de continuité AE£ ( max e) indépendante de h et h, et coercive sur Z,,, de

constante de coercivité a, = ( 1Lnﬁl n e ) indépendantedeh et h.
Preuve : Pour tout (0, v)1 (X E X,,) (X E X, ,).

(min &) (©.V)a, £2,,(U0,V) £ (Maxe) (U,9).
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Gréace al'inegalité de Cauchy-Schwarz, on déduit de I’inégalité de droite que a,, est continue
sur (X E Xh,h), (xE )zh,h)’ de norme A£ (max e ). Et on déduit de I'inégalité de gauche

que a,, est coercivesur X E X, doncsur Z,, I X, ,, deconstante a, = (mine).
D

432 Continuitéde b,

La forme bilinéaire b, coincide avec b sur X~ M, et est donc évidemment continue sur
X M . Nous montrons de plus la continuité de I'extension b, sur X,,” M :

Proposition 111.4 L’ application bilinéaire b, est continuesur X,, " M .

Preuve:

Ns

. — V2 — ) N % '\

Soit v, I X.,, V., =V, +tabY, ouv, | X, . Pourtout nl M,ona
k=1

Ns
b, (VM =b(v,,m - é. b, <Yk’m>gk :

k=1

Grécealacontinuitédebsur X" M,
Ns
by, (VM| £ Clvi | [ 74, +é‘bk <Y .m> |
k=1

Lorsgque les surfaces sont orthogonales a la grille, Y, est constante sur g, . En utilisant
l'inégalité de Cauchy Schwarz pour le produit scalaire dans A s, on peut donc écrire

Bs Ns Ns
él‘bk <Y, m>, | £ Jél(kak)Z \/§1(<1,m>gk i (111.25)

Majorons les deux racines séparément. D'une part,

Ng Ng
\/é (< 1’m>9k )2 £ é ‘< 1’m>9k
k=1

s I,

Utilisons lanorme ||||ig définie par (111.1), il existe une constante C telle que
3

1], £Clafz, =C\ld,
2 2

et donc

(o4

S

(<1m>, Fecyd |, . (111.26)

J

D'autre part, en utilisant a nouveau lefait que Y, est constante sur g, , ona

=
1

1
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hY 2
e QkYk dg
k
||
On déduit alors de I'inégalité (111.21) de laProposition I11.2, que
Jh
Y —— |Yk|1,Dk’
2|9l
et en sommant pour kK =1,2,...,Ng, on afinalement
g’f(bv )ZELJéN’f(b Y| )2 (111.27)
k=1 o 2\/L_m k=1 AL .
Enregroupant (111.26) et (111.27) dans( 111.25), on obtient
s cld [
b <Y,  m> |£— b Y ,
kaz.l k k gk‘ \/L_m ka:-l k Tk " ”nﬂm
et donc il existe une constante B(L,,,C,,,C,,,0) telle que
[0, ([ £ B [W ], I, -
?

4.3.3 Condition inf-sup

4.3.3.1 Condition inf-sup discréte : inversibilité du systeme

Nous rappelons qu’ une condition nécessaire et suffisante d’ existence et unicité d’ une solution
au probléme discret est la condition inf-sup discréte, qui peut se réécrire sous la forme

équivalente suivante,

{m1 M, b®,.m)=0 "v,T X,,}={c}.

Si la condition inf-sup discrete est vérifiée pour le couple d'espaces (Xh,Mh), elle

I'est aussi pour e couple d'espaces (Xh,h M, ) :

Si les surfaces des conducteurs ne coincident nulle part avec des mailles de la grille,
la condition inf-sup discréte est vérifiée quels que soient les pas des deux maillages. En effet,

danscecas, Y, est nonnulle pour tout k =1,2,..., N, et en choisissant
NS
- _ 09
Vh,h - a kak’
k=1

on obtient ains



103 Chapitre lll. Analyse numérique

Ns
— o] N
b, (Vin,my) =a by WLQYk dg,
k=1 y
=0 pourtout b, sss m =0, k=12,...,Ng,
Cest-a-direm, =0.
4.3.3.2 Condition inf-sup uniforme : convergence de I'approximation

De plus, pour avoir une bonne convergence de I'approximation, b, doit vérifier la
condition inf-sup uniforme::

_ (/A — o
$k, >0,  sup M3 ko[, . " m T M,
wintd [,
Si la condition inf-sup est vérifiée pour les espaces (Xh,Mh), elle I'est aussi pour les espaces
()?h’h,Mh). Nous allons de plus montrer que, pour les espaces ()?h’h,Mh), la condition inf-

sup uniforme est vé&rifiée sous des hypothéses moins restrictives que pour les espaces
(Xh,Mh). Pour cela, nous utilisons le Théoréme [11.7, qui reformule des résultats de [Fo 77] :

Théoremell1.7. Supposons que la condition

sup b(vim,) Kmfw. "mT ™m,, (111.28)
ax-fo [V

est vérifiée, et qu'il existe une famille d'opérateurs P, de X dans X, Vérifiant, pour tout
vl X,
1-bh(Ph,hV,fTL)=b(Vm), "”LT M,
I
P navl, £ vl

avec c indépendant de h et de h. Alorson a

(111.29)

ou koz%.

Preuve : En effet on a
(T M), B(PaVm) _  bwm) 1),
SJ w773 SJ 0 A R = w A N L = 3 R
I O T ey 1 e = AT v

Application a notre probléeme ;
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Comme dans [GiGl 95], nous utilisons I'opérateur de régularisation de Clément R,
(voir [CI 75]) pour définir P . Lafamille d'opérateurs introduits dans [Cl 75] est définie sur
des éléments triangulaires, nous I'adaptonsici pour des éléments rectangulaires. Notons

- D, lesupportde F,, lafonction de base Q, associée au noaud | delagrille,

- D,= |JD.

| sommet deK'

D¢

Ki

Figurelll.5 Définitionde D, pour unnoeud| delagrille et de D, ; pour un rectangle K' delagrille

On pose
p (V) -1 - vdx
! mesD, @

et on définit R,: X ® X, par

RV=8& p(V)F,.
=1

Propriété111.2 1l existe deux constantes C, et C, ne dépendant quede C, et C,,, telles que,
pour tout rectangle delagrille K', et pour tout vi X , ona

I ”th_ V”o,Ki £Ch |V|1,DKi ’
IF |th_ V|1,K‘ £C, |V|1,DKi '
Et donc il existe une constante C, telle que

Rw- V], £CsM, - (111.30)

Preuve:
Nous adaptons [Cl 75] :

4

RV =p,, (V) +é=1 (pN; (V)- Py (V))F Ny

Ona
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Py -V - py )

pi,(V)-pi(v)\E . -2 £ ‘ o
M . \JmesK' \JmesK'
et donc, pour ségal aOou 1,
ORI ) I
) i o.K! 1 oK'
Rw- V0 £v- by +&¢ — Ful (nan
' toolsK ;:1@ mesK' T K
@
Pour | =1,...,4,
Py (V) - V‘OYKi £|py ) - V‘O‘DM £ChMy,, - (111.32)
ou C est une constante ne dépendant quede C, et C,, , et
‘V- Py, (V)LKi =Myx (111.33)

puisque p,; (v) est une constante.

Enfin, il existe une constante C ne dépendant que de C, et C,,, telle que, pour tout
1£j£4,0na

‘F

| £Ch"* pour s=0 oul. (111.34)
IsK!

On majore ( 111.31 )en utilisant ( 111.32 ), ( 111.33 ) et ( 111.34 ) pour terminer la
démonstration.

?

Nous supposons de plus que les surfaces des conducteurs ne coincident nulle part avec des
mailles de la grille pour montrer la Proposition 111.5:

Proposition 111.5. Sous les hypothéses H1, H2, H3, et H4, et s les surfaces des conducteurs
ne coincident nulle part avec des mailles de la grille, alors il existe une constante

k,(L,,.C,,C, ) >0 telleque
b, (Vin ) . - W
sup —>nthrhls kOHrTLHM ,"m T M,

w0 o],

Preuve:

La condition inf-sup continue étant vérifiée, et comme M, 1 M, on a immédiatement
I"hypothése ( 111.28). Il reste & construire des fonctions P v, vi X vérifiant (111.29).

Nous définissons I'opérateur P, : X ® X,
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NS
PonV= th"'é a, Yy,

k=1

oulesa,, k=12,..,Ng sont calculées de fagon a ce que

b, (P y,v.m,) =b(v,m,), "mi M, "vi X.

Cequi donnelavaleur de a, suivante:

Q (v- Ry)dg
ak:kQY—dg. (|||35)

Montrons qu’il existe une constante C telle que

12

u i
P o, = Sww 8 aiMiflu £Ci,. v X (111.36)

S

Considérons un segment de surface g, , par exemple vertical, distant de t, h/2 des mailles
verticales et de plus faible abscisse des rectangles de lagrille gqu’il coupe. Nous avons

|gk|

Yo, = Yido=—t,(2- t,),

et donc, en utilisant I'expression de a, donnée par (111.35),

_ﬁk(\" Rv) dg | (111.37)
o h|gk|tk(2' tk)

HAAN

On peut décomposer

2.2 o 2
g0 (v- Rvde? Elo| g (v- RV dg=la & M- RMog e

K ‘ngKil/E

On majore chacun des termes de la somme en passant sur le carré de référence et en utilisant
leLemmelll.2 et laPropriétél11.2

2 _hp. o~ 42
|V- th|0,9kCKi _EV_ th‘o,gk(;li

ECh(} ”V RhV”OK' |V th|1|<'T
schl,

En utilisant cette inégalité dans ( 111.37 ), on peut réécrire (111.36),
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1 o
HPh,hVHihEZQRhV-VIM IVllw) CO Gy e a M, (11.38)

=1 k! ‘g QK' 1/E
Le nombre de segments du maillage de surface qui peuvent couper un méme rectangle de la

grille étant majoré par 2 + Li (hypothése H4), on a

o 0 x 1 9 2
a . a , |V|1D £g2+_—a |V|1D £8g2+|__+|v|1,w
k=1 K"gk(;K'lﬁE m @
En utilisant cette derniére inégalité et ( 111.30 ) pour majorer ( 111.38 ), on obtient qu'il existe

5
une constante C max _t ,C..,Cu ,ijtelle que
keNst, (2- t,) L. &

HP hthHh,h £ C|V|1,W’ "vi X ?

Remarque. Rappelons que

- C, e C,, sont les constantes qui bornent le rapport entre les pas de la grille de

volume dans les deux directions (hypothese H3). L'hypothese que ces constantes ne sont ni
trés faibles ni trés grandes, est une hypothése naturelle, et leur influence n'est donc pas tres
importante.

- L, est la constante telle que, pour tout segment g, du maillage de surface,
a3 hL,.

— e : -k e
Or laconstante k, de la condition inf-sup uniforme est telle que k, 3 EO ,ou C est définie ci-

dessus, et dépend du coefficient 1 etde m ; . Cela signifie en particulier que s

L, 0 g (2 1)
le maillage de surface est trés raffiné par rapport ala grille de volume, L, est faible, donc k,
peut |'ére aussi. On retrouve aingi, affaiblie, la condition de compatibilité entre les maillages

de I'approximation (A-GPP). De méme, s ]erlgl( ﬁ est grand, c'est-a-dire si la surface
Stk\&e™ Y

d'un conducteur est trés proche d'une maille delagrille, IZO vaétrefaible.

4.4, CONVERGENCE DE LA SOLUTION APPROCHEE

Nous allons a présent, en utilisant les propriétés montrées dans le paragraphe 4.3,
estimer | erreur d’ approximation effectuée en approchant la solution du probléme (DF) par

la solution de (DF),,. Nous supposons toujours les hypotheses H1, H2, H3, H4 et H5
vérifiées.
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4.4.1 Obtention d’uneformule générale de majoration del’erreur

Nous utilisons pour majorer la distance entre la solution approchée et la solution réelle,
un analogue du lemme de Strang pour notre discrétisation non conforme (voir par exemple
[BrFo 91] page 67 pour I'expression dans le cas général).

Proposition 111.6 Le probléme discret (DF),,, admet une solution unique (Uh’h,l_h), et sa
distance ala solution (u,l ) du probléme (DF) est majorée par

b, @,sm,) - Um0

- T T 9 Q
Ju- Gy, +l- T, ECguh'hf‘ihhg“ UhhHth’nﬁth m[ E
A e T CAUAO R U
R N N
o h,h [}

Preuve : Le Théoreme I11.1, appliqué au probléme discret (DF), . , affirme I’ existence d' une
solution unique a ce probleme. De plus, le Théoreme 111.2 associé au Théoreme I11.1 permet
d affirmer que le probleme

1 Trouver (U, ,,1 )T X, M, telsque
% a'h,h (Uh,h ’vh,h) - bh (vh,h ’l_h) =< F ’vh,h >’ ) vh,h T )zh,h ( ”|39 )
| _ " ~
fbh(Uh,h,”h)=<G,”L > m, I M,
admet une solution unique, et qu’il existe une constante C indépendante de h et h telle que

[Gon, * [Tl £ CAF,,, +1G],,) (111.40)

ou

<F,Vin > <G,nm, >

- SUp ”G”z = S}Jp H”}]H

w5 [T,

IF.,

De fagon classique, nous utilisons maintenant cette propriété pour obtenir I’ estimation
annoncée. Soit (0l ,) fixé quelconque dans X, ” M, . Pour tout (v,,,m)T X,,  M,,

on a, par définition de (4, ,,,I ,,) et (u,l),

ah,h (Uh,h - Uh,h ’vh,h) - bh (vh,h ) I h = I h) =- ah,h (Uh,h ’\_/h,h) + bh (vh,h ’ I h ) + ah,h (Gh,h ’vh,h) - bh (\_/h,h ’ I h)

bh(Gh,h - U,p,M,) =b(u,m,) - bh(ﬁh,h’nk)'*'bh(ah,h’nk)' b(u,m,)

=0

Ains, lecouple (U, - U, 1, - 1) est solution du probléme (111.39), avec

i< FVon >= @y, (Uh,h ’vh,h) - b, (vh,h dn)

£<G.m, >= b, (@,,,m,) - b(u,m,).
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Nous déduisons alors de I’ application de ( 111.40 ), lamajoration

Q o O

®
ol o T, 6§ gp 2l Bl le), g Gy o)
G¥nnl hhilhh i M n}‘”M
e T(@ond 1)
Majorons d’ abord T (U, , ,I~h). En décomposant
‘ah,h (Uh,h ’vh,h) - bh (vh,h J IMh )‘ £ ‘ah,h (Gh,h - u’\_/h,h )‘ + ‘ah,h (U1\7h,h) - bh (vh,h | )‘ + ‘bh (vh,h A - IMh )‘
et en utilisant la continuité de a,,, sur S” X,,,, etde b, sur X,,” M, on peut écrire
A - a,,(uv,,)- b, v,.0)0
Tu @) £ AT, -, +B[T - 1]+ sur 2o i D G ‘;.
g ’ Vol X thxh Hh,h &
En utilisant de plus lesinégalités triangulaires
}HU . Uh'h Hh,h £ HU . Jhxh Hh,h +“Uh'h . Uh'h Hh,h
I — ~ ~
- Tl £ Tl +I0-Tl,
on obtient la majoration annoncée.
?

Il reste a estimer les deux termes qui composent la majoration de |'erreur :
I'erreur de consistance

EC,, = sup ‘ah,h (U,v,n) - b, (V. )‘

wid [,

I'erreur d'approximation

it Su- g b, @, m)- bum)e -
EAh,h zﬁhvlhpf(hvhéu_ uh,hHh,h +n§'l,5|)h e HIT}]H ++ rLTnI/Ih [ -1 hHM )
M 1%}

ou (u,l) est lasolution du probleme (DF).
442 Calcul del'erreur deconsistance

L'erreur de consistance est majorée dans la proposition suivante :

Proposition 111.7 1| existe une constante C(C,,C,, ) telleque

hh
EC,. £C /L—mlmﬁax%(ed)|u|2’w. (111.41)
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Preuve : décomposons v, T X, par
Vo :vh+gfbkvk, v, T X, T X,
kel
ona
a,,(U,Vv,,)+b, (v,,,1) = a(u’vh)+§ajlbkah'h (u,Yk)%+ b(v,,I )+§ajlbkbh (Y.l )%

et on peut ainsi reécrire |’ erreur de consistance EC,, par

&b, (2., WY, +b (Y, )*

1EKENS

EC,, = sup

by.by, ...y

a by,

1EKENS

h,h

Soit g, un élément du maillage de surface, horizontal par exemple. La région rectangulaire
D, associée est partagée par g, en deux zones, I’une conductrice D, et I’ autre diélectrique
D¢ . Soit G_,, lafrontiére entre D, , €t D,, et G,,,, lafrontiére entre D, et D,,, (Figure

111.6). N V.20
=
Z T T / ........ A
M|l g
D IR RN 5L RN Y g
-+ |- sonducteur - - Dz
O-1 b Ot
e
Dz/2 ti b D
2 RN ST SR v
* Dx "7 Dx * Dx g

X
&
I\
X
)
v

Figurelll.6. Notations

Soit n, un vecteur normal a g, , et n le vecteur normal a 1D, , dirigé vers |’ extérieur de D, .
En utilisant laformule de Green sur D et D pour rééerire a,, (U, Y, ), ona

3, (UY,) =- Qe DuY, dw- QDengkaW+Q e,<[l§Iu.nk]Y,(dg+(")D e Nu.nY, dg
Kk -0 K 20 k%_l_z P

=-b, (Y1) +Q, eNu.nY, dg
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Or le potentiel u est constant dans le conducteur donc dans D, , et d autre part Y, est nulle
sur 1D, - {q « E GKM}, donc on peut réécrire cela

A, (U Y, )=-b, (Y, )+Q - eNu.n Y, dg+ Q " eNu.n, Y, dg.

-1k k+1

Comme
Irﬁ =-Nn,,
| LA
TYk(Xiaz):Yk(Xz;Z), z| [21,22],
ona
< oy T, 6
N N 2 aiu _lu 0
quEGz,k)QD;? ekNu'nYk dg_ Q: ekgﬂx (X2’Z) ﬂX (Xl’z)bYk(Xliz)dZ

e gdu u 5
Eek”Yk”o,q.M\/Q t 2%(&,2)- %(xi,z)g dz

Or, pour tout zT [z,,z,] fixé,

adu Tu & &% T C’)Z Jead’u C’)Z
= (X,,2)- —(X,,2)= = —(x,2)dxz £ (X, - ——(X,2)T dx,
G D™ g 0D =EQ g a (D0 (zgxl)qlgﬂxz( )2

et donc

QGK-l,kEGk,kﬂ)QDLP ekNu.nYk dg £ \/m ek”Yk”OrQ-Lk

En sommant ( 111.42) pour k =1,2,...,Ng, et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour
le produit scalairede A", ona

ul, o (1.42)

&b (a,, Y, ) +b, (Y1)

1EKENS

E\/HQ%D(%) Eé)l (bk||Yk||0,GK_Lk)2|U|z,w'

KEN

On peut ainsi mgjorer le terme de consistance par

a oY, )’

IEKEN
EC,, £+/h max(e,) s é’; AN Ul
D 1,02, 0ng A
1£KENS L

Et en utilisant I'inégalité (111.22 ) de laProposition 111.2, on déduit qu’il existe une constante
C telleque (111.41) est vérifiée. ?

4.4.3 Calcul del'erreur d'approximation

L’ erreur d' approximation s écrit
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& b, Uy, M) - b(u,m)|Q ~
EAh,h :ﬁhvlhp!i(hvhgu- uh,hHh,h +n§'ll\5)h‘ — ‘I":}]H o ‘B-'- FLPIT/lh I hHM
M

Leterme _inf | - | hHM adégja été estimé lors de I'étude de I'approximation (A-GPP). Il s agit

ol My,

donc de majorer

EApot = inf ﬁu_ Uh,h“h,h + sup ‘Q(Gh,h’m)' b(U,m])‘ ?

Unnl Xnn [RY H H :
m h rn, M g

Considérons une famille particuliére de fonctions U, 1 X,,. Soit P 2u l'interpolée Q, du

potentiel u sur lagrille de volume. Le potentiel étant régulier de chaque cété de la surface ¢

ses valeurs aux coins des rectangles de la grille sont définies, et cette interpolée existe. Nous
Ns

choisissons dors u,, delaforme u,, =r, +é a,Y,, our, =PXu.LaProposition I11.8
k=1

permet alors de réduire I’ expression de EA

P

Proposition 111.8. Soit u le potentiel continu, et Vv, 1 X, se décomposant en

Ns

Von =F +AQa.Y,, our,=P2u.Alorspourtout mT M,,ona
k=1
Ns
— 2
b, (%,.m,) - b(u.m,) £C.d [m,] Jé r+a Y, - U, (111.43)
k=1

Preuve:

Lo 1
Comme m), est constant sur chague segment g, , on peut réécrire m, = |—<1,rm >, eten
k

déduire
gs
b, (V,n,m) - b(um)=a <r,+a,Y, - u,m, ey
k=1
o5 1

= —Q(rh +a,Y, - u)dg<im >, .

i |9

On en déduit la majoration

N

'gs 1 .2 N
b, (V,,..m)- b(um)£ r+aY-ud9J <1m > F
() - B(U,M,) J%'gk'zgg(h Yo-u)dd A (cam > o

Ry

R

On peut reprendre un calcul effectué lors de la preuve de la continuité de b, pour montrer
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R, £.d |m], - (111.45)

D’ autre part,

R1£\/ —|r, +a,Y, u||
Al

Sur le bord de D, paralléle a g, et al’intérieur du conducteur, le potentiel u est constant.
Donc r, +a,Y, - u=0 sur ce bord. On peut donc utiliser la Proposition 111.2 avec | = g,
pour écrire, pour tout k =1,2,..

|||r +a,Y, u|| £C|r +a,vY, u|le (111.46)

9

En utilisant les inégalités ( 111.46 ) et ( 111.45 ) pour majorer ( 111.44 ), on déduit I'inégalité
annoncee.

?
LaProposition 111.8 permet ainsi de majorer EA,, par
_ 0
B%ﬁw;ma)r+aaY-u +C53h+aY-wm;, (111.47)
1182500 Ns k=1 0
h,h 1]
ou r, =P 2u désigneI’interpolation du potentiel par des élémentsfinis Q, sur lagrille.
Décomposons e premier terme de cette majoration :
N 2
o° 2
r+aa.yY,.-u :|rh-u|lQ +a|rh+aY -u| ot
K=1 Tehh 1D &b, c D
" L (111.48)
o ‘ 2
r+a Y, +a, Y, - u‘
1£k1£ak2£NS h Tkl Tk Tk Flip cp,

Notons, pour tout coin de conducteur forme par les segments g, €t g, , R, la patie du
rectangle de la grille contenant ce coin, sur laquelle les fonctions Y, et Y, sont nulles. Une
estimation classique pour les éléments finis permet alors d’ écrire

b,

o

ECh’’ +Ct &  |r,-

(ki k), Dy G Dy, * £

ju-r X

Uir,, - (111.49)

Dans les coins, les deux termes composant lamajoration ( 111.47 ) se contrarient : quel que soit
le choix des a,, k=12,...,Ng, I'un des deux termes ne pourra pas étre bien majoré. Soient

K, et K, lesrectangles de la grille contenant les extrémités du segment de surface g, , nous
notons V, = (Kﬁ EK/E Dk)Q w. Nous obtenons le résultat suivant :
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Proposition 111.9 Il existe un choix des a,, k=12,...,Ng et deux constantes C, et C,
dépendant de L,,,L,,C, et C, ,telsque

M =m?

i.  pourtout k=1,2,..,Ng, |r, +a,Y, - u|lD £C, hly (111.50)

2V’

ii.  pour tous (k;,k,), D, €D, * A,

ro+a, Y, +a, Y, -u EC,h (|ul,y, +ul,y, )*Ir- u (111.51)

1,0y, G Dy, 1Dy, CDy,

Preuve:

Nous commencons par choisir les a,, k=12,..., Ng_defagon a établir i :

En utilisant I'inégalité triangulaire, on a

o+ Y- U, Elr, +a,Y, - uhvh‘wk + |y, - u‘wk

, "u,, T HY(D,).
Choisissons sur D, u,, =r, +P2(u-r,), ol P2v désigne l'interpolée Q, sur chacun des
deux rectangles, inclus dans D, et situés de part et dautre de g, . En utilisant I’ estimation
élémentsfinis

‘u -P %u‘mk £Chlu

2,Dk(;w’
on obtient lamajoration
r+a, Y, - u,, £Chlu, +laY, - P2(u- rh)\wk +r, - P%rh\wk, (11.52)
ou il faut estimer lestermes
A =[PRu-r,)- akYk\LDk et B, =|r, - P%rh\wk,pour k=12,...,Nq. (111.53)

Estimons d'abord A, . Notons D; et D? les partiesde D, de part et d’ autre de g, , et
soit par exemple D/ la partie conductrice de D, , au potentiel u = g. Nous allons expliciter la
fonction u, ,, sur larégion D,, et calculer le coefficient a, qui minimise leterme A, .

Nous introduisons les notations suivantes, que |’on représente pour un segment g, vertical
dans la Figure 111.7. La fonction r, est définie sur D, par ses valeurs aux 4 coins de D, ,
(r,,r,,r5,1,), Notation ou nous omettons I’indice k pour clarifier la lecture. On exprime ces
valeurs aux coins de D, en fonction des vaeurs du potentiel aux coins du rectangle de la
grille dans lequel se situe le coin considéré. Notons (u; ,,u, ,,u, 5,U; ,) lesvaleurs aux 4 coins
du rectangle dans lequel se situeleiémecoinde D, .
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A
Us,4
Z, (fajra) (fejre) (f3fr2)
My h
4
Usg1 /
conducteu
g (=g i
D, D2
U4 D
(4 ,rl)/ (fsyé)/ / / (f4f2)
Z; 1 h
M1
dh
Uz, 1f v
h/2 ty
~ h
>
X1 X2

Nous avons
i _h-d; d
|r1_ h u1,1+ U4,
I
irn=rn=9,
| h-d
ir, = 4u 4u
T4 h 41 h 4,4

Nous en déduisons les valeursde r,, aux extrémitésde g, , notées r, et r,, par

==(2- tr, +t9),

|—\NI|—\

I
e
s =—((2 tr, +t,9)

La fonction f., =P 2(u-r,) est définie sur D, par ses valeurs aux 4 coins de D,

(f,f,, fy, f,), et ses valeurs aux extrémités de g,, notées f. et f, (nous omettons a
nouveau l'indice k):
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i
if,=-r+u,
|
T fo=-1,tu,
l 2-t,

fg = - 1),
: 5 2 (g 1)
i 2-t
ifo= : (g I‘4),
i 2
ff,=1f,=0.

Soient (F )1£J£4 et (F]?)Em les fonctions de base Q respectivement sur Dy et DZ. Alorsla

fonction f, =P R2(u- r,) seréécrit sur D, par

) _} fFi+fF,+fFL+fF. sur D,
hh —

tfF2+fF3 sur D/.
Lafonction Y, est constante sur g, , et nulle sur lesbords de D, parallélesa g, . Notons Y}

lavaleur de Y, sur g, ,aorsonasur D,

v |Y9(F +F3) sur D,
“TIYS(F2+F2) sur D2
et donc
PHRF+(fo- a YOF L +(f, - a, YOF L+ f,FL sur DI,

fhk,h -a Y = 2 2 2
t(fs- a YR +(fe- a, Y)F, sur Dy

On calcule aors ‘fh"h- akYk‘2 et ‘fh -a,Y ‘ ,» €N se ramenant de D, e D a
: 1,0}
I éément de référence. Soit f! - a, Y ! tel que
(fon - @ Y )R 2) = (f, - a, Y )(Fy (R 2), " (X i K.

Alorson a

€ fl-a,YHo tha(fs-a,y
£ -2y =Q ‘3gk|aﬂ( — k)_ teh @i . )'dedz (111.54)
LD St hg X 5 19§ 12 #
En utilisant les fonctions de base Q; sur le carré de référence, on exprime fAh'f;} - ak\?,i :
flloa,Yi=fF,+(f;-a,YF,+(f-a,YO)F, +f,F,.
Ains,

il £kl 1% gl\:I
_A(fhh -a Y )—_ez(f f5+f6' 1:4)"'(' f1+f5+f6' f4' 2akYk)lj|’
ﬂX g a b H
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l(f"'l-a\?l)zig}((f-f+f-f)+(-f-f+f+f)g
2 h,h k Tk Azt 5 6 4 1 5 6 4)Y -

a C

On utilise ces deux derniéres expressions pour calculer (111.54) :

_|on[@® +3ab®  t,ha® +3ac?

f - a,Y = 111.55
[fih - 2 k‘w& tth 12 lg.| 12 ( )
En effectuant les mémes calculs sur D/, on obtient
d®+3de’* (2-t,)hd?
\fhk,h - akYk\z , = 9, MChLY) —, (111.56)
e (2-t)h 12 g, 3
ond="f,- f,,ete=-1f - f,+2a,Y/.
Explicitonsles coefficients a,b,c,d , et € :
fa=f - fo+f-f,
(o= f 4+ f+ - f,-2a,Y
fc=-f,- fo+f +f,
.:.d: fo - fg
te=-f,- fg+2a,Y;
Nous évaluons d'abord f, :
h-d d
fi=u - rlle(ul- u1,1)+rl(ul' U1,4)- (111.57)

Pour majorer f,, nous montrons un résultat intermeédiaire :

Lemme 111.3 Soit un rectangle R, de cotés de longueurs c, et c,. Soit M, e M,, les
extrémités d' un coté de longueur c, (

Figure 111.8). Soit une fonction ul H?(R), & potentiel fixé constant sur le coté du rectangle
paralléle au coté M,M,. Alorson a

[u(M,) - u(M,) £ Je.c, |ul, ., - (111.58)

Preuve :
Supposons par exemple le coté M,M, vertical, et notons M,(x,,z) e M,(x,,z +c,), les
coordonnées des points M, et M, (voir

Figurelll.8).
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M2(X1, Z1+C;)

C;

Cx

<
-

Y
M1(X1,21)

Figurelll.8. Notations du Lemme [11.3

En intégrant lafonction u sur (M;M,), ona
U(M) - U(M,) =u(x, 2 +¢,)- u(%,2) = Q) Z—(xl 2)dz

Sur le coté d abscisse x =x, +¢,, 0nau =g, et donc
ﬂu W ﬂé[
— —x +C,,2) =
g (0 (ureuD =

e X e'ﬂ
%,—/
=0

—(x z)dx,

donc

T%u

—(X 2)

\1CZ \Xl X

u(M,,) - u(M,)| £Q dxdz.

Et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient ( 111.58).
?

Soit K le rectangle de la grille contenant | extrémité du segment g, de plus faible hauteur,
on utilise (111.58) pour mgjorer ( 111.57 ). On obtient facilement

1 1 (111.59)
.| £ E,/(h - d) Ayt U, o, £ mh\/EMZ’K&CW.
On obtient de méme la majoration
111.60
|f4|£ h\/—|u|2|< dow” ( )

Les coefficient f, et f, ne peuvent pas étre majorés de la méme fagon, ils sont seulement
bornés. Considérons par exemple f., quel'on peut écrire
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_2-t

= CRMEE IR

Avec les conditions limites imposées (potentiel 1 ou O sur les conducteurs), on sait que
|g- u,|£1et|g- uy,|£1, dont on déduit | fy| £1.

Mais on peut mgjorer |f - f,| par

2.1, & 0
K w+|u4-ul|+w%.
é 14 W g

2-t

s - :T"|r4 - | £

En utilisant les majorations de | f,| et |f,| obtenues précédemment, et en majorant |u, - u;| en
utilisant a nouveau ( 111.58 ), on obtient

2-t a1 1 0
2 : gz_\/zh\/aquhxg‘cw +|U|2,K§gw) +E \V h|gk|tk |u|2,Dka ;

Notons V, = (Kﬁ EK'E Dk)g w, et utilisons |’ hypothése H4 sur les pas des maillages, on a

2-t
Ty~ fol £ 2"h\/E(1+,/LM)|u|2,Vk (11.61)

Choisissonsenfin a, tel que

|f5' 6

2a, Y/} =f, + f,

et utilisons les expressions ( 111.59 ), ( 111.60 ), et ( 111.61 ), et I'hypothése H4 sur les pas des
maillages pour mgjorer a,b,c,d , et € :

la=f,- f,- (fy- 1) £CYE, [+ JHg Jul,,, £ChE (VT ),

|b—-f +f +f,-f,-2a,Y =-f-f, _h\/_k|u|2,vk’

Il:_f_f+f+f£Ch\/_(1 \/_)u|2vk
,d—f-f£C2 t,)h 1+ \/_)|u|2v’

_|_e:-f - fg+2a,Y/?=0.
1

Ainsi, on peut majorer ‘fh'fh -a, Y ‘ par un terme tendant vers zéro, ou I&ctermestl que
k
I’ on ne maitrise pas ont disparu,
\fhh a,Y \ EC(Ly, L) B[l (111.62)

Deméme, (111.56) est majoré par
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s - akYk\kaz =CqLy, L) h°lul,, - (111.63)

En sommant les inégalités ( 111.62) et (111.63) pour k =1,2,...,Ng, et en généralisant au cas
de grilles de volume dont les éléments ne sont pas des carrés mais des rectangles, on obtient
finalement qu’il existe une constante C(L,,,L,,,C.,,C,,) telleque

Ns
alth - akYk\f £ Ch3 2 IUI (111.64)
k=1 D

AV

Estimons & présent B, =|r, - P%rh‘mk. Notons M, et M, les deux coins du
rectangle D, n'appartenant pas au conducteur (voir Figure 111.7). Pour tout point M de
(M M,), soit t,, tel que

t, MM +(1- t, )M M =0. (111.65)
Alors, I’ approximation Q1 de r,, sur D, vaut
PRy (M) =ty ,(My) +(L- ty)r,(M,),

N h-d d h-d d
ou r,(M,) :Tlul,ﬁﬁuu etr.(M,) :T4U4,1+T4U4,4-

Décomposons B, sur lesrectangles K' delagrille coupés par g, ,

Pl = & Jn- PR 3 Jr- P2
- PR, = & PR e, £ 8 PR,

e o LK
iK' Cgt A iK' Cgt A

En utilisant le fait que le potentiel est constant dans le conducteur, on a ici
r(S,) =P2r(S)=r,(S)=P2r (S =g, et donc, en se ramenant au carré de référence,

on peut écrire, pour tout rectangle K' delagrille, coupé par g,,
- P =(us)- PRRE)F IR, +sh- PRrEIF.L, .
et donc
- P EC[(u(sj)- (M) +t (1, (M) - rh(M4)))2
s - M+t ()~ 1)

ou lespoint S et S, appartiennent &V, . Les coefficients ty et ty sontbornés: en effet, s

MT V., (111.65) seréécrit

(111.66)

MM, plad+hg, 1

t, =
YOMM T gy L,
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D'autre part,
|I’h(|\/|1)- rh(M4)|£|rh(M1)' U(M1)|+|U(M1)' U(M4)|+|U(M4)' rh(M4)|’
qui se réécrit

h- d,

(M) - rh(M4)|£‘ - 0M)+ o, - u(Ml>j+|u(M1)- UM+

|h-—hd4(u4,1 - U(M4))+d_r:(u4,4 - U(M4)*

Nous utilisons alors la relation ( 111.58 ) du Lemme 111.3 pour majorer chaque différence de
potentiel dans cette expression. Remarquons que chaque différence de potentiel a majorer, est

la différence entre le potentiel de deux points éloignés d’ une distance inférieure a |gk| +2h.
On adonc

|rh(Ml) - rh(M4)| £ ngk| + 2h)u|2,vk :

On majore de méme u(S)) - r,(M,) e u(S,)- r,(M,) dans ( 111.66 ) : on a, par exemple
pour u(S))- r,(M,), I'inégalité

i h- d | d i
U(SD) - 1, (M) = (8] - u) + (S - u) £ C{gy + 20)ul,,
Aing, finalement,
& C,0
‘I‘h - F’(kglt‘h‘lyl(i £C1§1+ C,L,, +L_:§h|u|2,vk'

Le nombre de rectangles de la grille coupéspar g, est magjorépar L,, +1, donc finalement

B =|r,- PRn/, £CL, +1§+(:2|_M +%§h|u|

m

(111.67)

2V, "

En utilisant ( 111.67 ) généralisée a une grille composée de rectangles, et ( 111.64 ) pour
majorer ( 111.52), nous obtenons la propriétéi.

Montrons maintenant ii avec lesvaleursde a,, k =1,2,...,Ng_choisies pour établir i. :

Pour tous (k,,k,) telsque D, C D, * A, nous décomposons

‘rh+ak1Yk1+ak2Yk2-u‘ E‘rh+P‘,fl1(u- rh)+P‘,321(u- rh)-u‘ +
CDy,

1Dy, 1D, GDy,
aY-PQlu-r‘ +‘aY-PQ1u-r‘
@Y - PR, o A Y - PRUE R

En utilisant I'expression A, , définie par (111.53) et majorée al'aidede (111.61) et (111.62), et
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en décomposant encore le premier terme du membre de droite de I'inégalité, on peut réécrire
cette inégalité

Q
+ + - - + -
rh a'lekl aszkz u‘l,Dkl(;Dk2 £|u rh|1,Dk1CDk2 ‘P u u‘l,Dkchkz ( ”I 68)
+ + + +A +
PRu- u\l% o, B tB FA FA
En utilisant les estimations éléments finis classiques, on a de plus
Q- ‘ i =
‘Pkiu ul,Dkl(;D £CL h|u|2Dk1CDk2 | 112 (”I69)

On peut majorer (111.68) al'aidede (111.69), (111.61), (111.62) et ( 111.67 ), on obtient ainsi
lamajoration désiréeii.
?

Utilisons a présent les résultats de la Proposition 111.9, ainsi que ( 111.48 ) et ( 111.49 ), pour
réecrire (111.47) :

0

1Dy, GD,, | |1 R B

Ng e
EA £\/Ch2|u|;w+é C‘I¢|2|u|§’vk +C& § Ir, - uf’
k=1

pot
(ki k), Dy, GDy, * E
Le nombre de segments du maillage de surface qui peuvent couper un méme rectangle de la

grille est majoré par 2+L— , donc le nombre de V, qui ont une intersection non vide est

m

majoré par 2+Li, et donc finaement il existe des constantes C,(L,,L,,C,.,C, ) €t

m

c,(L,,L,.C,.C,) telesque

EA £C; h|U|2YW +C, \/ é. | u|1 Dy, GDy, +|rh i u|iRk1kz '

(k,kz), Dy €Dy, * £

Majorons a présent I'erreur d'approximation compléte: on a

o [o] 2
e EGT |U|2'W "o \/(kl,kz), Slcokqu u|1Dk1CDkz | u|”*kk +Gsh Vak' ”I ”%'gk ’

ou C, et C, sont des constantes qui dépendentde C_, C,,, L., et L,

4.4.4 Convergencedela solution approchée

Regroupons les résultats obtenus aux paragraphes 4.4.2 et 4.4.3, pour majorer | erreur
de discrétisation de laformulation domaine fictif,

Ju- @y, + - Tl £C(EC,, +EA,, ).
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Il existe deux constantes C,, C,, C,, et C,, qui dépendentde C_, C,,, L,,, et L,,, tellesque

HU = Unpy Hh,h +HI i l_h HM £C.h |u|2,w +G h\/EOI} ”I ”%@m +C,yhh Q?&(D(ed”ut"”

2 2

+C2\/ é |rh - u|1,Dk1(§Dk2 +|rh - u|l'Rk1k2 (|||70)

(ki k), Dy €Dy, * A

Remarques sur la majoration ( 111.70) :

1. Elle est meilleure que celle obtenue pour (A-GPP), mais des termes dans les coins
gardent le méme ordre d'erreur. Ce résultat est un peu frustrant, on obtient une erreur
« presgue » linéaire en fonction du pas de lagrille.

2. Ellefait intervenir lespas h et h des maillages, mais aussi les coefficients L, et L,,

qui bornent le rapport entre les pas des maillages de surface et de volume. 1l ne faut donc pas
regarder de trop pres I'estimation ( 111.70 ), mais plutét conclure que globalement elle est la
somme d'un terme qui converge linéairement par rapport aux pas des maillages, plus un terme
perturbateur dans les coins. De plus, il faudrait ajouter a I'estimation, I'erreur de consistance
apportée par I'approximation de la surface des conducteurs, arrondie dans les coins (et qui
donne donc un potentiel et une charge réguliers), par une surface polygonale.

3. Nous ne cherchons pas arelier cette estimation aux résultats obtenus en pratique : nous
avons observé en pratique la charge totale et non la norme de I'erreur dans H ¥?(g). En
pratique, |'approximation (A-Capa) est plus précise que (A-GPP) pour tous les choix de
maillages.

4. S les surfaces ne coincident pas avec la grille, la condition inf-sup est toujours
vé&rifiée, méme pour des maillages de surface plus fins que la grille de volume. Si elles
coincident avec des mailles de la grille, la condition inf-sup est vérifiée moyennant des
hypotheses plus contraignantes sur les maillages, mais dans ce cas |'erreur est majorée par

-l +l T, £Cunk,, +con (B,

et donc converge réellement linéairement.

5. L'approximation enrichie n'est pas bien adaptée dans les coins. Nous avons voulu
d'une part généraliser les fonctions définies sur les segments ne formant pas les coins, et ne
pas introduire de fonction spéciale dans les coins. Et d'autre part, il falait que le systéme se
simplifie sous une forme programmable, et le terme stabilisateur que nous obtenons de cette
facon (qui correspond a une amélioration de I'approximation de la trace du potentiel a la
surface des conducteurs) est satisfaisant, et les résultats sont bons en pratique. Cependant, on
peut peut-étre trouver une meilleure approximation dans les coins, et qui donne a résoudre le
méme systéme ou un systeme proche.

S. CONCLUSION
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Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a l'analyse en dimension 2 de la
convergence de l'approximation (A-Capa), lorsque les surfaces des conducteurs sont
orthogonales aux maillesde lagrille.

Un cas particulier de cette situation apparait lorsgue ces surfaces coincident avec des
mailles de la grille. Dans ce cas, |es approximations (A-GPP) et (A-Capa) sont identiques. Les
pas des maillages doivent donc vérifier une condition de compatibilité : il a é&té montré [GiGl
95], que s tous les segments du maillage de surface sont au moins trois fois plus longs que le
coté d'un rectangle de la grille, la condition inf-sup est vérifiée. Mais, le saut du gradient du
potentiel se situant sur des mailles de la grille, il est bien pris en compte dans I'approximation
(A-GPP), et |I'approximation est précise si la condition inf-sup est vérifiée.

Lorsque les surfaces des conducteurs ne coincident pas avec des mailles de la grille,
nous montrons que la condition inf-sup est vérifiée pour tous choix des maillages, pour
lesquels le rapport du pas du maillage de surface sur le pas de la grille de volume reste
cependant minoré. Nous obtenons de plus, en utilisant les résultats classiques d'approximation
des problémes mixtes, une majoration de I'erreur meilleure que celle obtenue pour (A-GPP).
Cependant il nous reste des termes dans les coins qui gardent le méme ordre d'erreur, malgré
nos efforts pour les faire disparaitre ...

Enfin, dans le cas de surfaces des conducteurs quelconques, nous n‘avons pas trouve de
formulation satisfaisante du probléme qui méne au systéme linéaire qui a été résolu en
pratique. Les calculs sont en outre plus compliqués. Nous ne présentons donc pas de résultats
concernant laformulation (A-Capa) dans le cas général.



Chapitre IV. Réalisation
numerigue

La résolution du probléme du calcul des capacités parasites d’interconnexions par une
méthode de domaines fictifs, fait I’ objet d’un "moteur numérique” nommeé Icare. Ce chapitre
n'est pas une documentation technique du programme, mais précise les principaux points de
la résolution numérique du systéme linéaire, obtenu par la discrétisation présentée dans le
chapitre 2.

Dans la premiére section, nous rappelons le probléme a résoudre et donnons
I’ organisation globale du programme: aprés une phase d'initialisation ou le systéme linéaire
est assemblé, le probléme est résolu pour N seconds membres, correspondant a des
répartitions différentes du potentiel sur les N conducteurs. Nous décrivons ensuite dans la
deuxieme section les principales étapes de la phase d'initialisation. Enfin, dans la troisieme
section, nous décrivons la résolution du systeme discret.

Actuellement, Icare est intégré dans un outil commercial (société Silvaco).

1 STRUCTURE DU PROGRAMME

1.1. RAPPEL : CALCUL DE LA MATRICE DES CAPACITES

JO IR

diélectrigues homogenes, contenant N conducteurs C; plongés dans des diélectriques
homogenes par couches horizontales. La base de la boite est considérée comme un plan
conducteur G, au potentiel V, =0.

Lacapacité C,;, i |, est I'oppose de la charge totale sur le conducteur i lorsque tous les
conducteurs ont un potentiel nul sauf le conducteur |, dont le potentiel est 1. Et la capacité
C,; est la somme des charges sur tous les conducteurs, pour les mémes valeurs du potentiel

sur les conducteurs. Ainsi, le cacul des charges sur les conducteurs pour les potentiel des
conducteurs V, =d,;, i =1,2,..,Ng, permet de déterminer la j* colonne de la matrice des
capacités.

Ainsi, en reprenant les notations du chapitre 2, le but du programme est de calculer de
facon approchée, pour j variant entre 1 et N, lacharge surfacique | !, solution de

-:-Trouver (u',1HT X" M telsque

.
DF') id e, Nu' Rvdw=gvlidg, "vi X
( ) et dQ,d Q

%Qc (u' - dj)mdg=0, "i=12..,N, "m M
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1.2. DISCRETISATION ET OBTENTION DU SYSTEME L INEAIRE

1.2.1 Construction des maillages et conditions aux limites

Grille de volume et prise en compte des couches diélectrigues :

JORIY R

possible, idéalement une grille réguliere, de facon a pouvoir utiliser une méthode de résolution
rapide sur cette grille. Mais pour pouvoir discrétiser les variables volumiques sans que la prise
en compte des couches diélectriques n’introduise d approximation supplémentaire, il faut que
les interfaces entre diélectriques coincident avec des mailles de la grille. On verra que pour
pouvoir utiliser un solveur rapide, une grille réguliere seulement dans deux directions suffit.
Le solveur rapide utilisé étant basé sur la FFT, pour une efficacité optimale on impose que le
nombre de points de la grille dans ces deux directions est une puissance de 2 plus 1. A partir
d'une grille réguliére dans les trois dimensions, on gjuste donc les mailles suivant z de fagcon a
ce que les interfaces entre diélectriques coincident avec des mailles de la grille, et qu’ entre
deux interfaces diélectriques la grille soit uniforme, de fagon a ce que la taille des mailles de
lagrille soit assez réguliére.

Laposition d'un noaud s delagrille est repérée par les numéros de mailles dans les trois
directions, s ° (I,,1,,l,). Soit de plus K' le parallé@épipéde de la grille dont le sommet de
coordonnées les plus faibles est s, repéré sur la grille par s © (i,,i,,i,). Nous définissons
alors Dz' = Dz'": la hauteur du parallélépipéde K', ou encore I’ espacement en hauteur entre
la maille i,-1 et la maille i, de la grille. On note enfin e =¢ la permittivité du
diélectrique dans K' .

On discrétise les variables de volume en utilisant des éléments finis Q, sur cette grille,
plus des fonctions de base supplémentaires a supports dans I’union des parallélépipédes

entourant la surface des conducteurs. Le potentiel est imposé nul sur la base du domaine
(z=2,,), € sadérivée normale doit étre nulle sur le reste de la frontiére du domaine. On
désigne par n, =2 +1, n = 207 et n,, le nombre de points de la grille dans les trois
dimensions en lesquels on va calculer numériquement le potentiel. Ce sont tous les points de
lagrilletelsque z* Z;,, cC'est-a-direlespoints | =(1,,l,,1,) de coordonnées
{x, =(,-DYDx+ X l, =12,...,n,

yl :(Iy - 1)Dy+Ymin’ Iy ::LZ""’ny

min ?

. I
iz =3D+2,, |,=12..n

t 0=1
les pas de discrétisation en x et y étant donnés par
Dx = xmax _Xmin g D :Ymax B Ymin .
n -1 n, -1

LaFigure IV.1 illustre ce choix de I’indexation des points de la grille en lesquels le potentiel
est calculé.
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FigurelV.1. Coupe 2D d'unegrillede n, =6, n, =4 points

On pose N, =n,.n,.n,. Un noaud de la grille est auss repéré par son indice global
[, 1EI£N,.

Pour tenir compte des conditions de Neumann (symeétrie) sur les frontiéres, on gjoute
des points fictifs a I’ extérieur du domaine, symétriques par rapport a la frontiere aux points
intérieurs les plus proches de la frontiere. On gjoute ainsi une couche de parallélépipedes
autour de laboite W, sauf sur labase. On définit en particulier

‘! DZﬂZ+l - DZr‘IZ

n,+1

i
7 e =e™
Maillage de surface:

Sur la surface des conducteurs ¢, on définit une triangulation telle qu’une interface

entre deux couches diélectriques ne traverse jamais un éément de cette triangulation. On
discrétise les variables de surface en utilisant des éléments finis Py sur e maillage de surface.

Un choix empirique des maillages par défaut, qui permet une utilisation facile du logiciel, sera
détaillé au chapitre 5.

1.2.2 Ecriturematricielle du probléme discret

Soient (F ), lesfonctions de base volumique Qi, correspondant aux N, noeuds de
la grille. Soient (Yk)mngS

chacune autour d'un élément g, de maillage de surface, et dont I’ expression sera explicitée
plus tard. Et enfin soient (j , ) les fonctions de base Py sur les N ééments du maillage
de surface.

les fonctions de base volumiques supplémentaires, définies

1EKENS

On introduit les matrices AT M ., , BT M,_, , et la matrice diagonae CT M,_,_,
dont les termes généraux sont
a, = Q/eNFl NF _ dw,



Chapitre V. Réalisation numérique 128

by, Z_QFIj « dg,

<1 .
Cek = QEYkJ « dg.

On discrétise alors (voir chapitre 2) le probleme (DF J ) par
iTrouver U'T A™ et LT A™s telsque
| . _
iAU'+B'L' =0 (IV.1)
iBU'-CL/=-G!

ou le second membre G' T A™s dépend des conditions aux limites imposées a la surface des
conducteurs, et a pour terme général

oF :Qij . dg, avec g’ (x) =d;, " xI 1C;.

1.3. ORGANISATION DU CALCUL

Quelle que soit la facon de résoudre les probléemes discrets ( 1V.1), la détermination de la
matrice compl éte des capacités nécessite autant de calculs de la charge (et du potentiel) qu'il y
a de conducteurs. Ces calculs, qui correspondent a différentes valeurs du potentiel ala surface

des conducteurs, se raménent & la résolution du méme systéme, ol seul e second membre G'

est modifié. Le systeme peut donc étre assemblé une fois pour toutes lors d’ une é&ape
d’initialisation.

Lamatrice A , qui traduit la discrétisation dans chague couche diélectrique de I’ opérateur de
Laplace sur une grille réguliére dans les trois dimensions, ne nécessite aucun stockage ou
initialisation.

Le calcul de la matrice de couplage B nécessite des calculs d'intégrales sur le maillage de
surface, du produit d’ une fonction de volume par une fonction de surface. |l faut pour cela
connaitre I intersection du maillage de surface et de la grille de volume. Cette matrice B est
trés creuse, et ses termes non nuls sont codteux a calculer. On les calcule donc lors d une
phase d'initialisation, et on les stocke sous forme Morse.

Enfin I'assemblage de la matrice diagonale C est peu colteux, mais peut également étre
effectué lors de |’ éape d'initialisation.

L e programme comprend donc les étapes suivantes:
Initialisation :

- Initialisation des maillages : construction du maillage de surfaceinitia, définition du
domaine fictif, choix du nombre de points sur la grille, adaptation de la grille en fonction des
couches diélectriques.

- Calcul del’intersection entre le maillage surfacique et la grille volumique.

- Calcul delamatrice diagonale C .

- Calcul et stockage Morse de lamatrice de couplage B .
- Désallocation des intersections entre les 2 maillages.

Calcul :
Pour chague conducteur,
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- Cacul du second membre a partir des conditions aux limites,
- Résolution du systéme linéaire par |’ algorithme du gradient conjugué sur la charge.

Fin:
Toutes les dimensions ont été entrées en microns. Affichage des capacités calculées,
multipliées par la permittivité diéectrique du vide, e, =8.85¢"**F /mm.

2. INITIALISATION : ASSEMBLAGE DU SYSTEME LINEAIRE

La matrice A correspondant a la discrétisation du probléme de Poisson sur une grille
de chague couche diélectrique avec raccord aux interfaces entre diélectriques est réguliere et
n'est donc pas stockée lors de I'initialisation, on rappelle seulement le terme général de la
matrice.

La détermination des matrices B et C nécessite de calculer des intégrales sur les
éléments d’ un maillage de la surface des conducteurs, de variables de volume définies par des
éléments finis Qy sur la grille volumique. Ces variables sont de degré au plus 3 sur chaque
intersection d'un éément de surface et d’'un paralléépipede de la grille, et on peut alors
utiliser une formule d'intégration numérique exacte ou approchée sur chacun de ces sous
éléments.

On décrit d’abord I’ obtention du maillage de la surface des conducteurs pris en entrée
du programme, puis I’ algorithme de calcul de I'intersection entre le maillage de surface et la
grille volumique. Celui-ci repose sur I’intersection dans le cas général d'un triangle et d’ un
parallé épipede rectangle. On présente ensuite la formule de quadrature utilisée pour le calcul
de I'intégrale surfacique sur le polygone plan convexe obtenu par I’intersection d'un
parallélépipede et d'un triangle, et I’algorithme de calcul des coefficients de la matrice de
couplage. Enfin on décrit le calcul des matrices B et C , et le principe du stockage Morse,
utilisé pour stocker la matrice de couplage B , qui est tres creuse.

2.1. NOTATIONS

Dans cette section, pour simplifier I’écriture, on note e la valeur, constante, de la
permittivité du diéectrique dans le paralléépipéde K', méme s elle ne dépend en fait que de
I’ atitude de la couche horizontale dans laguelle se situe |e parallél épipede. On définit de plus

- Autour(s ) I’ ensemble des paralléépipédes K' dont lenceud s est un sommet

- Voisins(g, ) I’ ensemble des parallélépipédes K' coupés par I’ élément de surface g, ,

- Sommets(K ") I’ ensemble des sommets s du parallélépipéde K' .

2.2. CALCUL DE LA MATRICE A

Leterme généra delamatrice A

a, = quF, NF _ dw,

peut se réécrire en utilisant les notations introduites ci-dessus,

a ., = a Q. & NF RF  dw.

m
K'T Autour( s )GAutour(s,,)
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Assemblage : pour tous S et S,, noeuds de la grille,
pour tous les parallélépipédes K' dont S et S, sont des sommets,
ant=Q e, NF .NF  dw
i

Lamatrice A aen fait une structure particuliére, qu’ on explicite par la suite, et ses termes ne
sont pas assembl és ni stockés.

2.3. CALCUL DESINTEGRALESDE SURFACE

2.3.1 Obtention du maillage de surfaceinitial

Actuellement, le programme utilise un maillage de triangles de la surface des
conducteurs effectué pour des structures homogenes par couches horizontales. Ce maillage a
été réalisé par F. Charlet et S. Dupré a partir d’une description par couches des circuits,
proche de celle utilisée dans les outils Silvaco :

- unfichier contenant le « masque » de chagque couche métallique : description 2D dela
géométrie des lignes conductrices, et positionnement dans le plan,

- un fichier contenant les épaisseurs des couches diélectriques, et des lignes
conductrices de chague niveau de métal.

La géométrie 3D des conducteurs est d’ abord reconstruite a partir de ces informations, puis la
surface est maillée par des triangles. Le pas du maillage peut ére modulé grace a un
parameétre.

2.3.2 Intersection maillage de surface/ grille volumique

Ce paragraphe décrit rapidement le procédé de calcul de I'intersection entre les deux
maillages. Ce calcul est présenté de facon plus détaillée dans [Ga 97, Ch. 6 et Annexe A], sur
lequel ce paragraphe est base.

Calculer I'intersection entre les deux maillages revient a calculer I'intersection entre
chaque triangle du maillage de surface et les parallélépipedes de la grille. Une premiére étape
du calcul est donc, pour chague triangle, d'éliminer rapidement un maximum de
parallél épipedes dont I'intersection avec le triangle est vide. Pour cela, on cacule la plus

YRR H

entiérement le triangle.

Pour chague triangle |, du maillage de surface, on détermine K, K* e K*, les
parallélépipédes de |a grille contenant respectivement ses sommets A}, A et A’. Autrement
dit, si X, est'abscisse du point A;, iy, est défini comme la partie entiére du rapport x, / Dx,
ou encore i, est e nombre entier tel que

1

: Xe .
i £ <i, +1.
) DX )

Et on définit lesentiers i

mn smax ;mn :max :mn ;max
k,x ? Ik,x ’Ik,y ’ Ik,y ’ Ik,z ’ Ik,z par
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s min i3

—_ H =1 2 +3 smax =1 2
o =min(i Lic,oie ), i =max (i o ie i),

ey =miniy 7,00, iy = max(i

1 i2 -3 )
k,y 1 k,y? k,y ’

ky Ty ey

s min

by = minGiy o0, i = max(iy i i)
Alors seuls les paral € épipédes rectangles K ', avec

Vigy E1, £i%

[ify £1, £1l%

Lign g, £ir

sont susceptibles d' avoir une intersection non nulle avec le triangle g, .

Algorithme de calcul del’intersection d’ un parallé épipéde et d’ un triangle:
Soit (Slsg) un parallélépipede, et (A1A2A3) un triangle, on note

- p le plan contenant letriangle,
- &t, pour tout (i, j); L£i< j£3, p;; ledemi-planinclus dansle plan p, de frontiere
Iadroite(A A ) et contenant |e troisiéme sommet du triangle.

Alorsletriangle (AlAzAa) est égal al’intersection du plan p et des trois demi-plans p,,, P
et p,,. Et donc, pour déterminer I'intersection P du parallélépipede et du triangle, il suffit de
calculer successivement :

- I'intersection B, du paralléépipéde et du plan p,

- I'intersection P, du polygone plan P, avec le demi-plan p,,,

- I"intersection P, du polygone plan P, avec le demi-plan p,;,

- I"intersection P du polygone plan P, avec |le demi-plan p,,.

Ces calculs nécessitent donc de déterminer, d’'une part, I’intersection d'un parallélépipéde et
d’'un plan, et d'autre part d’un polygone plan et d un demi-plan contenu dans le plan du
polygone.

| ntersection d’ un parall €l épipéde rectangle (SlSS) etdunplan p :

C’est un polygone convexe a au plus 6 sommets, que |I’on note P,. Pour le calculer, on
détermine d’'abord I’intersection du plan p avec les douze arétes du parallélépipede, ce qui
donne les sommets, notés N, ,du polygone. Puis on trie les sommets du polygone obtenus de

facon a obtenir un polygone convexe.

Soit i le vecteur normal au plan p, on calcule pour les 8 sommets du parallélépipede, les
®

quantites f; = AS.i. Soit [S;S;] I'une des douze arétes, alors
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- s f=f, =0, 'aéte [S;S,] est incluse dans le plan p, et les points S;et S, sont
deux sommets du polygone B,
- s f f, >0, dorsl'intersection de ' aréte [S;S; ] avec leplan p est vide,
- s f, f, £0,dorsl'aréte [S;S;] coupeleplan p enunpoint M;; défini par
® f. @ f. ®
oM =—1_0S +— oS, ,
f, - f f - f

! J

et qui est un sommet du polygone.

Les sommets ainsi obtenus sont ensuite réorganisés, de facon a ce que finalement
[N:N.,,] soit une aréte du polygone convexe P,. Pour cela, on utilise le fait que tout coté du

polygone est nécessairement sur une face du parallé épipéde. De plus, S |e polygone est inclus
dans une face du paralléépipede, aors P, est un rectangle. Il faut aors vérifier que chague

segment [N, N.,,] est une aréte du parallélépipéde.

| ntersection du polygone convexe B, et du demi-plan p,,:

L’intersection d un polygone plan convexe avec un demi-plan contenus dans le plan du
polygone est un polygone plan convexe, qui a au plus un cété de plus que le polygone de
départ. Donc P, qui est I'intersection d’ un polygone plan convexe avec 3 demi-plans, est un

polygone convexe a au plus 9 cotés.

Le demi-plan p,, est caractérisé par

Po=IM; (MA” AA)ASO e M1 pg

[———

® ®
On calcule alors, pour chague sommet N, du polygone B, la quantité g, =(N;A" AA,).A.
On en déduit I'intersection du coté [N, N,,,] avec ledemi-plan p,, delamaniére suivante:

- s g, %0et g, 20,aorslesegment [N;N,,,] estinclusdansledemi-plan p,,,

- s g,<0 et g, <0, dors le segment [N,N,,] est inclus dans le demi-plan
complémentaire de p,, ,

- 8 g, <0 e g,°%0, dorsle segment [N,N,,,] et le demi-plan p,, ont pour

@, . _ ®
intersection le segment [N', ., N,,,] avec ON,;,, = 9iv 9 on

i+l

®
ON. +
Oiva- G - 0Gu
- 8 g,%0 et g, <0, aors le segment [N.N,,,] et le demi-plan p,, ont pour
@, . ® _ ®
intersection le segment [N;N', ., ] avec ON, ., :LONi +LONi+l :
G- G 9 - Oin

Toutes les comparaisons entre 2 réels ou par rapport a 0 sont faites moyennant une tolérance
fixée.
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2.3.3 Schémad’intégration numérique sur un polygone

Chague polygone obtenu par I'algorithme précédent appartient & un seul triangle du
maillage, et un seul parallélépipéde de la grille. Aussi la restriction de lafonction aintégrer a
ce polygone est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 3 (la variable de surface
est constante, et la variable de volume est de degré inférieur ou égal a 1 en chague
coordonnée). Il faut alors utiliser une formule d'intégration numérique sur le polygone,
appropriée al’intégration d’ une fonction polynomiale de degré 3.

2.3.3.1 Intégration exacte
Le polygone convexe intersection du parallélépipéde K' et du triangle g,, est

décomposé en triangles de la fagon suivante: soit n, , le nombre de sommets du polygone

g, CK', et G lecentre de gravité, défini par
® )
OG:#éoM”

n, j=1

ot onpose N, =N,. Le polygone g, C K' est laréunion disjointe des triangles constitués
par le centre de gravité G et deux sommets consécutifs du polygone,

K'Cg =[J(N;,N,,G).
i=1
N3 N3

N> [\

Nl N5 Nl N5

N; Ne N7 Ne

Figure|V.2. Découpage d’ un polygone en triangles

Sur chague triangle, on peut alors utiliser une formule d’ intégration numérigue exacte pour les
polynémes de degré inférieur ou égal a 3, par exemple le schéma a 4 nceuds de Hammer-
Stroud.

N;
Coordonnées multiplicité poids
barycentriques
g 119 1 wo=- 23
&€3'3'30 C, ° 16 G
ad 139 3 w =235 | (S=aredu
&5'5'55 C,.C,,C, I 48 triangle)

Nj+]_

FigurelV.3. Intégration numérique sur un triangle : schéma a 4 noauds de Hammer-Stroud
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Le schéma d'intégration de Hammer-Stroud permet ainsi d'écrire, pour f fonction
polynomiale de degré inférieur ou égal a3, on aaors

- & 8 1\ 0

Qcx f dg _|a=1 QI,NI+1,G)f dg=a &a w,f(C,)z.

1=1 @p=0 B
2.3.3.2 Intégration approchée

Mené de cette facon, le calcul des intégrales de surface est exact. Mais on remarque que dans
notre probléme cela n'est pas forcément nécessaire, et qu’'on garde des bons résultats en
approchant lafonction f sur le polygone ssmplement par sa valeur au barycentre du polygone.

\

Ains, s G, es le barycentre du polygone g, CK', on approche Q .« fdg par
f(Gi)Aire(g, CK").

Cette approximation permet non seulement une simplification du calcul de la matrice de
couplage, mais surtout un gain en place mémoire, en ne gardant au moment du calcul des
polygones intersections des conducteurs et de la grille que I'aire et le barycentre de ces
polygones au lieu de tous ses sommets.

2.4. CALCUL ET STOCKAGE DE LA MATRICE DE COUPLAGE B

24.1 Calcul d'untermedelamatricedecouplage

Le terme de la matrice de couplage correspondant au noaud s delagrille, et au triangle
g, du maillage de surface,

by, :_QkFlj « dg,

se réécrit, en décomposant les termes sur chaque parallélépipéde dont s est un sommet, et
dont I’ intersection avec g, est non vide,

b, =- é QkQKi F, dg.

K'T Autour( s, )GVoi sins(gj )

Leterme by, est donc non nul si s est e sommet d au moins un parallélépipéde K' coupé
par I’ élément de surface g, .

24.2 Assemblage

En pratique, pour chague triangle du maillage de surface, on calcule les termes de
couplage correspondant aux sommets des parallélépipédes qui ont une intersection non vide
avec letriangle.

Assemblage : pour tout g, élément du maillage de surface,
pour tous les parallélépipedes K' tels que g, C K' 1 A,
pour tous les sommets S du parallélépipéde K',

b, - = quKi F, dg

Cette intégrale est cal culée comme précisé précédemment.
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24.3 Stockage Morse
La matrice de couplage est tres creuse, et de dimension trop grande pour pouvoir étre

entierement stockée. Afin d’ optimiser le cot en mémoire et en calcul, nous ne stockons que
les termes non nuls de cette matrice, en utilisant un stockage Morse.

Le stockage Morse:

Il consiste a ne stocker que les termes non nuls de la matrice, dans un tableau
monodimensionnel de réels. On associe de plus a ce tableau de réels deux tableaux d’ entiers,
I"un contenant les indices de colonnes de chacun des termes et |’ autre pointant sur le début de
chaque ligne. Dans notre exemple, on définit les 3 tableaux suivants :

- MCM = termes non nuls de la matrice, dans I’ ordre de parcours des lignes, de gauche
adroite;

- IDL = pour chaque ligne (pour chaque triangle du maillage surfacique), I'indice dans
le tableau MCM du premier élément non nul de la ligne (= on pointe sur le début de chague
ligne) ;

- 1C = pour chaque élément de MCM, indice de colonne, ¢ est-a-dire repérage sur la
grille volumique (on décompose en fait IC en 3 tableaux ICX, ICY et ICZ, correspondant a la
position sur la grille dans chaque direction).

Algorithme d’ assemblage de |la matrice sous forme Morse:

On ne peut pas stocker tous les termes dans une matrice de dimension Ng.N, , puis la
parcourir en ne gardant que les termes non nuls, cela prendrait trop de place mémoire, méme
temporaire, et trop de temps de calcul. D’ autre part, un terme non nul de la matrice, associ€ a
un triangle g, et un noaud s, peut réunir plusieurs contributions, provenant de |’ intégrale sur

plusieurs parallélépipedes qui ont le sommet s en commun, et qui ont une intersection non
vide avec g, . On ne peut donc pas non plus simplement ajouter les ééments au tableau au fur
et amesure qu’ on les calcule.

Pour chague triangle, on fait donc deux parcours de tous les sous-polygones intersections du
triangle avec un parallél épipéde de la grille volumique :

- un premier parcours ou I’on calcule et garde en mémoire la ligne correspondante de la
matrice de couplage, de dimension N, ; ou I’on détermine le nombre de termes non nuls et

leur place dans cette ligne,

- un deuxieme parcours ou |I’on stocke ces ééments sous forme Morse, dans des
tableaux alloués entre temps.
Et enfin, on concaténe tous ces tableaux (chacun associé a un élément de surface) pour donner
les tableaux définitifs.

Explicitons a présent le produit de la matrice B ou de sa transposée par un vecteur, en
utilisant les tableaux introduits au début du paragraphe :

Calcul des produits B u et BTl

Calcul de B u : Pour chaque triangle g, du maillage de surface
(Bu)k]=0
pour m de IDL[k] a IDL[k+1] -1
(Bu)[k]+ = MCM[m]* u[1CZ[m], ICY[m], ICX[m]
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Calcul de Bl : Pour chaque nceud s ° (1,1
BT, ]=0

Pour chaque triangle g, du maillage de surface
pour m de IDL[K] a IDL[k+1]- 1
(B™1 Jiczim],1cY[m], ICX[m]}+ = MCM[m]* | [K]

y1,) delagrille

2.5. CALCUL DE LA MATR|CEC_I

Le terme de la matrice diagonale C correspondant a I'élément g, du maillage de
surface se calcule par

1 o 1 o N
Cr ZE a — a E, K F, dg,
KiTVois'ns(gk)ei 5T Sommets(K') «

A ® —
ou E, =/Gs .n,

pour un point G quelconque de I’ @ément de surface g, .

Cette décomposition, pour chague élément du maillage de surface, en des contributions
correspondant a chacun des parallélépipédes qui ont une intersection non vide avec |’ élément,
se traduit par | algorithme d’ assemblage suivant :

Assemblage : pour tout g, élément du maillage de surface,
pour tous les parallélépipedes K' tels que g, C K't [,

pour tous les sommets S du parallélépipéde K',

C+—1E\ F, d Iculé la formule d drat
=g sQe b g (calculé par la formule de quadrature

définie au paragraphe 2.3.3).
Si I'édément g, setrouvesur lagrille aors ¢, =0.

2.6. SIMPLIFICATION DU CALCUL DE B ET C POUR UN CHOIX PARTICULIER
DU MAILLAGE DE SURFACE

Un choix particulier du maillage de surface est I'intersection de la surface des conducteurs
avec la grille de volume, ou encore, I’intersection d’un maillage de surface grossier et de la
grille. Ce maillage est formé de polygones a au plus 9 cotés, et non plus de triangles, mais cela
ne pose pas de probléme particulier puisque I’ on approche la charge par une valeur constante
sur chague élément de surface (éléments finis Py). Le maillage de surface ainsi obtenu est
assez fin, et le nombre d’inconnues de surface est donc important, on pourrait donc s attendre
a des besoins conséguents en mémoire. Ce n’ est pas le cas pour deux raisons :

- dansle cas d un maillage quelconque moins raffing, I’ intersection avec la grille doit de
toute facon étre calculée, car les intégrations sur la surface des conducteurs sont décomposées
sur ces intersections pour obtenir une bonne précision de calcul,

- les variables de surface sont pour ce maillage des vecteurs de dimension importante,
mais tout de méme négligeable par rapport aux variables de volume. De plus, on pourrait
S attendre a ce que la matrice de couplage nécessite davantage de place en mémoire que pour
un maillage de surface moins raffiné, puisqu’ elle est de dimension (Ntc,nx.ny.n;). Mais chaque
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élément de surface étant couplé a moins de points de la grille que pour des éléments plus gros,
le nombre de termes non nuls de la matrice n’augmente pas tant que ¢a. En fait, chaque
élément de surface est inclus dans un parallélépipéede de la grille, et donc couplé a exactement
8 points de la grille, les 8 sommets de ce parallélépipéde. L’ assemblage et le stockage des
matrices B et C sont donc trés simplifiés et moins colteux en temps de calcul et en
mémoire que dans le cas général. En effet, comme on connait a I’ avance le nombre de termes
non nuls de la matrice de couplage B , on évite |’ allocation de tableaux intermédiaires plus
gros.

Assemblage et stockage Morsede B

Comme chaque élément de surface est couplé a exactement 8 points de la grille, les tableaux
IC et MCM sont de dimension 8Ng. On sait de plus sans calcul que I"indice dans |e tableau

MCM du premier @ément non nul de laligne k, correspondant a |’ éément de surface g, , est
IDL[K] =8* (k - 1) +1. L’ agorithme de remplissage de ces tableaux est alors simplifié:
indice_cour = 0.

pour tout élément g, du maillage de surface,

pour chaque sommet § = (I,,l,,I,) du paralléiépipede K' qui contient g,
indice_cour ++,

calcul de MCM [indice_cour] = - Q F, dg,

remplissage de |C [indice_cour] =(l,,l,1,).

Assemblagede C
pour tout élément g, du maillage de surface,

pour chaque sommet § =(l,,l,,I,) du parallélépipede K' qui contient g, ,

Gt = Eq ‘kQKi F, dg.

C’est ce maillage de surface qui est propose par défaut dans le programme : en plus des
smplifications qu'il permet, il S'est révélé un bon choix en termes de rapidité de I’ algorithme
de résolution du systeme. En pratique on N’ utilise pas exactement I’ intersection de la surface
des conducteurs et de la grille, mais I’ intersection d’ un maillage trés grossier de la surface des
conducteurs avec lagrille.

3. RESOLUTION DU PROBLEME DISCRET

3.1 ALGORITHME DE RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE

Pour résoudre le systéme (1V.1)en U’ et L, on en éimine lavariable U ', et on se
rameéne alarésolution du systeme
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(BABT+C)L' =G'. (1V.2)
On déduit ensuite U ! par
Ui=-A"BTL.

Algorithme de résolution :
Nous appliquons I’ algorithme du gradient conjugué non préconditionné au systeme en la

charge (1V.2). Notons, pour (X,R)1 (A Ns )2, X =(x) e R=(r),

Ns
(X.R)=a %,
k=1

Nous donnons ici |’ algorithme sous sa forme matricielle, en omettant I’indice j associé a la
j™ condition aux limites.
Initialisation :
- choisir L
- résoudreU, =- A"'B'L,
iR =G+BU,-CL,

- poser i
W =Ry

Itérations: pour n3 0, onsuppose L ,,R ,W. connus, etoncaculelL ., ,,R W, :

résoudre Z, = A '‘B"TW,
prendre latrace X, =B Z_ +C W,

_i,Ln+1:Ln+thn
,poser {U,, =U_-t Z.
{Rnﬂ:Rn_ tnxn

oitt = RuR) _(R.R)
tw) (XR)

S M <e aorsfin.
(G,G)
(Ros: Ryt

Sinon soit s ,, = ————"

(R.R)
poser Wn+1 = Rn+1 +S n+an -

Critere d'arrét del'dgorithme :

Il est important de choisir convenablement le critére de convergence de I'algorithme, c'est-&
dire d'une part de ne pas effectuer des itérations inutilement, d'autre part de ne pas arréter
I'algorithme trop loin de la solution, suivant la précision désirée. |l parait donc préférable de
faire dépendre ce critére de la précision espérée des calculs, et donc du choix de la grille de
volume.
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En pratique, nous verrons que nous proposons un choix par défaut de la grille de volume, dont
nous estimons qu'il permet de calculer les capacités avec une précision d'environ 5 pour cent.
L'utilisateur peut ensuite raffiner cette grille en entrant un parameétre qui définit la puissance
de 2 par laguelle est multiplié le nombre de points de la grille dans chague direction. Si
I'utilisateur utilise ces options, et n'entre pas lui-méme son choix de la grille, le critéere est
adapté au degré de raffinement de la grille : plus celle-ci est fine, plus e est pris petit dans le
critere d'arrét

(Rn+1’ Rn+1) <e.
(G.G)

D'autre part, la structure réguliere de la grille permet, a chague itération de I’ algorithme, un
calcul exact et efficacede A 'Y, ol Y, =B "W, sans stockage en mémoire. Nous utilisons

pour cela un algorithme de résolution rapide de I’ équation de Poisson sur un rectangle, faisant
intervenir laFFT. Ladescription de cet algorithme est I'objet du paragraphe suivant.

3.2. RESOL UTION RAPIDE DU PROBLEME DE POISSON

Il s'agit de résoudre le systéme
AU =Y, (1V.3)

00 U = (U )gen, € Y =(¥ )iy, SONt les vecteurs des valeurs aux noauds de la grille, de
fonctions définies sur le volume W, et ou lamatrice A est de terme général

a, = quF, NF _ dw.

Rappelons que la permittivité électrique e et la hauteur des paralléépipedes, sont constantes
sur chague couche horizontale de parallélépipedes, mais dépendent de I'emplacement en

hauteur de la couche de parallélépipédes. Ainsi, on note e, et Dz* la permittivité et la
hauteur de la K™ couche de parallélépipédes.

On a vu au paragraphe 3.1 qu’'une résolution de ce systeme est nécessaire a chaque
itération de I’ algorithme du gradient conjugué. Il est donc important qu’ elle soit rapide. Nous
utilisons pour cela un solveur basé sur des transformées de Fourier rapides (FFT) et des
résolutions de systémes tridiagonaux. Le principe du solveur pour I’ égquation de Poisson, ou
plus généralement pour des équations aux dérivées partielles a variables séparées dans des
domaines rectangulaires 2D, est détaillé par exemple dans [GoMe 80], et les diverses
conditions aux limites possibles sont traitées dans [Sw 77]. L’agorithme s étend facilement
au cas de la dimension 3, en goutant un éage de transformées de Fourier. De plus, s on
n'utilise I'analyse de Fourier que dans deux directions sur trois (ou une direction sur deux en
2D), et que dans la derniére dimension on résout directement des systemes tridiagonaux, on
remargue que |’ on peut faire varier des parametres dans cette derniere dimension. Nous alons
ainsi, dans notre cas, pouvoir prendre en compte des couches diélectriques de permittivités
différentes, et des variations de la hauteur des couches de parallélépipedes. De plus, dans
[GoMe 80], pour le cas 2D, il est précisé que I’analyse de Fourier dans une direction, suivie
de la résolution de systémes tridiagonaux, est souvent plus efficace que I’ analyse de Fourier
dans deux directions. La prise en compte des couches diélectriques n’'apportera donc
probablement pas de colt supplémentaire au calcul, ou bien un co(t tres faible.
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Nous explicitons ici le probleme en dimension 3: dans le paragraphe 3.2.1, nous
donnons I’ expression de la matrice A , dans le paragraphe 3.2.2 nous présentons le principe
de larésolution, et nous en déduisons dans le paragraphe 3.2.3 |’ algorithme global du solveur
3D, enfin nous détaillons dans |e paragraphe 3.2.4 les différentes étapes de cet algorithme.

3.2.1 Expression delamatrice A

Nous donnons dans ce paragraphe I’ expression de lamatrice A , sans détailler le calcul
de ses termes. Considérons les coefficients suivants, dépendant uniquement de |’ emplacement
en hauteur des parallél épipedes, repérépar k =1,2,...,n

eka% (1Dy 1Dx) 1Dnyo

i
i a
i ADx 4Dy’ 4 DZ* g
T 2ek v 1Dy 1Dx, 1 Dnyo
j bt =Dz (G2 S5y
I 9 4 Dx 2Dy 2 DZ* P
|
. 2
i ok = e, a% ( 1 Dy 1 Dx) 1 Dnyo
I g 4 Dy 2 DZ* P
T
T dk:ﬁ Zk(im+}%)_ DXDkyg
i 9 2Dx 2Dy’ Dz° g4
I ke 4, 1Dy 1Dx,, K 1DxDyo 1Dy 1D 1DDoo
e 1"?“% P o 30y 4005 200 20y 4 0ot &
i y Dz™" g X y DZ* 5
:. floko - 28 2 ey 1Dy Dx,, 1DxDy¢ N (Eﬂ Dx, , 1Dny00
i § k*lg (3 bx "2 D ¢ 2Dx Dy’ 2 DZ* g
|
i kk+1__ 1 Dy+iz 1 DxDyo a% Dy 1 Dx leDyoO
: éek+lg z Dx 2 Dy 2 Dz k+1_ ekg z ( Dx 2 Dy 2 DZ m
T Kk _ k+1 Dy Dx Dny a% «, Dy Dx DnyoO
. h =—Ce, , £Dz ——x+te gDz (—+—
} é k 1% D = kg ( Dx y) D7 o
Nous notons Tridiag_neu(a, b| n) lamatrice tridiagonale d’ordren
ab 2a o)
¢ . -
ga .ooa <=
Tridiag_neu(a,b|n) = g -
C a . a+
§ 2a by

Pour k =1,2,...,n,, on définit alors les matrices
A* = Tridiag_neu(a“,b*|n,),

= Tridiag_neu(c*,d"|n,),

C**1 = Tridiag_neu(e"

K,k+1 k,k+1
£ ny)

et DK< = Tridiag_| neu(gkk+1 hkk+l|n ).
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Nous notons u,; le vecteur correspondant a la ligne horizontale d’indices (k, j), et u, le
vecteur de vecteur correspondant ala couche horizontale d’indice k :

Uy = Vecteur(Uyy,...,Ugn ), Uy = vecteur(Ug, ..Uy, ).

Alors I'équation ( V.3 ) sécrit, pour tout point intérieur (en hauteur) du maillage,
k=23..n,-1,

$k+l 2Ak+l 9 @k,k+l 2ck,k+1 9

gAk+1 - - N ng,kﬂ .. .. N

v . . Ak+1:uk+1 *e Ck,k+1juk+

é 2Ak+l Bk+l a é ZC k,k+1 D k,k+1 a

aB* 2A" 0

GAC . - S V.4
g . - Ak - uk 1 yk ' ( )
é 2A“ By

3.2.2 Principedelarésolution

La résolution rapide du probléme repose sur le fait qu'on connait explicitement les
valeurs propres et vecteurs propres des matrices tridiagonales intervenant dans ( 1V.4), et que
les changements de base permettant de diagonaliser ces matrices peuvent étre effectués en
utilisant des transformeées de Fourier rapide. Nous utilisons pour celale résultat suivant :

LemmelV.1 Lamatricetridiagonale d’ordre n, Tridiag_neu(a, b| n), a pour valeurs propres

I, :b+2acosw, =12, ..,n.

n-1
Les vecteurs propresassociés v, 1 =12, ...,n, sont donnés par
&) =1c (v) =coEIP 0 1 () =Y 8
Vi_(gvi)l_zc’ (Vi)'_cosgn-l{ac’ 2E1£n-1, (vi)n— 5 CE,

N . . 2 .
ol C est une constante que I’on prend ici égale & ‘/—1 pour avoir |v;| =1.
n_

En pratique, on choisit de ne pas utiliser les vecteurs propres normalisés, on définit Q la
matrice composée des vecteurs

1 .
==V, i =12 B |
G =Y L

Son inverse vaut alors Q' = C2Q. Les matrices A¥, B, C**"1 et D***! sont de la forme
Tridiag_neu(a,b|n,), on peut donc les diagonaliser par

I—x :Q-le’ X = Ak’Bk’Ck,k+l’Dk,k+l’ " k

En utilisant cette diagonalisation et en posant, pour tous j =12,..,n et k=12,...,n,,
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1IHJ Q'lukj
)_/ Q yk]

la partie du systeme ( IV.4) qui correspond sur la grille alaligne d'indices (k, j), se réécrit,
pour tousindicesintérieursdelagrille (k, j),

(L Ak+1 lj|(+:|_j+]_ + |— Bk+1 Uk+j_j + L Ak+1 Uk+j_j.]_) + (L Ck’k+1 Ukj+j_ + L Dk,k+1 Ukj + L Ck’k+1 Uk]'.]_) +
o o o -y V.5
(I— A uk-1j+1+|-Bk Uy 1 +LAk uk—lj—l)_ykj' ( )

ct dMt i=1,2,..,n,, k=12,...,n,, les valeurs propres respectivement

Notons af, b¥,

de A%, B¥, C*k*1 et D***! et considéronsles matrices tridiagonales
G = Tridiag_neu(a}',bf|n,),
Gt = Tridiag_neu(c,d!|n,).

Réorganisons les valeursde U aux noauds de la grille, et posons

U, = vecteur(U,,; ,...,Uknyi) et U; = vecteur(Uy,...,U, ;) ,

on déduit de (1V.5) quel’ on peut réécrire le systeme ( 1V.4 ) sous laforme suivante,

@2,1,2 Grl,Z 9

gt L -

g . TO=y, "i=12..n
1,n,-1 .. 1n, -

¢ G S

g 2Gr1,nZ sz'nz n,+1 P

De laméme fagon que précédemment, on peut diagonaliser les matrices G™ et G***** par

PG P=diag(l{y,! 2 - 15,

P Gr2 K k+1 P dlag(nf k+1 k+1 n.r k+1
Posons

et réorganisons les valeurs de U par U;; = vecteur(Uy; ... ) . Le probléme se raméne ainsi

n||

alarésolution de n,.n, systemes tridiagonaux d'ordre n, mdependants entre eux,

’2 2 .
?‘121,1 14 9
no n o < i gl ..' ..' -

\VAIT] =Y i=1ln, "j=1ln, oo V'=¢ ) N . B -,
¢ ' *

8 2I'J nfln+l_

et on retrouve le potentiel u par deux transformations G,; = P4,;, puis u,; = QU,; .
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3.2.3 Algorithmederésolution

En résumé du paragraphe 3.2.2, I’ agorithme de résolution du systeme s’ écrit

- Calcul de ¥, =Q 'y, ; réorganisation de y - (n,.n, FFT dedimension n,)

- Cacul de y,, = P'y,, ; réorganisation de y - (n,.n, FFT dedimension n,)

- Résolutionde V,'d =Y - (n,.n, systémes tridiag. de
dim. n,)

- Réorganisationde u ; calcul de u,, = Pu,; - (n,.n, FFT dedimension n,)

- Réorganisation de U ; Cacul de - (n
U, =QuU,;.

.n, FFT de dimension n, )

Nous donnons dans |e paragraphe 3.2.4 |le détail des transformées de Fourier.

3.24 Diagonalisation : changements de base et valeurspropres

Les valeurs propres des matrices A¥, B¥, C***1 et D***! sont respectivement

: ak =b* +2a* cos—(I - 1)p’

i n -1

1 b = d* +2c* cos%,

| x

i

: Ci|<,k+1 - f k,k+1 + 2ek,k+1 COS( 1);-)

i :

T dk kil = pkok+d +29k'k+1COS( - 1)p.

1 n -1

et on en déduit cellesde G et G**** par

1 I =bf +2ai"(:os—(J - 1)p’

i n, -1

| .
nf'“l dk kel zcik,k+l COS(J : 1)1p.

n -

y

Lecalcul de y,; =Q'y,, sefait par

2ilp 00 1 ( )i(ykj)nx

(yki)i_nl yk’ Sg\n-l n.-1
20

X

Deméme, y,, = P''y,, s écrit

S = & jlp 0 T
(ykj )j ) ﬁ-(yki )l - 18 1=1 (ykl )Hl nj/ 'p]-%-'- nyl' 1(- 1)J (yki )ny

Lestransforméesinverses 0, = PU,; et u,, =QU,,s écrivent
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(Uki )j - ;(~k') +§é’ (uk' )|+1 Cosgnjl.r)lé.g-i_%(- 1)j (Jkl )ny ’
(- ) &% & il 10 il
(uki)i ZE(uki)l-'- Iazl(ukj)lﬂc plm"' 2( 1) (Uki)nx

Tous ces calculs sont effectués en utilisant la transformée de Fourier rapide.
3.25 Colt d'unerésolution du probléme de Poisson

Une résolution du probléme de Poisson sur une grille comprenant n,.n,.n, noauds comporte

- 2n,n, transformées de Fourier de taille n, et 2 n,.n, transformées de Fourier de
taille n, : cot O(n,.n,.n,(log, n, +log, n,)),

- n,.n, resolutions de systémes tridiagonaux de taille n, : colt O(n,.n,.n,).

4, DOCUMENTATION TECHNIQUE

La méthode décrite dans ce chapitre est une méthode de résolution du probleme de
Laplace, avec conditions de Dirichlet constantes sur la surface d'obstacles quelcongues.
Cependant, le programme lcare, qui compte environ 5000 lignes de code écrites en C™ sous
Unix, est plus particulierement dédié au calcul des capacités parasites dans les
interconnexions. En effet, la méthode est particuliérement bien adaptée aux geomeétries
structures dmterconnexmns des circuits intégrés. De plus, ce programme utilise une
description des données d'entrée propre au calcul des interconnexions de circuits. Nous
décrivons donc dans cette section le format d'entrée des données du programme Icare, en son
état actuel. Nous précisons en particulier la fagon dont sont actuellement crées ces données
d'entrée, a partir de la description d'une structure dans le format standard "gds2". Pour plus de
détails sur certains points de la génération des données nécessaires a Icare, on pourra se
référer au compte-rendu interne CEA-LETI, écrit par P. Rivalin, e nommé "manuel
d'utilisation du logiciel Icare". Le programme peut cependant étre utilisé pour la résolution de
problémes de géométrie quelconque, si on lui fournit en entrée directement un maillage de la
surface des obstacles.

Actuellement, |e programme prend en entrée un fichier .car contenant un nom de fichier
d'extension .geo contenant la géomeétrie 3D de la structure, un certain nombre de données
technologiques, et éventuellement de parametres utiles au calcul. | appelle un programme qui
génére un maillage de surface a partir de la géométrie. On pourrait donc aussi directement
entrer un maillage de surface.

Nous décrivons ici la génération actuelle des données d'entrée, pour les structures
d'interconnexions. Cette génération est représentée schématiquement dans laFigure 1V 4.
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filegds2

Programme SILVACO de génér ation defichier layout,
MASKVIEWS | sotalamain, soit apartir defichiers GDSII générés par
des | ogiciels type CADENCE

-

Utilitaire de ICARE qui per met de générer lagéonétrie
GETGEOM des conducteur s seulement apartir du fichier layout et
dun fichier de description des couches de matér iaux

—_— Pr ogramme de cal cul des capeacités
ICARE _‘

statiques dans les inter connexions
apartir delagéométrie et des
car actér istiques des matériaux

GEOMVIBEWNV

Utilitaire devisualisation 3D
delagéométrie génér ée par
GETGEOM
Les résultats sont affichés al'écran
sous laforme d une matrice capacité
entr etoutes les électr odes
=

FigurelV.4. Génération des fichiers d'entrée d'l care (figure tirée du compterendu de P. Rivallin)

Commentons rapidement cette figure:

Un format standard de description des structures d'interconnexions des circuits intégrés
est leformat "gds2".

Nous nous sommes plutdt basés sur le format du fichier de sortie de I'outil Maskviews
de SILVACO. Ce fichier contient la description couche par couche de la géométrie des
interconnexions (qui sont donc homogeénes en hauteur dans chaque couche).

A partir de ce fichier .lay, et d'un fichier .tec contenant les hauteurs de chaque couche
métallique ou diélectrique, le programme getgeom, écrit par S. Dupré et F. Charlet reconstitue
lagéométrie 3D de la structure, et la stocke dans un fichier .geo.

Enfin Icare appelle un programme, qui, a partir du fichier .geo, crée un maillage de la
surface.

Décrivons enfin le format actuel du fichier d'entrée file.car : dans ce fichier exemple, les
paramétres facultatifs sont précédés du signe #, indiquant les commentaires.

Ver si on LETI
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# Fichier contenant |a géonétrie de la
# structure
CeonFile file.geo

# Définition des diélectriques
Material "diel" Permttivity 3.9
Material "air" Permittivity 1.

# Définition des épaisseurs des couches
Deposit "diel" Height 5.84

# Raj outer une couche d air >= 3
Deposit "air" Height 6.26

# Parametres de choix de la grille

# GidParam 32 32 16
# Refinenment 1

# Critére d arrét de I'algo du GC
# PrecisionParam 1.e-4

Lacommande
Gri dParam nx ny nz,

Fichier résultat du programme getgeom

Définition des diélectriques et de leur épaisseur.
Une couche diélectrique peut contenir de
conducteurs.

Il vaut mieux rgjouter une couche d'air au-dessus d
la structure pour que les conditions aux limites n
perturbent pas les résultats.

Les parametres de calcul sont facultatifs : s riel
n'est imposé, le programme les choisit lui-méme.

ou nx et ny doivent étre des puissances de 2, permet a l'utilisateur d'entrer son choix de la
grille. Si cette commande est omise, un choix par défaut est calculé et utilisé. Sur les
structures d'interconnexions sur lesguelles nous avons testé ce choix par défaut, la précision
était satisfaisante. Toutefois I'utilisateur peut choisir de raffiner la grille 2" fois la grille dans

chaque direction, en utilisant |la commande
Ref i nenent n.

Si I'utilisateur fait ce choix, et n'impose pas lui-méme le critére d'arrét de I'algorithme du
gradient conjugué (par la commande Pr eci si onPar am eps), alors ce critere darrét va
dépendre du degré n de raffinement, de facon a adapter le degré de convergence de
['algorithme du gradient conjugué ala précision désirée.

En sortie du programme, saffichent :

le temps de calcul et lamémoire nécessaires,

laliste des capacités classées par taille décroissante.



Chapitre V. Résultats sur des
structures réelles

Nous présentons dans ce chapitre, des résultats de calcul de capacités sur des morceaux
de structures réelles, que I'on caractérisera par leurs dimensions (largeur et longueur), leur
nombre de niveaux de métallisation et de couches diélectriques.

Nous étudions d’abord un exemple représentatif du type de structures a traiter. Nous
comparons sur cet exemple la précision et les ressources nécessaires en temps de calcul et
mémoire pour les deux approximations en fonction de la finesse des maillages. Au vu de ces
résultats, nous proposons alors un critére de choix par défaut du maillage de surface, dont
nous montrons les avantages sur cet exemple. Nous proposons aussi un critére empirique de
choix de la grille de volume, Sappuyant sur des particularités des structures
d’interconnexions, et assurant un bon compromis entre précision des résultats et efficacité de
larésolution.

Puis nous comparons sur deux échantillons de structures de dimensions moyennes, les
résultats obtenus par la méthode des domaines fictifs avec les maillages par défaut, avec ceux
obtenus par d’ autres logiciels existants dédiés a ce probléeme, basés sur les éléments finis, sur
une méthode dintégrales de frontiere, et sur une méthode de Monte-Carlo. Sur certaines
structures, nous disposons de plus de mesures expérimentales de capacités permettant de
valider ces résultats.

1 OBSERVATIONS SUR UNE STRUCTURE REELLE 3D

Considérons par exemple la structure suivante, représentative du type de structures a étudier.

Figure V.1 Structure éudiée
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La structure de la Figure V.1 comprend 5 niveaux de métallisation, 3 couches
diélectriques, et est de dimensions 35mm par 30nm.

Un point important de I’ algorithme étant le choix des deux maillages, nous présentons dans
cette section les résultats obtenus sur cet exemple représentatif du type de structures a traiter,
pour un large éventail de grilles de volume et de maillages de surface. Nous pourrons ainsi
observer de quelle fagon varient la précision pour les deux approximations, le temps de calcul
et lamémoire.

1.1. COMPARAISON (A-GPP) — (A-CAPA)

Nous comparons dans ce paragraphe les performances des deux approximations sur
divers maillages de surface et grilles de volume. Nous donnons d’ abord des caractéristiques
des différents maillages, de surface et de volume, utilisés dans |les calculs.

Les maillages de surface sont caractérisés par un paramétre (L = .), donné en entrée au
mailleur. Pour chaque choix de L, nous donnons dans le Tableau V.1 le nombre d’ éléments du
maillage de surface, ainsi que deux dimensions caractéristiques caractérisant la taille de ces
éléments. Les plus petites et plus grandes dimensions des cotés des ééments n’ étant pas trés
représentatives du maillage, nous donnons hs_min et hs max, qui sont les moyennes sur tous
les éléments du maillage respectivement du plus petit et du plus grand coté des é éments.

Tableau V.1. Caractéristiques des maillages de surface utilisés

Maillage de surface Nombre d’ éléments hs min (nm) hs_max (mm)
L=20 5116 0,5 3,2

L=10 5188 05 3

L=5 5534 05 2,6

L=3 6318 0,5 2,2

L=1 12590 0,5 12

L=05 25234 05 1

L=03 44000 0,37 0,92

L=0,2 71872 0,31 0,94

L =015 175372 0,27 0,79

On remarque que la moyenne des plus petites dimensions des é éments est constante égale a
0,5nm pour les maillages de surface grossiers a moyens, seule la plus grande dimension varie.

En effet, la section des lignes d'interconnexions est petite devant leur longueur, égale a
0,5nm. Cette faible section impose d’ avoir des grilles de volume suffisamment raffinées, quel

gue soit le maillage de surface choisi. Ceci est d’ autant plus vrai avec I’ approximation (A-

GPP), qui requiert une condition de compatibilité entre les pas des deux maillages.

Nous présentons a présent dans le Tableau V.2 les caractéristiques des grilles de volume et des
maillages de surface "auto" associés. Le maillage de surface désigné par "auto", correspond a
I'intersection d’un maillage trés lache de la surface des conducteurs et de la grille (donc
quasiment al’intersection de la surface des conducteurs et de la grille). De méme que pour les
maillages de surface, nous présentons des moyennes des plus petites et plus grandes
dimensions.

Tableau V.2. Caractéristiques des grilles et des maillages de surface "auto" associés

Grille de volume Caractéristiques de lagrille Caractéristiques du maillage de surface «auto »

Nk.Ny.N; hv_min (mm) hv_max (mm) Nombre d’' éléments | hs min (mm) hs_max (mm)
16.16.16 1,87 2,2 16919 0,25 1,1
32.32.(16-32) 0,95 1,1 27000 - 33000 0,2-0,15 0,75
64.64.(16-32) 0,47 0,55 50000 - 59000 0,15 0,45
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128.128.(16-32-64) 0,23 0,28 106000 - 146000 0,12 0,28

256.256.(32-64) 0,12 0,14 285000 - 330000 0,075 0,16

Les résultats présentés dans le Tableau V.3 permettent d'abord de vérifier que I’amélioration
apportée par I’ approximation (A-Capa), déja observée en 2D au chapitre 2, est également tres
nette en dimension 3 :

Tableau V.3. Comparaison (A-GPP)-(A-Capa) pour différents choix des maillages

Grille Maillage | Approximation (A-GPP) Approximation (A-Capa) Mémoire(MB)
desurface |valeur (mm) Cpu (sec) valeur (mm) cpu (sec)
16.16.16 L=10 40,5 28 91
L=5 40,6 25 9,3
L=3 Divergence du 41,3 24 10,1
L=1 G.C 43,6 31 16,8
L=0,5 42,3 34 315
auto 431 34 91
32.32.16 L=10 28,9 36 13,3
L=5 29,1 31 13,3
L=3 29,2 27 14
L=1 bV 30,5 33 21
L=0,5 29,7 35 38
auto 29,9 28 14
32.32.32 L=10 29,0 56 15
L=5 29,0 49 15,2
L=3 29,1 43 16
L=1 DV 30,4 47 25
L=0,5 29,6 44 43,6
L=0,3 29,2 58 71
auto 29,9 39 17
64.64.16 L=10 24,5 94 22
L=5 24,6 76 22
L=3 247 63 22
L=1 24,8 53 30
L=0,5 DV 24,6 52 52
L=0,3 24,2 65 82
L=0,2 23,9 92 130
L=0,15 23,7 155 284
auto 24,8 43 255
64.64.32 L=10 31,5 584 245 150 25
L=5 31,7 541 24,6 124 25
L=3 32,5 432 24,7 101 26
L=1 24,7 76 35
L=0,5 24,6 76 57
L=0,3 DV 243 89 92
L=0,2 24,1 118 144
L=0,15 23,8 183 315
auto 24,8 63 30,5
128.128.16 | L=10 28,6 856 23,2 341 42
L=5 29,6 744 23,3 278 42
L=3 30,4 600 23,3 232 42
L=1 234 164 53
L=0,5 23,2 143 82
L=0,3 DV 23,2 140 123
L=0,2 232 186 197
L=0,15 232 267 403
auto 23,1 95 55
128.128.32 | L=10 26,0 1085 23,1 456 49
L=5 26,1 846 23,2 380 49
L=3 26,0 719 233 298 49
L=1 25,9 473 232 224 59
L=0,5 24,7 271 231 194 91
L=0,3 24,8 291 23,0 194 138
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L=0,2 24,4 306 230 225 209
L=0,15 25,0 379 231 307 440
auto 25,3 508 22,9 161 65
128.128.64 |L=10 239 1541 22,6 880 64
L=5 239 1332 22,7 747 63
L=3 239 1092 22,8 608 64
L=1 23,8 585 22,7 436 75
L=0,5 23,8 460 22,6 352 106
L=0,3 23,7 457 224 335 154
L=0,2 238 446 225 348 234
L=0,15 238 456 22,6 411 501
auto 23,9 431 22,6 260 85
256.256.32 | L=10 24,3 2949 231 2131 122
L=5 24,4 2542 231 1777 121
L=3 24,5 2140 231 1247 121
L=1 243 1272 231 881 133
L=0,5 24,0 899 23,0 670 172
L=0,3 23,8 812 231 642 236
L=0,2 241 850 232 677 359
L=0,15 24,2 868 232 728 689
auto 24,6 590 22,7 424 168
256.256.64 |L=10 22,8 4399 22,3 3662 168
L=5 22,8 3592 22,3 2947 167
L=3 22,9 2931 224 2470 167
L=1 230 1906 224 1703 181
L=0,5 22,9 1489 22,4 1220 223
L=0,3 231 1390 22,3 1160 285
L=0,2 23,2 1348 22,4 1154 396
L=0,15 232 1154 223 1079 753
auto 230 786 22,2 729 221

Bien que peu "visuel", ce tableau permet un certain nombre d'observations

Précision de (A-GPP) et (A-Capa) :

La premiere remarque est qu’ avec |’ approximation (A-GPP), il faut prendre une grille
d’au moins 128.128.32 points, avec un maillage de surface bien chois (L £ 0,5), pour assurer
une précision raisonnable sur la valeur de la charge (environ 10% de précision). Tandis
gu'avec I’ approximation (A-Capa), il suffit d'une grille de 64.64.16 points et d'un maillage de
surface quelconque, soit deux fois plus grossiére dans chagque direction, pour obtenir la méme
précision. Cela se traduit par un algorithme 5 fois plus rapide, et utilisant 3 fois moins de
mémoire. Et cet écart se renforce encore si |’ on veut des résultats plus précis.

Plus généralement, on remarque que pour un méme choix de maillages, les résultats
sont nettement plus précis pour I’ approximation (A-Capa) que pour (A-GPP).

De méme gu'en dimension 2, avec |'approximation (A-Capa), la précision des résultats
est |égerement améliorée lorsgque I'on raffine le maillage de surface. Mais cette tendance est
moins nette qu'en dimension 2. La précision du maillage "auto", maillage assez raffiné par
rapport a la grille, est un peu moins bonne que celle des maillages quelconques contenant le
méme nombre d'éléments. Cependant, ces variations de précision sont nettement plus faibles
gue celles obtenues lorsque I'on raffine lagrille.

En résumé, pour les deux approximations, la précision des résultats dépend peu du
maillage de surface, elle dépend surtout du choix delagrille.

Temps de calcul et convergencedu G.C. :

Le temps d'initialisation du calcul (temps d’assemblage du systéme) est quasiment le
méme pour les deux approximations, ainsi que le temps de calcul pour une itération. Aingi,
comparer les temps de calcul pour les deux approximations revient a comparer la convergence
deI’agorithme du gradient conjugué.



151 Chapitre V. Résultats sur des structures réelles

Pour des grilles assez grossieres, et avec |'approximation (A-GPP), I'algorithme du
gradient conjugué ne converge pour aucun maillage de surface. Et quel que soit le choix des
maillages (le méme pour les deux approximations), |'algorithme du gradient conjugué
converge plus rapidement pour (A-Capa) que pour (A-GPP).

Pour une grille de volume fixée et pour les deux approximations, |’ algorithme converge
plus rapidement lorsgque I'on raffine le maillage de surface. En effet, nous avons choisi un
critére d'arrét de I'algorithme qui devient moins exigeant lorsqu'on raffine le maillage de
surface. Nous observons qu'avec ce choix, la précision des résultats dépend peu du maillage
de surface. Le temps de calcul devient plus important lorsque le maillage de surface devient
trés fin, mais on verra au paragraphe 1.2 que cela est di a un temps d'initialisation plus long,
et non aun nombre ditérations plus élevé.

D'autre part, avec |'approximation (A-GPP), pour une grille de volume grossiere a
moyenne, |'algorithme du gradient conjugué ne converge plus, confirmant I'existence d'une
condition de compatibilité entre les pas des maillages.

Place mémoire nécessaire : on constate qu'un raffinement important du maillage de
surface ou de la grille de volume entraine une augmentation importante de la place mémoire.

Il est donc important de bien choisir les maillages pour minimiser alafois le temps de
calcul et la place mémoire. Nous avons introduit dans le programme un choix empirique de
ces maillages pour |’ approximation (A-Capa).

1.2. CHOIX DU MAILLAGE DE SURFACE

La faible dépendance de la précision au maillage de surface, observée dans le Tableau
V.3, permet de choisir le maillage de surface en fonction d’autres critéres, c’'est-a-dire le
temps de calcul et lamémoire.

Nous représentons ainsi ci-dessous, pour une grille de volume fixée, le nombre d’itérations du
gradient conjugué et le temps total de calcul pour différents maillages de surface. La grille de
volume choisie est la grille comprenant 64.64.16, qui, d’ aprés le Tableau V.3, assure une
précision correcte des résultats pour I’ approximation (A-Capa).

Nombre d'itérations du G.C. Temps de calcul
90+ 160-
80 140+ —
70+ 1201 @ Itérations
60- O nitialisation
100+

50+
40+
30+
20+
10+

10 5 3 1 05 03 02 015 auto 10 5 3 1 05 03 02 01 auto

Maillage de surface (L=.) Maillage de surface (L=.)

Figure V.2 Nombre d'itérations et temps de calcul en fonction du maillage de surface
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Le nombre d'itérations plus faible quand on raffine le maillage de surface, est compensé
par un temps d’initialisation nettement plus long. De plus, le temps d’ une itération augmente
auss lorsgu’ on raffine le maillage de surface. Donc finalement, le choix optimal du maillage
de surface en termes de temps de calcul pour une méme précision, est un compromis entre ces
deux tendances (L = 0,5). Donc le choix "auto" du maillage de surface, qui en nombre
d' éléments se situe prés du maillage L = 0,3, est proche de ce choix optimal. De plus, on avu
au chapitre 4 que des particularités de ce maillage permettent d accélérer la phase
d’initiaisation. Le temps d'initialisation, qui est, pour le temps de calcul, la contrepartie
majeure d’ un maillage de surface fin, est donc trés réduit pour le maillage "auto” (FigureV.2).

Nous observons un comportement semblable en raffinant davantage la grille de volume.

Nous nous intéressons maintenant, toujours pour une grille de volume de 64.64.16
points, alavariation de lamémoire utilisée lorsque I’ on raffine le maillage de surface.

Nombre d'éléments de surface Mémoire utilisée

180000+ 300
160000

250+

140000

120000+
100000 O Assemblage syst.

200. @ Variables de calcul

150

80000
60000 100+
40000
20000
0 0
L 5 3 1 05 03 02 05 auto 10 5 3 1 05 03 0,2 0,15 auto

Maillage de surface (L=.) Maillage de surface (L=.)

FigureV.3. @ Nombre d’ éléments de surface pour chagque choix du maillage de surface
b) Mémoire utilisée pour chagque maillage de surface, décomposée en assemblage et calcul

On constate que la mémoire est directement liée au nombre d’ éléments du maillage de
surface. On remargue de plus (Figure V.3b), que cette importante mémoire supplémentaire est
utilisée principalement lors de la phase d'initialisation pour assembler |e systeme linéaire. En
effet, le nombre de points de la grille reste fixe, et la mémoire utilisée pour les variables de
calcul, qui devient importante lorsque la grille de volume augmente, reste ici négligeable.

Le calcul utilisant le maillage "auto”, bien que comprenant |égerement plus d’' é éments
gue le maillage L=0,3, utilise beaucoup moins de mémoire lors de la phase d'initiaisation
grace a la ssimplification du calcul des couplages détaillée au chapitre 4. 1l utilise donc une
mémoire comparable aux calculs utilisant les maillages de surface les plus grossiers.

Ainsi, pour une grille de volume donnee, le choix «auto» du maillage de surface, bien
gu’ éant un maillage assez raffing, est un bon compromis en temps de calcul et en mémoire.

Enfin, nous proposons une simplification du calcul qui diminue nettement le colt en
mémoire sans affecter la précision des résultats:
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Calcul desintégrales de surface:

Nous comparons les résultats obtenus pour une intégration exacte et approchée des
intégrales de surface, sur chague polygone intersection d’un triangle du maillage de surface et
d' un paralélépipéde de la grille. Afin de valider le choix de I’intégration approchée, nous
avons fait varier le pas du maillage de surface pour un choix de la grille de volume, puis la
grille de volume pour un rapport fixé entre les pas des deux maillages. Ces résultats sont
présentés Tableau V .4.

Tableau V.4 Approximation (A-Capa) : calcul exact ou approché des intégrales de surface

Grille Maillage | Intégration exacte Intégration approchée

de surface | Valeur (fF) cpu (sec.) | Mémoire(MB) | Valeur cpu (sec.) | Mémoire(MB)
32.32.16 L=5 29,1 31 13,3 29,0 29 8,4

L=3 29,2 27 14 29,1 24 9

L=1 30,5 33 21 30,9 33 14,4

L=0.5 29,7 35 38 29,7 32 26,3

auto 29,9 28 14 29,9 26 9,5
32.32.32 auto 29,9 40 17 30,1 41 11,1
64.64.16 auto 24,8 43 25 24,8 40 17,7
128.128.32 | auto 23,0 153 65 22,9 148 35

La valeur de la charge obtenue, ainsi que le temps de calcul, sont quasiment les mémes pour
les deux intégrations, tandis qu’ avec |’ intégration approchée on gagne une quantité importante
de place mémoire par rapport al’ intégration exacte (en moyenne pres d un tiers de lamémoire
totale) : en effet on ne stocke pas les polygones intersections d’'un triangle du maillage de
surface et d’ un parallélépipede de la grille, mais uniquement leur barycentre et leur aire.

Dans la suite, les résultats seront donc donnés pour I’ intégration approchée.

Colt en mémoire et temps de calcul en fonction des pas des maillages :

Nous détaillons ici (de fagon approximative) les colts en temps de calcul de chague
étape du calcul pour le maillage de surface «auto» et I'intégration approchée. Nous
choisissons comme grille volumique de base (raffinement 1), une grille de 32.32.16 points, et
obtenons la grille correspondant au raffinement n en multipliant le nombre de points dans

chaque direction par 2™ par rapport alagrille de base.

Temps de calcul total Proportion initialisation-itérations
1400 100% -
12001
0/
1000+ 80%
800 60% 1
600 @ Itérations 0% B Itérations
2001 O Initialisation 0 O Initialisation
200+ 20%1
0- 0%
1 2 3 4 1 2 3 4
Raffinement de la grille Raffinement de la grille

FigureV.4. a) Evolution du temps de calcul en fonction du raffinement de la grille
b) Evolution de la proportion de I initialisation sur le temps total
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Répartition du cpu dans les itérations Répartition du cpu sur I'inversion de Ax=b

100%-

100%-

80% | 80%

60% [ ] 60%; BFFT

40%

) E
2

@ Inversion Ax=b 40% O Syst. tridiag.
O Couplages

20% 1 20% 1

0%
3 4 1 2 3 4

0%-

Raffinement de la grille Raffinement de la grille

Figure V.5. Répartition du temps de calcul des itérations dans les différentes étapes

Nous constatons tout d’abord, au vu de I’ évolution du temps de calcul en fonction du
choix de la grille (Figure V.4a), I'importance d'un bon choix de la grille: elle doit ére
suffisamment fine pour que la précision soit bonne, mais s elle est trop fine, le surco(t de
calcul seraimportant.

De plus, en détaillant la proportion de temps passée dans chaque étape du calcul, on
constate qu’ une grande partie du temps de calcul est utilisée par le solveur de Poisson rapide.
Cela confirme I'importance de I’ utilisation d’'un solveur rapide pour un probleme de cette
complexité. Nous pouvons aussi remarquer que lorsgue la grille est assez raffinée (raffinement
supérieur a 2 ici par exemple), une part importante du temps est passé dans la résolution des
systémes tridiagonauix. Si le but est la simulation de grosses structures, et non un calcul rapide
sur de petites structures, peut-étre qu'une méthode plus efficace pour cette résolution devrait
étre envisageée.

Nous détaillons également le co(t en mémoire :

Mémoire totale Partage de la mémoire

250+ 100%-+
90% -
200+ 80%-
70%-
150+ 60% 1
50%
100+ 40%-
30%-
50 20%-
10%-
0- 0%

1 2 3 4 1 2 3

O Variables de calcul

O Couplages
@ Intersections

Raffinement de la grille Raffinement de la grille] @ Géométrie

On voit bien, pour des grilles de taille moyenne (¢’ est-a-dire celles qui seront utilisées en
pratique), I'importance du stockage de la géométrie et de la matrice de couplage. Et donc
I"'importance du gain apporté d une part par I’ intégration approchée, qui permet de réduire le
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co(t de stockage des intersections, et d’ autre part par le choix "auto" du maillage de surface,
qui permet de réduire le colt du couplage.

On constate a nouveau I'importance d'un bon choix de la grille pour ne pas avoir une
mémoire trop importante. Nous alons donc, dans le paragraphe 1.3, proposer un critére
empirique de choix de cette grille de volume adapté aux interconnexions, et vérifier savalidité
sur cette structure.

1.3. CHOIX DE LA GRILLE DE VOLUME

Nous proposons pour le choix des pas de la grille un critere empirique adapté aux
structures d’interconnexions, traduisant que le niveau de détail moyen de la surface des
conducteurs ne doit pas étre trop fin par rapport alagrille.

Considérons un maillage trés grossier de la surface des conducteurs. Les structures étant le
plus souvent constituées de lignes de faible section, on espére que le plus souvent, la plus
petite dimension d'un élément grossier coincide avec la plus petite dimension dun
conducteur. De plus, la technologie utilisée pour la construction d'un circuit définit une
section caractéristique, dont seront généralement voisines les sections de tous les conducteurs.
On espére ainsi que dans chaque direction, les plus petites dimensions calculées sur les
éléments de surface, seront voisines d’ un conducteur al’ autre.

Alors, pour chaque élément grossier du maillage, on agjoute la plus petite des dimensions au
total des plus petites dimensions, dans la direction qui correspond. Puis on divise chacun des
trois totaux correspondant aux 3 directions, par le nombre d ééments dont la plus petite
dimension correspondait a cette direction. On obtient alors grossierement une moyenne dans
chaque direction de ce qu'on espére étre les plus petites dimensions des conducteurs. On
constate que dans la plupart des cas, en prenant pour pas dans les trois directions la valeur la
plus proche possible de cette moyenne, la grille est bien choisie : le temps de calcul est
optimisé, et les résultats sont malgré tout précis.

Sur cet exemple, les résultats obtenus avec des choix par défauts de la grille et du maillage de
surface, sont les suivants :

Grille par défaut Maillage de surface auto | Valeur (fF) Temps de calcul (sec.) Mémoire (MB)
64.64.19 5788 triangles 24,8 45 15,5

Cela parait un bon compromis entre la précision sur la valeur du résultat et les besoins en
temps de calcul et mémoire.

2.  VALIDATION DU PROGRAMME

Dans cette section, nous validons les résultats obtenus, en comparant d’ abord les valeurs
des capacités obtenues avec différentes méthodes dont les domaines fictifs, puis, sur certaines
structures qui ont pu étre caractérisées expérimentalement, en comparant les valeurs cal cul ées
aux mesures. Ces résultats permettent ainsi de comparer, pour une méme précision d environ
cing pour cent sur les capacités auxquelles on s'intéresse, les performances en temps de calcul
et en mémoire des différentslogiciels.

2.1. COMPARAISON AVEC D’AUTRESLOGICIELS

Nous présentons dans ce paragraphe deux séries de comparaisons entre plusieurs
méthodes, auxquelles nous demandons une précision d’ environ 5 pour cent. En effet, les
incertitudes sur les données technol ogiques des interconnexions sont telles que cette précision



Chapitre V. Résultats sur des structures réelles 156

suffit largement aux concepteurs de circuits. Nous pouvons ainsi comparer les performances
relatives des différents logiciels, tout en vérifiant que les valeurs des capacités obtenues sont
proches.

Dans un premier temps, nous présentons rapidement les logiciels testés, qui reposent sur
les méthodes citées dans le premier chapitre.

2.1.1 Leslogicielstestés

Le logiciel Clever, de la société Silvaco, est basé sur une méthode d' éléments finis
3D. On entre en paramétre la précision désirée sur la plus grande capacité calculée. La
précision réelle est parfois nettement moins bonne que la précision estimée. Les résultats
présentés sont pour une précision requise de cing pour cent.

La version 2.0 du logiciel Fastcap, réalise au MIT, repose sur une méthode
d’intégrales de frontiere, avec résolution du systeme par un algorithme multipdle. La version
dont nous disposons était a disposition du public sur internet, mais n’ est pas compléetement au
point. En particulier le traitement des couches diélectriques est tres lourd, il pénalise beaucoup
les performances du logiciel (voir chapitre 1). Pour les calculs réalisés avec Fastcap, nous
avons donc supposé le matériau diélectrique homogene, et nous ne donnons donc pas les
valeurs des capacités, qui ne sont pas comparables a celles obtenues avec les autres logiciels.
Nous n’'insisterons donc pas trop sur les comparaisons avec ce logiciel, et donnerons juste
quel ques résultats pour avoir une idée des ordres de grandeur des temps de calcul et mémoire.

Le logiciel Quickcap, de la société Random Logics Corporation, est basé sur une
méthode de Monte Carlo. C'est actuellement le logiciel de référence pour la ssmulation de
portions de structures qui vont jusqu’ a une centaine de microns de coté. |1 est réputé précis et
efficace, alafois en mémoire et temps de calcul. Le logiciel ne donne pas la mémoire utilisée
par le programme lors du calcul, car celui-ci ne nécessite «presgue aucune mémaoire ».
Cependant, a notre connaissance, |’argument est plutét commercial, et le logicie utilise une
mémoire tout de méme considérable. On entre en paramétre la précision désirée sur les
capacités. || semble que cette précision est bien contrélée.

Nous n’avons pas de licence pour ce logiciel au LETI, les simulations dont nous disposons ont
été réalisées par Sophie Gabillet, dela société Mentor Graphics, sur un certain nombre de
structures que nous avons simulé de notre c6té avec Icare et Clever.

Notre programme, basé sur les domaines fictifs, est nommé Icare. Nous estimons
gu’ avec les choix par défaut des maillages, | care assure généralement une précision inférieure
a 5% sur les plus grandes capacités. Les résultats présentés sont pour les choix par défaut des
maillages.

2.1.2 Premieresériedestructures

Une premiére série de comparaisons a été effectuée sur des cellules de taille moyenne,
qui pour certaines se situent ala limite des possibilités du logiciel ééments finis Clever. Nous
présentons, dans les Tableau V.5 et Tableau V.6, des comparaisons entre Clever, et Icare avec
les choix par défaut des maillages. Cependant, les calculs ont aussi été effectués avec Fastcap
2.0 sur certaines de ces cellules, ils sont alors présentés. Dans le Tableau V.5, hous donnons
pour chaque méthode, la valeur de la plus forte capacité calculée, le temps de calcul et la
mémoire nécessaires. Les cellules pour lesquelles les résultats sont donnés dans le Tableau
V.5, sont toutes des structures relativement denses, ressemblant a la structure smult2b_poly
dessinée Figure V.1, et qui font entre 20 et 100 microns de c6té. Elles sont présentées par
complexité croissante.
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Tableau V.5 Comparaisons Clever-lcare-Fastcap

Structure # cond. |Grille Clever 5% Icare Fastcap 2.0

ne.ny.ns | Valeur cpu Mém. |Vaeur | cpu Mém. | cpu (sec.)| Mém.
(femtoF) | (sec.) | (MB) | (femtoF)|(sec.) | (MB) (MB)

ptassoc 3 8.32.16 1,85 127 32 1,58 3,2 2,8

cel reel 4 32.32.13 | 155 311 62 13,7 12 47 58 27

smult2b poly | 3 64.64.19 | 26,4 1389 339 24,8 43 15,5 500 443

smultlb poly |13 64.64.19 | 9,09 1020 175 8,11 158 16,4

decodlifast 27 128.32.14| 11,9 4330 315 10,7 458 25,7

L a représentation sous forme d'histogrammes, du temps de calcul et de la mémoire nécessaires
pour les 3 méthodes, permet de mieux mettre en valeur ces résultats. Représentons par
exemple dans les Figure V.6 et Figure V.7, les histogrammes des structures sur lesquelles nous
avons testé les 3 méthodes:

Temps de calcul Mémoire

400

300

200

100

Clever Fastcap Icare Clever Fastcap Icare

FigureV.6 cel_réel : comparaison des temps de calcul et mémoire pour les 3 méthodes

Temps de calcul Mémoire

1500 500
400
1000 300
500 200
100
0 0

Clever Fastcap Icare Clever Fastcap Icare

Figure V.7 smult2b_poly : comparaison des temps de calcul et mémoire pour les 3 méthodes

Dans le Tableau V.6, hous présentons a présent des résultats sur les deux structures ci-dessous,
fournies par ST, et pour lesquelles nous disposons de valeurs expérimental es de capacités.

C4lL1a cdl3a
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Ces structures sont un peu particuliéres, les lignes sont longues par rapport a leur section, et
les structures sont peu denses. Une méthode uniquement surfacique comme Fastcap est plus
efficace sur de telles structures que sur des structures denses. D'autre part, la valeur mesurée
n'est pasici la valeur de la plus grande capacité calculée, et I'influence du plan de masse sur
certaines lignes est importante devant les influences mutuelles des lignes. La précision dans
les calculs sur cette valeur est donc moins bien maitrisée, en particulier pour le logiciel
Clever, dont les valeurs calcul ées séloignent nettement des mesures.

Tableau V.6 Structures fournies par ST

Structure| # cond. |Grille | Clever 5% Icare Fastcap 2.0 Mesures (fF)
Ne.ny.ng | Valeur | cpu | Mém. | Valeur |cpu Mém. | cpu Meém.
(fF) | (sec) |(MB) | (fF) | (sec) | (MB) |(sec) | (MB)
c4l3a 3 64.64.15| 0,47 1507 | 387 |0,84 14 35 17 8 0,688 + 0,33
C4L1a |3 64.64.15| 7,1 1900 | 430 |10,3 18 55 18 13 10,3+ 04

2.1.3 Deuxiémesériedestructures

Une deuxieme série de cellules, dont certaines trés simples, a été cette fois simulée avec
Clever, Quickcap, et Icare. Ces cellules ont été dessinées et réalisées au LETI, en technologie
SOI 0,25mm. Nous disposons ainsi de mesures expérimental es des capacités.

D'autre part, ces structures ont été simulées avec le logiciel Quickcap par Sophie Gabillet, de
Mentor Graphics, en vue dune comparaison de performances entre Quickcap et Icare.
Cependant, au moment ou ces calculs ont été réalisés, nous ne disposions que d'estimations a
priori des caractéristiques réelles des couches diélectriques et largeur des lignes métalliques.
Les valeurs obtenues par le calcul pour Quickcap ne peuvent donc pas réellement étre
comparées aux mesures. Nous présentons donc dans ce paragraphe, des comparaisons des
valeurs calculées avec Clever, Quickcap, et Icare. Puis, dans le paragraphe 2.2, nous
comparerons les résultats de calcul d'lcare pour le procédé réel, avec les mesures.

Epaisseurs des couches métalliques et diélectriques :
Une structure est grossierement caractérisée par la géométrie 2D des interconnexions sur
chaqgue niveau de métal, et les épaisseurs des couches métalliques et diélectriques. Pour
donner un ordre didée des dimensions des différentes couches, nous présentons dans le
Tableau V.7, les épaisseurs des différentes couches diélectriques et métalliques intervenant
dans les structures pour lesquelles nous présentons des résultats.

Tableau V.7 Epaisseurs a priori des couches métalliques et diélectriques

COUCHE EPAISSEUR (en mm) PERMITTIVITE
Air 5 1
Diel 0,9

Met3 0,71

Via2 0,88 41

Met2 0,71

Vial 0,9 39
Metl 0,5 0,5

Contact 0,5 0,5

Poly 0,18

Oxyde 0,56 0,74
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Nous complétons la structure a ssmuler par une couche de quelques microns d’air au-dessus
de la derniére couche diélectrique, pour avoir des conditions aux limites réalistes sur le haut
delastructure.

Remarques sur les calculs :
a) Seuleslesvaleurs des capacités ayant fait I’ objet de mesures sont donnéesici.

b) Nous ne cherchons pas ici a obtenir des résultats plus précis que cing a dix pour
cent. Les simulations ont été réalisées avec Clever pour une précision de 5%, et avec Icare
pour les maillages par défaut. Mais les simulations avec Quickcap ont été réalisées pour une
précision requise de 3%. La précision étant a priori mieux maitrisée dans Quickcap que dans
Clever, et peut-étre que dans Icare, les résultats présentés ici pour Quickcap sont sans doute
Iégerement pénalisés. Mais ce sont les seuls résultats dont nous disposons, et ils permettent
tout de méme de donner un ordre d’idée des performances relatives des logicids.

c) Le domaine de calcul de Clever et Icare est un volume paralé épipédique
englobant le circuit, avec des conditions de symétrie ({: = 0) sur les faces du parallélépipede
autres que la base, qui est considérée comme un plan de masse. Tandis que pour Quickcap le
domaine de calcul est I'espace entier. Le choix de Quickcap est peut-étre plus judicieux
lorsque les capacités sont considérées comme réellement isolées. Et celui de Clever et Icare
est peut-étre plus judicieux lorsque les interconnexions caractérisées représentent une portion
d'un circuit, et sont entourées d'autres interconnexions non représentées. Cependant, ici le but
est de comparer les logiciels sur un méme probleme, nous avons donc pris pour Icare et
Clever, un domaine de calcul englobant trés largement |es interconnexions. Pour une méthode
comme les domaines fictifs ou tout le domaine de calcul est maillé par une grille réguliere, ce
choix est pénalisant.

Nous présentons a présent des vues de dessus de chague cellule simulée, et les résultats de
simulation associés. Lorsgu'il y a plusieurs niveaux de métal (il y a plusieurs noms de couches
dans la zone grisée a droite de la structure), toutes les couches sont représentées superposees.

csdl mi Clever Quickcap lcare
Temps de calcul (sec.) 316" 004" 004"
Mémoire (MB) 67 1,7
Valeurs (femtoF) 1,60 1,51 1,47
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csd?2 mil Clever Quickcap |care
Temps de calcul (sec.) 2'30" 005" 001"
Mémoire (MB) 60 0.6
Valeurs (femtoF) 1.13 1.08 1.03

CODL_HL =] Layers | Layers

W et [ e |

I L |

ez

[0 vie2 |

[ [mess
codl ml Clever Quickcap |care
Temps de calcul (sec.) 313 301" 006"

Mémoire (MB) 50 3.2

il - 0,138 0,142 0,135

Valeurs m.II bas
(femtoF) | Mil - haut 0,132 0,127 0,113

bas - haut 0,019 0,012 0,013

Cod4 m3 Clever Quickcap Icare
Temps de calcul (sec.) 1'55 1'59" 006"’
Mémoire (MB) 28 1,7
valeurs mil - haut 0,283 0,253 0,245
(femtoF) bas - mil 0,250 0,232 0,218

haut - bas 0,061 0,035 0,034
7| layers
[ et |
[ e |
[ metz |
[ viez|
[m e

vias : vue en coupe et vue 3D
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vias Clever Quickcap Icare
Temps de calcul (sec.) 6'47" 0'09 004"
Mémoire (MB) 143 19

Valeurs (femtoF) 0,302 0,282 0,291

WH2_POLY WL

7| Layers

e
1

wu_m2_m3vm2 ww2_poly ml
wu_m2 m3vm?2 Clever Quickcap lcare
Temps de calcul (sec.) 6'09"’ 008"’ 004"
Mémoire (MB) 153 2,1
Valeurs (femtoF) 2.70 2,68 2.49
ww?2 poly ml Clever Quickcap |care
Temps de calcul (sec.) 2'17 009" 006"’
Mémoire (MB) 56 2,1
Valeurs (femtoF) 0,272 0,257 0,251
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ROUTL

7| Layers

TS
]
te
] 2]
e

=] Layers

D
)
[ e
7 e
s

routl Clever Quickcap Icare
Temps de calcul (sec.) 1821" 111" 019"
Mémoire (MB) 251 9
valeurs |1 e 229 200 106
(femtoF) he_lut/bas , , ,
mil/bas 1,85 1,74 1,72
rout2 Clever Quickcap Icare
Temps de calcul (sec.) 17'55" 0'53" 022"
Mémoire (MB) 190 11
Valeurs hml [/haut S,gg 5,6% 5,52
(femtoF) qut/bas 5, 55 5,5
mil/bas 5,30 4,88 4,96
2.2. COMPARAISON AVEC DESMESURES EXPERIMENTALES

Les procédés actuels de fabrication ne permettent pas d obtenir précisément les
dimensions prévues, et particulierement les épaisseurs des couches diélectriques, avec une
bonne précision. Nous avons donc repris avec Icare des simulations sur des structures
précédentes, mais avec des valeurs des épaisseurs des couches diélectriques, et des largeurs de
certaines lignes dinterconnexion mesurées a posteriori (les dimensions dans les dessins du
paragraphe 2.1.3 sont donc |égérement modifiées).

Les structures en technologie SOI 0,25mm, dont les résultats de simulations sont
présentés ici, ont été testées sur cingq plaques différentes, comportant chacune environ dix
exemplaires de chague structure. Les dimensions et capacités ont ainsi été mesurées apres
fabrication, pour chague structure de chaque plague. Cependant, en raison de la dispersion
importante des mesures des épaisseurs des diélectriques, nous avons choisi une plague (LOT
6560 — plague 03), sur laquelle les dispersions sont moins importantes. Les épaisseurs
mesurées sont données dans le Tableau V.8 :
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Tableau V.8 Epaisseurs mesurées des couches

COUCHE EPAISSEUR (en mm) PERMITTIVITE
Air 5 1
Diel 0,9

Met3 0,71

Via2 0,93 +/- 0,05 4,13

Met2 0,71

Vial 0,88 +/- 0,05 3,9
Metl 0,50 0,50

Contact 0,53 +/- 0,05 0,53

Poly 0,20

Oxyde 0,585 0,785

Nous avons repris pour les calculs quatre structures : deux structures trés simples, et les
deux structures les plus compliquées routl et rout2. Les résultats de smulation d'lcare
présentés dans le Tableau V.9 sont & nouveau les résultats obtenus avec les choix par défaut
des maillages. En effet, éant donné les incertitudes assez fortes, tant sur les données
technologiques que sur les mesures de capacités, nous ne recherchons pas une trés grande
précision.

Tableau V.9. Comparaisons des calculs et des mesures expérimentales

Structure Electrodes Mesure (femtoF) |care (femtoF)
csdl ml mil-bas 1,66 £ 0,04 1,68
csd2_ml mil-bas 1,27 £ 0,02 1,34
mil-bas + mil-substr. 2,85+ 0,05 3,16
routl mil-bas 1,72+ 0,04 1,72
mil-haut 8,15+ 0,45 8,71
rout2 mil-bas 4,95+ 0,15 4,99
mil-haut 52 =045 5,56

Nous constatons que, pour la plupart des capacités considérées, les résultats de simulation sont
trés proches des mesures. Certaines valeurs sont assez €loignées, cela peut sexpliquer par le
fait que les circuits de mesures utilisés pour mesurer les grandeurs électriques (courants,
tensions, ...) dont on va déduire les capacités, ne sont pas garantis ne pas apporter eux-mémes
des parasites importants. Nous avons d'ailleurs observé ce probléme sur certains exemples
(non présentés dans | e tableau).

3. UNE UTILISATION POUR TRAITER DES CIRCUITS
COMPLETS

L es programmes ne sont actuellement pas capables de calculer directement les charges a
la surface des conducteurs sur un circuit entier. C'est pourquoi une approche couramment
utilisée pour extraire les capacités sur un circuit entier, est de découper ce circuit en
reconnaissant des cellules élémentaires prédéfinies, pour lesquelles on a préalablement
fabriqué des modéles analytiques approchés. Le calcul sur chaque structure éémentaire étant
ains tres rapide, une fois ces modeles définis, il est possible d’extraire les capacités d’un
circuit entier en un jour ou deux de calcul.

C'est en particulier |I'approche utilisée par le logiciel Xcalibre de la société Mentor
Graphics, logiciel dont dispose le groupe Conception Masques du département
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Microtechnologies du LETI. Ce logiciel s appuie sur des fichiers créés par un logiciel nommeé
Xcalibrate, contenant, pour un certain nombre de structures géométriques é émentaires, des
équations donnant de facon approchée les capacités entre les lignes de la structure. Ces
équations font intervenir divers paramétres de la géométrie (largeur des lignes de métd,
écartement, etc, ...), et permettent donc de calculer immédiatement les capacités de toute
structure de cette forme, quelles que soient ses dimensions.

Des modeéles représentatifs des formes géométrigques rencontrées dans un circuit intégré,
ainsi que des éguations approchées associées, dépendant des paramétres de la géométrie, sont
prédéfinis par la société Mentor Graphics. En fonction de la technologie utilisée (épaisseurs
des couches, permittivités diélectriques), Xcalibrate génére alors un certain nombre de
variantes du modéle géométrique en faisant varier ses parametres. |l appelle un solveur du
type Icare pour calculer les capacités de chacune de ces variantes. Et a partir des valeurs des
capacités obtenues, il calibre le modele anaytique approché, c'est-a-dire il cacule les
coefficients des équations pour que les éguations collent au mieux aux valeurs calcul ées.

Pour effectuer les calculs de capacités, le programme Xcalibrate laisse la possibilité
d’ appeler deux solveurs : le solveur 3D Quickcap de Random Logics Corporation, et le
solveur 2D Raphael de TMA, maisil est prévu de pouvoir en utiliser éventuellement un autre.
C'est ains que Marc Belleville, responsable du groupe Conception Masques, a propose un
stage pour utiliser Icare pour ces calculs. Remi Salieres a réalisé cette interface au cours d’ un
stage de 4 mois durant |’ été 2000, et a obtenu des premiers résultats encourageants. En effet,
pour la technologie choisie, le calibrage des 8 modéles existants dans Xcalibrate a nécessité
I"appel d’'lcare pour simuler plus de 2000 structures élémentaires différentes. Pour une
premiere évaluation, la méme grille de volume, relativement raffinée (grille de 128.128.64
points), a été utilisée pour toutes ces structures, méme s cette grille était plus ou moins bien
choisie selon les modéles. Sur un Sun Ultra 2 avec 512M de mémoire, |’exécution a pris
environ 20 heures. A notre connaissance, le méme calcul avec les autres solveurs est
nettement plus colteux. Nous pensons de plus qu’un travail sur le choix automatique de la
grille, pour I’adapter a ce type de structure, un peu différent des structures habituelles plus
complexes, ainsi éventuellement qu'un préconditionnement de I'algorithme du gradient
conjugué, pourraient nettement améliorer ces résultats.

Ces essais permettent donc de montrer I'apport d'lcare, non seulement pour caractériser
des cellules d'une taille de quelques centaines de microns, mais aussi pour la simulation de
circuits entiers. 1l permet en effet de faciliter le calibrage des modeles prédéfinis utilisés par
les extracteurs, et donc de rendre ces méthodes moins lourdes d'utilisation.

Pour plus de précisions sur le logiciel Xcalibrate, et la réalisation de I’interface entre
Xcadlibrate et Icare, on pourra se référer au rapport de stage de Rémi Salieres.



Conclusion

La motivation de notre travail était de proposer un algorithme efficace de calcul des
capacités parasites entre les interconnexions dans les circuits intégrés. Ces capacités sont
obtenues par le calcul de la charge a la surface des conducteurs, c'est-a-dire de la dérivée
normale du potentiel a la surface de ces conducteurs, e potentiel étant solution de I’ équation
de Laplace dans des couches diélectriques horizontales, avec conditions aux limites de
Dirichlet. Le domaine de calcul étant un domaine 3D complexe, la méthode proposée doit étre
efficace en temps de calcul et en place mémoire. Nous avons utilisé une méthode de domaines
fictifs avec multiplicateurs de Lagrange surfaciques, proposée par Glowinski, Pan et Périaux
[GIPaPé 94] pour les problemes dliptiques avec conditions aux limites de Dirichlet. Le
potentiel et la charge (le multiplicateur) sont approchés respectivement sur une grille réguliére
du volume et sur un maillage de la surface des conducteurs, et les valeurs approchées sont
obtenues par la résolution d un systéme couplé. Cette résolution peut se faire en utilisant un
solveur de Poisson rapide sur lagrille.

Le probleme du calcul des capacités des interconnexions présente des particularités qui
font que cette approximation n'est pas bien adaptée. Les structures d'interconnexions
comportent des lignes longues et de faible section, ce qui rend cette méthode peu efficace en
pratique: en effet, pour que la condition inf-sup entre les espaces de discrétisation soit
vérifiée, les pas des maillages doivent respecter une condition de compatibilité. De plus, les
valeurs du multiplicateur, c'est-a-dire de la charge, sont en pratique peu précises.

L'originalité de ce travail a été de proposer et d'étudier un enrichissement de I'espace de
discrétisation du potentiel, par des fonctions permettant d'approcher le saut du champ
électrique, c'est-adire du gradient du potentiel, a travers la surface des conducteurs.
L'approximation ainsi obtenue permet une plus grande souplesse dans le choix des maillages,
et donne des résultats sur la charge nettement plus précis, pour tout choix des maillages, que
I'approximation dont nous sommes partis. Et surtout, ce gain de précision ne se fait pas au prix
d'une augmentation du temps de calcul ou de la mémoire : au contraire, le colt d'une itération
de I'algorithme de résolution est a peu prés équivalent pour les deux approximations, mais la
convergence est plus rapide pour I'approximation obtenue avec l'espace de discrétisation
enrichi. Cette approximation a été programmeée en dimension 3, et nous avons de plus proposé
un choix par défaut des maillages, adapté aux structures d’interconnexions, et qui rend le
programme facile d’ utilisation.

Le domaine d'application de ce travail est pour l'instant assez restreint. Nous avons en
effet utilisé le fait que le potentiel est constant sur la surface des conducteurs pour définir les
fonctions de base supplémentaires. De plus, le systeme résolu en pratique ne correspond
vraiment a cette nouvelle approximation, que dans le cas de conducteurs formés de
juxtaposition de parallélépipédes rectangles. C'est le cas de la plupart des structures
d’interconnexions étudiées. Dans le cas ou les surfaces des conducteurs sont quelconques, les
résultats sont égerement moins preécis.
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Mais, probablement en raison méme de cette adéguation au probléme particulier, I'algorithme
programmeé sest révélé trés efficace, en mémoire et en temps de calcul, par rapport aux
logiciels existants que nous avons pu tester.
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Résumé : Cette thése présente une méthode performante pour le calcul des capacités parasites
dues aux interconnexions des circuits intégrés. |l sagit de calculer la charge des conducteurs,
comme la dérivée normale a la surface de ces conducteurs, du potentiel solution de I'éguation
de Laplace sur des couches horizontales, la valeur du potentiel étant fixée constante sur
chaque conducteur. La difficulté de la résolution numérique provient de la complexité des
structures : sur une portion de circuit d'une surface d'un centimétre carré et d'une hauteur de
quelques microns, il peut y avoir plus d'un kilométre d'interconnexions, c'est-a-dire de fils
conducteurs enchevétrés. Une méthode de domaines fictifs avec multiplicateurs de Lagrange
surfaciques est utilisée. Elle donne une formulation mixte du probléme, couplant le potentiel
conducteurs. Nous en proposons une approximation, qui tient compte du saut du gradient du
potentiel a travers la surface des conducteurs dans la discrétisation du potentiel, tout en
menant a un systeme que I'on peut résoudre par une méthode rapide. Cette approximation
garantit une bonne convergence du calcul de la charge vers la valeur réelle, sans condition de
compatibilité contraignante entre les maillages de volume et de surface. Une implémentation
efficace en dimension 3, avec laguelle nous avons effectué des tests numériques sur des
structures réelles, permet de montrer I'intérét de la méthode, en temps de calcul et en place
meémoire.

Title : Computation by a fictitious domain method of parasitic capacitance due to
interconnects in integrated circuits.

Abstract : This thesis presents an efficient method for the computation of parasitic
capacitance due to the interconnects in integrated circuits. For this, we calculate the charge on
the conductors, by the normal derivative of the potential on the surfaces of conductors. The
potential is solution of Laplace equation in horizontal layers, with Dirichlet boundary
conditions on the surfaces of conductors. The difficulty of this computation comes from the
geometric complexity : a portion of circuit of surface one square centimetre, and height afew
microns, can contain more than a kilometre of interconnects, that is of conductor wires. A
fictitious domain method with Lagrange multiplier is used. It leads to a mixed formulation of
the problem, that couples the potential in a parallelepiped embedding the circuit, and the
charge on the surfaces of conductors. We propose an approximation that takes into account
the jump of the gradient of potential across the surfaces of conductors in the discretization of
the potential, while leading to a system that can be solved using a fast solver. The charge is
thus computed with a good accuracy, without restricting compatibility conditions on surface
and volume meshes. The method has been implemented for two and three - dimensiona
problems, and tested on rea structures. Thus, the accuracy and computational efficiency of
the method have been validated, in comparison to existing methods.

Discipline :| Mathématiques Appliqué&e

Mots-clés: capacités parasites d'interconnexions, équation de Laplace, domaines fictifs,
multiplicateurs de Lagrange, condition inf-sup, approximation non conforme.

Keywords: interconnects parasitic capacitance, Laplace equation, fictitious domains,
Lagrange multipliers, inf-sup condition, non conforming approximation.
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