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Introduction

Nous y trouvons encore, ce me semble, un avantage
considérable, celui d’étre éclairés sur attraction générale de
la matiére, trop longtemps contestée ; les tubes capillaires
nous mettent entre les mains un indice palpable de la
généralité de cette loi qui est la clef de la physique, le plus
grand ressort de la nature, et le mobile universel de 'univers.

JoseEPH JEROME LEFRANCGOIS DE LALANDE, 1771

Encyclopédie d’Yverdon, tome VII, article "Capillaires, tubes”

L'étude du mouillage, C’est-a-dire deI'étalement des liquides sur des solides (ou sur d’autres liquides), est
d’une importance capitale pour de nombreuses raisons. Dune part, le mouillage est omniprésent dans notre
quotidien. La facon dont les liquides s’étalent sur différents substrats conditionne en effet de nombreux
phénomeénes de la vie courante : il peut s’agir des gouttes de la rosée du matin, des gouttes d’'une pluie
battante sur une vitre, sur un pare-brise, avec un robinet mal fermé, ou encore sur notre peau lors de la
sortie de la douche, et catera.

Cette étude conditionne d’autre part d’ innombrables procédés industriels. En effet, un solide est presque
toujours immanquablement en contact avec un liquide. Lorsqu'un traitement physique ou chimique des
surfaces intervient, et dont le contrdle est essentiel, I'étude du mouillage est alors primordiale, Cest dire
Iextréme variété des domaines industriels concernés : industrie chimique, médicale, automobile, prospec-
tion géologique, batiment, industrie cosmétique, du verre... Mais aussi en termes scientifiques : étude des
écoulements, du drainage, de 'imbibition, de I'évaporation, que ce soit pour la physique, la chimie, mais
aussi pour la biologie végétale (montée de la séve dans les arbres), animale (motricité des insectes, des pa-
rasites), ou encore la physiologie (développement des poumons, les larmes des yeux).

Enfin, d’'un point de vue plus fondamental, elle constitue un formidable outil pour sonder I'état liquide
de la matiere, et étudier ces phénomenes extrémement variés qui ponctuent notre quotidien. Dans cette
perspective, ce domaine a soulevé de nombreux questionnements tout au long de son histoire. En effet, le
phénomeéne de 'ascension capillaire a été découvert des le XVTIe¢ siecle : I'eau posséde une tendance curieuse
a monter aux parois intérieures des tubes capillaires en verre, et ce d’autant plus que le diameétre intérieur
du tube est petit. Par la suite, au XVIIIe siécle, la force de tension de surface a commencé a étre comprise
qualitativement, mais posait de nombreuses questions quant a la nature d'un liquide. La forme d’une goutte
de liquide posée sur un substrat idéal fut ensuite comprise en 1805 par Young, mais il a fallu attendre la
fin de ce XIXe siécle pour que les outils théoriques (thermodynamique et physique statistique) nécessaires
a sa pleine compréhension soient découverts, et enfin la deuxiéme moitié du XXe¢ siécle pour que la nature
profonde de la physique des liquides et de leurs interfaces soit accessible.

Aujourd’hui, il suffit de s’écarter bien peu de la situation académique présentée par Young en 1805 pour
rencontrer des problémes complexes, ouverts, et tout a fait contemporains.
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1 De I’échelle microscopique a I’échelle macroscopique

Langle de contact que fait un coin de liquide sur un substrat solide possede plusieurs définitions. Il peut
se définir a I'échelle macroscopique, comme condition de raccord au solide du profil de I'interface d'un
liquide. Mais il est de plus en plus question de sa définition a I'échelle moléculaire. A cette échelle, il est sé-
lectionné par I'équilibre des forces intermoléculaires entre chaque molécule du liquide et entre les molécules
du liquide et les molécules du solide. Cette sélection intervient dans les quelques couches moléculaires du
liquide au-dessus du solide a 'approche de la ligne de contact. Langle que fait I'interface avec un solide ho-
mogene a une centaine de nanomeétres de la ligne de contact représente ainsi 'angle de contact d'Young. Le
fait que cet angle d’Young soit au final sélectionné par des tensions de surface, définies macroscopiquement
par la thermodynamique, est donc en soi assez surprenant. Or, de nombreux indices pointent pourtant
vers une vision moléculaire de la ligne de contact. En effet, de nos jours, avec le développement des ap-
plications technologiques micro- voire nanosopiques impliquant des fluides et des fronts de mouillage, ce
point de vue devient primordial. Ces applications rendues possibles grace aux développements de la mi-
crofluidique, de I'électromouillage, de I'élasto-capillarité, ou encore de I'étude de la dynamique de la ligne
de contact mettent en exergue des parametres microscopiques ayant une influence sur ces manifestations
macroscopiques. Ces parametres, qu'il puisse s’agir d’'une longueur de glissement, d'une longueur de cou-
pure, ou de n'importe quelle longueur moléculaire, sont nécessaires pour pouvoir expliquer les phénomenes
observés a I'échelle macroscopique. Méme si leur influence qualitative peut rester faible, ils dégagent le role
de nouveaux phénomeénes physiques et montrent les limites des théories macroscopiques lorsqu’elles sont
appliquées a la modélisation de la physique de la ligne de contact.

Tension de ligne, électromouillage, déformations du substrat,
transitions de mouillage dynamique...

Prenons quelques exemples qui seront développés par la suite. Tout d’abord, I'étude du mouillage a I'échelle
de la centaine de nanometres est de plus en plus courante. De nombreuses applications liées a la microflui-
dique, mais aussi a I'étude des matériaux poreux font face aux problématiques du mouillage a ces échelles.
Notamment, un parameétre thermodynamique, la tension de ligne, est souvent nécessaire pour pouvoir dé-
crire convenablement les phénomeénes. Or, la tension de ligne posséde encore aujourd’hui un statut assez
confus, car elle nest expérimentalement pas mesurable aisément, et car les mesures disponibles différent a
la fois de signe et d’ordre de grandeur. On s’attend effectivement a ce que les effets de tension de ligne ne
soient visibles qu’a des échelles inférieures au micrometre. Mais aucun modele microscopique n’a encore
permis de I'expliquer ou de la modéliser. Les questions qui restent en suspens a son sujet sont liées a une
description des interactions qui interviennent au voisinage de la ligne de contact. Or ces descriptions sont
difficiles : quelle est I'influence de la forme locale de I'interface ? Quelle est I'influence des phénomenes de
stratification des molécules proches du solide ? Sont-ils déja pris en compte dans la loi d’Young ?

Ensuite, la physique de I'électromouillage résume a elle seule I'importance de la description microsco-
pique d’une ligne de contact. Lorsqu’une goutte sur un substrat isolant est portée a un potentiel électrique
non-nul, son angle de contact change. Seulement, il a été observé depuis une quinzaine d’années que 'angle
de contact sature avant le mouillage total, et ce phénoméne reste encore inexpliqué aujourd’hui. La satu-
ration s’avere dépendre a la fois du liquide utilisé et du solide sur lequel repose la goutte. Lensemble des
modeles proposés jusqu’ici se tournent alors vers une description d’autres phénomeénes a prendre en compte
au voisinage de la ligne de contact. En effet, lorsque des charges se disposent a I'interface d’un liquide, et
notamment au voisinage d’un coin de liquide, les champs électriques divergent, et il est alors nécessaire
d’introduire une coupure des interactions a I'échelle moléculaire, et dont le statut est encore assez confus.
Comment ces phénomenes interagissent-ils avec la capillarité ?

Nous aurons aussi I'occasion d’aborder les effets des forces capillaires sur les solides. Lorsque ceux-ci
sont déformables, la force exercée par le liquide sur le solide a la ligne de contact ne peut pas étre décrite par
une force ponctuelle. En effet, une telle force méne dans le cadre de la théorie élastique a des déformations
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infinies. Il est donc nécessaire de modéliser le comportement du liquide et du solide a I'échelle microsco-
pique pour pouvoir résoudre ce probleme. Or la description de la déformation du solide est importante car
elle pourrait permettre de prédire la valeur de I'angle de contact apparent du liquide, et donc de pemmettre
une description, par exemple, des phénomenes d’hystérésis.

Enfin, lorsque la ligne de contact est mobile, il est connu depuis une quarantaine d’années que, dans le
cadre de I'hydrodynamique classique, I'énergie dissipée dans le liquide est censée diverger. Deshombreux
modeles ont tenté par le passé de dépasser ce paradoxe en introduisant des parametre§ microscopiques tels
qu'une longueur de glissement, ou I'existence d'un film moléculaire en amont de la ligne de €ontact. Mais,
le probléme reste subtil car les descriptions microscopiques et macroscopiques sont étroitement liées, et
influent 'une sur I'autre. Ainsi, ce probleme devient prépondérant lorsqu’iljs’agit de dégxire les transitions
de mouillage dynamique. En effet, lorsque le solide se translate sous un coin deliquide,il existe une vitesse a
partir de laquelle I'interface de liquide n’est plus stable. Le probleme de la transition de mouillage, lorsque la
ligne de contact recule, a été abondamment étudié ces dernieres années. Toutefois, le probléme symétrique,
de la transition de démouillage, lorsque la ligne de contact est en avancée, reste trouble tant d’'un point de
vue théorique que d’un point de vue expérimental. Dans cette transition, c’est un film d’air qui est entrainé
sous le liquide lorsque le solide se déplace. Et, il a été montré récemment queld pression de la phase vapeur a
une forte influence sur le seuil d’entrailnement, or celle-ci n’a aucune influence sur la viscosité et donc sur la
dissipation. Un autre paramétre microscopique pourrait alors étre invoque pour expliquer ce phénomene :
le libre parcours moyen dans le gaz aurait-il une influence ?

Nous voyons qu’il devient nécessaire dans beaucoup d’applications faisant appel a des phénomenes phy-
siques tres différents de décrire la ligne de contact a I'échelle micrescopique. Comment ces phénomeénes et
la capillarité interagissent-il ? Comment décrire les forces capillaires a I'échelle moléculaire ? La loi d"Young
est-elle encore valable a ces échelles ?

2 Effets géométriques a la ligne de contact

Interprétation microscopique de la capillarité

Il n’existe pas a ce jour de modele sifnple de distribution des forces capillaires a I'échelle moléculaire. Les
outils théoriques actuels de la physique statistique des interfaces ne permettent pas aisément de décrire
linterface, d’autant plus lorsque ‘d’autres phénomenes physiques, tels que le désordre a grande échelle,
I'électromouillage ou la description d*un solide élastomérique, se greffent au probléme. En outre, il existe
encore aujourd hui beaucoup de confusions sur I'interprétation microscopique de la capillarité. Pourquoi la
tension de surface est-ell¢ une force parallele a I'interface, alors qu’il existe une image classique, présente
dans tous les livres d’enseignement d’une molécule dont il manque la moitié des liaisons a I'interface, ce qui
tend a nous faire penser que laforce sur une molécule a I'interface doit étre perpendiculaire a celle-ci ? Dela
méme fagon, lorsquél’on s’approche de la ligne de contact, il existe aussi un grand nombre d’imprécisions :
quel est le systeme sur lequel la construction d’Young s’applique ? Quel est le statut de la force verticale man-
quante ? Est-ce/que la force'de tension de surface et I'énergie de surface sont identiques pour un liquide ?
pour un solide ?'Le travail d’adhésion et la tension de surface sont-ils identiques ? Ces questions font alors
écho auxsforces capillaires exercées par les liquides sur les solides : Quelle est la force exercée par le liquide
sur lefsolide a la ligne de contact, et peut-on appliquer la construction d’Young pour la déterminer ? Ou
sont localisées les forces capillaires sur un solide immergé ? Notamment, existe-t-il une pression de Laplace
aux interfaces liguide-solide courbées ?

Ces « questions simples aux réponses compliquées » montrent que l'interprétation microscopique de
la capillarité est encore trés confuse. Nous aurons I'occasion dans cette thése de créer un modéle simple
d’interactions dans les liquides qui permet de statuer sur ces différentes questions.
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Effets géométriques

Ce modeéle, basé sur la théorie de la fonctionnelle de la densité, va nous permettre d’interpréter de facon
géométrique les effets microscopiques a la ligne de contact. Nous allons pouvoir expliciter la distribution des
forces d’origine capillaire dans un liquide et dans un solide en considérant les spécificités de la géométrie
d’un coin adoptée par un liquide sur un solide a I'approche de la ligne de contact. En effet, a 'approche
d’un coin, les concepts macroscopiques de la tension de surface ne sont plus bien définis. Il existe de plus
linfluence du solide, qui est généralement décrite par une pression de disjonction, mais qui n’est pas non
plus définie pour un coin. De plus, cette géométrie ne comporte pas de longueur caractéristique. Nous
verrons qu’il est tout a fait possible de décrire les interactions dans une telle géométrie, et que le modele
que nous développons permet d’expliciter les différentes longueurs microscopiques qui interviennent, et
comment elles peuvent perturber un coin de liquide. Nous pouvons de la méme maniere y inclure d’autres
interactions, telles les interactions électrostatiques. Nous allons ainsi pouvoir expliciter la validité de la loi
d’Young d’un point de vue microscopique, et généraliser ce résultat a des effets plus compliqués.

De plus, nous serons amenés a considérer les effets géométriques créés par les spécificités des échelles
microscopiques. Ainsi, comment interpréter les interactions mises en jeu a la ligne de contact, s’exprimant
d’un point de vue macroscopique en une énergie proportionnelle a la ligne de contact : la tension de ligne ?
De la méme fagon, la distribution des forces capillaires dans un solide élastique dépend de la forme du
solide qui dépend elle-méme de la distribution des forces. Nous tenterons alors de modéliser ces dépla-
cements et d’étudier l'influence de la description du solide sur la distribution des forces exercées par les
liquides. Ensuite, les effets de coupure a I’échelle microscopique peuvent s’'exprimer par des effets de satu-
ration : Comment la singularité électrostatique d’une la ligne de contact est-elle évitée par la disposition
de I'interface liquide ? Comment la singularité de la dissipation visqueuse a la ligne de contact est-elle évi-
tée par 'écoulement ? De la méme fagon, les coupures aux échelles microscopiques peuvent se manifester
par des effets de confinement des échelles d’interaction ou des échelles d’écoulements. Ainsi, on peut res-
treindre ces échelles de différentes manieres : comment I'épaisseur d’'un substrat déformable influe-t-il sur
la vitesse de la ligne de contact ? La déformation locale du substrat a-t-elle un effet sur la loi d'Young ? Que
se passe-t-il lorsque I'épaisseur d’'un film d’air entrainé dans un liquide devient comparable au libre par-
cours moyen ? Nous verrons alors comment ces considérations permettent d’interpréter les phénomenes
de saturation de 'angle de contact en électromouillage, la déformation des solides élastiques par les forces
capillaires, la dissipation dans un solide déformable, ou encore la transition de démouillage dynamique par
entrainement d’air.

3 Présentation des travaux

Modélisation géométrique du mouillage

Dans la premiére partie de cette these, nous nous intéressons a la théorie microscopique du mouillage. C’est
dans cette partie que nous présentons un modéle simplifié qui permet de décrire les interactions capillaires
aux échelles moléculaires. Nous présentons alors les outils théoriques nécessaires pour pouvoir expliquer
géométriquement la capillarité et le mouillage. Dans cette optique, nous réinterprétons une partie de la
théorie moléculaire de la capillarité.

Le chapitre 1 rappelle le cadre dans lequel notre modele s’inscrit dans la théorie moléculaire de la ca-
pillarité et comment il permet une description satisfaisante des phénomenes microscopiques qui prennent
place a la surface d’un liquide. Notre modele est une version simplifiée de la théorie de la fonctionnelle de
la densité (DFT), qui considére que les phases sont homogenes et que les interfaces sont infiniment fines.
Nous montrons que ces approximations drastiques permettent néanmoins une description aisée de la dis-
tribution des forces capillaires dans un liquide, une fois un potentiel intermoléculaire choisi, ce qui permet
alors de décrire une tres grande partie de la phénoménologie de la capillarité.
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Le chapitre 2 applique ensuite ce modele a la ligne triple. D’une part, nous légitimons I'utilisation d’'une
description géométrique de la ligne de contact car ce modele permet de retrouver une démonstration mi-
croscopique en termes de forces de la loi d’Young, alors que classiquement seule une démonstration éner-
gétique est avancée. Ainsi, dans le cadre de ce modele, nous pouvons différencier les forces exercées par le
liquide des forces exercées par le solide. Nous pouvons alors généraliser 'utilisation de ce modéle et expri-
mer les forces exercées par le liquide sur un solide au voisinage de la ligne de contact ainsi que les forces de
Laplace. D’autre part, nous fournissons avec précision une preuve expérimentale de la validité de la loi de
Neumann. Enfin, nous nous intéressons dans ce chapitre aux limites de notre modéle, et en quoi les phé-
nomenes d’hétérogénéité a la ligne de contact, que nous ne décrivons pas, peuvent étre pris en compte, et
pourquoi la loi d'Young peut rester valable dans ce cadre. Cela nous permet ainsi de proposer une nouvelle
interprétation du phénomeéne de saturation de I'angle de contact en électromouillage.

Influences macroscopiques des échelles microscopiques

Dans la seconde et derniére partie de cette these, nous étudions de quelles fagcons des effets microscopiques
peuvent avoir des conséquences aux échelles macroscopiques.

Le chapitre 3 s'intéresse tout d’abord aux gouttes de taille nanométrique. A cette échelle, les effets molé-
culaires sont importants. Notamment, un changement géométrique dans le voisinage de la ligne de contact
a une influence directe sur I'angle de contact, ce qui est particulerement visible pour des petites gouttes. Cet
effet peut avoir une description thermodynamique sous la forme de tension de ligne, dont nous prévoyons
le comportement et I'ordre de grandeur grace a des expériences de dynamique moléculaire d’une part, et
grace, d’autre part, a une interprétation géométrique dans le cadre du modele développé plus haut.

Le chapitre 4 décrit ensuite le comportement d’un solide élastique sous I'effet des forces capillaires. Pour
un solide parfaitement rigide, nous exprimons au chapitre 2 la distribution des forces capillaires s’exercant
pres de la ligne de contact sur un solide. Si le solide est mou, ces forces le déforment pres de la ligne de
contact. Nous étudions alors les différents effets qui en découlent. Tout d’abord, nous étudions expérimen-
talement les effets de compression dans le solide pour vérifier I'existence ou non d’une pression de Laplace.
Ensuite, nous étudions d'un point de vue théorique les déformations de fléchissement et de flambage induits
par les forces résultantes aux lignes de contact. Nous montrons notamment le comportement différent des
forces normales et des forces tangentielles. Puis, nous étudions les déformations microscopiques du substrat
sous la ligne de contact, et explicitons I'effet d'une distribution de forces tangentielles, en général négligée
par le passé, pour décrire cette déformation. Enfin, nous étudions expérimentalement les effets de dissipa-
tion dans le solide lorsque la ligne de contact est mobile. En effet, la description, d'une part, de la géométrie
dubourrelet et d’autre part, des forces exercées par le liquide sur le solide, sont absolument nécessaires pour
pouvoir expliciter la dissipation dans le solide.

Le chapitre 5 présente pour finir la transition de démouillage dynamique. Pour I'entrainement d’'un
liquide hors de son bain, si le substrat va trop lentement, aucun entrainement n’est observé, le substrat
sort sec, et s’il dépasse une vitesse critique, un film de liquide est entrainé, C’est la transition de mouillage
dynamique. De fagon inverse, lorsqu’un solide est poussé dans un bain de liquide, la phase vapeur, I'air, peut
étre entrainée dans le bain au-deld d’une vitesse critique, c’est la transition de démouillage dynamique.
Nous étudions expérimentalement I'influence de la viscosité du liquide sur la vitesse d’entrainement et
mettons en évidence I'effet de la présence d'une phase vapeur. En effet, 4 la transition, le film d’air est confiné
géométriquement, et la dissipation qui s’y produit n’est plus négligeable. Nous fournissons alors un modele
hydrodynamique qui permet de décrire qualitativement cette transition, et donnons une explication a la
dépendance de la transition avec la pression de lair, ce qui n’a pourtant en principe aucune influence car la
dissipation, la viscosité dynamique de I'air, ne dépend pas de la pression.
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Forces capillaires

I est presque impossible de déterminer par expérience
Pintensité de la force attractive des molécules des corps; nous
savons seulement qu’elle est incomparablement supérieure a
Paction capillaire, qui west qu'une modification de cette force.

PiERRE SIMON DE LAPLACE, 1808

Exposition du systéme du monde, Vol. 2, Livre IV,

Chap. XVII : De I'attraction moléculaire
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Nous proposons dans cette premiére partie une relecture de la théorie moléculaire du mouillage en
termes de géométrie. Nous commencerons cette relecture par I'interprétation au premier chapitre de la
théorie moléculaire de la capillarité, c’est-a-dire I'étude des interfaces liquides a I'échelle moléculaire. Le
mouillage, qui intervient lorsque deux interfaces différentes se rencontrent, et dont I'étude est en un sens
donc plus complexe, sera abordé au second chapitre.

Létude de la capillarité est trés ancienne, puisqu’elle a passionné de nombreux scientifiques des le
XVIIIe siecle [5]. Elle a représenté a cette époque un outil inédit pour sonder I'état liquide de la matiére
(la notion d’atome était encore hypothétique) et de nombreux modéles sont nés au début du XIXeme siécle
pour I'expliquer [6, 7, 8]. Aucun ne pouvait réellement étre testé, car I'état liquide est resté mystérieux
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jusqu’a 'avenement de la physique statistique. Au cours du XXéme siecle, la capillarité a été progressive-
ment expliquée grace a des modéles de physique statistique de plus en plus compliqués [9], et difficilement
applicables, car 'état liquide reste encore et toujours difficilement sondable a I'échelle moléculaire, tant
d’'un point de vue expérimental, que d’'un point de vue analytique, et cela méme si les mécanismes sont
identifiés depuis une trentaine d’années. Nous souhaitons démontrer dans cette premiére partie que la ca-
pillarité, ainsi que le mouillage, peuvent se comprendre pleinement grace a un modele géométrique simple.
La construction de ce modeéle va nous permettre deux choses essentielles, et jusqu’ici inédites. Tout d’abord,
elle va permettre de rétablir un certain nombre de mauvaises conceptions sur le mouillage, et répondre a des
questions « piége » du type : pourquoi la force de tension de surface est-elle paralléle a I'interface ? Quel est le
systéme sur lequel la construction d’Young s’applique ? Qu'advient-il de la « réaction » du substrat ? Quelle
est la force exercée par un liquide sur un solide ? Qu’est qu'une tension de surface liquide-solide ? Existe-t-il
une pression de Laplace a la traversée de I'interface liquide-solide ? etc. Ensuite, elle va permettre d’avoir un
cadre théorique simple et facilement applicable pour calculer des interactions capillaires a I'échelle molécu-
laire. C’est un point important car de nombreuses applications nécessitent aujourd’hui de sortir du modele
des forces capillaires ponctuelles. La régularisation des phénomeénes de la physique des liquides a I'échelle
atomique est en effet devenue importante grace entre autres au développement de la nanofluidique, a I'étude
des déformations élastiques locales des substrats par les forces capillaires, ou encore a I'étude de la sélection
de I'angle de contact dynamique.

Ces deux premiers chapitres sont présentés de maniére volontairement pédagogique, en contraste avec
une approche totalement ascendante qui aurait reconstruit 'ensemble de la théorie de la capillarité et du
mouillage a partir d'un certain nombre d’axiomes et d’hypothéses. J’ai souhaité au contraire présenter ces
résultats de maniére progressive, en partie historique, pour mettre I'accent sur les ingrédients nécessaires a
la compréhension de la capillarité ainsi que sur les modeles historiques qui sont considérés comme justes ou
partiellement justes, et quels avantages en termes de modélisation on peut en tirer. Le premier chapitre se
découpe donc de la maniére suivante. Tout d’abord, apres une présentation succincte de ce que représente
la tension de surface (section 1.1), nous l'interprétons de fagon qualitative a I'échelle microscopique (sec-
tion 1.2). Ensuite, nous résumons les modéles moléculaires a 'origine de cette interprétation (section 1.3),
et exposons le modele que nous utiliserons dans la suite de cette thése pour calculer les contraintes aI'échelle
microscopique (section 1.4). Avec ce modele en main, nous pouvons alors retrouver les résultats classiques
de la capillarité, que nous appliquons a divers exemples (section 1.5). Enfin, nous étudions les différents
potentiels intermoléculaires que nous pouvons utiliser avec ce modele, dans un souci de justifier davantage
le modele qui a été développé et de simplifier les calculs de contraintes pour la suite (section 1.6). Nous
serons avec cela suffisamment armés pour aborder le mouillage au chapitre 2.

1.1 La tension de surface

1.1.1 Forces intermoléculaires

Lexpérience commune de la capillarité, ou de la tension de surface, est en général liée au mouillage : 'eau
grimpe sur les parois d’un verre, la pluie s’accroche aux vitres, des insectes marchent sur 'eau [10, 11]... La
capillarité en elle-méme peut toutefois s'exprimer dans d’autres situations : les petites ondes se propagent
a l'avant des canards, les gouttes de pluie ou les bulles de gaz sont sphériques, les films de savons peuvent
prendre des formes étonnantes lorsqu’ils s’appuient sur des arétes de cubes ou d’hélices (Figure 1.1).

Tous ces phénomenes sont des conséquences de ce que I'on appelle la tension de surface. Cette tension
se manifeste a la surface de tous les liquides, le cas des solides étant particulier nous 'aborderons un peu
plus loin. On la décrit de deux facons. D’une part, d'un point de vue mécanique, c’est une force qui tire le
long de la surface : elle la maintient sous « tension » en permanence. D’autre part, d’un point de vue ther-
modynamique, elle représente aussi une énergie de I'interface : un systéeme fermé comprenant une interface
verra son énergie minimisée si la surface de cette interface est plus petite. Ceci permet alors de comprendre
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FIGURE 1.1 Quelques exemples de I'expression de la capillarité et du mouillage dans la vie de tous les
jours. De gauche a droite et de haut en bas : une goutte d’eau reste accrochée sur une feuille végétale (cliché
S. Querbes) ; des gouttes d’eau sont éjectées juste apres 'impact d’une goutte sur une surface liquide (cliché
S. Querbes) ; des bulles de gaz s’échappent du champagne depuis un site de nucléation (cliché d’apres
[12]) ; un canard se déplace a la surface de I'eau et géneére des petites ondes a I'avant (photo libre de droits) ;
Ieau subit une ascension capillaire dans un tube de verre, et elle est d’autant plus forte plus forte que le
diametre des tubes est petit (photo libre de droits) ; un Gerris marche sur 'eau (photo libre de droits) ; un
film de savon prend la forme d’une selle de cheval, surface de courbure nulle (photo libre de droits).

pourquoi les bulles sont sphériques, et quelles sont les formes complexes des petits films de savon : des
surfaces minimales. Nous allons essayer de comprendre dans cette section pourquoi ces deux descriptions
sont équivalentes dans le cas des liquides, et distinctes dans le cas des solides.

La communauté scientifique s’est trés tot rendu compte que les phénomeénes capillaires sont une mani-
festation macroscopique de I'existence des forces atomiques microscopiques. Cette conséquence étonnante
est rappelée dés la fin du XVIII¢ siecle dans un article d’'une édition avancée de 'Encyclopédie [5]. La décou-
verte originale de I'ascension capillaire y est méme attribuée a Nicolas Aggiunti au XVII¢ siecle en Toscane.
Lapparente défiance de ces tubes capillaires aux lois de I'hydrostatique en fit alors un sujet d’importance
tout au long du siécle des lumieres, en partie car ce phénomene permet de sonder I'état microscopique de la
matiére. Les modeles moléculaires qui tentent de I'expliquer sont donc apparus tres tot, dés le début du XIXe
siécle, avec Laplace notamment [7], avant méme la naissance de la physique statistique, alors que la ther-
modynamique en était a ses balbutiements, et que I'existence des atomes était loin d’étre démontrée. Ces
modeles mettent en avant une attraction a longue distance des molécules, mais ont bien du mal a expliquer
la répulsion, qui pourtant doit empécher la matiere de s’effondrer. Ce n’est que bien plus tard a la fin du XIXe
siécle, justement avec 'arrivée de la physique statistique, que I'importance des effets thermiques fut mise en
évidence dans les liquides. C’est enfin dans la deuxieme moitié du XXe siecle que des modeles de physique
statistique des milieux inhomogenes permirent de comprendre pleinement la capillarité [13, 14, 9].

Létude de la capillarité est d’'une grande richesse. Elle implique des domaines variés tels que la physique
statistique, la thermodynamique, la mécanique, 'hydrodynamique, et s’applique a de trés nombreuses si-
tuations. Pourtant, son interprétation microscopique est souvent I'occasion de nombreuses imprécisions
de la part d’étudiants, voire de chercheurs. Nous allons tenter dans ce premier chapitre de concilier les
différents aspects microscopiques et macroscopiques de la capillarité en revenant sur ce qu’est un liquide
d’un point de vue microscopique, et sur ce que sont les interactions moléculaires au sein d’un liquide. Cela
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nous permettra de mettre le doigt sur les propriétés fondamentales des liquides et de leurs interfaces. Nous
pourrons alors développer un formalisme extrémement simplifié qui va nous permettre d’interpréter sim-
plement la capillarité et de mener facilement des calculs d’interactions d’origine capillaire, ce que nous
utiliserons dans la plupart des chapitres suivants.

1.1.2 Définition thermodynamique de la tension de surface

En thermodynamique, la tension de surface est définie comme étant 'exces d’énergie libre surfacique due
a la présence d’une interface entre deux phases. Cette définition a été proposée pour la premiére fois par
Gibbs [15]. Prenons en effet un systeme fermé de volume total constant V, et de température constante
T, composé de deux phases L et G, par exemple un liquide et sa vapeur. Un travail élémentaire appliqué
au systéme provient, d’apres le premier principe de la thermodynamique, des variations élémentaires des
parametres extensifs du systeme : V, A, la surface de l'interface, et n, la quantité de matiére totale. Si on
accroit la surface d’'une unité, on appelle vy I'énergie interne associée a I'accroissement de la surface de
ce systéme. On exprime donc d’apres le premier principe la variation d’énergie interne dans le cas général :

dU =TdS — pdV + yivdA + pdn (1.1)

ou S est 'entropie du systéme, p est sa pression et ;. son potentiel chimique. La variation d’énergie libre
s'écrit donc par transformée de Legendre :

dF = —SdT — pdV + yivdA + pdn . (1.2)

Par définition, la tension de surface s’écrit alors :

_ 8£ (1.3)
e 0A T.V.n . ‘

La tension de surface correspond donc a la dérivée de I'énergie libre d’un systéme fermé par rapport a la
surface de l'interface A, lorsque la température 7', le volume V' et la quantité de matiére n sont maintenus
constants.

Une énergie d’exces liée a la surface

Cette définition appelle plusieurs commentaires. Pour un systeme & un seul type de molécule, pour un
équilibre liquide-gaz typiquement, la densité passe contintiment entre la densité du liquide, dans la phase
liquide, a celle du gaz, dans la phase gazeuse. Le saut de densité n'est a priori pas brusque entre les deux
phases. Supposons que ce systeme possede une interface plane (a une échelle faible devant la courbure
par exemple si 'on ne souhaite pas prendre en compte la gravité). On définit la position de la surface de
séparation S des deux phases, d’aire A, proche de la transition de densité qui existe a I'interface. Une fois
la séparation introduite, on définit alors les volumes des phases : V;, + Viz = V. Loin de cette interface,
chaque phase posséde des densités de matiere p; et d’énergie interne ¢; bien définies. On définit alors les
quantités extensives de chaque phase n; = p;V; et U; = V;¢; ot = L, G. Par rapport a I'énergie totale
U (et la quantité totale de matiere n), il reste donc une contribution a I'énergie interne liée a la surface (de
méme pour la quantité de matiére) :

U=Up+Ug+Usg, (1.4)
n=nr+ng+ng. (1.5)

Lénergie libre, comme I'énergie interne, est une fonction homogéne de premier ordre par rapport aux pa-
rametres d’état extensifs. On écrit donc ce qui est appelé la relation d’Euler, pour I'énergie libre totale du
systéme :

F=—pV+qvA+pun, (16)
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ce que 'on peut également écrire pour chacune des phases. On en tire donc d’apres (1.5) I'énergie libre
surfacique :

Fg =vvA+uns . (1.7)

On peut ensuite choisir plus finement la position de la surface de sorte que ng = 0. Alors, et seulement
dans ce cas,on a:

F
"y = =5 (1.8)

A
La tension de surface vy peut donc correspondre a I'exces d’énergie libre due a la présence d’une interface
uniquement dans le cas ou la position de I'interface est définie judicieusement. Cette position est appelée
interface de Gibbs lorsque donc ping = 0 ou a plusieurs composants ) . y1;n5; = 0. Dans le cas ot le
systéme est monocomposant, cette position se situe ot la densité est intermédiaire : p = (pr, + pv)/2.
Ce raisonnement a été proposé par Gibbs [15], et est rappelé par Johnson en 1959 [16], puis en 1982 dans
I'ouvrage trés complet de Rowlinson et Widom [9] sur la capillarité.

Or, dans la plupart des systemes, il y a d'une part plusieurs composants, et il est difficile d’étre 8 nombre
total de particules constant. On se place beaucoup plus souvent dans’ensemble grand canonique a potentiel
chimique constant. On préfére alors dans ce cas la définition de la tension de surface suivante, qui fait appel
au grand potentiel Q = F' — Y ji;n; :

o9 Qg
vV = (M)T,v,m =1 (1.9)

Cette deuxiéme égalité est alors indépendante de la position de 'interface. En pratique, dans des situations
ou il n’est pas nécessaire de spécifier un potentiel chimique, c’est-a-dire lorsque 'on ne considére que des
liquides peu volatiles, il est suffisant de considérer le probleme a nombre de molécules constant, et on utilise
Iénergie libre.

D’autre part, en considérant une interface sphérique, de courbure non nulle 2/ R ou R est le rayon de
la spheére, plutdét qu'une interface plane (R = 00), on peut alors déterminer en réécrivant I'équation (1.2)
la loi de Laplace qui explicite la différence de pression AP dans chaque phase en fonction de la tension de
surface :

2y
AP = —/ . 1.10
7 (1.10)

Cette définition n’est pas univoque puisque sil’on considére formellement que la tension de surface dépend
de R, alors il existe un terme supplémentaire dans cette équation car il faut y rajouter dyry/OR [17], qui
dépend du choix de la position de I'interface. Or, ce terme s'annule lorsque I'on choisit une interface plane,
pour laquelle AP = 0 et R = oco. De plus, on peut montrer qu’il s'annule pour le choix de la position de
Gibbs pour l'interface, et que la tension de surface est minimale pour ce choix particulier d’interface [17].

Ainsi, la définition de la tension de surface en terme de travail nécessaire pour créer de la surface dépend
du choix de la position de I'interface. Lorsque 'interface est courbée, la valeur de la tension de surface peut
dépendre de la position, notamment pour de tres faibles courbures (pour I'eau, une différence de 10% est at-
tendue par rapport ala valeur pour R = oo a partir de courbures sur une échelle de 'ordre de 100 nm, [18]),
ce qui en fait une quantité mal définie. Toutefois, lorsque I'interface est plane, ce choix n’a pas d’influence,
et yLy est proprement définie. Un choix naturel de position de I'interface est ainsi la surface de Gibbs, qui
permet aussi I'équivalence avec la définition mécanique que nous allons voir plus bas.

Ensuite, I'expression de I'énergie libre surfacique nous permet au passage de retrouver la dépendance
en température de la tension de surface. Nous ne rentrerons pas dans les détails de cette dépendance dans
cette theése, mais elle est donnée par I'équation de Gibbs-Duhem associée a I'équation (1.7) :

Sg ng
d = ——dT — =d 1.11
YLV 1 Vil (1.11)



1.1 La tension de surface 29

ou Sg est I'entropie associée a l'interface. Cette dépendance en température est donc uniquement due
a l'entropie contenue dans I'interface : lorsque la température augmente, la tension de surface diminue
puisque I'entropie d’exces de I'interface est a priori positive. De plus, cela nous décrit aussi la dépendance
de la tension de surface avec les phénomenes d’adsorption a l'interface décrits par la quantité de matiére
adsorbée du fait de I'interface ng (qui peut étre positive comme négative).

Enfin, dans le cas des solides, la variation de la surface de I'interface (solide-liquide ou solide-vapeur)
est délicate car elle implique de préciser quelle type de déformation on réalise. Il est donc important a ce
stade de noter que ces raisonnements ne s’appliquent qu'aux liquides. Le cas des solides sera abordé en
détail plus loin a la sous-section 1.1.4.

Interprétation microscopique

Les définitions (1.3) et (1.8) sont généralement interprétées de la fagon suivante. Considérons une molécule
de liquide au voisinage d’une interface liquide-vapeur. Lenvironnement de cette molécule est manifeste-
ment différent des molécules qui se trouvent loin de I'interface : si la molécule se trouve a un distance grande
devant I'échelle typique sur laquelle I'environnement des molécules a une influence sur I'attraction qu’elles
subissent (typiquement jusqu’a une dizaine de tailles moléculaires dans un liquide usuel aux températures
usuelles), elle ne voit pas l'interface, et donc est dans la méme situation qu'une molécule dans un espace
infini de molécules identiques. Ceci est en général représenté en dessinant les liaisons attractives pergues
par les molécules (Figure 1.2). On voit alors clairement que pour la molécule a la surface, il manque ap-
proximativement la moitié des liaisons par rapport a une molécule loin de I'interface. Ceci aboutit donc a
une augmentation de I'énergie libre proportionnelle a la surface de I'interface.

Y O

O

FIGURE 1.2 Schéma représentant les liaisons manquantes a la surface d’un liquide. Une particule a la
surface posséde un déficit de liaisons.

Nous pouvons estimer I'ordre de grandeur de la tension de surface grace au calcul suivant. Lexces
d’énergie libre est de Pordre d’une énergie de liaison € divisée par la surface typique d’une molécule o2, ot
o =~ 0,10,2 nm. Pour des huiles, les interactions de Van der Waals nous donnent une énergie de I'ordre de
€ ~ kT ~ 1/40eV. On trouve alors 1y ~ 0,02 Nm™!. Pour I'eau, les liaisons hydrogénes augmentent les
énergies de liaisons pour donner une tension de surface de I'ordre de vy ~ 0,072 Nm™. Pour le mercure,
les hautes énergies de liaison (¢ ~ 1eV) donnent une tension de surface de I'ordre de vy ~ 0,5 Nm™.

1.1.3 Définition mécanique

En mécanique des fluides, la tension de surface n’est pas définie en termes d’énergie par unité de surface mais
de force par unité de longueur. Dans un fluide au repos, un élément de volume est soumis a des contraintes
normales de la part du fluide environnant, dues a la répulsion au sein du fluide, la pression. Si le volume est
traversé par une interface séparant deux phases, I'interface liquide-gaz par exemple, une force additionnelle
doit étre prise en compte, la tension de surface. Comme décrite dans la Figure 1.3, la tension de surface est
une force tangente a la surface de I'interface, et normale au contour de I'interface sur le systéme, c’est-a-dire
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a l'intersection de la surface du systéme et de la surface de I'interface. La force totale est proportionnelle a
la longueur du contour. Enfin, contrairement a la pression, c’est une force attractive, elle est donc dirigée
vers le liquide a 'extérieur du systéme.

FIGURE 1.3 Schéma représentant la force par unité de longueur de tension de surface exercée par le
sous-systeme de gauche sur le sous-systéeme de droite. La force est paralléle a I'interface, et normale au
contour.

Principe des travaux virtuels

Le lien entre la mécanique et la thermodynamique est fourni par le principe des travaux virtuels. Donnons
nous un cube dans lequel deux phases liquide et vapeur sont en équilibre, séparées par une interface plane
parallele a une des faces du cube. Modifions ce systéme de fagon réversible, isotherme et isochore en pous-
sant une des faces qui soutient I'interface. La surface de I'interface est W L. On pousse une des faces de
largeur W d’une distance d L. La surface de 'interface s'est donc agrandie de WL, donc I'énergie libre a
augmenté de :

§F =yyW4L . (1.12)

Cette augmentation d’énergie libre, a température constante, doit étre égale au travail réalisé par les forces
qui sappliquent au systéme. La pression, identique dans tout le systéme, ne travaille pas car la variation de
volume est nulle. Ce travail correspond donc bien a une force d’amplitude v W, tangentielle a I'interface
et normale au contour de I'interface sur le systéme. La force de tension de surface est donc bien une force
~Lv par unité de longueur.

Tenseur des contraintes

La force tangentielle « située sur I'interface » n’est évidemment qu'un modeéle macroscopique. Pour définir
plus précisément la tension de surface d’un point de vue mécanique, nous devons regarder ce qu’il advient
des contraintes au niveau de I'interface aI'échelle moléculaire. Les contraintes dans le fluide sont décrites par
un tenseur symétrique o;; qui décrit la force exercée dans la direction ¢ sur un élément de volume du fluide
présentant une face définie par la direction j (sa normale est dans la direction j), comme C’est représenté
sur la Figure 1.4(a). Lorsque les contraintes sont uniquement des contraintes de pression, de contact, le
tenseur est diagonal. Les contraintes non diagonales correspondent donc en particulier a des contraintes
visqueuses. Sil’on néglige les contraintes visqueuses, dans une base appropriée, les composantes diagonales
du tenseur des contraintes peuvent étres projetées selon la direction normale a I'interface, et selon deux
directions tangentielles, équivalentes par symétrie. On définit donc ainsi p et pr, les composantes normale
et tangentielle du tenseur des contraintes [voir la Figure 1.4(b)] :

pr 0 O
o= 0 pr O . (1.13)
0 0 pn

Donnons nous alors toujours un cube dans lequel deux phases liquide et vapeur sont en équilibre, mais
cette fois ci de surface A (surface de I'interface) horizontale, de hauteur L dans la direction z. Si la surface
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FIGURE 1.4 (a) Schéma représentant 'action des composantes o;; du tenseur des contraintes de rang
2 sur un élément de volume. Le premier indice donne la direction 4 de la force par unité de surface, le
deuxiéme j définit la surface sur laquelle elle agit. Dans le cas d'un liquide, o;; = —PJ;;, le tenseur est
diagonal. (b) Lorsqu’une interface plane borde le liquide, le tenseur des contrainte, diagonal, posséde deux
degrés de libertés : p et pr, qui définissent les contraintes dans les directions normale et tangentielle a
Iinterface, et ne dépendent que d’'une seule variable z, normale a I'interface. (c) Profil des contraintes
tangentielles et normales a la traversée de I'interface.

A est suffisamment grande, alors les fonctions py et pr sont des fonctions de z uniquement. De plus, py
est constant dans tout le cube car l'interface est a I'équilibre verticalement. Nous reviendrons sur ce point
dans la section suivante 1.2.1. On déplace alors de facon réversible, isotherme et isochore les cotés de ce
cube, de sorte que la surface de I'interface augmente de § A (voir Figure 1.5).
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Le travail des forces de pression tangentielles a I'interface sur les cotés du cube s'écrit :

L
OWrp = —(5A/ pr(2)dz . (1.14)
0
De méme, les forces normales a I'interface travaillent car le volume est resté constant. Le déplacement du
plafond est par conservation —LJA/ A, ou la pression est py. On a donc :

0AL

oWn = —Apn <—A> = 0ApNL . (1.15)

Finalement, le travail total correspond a 'augmentation d’énergie libre :

L
OF = Wp + Wy = 514/ (pN - pT(Z)) dz , (1.16)
0
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7

ce qui nous donne selon la définition thermodynamique, la dérivée de I'énergie libre par unité de surface :

— / =), (1.17)

—00

en ayant poussé les bornes de I'intégrale a I'infini puisque I'intégrant n’est non nul que prés de I'interface.
Ceci constitue la définition mécanique de la tension de surface, donnée pour la premiére fois par Kirk-
wood et Buft en 1949 [14], et est représentée sur la Figure 1.4(c). Elle peut étre sujette a interprétation
car la contrainte tangentielle est parfois mal définie. Nous reviendrons sur ce point plus bas dans la sous-
section 1.2.2.

1.1.4 Interfaces des solides

Les raisonnements que nous venons de faire ne s’appliquent encore une fois qu’aux liquides. Les contraintes
aux interfaces solides ont été explicitées par Gibbs en 1876 [15], Brillouin en 1938 [19], puis Shuttleworth
en 1950 [20]. Capplication aux liquides a été explicitée par Kirkwood et Buff en 1948 [14]. Un article de
revue, appliquée aux solides cristallins, de Miiller et Satl en 2004 revient sur ces définitions de fagon tres
claire [21], et dont la dérivation présentée ici est tirée.

Dans le cas d’un solide, il convient de faire une différence entre I'énergie surfacique et la contrainte de
surface. La relation entre les deux est conditionnée par I'élasticité du matériau, C’est-a-dire définie par la
relation entre la force appliquée localement au matériau et son déplacement local u(r). On introduit alors

le tenseur des déformations :
1 auz 0uj
= bt 10 B 1.18
EJ 2 |:<8$]+8.1’Z>:| ( )

C’est un tenseur symétrique par construction et il caractérise les déformations dans le solide. Dans le cadre
de T'élasticité linéaire, il existe alors une relation linéaire entre le tenseur des contraintes et le tenseur des
déformations, qui peut se réduire dans des cas simples a la loi d’' Hooke par exemple. Ainsi, dans le cadre de
I'élasticité linéaire, I'énergie élastique totale du solide de volume V s’écrit :

1
W= QA%:aijeijdv, (1.19)

et se réduit lorsqu’il n'y a pas de forces externes volumiques, aux contraintes et déformations de surface. Si
Iétat de référence est un état déformé, 'application de forces surfaciques méne 4 un état moins stable car
ce travail est positif. Il est donc important en général de spécifier I'état de référence du solide, puisque ce
travail peut étre alors soit négatif, soit positif, selon que I'application des forces surfacique fasse relaxer le
solide dans un état plus stable ou le contraire.

Les propriétés des interfaces des solides sont alors décrites par les données de quantités d’exces aux
interfaces, et donc par la connaissance de la déformation d’excés et de la contrainte d’excés. Comme pré-
cédemment on considére le cas d'un solide possédant interface plane de surface A a laltitude L (voir
Figure 1.6). On considére de plus que le solide est symétrique dans toutes les directions tangentielles a
linterface (pas d’axe cristallographique pour simplifier le formalisme). De plus, ce solide est a I'équilibre,
il n'y a donc pas d’excés de contrainte dans la direction normale, ni de déformation dans la direction tan-
gentielle. Il reste donc une seule composante utile a chaque tenseur : o77 et exn. On peut finalement
définir les quantités de surface que sont les contrainte sy et déformation ey de surface, représentés sur
la Figure 1.6 :

L
STT = |:/0 O'TT(Z)dV - UTT(O)V:| s (1.20)

SNEEENES

ENN =

[/OL enn(z)dV — ENN(O)V} : (1.21)
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FIGURE 1.6 Déformation dans le solide. (a) La contrainte tangentielle a la surface o7 (2) differe de la
contrainte dans le volume. Lintégrale de cette contrainte définit la contrainte de surface syr. (b) Cette
contrainte crée une déformation normale locale €y (2) dans le solide. En pointillés sont représentés les
plans cristallins équidistants dans le volume. Le déplacement final de I'interface est ey, la déformation
de surface.

Nous souhaitons ensuite relier I'énergie élastique de surface aux déformations et contraintes de surface,
il s’agit donc comme précédemment de proposer des déformations du solide et de son interface. La dé-
formation la plus naturelle d’un point de vue expérimental est de déformer uniquement le solide, comme
indiqué sur la Figure 1.7 : on déforme uniquement le solide tangentiellement a I'interface d’'une quantité
0 A, a température constante. L'interface remonte d’'une quantité de .

4
FIGURE 1.7
i . Déformation
§A =) € I5A| du solide a
température
T constante,
A

et pression P
dans la vapeur
constante.

La variation d’excés du travail des forces élastiques s’écrit alors :
oWg :A(STT5A—P5€NN) . (1.22)

s représente donc le travail isotherme par unité de surface, a nombre d’atomes constant, et non pas

Iénergie de surface, qui est définie a déformation constante. En effet, on peut construire I'analogue de la

relation de Gibbs-Duhem [pour le liquide elle est donnée a I'équation (1.11)] pour une telle surface, grace
al'expression de I'énergie élastique (1.19) dans le grand potentiel :

Ss ng

d =——dl'— —

VsV A P

On en tire donc la relation entre la tension de surface gy, ou plutdt énergie de surface, et la contrainte

tangentielle :

dp + (st — Ysv) derr + onndeny (1.23)

0
(8%\/) = 87T — VsV , (1.24)
€TT ) p;,Tenn

ce qui se réécrit de la fagon suivante, plus connue sous le nom de relation de Shuttleworth [20] :
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0s
sTT = Ysv + (;") . (1.25)
€TT /) i Teenn

Le travail de déformation de la surface du solide n’est donc pas la méme qu’on la fasse & nombre d’atomes
constant (s77), ou a déformation constante (ysy). Le terme O-ysy /Oepr représente la variation de I'énergie
libre avec la déformation tangentielle locale, il peut donc étre soit positif soit négatif, alors que I'énergie de
surface est toujours positive. Ils sont du méme ordre de grandeur, donc on ne peut pas a priori statuer sur
le signe de la contrainte surfacique s dans le solide.

Pour les liquides, le terme dérivé est nul car cette transformation est impossible, on ne peut pas garder le
nombre d’atomes constant pendant la déformation, car le liquide s’adapte lorsque I'on tire sur I'interface, et
il y a au contraire un nombre d’atomes constant par unité de surface. 1 yd A représente le travail nécessaire
pour créer une nouvelle interface, alors que s77d A représente le travail nécessaire pour I'étirer, ce qui sont
en principe deux choses différentes, sauf dans le cas des liquides. On peut donc identifier pour les liquides
uniquement la tension de surface comme étant a la fois une énergie et une contrainte surfacique

Ces considérations ont plusieurs implications qui vont intervenir a différentes occasions dans cette
these. D’une part, la distinction entre I'énergie de surface et la contrainte de surface pour les interfaces
solides est délicate, elle devra donc étre prise en compte lors des éventuels bilans de forces ou thermodyna-
miques que nous serons amenés a faire. D’autre part, cette distinction dépend du matériau. Les contraintes
dans un solide cristallin ou dans un polymeére ne sont pas les mémes, et elles ne sont ni mesurables ni
modélisables aisément.

1.2 Interprétation microscopique

Nous venons d’établir les définitions mécaniques et thermodynamiques de la tension de surface. Celles-ci
sont reliées entre elles par le principe des travaux virtuels que nous avons utilisé. Le lien entre la mécanique
et la physique statistique est en revanche moins évident. Il est pourtant nécessaire a la compréhension du
mécanisme moléculaire de la capillarité. Sur la Figure 1.2, la molécule a I'interface est attirée vers le liquide,
elle doit donc subir une force normale a I'interface. Or nous avons défini la force de tension de surface
comme étant une force paralléle a I'interface. Comment interpréter ce paradoxe ?

1.2.1 La phase liquide

Pour comprendre I'origine de la capillarité, nous devons tout d’abord comprendre comment I'état liquide et
Iétat gazeux peuvent coexister. Pour cela, nous pouvons étudier I'équation d’état des fluides la plus simple
qui permet I'existence d’une transition de phase liquide-gaz, I'équation de Van der Waals [9, 22, 23] :

T
_k8T _a (1.26)

P 2

v—>b w

Ici P estla pression, v le volume par molécule, et 7" la température. Cette équation d’état est une correction
alaloi des gaz parfaits, qui prend en compte I'effet des forces intermoléculaires. En toute rigueur, I'équation
d’état de Van der Waals ne s’applique quantitativement qu’a I'état gazeux, de faible densité, mais explique
assez bien qualitativement le comportement des fluides, notamment loin du point critique. La constante b
introduit la répulsion entre les molécules. Elle représente un volume exclu que les molécules ne peuvent
pas explorer. Lorsque le volume par molécule v atteint b, la pression cinétique kp7T'/(v — b) dans le liquide
diverge. Dans cette limite, les molécules sont trés rapprochées, et on retrouve un état dense, la phase liquide.
Pour cette phase, on retrouve alors que la densité ne dépend plus de la pression, ce qui signifie bien que la
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phase liquide est incompressible :

1 ov v—>b v—b
= (=) =—— - "y, 1.27
XT v(@P)T Po— 42 (1.27)

Cet effet est une représentation de la répulsion des nuages d’électrons des atomes, dii au principe d’exclusion
de Pauli de la mécanique quantique. La constante a introduit quant a elle I'attraction a longue distance entre
les atomes, dont 'origine est due aux interactions de Van der Waals de type dipole-dipo6le (voir ci-dessous).
Elle est proportionnelle & 1/v? car elle provient d’'un couplage a deux particules (elle est donc proportion-
nelle au carré de la densité) par cette interaction, ce qui va donc abaisser la pression en « rapprochant » les
particules.

L'équation d’état de Van der Waals (1.26) permet d’expliquer comment peuvent coexister une phase
gazeuse de faible densité, et une phase liquide de haute densité. La coexistence nécessite que la pression soit
identique dans chacune des phases, malgré la grande différence de densité. Dans la phase gazeuse, de grand
volume moléculaire v = vy, I'énergie est principalement d’origine cinétique. En effet, pour un volume
moléculaire suffisamment grand, on a a/ vg < P et la pression est alors P ~ kg7 /v,. Dans la phase
liquide, au contraire, le volume moléculaire est plus petit : v = v; &~ b. Le fort effet répulsif kgT'/(v; —
b) > P est contrebalancé par une forte attraction a/ vlz > P, de sorte que, a la méme température, les
deux effets s’annulent (la répulsion est comptée positivement dans (1.26), alors que l'attraction est comptée
négativement) et donnent la méme pression P dans le liquide que dans la phase gazeuse. Les deux phases
peuvent alors étre en équilibre et donner lieu a une interface liquide-gaz stable. Nous aurons 'occasion de
revenir sur une démonstration de cette équation d’état a la section 1.6.

L’attraction par les forces de Van der Waals

Les forces attractives de Van der Waals qui agissent entre deux atomes se comprennent de la maniére sui-
vante. Tout d’abord, tous les atomes peuvent sous certaines conditions posséder un moment dipolaire élec-
trique. En effet, soit I'atome est polaire, alors il posséde un moment permanent, soit il est apolaire, ce qui ne
Iempéche pas d’étre polarisable, c’est-a-dire d’avoir la capacité de posséder un moment dipolaire en réac-
tion a un champ électrique, ou a des fluctuations thermiques. Plus précisément, la distribution des charges
d’'un atome est en moyenne nulle par neutralité de la matiére, mais la distribution instantanée autour du
noyau ne I'est pas a cause soit des fluctuations, soit d'un champ électrique extérieur qui agit sur les charges.
Le barycentre des charges électroniques ne coincide donc pas forcément avec la charge positive du noyau
atomique, ce qui crée un moment dipolaire. On considére donc qu'un atome posséde a un temps donné
un moment dipolaire . Ce moment crée un champ électrique £ o< j1/eor® a une distance r de celui-ci
(eo représente la polarisabilité du vide), qui va interagir avec les autres atomes polarisables, en créant un
moment dipolaire 1 = aF, ou «v est la polarisabilité de cet atome. Le champ créé par ce deuxiéme dipodle
va en retour interagir avec le premier atome dont I'énergie d’interaction typique de ce couple d’atome est
Waip o< —puE o< —1/rC. Cette énergie d’interaction représente une énergie attractive, dont la variation
avec la distance interatomique est en 1/75, Ce comportement décrit trés bien la plupart des gaz réels. On
décrit ainsi de fagon tres générale attraction entre deux atomes par ce type de potentiel d’interaction de
paire :

oVPW (1) = —% . (1.28)

r

La constante c représente I'amplitude de l'attraction, et peut étre déterminée expérimentalement par des
mesures fines d’interactions entre différents volumes de matiére. Elle peut ainsi étre reliée directement a la
constante de Hamaker (a un facteur géométrique pres), ce que nous définirons plus précisément a la fin de
ce chapitre dans la section 1.6 en revenant sur les interactions intermoléculaires.

De fagon plus détaillée, on peut distinguer trois types d’interactions entre dipodles, selon que les dipdles
sont permanents ou induits, si les particules sont polaires ou non-polaires. La premiére concerne les inter-
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actions entre dip6les permanents, dont le modéle a été découvert par Keesom en 1921 [24]. Un dip6le per-
manent d’amplitude j crée un champ électrique a la distance r en E' o< p1/€or> et va donc interagir avec les
autres dipoles permanents avec une énergie d’interaction Wy;), oc —pF, qui dépend donc de I'orientation
des dipdles. Une distribution aléatoire de ces dipdles dans une enceinte a la température T" va créer une
énergie libre en Fy;), ~ %(Wéﬁ /kpT o 1/r5 (au premier ordre non nul lorsque W, /kpT < 1),
ce qui possede bien le comportement que nous avons déja décrit. La deuxieme interaction découverte par
Debye en 1920 [25] concerne les interactions entre dipdles permanents et induits. Dans ce cas, I'énergie
d’interaction a haute température (kgT’ > Wy;,) d'une distribution de ces particules interagissant deux
a deux est Fg;, = 2(Wap), avec W, = %OJG()EQ ou « est la polarisabilité des dip6les. On retrouve donc
encore une fois une interaction en 1/75, Enfin, la derniére concerne les interactions entre dipoles induits de
London [26] et ne se comprend que dans un cadre quantique. interaction entre deux atomes polarisables
voit son énergie fondamentale baissée par I'interaction électrique entre un dipdle polarisable et un champ
créé instantanément par un autre dipdle d’un facteur fiwpa? /€219, ol wy est la fréquence d’absorption des
atomes. Dans la plupart des gaz réels, selon qu’ils sont polaires ou non, ce sont ces différentes interactions
qui dominent, ou une combinaison de celles-ci.

Certains gaz moléculaires ou liquides ne sont parfois pas bien décrits par ces interactions. En effet, un
des principaux problémes de I'interaction de Van der Waals est que 'on suppose qu’elle est additive : on a
étendu le raisonnement a deux particules pour un gaz a N particules. Or, les champs électriques créés par
les dipdles résultent de 'interaction d’'un grand nombre de dipdles, I'effet additif n’est qu'une hypothese, et
on peut s'attendre a des interactions a trois voire plus de particules. Un modeéle d’interaction non-additive
anotamment été développé par Lifshitz en 1955 [27], qui a étendu la définition de la constante de Hamaker
en prenant en compte les polarisabilités des milieux, qui dépendent de la fréquence [23].

Role de la répulsion

-+

FIGURE 1.8 Représentation schématique du potentiel intermoléculaire ¢ de type Lennard-Jones.
Linteraction est fortement répulsive a courte distance r < o, ou o représente la taille des molécules.
Linteraction atteint son maximum a une distance de I'ordre de &, a une profondeur €. A longue por-
tée, les atomes s’attirent, le potentiel est négatif. La fleche grise représente la présence des fluctuations
thermiques, ce qui dans un liquide induit d’assez fortes variations des distances intermoléculaires.

Comment un liquide peut-il étre a la fois répulsif et attractif ? Une paire unique d’atomes ne peut évi-
demment que soit s’attirer, soit se repousser, en fonction de la distance entre leurs noyaux. Cette interaction
est montrée schématiquement dans la Figure 1.8. La barriére de potentiel en ¢ représente la répulsion de
courte portée, due a la répulsion des nuages électroniques, alors que la queue négative du potentiel repré-
sente I'attraction a longue portée de type Van der Waals. Un atome se trouvant a la distance  d'un autre se
trouve donc soit dans un état répulsif, soit dans un état attractif. Cela signifie que I’équilibre entre la répul-
sion et l'attraction, représenté dans I'équation de Van der Waals (1.26), n’a qu'un sens statistique. Certains
atomes sont dans un état attractif, et d’autres sont dans un état répulsif. Il est alors important de prendre
en compte les fluctuations thermiques, c’est-a-dire I'énergie cinétique des atomes. Dans un solide, ces fluc-
tuations sont relativement petites : k1" < €, ou € représente la grandeur typique des interactions. Dans ce
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cas, le systeme n’explore qu'une faible région du potentiel. Il est plus probable que le solide se retrouve soit
dans un état compressé soit sous tension. Au contraire, un liquide est caractérisé par de larges fluctuations :
kT ~ €. Une large région du potentiel est explorée par les particules dans une méme région de I'espace
(Figure 1.8). Le cas ou kg7 >> € correspond au cas du gaz, ou les particules interagissent faiblement, et
sont dominées par I'énergie cinétique.

1.2.2 L’interface liquide-vapeur
Simulations de dynamique moléculaire

Considérons maintenant I'interface liquide-vapeur en détail. La Figure 1.9(a) représente a un instant donné
les positions des atomes a la surface d’un liquide calculées par des simulations de dynamique molécu-
laire. Ces simulations calculent I'évolution temporelle d'un nombre donné de particules en interaction, par
exemple selon des interactions de Lennard-Jones [28, 29, 1] :
oL (1) = e [(U)H - (")6] , (1.29)
r r

ou € représente 'amplitude de I'interaction, et est souvent de I'ordre de I'électron-volt pour les métaux par
exemple, et o la taille caractéristique des particules, de I'ordre de 107!° m. Le potentiel de Lennard-Jones,
qui est plus précisément une énergie potentielle, est souvent utilisé pour décrire les interactions entre deux
atomes au sein d’'un gaz monoatomique de type gaz rare. Le terme a la puissance 6, terme attractif dominant
a grande distance, représente une interaction attractive de Van der Waals que nous avons déja décrite plus
haut. En revanche, lexposant 12 du terme répulsif, dominant & courte distance, est empirique : il sagit de
rendre compte de fagon ad hoc del'effet de répulsion quantique, le principe dexclusion de Pauli, qui empéche
linterpénétration mutuelle des nuages électroniques de deux atomes.

Ces simulations permettent de mesurer facilement les propriétés locales de la matiére, ainsi que ses
propriétés macroscopiques.
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FiGURE 1.9  Linterface liquide-vapeur en simulations de dynamique moléculaire avec un potentiel de
Lennard-Jones [1]. Laxe vertical est adimensionné par la taille o des particules. (a) Positions instanta-
nées des molécules d’une simulation de dynamique moléculaire de I'interface. (b) Moyenne temporelle
du profil de densité normalisé p*(2) a travers l'interface.

On peut par exemple faire une moyenne temporelle du profil de densité a travers 'interface. Ce profil
est représenté dans la Figure 1.9(b). On remarque alors que la transition entre la phase de haute densité, le
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liquide (pour une densité renormalisée p* = 1, voir la figure), et la phase de basse densité, la vapeur (pour
une densité renormalisée p* = 0), seffectue dans une région tres fine, de quelques tailles atomiques o.

Tenseur des contraintes

Grace aux simulations de dynamique moléculaire, nous pouvons déterminer les contraintes dans le liquide,
connaissant les positions des particules et leurs interactions. Pour calculer le tenseur des contraintes o;;
que nous avons défini a la sous-section 1.1.3, on doit définir une surface élémentaire orientée dA en une
position donnée r sur laquelle agissent les forces dans le liquide. Ces forces comprennent deux termes. Le
premier est un terme cinétique, qui prend en compte la quantité de mouvement des particules qui traversent
la surface. Cette contrainte est isotrope et vaut p(r) k7. Le deuxiéme terme est un terme potentiel, qui prend
en compte les interactions longue portée ¢(r12) entre les particules. Ce terme est délicat a calculer car com-
ment spécifier les interactions longue portée qui agissent sur la contrainte a un endroit donné ? Autrement
dit, comment passer d’une description discréte des particules a une distribution continue des contraintes ?
C’est 4 ce stade que nous devons introduire une facon arbitraire de décompter les interactions, et de les
allouer a une surface donnée, permettant ainsi de décrire les contraintes o ;. C’est ce que nous avions décrit
précedemment par la définition arbitraire de la pression tangentielle. Il s’agit donc de trouver une fonction
de pondération des interactions qui posséde les bonnes propriétés, et qui permette de réaliser la bonne
projection des contraintes microscopiques en des fonctions continues dont les propriétés macroscopiques
soient celles recherchées.

Pour cela, nous devons pondérer les positions des particules ponctuelles qui interviennent dans le calcul
des forces par une fonction qui posséde une taille typique A supérieure a la distance entre les particules.
Cela est en fait équivalent a donner un poids au potentiel dont dérivent les forces. Ainsi, dans le calcul
des contraintes, on introduit cette fonction arbitraire f(r12), appelée fonction de régularisation (coarse-
graining function). Le choix de telles fonctions n’est pas évident, car il s’agit de trouver des contraintes qui
ne dépendent pas de ce choix. Une maniere généralisée de faire est de compter les interactions entre deux
particules enr; et ry et dont le vecteur r;2 passe a travers la surface a la position r recherchée. Cette fonction
est la suivante [30] :

1
Y
22 — 21

f(rlvrQ) =

Pour cette pondération, le résultat macroscopique ne dépend pas du comptage, ou autrement dit, on peut
choisir d’autres fonctions du méme type qui donnent le méme résultat [9]. Ainsi, en intégrant le long d'un
vecteur donné et pour tous les vecteurs possibles qui traversent la surface, on trouve [31] :

Qi

1 L orpern (2)
(r) = —3 /dl‘lg/ daTqﬁ (r12)p' (r — aria, r+ (1 — a)ri2) , (1.30)
0

ot p(?) est la densité de probabilité de présence de deux particules. On peut noter que I'on reconnait dans
cette expression le viriel rf.

Contraintes a la traversée de I'interface

Dans notre cas, pour déterminer les forces capillaires, nous devons diviser le systeme en deux sous-parties,
selon une direction normale a I'interface [la séparation est indiquée en rouge sur la Figure 1.10(a)]. On
calcule alors les contraintes tangentielle et normale a I'interface en fonction de la hauteur z selon les for-
mules citées plus haut. Ces contraintes peuvent étre décomposées en deux contributions : la pression P
isotrope, qui est identique dans le liquide et dans la vapeur comme nous I'avons vu, et une composante
supplémentaire I1(z), qui agit selon la direction paralléle a I'interface. Cette contrainte II(z) est représentée
sur la Figure 1.10(b). Le profil de cette contrainte anisotrope montre qu’il y a une force localisée a I'interface
sur quelques tailles moléculaires, alors que la densité varie fortement, et qui agit dans la direction parallele
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a l'interface. Lintégrale de cette contribution le long de z nous donne une force qui est en effet égale a y1v
par unité de longueur d’apres I'équation (1.17), C’est bien la tension de surface. Cela nous prouve que la
tension de surface représente en effet une force mécanique.
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FiGURE 1.10  Linterface liquide-vapeur en simulations de dynamique moléculaire avec un potentiel de
Lennard-Jones [1]. Laxe vertical est adimensionné par la taille o des particules. (a) Positions instantanées
des molécules d’une simulation de dynamique moléculaire de l'interface. (b) Profil des pressions py et
pr en fonction de la distance a I'interface. p est la contrainte exercée a travers une surface tangentielle
a linterface, et pr est la contrainte exercée a travers une surface normale a I'interface. Ces contraintes
sont les forces représentées par les fleches qui agissent I'élément de volume en (a). py possede une valeur
positive non nulle et constante a travers I'interface, alors que pr, qui vaut py loin de 'interface dans les
deux phases, devient négatif et trés différent de py lors de la traversée de I'interface. (c) La contrainte
tangentielle d’excés est définie par II(z) = py — pr, et son intégrale est la tension de surface 1y, qui
vaut pour cette simulation 1y = 0,738 ¢/0. En prenant € = 3kJ mol™! = 1,2 kT 4 25 °C par molécule,
et 0 = 0,34 nm, on trouve alors vy = 31,8 mJ m~.

Interprétation

Alors, pourquoi cette force est-elle paralléle a 'interface, et non normale, comme le raisonnement rapide
que nous avons fait a la section 1.1.2 tendait a nous le prouver ? Tout d’abord, notons que la Figure 1.2
décrit seulement les forces attractives entre les molécules. Or, ce qui ne simplifie pas 'image mentale des
interactions, dans les calculs de dynamique moléculaire, nous n’avons pas fait de distinction entre attraction
et répulsion, car 'ensemble des contraintes est résumé par le potentiel d’interaction de Lennard-Jones. Pour
compléter la représentation simplifiée de la Figure 1.2, nous devons donc y incorporer les forces répulsives,
telles que décrites a la Figure 1.11.

Supposons que I'interface soit horizontale, le liquide étant sous la vapeur. Loin de la surface, il y a un
équilibre mécanique par symétrie autour de la particule. Pres de la surface en revanche, la symétrie verticale
est brisée. Pour restaurer I'équilibre mécanique dans la direction verticale, la répulsion qui pousse la par-
ticule vers le haut doit se compenser avec l'attraction qui I'attire vers le bas. Dans la direction horizontale,
paralléle a I'interface, la symétrie est intacte, il y a donc un équilibre des forces dans cette direction. Il n’y
a donc aucune raison pour que les forces horizontales attractives et répulsives se compensent. En pratique,
les forces attractives sont plus fortes que les forces répulsives, comme nous I'avons vu dans les simulations
de dynamique moléculaire, ce qui donne bien lieu a une force positive de tension de surface.
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FIGURE 1.11  Schéma représentant les forces répulsives (fleches noires en pointillés) et attractives
(fleches grises) lorsque la particule se trouve loin ou proche de la surface. La répulsion est plus faible
proche de la surface car la densité est plus faible.

Roles distincts de I'attraction et de la répulsion

Il nous reste a expliquer pourquoi les forces intermoléculaires donnent naissance a une force de tension de
surface aussi forte. Cette question a déja été abordée par Berry [32], qui avait déja noté les rdles distincts de
Pattraction et de la répulsion.

Limportant est de constater que, dans une bonne approximation, la contribution de la répulsion est
isotrope, alors que celle de lattraction est fortement anisotrope. Cela est dii au fait que la répulsion est
de tres courte portée. Cette répulsion est en effet la conséquence de la répulsion des nuages électroniques
des molécules, et peut donc étre considérée comme une force de « contact ». Elle n’est donc que tres peu
dépendante de la structure de I'environnement des particules, méme proche de la surface, et posséde alors
la méme amplitude dans toutes les directions [1]. Au contraire, la nature longue portée des forces attractives
les rend tres dépendantes de la structure moléculaire. C’est I'origine de 'anisotropie des contraintes prés de
la surface, qui géneére la force de tension de surface.

Pour spécifier comment ces forces s'organisent prés de la surface, il est utile d’étudier les résultantes des
forces attractives et répulsives sur des sous-systémes particuliers. Commengons par diviser le liquide paral-
lelement a I'interface , comme sur la Figure 1.12(a). Les forces exercées par la couche de liquide directement
sous la surface, sur le reste du liquide [le sous-systéeme formé de la couche infinie loin de I'interface, c’est-
a-dire la région grise tachetée sur la Figure 1.12(a)], résulte de la superposition des interactions attractives
(fléches grises) et répulsives (fléches noires en pointillés). Puisque ce sous-systéme est en équilibre, les forces
se compensent. De plus, 'amplitude de la contrainte attractive augmente avec la taille de la couche qui attire
le sous-systeme. Donc plus on s’éloigne de 'interface, plus la contrainte attractive est forte, et elle sature a
sa valeur infinie, celle qu'aurait I'attraction dans un environnement infini, a quelques distances atomiques
del'interface. La contrainte répulsive posséde alors exactement le méme comportement par compensation,
pour conserver I’équilibre des forces verticales.

Divisons maintenant le liquide perpendiculairement a I'interface [Figure 1.12(b)]. En utilisant le fait que
la répulsion est isotrope, on connait alors 'amplitude de la répulsion en fonction de la distance a I'interface.
Le systéme de gauche exerce donc une répulsion (fleches noires en pointillé sur la figure) sur le systéme de
droite, dont 'amplitude augmente avec la distance a I'interface. Au contraire, 'amplitude de Iattraction est
moins dépendante de la distance sous I'interface dans les quelques distances atomiques pendant lesquelles
la densité change. Nous allons vérifier ce point a la sous-section 1.5.2, il n’y a en tout cas aucune raison pour
que la dépendance de I'attraction horizontale avec la hauteur soit la méme que celle de la répulsion, qui ré-
sulte de I'équilibre des forces verticales. Par simplicité, sur la Figure 1.12(b) nous 'avons dessinée constante,
et égale a l'attraction dans le volume. La résultante de I'attraction et de la répulsion est alors une force at-
tractive exercée par la gauche sur la droite, et localisée sur quelques couches atomiques [Figure 1.12(c)].
Lintégrale de cette contrainte sur la hauteur doit donner vy par unité de longueur (de profondeur), ce que
nous démontrerons a la sous-section 1.5.2.
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FIGURE 1.12  Forces exercées dans un espace semi infini de liquide sur un sous-systeme donné (région
grise tachetée) par le reste du liquide (région grise non tachetée). (a) Le sous-systeme est la partie basse du
liquide sousl'interface, la séparation est paralléle a I'interface. Ce sous-systeme est soumis a des contraintes
attractives (fleches grises) et répulsives (fléches noires en pointillés) de la part de la couche directement
sous la surface. Ces contraintes s’annulent puisque le sous-systéme est a I'équilibre. (b) Le sous-systéme
est maintenant la partie droite du liquide, la séparation est perpendiculaire a I'interface. Ce sous-systéme
est soumis a des contraintes attractives (fleches grises) et répulsives (fleches noires en pointillés) de la part
de la gauche du liquide. Puisque la répulsion est isotrope, celle-ci posséde la méme amplitude en fonction
de la distance que dans le cas (a), et décroit donc lorsque 'on se rapproche de I'interface. Au contraire,
Pattraction est relativement constante proche de la surface. (c) La résultante est donc une force attractive
localisée a 'interface, de la part d'un c6té sur I'autre, et dont I'intégrale vaut yy.

1.2.3 L’interface liquide-solide
Simulations de dynamique moléculaire

Comme précédemment, il est instructif d’observer le comportement d’'un liquide a 'approche d’une inter-
face liquide-solide dans des simulations de dynamique moléculaire. Dans ces simulations, on distingue deux
types d’atomes. Les premiers, les atomes de fluide sont libres de bouger, et interagissent entre eux avec une
interaction de Lennard-Jones, dont 'amplitude est notée €1,1.. Les seconds, les atomes de solide, possédent
une position fixe, et interagissent avec les atomes de fluide avec une interaction de Lennard-Jones identique,
mais possédant une amplitude €, 5. Généralement, on choisit une structure cristalline pour le solide. Sur
la Figure 1.13(a), nous pouvons observer les positions instantanées des particules d'une telle simulation.
Sur la Figure 1.13(b) est représentée la densité renormalisée comme précédemment p* en fonction de la
distance au solide (le zéro est au centre de la premiere couche des atomes de solide). Nous observons alors
que le fluide se structure a 'approche du solide, la densité présente des fluctuations de longueur d’onde o, et
dont 'amplitude augmente lorsque I'on se rapproche du solide. De plus, la densité en z = 0 est nulle. Cest
un phénomene de stratification (layering) ol les atomes de fluide viennent se positionner dans la premiére
couche juste au-dessus des atomes de solide. La structure se perd au fur et & mesure que I'on s’éloigne du
solide, car les interactions liquide-solide diminuent (en 1/7%). A une distance de cinq atomes de la surface,
on peut donc considérer que I'on est dans un volume infini de fluide.

Encore une fois, nous pouvons calculer les contraintes a travers cette interface. On détermine alors les
contraintes normales et tangentielles a I'interface, et on peut alors calculer la contrainte d’exces a la traversée
de la surface, qui est représentée sur la Figure 1.13(c). A la traversée de I'interface liquide-solide, il existe
donc aussi une contrainte tangentielle. Sa valeur n’est pas évidente a ce stade car dans ce calcul nous n’avons
pas intégré les forces entre les atomes de solide. De plus, elle prend en compte l'effet de densité et donc la
stratification dans le fluide. Ce n’est donc probablement pas un effet additif entre les interactions liquide-
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liquide et solide-liquide. Nous aurons I'occasion de revenir sur la problématique de la détermination de
cette contrainte au chapitre 2.
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FiGure 1.13  Linterface liquide-solide en simulations de dynamique moléculaire avec un potentiel de
Lennard-Jones. Laxe vertical est adimensionné par la taille o des particules. (a) Positions instantanées des
molécules d’une simulation de dynamique moléculaire du fluide. (b) Evolution de la densité en fonction de
la distance a 'interface. On apercoit un phénomeéne de stratification : les molécules de liquide possédent
une organisation dans les quelques premiere couches moléculaires de I'interface, organisation due a la
présence d’une couche réguliére d’atomes dans le solide cristallin. (c) Contraintes dans le liquide calculées
a travers l'interface. On peut observer un fort effet de la stratification sur les contraintes.

Forces a l'interface liquide-solide

Considérons maintenant I'interface liquide-solide (Figure 1.14). Dans ce cas, deux effets se superposent.
Tout d’abord, de par la présence du solide (région hachurée sur la Figure 1.14), une moitié d’espace de li-
quide est manquante du point de vue du liquide. Cette absence induit une anisotropie des forces attractives
liquide-liquide identique a ce qu’il se passe a 'interface liquide-vapeur. Ainsi, comme sur la Figure 1.12(c),
la partie gauche du liquide exerce sur la partie droite du liquide une force résultante ;v par unité de lon-
gueur (la profondeur). Ensuite, le deuxiéme effet est dti a I'attraction entre le solide et le liquide. C’est ce
second effet qui est représenté sur la Figure 1.14. Effectuons le méme raisonnement que précédemment. Ex-
primons alors les contraintes sur différents sous-systéemes du liquide. On divise dans un premier temps le
liquide parallélement a I'interface, pour définir deux sous-systémes comme précédemment, I'un une couche
d’épaisseur finie directement en contact avec le solide, et I'autre une couche infinie de liquide a une cer-
taine distance de I'interface [région grise tachetée sur la Figure 1.14(a)]. Ce dernier sous-systeme subit des
contraintes attractives de la part du solide, et répulsives de la part du liquide juste en dessous (la répulsion est
une force de contact). Lamplitude de I'attraction du solide décroit avec la distance a I'interface, et donc, le
sous-systéme étant a I'équilibre, 'amplitude de la répulsion aussi, comme représentées sur la Figure 1.14(a)
par des fléches respectivement grises et noires en pointillés, comme précédemment.

Dans un deuxiéme temps, on divise le liquide en deux sous-systemes en utilisant une surface de contrdle
perpendiculaire a I'interface [voir Figure 1.14(b)]. En faisant encore une fois I'hypothése que les forces ré-
pulsives sont isotropes, la partie gauche exerce sur la partie droite du liquide une force résultante répulsive.
Ce sont les seules contraintes horizontales qui s’exercent sur ce sous-systéme puisque le solide exerce une
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FIGURE 1.14 Forces induites par la présence d'un solide (région hachurée) sur un sous-systeme donné
de liquide (région grise tachetée). Les forces d’attraction liquide-liquide ont déja été traitées dans la Fi-
gure 1.12, et ne sont donc pas considérées ici. (a) Le sous-systeme est la partie haute du liquide, au dessus
de l'interface, la séparation est paralléle a I'interface. Ce sous-systéme est soumis a des contraintes attrac-
tives de la part du solide (fléches grises) et répulsives (fleches noires en pointillés) de la part de la couche
directement au dessus de la surface (région grise non tachetée). Ces contraintes s’annulent puisque le
sous-systeme est en équilibre. (b) Le sous-systéme est maintenant la partie droite du liquide, la séparation
est perpendiculaire a I'interface. Seules les composantes horizontales sont représentées (le solide exerce en
effet une répulsion verticale sur le liquide a I'interface, compensée par une attraction verticale). De plus,
le solide n’exerce aucune attraction horizontale. Puisque la répulsion est isotrope, les seules interactions
résultantes sur le sous-systéme sont des forces répulsives exercées par le liquide de gauche. La résultante
est donc une force répulsive localisée a I'interface, de la part d'un c6té sur l'autre, et dont I'intégrale vaut
Ysv + YLv — s (voir le texte).

attraction verticale par symétrie, et qu'on a déja traité les forces attractives du liquide. La contrainte attrac-
tive verticale du solide est quant a elle compensée par la répulsion exercée par le solide a I'interface. La force
tangentielle induite par la seule présence du solide est finalement une force répulsive. De plus, son amplitude
n'est pas, de fagon surprenante, égale a ys1.. Au contraire, il a été démontré [29], que cette force est égale a
Ysv + v — 7ysL- Nous en donnons une justification plus bas [a I'équation (1.34)], puis nous reviendrons
sur cette démonstration dans la sous-section 1.5.2. On peut donc noter dés maintenant que cette force est
toujours répulsive quelles que soient les interactions, car ce facteur est toujours positif comme nous allons
le voir.

Finalement, pour combiner les deux effets, nous devons ajouter une répulsion induite par la présence
du solide d’amplitude vsv 4+ yLv — s @ une attraction du liquide d’amplitude ~1y. Il nous reste donc une
force résultante répulsive, d’amplitude sy — 751, exercée sur un coté liquide de I'interface. Cette force peut
changer de signe, si I'angle d’Young, qui mesure la tendance que posséde un liquide a mouiller un solide
(nous reviendrons sur ce point au chapitre suivant), est supérieur a 90 °. Dans ce cas, la force est attractive
puisque ysy — s = YLy cos By < 0, Cest-a-dire lorsque ysy < YsL.

Travail d’adhésion

Tentons de justifier pourquoi I'interaction liquide-solide n’est pas directement reliée a la tension de surface
liquide-solide s, mais a la combinaison vy + v — ysi [33, 23].

La tension de surface liquide-solide représente I'énergie libre nécessaire pour créer une surface unitaire
d’une interface liquide-solide. Pour créer une telle interface, nous partons tout d’abord d’un espace infini
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FIGURE 1.15  Relation entre le travail d’adhésion et les tensions de surface. (a) Pour séparer en deux un
volume de liquide, il faut créer deux interfaces liquide-vide. Le cofit énergétique est donc de Ay, = 2yy.
(b) Pour créer une interface liquide-solide, il faut d’abord créer une interface liquide-vide, et une interface
solide-vide, ce qui colite une énergie sy + YLv. En regroupant ces deux interfaces, on réduit le cotit de
création des deux interfaces originales Ag;, = Ysv + v — 7ys1 grce aux interactions liquide-solide.

de liquide que nous devons séparer en deux pour créer deux interfaces liquide-vapeur [voir Figure 1.15(a)].
Lénergie nécessaire par unité de surface pour séparer le liquide en deux, et donc créer deux interfaces
liquide-vapeur, est appelée « travail d’adhésion » Ay, dii aux interactions liquide-liquide. Nous effectuons
de méme pour le solide, et créons deux interfaces solide-vide grace au travail Ags. Nous avons donc :

2mv = AL, (1.31)
2ysy = Ass . (1.32)

Lorsque nous combinons les interfaces solide-vide et liquide-vide, les interactions attractives solide-liquide
réduisent I'énergie par le travail d’adhésion solide-liquide Agy, [Figure 1.15(b)]. Le bilan s’écrit donc :

YsL = Ysv + v — Asp (1.33)

Donc 'amplitude de I'adhésion liquide-solide s’écrit :

Ast = Ysv + v — YsL (1.34)

ce qui constitue la relation de Dupré. En utilisant la loi d’Young (2.1), qui définit 'angle de contact a
I'équilibre Ay, cette relation s’écrit aussi :

Ast = v (1 + cosby) . (1.35)

Finalement, les forces capillaires induites par les interactions liquide-solide ont une amplitude Ag;, =
v (1 + cos By ) et non pas 7s.

Enfin, de par la faible densité de la phase vapeur, nous allons toujours considérer celle-ci comme étant
sans interaction. Le gaz parfait est une trés bonne approximation du comportement des gaz aux tempéra-
tures usuelles, et celui-ci ne comprend aucune énergie attractive, la pression y est uniquement une consé-
quence des chocs (de la répulsion) comme nous 'avons vu au paragraphe 1.2.1. On pourra se référer no-
tamment a [34] ou la revue de De Gennes [33] pour étudier les différences induites par la prise en compte
de la vapeur.
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1.3 Modeles moléculaires de 'interface

Nous venons d’expliquer qualitativement le comportement des forces capillaires aux interfaces. Il s’agit
maintenant d’aller un peu plus loin et de justifier les raisonnements que nous avons tenus. Cela nous per-
mettra d’insister sur les quelques propriétés fondamentales des liquides, et sur les hypothéses mises en jeu.
Les questions en suspens jusqu’ici sont les suivantes : pourquoi peut-on traiter séparément I'attraction et
la répulsion ? La composante répulsive est-elle vraiment isotrope ? Quelle est la structure moléculaire du
liquide proche des interfaces, et cela a-t-il une influence sur les forces capillaires ? Nous devons donc main-
tenant nous intéresser aux différents modeéles moléculaires qui permettent de traiter la capillarité.

1.3.1 Différents modeles
Une vue statique de la matiére

Les premiéres tentatives de modélisation de la capillarité remontent au début du XIXeme siecle et se basaient
sur une vue statique de la matiére. En effet, la thermodynamique et la physique statistique n’apparurent
que quelques décennies plus tard. Laplace a supposé le premier en 1806 [35] que les liquides a I'équilibre
doivent compenser lattraction que les particules exercent entre elles par une certaine répulsion, due a
I'incompressibilité du liquide. Ce premier modéle simpliste méne au travail Ay = 27y que doivent exer-
cer les forces attractives pour créer deux interfaces liquide-vide, comme nous venons de le voir a I'équation
(1.31). Pour relier ce travail au détail des forces intermoléculaires ¢(r), on doit calculer la force attractive
qu’exerce un espace semi-infini a la distance h d’un autre espace semi-infini, c’est-a-dire que 'on doit cal-
culer in fine I'attraction exercée par un demi-espace infini de liquide sur un volume élémentaire de liquide
a la distance h de celui-ci. Cette intégration est aisée (voir Annexe D), on la note pour instant II(h) et elle
vaut :

h 7 (1 — h) o(r)dr . (1.36)

r

II(h) = 2mp7 /

h
Nous reviendrons sur cette définition a la sous-section 1.4.4. On note juste au passage que la valeur du
double de ce potentiel en zéro 211(0)/pr, = pr, [, ¢(r)4mr?dr correspondrait ici a I'énergie interne at-
tractive par molécule, qu’il faudrait sommer pour trouver I'énergie interne totale (avec un facteur 1/2 pour
ne compter qu'une seule fois les interactions). En effet, pour 'instant, () contient a priori seulement la
partie attractive des forces. Initialement, Laplace I'avait définie comme étant nulle a partir d'une certaine
distance, négative avant, les intégrales étaient donc coupées avant cette distance. Dans les modeles mo-
dernes, on coupe plut6t ces intégrales a partir d’une certaine distance o [23], pour ne pas tenir compte de
la partie répulsive du potentiel mais de la longue portée des interactions attractives. La tension de surface

est finalement reliée a cette intégrale en calculant Ay ; = — fooo II(h)dh. On trouve alors :
T oo [ 3
=1 L/ ro(r)dr (1.37)
0

La tension de surface est donc reliée a un moment du potentiel attractif intermoléculaire (qui est donc
négatif, d’ou le signe moins). De la méme fagon, Laplace en avait déduit la loi qui porte son nom sur la
différence de pression a la traversée d’une interface liquide-vapeur courbée en intégrant non pas sur un
demi-espace mais sur une sphére. Nous reviendrons sur ce point a la sous-section 1.5.3.

Structure de 'interface

En réalité, I'interface liquide-vapeur est diffuse. Ce point a été soulevé par Poisson en 1831 [36], et il a
proposé d’étudier le passage continu d’'une densité p(z) de la densité du liquide a celle de la vapeur. La
premiere idée, développée plus tard par Maxwell puis Rayleigh a la fin du XIXéme siecle (pour une étude
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7

bibliographique compléte, se référer aI'ouvrage de Rowlinson et Widom [9]), a été d’étudier I'énergie interne
par molécule u = 2I1(0)/pr, au voisinage de l'interface (définie dans un plan z = z), en faisant un
développement limité sur la valeur de la densité :

u(z) = 271/ drr2<p(r)/ dfp(z + rcosf)sinf
0 0

d?p
= -2 —m—s 1.38
ap(z) ~m 5 | (139)
au premier ordre non nul du développement, et ot on a défini a = —II(0)/p? la densité moléculaire

d’énergie interne pour un liquide homogeéne (le coefficient a posséde un facteur 1/2 par rapport a 211(0),
qu’on a identifié comme étant la densité moléculaire d’énergie, ce qui signifie que a rend compte en fait des
interactions, c’est donc plus une densité de paire moléculaire qu'une densité moléculaire), qui correspond
au coefficient a de I'équation de Van der Waals [37], et m = —2F [ ro(r)dr. Nous aurons occasion
de revenir sur une définition des coefficients de I'équation d’état de Van der Waals a la section 1.6.
Comme nous I'avons vu al’équation (1.8), la tension de surface est définie comme étant 'exces d’énergie
surfacique due a la présence de l'interface, ’est-a-dire du terme en d?p/dz? dans u(z) (le premier terme

est celui de I'état homogene). On obtient alors :

o0 d2p 0 dp 2
TV = _/_OO mp(z)@dz :m/;oo <d2’> d27 (1'39)
2r [ o ?
- g 0 r4¢(r)dr/_oo <le2> dz | (1.40)

ce qui est valable a priori seulement pour des profils de densité qui varient lentement. La différence avec
(1.37) est que la tension de surface fait cette fois-ci appel a un moment d’ordre supérieur du potentiel.
Enfin, pour déterminer complétement la tension de surface, il faut déterminer le profil de densité p(z), ce
qui peut étre fait en étudiant I'équation d’état du fluide. Il faut donc s'intéresser d'un peu plus pres a la
thermodynamique.

Thermodynamique locale

Lapport de la thermodynamique a la fin du XIXeéme siecle a été de spécifier I'action de la température 7" et
du potentiel chimique p. Dans le cas des interfaces, ce qu’il faut minimiser c’est alors I'énergie libre pour
prendre en compte l'effet de la température, et on définit alors la densité d’énergie libre locale f(z). Le
changement d’énergie libre § F" associé a I'accroissement de la surface A de I'interface se traduit par un
changement dans I'énergie libre locale ¢ f(z). On a alors, en supposant le systéme fermé entre —L et L :

L L
5F—A/_L5f(z)dz—A/_Lg£

L

op(z)dz = A/_L w(z)op(z)dz . (1.41)

T

Quelle est alors la distribution de densité et de potentiel chimique qui minimise I'énergie libre du systéme ?
D’apres cette équation, on trouve tout d’abord que p est constant. Et d’apres I'équation (1.6), il faut qu'a
surface A et quantité n fixées, et a potentiel chimique p constant, la tension de surface iy soit minimale.
La tension de surface, positive, doit donc étre nulle pour minimiser I'énergie libre. Et si elle est nulle, elle
méne a un profil de densité constant par parties d’apres 'équation (1.39) : le profil est une marche d’escalier
entre la densité du liquide et celle du gaz, autrement dit, I'interface est infiniment fine. Ce raisonnement
montre la limite du traitement que nous avons implicitement fait jusqu’ici pour traiter le fait que I'interface
est diffuse. Nous avons supposé que I'on peut définir des densités locales comme p(z) ou f(z), Cest-a-dire
qu’on peut définir une échelle a partir de laquelle les fluctuations microscopiques sont gommeées, mais qui
est plus petite que I'échelle d’interaction des molécules. De plus, nous avons supposé que I'énergie totale
s'opere en sommant ces contributions locales. Or ces deux hypotheses sont fausses : dans un liquide, il y a
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une structure sur quelques échelles moléculaires qui est de I'ordre de I'échelle d’interaction des molécules.
Une des solutions est d’introduire une « corrélation » de I'énergie sur une dimension caractéristique non
nulle (ce qui ménerait, sinon, a une interface infiniment fine, et a 'annulation de la tension de surface).

Théorie de Van der Waals de la capillarité : une énergie libre non locale

Van der Waals a le premier proposé une théorie thermodynamique cohérente avec I'existence de la tension
de surface. Lidée est de définir localement la densité d’excés d’énergie libre fs(z) due a la présence d’'une
interface, en lui conférant une forme non locale [38] :

1 dp 2
z) = — z -m| — 1.42
() = =ulp@)+ gm (2] (142
ol —1(p) est la valeur de la densité d’exceés d’énergie libre pour un fluide homogene de densité p et de
température I' (implicite car supposée constante), représentée sur la Figure 1.16. Cette fonction 1) est donc
nulle pour les densités d’équilibre pr,(T') et py (T'), négative sinon. De plus, la tension de surface est définie
[voir I'équation (1.8)] comme étant I'excés d’énergie libre surfacique :

MLV :/ fs(2)dz . (1.43)

La forme proposée par Rayleigh (1.38) différe de celle-ci car elle intervient sur I'énergie interne et non
pas I'énergie libre. Ce modeéle suppose donc que I'entropie ne contient pas de terme non-local (nous le
justifierons dans quelques pages). De plus, ici m n’est pas forcément une constante de p, donc il n’est pas
forcément utile d’utiliser plus de dérivées de p, il n’y a donc plus a priori d’hypothése d’un profil de faible
pente. Enfin, 1)(p) est relié a I'équation d’état f(p, T") en utilisant la construction des double-tangentes :
—(p) =p—up+ f(p,T) (voir la Figure 1.16). Le signe négatif devant ¢ a été introduit pour des raisons
d’analogies pratiques que nous allons voir dés maintenant. En effet, dorénavant, la minimisation de I'énergie
libre [ fs(z)dz ne conduit plus & une fonction en escalier du profil, mais a I'équation d’Euler-Lagrange
suivante (en supposant ici que m est constant) :

Pp | dy

1.44
d22 t dz =0, (1.44)

ce qui posséde une intégrale premiére ¢(p) + 3m(dp/dz)? = 0, évaluée dans la phase liquide par exemple.
Y(p) étant donné par I'équation d’état, nous pouvons alors inverser l'intégrale premiére pour trouver le
profil. Il correspond a la position d’'une particule de masse m et d’énergie nulle, dans un puits de potentiel
doux qui part de I'énergie 0, s'en échappe avec un temps « infini », puis brusquement passe de 'autre coté
pour rejoindre sa position finale en un temps lui aussi infini. Par exemple, si on modélise 1/(p) par son
expression la plus simple au premier ordre ¥)(p) = —A(p — pr)%(p — pv )2, alors on retrouve le profil de
densité classique en tangente hyperbolique de taille caractéristique { = \/m/A/(pr—pv ), comme on peut
le constater sur la simulation de dynamique moléculaire que nous avons présentée plus tot sur la Figure 1.9.
Enfin, la tension de surface, qui est donnée par (1.43) et 'intégrale premiére, s’exprime par exemple :

7LV—_2/ Plp dz_m/ ( ) , (1.45)

ce qui correspond a (1.39), mais pour le profil d’équilibre donné qui minimise I'énergie libre. Ce profil est
apparu dés lors que nous avons supposé une forme non locale pour I'énergie, c’est-a-dire dés que nous avons
introduit une longueur caractéristique a I'échelle microscopique. Cette longueur est notamment déterminée
par m, qui représente un moment d’ordre supérieur du potentiel.
Jusqu’ici, nous nous sommes placés dans I'approximation de champ moyen. Cette approximation sup-
sy P . . . A r / 3
pose qu'a I'échelle des interactions ¢, on trouve toujours le méme nombre de molécules, donné par p(”.
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FIGURE 1.16 (a) Densité d’énergie libre f(p,T") d’un fluide homogéne de Van der Waals en fonction de
la densité de ce fluide, & température 7" donnée. La situation d’équilibre est donnée par la construction
de la double tangente, qui décrit deux phases de méme potentiel chimique, mais de densités différentes
pv < pr.(b) Y(p) estl'opposé de 'exceés d’énergie libre d’un fluide homogene de densité p. Il correspond
ala distance 4 1a double tangente de f(p). Cest ce potentiel qui est parcouru par le profil de 'interface p (=
jouerait le role d'un temps dans cette analogie) en dérivant de py en un temps infini (avec une vitesse nulle)
eten arrivant  py, en un temps infini. La transition se produit en un temps caractéristique déterminé par
m et par la forme du profil. (c) Profil de I'interface en tangente hyperbolique qui minimise f5(z) (1.42)
am donné. (d) Profil de I'excés local de densité d’énergie libre homogéne, égal a —(z) = $m(dp/dz)?,
chacun des deux membres partagent donc la moitié¢ de I'énergie libre d’exces due a I'interface, yyy.
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Dans le cas ou cette échelle est macroscopique, hypothese est facilement vérifiée, cette approximation est
donc a priori valide pour des interactions longue portée, d’'une portée en tout cas supérieure a I'échelle des
fluctuations au dela de laquelle on détermine p. A I'opposé, cette approximation est fausse proche du point
critique, a proximité duquel I'échelle des fluctuations diverge. Pour I'étude des transitions de mouillage, il
faut donc aller plus loin que cette théorie, et faire appel a des outils qui permettent de traiter les fluctuations :
ceux de la physique statistique. Létude de ces transitions sort du cadre de cette these, nous ne rentrerons pas
dans les détails de ces techniques. Toutefois, il peut étre utile d’aborder quelques propriétés qui émergent
de la physique statistique pour appréhender un peu mieux ce qu’il se passe d’'un point de vue moléculaire
a I'interface, et justifier les hypothéses que nous serons amenés a faire, et qui sous-tendent finalement les
modeles élaborés jusqu’ici.

1.3.2 Physique statistique des liquides

Malgré les riches enseignements de la théorie « quasi-thermodynamique » de Van der Waals, nous nous
sommes temporairement désintéressés de la relation entre la tension de surface et les forces intermolécu-
laires. D’un point de vue historique, il y a eu de la méme facon une absence de modélisation de ce point de
vue entre les tentatives de Laplace au début du XIXe¢ et le début du XXe siecle avec Fowler en 1937 [13]. Nous
allons exposer ici quelques éléments de physique statistique de liquides qui sont nécessaires pour justifier
notre modele.

Energie libre

Dans I'ensemble canonique de température 7, volume V' et possédant IV particules, I'énergie libre F’ est
définie par :

F = —k’BTanN y (1.46)

ou ) est la fonction de partition canonique, qui traduit la normalisation de la densité de probabilité de
trouver N particules & des positions {ry } et quantités de mouvement {py } données, connaissant 'Hamil-
tonien H ({rn}, {py}) dans lequel elles évoluent. On a alors :

1
Qv = 1wy J) exp (-8H) aapY (1.47)

ennotant 5 = 1/kgT. SiI'Hamiltonien est séparable en une partie cinétique %p? /m et une énergie poten-
tielle configurationnelle Vi ({rx}), alors, on peut écrire Q = Zy/NIA3N, ot Zy = [ exp(—BVn)dr™
est l'intégrale de configuration et A = /27 /3h?/m est la longueur de de Broglie. Dans le cas classique &
température ordinaire, cette longueur est tres petite devant la distance entre les molécules. D’autre part, en
I'absence d’énergie potentielle, Zy = V¥, et on peut déterminer I'énergie libre d'un gaz parfait. Dans la
limite ou IV est grand (In N! =~ NIn N — N), I'énergie libre d’'un gaz parfait s'écrit :

3
Fd:NhﬁpnC§y>—q. (1.48)

Cette énergie libre « idéale » permet d’écrire I'énergie libre dans le cas général (dans hypothese ou c’est
séparable toujours) :
F =F" 4 per (1.49)

Z
avec F = — kBTan—]A\[[ . (1.50)
De la méme fagon, on peut exprimer I'énergie interne U = U™ + U®* grace a la définition thermodyna-

mique U = F+TS = F—TOF /0T |y . On retrouve alors U = 3Nk T /2 qui correspond a I'énergie
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cinétique du gaz parfait, et U® = [ Vi exp(—BVn)dr" / Zy, qui représente la moyenne du potentiel Vyy
pondérée par la probabilité configurationnelle.

Dans I'ensemble grand canonique (pour lequel on spécifie le potentiel chimique 4 et non pas V), on
peut définir de la méme fagon le grand potentiel €2 grace a la fonction de partition grand-canonique =, dé-
terminée par la densité de probabilité dans cet ensemble : (2 = —kpT In =, le lien avec la thermodynamique
étant donné par ) = F' — uN.

La connaissance du lien entre les fonctions thermodynamiques et les positions (ou plutdt les probabilités
de trouver les particules & des positions données, c’est-a-dire les fonctions de partition) des particules est
intéressante, mais n'est a ce stade toujours pas d’'une grande aide, car on ne sait toujours pas ou elles sont.
Ce que nous souhaitons trouver est un lien entre un potentiel donné, et la distribution des particules. La
séparation de 'Hamiltonien entre énergie potentielle et cinétique méne naturellement a la séparation des
effets thermodynamiques entre une partie idéale, liée au gaz parfait, et une partie d’'« excés ». Pour simplifier
la quantification de cet exces, nous supposerons dans la suite qu'il n’y a pas de champ d’énergie potentielle
extérieure aux systémes considérés et que le potentiel entre les particules est un potentiel de paire du type
Vy =3 >_ij ®(|r; —1;]), ot ¢(r) est un potentiel intermoléculaire. Le systeme est donc supposé isotrope.

Fonctions de corrélation

Il s’agit maintenant de caractériser la structure du fluide. On doit pour cela définir les fonctions de corréla-
tion, Cest-a-dire les probabilités de trouver les particules en fonction des positions des autres, ce qui nous
donnera des informations sur la structure du liquide. On commence par définir la densité a n particules
(ici dans 'ensemble canonique) :

P () =

1
UV_TL)!Z]V/eXp(—BVN)dr(N_n), (151)

qui représente la probabilité de trouver n particules dans les positions {r,} a dr™ prés, parmi les N par-
ticules données dans 'ensemble canonique. La connaissance de pg\%) (r1,r2) est souvent bien suffisante
pour calculer les propriétés thermodynamiques d’un systéeme. Dans le cas d'un gaz parfait, on retrouve
pg\l,) =V/N=pet pﬁ) = p?(1 — 1/N). On définit ensuite la fonction de corrélation de paire gﬁ) dela

maniére suivante :

P (e, 1) = P (11) o (12) g0 (k1, 12) - (1.52)

Cette fonction représente donc la probabilité pure (non pondérée par la densité), de trouver a la fois une
particule en rj et en ro. Comme le systeme est supposé isotrope, cette fonction ne dépend que de r =
|r1 — ra|, et nous pouvons la noter gx (). La définition dans I'ensemble grand-canonique de ces fonctions
permet de se débarrasser de la dépendance en IV, mais le formalisme est plus lourd (il faut notamment
sommer sur V). Nous supposerons néanmoins a partir de maintenant que nous nous plagons dans cet
ensemble, de sorte que nous pouvons oublier la dépendance en N. Ainsi, la fonction de corrélation g(r)
mesure la déviation au caractére aléatoire de la structure : si g(r) = 1, alors on est certain de trouver une
molécule a la distance r d’une autre, la répartition est alors aléatoire. Si elle est nulle, au contraire, on est
certain de ne pas trouver de molécule a cet endroit. Notamment, lorsque r est trés grand devant la taille ¢
des interactions, on s’attend a ce que le comportement du fluide soit proche de celui d’un gaz parfait, donc
que g(r) = 1 (p® = p? dans I'ensemble grand-canonique). De la méme facon, 4 cause de la répulsion a
courte portée des molécules, g(0) = 0.

En revenant temporairement a 'ensemble canonique, on peut retrouver I'énergie interne potentielle
d’un fluide homogéne : U = 2w Np [ ¢(r)g(r)r?dr = —apN ou a correspond au coefficient de Van
der Waals que nous avons déja rencontré dans la sous-section précédente, en ayant remplacé o(r) (la partie
attractive du potentiel) par ¢(r)g(r). Cela méne ainsi a la démonstration de I'équation d’état de Van der
Waals pour des particules de sphéres dures (ce qui simplifie ¢ (7)), et de faibles densités (ce qui simplifie

g(r)) [22].
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Théorie de la fonctionnelle de la densité

Que se passe-t-il maintenant pour des fluides qui présentent des interfaces ? Il est absolument nécessaire
pour cette étude de prendre en compte les inhomogénéités qui peuvent exister a I'interface, et donc d’étudier
de plus pres les effets de la densité. Lidée derriere la trés riche théorie de la fonctionnelle de densité (Density
Function Theory, DFT) est d’introduire des grandeurs, fonctionnelles de la densité p(r), qui sont minimales
pour la densité d’équilibre. Les grandeurs thermodynamiques, définies par des intégrales sur la densité
sont donc prises explicitement pour n'importe quelle fonction p(r) : Q[p] et F[p], et il se trouve que ces
intégrales possédent les bonnes propriétés [22]. Notamment, on peut définir explicitement la fonctionnelle
de I'énergie libre pour le gaz parfait d’apres (1.48) :

Fil[p] = kBT/p [In(pA?) — 1] dr , (1.53)

mais ce n'est pas le cas de fagon générale pour les liquides. Puisque I'énergie libre peut se séparer en une
partie idéale et une partie d’exces, la difficulté tient donc maintenant dans le fait de trouver une forme
convenable pour la fonctionnelle de I'énergie libre d’excés F*[p]. Et cette fonctionnelle dépend fortement
du potentiel ¢ entre les molécules. Toutefois, lorsque ce potentiel est un potentiel de paire ¢(r1,r2), ily
a un moyen simple de le connaitre. En effet, on peut montrer la relation suivante dans I'ensemble grand-
canonique [9, 22] :

00 1

1
Somay ~ 270 ) = gplr)plg(rr2) (L54)

Alors, on peut utiliser cette relation pour construire I'énergie libre d’excés en ajoutant progressivement un
potentiel A¢(r) avec A € [0; 1] un paramétre de couplage. On a ainsi directement :

1
Flol = Flpl+ 5 [ an [an [ dmpopteioo. ol —nl). 055

Ici, g estla fonction de corrélation de paire pour le méme systéme que le gaz idéal, mais dont I'interaction
est Ao(), cest-a-dire que ce terme prend en compte les corrélations induites par le branchement du po-
tentiel.

1.3.3 Modele simplifié de Théorie de la Fonctionnelle de la Densité (DFT)

Jusqu'ici, les hypotheses sont claires et tout a fait classiques : séparation de ' Hamiltonien entre une énergie
cinétique et configurationnelle, pas de potentiel extérieur, potentiel de paire isotrope, ce qui nous ramene
a une formulation analytique du probleme. C’est a ce point de 'élaboration du modeéle que nous sommes
amenés a faire d’autres hypothéses, puisque g reste inconnue.

Traitement en perturbations et Approximation locale de la densité

Pour une approximation pratique de la DFT, il est trés courant de prendre comme systéme de référence un
systeme purement répulsif, tel qu'un fluide de sphéres dures. Un systéme de spheres dures n’est en théorie
pas totalement équivalent & un systéme purement répulsif, il n’est en effet pas évident de savoir comment
séparer un potentiel entre une partie attractive et une partie répulsive, voir [22]. Alors, on peut traiter par
perturbations 'introduction d'un potentiel attractif entre les particules, tel qu’élaboré dans I'équation (1.55).

De plus, on sait que les forces répulsives sont de trés courte portée. Leur effet est donc trés localisé
autour de chaque particule. En utilisant I'approximation de la densité locale (Local Density Approximation),
la contribution répulsive peut étre estimée a partir d’'un systéme homogene de densité p et de température
T, de particules purement répulsives. La densité d’énergie libre d’un tel systéme est notée f,-(p) (avec une
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dépendance implicite en 7T'). Les forces attractives de longue portée, de type Van der Waals, peuvent alors
étre traitées en perturbation de cet état de référence. Dans ce cadre, la fonction de corrélation de paire est
déterminée par I'état répulsif de référence g, (r1, ra, p) de densité p (et a la température 7"). On peut alors
écrire I'énergie libre du liquide, en notant ¢, la partie attractive du potentiel :

Flol = [ fr(p(e)dr+ 5 [ dripler) [ drap(ea)ge (v m2p)busn(ee ~ i) . (156)

Interface infiniment fine

Pour simplifier encore le traitement, nous devons spécifier comment traiter la densité. Soit nous faisons un
développement en gradient de la densité, et nous retrouvons les modeles de type Van der Waals, soit nous
faisons une hypotheése drastique : I'interface est infiniment fine [39]. En effet, derriére cette hypothese tient
lidée que le profil de I'interface doit étre en premiére approximation indépendant de la géométrie. De plus,
les ingrédients nécessaires a I'existence de la tension de surface sont toujours présents : g, possede bien
une taille caractéristique, et les effets thermiques sont pris en compte implicitement puisque f,, g, et la
densité du liquide dépendent de la température. Cette approximation est appelée sharp kink approximation
ou « approximation de I'interface infiniment fine ». Cette approximation se trouve étre treés utile car elle
simplifie considérablement les calculs. Elle semble toutefois « oublier » les résultats obtenus par Van der
Waals sur le fait que l'interface est diffuse, et que la tension de surface résulte de la pente du profil. En
fait, cette approximation permet de se rapprocher du modéle de Laplace, tout en conservant une longueur
microscopique caractéristique, portée par la fonction de corrélation g,, indispensable a la minimisation
de I'énergie libre. Les ingrédients pour un modele de I'interface sont donc toujours présents, et le calcul
de I'énergie libre non locale est bien prise en compte par g,. De plus, il a été prouvé que ce modele décrit
raisonnablement bien certaines transitions de mouillage, c’est-a-dire méme lorsque les effets de longue
portée sont décuplés au point critique par exemple [40, 41], en comparaison avec I'expérience ou avec des
modeles de DFT non locales.

On définit alors la position de l'interface par la surface d’isodensité p* = 1/2. Les intégrales (1.56)
peuvent alors étre simplifiées car la densité dans chacune des phases est constante. Lénergie libre de-
vient alors une fonctionnelle explicite de la géométrie du domaine £ du liquide. La vapeur ne contient
pas d’énergie attractive, on peut donc considérer que sa densité est nulle, a tout le moins négligeable. Il
reste finalement :

1
F(pr) = fr(pL)/ dr + 2/)%/ drq / dragr(|r2 — r1])Pare(Jr2 — r1|) , (1.57)
c c c

ou L représente le domaine du liquide. On notera alors dorénavant ¢(r) = ¢a(7)gr (7). De plus, si on
tient compte de la présence d'un solide, I'énergie libre du liquide est une fonctionnelle explicite du domaine
L du liquide, et du domaine § du solide, et elle s’écrit :

1
F(pr,ps) :fr(PL)/dr+29%/dr1/dr290LL(|r2r1|)
L L L
+prs/drl/drzms(lrg—rﬂ), (1.58)
c S

ou ¢, représente la partie attractive du potentiel liquide-liquide, pondéré par la fonction de paire g,, et
w15 la partie attractive du potentiel liquide-solide, pondéré lui aussi par la fonction de paire. Le traitement
identique du solide et du liquide introduit un défaut identifiable dés maintenant. En effet, la fonction de
corrélation ne tient alors pas compte de la présence du solide. On s’attend donc a ce que, proches du solide,
les effets de confinement et de stratification que nous avons évoqués plus tot ne soient pas pris en compte.
Nous reviendrons sur ce point aux chapitres 2 et 3 pour étudier I'influence de cet effet sur la loi d'Young
et sur la tension de ligne. C’est néanmoins, de par sa simplicité, la formule que nous utiliserons dans les
prochains chapitres.
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1.3.4 Validation des hypothéses en dynamique moléculaire

Avant d’utiliser pleinement ce modele, il est instructif de discuter les approximations que nous avons réa-
lisées pour obtenir la formulation (1.58) a la lumiére de simulations de dynamique moléculaire.

Une structure déterminée par la répulsion

Le traitement par perturbations nous a amené a considérer que ce sont les forces répulsives qui déterminent
la structure du liquide. Pour vérifier cette hypothése, nous devons alors nous pencher sur la mesure de
cette structure, et donc étudier ce qu'on appelle le facteur de structure S(k). Ce facteur est défini de la
fagon suivante. Tout d’abord, comment caractériser le changement dans la densité locale d p(r) lorsque 'on
branche une perturbation d¢(r) du potentiel sur un fluide homogeéne de densité py ? On peut définir une
fonction de réponse linéaire y de la maniére suivante :

op(r) = /X(r,r’)5¢(r’)dr'. (1.59)

On peut aussi la déterminer dans I'espace de Fourier, et on a alors dp(k) = x(k)d¢(k). Le facteur de
structure est alors défini par [22] :

S(k) = —gﬁ(k) . (1.60)

Po

Ce facteur détermine I'influence d’'un potentiel faible sur la structure de la densité avec le parameétre de
I'échelle d’influence k. Lorsque £ = 0, a grande longueur d’onde, la réponse du fluide est due aux contraintes
macroscopiques, par exemple la pression, donc a la compressibilité du fluide, qui est nulle : S(k = 0) = 0.
On peut d’autre part montrer que ce facteur est lié aux fonctions de corrélation de paire, la région d’intérét de
cette fonction correspond donc aux longueurs d’onde de I'ordre de la distance entre les particules. Enfin, a
trés petite longueur d’onde, inférieure a la distance entre les particules, la réponse en densité a des potentiels
de courte portée n'a au contraire aucune influence, et on a S(k = oco0) = 1.

3 T T T T

Lennard-Jones fluid

p*=0.84 T*=0.72 FIG. 5.1. Structure factor of the Lennard-Jones fluid
close to the triple point (curve) and its representation
by @ hard-sphere model (points). After Verlet.*
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FIGURE 1.17 Facteur de structure sur I'échelle de vecteur d’onde k. Figure numérisée depuis [22]. On
compare deux simulations de dynamique moléculaire : en trait plein pour un potentiel de Lennard-Jones
proche du point triple, les points pour un fluide de sphéres dures. Données d’apres [42].

Ce facteur peut étre déterminé par des mesures de diffusion des rayons X. En effet, il se trouve que S (k)
est proportionnel a I'intensité d'un faisceau diffusée dans une direction par un échantillon de fluide. 1l est
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ainsi depuis longtemps connu (vers la fin des années 1960) que la structure d’un fluide simple (pour des
expériences par exemple sur du sodium liquide [43], ou de I'argon liquide [44]), est identique a ce que don-
nerait un liquide de sphéres dures, déterminé par des simulations de dynamique moléculaire. La Figure 1.17
compare par exemple deux simulations de dynamique moléculaire reprises dans [22], 'une pour un fluide
de spheéres dures (sans potentiel attractif), 'autre pour un fluide de Lennard-Jones. La différence entre les
deux structures est infime, et confirme donc que la structure d’un fluide est majoritairement déterminée
par les contraintes répulsives, et donc que la fonction de corrélation de paire g(r) est la méme que celle
d’un fluide uniquement répulsif : g, (7).

Une répulsion isotrope

FIGURE 1.18 Anisotropie des contraintes A définie a I'équation (1.62) pour des interactions de longueur
inférieure & R*. Le calcul a été effectué sur une couche de hauteur /3 de l'interface liquide-vapeur d’une
simulation de dynamique moléculaire. La ligne verticale en pointillés rouges indique le minimum du
potentiel de Lennard-Jones & R* = 2/6¢ et marque donc la séparation entre le régime répulsif et le
régime attractif. Lanisotropie provient donc principalement de l’attraction.

Lapproximation de densité locale nous a amené a considérer des forces répulsives de courte portée, iso-
tropes, et des forces attractives de longue portée, qui peuvent devenir fortement anisotropes au voisinage
des interfaces. Si Cest le cas, les effets de tension de surface, dont I'origine est due a la forte dissymétrie de
I'environnement des molécules a I'approche de 'interface, proviennent principalement de la composante
attractive de I'interaction. Nous devons donc tester la validité de cette hypothése dans des simulations de dy-
namique moléculaire de l'interface liquide-vapeur, ce qui n'avait encore jamais été réalisé a notre connais-
sance. Nous devons dans cette optique mesurer 'anisotropie du tenseur des contraintes au voisinage de
linterface. Nous définissons ainsi un tenseur des contraintes cumulées 0““(R*) qui inclut seulement les
interactions qui se produisent sur une taille plus petite que R* :

R =) mafed =Y Y fard (1.61)

J#i |rij|<R*

dans un volume donné, ol m; et v; sont les masses et vitesses d’une particule s, et f;; et r;; sont les vecteurs
force et position entre deux particules i et j. La contrainte totale est récupérée lorsque R* = oo, pour lequel
toutes les interactions sont prises en compte. Avec ce tenseur, nous pouvons quantifier I'anisotropie grace
a la différence entre les composantes tangentielles 7" et normales NV a I'interface de la fagon suivante :

E'TT(R*) _ E‘NN(R*)
577 (00) + NN (c0)

Si A = 0, cela signifie que les composantes normale et tangentielle sont égales, si au contraire A = 1,
cela précise que la composante tangentielle prend le pas, enfin si A = —1, alors la composante normale

A(RY) = (1.62)
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prend le pas. La Figure 1.18 représente cette fonction A(R*) calculée dans un portion de couche atomique &
linterface [1]. Laligne en pointillé représente la transition entre le régime répulsif du potentiel de Lennard-
Jones (1.29) utilisé pour r < 2'/65, et le régime attractif, pour 7 > 2%/6. Dans le régime répulsif, les
contraintes sont principalement isotropes car A est nul, alors que dans le régime attractif, les contraintes
sont principalement tangentielles. La répulsion compte pour seulement 20% de I'anisotropie, et ce dans le
trés proche voisinage de la molécule (R* ~ o). Cela permet ainsi de justifier 'approximation de densité
locale pour la répulsion, méme si on peut s’attendre a des différences entre les fluides réels et les fluides de
Lennard-Jones.

En résumé

o La structure locale d'un fluide est déterminée par la répulsion et non pas par
Pattraction.

o Larépulsion peut étre considérée comme isotrope, méme a l'interface liquide-
vapeur, et dépend donc de la valeur moyenne de la densité (et donc implicite-
ment de la température).

o Sion considere que I'interface est infiniment fine, alors I'énergie libre d'un li-
quide et de ses interfaces se réduit au calcul d’'une intégrale sur des volumes
géométriques, de type :

1
F(pr,ps) :fr(PL)/dr—i—Zp%/ drl/dI'ZSOLL(|r2_r1D
c c c

+pLPS/ dr1/dr290Ls(|r2 —r1]) .
c S

o Le potentiel impliqué o (r) représente la partie attractive des interactions inter-
moléculaires, pondérée par la fonction de corrélation de paire.

o Lataille caractéristique de I'interface est cachée dans I'échelle de variation de la
fonction de corrélation de paire.

1.4 Formalisme de calcul des forces capillaires a I’échelle microscopique

Dans le cadre des hypotheéses explicitées précédemment, nous pouvons maintenant créer un formalisme
simplifié qui va nous permettre de calculer les forces capillaires. Par forces capillaires sont entendues les
forces exercées par des liquides sur des liquides ou des solides a la proximité d’interfaces. Ce formalisme
est dans le prolongement de ce qu’ont proposé Merchant et Keller dans un article qui propose une démons-
tration thermodynamique locale de la loi d’Young en 1991 [45], dont les arguments ont été étendus par
Snoeijer et al. en 2008 [46], ou encore pour étudier la tension de ligne par Getta et Dietrich en 1998 [39]
ou Weijs et al. en 2011 [1], ou enfin pour étudier les effets de confinement des liquides a 'approche des
interfaces solides par Bauer et Dietrich en 1999 [47]. Nous allons définir quatre pressions d’'importance : la
pression de disjonction II, la pression thermodynamique Fr, la répulsion p;, et la pression de Laplace. Ces
pressions vont étre largement utilisées dans les chapitres suivants.
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1.4.1 Interactions

On se donne deux phases, liquide et solide, limitées dans I'espace dans des domaines £ et S respectivement
(qui peuvent étre infinis). On note L et JS les limites de ces domaines. Il peut y avoir une phase vapeur
dont les interactions attractives sont négligées. Dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de densité,
nous avons vu que I'on peut traiter les interactions attractives comme des perturbations, et donc séparer les
effets attractifs et répulsifs. On note comme précédemment :

err(r) et @rs(r),

les potentiels d’interaction attractifs liquide-liquide et liquide-solide prenant en compte la fonction de cor-
rélation de paire [voir I'équation (1.58)]. Dans le cadre de 'hypothese d’interfaces infiniment fines, on peut
alors exprimer les potentiels d’interactions entre les phases par :

bri(r) = 72 /L aropn(r— ), (1.63)
b15(6) = prps /E ar'prs(r—r) (1.64)
bsL(r) = pLps /S dr'ors(|r — 1)) . (1.65)

prL et pg sont respectivement les densités du liquide et du solide. Les intégrales dépendent donc implicite-
ment de la forme des volumes. On note donc que ¢y, et ¢1g sont différents & moins que £ et S ne soient
identiques, alors que pour les potentiels intermoléculaires rg = g1, par symétrie de 'interaction de
paire. Enfin notons que la convention de notation est la suivante : ¢ 3(r) représente I'interaction sur une
phase 3 en r de la part d'un domaine de o donné (« de «: sur (3 »).

1.4.2 Répulsion p,

En mécanique des milieux continus, on peut exprimer la force F qu'un liquide exerce sur un solide par :

Fls = — / drVoys — / dAp, , (1.66)
S oS

ou S et OS sont le volume et la surface du solide. Les forces attractives longue portée entre le liquide et le
solide sont donc intégrées sur le volume grace au potentiel ¢ g a I'intérieur du solide, une énergie par unité
de volume, c’est-a-dire une pression. Les forces répulsives courte portée sont isotropes par hypothese, dé-
terminent les fonctions de corrélation de paire comme on I'a vu, et agissent comme une force de contact sur
les bords du volume des solides, c’est-a-dire une pression p,. D’aprés le théoréeme de Green-Ostrogradski,
on peut simplifier cette expression par :

Frs = —/ dA (pr + ¢Ls) » (1.67)
aS

ol dA est orienté vers I'extérieur du volume S. De la méme fagon, on peut exprimer la force exercée par un
solide et un liquide environnant sur un domaine £ de liquide :

FL= - / dAp, — / dr [Voss + Vorr) . (L68)
oL L

= —/ dA (pr + ¢s + orL) - (1.69)
oL

Pour déterminer les forces normales aux bords des volumes, il faut donc connaitre la pression p,.. Le liquide
est supposé étre aI'équilibre partout. Cela signifie qu'un volume élémentaire de liquide subit une force nulle
de la part du liquide et du solide qui I'entourent. Cette condition s’écrit donc localement :
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V(pr+érL +és) =0, (1.70)

C'est-a-dire que le potentiel p, + @11, + ¢ g1, doit étre homogene dans tout le liquide [39, 45]. La pression p,
est donc imposée. En effet, on a fait 'hypothese que la répulsion impose la structure du liquide, en traitant
les attractions par perturbations. La pression p, est donc déterminée par I'incompressibilité de la phase
liquide : elle sadapte en fonction des interactions liquide-liquide et solide-liquide de sorte que le liquide
soit en équilibre a volume constant.

1.4.3 Pression thermodynamique P,

Lexistence d’'une quantité conservée dans le liquide, le potentiel total p, + ¢, + @51, nous permet de
généraliser le concept de pression thermodynamique Py, dela phase liquide. Considérons le cas d’une phase
liquide en équilibre avec sa vapeur. La constante d’intégration de I'équation (1.70) peut étre déterminée sur
les bords du domaine liquide OL. En effet, dans ce formalisme, la répulsion est une force de contact. p,
doit donc étre continu aux interfaces, ce qui n’est pas le cas pour ¢ 1,1, et ¢gr.. Or dans la phase vapeur, les
interactions sont négligeables. La répulsion est donc uniquement due a la pression cinétique P,, et Cest la
seule force que la vapeur exerce sur le liquide. Lorsque I'interface liquide-vapeur est plate, on trouve alors
que p, = P, = P, des deux cotés de I'interface. Si de plus le film de liquide est macroscopiquement épais,
Cest-a-dire qu'a l'interface ¢g;, = 0, on écrit alors a 'interface, du c6té du liquide :

pr+ érL + ¢sp = Pr, + U (0), (1.71)

ou on note 1177, (0) la valeur de ¢, sur le bord d’'un demi-espace infini de liquide. Nous détaillons la
définition de IL,g dans la sous-section suivante.

Nous proposons de prendre (1.71) comme la définition de la pression thermodynamique Py, dans le
liquide, qui est bien constante d’apres (1.70). C’est, comme on sy attend, une caractéristique de la phase
liquide, et elle peut étre identifiée a la pression thermodynamique (1.26) dans la limite macroscopique. En
effet, la pression p, représente la répulsion, qui peut étre trés grande dans la phase liquide, et les potentiels
@rLL et sy, sont attractifs, donc négatifs, et compensent I'augmentation de la répulsion dans le liquide.

1.4.4 Pression de disjonction II

La pression de disjonction est définie comme étant la pression agissant sur un film plat de liquide d’épaisseur
h, due a I'influence du substrat solide [48]. Cette pression est reliée a I'interaction particuliére ¢o5(r) notée
I1,5(h) entre un point de la phase 3 et un espace semi-infini de « a la distance h [voir Figure 1.19(a)].
Cette interaction s’écrit (voir 'Annexe D pour plus de détails) :

ap(h) —papg/ dac/ dy/ dz ag (\/x2+y2+z2) ,
—00 —00 h

= 27rpap5/h r? (1 — h> Pap(r)dr . (1.72)

r

La pression de disjonction peut alors étre calculée selon la formule suivante [46, 47] :
II(h) = Hsr(h) — gL (h). (1.73)

Il est clair que II(h) quantifie le changement d’énergie lorsque I'on remplace du liquide par du solide. En
d’autres termes, C’est la correction au potentiel total a 'interface liquide-vapeur due a la présence d’un solide
a la distance h.
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1.4.5 Tensions de surface

Pour relier ces pressions aux concepts macroscopiques de tension de surface et d’angle de contact, on doit
utiliser les propriétés suivantes [23, 46], que nous avons vues a la sous-section 1.3.1 :

/ 117z, (h) dh = — 27y, (1.74)
0
/ Mps (h) dh = / Mgz, (k) dh = — sy + 51 — 1y » (1.75)
0 0
= — v (14 cosby) . (1.76)

En utilisant pour la derniére égalité la loi d'Young (2.1) comme précédemment a I'équation (1.35). En effet,
les intégrales des pressions I1 1 1, et I, représentent les opposés des travaux d’adhésion Ay, et Ay g définis
aux équations (1.31) et (1.34). Et, par symétrie de 'interaction de paire et puisque les domaines d’intégration
sont identiques, [Ig;, = Il s. En utilisant les définitions de 11 1, et II;g a 'équation (1.72), ces équations
intégrales se réduisent a :

™o [T 5
v = — 2PL/0 rpLL(r)dr, (1.77)
o0
Yv(l + cosby) = —ﬂ'prS/O r3ch5(r)dr. (1.78)

La premiére de ces deux équations a déja été évoquée a la sous-section 1.3.1, pour laquelle la définition de
 était différente.

(a) HLL (h) (b) YLV
e 1
h 5%

FIGURE 1.19 (a) Définition de la pression Il : Cest 'interaction entre un volume élémentaire de li-
quide a la distance h d’un espace semi-infini de liquide. (b) La tension de surface représente I'interaction
entre une colonne élémentaire de fluide de hauteur infinie reposant sur un espace semi-infini de liquide
d’apres I'équation (1.74).

Enfin, on retrouve la normalisation usuelle de la pression de disjonction :

/ IL(h)dh = —~sv +vsL+7,
0

=v(1—cosby) , (1.79)

qui vaut I'inverse du coefficient d’étalement S [33]. Elle Sannule pour fy = 90°, angle pour lequel il devient
équivalent de remplacer du liquide par du solide.
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En résumé

o Le calcul de la distribution des contraintes dans un liquide a I'équilibre en in-
teraction éventuellement avec un solide se réalise de la fagon suivante :

- On détermine les énergies volumiques d’interactions ¢ par des calculs
d’intégrales volumiques du potentiel intermoléculaire.

- Larépulsion est déterminée par I'équilibre local :
pr+éLL + ¢si = cste .

- La répulsion est continue a la traversée des interfaces, et vaut dans une
phase vapeur P,, la pression.

- Ondétermine les forces par les contraintes surfaciques dues a la répulsion,
et les contraintes volumiques dues aux attractions.

«  Une grande partie des interactions se réduit au calcul de pressions I1() définies
par I'interaction d’un élément de volume a la distance i d’un espace semi-infini.

«  Ces forces sont dimensionnées par les tensions de surface, qui agissent en tant
que normalisations intégrales des pressions II d’interactions.

1.5 Calcul des forces capillaires aux interfaces

Nous pouvons maintenant fournir une structure détaillée des champs de pression a I'intérieur des liquides,
ce qui nous donne en théorie acces aux forces. Ceci sera possible pour des géométries simples, tant que nous
pourrons calculer les interactions. Nous fournissons dans cette section un rappel de résultats classiques de
I'expression des forces capillaires, dans le cadre du formalisme développé ci-dessus. Les cas plus compliqués
liés a la ligne de contact seront abordés aux chapitres 2 et 3.

1.5.1 Pression aux interfaces planes

Considérons pour commencer l'interface liquide-vapeur. Nous continuons a considérer que la densité de
la vapeur est nulle, mais elle garde sa pression P, (la pression dans les gaz est d’origine répulsive, la densité
dans notre calcul n’intervient que pour les forces attractives). De plus, un solide est présent a une distance
trés grande de l'interface liquide-vapeur, comme indiqué sur la Figure 1.20(a). A linterface, du coté de
la vapeur, la répulsion p, vaut donc P,. Cette répulsion est continue comme nous I'avons vu. On peut
donc déterminer la pression thermodynamique du c6té du liquide au niveau de 'interface. Il nous faut
alors préciser les interactions liquide-liquide et liquide-solide au niveau de I'interface liquide-vapeur. Pour
linteraction liquide-solide, c’est simple, le solide est suffisamment loin pour que I'interaction soit nulle :
¢sr, = 0. Pour linteraction liquide-liquide, on est a la surface, on a donc ¢, = Il (0). On trouve
finalement comme précédemment P;, = P, d’apres I'équation (1.71).

Quelle est alors la force exercée sur le solide par le liquide ? Pour la calculer, nous devons utiliser
I'équation (1.67) et spécifier le systeme du solide sur lequel les forces s’appliquent. Le choix naturel pour
déterminer les contraintes a I'interface se tourne vers une colonne du solide, de surface A, de profondeur
infinie [voir Figure 1.20(b)]. On doit alors spécifier les potentiels aux bords de ce volume, et les intégrations
de ces potentiels nous donnent les forces tangentielles sur les bords verticaux, et normales sur I'interface
liquide-solide d’aprés I'équation (1.67). A I'interface liquide-solide, les interactions nous donnent : ¢,1, =
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FIGURE 1.20 (a) Répulsion aux interfaces dans le cas d’un liquide d’épaisseur macroscopique entre une
phase vapeur et un substrat solide. La répulsion est continue et vaut P, dans la phase vapeur, elle vaut donc
P, alinterface liquide-vapeur. Par conservation du potentiel P, qui vaut P, dans ce cas, on détermine la
répulsion & I'interface liquide-solide, qui vaut p, = P, —IIg7 (0). (b) Schéma du calcul des forces dues au
liquide agissant sur une colonne S de solide (en gris clair) d’aprés I'équation (1.67). Attention, ce schéma
ne représente pas la distribution des forces. Les forces de contact du solide sur S ne sont pas représentées.
La force totale vaut P;, = P, dans ce cas.

I17,7.(0) car on est a la surface d’'un demi-espace infini de liquide, et ¢ 57, = I157,(0) pour la méme raison.
Par conservation du potentiel (1.71), on a donc la répulsion p, = Pr, — IlIg(0) = P, — IIg1(0). De
plus, par symétrie, on a IIg7,(0) = II1g(0) car les domaines d’intégration sont identiques. On obtient la
composante normale a 'interface en intégrant seulement sur la face supérieure du systeme :

Fro— — / dSe. (pr+ b15) . (1.80)
= — P,Ae, . (1.81)

On retrouve donc bien le fait que la force sur le solide est la pression hydrostatique P, transmise par le li-
quide. Sil'on tient compte de la gravité, celle-ci doit étre prise en compte dans la pression thermodynamique
P, définie par I'équilibre local des forces (1.71). On retrouve alors le fait que la force qui s’applique au solide
est une force par unité de surface, une pression P, donnée par la loi de I'hydrostatique P = P, + pgh, ou
h est la hauteur de la couche de liquide de densité p.

Le calcul des forces tangentielles n'a que peu d’intérét ici, sauf a déterminer les contraintes dans le solide,
car le solide doit appliquer en son sein I'équivalent d’une répulsion p, qui doit étre égale a la contrainte
locale de sorte que localement il reste a I'équilibre et ne soit pas déformé. Les contraintes tangentielles a
Pinterface dues au liquide, dans le solide, sont en tout cas égales a IT;, s () 4 la distance h de I'interface (voir
1.20b). Nous reviendrons quoi qu’il en soit sur I'expression de ces forces tangentielles dans le solide dans le
prochain chapitre.

Supposons maintenant que le solide est a la distance h de I'interface liquide-vapeur, et que h n’est pas
suffisamment grand pour que les interactions solide-liquide soient négligeables a I'interface liquide-vapeur
(voir Figure 1.21). Nous souhaitons toujours déterminer la valeur de la pression thermodynamique Py,
ce que nous pouvons aisément faire a I'interface liquide-vapeur. Linteraction liquide-solide reste simple :
¢sr, = gz (h). Pour interaction liquide-liquide, on doit opérer la construction détaillée & la Figure 1.22.
On trouve alors ¢r,;, = I11,,(0) — Iz, (h). La pression thermodynamique vaut donc, d’aprés (1.71), dans
la couche :

P, =P, + HSL(h) — HLL(h) ,
=P, + H(h) ) (1.82)
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en utilisant la définition de la pression de disjonction (1.73). Cela justifie d’autant plus le choix de la pression
thermodynamique que nous avons utilisé.

pT‘:PU
pr:Pv

P =P, +1I(h)
pr =P, + H(h) = HSL(O)

7

FIGURE 1.21 Répulsion aux interfaces dans le cas d’'un liquide d’épaisseur macroscopique entre une
phase vapeur et un substrat solide. La répulsion est continue et vaut P, dans la phase vapeur, elle vaut donc
P, aTlinterface liquide-vapeur. Par conservation du potentiel Py, qui vaut P, dans ce cas, on détermine
la répulsion a I'interface liquide-solide, qui vaut p, = P, — Iz (0).

hy L R

FIGURE 1.22 La densité d’énergie attractive ¢, a la surface d’un film d’épaisseur h peut étre décom-
g

posée en deux contributions : la premiére est celle d’'un demi-espace infini 4 laquelle on doit soustraire

la deuxiéme contribution, celle d'un autre demi-espace infini, mais situé a la distance h. On trouve donc

¢rr =1 (0) = I (h).

De plus, c’est encore une fois dans ce cas cette pression thermodynamique P;, qui appuie sur la surface
solide a I'interface liquide-solide. En effet, sur cette interface, on a toujours ¢r;, = Il (0) — L1 (h)
le potentiel a la surface d’un film d’épaisseur h (Figure 1.22), et ¢5;, = 1157, (0). On trouve donc d’apreés
(1.71) et (1.82) : p, = P, +1lgr(h) — Il (0). Ainsi, en réalisant le méme bilan que pour la Figure 1.20(b),
on trouve la force normale a I'interface qui appuie sur le solide Fiy/A = P, + II(h) par unité de surface.
Notons que nous avons de nouveau utilisé la symétrie IIg7, (h) = II;g(h). Enfin, on retrouve encore une
fois ici le résultat classique.

Pourtant, a une interface liquide-solide, on ne peut pas généraliser le fait que la pression qui s’applique
sur le solide est Pr.. En effet, il y a plusieurs contre-exemples : d'une part en proximité d’une ligne de contact,
comme nous le verrons au chapitre 2, la force normale n’est pas Pr.. D’autre part pour des interfaces liquide-
solide non planes, la force normale n’est pas non plus Py, (voir 1.5.4).

En résumé

o Silinterface liquide-vapeur est plane, la pression exercée par le liquide sur un
solide plan est :

- P, sileliquide possede une épaisseur trés grande devant I'échelle molé-
culaire,

- P, +II(h) la pression de disjonction si I'épaisseur est comparable.
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1.5.2 Force tangentielle de tension de surface
Interface liquide-vapeur

Examinons maintenant la force qu’exerce une moitié de demi-espace infini de liquide sur I'autre moitié,
pour retrouver la force tangentielle de tension de surface. Il nous faut cette fois-ci déterminer la répulsion p,
dans toute la colonne de liquide, tout en ayant toujours P;, = P, comme précédemment. A une distance
h de la surface, le potentiel liquide-liquide s'écrit [la décomposition est donnée sur la Figure 1.23(a)] :
¢ =215 (0) =z (h), etona¢gr, = 0.On en tire donc d’apres 'équation (1.71) :

pr(h) =Py + (k) —L(0) . (1.83)

Ensuite, il faut déterminer le potentiel attractif créé par les domaines a I'extérieur du systéme sur lequel
on souhaite étudier les forces. On I'a vu, les forces se calculent en connaissant le potentiel a la surface du
systeme. Il s’agit donc ici de calculer le potentiel créé par un quart d’espace infini de liquide a sa surface. La
décomposition est donnée sur la Figure 1.23(b), et on trouve :

1

érr(h) =HLL(0) — §HLL(}Z) - (1.84)

[©.9)

FiGUure1.23 (a)Ladensité d'énergie attractive ¢ 1, al'intérieur d'unliquide a la distance & del'interface
vaut ¢, = 2I1;,1,(0) — 111, (k). (b) La densité d’énergie attractive ¢, 1, 4 la surface d’'un quart d’espace
ala distance h du coin vaut ¢, = %(2HLL(O) —Hrr(h)) =1L (0) — %HLL(h).

La force est alors donnée par I'équation (1.69). Ici, seule la force horizontale nous intéresse, la surface
sur laquelle on intégre les potentiels est donc la surface verticale, de profondeur W, de hauteur infinie. Elle
sécrit :

Pr— - / (92 (1) + dri () dA.,
oL
= — W/O <PU + ;HLL(h)> dh . (1.85)

La distribution correspondante est représentée sur la Figure 1.24. Cette représentation confirme bien I'image
que nous avions donnée a la sous-section 1.2.2. Lattraction dépend en effet moins (moitié moins en fait)
de la distance a I'interface que la répulsion, ce qui donne bien lieu a une force supplémentaire par unité de
longueur localisée a I'interface, et d’amplitude par unité de profondeur du contour :

1

—2/ Hrr(h) = v, (1.86)
0

d’apres 'équation (1.74). Notons que nous ne nous intéressons pas aux forces verticales, qui se calculeraient
sur I'interface liquide-vapeur et sur 'autre face au fond du liquide, et qui se compensent. On peut aussi
contourner le probléme des forces verticales en prolongeant le systtme dans la phase vapeur, de densité
nulle. Ce que nous venons de calculer est donc bien la force totale qui s’exerce a la traversée de I'interface.
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pr =10
<—:> -
¢rr =1 (0) — %HLL(h) ::_ _: pr = (k) =111 (0)
<—:— ->
<« - >
<« - L

FIGURE 1.24  Calcul des forces tangentielles dues au liquide agissant sur un quart d’espace de liquide
L (en gris clair) d’apres I'équation (1.69). Les forces de contact dues a la pression statique P, ne sont pas
représentées (P, = 0).

Interface liquide-solide

Pour I'interface liquide-solide, on effectue le méme calcul. Pour un point a la distance h de I'interface, la
répulsion vaut comme précédemment par conservation du potentiel Pr, = P, :

Dy = PU + HLL(h) — HLL(O) — HSL(h,) = PU — H(h) — HLL(O) . (1.87)

Les forces tangentielles a I'interface liquide-solide qui s’appliquent a un quart d’espace de liquide, de pro-
fondeur W, et de hauteur L, sont uniquement dues au liquide et aux forces de répulsion. En effet, comme
on I'a vu, le potentiel liquide-solide ne posséde de gradient dans I'équation (1.68) que selon la direction
verticale, normale a I'interface, la projection de ce gradient dans la direction tangentielle est donc nulle. Les
forces tangentielles se simplifient donc :

FT = - / (pr(h) + bro(R)) dA,

oL
o0 1
_ / <pv T (h) - HSL(h)> dh .
0
= —WLP, + Wyy — W (vsv — vsz + 1v) (1.88)

d’apreés les équations (1.74) et (1.75). On retrouve les deux contributions a I'interface liquide-solide que nous
avions mises en lumiére a la sous-section 1.2.3. La premiére provient de 'absence de liquide sur un demi-
espace ce qui crée une force attractive yry par unité de longueur. La deuxiéme provient de I'attraction du
solide, et pousse avec la force par unité de longueur ysy — sz, +7Lv. Finalement, la force nette d’origine ca-
pillaire par unité de longueur sur le liquide a I'interface liquide-solide est une force tangentielle a I'interface,
répulsive, et elle vaut ygy — s, ce qui est conforme a ce que nous avions qualitativement démontré sur la
Figure 1.14.

Interface liquide-liquide

On peut généraliser ces résultats a 'interface liquide-liquide. On se donne alors deux liquides L; et Lo,
séparés par une interface plane. On sépare I'espace perpendiculairement a I'interface en deux espaces semi-
infinis. Quelle est la force exercée par une moitié d’espace sur 'autre ? On S’attend a retrouver la force 1,1,
puisque I'interface traverse perpendiculairement la surface de contrdle. Reprenons pour clarifier les étapes
de calcul que nous avons déja faites.

Tout d’abord, nous pouvons séparer le systéme en deux, du moment que nous ne calculons pas de forces
internes. Il s’agit donc de calculer la force exercée par un demi-espace de L; et Ly sur un quart d’espace de
L; pour commencer (voir Figure 1.25). La force totale par unité de longueur sur ce sous-systéme de L;
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résulte de trois origines : (1) la force d’attraction du quart de L; extérieur au systeme total, (2) la force
d’attraction du quart de Lg extérieur au systéme total, (3) la force de répulsion sur la surface de controle.
Nous avons déja calculé la premiére (1), Cest la force attractive v1,y. La troisiéme (3) est équivalente a ce
que nous venons de calculer juste au-dessus a l'interface liquide-solide, car la pression résulte des mémes
interactions. Si 'on généralise ce résultat précédent, la force exercée par la surpression dans le liquide L
générée par la présence de Ly est alors yr,v — 1,1, + 71,v> qui pousse tangentiellement sur le sous-systeme.
Jusqu'ici, on retrouve donc (1)+(3) la force tangentielle répulsive analogue au cas d’une interface liquide-
solide : y1,v — 71,1, Il faut enfin ajouter (2) la force tangentielle attractive exercée par le quart de liquide
L2 a l'opposé du sous-systeme : — fooo ®L,L, (h)dh. Or, le potentiel d’attraction est de la méme fagon que
précédemment ¢z, 1, (h) = 3111, 1, (h). La force totale de cette contribution est donc une force attractive
d’amplitude %(%2\/ —1L,L, +71,v)- Finalement, la contribution tangentielle totale (1)+(2)+(3) sur la partie
de Ly du systeme total est une force répulsive %(wzv — YLL, — YL,v), ce qui est négatif d’aprés la relation
de Dupré équivalente, donc C’est en fait une force attractive d’amplitude opposée %(’YLle + Y,V — ML)
comme c est noté sur la figure.

Pour la deuxiéme partie du systéme & considérer, la situation est exactement symétrique, on en déduit
donc que la force pergue est une force attractive de %(’YLle + Y1,v — 1,v). En sommant les deux contri-
butions, on retrouve au final la force attractive 1,1,. On voit sur la figure que les deux forces, localisées
chacune dans les quelques couches atomiques autour de I'interface, ne sont pas égales. Il ne faut pas en dé-
duire la présence d’une contrainte de cisaillement car tout se passe en fait dans la méme zone. Notre modele
a permis d’identifier six sources a ces contraintes qui contribuent a la force nette de tension de surface : deux
de pression, et quatre sources attractives, croisées deux a deux entre les deux liquides.

QL1 : I
YLV <—|
1 @PLsLy, Pr
5(’YL2V — YL1Lo + ’7L1V) 4_: =9 VLoV = VLiLo T VL.V
force totale sur Lj : .
L4 H 5(7L1L2 TV — 7L2V)
] = TLiL
i force totale sur Lo I | 142
_I 5(’YL2L1 + YL, v — L, V)
| Lo

FIGURE 1.25  Calcul des forces tangentielles a travers une interface entre deux phases liquides £; et Lo.
Ce schéma ne représente pas la distribution réelle des forces mais leur origine microscopique. Les forces
tangentielles agissent séparément sur le sous-systéme de £ noté L; en haut a droite, et sur le sous-systéme
de £, noté Ly en bas a droite. Sur le sous-systéme L, on identifie trois sources de contraintes tangentielles,
dela partde ¢1,1,> $r,1,> €t pr. La premiere source et la troisiéme source ont déja été vues aux figures
1.12 et 1.14. La deuxiéme se calcule aisément. La contribution totale sur ce premier sous-systéme est au
final une force attractive de %(’yLle + YL,v — 71,v)- La contribution sur le deuxiéme sous-systéme Ly en
dessous s’en déduit par symétrie L |Lo. La contrainte tangentielle totale se réduit finalement a la force
attractive vy, 1,.
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En résumé

« Laforce tangentielle exercée par un coté d'un liquide sur un autre a I'interface
liquide-vapeur vaut ypy.

« La force tangentielle exercée par I'ensemble du solide sur un cété de liquide a
Iinterface liquide-solide vaut ysy — s + YLy, ce qui correspond au travail
d’adhésion, et ce qui pousse le liquide.

En comptant I'action supplémentaire des interactions liquide-liquide exercée
par autre c6té du liquide, on trouve une force attractive totale de s, — sy.

o Laforce tangentielle exercée par la moitié gauche d’une interface liquide-liquide
sur la moitié droite vaut bien 7y,1,. Cela prend en compte a la fois les auto-
interactions et les interactions croisées.

1.5.3 Pression de Laplace

Lorsque les interfaces sont courbées, les domaines d’intégration différent, et les énergies ne sont plus les
mémes. Il s’agit de démontrer que I'énergie volumique d’interaction a la surface d’une interface de courbure
K est [45, 39] :

¢rr = Hrp(0) — vk . (1.89)

Si k > 0, I'interface est concave, le domaine d’intégration du liquide est donc plus grand, le potentiel est
donc plus grand en valeur absolue. Le potentiel étant celui d'une énergie attractive, il est négatif, et on
retrouve le signe négatif dans 'expression ci-dessus. Enfin, on peut noter que ceci représente le premier
terme du développement géométrique de I'équation de I'interface. Le terme de pente ne peut pas intervenir
par symétrie.

Démonstration microscopique a deux dimensions

On se place a la surface d'un cylindre (invariant selon la direction transversale), de courbure x > 0 pour
fixer les idées. On cherche & connaitre le potentiel sur I'interface au point (0, 0). Linterface est déterminée
au premier ordre par I'équation h(z) = Srz% On note p!'F(z, ) linteraction entre le point (0,0) et
une ligne transversale a la coordonnée (z,z) : 1 F(x,2) = p2 [ oL ( z?2 +y? + 22> dy. Alors,

linteraction volumique s’écrit, en séparant la contribution d’'un demi-espace, que I'on connait déja :

0o h(zx) P
o =111(0) +/ d:v/ dz prr(z, 2) . (1.90)
—00 0

On fait ensuite Papproximation que ¢*'”(z, 2) est constant pour z € [0; h(x)], compte tenu de la longueur
de variation de l'interaction (X' L(r) oc 775)

o

o1~ T (0) + / dz h(z) ol (.0)

— 00

H [ee]
~ 1l (0) + 2/ dz 2* ¢7 1 (x,0) ,
—00

~ HLL(O) — YLVK .

En effet, on a I'équivalent de I'équation de fermeture (1.74) pour le potentiel d)P L (voir Annexe D) : v =
— fooo r2 oPL(r) dr.
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pr =P, ¢rr = Hpp(0) — vk

Pr = Ly \

P, =P, — vk

—yvk — s (0)

7 / 707

FIGURE 1.26 Répulsion p, dans un film macroscopique de liquide, dont I'interface liquide-vapeur pos-
sede la courbure x (négative sur ce schéma). Le potentiel attractif a la surface est ¢, et est donc moins
négatif (attractif) que IT; 1, (0). Le potentiel thermodynamique P, correspond lui 4 la pression de Laplace
P, — yvk. La surpression a I'intérieur de la goutte est bien positive dans ce cas.

Démonstration macroscopique a deux dimensions

Soit une couche de liquide définie par z = h(z), reposant sur un substrat solide en z = 0. Lénergie libre
par unité de longueur s'écrit :

Flh, 1] = /F(h,h’,:r) da | (191)
L(h, b 2) = vV 1+ W2 + 50 — ysv (1.92)

Lénergie d’'interaction ¢ s’écrit a une constante prés comme la dérivée fonctionnelle de I'énergie par rapport
al'interface :
dF[h, ]

Sh(z) ~’
_or_dor
~ Oh  dxOn’

h// (;L')

(1+ h/2)3/ 27
= — ’YLvFJ(ID) .

¢ = (1.93)

= — v

Force

On considére une couche de liquide, dont 'interface avec la vapeur posséde la courbure «, reposant sur un
substrat solide plan. Comme précédemment, nous devons déterminer la pression thermodynamique dans
le liquide. A l'interface liquide-vapeur, on a p, = P,, ¢51, = 0 si le solide est suffisamment loin, et enfin
o =11 (0) — yLvk (voir Figure 1.26). On trouve donc, d’aprés I'équation (1.71) :

PL = Pv — YLVK . (194)

On reconnait bien la pression de Laplace usuelle. Comme pour la pression de disjonction, la pression de La-
place résulte d’un effet gé¢ométrique du domaine de liquide qui agit sur les molécules. Enfin, cette pression
thermodynamique est bien celle qui appuie sur I'interface plane liquide-solide, comme on I'a vu précédem-
ment a la sous-section 1.5.1.

1.5.4 Pression de Laplace a I’interfacel liquide-solide |

De la méme fagon, nous pouvons calculer les forces exercées par un liquide sur un solide courbé. On étudie
donc le cas d’une couche de liquide, dont I'interface liquide-vapeur est plane, et dont I'interface liquide-
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solide posséde une courbure . Si  est négatif, le solide est convexe, et le liquide est concave. A la traversée
de linterface liquide-vapeur plan, on détermine comme précédemment le potentiel thermodynamique :
Pp, = P,. A linterface liquide-solide, le liquide posséde une courbure —x, donc le potentiel d’attraction
liquide-liquide vaut ¢1,;, = II1,1,(0) 4+ vk d’apreés 'équation (1.89) (si k < 0, le domaine liquide est plus
grand donc ¢ 1, est plus négatif). De la méme facon, le potentiel d’attraction du solide sur le liquide vaut :
1+ cosfy
PR
par analogie avec le potentiel liquide-liquide. En effet, d’aprés les équations (1.74) et (1.76), Cest bien le

facteur vy (1 4 cosfy)/2 qui intervient cette fois ci en facteur de la courbure k. On en déduit alors la
répulsion a I'interface liquide-solide par conservation de Py, :

¢sr = Hsp(0) — v (1.95)

cosfy — 1
2
Ensuite, pour déterminer les forces a I'interface, il nous faut aussi connaitre le potentiel liquide-solide (du
liquide sur le solide), qui n'est plus égal au potentiel solide-liquide car les domaines d’intégration ne sont
plus identiques, mais la symétrie (k| — k) permet tout de méme de le déduire trés simplement de (1.95) :

pr = Py, + v K — HSL(O) . (1.96)

1+ cos by

¢rs = rs(0) + Mg f- (1.97)

Et on a toujours IIg7,(0) = IIzg(0). Il nous faut enfin spécifier la valeur du potentiel liquide-solide a
lintérieur du solide, a une distance & sous la surface. Nous faisons I'’hypothése que les effets géométriques
se séparent, C’est-a-dire que I'effet de courbure se ressent principalement a la surface et que la dépendance
en h est la méme que dans un demi-espace infini de solide. On s’attend donc a ce que le comportement
dans le solide ne soit pas perturbé par la géométrie de I'interface, sauf pour sa valeur en zéro déja donnée a
I'équation (1.97) :

¢rs(h) =Irg(h) pour h >0, (1.98)
1 +COSHY/<;
—

Cette hypothese est probablement un peu forte, il suffit en fait que les intégrales de Il g et de 15 soient
égales, pour mener au résultat suivant.

Il faut ensuite spécifier le sous-systéme dans le solide sur lequel nous allons exprimer les forces dues au
liquide. Nous choisissons une portion S du solide qui s’appuie sur I'interface liquide-solide de courbure
comme indiqué sur la Figure 1.27, et qui présente au liquide une surface d A infinitésimale. Comme a la sec-
tion précédente, pour simplifier les calculs géométriques, nous supposons I'invariance dans une direction
de I'espace, c’est-a-dire que le solide possede une profondeur 1. Les échelles représentées sur cette figure
sont volontairement disproportionnées, la courbure & est a priori faible. Langle de cette portion vaut donc
da = kdA/W < 1. Sur cette portion S, d’aprés I'équation (1.67), les forces dues au liquide se calculent
aux bords 95 du volume aux actions de p,. a I'interface liquide-solide, et de ¢1,g sur tout 9S.

On souhaite connaitre la pression nette exercée par le liquide, donc on projette les forces dans la direc-
tion normale a 'interface, notée z sur la figure. Lintégration sur le contour est séparée en deux contribu-
tions, la premiére de la part de I'interface liquide-solide, la seconde de la part des c6tés du sous-systéeme, et
s écrit en particulier d’apres 'équation (1.76) :

¢1s(0) =Irs(0) + v (1.99)

FN = — (p, + ¢15(0)) cos(dar)d A + 2 /00 Wdh sin (d;) ors(h) ,
0

= — dA(Pv -+ YLV cos (9yl€) + HdA/ HLs(h)dh s
0

= —dA(P, + vy cosbyk — yyvk(1l + cosby)) ,
= — dA (PU - ’}/Lvl-i) . (1100)
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FiGUre 1.27 (a) Répulsion p, dans un film macroscopique de liquide, dont I'interface liquide-vapeur
est plane et 'interface liquide-solide possede une courbure «, négative sur ce schéma. Le potentiel ther-
modynamique est P, = P, la pression de la vapeur a I'interface liquide-vapeur. La répulsion a I'interface
liquide-solide est déterminée par la valeur des potentiels attractifs sur cette interface (voir le texte). (b)
Détail du calcul des forces dues au liquide agissant sur une portion S du solide courbé (les proportions
ne sont pas réalistes car la courbure est censée étre faible), d’angle da, d’aprés I'équation (1.67), non re-
présentative de leur distribution a I'intérieur du solide. La répulsion p, est donnée en (a), et le potentiel
attractif est donné par (1.98) et (1.98). Les forces de contact du solide sur S ne sont pas représentées. La
force normale totale est donnée a I'équation (1.100).

On note que pour la contribution des cotés du sous-systeme, 'intégration a été prolongée jusqu’a I'infini,
car la courbure est supposée faible. Pour résumer, si le solide est convexe (une sphére par exemple), c’est-
a-dire pour k < 0 selon nos conventions, alors le liquide appuie sur le solide : la pression de Laplace
~YLvk Sajoute a la pression statique P,, le solide subit une pression plus forte. Par exemple, si on a une
spheére solide a I'intérieur d’une goutte sphérique de liquide, la pression de Laplace doit étre comptée deux
fois positivement pour déterminer la pression sur le solide. De fagon surprenante, les tensions de surface
solide-vapeur et solide-liquide (ou I'angle d’Young fy) n’'interviennent plus dans cette expression. Enfin,
contrairement aux cas précédents, ce n'est pas la pression thermodynamique P;, = P, qui appuie sur
linterface liquide-solide.

En résumé

o Laforce exercée par un liquide dont I'interface possede la courbure  (k > 0 si
le liquide est convexe) sur un solide plan vaut P, + Yy k.

o La force exercée par un liquide dont l'interface est plan, sur un solide dont
Iinterface posséde la courbure x (k > 0sile solide est convexe), vaut P, +rv k.

1.6 Potentiels intermoléculaires

Avant de passer aI'étude des contraintes dans le liquide au voisinage des lignes de contact au chapitre 2, nous
devons examiner les potentiels intermoléculaires Notamment, dans le but de calculer numériquement les
contraintes sur des géomeétries plus compliquées, nous allons devoir faire un choix de potentiel, et donc de
fonction de corrélation de paire. En effet, jusqu’ici les raisonnements ne dépendent pas du potentiel, seules
les propriétés intégrales (1.74) et (1.75) sont importantes. Rappelons que le potentiel ¢5(r) représente la
partie attractive des interactions intermoléculaires, pondérée par la fonction de corrélation de paire g, (7).
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1.6.1 Fonctions de corrélation de paire

Nous I'avons vu, la fonction de corrélation de paire g(r) représente 'environnement d’'une molécule. Elle
mesure la probabilité de trouver une molécule a la distance r d’'une autre. Elle doit donc étre nulle en = 0,
et valoir un pour r >> o, ol ¢ est la distance typique entre les molécules. Elle doit de plus pour les liquides
avoir un maximum au voisinage de r = o, rayon pour lequel, un liquide étant compact, il y une grande
probabilité de trouver une autre molécule. Si le milieu est dense, de plus, il doit y avoir une structure a
Iéchelle moléculaire, et donc on peut aussi s’attendre a voir quelques oscillations aprés ce maximum, lorsque
la fonction tend vers un, ce qui ne sera pas le cas pour des gaz peu dilués (il est trés peu probable de trouver
a la fois une molécule en r = a et une autre en r = 20). Un exemple typique de fonction de corrélation
de paire est présenté sur la Figure 1.28, et peut par exemple étre mesuré a partir des facteurs de structure,
présenté sur la Figure 1.17.

g(r) (a)

T >
0 o r

FiGURE 1.28 Fonction de corrélation de paire a deux particules typique (a) pour un liquide de forte
densité (b) pour un gaz de faible densité.

Facteur de Boltzmann

Nous allons tout d’abord nous placer dans le cas d'un milieu dilué. On suppose que les positions des par-
ticules sont indépendantes les unes des autres. Dans ce cas, la fonction de corrélation de paire est propor-
tionnelle au facteur de Boltzmann. La fonction de corrélation de paire d’'un milieu dilué est donc en général
approchée par [37] :

g(r) = exp [—Zg] , (1.101)

ou ¢(r) représente l'attraction entre les molécules, de type Van der Waals, k est la constante de Boltzman,
et T' la température, et ce qui posséde la bonne constante de proportionnalité puisque le potentiel attractif
va a zéro lorsque r — 0. Elle décrit donc bien les fonctions de paire représentées sur la Figure 1.28(b).
C’est-a-partir de cette expression notamment que I'on peut retrouver I'équation d’état de Van der Waals
(1.26), dans le cas particulier ici d’interactions attractives de Van der Waalsen 1/ rS. En effet, on peut d’autre
part démontrer cette équation d’état dans un cadre plus large (le développement du viriel) pour tout po-
tentiel d’interaction (), ce que nous ne ferons pas ici. On part de 'expression de I'énergie libre (1.57) de
notre modele de DFT simplifiée, qui décompose I'énergie libre entre une partie idéale de répulsion, qui est
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celle d'un gaz parfait, et une partie attractive de perturbation, dans I'hypothése des interfaces infiniment
fines :

o0
F = FGP+p2V/ dr 4mr?g(r)p(r) , (1.102)
0

ou on a supposé que le liquide est invariant, ce qui a permis d’intégrer une fois sur le volume V' = Np, et
ot N est le nombre de particules du fluide. Si ¢(r) o 1/79, alors d¢/dr = —6p/r, ce qui nous permet
d’introduire le coefficient du viriel 7 dy/dr dans I'expression de I'énergie libre :

2 OO d
F=FCGP _ ;pN/ drr?’g(r)d—f . (1.103)
0

Alors, en utilisant la forme de la fonction de corrélation de paire (1.101), qui s’écrit formellement g(¢(r))
et qui est telle que dg/dy = kpTg, on peut écrire que g(¢)dp/dr = —kgT d[g(r) — 1]/dr et intégrer
par parties :

2 [e.9]
F=FCF 4 WkaBT/ drr?’i (g(r)—1), (1.104)

3 0 dr
2 [e.e]

= F9P ¢ %kaBT {[r?’(g(r) D=3 drr?g(r)—1]| , (1.105)

0
= FOP _ 27rkaBT/ drr®[g(r) —1] . (1.106)
0

A ce stade, on retrouve le formalisme habituel du développement du viriel. Pour calculer 'intégrale, on la
sépare en deux domaines : pour r > o, g(r) — 1 = —¢(r)/kpT, et pour r < o, g(r) — 1 ~ —1.On
obtient donc :

GP o 1 [*
F=F"" 4+ 21pNkpT | — + —— drrp(r)| (1.107)
3 kgl J,
que 'on met sous la forme :
F = FSF 4+ B(T)pNkpT , (1.108)
00 2 3
avec B(T)=0b— et a= —27r/ drro(r) et b= 7 (1.109)
kT - 3

Le terme de correction B(T") est couramment appelé second coeflicient du viriel, et les coefficients a et
b sont les coefficients de I'équation de Van der Waals : b représente un volume moléculaire, et a est une
pression d’attraction intermoléculaire. On retrouve finalement cette équation d’état en dérivant I'énergie
libre par rapport au volume V' = N /p = Nv, supposé trés grand devant b et en connaissant par ailleurs la
pression du gaz parfait P& = kgT /v, oti v est le volume moléculaire :

oF kT a
P__<MJTNv—b_M' (1.110)

Pour finir, le modéle de DFT simplifié permet donc de retrouver I'équation d’état des fluides, mais cette
équation ne permet pas en général de décrire correctement les fluides, bien qu’elle contienne les ingré-
dients nécessaires. La fonction de corrélation de paire de type Boltzmann est donc bien plus adaptée au gaz
qu'aux liquides, mais elle est une premiére approximation en général suffisante pour décrire la plupart de
la phénoménologie des liquides. Toutefois, dans la suite, nous irons plutot vers une simplification de cette
fonction.
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Modeéle de spheéres dures

Pour les liquides, il n’existe pas de fonction de corrélation analytique simple. Une stratégie par exemple, qui
ne capture pourtant pas les fluctuations de densité, consiste a utiliser des fonctions dépendant notamment
du facteur de Boltzmann et a prolonger le développement du viriel en densité pour permettre de décrire les
phases plus denses [22, 49]. Historiquement, une approximation tres simple de la fonction de corrélation
consiste a prendre un modele de sphéres dures. On définit la fonction de corrélation correspondante de la
fagon suivante :

g(r)=1 pour r>op,
=0 pour r<og. (1.111)

Le potentiel d’interaction qui intervient dans le calcul de I'énergie libre (1.57), et en prenant une attraction
de Van der Waals, devient donc :

CH
r)= —— pour r>of,
30( ) 6 P H
=0 pour r<og, (1.112)

ou cyy représente 'amplitude de I'interaction entre molécules. Ce potentiel permet de définir la constante
de Hamaker pour un matériau de densité p [23] :

H = 7r2p2c]2g . (1.113)

Pour ce potentiel, on peut alors calculer les différentes interactions introduites précédemment a la sec-
tion 1.4, notamment la pression Iz, (h) pour un liquide définie & I'équation (1.72) :

H
I/, (h) = — 63 Powr h>omg,
=0 pour h<op. (1.114)
A
g(r) (a)
1- —
0 >
OH r
o(r) 1 (b)
0 —
CH
UHS T >
oH T

FIGURE 1.29 Fonction de corrélation de paire simplifiée du potentiel de sphéres dures. (b) Potentiel
intermoléculaire effectif.

On peut ensuite relier la tension de surface a la constante de Hamaker [50] gréice a la propriété de
fermeture (1.74) :
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2
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De la méme fagon, on peut calculer les interactions entre différents volumes, notamment entre des cylindres.
C’est selon ce modele que I'on peut interpréter des expériences fines de mesures de forces entre diftérents
volumes de solides et de liquides, et comparer aux mesures de tensions de surface [23]. Historiquement,
ce modeéle a donc constitué la premiére tentative élaborée d’étude microscopique de la tension de surface
au XXe siecle puisqu’il a permis de relier la tension de surface a une quantité microscopique [50], et d'en
faire une étude expérimentale. Le modéle ressemble fortement au modele de Laplace, mais notre modele de
DFT simplifiée permet d’en expliciter la validité et de I'étendre, alors que par exemple Navascués en 1979
considere le modele d’'Hamaker comme « semi-empirique ».

Fonction de corrélation numérique

Nous souhaitons dans les chapitres suivants calculer les contraintes dans le liquide et dans le solide créées par
des volumes donnés de liquide et de solide a I'équilibre. Il s’agit donc, comme nous I'avons vu dans la partie
précédente, de déterminer les pressions répulsives et potentiels attractifs aux voisinages des interfaces. I
faut donc se donner une fonction de corrélation de paire. Toutefois, dans 'objectif de simplifier les calculs
et étre capable de réaliser des calculs numériques dans un temps raisonnable, nous allons devoir choisir
une fonction simple, analytique, dont le comportement est raisonnable. Enfin, plutdt que de se donner une
fonction de corrélation, il est plus utile de décrire directement le potentiel d’interaction déja pondéré par
cette fonction. Dans la suite, a chaque fois que nous ferons des calculs numériques d’interfaces dans le cadre
de la DFT simplifiée, nous utiliserons alors le potentiel suivant, régularisé sur une taille moléculaire o p, et
représenté sur la Figure 1.30 :
p(r) = ————. (1.116)
(0% +12)

Ce potentiel décrit une attraction pour r >> o de type Van der Waals, en 1/7. Pour  ~ o p, il est régula-
risé de facon isotrope par une fonction de paire, certes inconnue, mais dont la fonction de test présentée ici
donne une idée du comportement. o représente donc la taille effective sur laquelle la répulsion intervient.
c représente 'amplitude de I'interaction, et sera donc remplacé par cy1, ou cr g selon que 'on considere les
interactions liquide-liquide ou liquide-solide. Nous avons choisi ce potentiel pour des raisons de confort
mathématique. Les résultats macroscopiques ne dépendent pas en fin de compte du détail de cette régula-
risation, mais seulement du parameétre o p. Ce potentiel nous permet alors de calculer les interactions pour
tous volumes liquide £ et solide S donnés.

e(r) 1
0 — — - —
C
0'D6 T |

(o8>} T

F1GURE 1.30 DPotentiel d’'interaction régularisé par la fonction de corrélation de paire, utilisé dans les
calculs numériques, et décrit a 'équation (1.116).

Le détail des contraintes pour r ~ o p ne doit donc pas étre tenu pour rigoureux car il dépend de la fonc-
tion de paire que nous avons choisie. Les résultats présentés ci-dessous tiennent donc plus lieu d’une illus-
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tration des contraintes, que de leur répartition exacte. Toutefois, les propriétés intégrales de ces contraintes,
C'est-a-dire les propriétés macroscopiques, ne dépendent plus de ce choix comme nous allons le voir.

1.6.2 Calcul des contraintes au voisinage des interfaces pour un potentiel ad hoc

D’apreés I'équation (1.72), on peut calculer analytiquement la pression II,3(h) pour le potentiel (1.116)
choisi, entre un point de [ a la distance h d'un demi-espace infini de la phase o (o et [ représentent le
liquide L ou le solide .5) :

& h
IIyp(h) = 2ﬂpap5/ dr r? <1 — ) ©ap(r) , (1.117)
h T
_ _ TpaPscas [ cot () _H} . (1118)
407, oD oD op+h

En fonction de 'interaction (L L ou SL) on exprime alors les contraintes intégrales (1.74) et (1.75) :

o] 2
2y = —/ ULz (h)dh = 7TC4L7L2PL , (1.119)
0 %))
o me
v +Ysv —YLs = v (l +cosby) = — / Hps(h)dh = % (1.120)
0 D

Interface liquide-vapeur

On souhaite illustrer les contraintes décrites aux figures 1.12 et 1.25. La répulsion au sein du liquide est
donnée par (1.83), car l'attraction locale la compense exactement :

_p W T e (Y lop

Elles est représentée sur la Figure 1.31 en pointillés. Pour représenter les contraintes d’'un quart d’espace
infini de liquide sur un autre, on représente l'attraction correspondante ¢ 1,7, (h) donnée par (1.84) :

orr(h) = v [cot1 ( h ) -7 — JMD] ) (1.122)

op g (h/op)?

qui est représentée en noir sur la Figure 1.31. La somme des deux nous donne la contrainte tangentielle sur
un quart d’espace de liquide en fonction de la distance h a I'interface, comme nous I'avons vu a la sous-
section 1.5.2. Enfin, I'intégrale de cette somme nous redonne bien la tension de surface yry.

Si nous choisissons le modele de Hamaker présenté plus haut, la distribution est qualitativement iden-
tique mais quantitativement légérement différente, avec notamment des profils qui possédent des ruptures
de pente, mais les propriétés macroscopiques sont exactement équivalentes par construction (voir I'article
de Snoeijer et al. [46] qui utilise explicitement ce modele). De la méme fagon, une fonction de paire qui
irait a 0 en » = 0 serait un meilleur choix, mais ne modifierait pas les propriétés macroscopiques de notre
modele. Le choix de ce potentiel est donc au final purement pragmatique, il permet de calculer rapidement
les contraintes. Le détail exact des contraintes qu’il révéle n’est donc pas a prendre au pied de la lettre, mais
comme une illustration qualitative possédant les bonnes propriétés.

Interface liquide-solide

De la méme fagon, on peut illustrer les pressions au voisinage de I'interface liquide-solide, comme sur la
figure 1.14. On prend par exemple 0y = 7/3, ce qui nous détermine le rapport entre les potentiels attrac-
tifs liquide-liquide et liquide-solide. On trouve comme précédemment d’apres I'équation (1.87) la pression
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FiGUre 1.31  Contraintes dans le liquide en fonction de la distance % a une interface pour le potentiel
donné par (1.116). En pointillés, on observe 'augmentation de la répulsion dans le liquide par rapport a
P, la pression dans la phase vapeur, qui sature & sa valeur « bulk », égale & 7o p /1v. En trait plein noir, le
potentiel attractif (négatif) créé par un quart d’espace de liquide. En trait plein orange, la somme des deux,
qui reste négative, et sannule dés que h est de 'ordre de quelques tailles moléculaires o p. Lintégrale de
cette somme nous donne la tension de surface 1y, qui est négative et donc représente bien une attraction
localisée dans quelques couches moléculaires sous la surface. Ici, la surface jaune est bien égale a un.

répulsive a une distance h de I'interface :

polh) = P+ 1 [(cos by — 1) [cotl ((ThD) - %} " w} S )

Nous pouvons séparer dans la répulsion I'effet dii a 'absence de liquide, et 'effet dt a la présence du solide.
Si on met de coté attraction du liquide, dont I'effet est identique a celui qui intervient a 'interface liquide-
vapeur, il reste la répulsion qui provient de la présence du solide :

v ik _ hjop
pr(h) = o (14 cosby) [cot <0D) TS (o (h/aD)Q} , (1.124)

en ayant soustrait (1.121) a (1.123).

Les contraintes tangentielles au dessus de I'interface dues a la présence du solide, sont uniquement
dues a la répulsion car, comme nous I'avons vu a la sous-section 1.5.2, le solide semi-infini n’exerce pas
de force tangentielle par symétrie. Les contraintes sont alors représentées a la Figure 1.32. Lintégrale de
cette contrainte est en effet égale a +71y (1 + cos fy ), et représente toujours une pression supplémentaire
quelque soit fy . Pour trouver la contrainte totale, on doit ajouter I'attraction —~1y, que nous avons calculée
ci-dessus. La contrainte tangentielle fotale est donc répulsive si fy < 90 °, attractive sinon. On observe une
différence quantitative a laquelle nous nous attendions par rapport aux simulations de dynamique molécu-
laire présentées a la Figure 1.13. En effet, les contraintes tangentielles a I'interface liquide-solide présentées
ici dans le cadre du modéle de DFT simplifiée ne présentent pas d’oscillations dues aux phénomeénes de stra-
tification. Ce phénomeéne est en fait pris en compte de fagon autocohérente dans la définition de la tension
de surface 7ysp,, qui correspond a 'intégrale du profil des contraintes, quel que soit ce profil.

1.6.3 Longueurs de régularisation du potentiel

La longueur o représente une taille moléculaire, sur laquelle la fonction de paire évolue. Nous souhaitons
ici comparer cette longueur, op dans le cadre du potentiel de test (1.116) choisi, & d’autres modéles. Nous
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FIGURE 1.32  Contraintes dans le liquide dues au solide en fonction de la distance h a I'interface solide-
liquide pour le potentiel donné par (1.116), pour 8y = /3. Seul I'effet de la présence du solide est
représenté, I'effet du liquide a été traité sur la figure 1.31. En pointillés, on observe 'augmentation de la
répulsion a 'approche du solide en A = 0 due a I'attraction du solide. Le solide n’exerce pas de contrainte
tangentielle, donc 'intégrale de cette somme nous donne la force totale par unité de longueur vy (1 +
cos Oy ). Cette contrainte est positive, et représente une répulsion d’un quart d’espace de liquide sur I'autre,
localisée sur quelques distances moléculaires a. Ici, la surface jaune est bien égale a 1 + cos 6y = 1,5.

pouvons notamment étudier la constante de Hamaker qui a été beaucoup étudiée expérimentalement [23],
ou encore ce que nous donnent des simulations de dynamique moléculaire.

Valeur expérimentale de la constante de Hamaker

La constante de Hamaker H a été définie a 'équation (1.113) griace a un modele de spheres dures, de taille
or. Nous avons pu d’autre part la relier a la tension de surface a I'équation (1.115). Cette constante est
accessible a I'expérience grace a des dispositifs de mesure de force entre des cylindres, et on peut la calculer
grace a la théorie de Lifshitz, en connaissant les propriétés diélectriques des matériaux, leur indice optique,
et leur fréquence d’absorption dans 'UV. Ensuite, on peut mesurer les tensions de surface, ce qui nous
permet de trouver en théorie o . Toutefois, il n’est pas du tout évident que oy soit le méme pour des
liquides différents, ni que le o7 trouvé soit celui qui corresponde a ce modeéle particulier de potentiel.

Les données expérimentales regroupées et utilisées par Israelachvili [23] sont reproduites sur la Fi-
gure 1.33. Le meilleur ajustement en tenant compte des incertitudes nous donne la valeur expérimentale
suivante : 0f7 ezp = 0,16 &= 0,01 nm, retenue a 0,165 nm par Israelachvili. Il fait ainsi remarquer I'aspect
universel de cette valeur pour des solides et des liquides tres différents. D’autre part, cela ne marche pas
pour les métaux, car ils présentent des énergies de liaison beaucoup plus fortes, dues au interactions de
courte portée entre électrons.

Enfin, si nous souhaitons comparer les modeéles, nous devons le faire pour des attractions équivalentes,
les amplitudes des potentiels, et des quantités macroscopiques, les tensions de surface, équivalentes. C’est-
a-dire d’apres les équations (1.112) et (1.116) d'un c6té et (1.115) et (1.119) de l'autre :

CH =CLL (1.125)

meHpL _ CLL (1.126)
240?{ 8(7]2j ' '
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FIGURE 1.33 Constante de Hamaker H en fonction de la tension de surface ypy pour différents solides
etliquides. Les données correspondent aux données expérimentales de tension de surface, et aux données
théoriques de la constante de Hamaker en utilisant les propriétés diélectriques des matériaux, utilisées
par Israelachvili ([23], tables 11.2 et 11.4) pour déterminer la longueur moléculaire o . Les incertitudes
sont estimées a 20% sur H et 5% sur yry. Le meilleur ajustement des points en noir donne o cop =
0,16 &+ 0,01 nm. Les points rouges ont été écartés, car ils correspondent a des liquides possédant de
fortes liaisons hydrogénes (eau, méthanol, formamide). Un point se trouve a vy = 1,2 x 107*Jm™2,
Cest 'hélium liquide.

1l suffit donc de prendre op = /30 . Lajustement des données expérimentales nous indique donc que
OD,exp = V3 % 0,161 ~ 0,28 nm, car le modéle ne dépend pas du détail de I'interaction.

Modéle cristallin de I'interface

Israelachvili propose de plus un modeéle cristallin de la surface pour comparer la valeur de oy au diameétre
moléculaire o 4. Si le milieu posseéde un structure compacte, décrite par exemple par une maille cubique a
face centrée, on peut calculer la densité p du milieu en fonction de la taille moléculaire : p = /2/ 03.La
densité surfacique s s’obtient en coupant un plan moléculaire. Une molécule qui avait 12 proches voisins
men a plus que 9 et on obtient s = 2/1/30%. Enfin, le nombre de liens manquants pour un atome a la
surface est de 3, donc on a un déficit d’énergie de = 3cr1,/ O'g. Ainsi, la tension de surface s’écrit :

1 V3H

YLV = 58(56 = (1127)

2 2
27rUA

On obtient donc un rapport 24/3v/3/7 ~ 2,57 entre oy et 0 4, approximé a 2,5 par Israelachvili. En
prenant la valeur expérimentale pour o, on trouve 04 ¢y, ~ 0,41 nm, ce qui est tout a fait raisonnable
pour des atomes usuels.

Simulations de dynamique moléculaire

De la méme fagon que précédemment, nous souhaitons obtenir pour une méme interaction attractive, le
rapport entre la taille d’écrantage op et la taille moléculaire opsp dans des simulations de dynamique
moléculaire. Les simulations utilisent le potentiel de Lennard-Jones suivant (voir section 1.2) :

i (r) = e {(UMD)H - (UMD)6] . (1.128)

r T
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La méme interaction attractive au sein du liquide est atteinte lorsque 4ey, 1,05 = ¢ 1. Si nous souhaitons

comparer notre modeéle numérique a des simulations de Lennard-Jones, nous devons donc prendre cr;, =
802 v/ mps daprés Péquation (1.119). Cela nous donne :

2 4 1/2
D _ <7TpL6LLUMD> . (1.129)
oMD 27y

Une simulation typique, comme nous avons pu en réaliser précédemment a la section 1.2, s'effectue avec
err = 3,00kJmol™l, py, = 26,8217nm™, et opyp = 0,34nm. Cela nous a permis de mesurer une
contrainte de tension de surface égale a vy ~ 31,8k]J mol~! nm~2. Cela nous donne alors oD, simu ~
1,54 opp ~ 0,52 nm. Or, I'ajustement des données expérimentales nous a donné op ¢pp ~ 0,28 nm. Il
y a donc une légere divergence entre les simulations de dynamique moléculaire et I'expérience, bien que
I'ordre de grandeur soit juste.

1.7 Conclusion

La structure des interfaces est connue et comprise depuis quelques dizaines d’années grace a I'essor de la
physique statistique des systemes inhomogenes. Ici, nous avons utilisé ces résultats pour mettre en avant
quelques propriétés fondamentales des liquides. Tout d’abord, la structure d’un liquide est déterminée avant
tout par la répulsion entre les particules. Cette répulsion est a I'origine de I'incompressibilité des liquides,
et contraint le liquide a avoir un volume constant et notamment un nombre de particules par unité de
surface aux interfaces constant. Ensuite, attraction entre les particules peut étre considérée comme une
perturbation de cet état de référence. Elle détermine ainsi la forme géométrique des volumes de liquide, ce
que l'on interpréte par le phénomeéne de tension de surface.

Nous avons pu relier la tension de surface et la partie attractive des interactions (pondérées par la fonc-
tion de corrélation de paire) grace a un modéle extrémement simplifié dans le cadre de la théorie de la
fonctionnelle de densité, dans lequel nous avons fait une approximation locale sur la densité, et dans lequel
nous supposons que l'interface est infiniment fine. Bien que ces approximations soient radicales, le modéle
contient suffisamment d’ingrédients pour comprendre la capillarité, et notamment son aspect non local,
capturé par la taille caractéristique de la fonction de corrélation de paire.

Ce modele permet alors d’interpréter les phénomenes de la capillarité trés naturellement en termes
géométriques. D’une part, ce modele nous permet une relecture géométrique des modeles de la capillarité
présentés par Laplace, puis Van der Waals et Hamaker. D’autre part, ce modéle permet de comprendre la
séparation des effets de la répulsion et de 'attraction dans un liquide, ce qui permet de déterminer tres
simplement les contraintes dans un liquide par des arguments géométriques. En effet, la répulsion résulte
de I'équilibre local dans le liquide. De plus, cette répulsion est une contrainte surfacique, elle se transmet
donc entre différents domaines a travers les interfaces. Lattraction est ensuite déterminée par les interac-
tions (pondérées par la fonction de corrélation) entre les différents domaines, ce qui se résume en un calcul
purement géométrique. Enfin, pour relier ces attractions aux tensions de surface, nous utilisons la nor-
malisation des interactions données par le travail d’adhésion. Grace a ces trois ingrédients, nous pouvons
déterminer complétement la distribution des contraintes dans un liquide, éventuellement sous I'influence
d’un domaine de solide indéformable donné.

Ce modele géométrique fournit ainsi des outils simples pour « sonder I'échelle microscopique », ou plus
précisément pour spécifier les contraintes capillaires a cette échelle. Son utilisation est ainsi justifiée par la
simplicité des représentations qu’il appelle, et leur grande généralité. Il a enfin permis de trouver un résultat
inédit jusqu’ici : 'existence d’une pression de Laplace particuliere (proportionnelle a yry) qui s’exerce sur le
solide a I'interface liquide-solide. Nous examinerons au prochain chapitre les implications de cette nouvelle
contrainte.
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Notre approche va permettre par la suite de réinterpréter les phénomeénes de mouillage géométrique-
ment. Uétude des interactions entre des domaines moins standards tels que des coins permet dans ce cadre
de démontrer la loi d’Young grace aux forces exercées sur un coin de liquide (chapitre 2). Linfluence géomé-
trique des domaines d’interaction permet ensuite d’exprimer la tension de ligne (chapitre 3). De la méme
facon, I'étude de la localisation des forces capillaires dans un solide va aussi nous permettre d’interpréter
des résultats inédits d’interactions entre un liquide et un élastomere (chapitre 4).

Toutefois, nous avons restreint notre étude aux cas d’interactions simples (de type Lennard-Jones) entre
molécules, cette approche ne saurait convenir pour des liquides complexes, ainsi que proche de transitions
de mouillage. D’autre part, il reste le probléme de I'étude des forces aux interfaces avec le solide. Or, nous
avons basé nos raisonnements sur une équivalence entre point de vue mécanique et thermodynamique, ce
qui n’est plus juste dans le cas des solides. De plus, nous avons vu que la fonction de corrélation de paire
a cette interface est particuliére a cause des effets de stratification, ce qui doit avoir une influence sur les
forces exercées a travers cette interface. Cette double ambigiiité est a I'origine de I'incessante remise en
cause de la loi d’Young comme nous allons le voir dans le chapitre suivant. Mais nous avons développé ici
les outils suffisants pour valider cette loi. D’autre part, cette distinction appelle a différencier 'équilibre du
liquide, exprimé par la loi d’Young, et les forces qu’exercent les liquides sur les solides, qui ménent a des
situations hors d’équilibre (il faut en général un opérateur pour empécher un solide d’étre expulsé hors d'un
liquide par les forces capillaires). Il faut donc absolument faire une autre distinction sur les forces a prendre
en compte pour faire ces bilans. En effet, si 'on considére que le solide est un liquide, la force exercée a
travers I'interface est gy, comme nous 'avons démontré avec la Figure 1.25, cette force prend en compte
les forces d’interactions internes au solide. Or, sil'on ne considére que les forces exercées par le liquide sur le
solide, alors la force exercée par le liquide, tangentiellement a I'interface est ysy — s, comme nous I'avons
démontré avec les Figures 1.12 et 1.14. Le point de vue du solide est donc crucial pour pouvoir exprimer
les résultantes des forces exercées par un liquide sur un solide, ce qui est une situation tres générale qui est
notamment utilisé pour mesurer des tensions de surface.



Chapitre

La ligne triple

It is necessary to premise one observation, which appears to
be new, and which is equally consistent with theory and with
experiment; that is, that for each combination of a solid and a

fluid, there is an appropriate angle of contact between the
surfaces of the fluid, exposed to the air, and to the solid.

THOMAS YOUNG, 1805

An essay on the cohesion of fluids, Phil. Trans. R. Soc. London
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2.1 Laloi d’Young

2.1.1 Le mouillage

La loi fondamentale du mouillage, la loi d"Young (2.1), est connue depuis 1805. Sa découverte est survenue
trés tot, avant toute tentative sérieuse d’explication microscopique de la tension de surface. Elle exprime
I'angle de contact 0y que fait le bord d’un liquide a I'équilibre lorsqu’il repose sur un solide (voir Figure 2.1).
Cet angle est donné par les tensions de surface intervenant dans le probléme, les tensions solide-liquide sy,
solide-vapeur, sy et liquide-vapeur 71y, grice a la formule suivante :

v cos By = sy — YsL - (2.1)

Nous en donnerons plusieurs démonstrations et interprétations dans la suite. Cette loi est d'une trés grande
importance dans beaucoup de domaines. En effet, toute situation ot trois phases s’interceptent est suscep-
tible de connaitre des effets de mouillage. De nombreuses applications sont donc concernées : traitements de
surface, dépdts de liquides, drainage, pulvérisation, refroidissement par évaporation, imbibition des maté-
riaux poreus, etc., et ce pour des liquides allant de 'eau aux huiles (graisses, lubrifiants, pétrole), aux solvants
(liquides de refroidissement), aux solutions chimiques (surfactants), aux suspensions (encre, peintures)...
On se rend compte alors que le contrdle des surfaces et des liquides est extrémement important pour déve-
lopper ces applications : on peut rendre des surfaces hydrophiles ou hydrophobes par traitement chimique
par exemple (ce que nous ferons dans les chapitres 4 et 5.

v

Z

FIGURE 2.1 Angle de contact 0y que fait un liquide £ sur un substrat solide S.

La loi d’Young permet de décrire la forme des gouttes a I'équilibre sur un substrat. Dés lors que les trois
tensions de surface sont connues, I'angle de contact est connu. Par exemple pour de petites gouttes, pour
lesquelles seules les énergies de surface sont pertinentes (on peut ainsi négliger I'énergie gravitaire), nous
avons vu que la forme est déterminée par minimisation de la surface a volume donné : ce sont des calottes
sphériques, des portions de sphére, et dont 'angle de contact est donné par la loi d’Young. Trois situations
émergent de cette loi :

« SoitI'on peut définir un angle de contact et on parle de mouillage partiel (0 < fy < 180 °). On parle
parfois de non-mouillage pour 6y > 90°.

« Soit les tensions de surface sont telles que le cosinus de I'angle ne peut pas étre défini, et :

- Soit on est en mouillage total : « cosfly > 1»i.e. ysv > s + YLy, ce que I'on caractérise par
0y = 0. Un liquide forme en fin de compte un film macroscopique sur le substrat, sans ligne
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I3

de contact. En fait, sy ne peut jamais étre supérieur a sy, + yrv, sinon I'énergie totale pourrait
étre abaissée en intercalant un film d’épaisseur macroscopique de liquide, d’énergie vs1, + YLy
Un tel substrat solide contient donc toujours un tel film, et les tensions de surface effectives a
I'équilibre sont telles que sy = “si, + YLy et donc cos @y = 1 dans le cas du mouillage total.
Cette situation est souvent celle des substrats de haute énergie : les solides covalents, ioniques
ou métalliques possédent des énergies de surface de 'ordre de 500 mJ m~2 [34], contrairement
aux solides moléculaires (et liquides moléculaires) qui possédent des basses énergies de 'ordre
de 50 mJ m~2. Leau sur du verre trés propre peut par exemple présenter cette propriété.

- Soit«cosfy < —1»ie. s, > sy +7Lv, ce qui Warrive jamais car on'a vu aI'équation (1.34),
ona~ys, = Ysv + v — Asp, ot Agp est le travail d’adhésion solide-liquide, qui est toujours
positif pour des interactions longue portée attractives (Cest le cas pour les liquides simples).
Les cas de mouillage partiel avec un angle de contact trés grand est en fait un cas approché de
Oy =~ 180°, Cest le cas par exemple de I'eau sur des surfaces végétales. On appelle ces situa-
tions superhydrophobes : les petites gouttes forment des sphéres sur les substrats, et roulent
littéralement dessus. Il est souvent nécessaire d’avoir des conditions de rugosité pour obtenir
ces situations superhydrophobes, en plus de conditions thermodynamiques [51], ce qui va par
exemple introduire un film d’air entre le substrat et le liquide, et favoriser la superhydrophobi-
cité.

2.1.2 Conséquences

La loi d"Young ne décrit malheureusement que des situations idéales, que 'on ne rencontre pour ainsi dire
jamais. En effet, de nombreux problémes peuvent intervenir : inhomogénéités chimiques a la surface solide,
inhomogénéités chimiques dans le liquide (avec des surfactants par exemple), rugosité du substrat, situa-
tions métastables, transitions de mouillage, ligne de contact mobile, piégeage de la ligne... ces problémes
étant trés souvent localisés a I'échelle microscopique.

Hystérésis

Une des premiéres conséquences de ces inhomogénités (chimiques ou géométriques) est de créer des phé-
nomenes d’hystérésis pour I'angle de contact : silaligne de contact a relaxé dans une position, cette position
dépend d’oti elle a relaxé, de son histoire. Cela a plusieurs conséquences. D'une part d’'un point de vue pra-
tique, la mesure d’'un angle de contact, relativement aisée comme nous le verrons par la suite, doit donc
préciser cette hystérésis. On définit donc en pratique I'angle en fonction de la situation dans laquelle il a
été mesuré, et typiquement cela signifie qu’il faut spécifier si la ligne de contact était en avancée (la ligne de
contact se déplace vers les régions de solide sec), ou en reculée (laligne de contact se déplace vers les régions
de solide mouill¢), on parle donc d’angle d’avancée et d’angle de reculée. Une mesure d’angle de contact
spécifiera donc toujours ces deux valeurs. D’autre part, cela signifie que I'angle d’équilibre d’Young n’aurait
de sens qu'en tant qu'angle de sélection microscopique : il dépend seulement de la valeur des tensions de
surface dans un voisinage de quelques nanometres (I'échelle typique sur laquelle les interactions attractives
de Van der Waals sont prépondérantes) de la ligne de contact.

Une physique multi-échelles

En effet, l'angle de contact n'a de sens qu'une fois I'échelle d’observation spécifiée. Lorsque la ligne de
contact est mobile, d’autres phénomeénes physiques interviennent : fluctuations thermiques, dissipation,
inertie, chacun agissant a une échelle donnée. La forme locale de I'interface résulte alors de I'équilibre de
ces phénomeénes ainsi que des conditions aux limites aux échelles considérées. A grande échelle par exemple,
sila gravité prend le pas, 'angle de contact macroscopique d’une goutte posée sur un substrat horizontal est
nul car I'interface est plane. Ainsi, la forme d’une interface résulte d'un ensemble de conditions intégrées
sur toutes les échelles, chacune s’adaptant de sorte que les suivantes puissent exister. C’est un cas typique
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de physique multi-échelles. Langle d’équilibre d’Young en serait la condition a la limite microscopique.
Nous reviendrons sur ce point lorsqu’il s’agira d’étudier I'angle dynamique au chapitre 5. Si nous revenons
au cas des petites gouttes a 'équilibre (suffisamment petites pour que les effets de volume dus a la gravité
par exemple soient négligeables), I'angle de contact macroscopique résulterait ainsi d'une moyenne des
tensions de surface explorées par I'ensemble de la ligne de contact [52]. Cela explique aussi le piégeage qui
peut survenir lors du déplacement d’une ligne de contact : elle s’accroche par exemple sur des endroits ou
la tension de surface liquide-solide est plus basse, générant des déformations transversales de la ligne de
contact, nécessitant alors une plus grande force pour I'en déloger.

Domaines actifs

D’autres phénomeénes liés au mouillage méritent d’étre mentionnés dans ce paragraphe. D’une part, lorsque
I'on souhaite étudier expérimentalement I'équilibre des gouttes, on est obligé de partir d’une situation de
déséquilibre : une goutte est posée sur un substrat, a priori dans une position de non-équilibre, et soit on
attend qu’elle atteigne sa forme finale d’équilibre, soit on la pousse artificiellement vers cette forme. Une
partie de I'étude du mouillage consiste donc a s’intéresser a la dynamique d’étalement des gouttes, les va-
leurs de I'angle de contact dépendent de la vitesse a laquelle la ligne de contact se déplace. Cela amene
ainsi a s'intéresser a I'angle de contact dynamique (et la physique multi-échelles qui va avec), au couplage
hydrodynamique dans le coin de liquide, a la dissipation dans ce coin, etc. Nous aborderons certains de
ces concepts au chapitre 5. D’autre part, 'étude de la tension de surface dans le chapitre précédent, nous
a permis d’évoquer la dépendance en température des tensions de surface. Cette dépendance, qui ne sera
toutefois pas abordée, peut alors mener a des transitions de mouillage entre un état de mouillage partiel et
un état de mouillage total.

Les études de la dynamique de la ligne de contact, de 'hystérésis, et des transitions de mouillage sont
depuis les trente derniéres années les trois principaux champs actifs d’étude du mouillage. Derniérement,
d’autres points d’intérét en vogue sont venus se grefter a I'étude du mouillage, avec le comportement des
fluides complexes, le texturage microscopique des surfaces (que ce soit pour le désordre ou pour le contréle
des motifs), 'évaporation a la ligne de contact, les instabilités et comportements critiques de la forme de la
ligne de contact, ou encore I'électromouillage.

2.1.3 Démonstration thermodynamique

Laloi d’Young repose sur un fondement immuable : la minimisation de I'énergie. Pourtant, au fil du temps,
elle a reposé sur de nombreuses démonstrations aux statuts différents. En effet, la démonstration initiale
d’Young est une démonstration qualitative en terme de forces : la construction d’Young est un bilan de
forces sur une ligne dont la somme n’est pas nulle, il s’agit en fait plus d’une interprétation pratique et assez
proche de la réalité, nous reviendrons amplement sur ce point. Ensuite, il existe des démonstrations qui
minimisent I'énergie globale d'un systeme : on peut démontrer laloi d'Young en minimisant I'énergie d'une
calotte sphérique de volume constant, en faisant varier son angle de contact, et on retrouve I'angle d’Young
(voir sous-section 3.1.1). Jusqu’ici, il w’existait pas de démonstration locale satisfaisante en terme de forces,
bien que l'interprétation de Berry en 1971 [32] soit juste comme nous le verrons. Or, I'angle d Young est une
condition aux limites a la ligne de contact du profil de I'interface, il doit donc résulter d’arguments locaux,
a I'échelle au moins mésoscopique. Il s’agit ici de donner deux démonstrations thermodynamiques locales
de cette loi qui ne posent pas (trop) d’ambiguité. A la suite de ces démonstrations, nous ferons un détour
important pour déterminer par le méme type d’argument quelle est la résultante d’ origine capillaire exercée
par un liquide sur un solide.

La loi d’Young par minimisation de I’énergie libre

Cette premiére démonstration est tirée d’un article récent de Snoeijer et al. [46]. Considérons un film liquide
invariant selon y (bidimensionnel), de hauteur i (z) reposant sur un substrat solide en & = 0. La densité
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d’énergie libre par unité de longueur selon y s'écrit :

b a o0
F[h] = / dfl:' Fmouillé + / dl’ Fsec + / dx Fsec s
a b

b
= / dxzT(h,h') + const , (2.2)
avec
L(h,h') = vV 1+ h2 + 5 — s - (2.3)

Le facteur v/ 1 + h’? vient de I'élément différentiel permettant d’exprimer la surface de I'interface liquide-
vapeur. Pour minimiser I'énergie a volume fixé, on introduit un multiplicateur de Lagrange A, et on consi-
dere les variations de ¥ = F' — \ [ h(z) dx,

§F = Flh+ 6h] — F[h]

or b or d or
=TI'(b)ob —I'(a)da + %5h|a +/a dx <8h T o )\> oh . (2.4)
On obtient des termes en volume (I'intégrale) et des termes de bord en da and 0b qui correspondent au
mouvement de la ligne de contact. Ils proviennent de I'absence de force extérieure maintenant la position
de la ligne de contact pendant la transformation.

ATéquilibre, F est minimal donc la variation § F = 0 est nulle pour n’'importe quel 6/1(z) infinitésimal.
Lannulation des termes volumiques de I'intégrale donne I'équation d’Euler-Lagrange suivante :

_6F O  d or

U=y =an " awow

=, (2.5)
IT correspond comme précédemment défini a la sous-section 1.4.4 au potentiel intermoléculaire attractif
sur interface liquide-vapeur, et il correspond donc ici a la dérivée fonctionnelle de I'énergie libre F'[h] par
unité de longueur par rapport a la fonction qui définit la surface de I'interface h(x). Comme précédemment
a la section 1.4, il est constant a I'équilibre sur l'interface, et est donné par la valeur du multiplicateur de
Lagrange, donc par le volume fixé du liquide. En remplacant par 'expression de I'(h, h') a 'équation (2.3),
on retrouve alors la pression de Laplace :

II=—yyk(z) =X, (2.6)

our(z) = h"/(1+h'?)3/2 estla courbure de I'interface en h(x). La courbure du liquide est alors constante,
et est déterminée par le volume initial du liquide.

De maniére analogue a 'Hamiltonien de la mécanique classique, cette équation différentielle possede
une intégrale premiere :

or
Q:F—h'%—)\h, (2.7)
qui est conservée le long de la surface libre. Or G représente la composante horizontale de la force s’exercant
par la partie du liquide d’abscisse supérieure a x, sur la partie du liquide entre la ligne de contact en a et .
En effet, la force attractive horizontale par unité de longueur selon y exercée par I'ensemble du liquide sur
une portion de taille dx et de hauteur h est df, = —dx h(x) dII/dz. La force totale exercée sur la portion
entre a et x s’écrit donc en intégrant par parties :

fo=— /90 hdll = h(a)ll(a) — h(z)II(z) + /x A (z)dz = G(x), (2.8)

a a
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ce qui vaut en effet bien G par construction. La force totale attractive exercée par le liquide sur une portion
de coin est donc constante et vaut G.

Pour clore le probléme, nous devons déterminer la valeur de G a partir des conditions a la ligne de
contact z = a, b. La variation da n’est pas indépendante de dh(a). En effet, par développement de Taylor,
on a la relation 6h(a) = —h'(a)da qui contraint le fait que la ligne de contact reste déterminée par h = 0
(d’ou le signe négatif, si la ligne de contact se déplace de da > 0, la hauteur de I'interface doit baisser de h).
Comme la contribution a la variation de I'énergie libre provenant des variations de la position de la ligne de
contact doit s’annuler indépendamment pour tout da et §b dans I'équation (2.4), on obtient les conditions
aux limites du probléme :

ar
—E—f—%zo en z=a,b. (2.9)
On voit que ces conditions s’écrivent simplement G = 0, ce qui donne :
G=_ W _ (ysv — s1) — Ah =0 . (2.10)

V14 h'?

A la ligne de contact en = a ou b, on a h = 0, et 'angle de contact d’équilibre 0y intervient comme
condition sur la pente du profil : ' = tan 6y, ce qui simplifie 1/v/1 + tan? § = cos 6. On retrouve alors
bien la loi d'Young (2.1) :

v cos By — (ysy —ys.) = 0. (2.11)

La loi d’Young par stationnarité de I’énergie

Cette démonstration est implicite dans un article de Shuttleworth en 1950 sur la définition de I'énergie de
surface des solides [20] et est explicitée notamment par de Gennes dans sa revue sur le mouillage de 1985
[33]. A I'équilibre, lorsque 'on déplace un coin de liquide horizontalement, la situation est exactement
identique. Le travail des forces qui agissent autour de la ligne de contact doit donc étre nul, I'énergie est
stationnaire. Pour un tel changement, le volume est inchangé donc I'énergie due a la pression ne change pas,
la géométrie du coin est inchangée, donc I'énergie due a la ligne de contact ne varie pas (énergie contenue
a I'intérieur du cercle en pointillés sur la Figure 2.2), seules les surfaces de contact sont modifiées, donc
seules les énergies de surface sont a prendre en compte. Si la ligne de contact, a 'angle 0y et possédant une
longueur W, se déplace de dx vers le liquide (voir Figure 2.2), alors la surface solide-vapeur augmente de
Wdz, la surface solide-liquide de —W dxz, et la surface liquide-vapeur de —W cos fy-dz. La condition de
stationnarité de I'énergie s’écrit alors :

Ysv — YsL — v cos By =0, (2.12)

ce qui constitue bien la loi d'Young (2.1).

Force sur un solide par les travaux virtuels

De la méme fagon, nous pouvons aussi déterminer la résultante qu’exerce un liquide sur un solide au voi-
sinage de la ligne de contact. C’est grace a cette force notamment que 'on peut déterminer expérimentale-
ment les tensions de surface liquide-vapeur, en mesurant la force nécessaire pour tirer une plaque d'un bain
de liquide. Imaginons de la méme fagon que précédemment un déplacement d!l vertical de la plaque (voir
Figure 2.3, dl > 0 est vers la haut par exemple). La surface liquide-vapeur est inchangée, donc I'énergie
correspondante aussi. Toutefois, le déplacement a fait baisser la surface solide-liquide de W di, ot W est
le périmetre de la plaque, et augmenter la surface solide-vapeur d’autant. En d’autre mots, une partie de
surface mouillée est échangée par de la surface séche. Lénergie a donc augmenté de (ysy — ysu)W dl.
Cette énergie est fournie par le travail de I'opérateur, qui exerce une force F,,, verticale sur la plaque pour
la soulever. Le travail fourni est donc Fy,, di, et doit étre égal a I'énergie récupérée par le systéme :
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FIGURE 2.2 Translation d'un coin de liquide d’angle 6y, défini loin de la ligne de contact (la forme de
Pinterface proche de laligne de contact est volontairement déformée), hors du cercle en pointillés. Le coin
de liquide est poussé d’une longueur infinitésimale dz vers le liquide. Par unité de longueur transverse, les
surfaces solide-vapeur et solide-liquide sont donc augmentées respectivement de +dx et —dz. La surface
liquide-vapeur est quant a elle diminuée de cos 0y dx. Lénergie totale est invariante, ce qui nous méne a
laloi d’Young (2.1).

)

Fop = (ysv — L)W, (2.13)
= v cos Oy W, (2.14)

en utilisant pour la derniére égalité la loi d’Young (2.1), ce qui permet en effet d’utiliser la mesure de cette
force pour mesurer les tensions de surface liquide-vapeur. Cette force est donc égale a'opposé de'ensemble
des forces qui s’appliquent a la plaque. La force verticale due a la pression d’Archiméde dans le bas de la
plaque peut étre annulée si le bas de la plaque est aligné avec I'interface du bain loin de la ligne de contact,
ce qui le met a une pression égale a celle qui s'applique sur le haut de la plaque dans la phase vapeur. La
force résultante verticale d’origine capillaire exercée par le liquide sur le solide posséde donc la méme am-
plitude que la force exercée par I'opérateur qui tire vers le haut, mais elle est orientée vers le bas : dans le
cas représenté (cas mouillant) elle tire la plaque dans le liquide. Il est donc nécessaire d’avoir un opérateur
qui la retient, sinon elle ne serait pas a I'équilibre.

2.1.4 Problématiques
Un passé mouvementé

En dépit (ou a cause) de 'importance de la loi d'Young en termes d’applications, nous les avons mention-
nées, elle a été régulierement remise en cause tout au long du XXeme siécle. On peut retrouver notamment
dans un article de Johnson en 1959 [16] une mention d’un colloque mouvementé en 1957 a ce propos. Par
la suite dans les années 1970, de nombreux articles tentent une dérivation microscopique de laloi d’Young a
partir de la physique statistique : Miller et Ruckenstein en 1974 [53, 54], Jameson et del Cerro en 1976 [55],
chacun trouvant des résultats différents de la loi d'Young. Seuls Berry en 1974 [56] et White en 1977 [57]
obtiennent des comportements compatibles avec la loi d"'Young. White a notamment fait une dérivation en
prenant en compte la pression de disjonction. Un article de revue de Navascuies en 1979 fait ainsi le point sur
la controverse [17]. Plus tard, Merchant et Keller en 1992 discutent les différents modéles cités plus haut, et
retrouvent eux aussi la loi d’Young au niveau microscopique, dans un formalisme non-local trés proche que
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dl

FIGURE 2.3 Translation dl
d’une plaque plongée dans un
bain. Lors de la translation, la
surface mouillée de la plaque
est remplacée par de la surface
séche. Le travail de 'opérateur
est égal a I'énergie gagnée
) par le systéme, ce qui nous
permet d’exprimer la force
S 7 Fop = v cosBy (2.13) par
unité de longueur de ligne de
contact.

celui que nous avons développé au premier chapitre [45]. Puis Hocking en 1993 pointe du doigt le probléeme
de la démonstration avec la pression de disjonction dont la définition n’est plus valide a 'approche de la
ligne de contact [58], mais ne retrouve pas la loi d'Young. Dans la derniere décennie, un article de Roura et
al. en 2004 [59] met en avant les nombreux probléemes des dérivations classiques de la loi d’Young et tente
une démonstration thermodynamique locale de cette loi, bien qu’a mon sens elle soit équivalente a celle de
De Gennes. On peut aussi retrouver de nombreux articles de Finn qui remettent encore vivement en cause
cette loi ces derniéres années [60, 61, 62].

Une représentation locale ou globale?

La démonstration généralement admise provient de bilans globaux. Or nous I'avons vu, I'angle d’Young
représente une condition aux limites du profil de I'interface, c’est donc une condition locale, au niveau de la
ligne de contact. Elle ne doit donc pas dépendre du reste de 'interface, alors que tous les arguments thermo-
dynamiques reposent sur un bilan global. Cela pose donc des problemes d'un point de vue expérimental,
révélés notamment par Gao et McCarthy en 2007 dans un article intitulé “How Wenzel and Cassie were
wrong” [52] : lorsque les substrats sont inhomogenes, c’est-a-dire lorsque les tensions de surface dépendent
de la position sur le substrat, comment est déterminé I'angle de contact ? Wenzel [63] puis Cassie en 1944
[64, 65] ont proposé que la moyenne des tensions de surface sous la goutte détermine I'angle de contact.
Cette image est cohérente avec celle d'un bilan thermodynamique global, ce qui ne semble finalement pas
étre le cas expérimentalement. C’est ainsi que I'on retrouve une littérature fournie dans les années 1970
a ce propos. Il y a alors de nombreuses tentatives de dérivations a I'échelle microscopique, a partir de la
physique statistique, par Berry [56], Miller et Ruckenstein [53], Jameson et del Cerro [55] ou encore White
[57], dont assez peu finalement retrouvent la loi d’Young. De la méme fagon mais d’un autre point de vue,
cela a justifié la tentative de dérivation thermodynamique locale de Roura et al. en 2004 [59]. La condi-
tion de sélection thermodynamique a I’échelle locale a été finalement mise en évidence par les arguments
thermodynamiques présentés plus hauts a la sous-section 2.1.3 par Snoeijer et al. en 2008 [46].

Il semble donc qu’il y ait, encore aujourd’hui donc, une partie manquante et cruciale dans la démonstra-
tion de la loi d"Young : la démonstration en termes de forces. Or, cette démonstration s’est depuis toujours
reposée sur une représentation, présente tant dans les manuels scolaires que dans de nombreux articles de
recherche, qui provient de 'interprétation mécanique des équations thermodynamiques que nous avons
présentées plus haut et qui a représenté I'argument d’Young en 1805. Cela n'empéche pas de valoriser le
tour de force de cet homme a I'époque, d’une part pour avoir avancé le premier que 'angle de contact dé-
pend du substrat, et d’autre part pour avoir proposé la loi, alors que la théorie de la capillarité n’était que
balbutiante. Cette interprétation présente de nombreux problémes conceptuels que nous allons voir tout de
suite.
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Interprétation mécanique de la loi d’Young

La loi d'Young est interprétée généralement en invoquant les forces capillaires aux interfaces. Les forces
capillaires qui interviennent dans le probléme sont les tensions solide-liquide sy, solide-vapeur, ysy et
liquide-vapeur 71y, et tirent respectivement sur leurs interfaces. Nous sommes donc amenés a considérer
comme I'a fait Young dans son article original [6] ce qu’il se passe autour de la ligne de contact (voir Fi-
gure 2.4) : chaque force de tension de surface tire sur son interface a la ligne de contact. Léquilibre horizontal
de ces forces nous donne en effet la loi d’Young (2.1) : st + YLy cos Oy = ~ysy.

FIGURE 2.4 Interprétation classique de la
loi d’Young : les forces de tensions de sur-
face tirent sur chaque interface a la ligne
de contact. L'équilibre horizontal de ces
forces nous redonne la loi d’Young (2.1).
Mais pourquoi n'y -a-t-il pas d’équilibre dans
la direction verticale? Et sur quel systéme
s'appliquent ces forces ? La «ligne de contact »
est-elle un systeme matériel ?

Y

Cette interprétation pose deux problémes majeurs. Tout d’abord, il est délicat de réaliser un bilan de
forces sur une ligne, car ce n'est pas un systeme matériel. Ensuite, cette construction n’est pas a I'équilibre,
car il reste une composante verticale ypy sin fy qui tire sur la ligne vers le haut, elle ne devrait donc pas étre
al'équilibre telle quelle.

Pourquoi la représentation en terme de forces est-elle importante?

Les représentations invoquées par cette interprétation mécanique sont donc trés souvent sources de confu-
sion. Les questions embarrassantes provoquées par cette représentation sont multiples, et sont souvent po-
sées par les étudiants : pourquoi n'y -a-t-il pas d’équilibre dans la direction verticale ? Sur quel systéme
s'appliquent ces forces ? La « ligne de contact » est-elle un systeme matériel ? Pourquoi les forces tirent-elles
sur la ligne alors qu’elle sont définies le long des interfaces ? Enfin, c’est probablement tout aussi grave d’'un
point de vue pédagogique, il est dérangeant d’avoir a réaliser un bilan des forces sur un systeme non maté-
riel, la ligne de contact. La représentation notamment proposée par De Gennes pour éviter cet embarrassant
bilan, qui propose un systéme autour de la ligne de contact ne résout pas non plus le probleme de la com-
posante verticale, et wapporte pas d’explication tres claire a ce sujet : « La projection des forces capillaires
sur la verticale est équilibrée par une force élastique de réaction du solide. » [48]. Or ces forces verticales
ne peuvent pas étre déterminées par les arguments thermodynamiques vus plus haut. En effet, que ce soit
dansla démonstration thermodynamique par minimisation ou par stationnarité, dans un cas nous excluons
Iénergie libre du solide du raisonnement, dans 'autre les forces exercées par le solide sur le liquide ne tra-
vaillent pas. Donc le probléme reste entier : quelle est la force exercée par le solide sur le liquide, pourquoi
est-elle exactement égale a yry sin fy ? Il n'y a aujourd’hui aucun modele qui permette de retrouver cette
expression.

Ensuite, la question de la force exercée par les liquides sur les solides au voisinage de la ligne de contact
est une question en tous points connexe a celle de la construction d’Young en termes de forces.

Interprétation mécanique de la force sur un solide

La force que doit exercer un opérateur pour tirer une plaque hors d'un bain a été énoncée a I'’équation (2.14)
a partir d’'un bilan thermodynamique :

o

op
= cos by . 2.15
W Y (2.15)
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On peut interpréter cette force verticale en tant qu'une force exercée par le liquide sur le solide au voisinage
de la ligne de contact, et tirant selon I'interface liquide-vapeur. En effet, I'angle de contact a la ligne de
contact sur le solide est bien I'angle d’Young 6y (voir Figure 2.4). Par symétrie, la force totale est égale aux
composantes verticales de ces forces de tension de surface liquide-vapeur (les composantes horizontales
s'annulent), et est donc bien proportionnelle a la longueur W du contour et au cosinus de I'angle d’Young.
On obtient bien par cette construction la méme force W Ly cos 6y obtenue a (2.14).

FIGURE 2.5 Interprétation de la force exercée par le li-

quide sur le solide : le liquide tire selon son interface avec

la tension de surface liquide-vapeur ~yy. La force totale est

donc verticale par symétrie et vaut .y cos 0y par unité de

8, V longueur du contour. Pourquoi ne dessinons-nous qu’ une

L seule force alors que l'interprétation de la loi d"Young

’b’ X en nécessite trois ? Pourquoi seule la tension de surface

LV LV liquide-vapeur intervient-elle pour exprimer la force sur
le solide ?

RN

Or cette interprétation pose elle aussi plusieurs problémes. Tout d’abord, I'argument thermodynamique
ne permet pas de déterminer ou agissent exactement les forces, mais seulement leur résultante. Par des ar-
guments de symétrie, on peut supposer qu’elles se situent en effet soit au niveau de la ligne de contact, soit
éventuellement aux endroits ou le solide est courbé. De plus, nous n’avons pas accés a toutes les compo-
santes des forces, puisque les composantes perpendiculaires au déplacement de I'opérateur ne travaillent
pas. Enfin, pourquoi seule la tension de surface liquide-vapeur 71y intervient-elle dans cette expression
alors que 'on cherche a exprimer la force exercée par le liquide sur le solide ? Cette expression est pourtant
indépendante du solide. Pourquoi ne ferait-on pas intervenir les trois tensions de surface comme pour la
construction d'Young? Et, finalement, que devient ce raisonnement dans le cas du mouillage total pour
lequel v1.v > 7sv — 7ys1 ¢ En effet, dans ce cas, la force est-elle vgy — 1., ou Yy ?

Pour expliciter la force exercée par le liquide sur le solide, de nombreux auteurs utilisent la construction
d’Young, en argumentant que la force exercée par le liquide sur le solide est 'opposée de la force exercée
par le solide sur le liquide, qui est la force manquante dans cette construction. C’est 'erreur de Finn dans
ses nombreux articles a ce sujet [60, 61, 62]. En effet, la loi d’Young explicite I'équilibre du liquide, et non
pas la force exercée par le liquide sur le solide. Or, si 'on fait cette confusion, on nie I'existence d’une force
tangentielle du liquide sur le solide au voisinage de la ligne de contact. D’autre part, la force exercée par le
solide sur le coin n'est pas 'opposée de la force exercée par tout I'ensemble du liquide sur le solide, car ce ne
sont pas les mémes systémes, on ne peut donc pas appliquer le troisiéme principe de Newton de I'action et
de la réaction. La question sous-jacente est donc bien la suivante : pourquoi ne dessine-t-on qu’une seule
force dans la construction de la Figure 2.5, alors que I'on en dessine trois pour Young ?

Enfin, cette force est utilisée trés largement pour mesurer des tensions de surface, par la méthode de
Wilhelmy [66] et de Du Nouy [67] que nous expliciterons dans la suite. Les tensions de surface sont donc
généralement calibrées par des mesures de forces, et non des mesures thermodynamiques. Or nous avons vu
au premier chapitre qu’il pouvait y avoir des différences entre ces deux concepts pour la tension de surface
des solides, qui interviennent pourtant dans la loi d’Young. Dans quel cadre exactement la loi d’Young
reste-t-elle alors juste ? Dans un modeéle auto-cohérent avec les mesures expérimentales, il est clair que la
loi d’Young devrait étre démontrée par les forces.

Probléemes expérimentaux

La loi d’Young a toujours posé de nombreux problemes expérimentaux . En effet, c’est la différence entre
les tensions de surface qui détermine I'angle de contact, ce qui fait que la précision des mesures doit étre
trés bonne pour pouvoir vérifier avec une précision suffisante la loi. De plus, c’est une loi en cosinus qui
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doit étre vérifiée, donc il s’agit soit d’avoir une grande gamme d’angles de contact en changeant les liquides,
soit une grande précision sur la mesure de I'angle de contact pour pouvoir différencier la loi suivie. La loi a
vérifier est la suivante :

0y = cos™* {W} ) (2.16)

Dong, si nous avons une précision de ¢+ identique sur les trois mesures des tensions de surface, alors,
lindétermination de 'angle est donnée par, lorsque la propagation des erreurs est aléatoire [68] :

oy _ -
[2 + cos? Oy

- Oy \| 1 —cos2fy ’ (2.18)

pour fy < 1. (2.19)

Lorsque I'angle est petit, le facteur multiplicatif v/3 /0% est de Pordre de 1 pour fy = 31/4=13rad~ 75°
(le terme suivant du développement qui vaut 62, / 10+/3 représente alors exactement 10 % du terme d’ordre
0, le calcul est donc encore suffisamment valide), ce qui est un angle tres grand. En dessous de cet angle,
lincertitude sur la détermination de I'angle d’Young diverge. Notamment autour de petits angles d’équilibre
delordrede 10 ° = 0,17 rad, une erreur de 5 % sur les tensions de surface se résume en une indétermination
de 300 % de 'angle d’Young ! De plus, laloi (2.18) diverge lorsque y- — 180 ° (le coefficient minimum dans
cette loi est atteint pour fy ~ 110 ° et vaut 0,8 entre 66y /0y et v/vLv).

De plus, laloi d’ Young est souvent amendée pour prendre des tensions de surface effectives [34, 33]. En
effet, des phénomenes d’adsorption sont souvent présents, et la loi d Young est modifiée par des tensions de
surface effectives, prenant en compte ces effets, dont les effets thermodynamiques sont assez bien compris
[voir la remarque a ce propos autour de I'équation (1.11)]. Pourquoi la loi d’Young reste-t-elle valide dans
ce cadre?

Pour finir, il y a eu assez peu de vérifications expérimentales dans la littérature de la loi d’Young, bien
que son utilisation soit plus que généralisée. On peut 'expliquer par le fait que d’une part elle représente
une situation idéale qu’il est peu aisé d’atteindre expérimentalement (avec les problemes d’hystérésis par
exemple), et d’autre part les mesures indépendantes des tensions de surface solide-liquide ~ysy, et solide-
vapeur gy sont particuliérement difficiles, d’autant plus que Cest leur différence s — sy qui est utile
dans la loi d"Young.

Vérifications expérimentales de la loi d’Young dans la littérature

On peut citer plusieurs tentatives intéressantes. La premiere est celle de Chaudhury et Whitesides en 1991
[69] : par une méthode astucieuse, ils ont réussi a mesurer les tensions de surface solide-liquide pour des
solides élastiques (du PDMS dans leur cas, nous reviendrons sur ce qu'est le PDMS au chapitre 4). En
étudiant la déformation du PDMS sous différentes charges, et dans différents liquides (un mélange eau-
méthanol), ils en déduisent le travail d’adhésion et donc les tensions de surface solide-liquide d’apres le
modéle congu par Johnson, Kendall et Roberts en 1971 (le modeéle JKR) [70]. La comparaison avec les
mesures indépendantes d’angle de contact et des tensions de surface des liquides est représentée sur la
Figure 2.6.

Ensuite, il y eu d’autres tentatives historiques pour vérifier la loi d’Young. La difficulté étant toujours de
mesurer les tensions de surface avec le solide. Anita Bailey en 1967 a mesuré des tensions de surface avec
le mica en le faisant se cliver soit dans une phase vapeur soit dans une phase liquide [71]. La mesure de la
force et de la distance séparant les deux points de tirage des parties clivées permet d’en déduire le travail
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FIGURE 2.6 Angle de contact mesuré en fonction de 'angle d’Young donné par la mesure indépendante
des tensions de surface : 6y = cos™*[(ysL — Ysv)/7Lv]- Ces points sont obtenus pour différents mélanges
eau-méthanol sur du PDMS. Les angles d’avancée (points blancs) et de reculée (points noirs) sont repré-
sentés. La ligne noire en pointillés représente la courbe théorique ., = 0y . La zone grise représente
Iindétermination de I'angle d’Young en ayant 5% sur les tensions de surface (de l'ordre de I mN m™! sur
les tensions de surface solide-liquide et solide-vapeur). Ces résultats expérimentaux sont ceux de Chaud-
hury et Whitesides publiés en 1991 [69].
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nécessaire au clivage, et donc a la création de surface solide-vapeur ou solide-liquide si le clivage se fait
dans une phase liquide. Ce probleme a été décrit pour la premiére fois par Obreimoff en 1930 [72], et est
utilisé de nos jours pour déterminer les énergies de fracture. Les mesures ont été réalisées pour I'eau et pour
I’hexane sur le mica, ces deux liquides mouillant complétement le mica. Pour ces deux liquides, polaire et
non-polaire, la relation en mouillage total vy = sy — 1. a bien été vérifiée dans les déviations standard
de I'expérience, de 'ordre de 2%, ce qui est une prouesse expérimentale, car C’est bien la différence entre
les tensions de surface du solide qui est importante, chacune étant individuellement mesurée de 'ordre de
200] m™2.

Enfin, Fox et Zisman ont réalisé des mesures systématiques de mouillage sur du PTFE (polytetrafluo-
roethyléne) en 1950 [34], reprises par exemple dans la revue de Bonn et al. [73]. Celaleur a permis d’affirmer
que la différence gy — s, est une propriété du solide, indépendante du liquide. Ils ont en effet examiné le
mouillage des chaines carbonées de type alcanes, alky-ethers, alkyl-benzene (sur d’assez faibles amplitudes
d’angles de contact) sur le PTFE, et montrent que Yy cos @ est relativement constant, et vaut entre 18 et
20J m™2. Ce ’est donc pas, encore une fois, en soi une vérification littérale de la loi d’Young. Bonn a fait de
méme avec des surfactants en solution aqueuse pour avoir une amplitude plus grande sur I'angle de contact.
Les données sont reprises sur la Figure 2.7, et en effet, on observe que 1/ cos fy est une fonction linéaire
de v, dont la pente vaudrait 1/(~sy — 7s1.), et dont I'ajustement linéaire passe bien par zéro. La conjec-
ture semble donc vérifiée, ainsi que la loi d'Young, mais les données manquent. Il serait probablement plus
prudent d’en conclure que sy n'a que peu d’influence dans les systémes expérimentaux sur lesquels cela
a été vérifié, car cela n’est définitivement pas le cas pour I'expérience de Chaudhury et Whitesides, qui ont
pu faire varier sy, a solide constant de 5 4 40 ] m~2 en modifiant le liquide contintiment.
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FIGURE 2.7 Inverse du cosinus de I'angle de contact 1/ cos ey, en fonction de la tension de surface du
liquide Ly, pour des solutions aqueuses d’un surfactant cationique sur des surfaces de diphenyl-benzéne.
La pente de la droite donne sy — sy = 24 4= 1 mJ m™2, ce qui est cohérent avec la saturation a la limite
mouillante pour cos 0y, = 1 en yy =~ 25m] m~2, autrement dit, Iajustement par une droite passe bien
par l'origine aux incertitudes expérimentales prés (de 'ordre de 1 mJ m™2). Ces résultats expérimentaux
sont ceux de Bonn parus dans [73].

Vérifications en dynamique moléculaire

Nous avons vu au premier chapitre (sous-section 1.2.2) comment réaliser des simulations de dynamique
moléculaire des interfaces liquide-vapeur et liquide-solide. On prépare un systéme dans lequel on a deux
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types de molécules, liquide ou solide, qui interagissent selon un potentiel de Lennard-Jones (1.29), avec
deux amplitudes €1 1, et €15, selon que I'on consideére les interactions liquide-liquide ou liquide-solide. Les
molécules de solide possédent des positions fixes sur un réseau cristallin, alors que les molécules de li-
quide sont libres d’évoluer en fonction des interactions avec les molécules voisines. Pour un tel systéme,
nous avons pu observer les structures des interfaces de la phase liquide qui se forme spontanément, avec
la vapeur et avec le solide. Nous avons pu mesurer les contraintes normales et tangentielles dans le liquide,
et ainsi mesurer les tensions de surface. En fonction du rapport des interactions €1,5/€r,1,, nous pouvons
changer la mouillabilité. En effet, si les interactions liquide-solide sont faibles, alors le liquide mouille peu
le solide, il préfere interagir avec des molécules de liquide qu'avec des molécules de solide. Au contraire,
si les interactions liquide-solide sont fortes, alors le liquide est plus mouillant sur ce solide. Pour mesurer
I'angle de contact d’équilibre, on doit faire une mesure des tensions de surface du systéme. Nous avons vu
que la tension de surface liquide-vapeur vy est la contrainte d’exceés a I'interface liquide-vapeur :

My = / (pN — pr)dz . (2.20)
L—Y

De la méme fagon, d’apres les figures 1.12 et 1.14 sans prendre en compte les contraintes internes au solide,
la contrainte d’excés a I'interface solide-liquide est donnée par :

Ysv = YsL = / (pN — pr)dz . (2.21)
S—L

Ainsi, 'angle d’Young est donné par le rapport des ces intégrales :

cos 95]‘/417 = f3_>£(pN —pr)dz .
[ (PN —pr)dz

(2.22)

Sur la Figure 2.8(a) est représentée py — pr pour une couche épaisse de liquide, ol on peut donc apercevoir
la traversée des deux interfaces. Lintégration de cette courbe est représentée sur la Figure 2.8(b). Le rapport
des sauts de cette intégrale donne donc le cosinus de I'angle d’Young, et donc I'angle d’Young. Nous verrons
au chapitre 3 que cette mesure est cohérente avec 'angle microscopique que fait une goutte de liquide a la
ligne de contact.

Pour différents rapports €1,5 /€11, on mesure alors différents angles d’ Young, rappelés sur la Table 2.1.
Sur cette table, nous avons aussi rappelé un autre résultat intéressant. En effet, dans le modéle de DFT
simplifié développé au premier chapitre, le rapport des amplitudes des interactions de Van der Waals est
relié a 'angle d’Young par I'équation suivante, d’apreés les équations (1.74) et (1.76) :

CST, 1 +COS@$FT

, 223
— 5 (2.23)
cest-a-dire :
c
cos pDFT — 9Z5L _ (2.24)
CLL

Ainsi, si 'on souhaite comparer le modéle de DFT simplifiée aux simulations de dynamique moléculaire,
alors on doit comparer & interaction attractive constante, C’est-a-dire que les rapports €15 /€11, et crs/crr
doivent étre égaux. On peut alors comparer les angles d’Young obtenus par les deux modeles, ce qui est
rappelé sur la méme table. On observe alors des résultats tres différents. Lenseignement est le suivant :
le phénomene de stratification non pris en compte dans la DFT simplifiée a une grande importance sur
linteraction effective entre le liquide et le solide. De plus, on observe qu'en effet la stratification résulte
en une moins grande interaction, car les angles en dynamique moléculaire sont plus grands qu'en DFT
simplifiée, cet effet ayant tendance a s’atténuer lorsque l'attraction par le solide devient plus forte. Quelle
est alors I'influence de la stratification sur la loi d’Young ? Le modeéle de DFT simplifiée peut-il mener a cette
loi?
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FIGURE 2.8 (a) Contraintes d’exces dans une couche de liquide en fonction de la distance aux interfaces
en simulations de dynamique moléculaire. Linterface liquide-vapeur est située approximativement en
z = 260 et l'interface liquide-solide en z = 690. Le zoom sur chacune des interfaces a été représenté
aux figures 1.10(c) et 1.13(c). (b) Intégration de la contrainte d’exces. Le premier saut correspond a vy
et le deuxieme a sy — 7s1.. Le rapport des deux donne le cosinus de I'angle d’Young. Ici, on trouve donc
d’aprés 'équation (2.22) : 6y = 130 £ 1°, en ayant pris pour cette simulation €75 /€1, = 0,33.

€Ls/€rrL oMP(°)  ODFT(°)
033  130+1,0 109
0,40 117+1,2 102
047 106+1,3 94
053  95+1,8 86
0,60 84+1,5 78
0.67 TA+1,8 71

TAaBLE2.1 Valeurs d’angles d’ Young pour différentes interactions liquide-solide, calculées en dynamique
moléculaire, d’aprés la méthode décrite sur la Figure 2.8, ou par le formalisme de la DFT simplifiée, d’apreés
I'équation (2.24). La différence met en lumiere I'influence du phénomene de stratification.
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Perspectives

En résumé, ces nombreuses interrogations sur la loi d’ Young ont trouvé leurs échos régulierement dans la
littérature. Linterprétation mécanique de la loi d’Young a posé de nombreux problemes et en pose encore
aujourd’hui. Nous pouvons alors converger vers la question centrale : il n'y a pas a ce jour de démonstration
quantitative satisfaisante en termes de forces de la loi d’Young. On peut retrouver en 1971 une interprétation
microscopique cohérente par Sir Michael V. Berry dans un article peu connu [32]. C’est cette interprétation
que nous allons rendre quantitative par la suite grace au modeéle développé au premier chapitre. Nous allons
nous concentrer sur son interprétation microscopique, et sur les points qui font encore débat.

En effet, nous I'avons vu, les tensions de surface sont généralement mesurées par des techniques de me-
sures de forces, Young doit donc étre valide dans une interprétation en termes de forces. Or, dés qu’il s’agit
d’exprimer les forces, nous sommes confrontés a des problémes de définitions et a des problémes d’échelle.
En effet, dans le cas des solides nous avons aussi vu qu’il existe une différence entre énergie et contrainte de
surface [20, 21]. Et, a léchelle atomique, I'effet de la présence d’une interface avec un solide est complexe.
Quels roles sur les forces et les énergies possédent les effets de stratification de densité, dans les quelques
couches moléculaires a 'approche du solide ? Nous avons vu ci-dessus qu’il y a en effet une différence qua-
litative entre les mesures de dynamique moléculaire, et le modeéle de DFT développé au premier chapitre.
Cela a-t-il un effet sur la loi d"Young ? Cette question va nous permettre de revenir sur une autre question
primordiale pour délibérer sur les effets de localisation de la sélection de I'angle de contact : a quelle échelle
se fait la sélection ?

Pour apporter des réponses a ces questionnements, il y a donc deux approches. La premiére est expé-
rimentale. Dans la littérature, nous I'avons vu, il y a eu peu de vérifications de cette loi, il s’agit donc de
présenter dans la section suivante quelques rapides résultats expérimentaux qui permettent de la valider
encore un peu plus (section 2.2). La deuxiéme approche est théorique. Comme pour le premier chapitre,
nous allons commencer par présenter une interprétation microscopique cohérente (section 2.3), basée sur
des raisonnements géométriques que le modele simplifié de DFT développé précédemment nous permet-
tra de justifier dans la suite du chapitre (section 2.4 et section 2.5). Nous serons ensuite amenés dans les
prochains chapitres a générer des formes d’interface par simulations numériques, nous examinerons donc
dans la section 2.6 le détail de I'interface a 'approche de la ligne de contact. Nous examinerons enfin a la
section 2.7 'influence des hétérogénéités sur la loi d’Young par deux exemples. Un premier exemple est
celui de I'électromouillage, qui survient lorsqu’a I'énergie libre nous ajoutons une contribution électrosta-
tique qui agit sur une toute autre échelle, et qui modifie localement les équilibres d’'un coin de liquide. Le
deuxiéme exemple est celui de la stratification, et nous étudierons donc I'influence de ces effets sur la loi
d’Young.

2.2 Veérification expérimentale de la loi de Neumann

2.2.1 Cas de Neumann, mouillage sur un substrat liquide

Les interfaces entre deux liquides possédent beaucoup d’avantages expérimentaux par rapport aux inter-
faces liquide-solide. Expérimentalement les solides posent des problémes nous I'avons vu. D’une part, leurs
surfaces sont a I'échelle microscopique mal définies, ce qui est contraignant lorsque I'on souhaite justement
étudier la situation de la ligne de contact localement. D’autre part, les mesures des tensions de surface
solide-liquide ou solide-vapeur sont techniques, ce qui historiquement a posé un frein a la vérification
expérimentale de la loi d'Young. Les techniques que nous avons abordées plus haut sont les techniques
d’adhésion de Chaudhury et Whitesides, ou de de clivage de Bailey. Au contraire, les mesures de tensions
de surface liquide-vapeur ou liquide-liquide sont relativement simples. En utilisant un couple de liquides
non miscibles, seule cette mesure intervient, ce qui simplifie le probléme. La loi de Neumann [74] exprime
l'angle d’équilibre d’une lentille de liquide qui repose sur un autre liquide. Un liquide \A mouille partielle-
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ment un autre liquide B, appelé le substrat liquide (car il est en dessous, il posséde donc une densité plus
grande). La surface du substrat liquide n’est plus plane, mais se courbe pour minimiser les énergies de sur-
face, notamment I'énergie interfaciale y5p entre les deux liquides A et 5. De méme, 'angle de contact n’est
plus donné par la loi d’Young précédente, mais par la double loi suivante :

YAB + Yacosf4 +ypcosfp =0, (2.25)
Yasinf4 = ypsinfp . (2.26)

~a est la tension de surface entre la phase A et la phase vapeur, g est la tension de surface entre la phase
B et la phase vapeur. Les angles 6 4 et 0 sont les angles que font chaque phase A et B a la ligne de contact
(voir Figure 2.9). On retrouve en particulier la loi d'Young si on examine I'équation (2.25) pour §p = .

Vv
A

F1GURE 2.9 Triangle de Neumann : unli-
quide A repose sur un liquide B (la figure _/\/ &
est ici alignée selon l'interface entre A et 0

B). Langle de contact de la phase A est 0 4,
I'angle de contact de la phase 3 est 0.

Interprétation macroscopique

On interpréte cette loi de la facon suivante[75, 9]. A I'équilibre, la force sur n'importe quel élément du
systeme est nulle. En particulier, on peut prendre un volume qui contient la ligne de contact, et donc sa
surface de contrdle coupe les interfaces de A et de B avec la phase vapeur et I'interface entre A et B. Nous
avons démontré dans le premier chapitre que les forces exercées par I'extérieur du systéme se situent aux
interfaces et sont tangentielles aux interfaces. Elles valent respectivement ya, g et vap par unité de longueur
de ligne aux trois interfaces. Léquilibre de cet élément peut donc s’écrire selon deux directions données, par
exemple parallemement et perpendiculairement a 'interface entre 4 et 5. On obtient alors les deux égalités
(2.25) et (2.26). Le fait que la loi d’Young se retrouve a partir de cette loi provient du méme argument. Enfin,
I'égalité (2.26) selon la perpendiculaire ne s’applique pas au solide pour 5 = 7 car il faut prendre en compte
la réaction du solide supplémentaire dans cette direction.

FIGURE2.10 A la ligne
de contact, I'équilibre des e

forces est interprété par
cette construction : les
tensions de surface tirent
sur la ligne de contact.
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Mouillage de ’hexadécane sur 'eau

Pour trouver des liquides de tensions de surface bien différenciées, il faut aller chercher d'une part un liquide
polaire, et d’autre part un liquide apolaire. Les liquides apolaires, comme des huiles, sont préférables car
ils ne se contaminent pas. Ils ont des tensions de surface de I'ordre de 20 mN m™. Les liquides polaires,
tels que 'eau, les alcools, présentant des fonctions chimiques polaires (avec des atomes d’éléctronégativités
bien différenciées, tels que O et C, et dont la géométrie n’est pas symétrique), ont des tensions de surface
beaucoup plus élevées, pouvant aller jusqu’a 70mN m™! pour I'eau. Le cas de 'eau est comme toujours
particulier, du fait de la présence de nombreuses liaisons hydrogene. Nous avons donc essayé plusieurs
couples. D’abord, nous avons testé des huiles silicones, mais elles mouillent totalement I'eau et les alcools.
De plus, les huiles naturelles, sont trop peu « pures » pour étre caractérisables facilement, et utilisables.
Les alcanes, eux ne mouillent pas complétement I'eau. De plus ils ont des propriétés que I'on peut faire
varier facilement, en faisant varier la longueur de leur chaine. Nous avons donc finalement choisi d’étudier
I'hexadécane sur I'eau.

Pour préparer I'alcane, nous avons distillé de I'hexadécane (Aldrich a 99% en masse). Sa température
d’ébullition a pression ambiante est de 287 °C donc sa distillation s’effectue sous un vide partiel de 'ordre
de quelques millibars. Méme a cette pression un bain d’huile a été nécessaire pour chauffer a 150 °C. Le
distillat récupéré a été ensuite analysé en RMN du proton et du '3C. Ces analyses n’ont pas montré d’autre
composé, les impuretés sont donc ultra minoritaires. Enfin, 'eau utilisée est une eau milli-Q, de résistivité
supérieure a 15 MQ cm™!. Pour limiter les effets de diffusion des liquides I'un dans I'autre lors des mesures,
nous préparons les solutions dans des ampoules a décanter. Nous les mélangeons 'un dans I'autre vigou-
reusement, et laissons reposer et diffuser une heure environ avant chaque utilisation. Leau prélevée pour
chaque mesure ainsi que les alcanes proviennent donc de ce mélange.

Les arguments développés par I'équation (2.19) montrent a quel point les mesures a la fois de tension
de surface et d’angle de contact doivent étre précises. Sil'on souhaite vérifier la loi de Neumann, il est alors
absolument nécessaire d’obtenir des mesures d’angle et de tension de surface dont la précision est au moins
inférieure a 1 %, et d’éviter de se placer dans la limite des angles trop faibles.

2.2.2 Mesure d’une tension de surface liquide-vapeur
Techniques usuelles

Plusieurs méthodes sont envisageables pour mesurer des tensions de surface liquide-vapeur. Il existe deux
stratégies. On peut d'une part faire des mesures optiques. Il s’agit alors d’analyser des formes d’interfaces,
qui doivent dépendre de la tension de surface. Une premieére méthode consiste a analyser la forme d’une
goutte pendante. La compétition entre le poids et la tension de surface détermine la forme de la goutte.
De la méme maniere, on peut analyser des formes de gouttes tournantes, ou la hauteur d'un ménisque ou
de la montée capillaire. Enfin, on peut aussi mesurer la relation de dispersion des petites ondes capillaires
(devant la hauteur de la cuve utilisée) de la forme w? ~ vk3/p. Lintérét de la goutte tournante par exemple
(une bulle est insérée dans un réservoir de liquide qui tourne selon un axe horizontal, sa forme résulte
d’une compétition entre I'inertie et la tension de surface) est de ne pas avoir d’interface avec un solide. Au
contraire, avec la goutte pendante ou la hauteur d’'un ménisque, il y a une ligne de contact, donc il faut
corriger les effets dus a un angle de contact avec le solide qui interagit avec le liquide. Enfin, ces méthodes
optiques sont limitées par les effets optiques et le pouvoir de résolution du systeme d’imagerie utilisé.
D’autre part, on peut réaliser des mesures de forces. Une premiere méthode consiste a réaliser des me-
sures de pression a I'intérieur d'une bulle de diamétre contrdlé. D’apres la loi de Laplace, on peut en tirer
la tension de surface. Une deuxiéme méthode consiste a plonger une plaque dans un liquide, et mesurer
la force nécessaire pour maintenir la plaque en place, comme nous I'avons décrite plus haut. Pour éviter la
dépendance avec I'angle de contact, on utilise en général une plaque de platine que la plupart des liquides
mouille totalement (fy = 0). Cette méthode est appelée méthode de Wilhelmy [66]. Les effets qui peuvent
contaminer la mesure sont les effets de pression d’ Archimede. On place en général pour cela le bas de la
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plaque au niveau du bain de sorte que cette force posséde une résultante verticale nulle sur la plaque. Cette
méthode est statique ce qui peut avoir un intérét dans certains cas, pour des liquides visqueux par exemple,
ou pour des suspensions qui évoluent dans le temps.

Pour éviter les problemes dus a I'angle de contact, une autre alternative est d’utiliser un anneau de
platine. Cette méthode est connue depuis le XIXe siecle et a été décrite par Lecomte du Noiiy [67]. Elle
est trés largement utilisée dans la littérature. Lorsque 'on sort progressivement 'anneau du bain, un pont
capillaire se forme sous 'anneau, et 'angle que fait le liquide avec 'anneau devient progressivement vertical,
moment pour lequel la force est maximale. Ensuite, le pont capillaire passe sous 'anneau, et la force diminue.
La force maximale est donc reliée a la tension de surface.

Ces méthodes de forces sont en général plus précises car les balances utilisées sont extrémement pré-
cises. De plus, la méthode a 'anneau est plus précise car la longueur de la ligne de contact est aisément plus
grande qu’avec une plaque. Elle est de plus applicable aux mesures de tensions de surface liquide-liquide,
contrairement a la plaque qui posséde un plus gros volume, et dont la correction de poussée d’Archimede
n'est pas calibrée.

(a) T Frot (0) 1 Lot

rupture

d | d

\ |

___________________________________ 0 door

FIGURE 2.11 (a) Forces capillaires exercées par un liquide sur un anneau de platine, a angle de contact
nul. (b) Résultante en fonction de la distance de 'anneau au dessus du bain. La force atteint un maximum
aisé a déterminé, et relié a la tension de surface.

Amélioration de la méthode de I’anneau

Pour mesurer les tensions de surface hexadécane/air, eau/air et hexadécane/eau, nous utilisons la méthode
de 'anneau. La mesure est effectuée avec un tensiomeétre Kriiss MK100 MK2 qui posséde une balance de
position contrdlée précise a 107> g (soit I'équivalent de 107> mN m™), et un plateau thermalisé et moto-
risé, controlé en position 4 1077 m. Uanneau de platine de diamétre environ 2 cm, posséde quant a lui une
longueur de mouillage de L,, = 119,9 mm, longueur de la ligne de contact sur I'anneau.

La détection de la position du bain et de la force maximale est automatique, et la tension de surface est
déduite du bilan des forces sur 'anneau lorsque I'interface est verticale :

Fraz = Lw'}/ + Fp (2.27)

ou F), est la pression d’Archimede sous I'anneau, qui tire 'anneau vers le liquide. Cette correction peut
représenter jusqu'a 20 % de la force maximale, ce qu’il est donc absolument nécessaire de compenser pour
mesurer 7y précisément. Il existe pour cela des tables de corrections, fonction de la densité du liquide, et qui
sont connues sous les noms des corrections de Harkins et Jordan en 1930 [76], Zuidema et Waters en 1941
[77] ou encore Huh et Mason [78, 79], fiables dans des précisions de 1 %, alors que la répétitivité statistique
des mesures avec cet appareil est de I'ordre de 0,1 mN m™! soit de 0,2 2 0,5 %.
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Toutefois, nous avons pu générer les formes des interfaces en intégrant completement I'équation de
Iinterface, et donc nous avons pu comparer les courbes expérimentales avec la courbe compléte de la force
en fonction de la distance, ce qui nous a permis d’avoir une plus grande précision sans utiliser les tables de
corrections. La seule mesure du maximum et de la position du maximum permet d’améliorer les mesures
a moins de 0,5 % d’incertitude, de I'ordre de la répétitivité statistique des mesures. La méthode compleéte
est décrite a 'annexe A. Au final, nous mesurons les tensions de surface de 'eau a 71, 4mNm~" (2 0,1 %),
de 'hexadécane a 25,1 mN m™! (2 0,4 %), et eau/hexadécane 2 51,0mN m™! (2 0,2 %). Enfin la densité de
I'hexadécane est mesurée grace a un pycnometre a d = 0,771 4 0,001.

2.2.3 Mesure d’un angle de contact
Techniques usuelles

De la méme maniére que pour les mesures des tensions de surface, il existe des mesures optiques et des
mesures de forces pour déterminer expérimentalement les angles de contact. Les mesures de forces sont
les mémes que précédemment avec la plaque par exemple. Une fois que 'on a mesuré la tension de surface
indépendamment, on peut s’en servir pour mesurer des angles. Mais la grande majorité des mesures d’angle
de contact proviennent des mesures optiques.

Presque toutes les mesures optiques citées ci-dessus sont encore une fois applicables pour mesurer des
angles de contactlorsqueI'on a mesuré indépendamment la tension de surface, et lorsqu’elles font intervenir
un solide. En effet, la forme de l'interface liquide proche d'un solide fait intervenir a la fois la tension de
surface et I'angle de contact. Il existe d’autres techniques de mesures d’angle de gouttes par réflexion, ou par
vision directe. La réflexion directe d’un faisceau laser ou les interférences produites dans le coin peuvent
étre utilisées pour déterminer I'angle de contact, notamment lorsqu’il est faible. Lorsqu’il est suffisamment
grand, on préfere en général la vue de coté de la goutte. Un ajustement du profil par une calotte sphérique et
une bonne détermination de la position du substrat permettent de mesurer précisément 'angle de contact
d’une goutte. Nous utiliserons notamment la technique de la hauteur du ménisque et de la goutte vue de
coté dans les chapitres 4 et 5.

Mesure du rayon d’une lentille

Pour le mouillage d’un liquide sur un autre liquide, il existe une autre technique optique simple a mettre en
oeuvre. I s’agit de mesurer le rayon de la goutte vue de dessus. Le rayon de la goutte est en effet une fonction
du volume et de I'angle de contact de la goutte. Il faut donc mesurer aussi indépendamment le volume de
la goutte, ce qui est relativement aisé par des mesures de poids. Donc si on inverse cette relation en théorie,
on obtient une mesure 'angle de contact. Dans le cas de lentilles liquides, nous allons le voir, cette relation
n’est pas forcément aisée a déterminer, nous serons obliger de I'intégrer numériquement.

La mesure du rayon est aisée, elle se fait grace au dispositif décrit sur la Figure 2.12, et au traitement
des images récoltées. La détection de I'interface se fait avec une détection de seuil, suffisamment précise a
moins de 0,5 % grace a la bonne qualité des images. Une calibration typique du dispositif d’imagerie est de
12,6 40,1 um pix"!. Ce traitement est important car il permet une mesure de 'angle la plus précise possible,
et C'est finalement lui qui est limitant. Les gouttes sont créées par des propipettes de précision. Leur volume
(typiquement de 1 & 10 uL) est mesuré par la mesure différentielle du poids de la pointe de la pipette grace a
une balance de précision (<0,1 g soit 0,1 uL). Pour le couple hexadécane sur I'eau, les mesures sont reportées
sur la Figure 2.14(b).
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( a ) O source lumineuse ( b)
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FIGURE 2.12 (a) Pour mesurer le rayon des gouttes, on forme grace a un systéme optique leur image
sur un appareil photographique. Ce systéme optique comprend un dispositif d’éclairage, une lame semi-
réfléchissante, et un plateau amovible horizontalement et thermostaté destiné a recueillir le bain d’eau
et sa goutte flottante d’alcane. (b) Exemple de photographie d'une goutte d’hexadécane sur de I'eau. Le
volume de la goutte est d’environ 10 L, et son rayon de 3 mm.

2.2.4 Profil numérique de lentilles liquides

Il s’agit de vérifier maintenant les résultats expérimentaux avec ce que donne la théorie, qui comporte deux
bouts. D’une part, I'équation des interfaces, qui ne pose pas de probléme théorique, est donnée par la loi
de Laplace : la courbure est proportionnelle a la différence de pression entre deux cotés d’une interface.
D’autre part, les conditions aux limites sont données par la loi de Neumann (2.25) et (2.26), que nous
voulons vérifier. Les conditions de pentes des interfaces a la ligne de contact sont donc restreintes par les
valeurs des tensions de surface. Nous réalisons alors une intégration numérique des équations des interfaces
avec les conditions aux limites données par la loi de Neumann a la ligne de contact.

Equations des interfaces

Ces équations sont exprimées en symétrie axicirculaire. Nous devons donc déterminer les profils z;(r) des
trois interfaces. Pour simplifier z = 0 représente le bain statique loin de la lentille. On note A le liquide
qui forme la lentille (un Alcane), de densité p4 et B le liquide plus dense (le Bain d’eau), sous la lentille,
de densité pp > p4. Les tensions de surface des trois interfaces alcane/air, eau/air et alcane/eau sont donc
notées respectivement ya, v et yap- Enfin, on note la surpression a I'intérieur de la lentille  P. Ce paramétre
est en fait une mesure de la taille de la goutte. Les notations sont rappelées sur la Figure 2.13.

Les trois interfaces alcane/air, alcane/eau et eau/air sont alors décrites par les trois équations suivantes

respectivement :
pPAgzA — 0P =yaka , (2.28)
(pB — pa)g 2aB + 0P = YABKAB , (2.29)
PBYZB = VBKB ; (2.30)

ou k dénote la courbure de I'interface, positive lorsque I'interface est tournée vers le haut dans ces notations,
et qui sS’exprime de la facon suivante en coordonnées cylindriques :
1 Z, Z//
K== + . (2.31)
r /1—1-2/2 (1—|—Z’2)3/2
Lintégration du profil dépend donc d’un certain nombre de parametres. Tout d’abord, on adimensionne les
longueurs par la longueur capillaire du bain £ = \/7vp/pBg, et on continue par simplicité des notations
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FiGURE 2.13 Lentille flottante, notations.

de noter les variables adimensionnées z, et 7. Les parameétres sans dimensions restant dans ces équations

sont alors 1 = Y8/va> Y2 = Y8/7aB da = pa/pp. etenfin zo = IP/./Ypppg. Les équations (2.28,
2.29, et 2.30) se réécrivent alors :

1
2 =y(1+ zﬁ)?’/2 (daza — z0) — ;z;l(l + zg) , (2.32)
1
Zhp =721+ 235)*? (1 — da) zap + 2] — ;ZQXBU +23p) (2.33)
1
2 = 2p(1 + 23)3/% - ;zjg(l + 23 . (2.34)

Les conditions aux limites a la ligne triple en » = R sont des conditions de correspondance : z4(R) =
zaB(R) = zp(R), et des conditions sur les pentes de I'interface d’apres la loi de Neumann qui s’expriment
dans les variables adimensionnées :

Z%(R) _ i ZA(R) + i Z%B(R) (2‘35)
L+ 25(R)? - myI+2([R)? 2 1+2[R)?2
1 1 1 1 1
_ 4+ = , (2.36)

T+ 25(R)2 M1+ 2,R)2  12/1+72,5R)72

Il'y a encore deux conditions aux limites que I'on peut exprimer proches de I'axe de symétrie, pour r» < 1,
qui nous permettent méme d’avoir un développement asymptotique de la solution sur I'axe. En effet, on a
2'(0) = 0 donc par développement de Taylor 2z’ ~ 2”(0)r et z ~ 2z(0) + 1/22"”(0)r2. Donc d’aprés les
équations (2.32 et 2.33) on peut exprimer les développements asymptotiques des interfaces A et AB :

Z4(0) = %71 (daza(0) — zo) , (2.37)
Z4p(0) = %72 [(1 —da)zap(0) + 2] - (2.38)

Enfin, la derniére condition aux limites a respecter est zp(00) = 0.

Intégration numérique

Nous intégrons ces équations numériquement grace a un algorithme de Runge-Kutta d’ordre quatre [80]
et en réalisant des dichotomies sur les valeurs des parametres initiaux pour trouver ceux qui vérifient les
bonnes conditions aux limites. Pour un ensemble de parameétres 71, v et d, qui sont expérimentaux, nous
fixons ensuite un parametre zp qui détermine la taille de la goutte (une petite pression 6 P donc un petit
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zo décrit de grandes gouttes car la différence de pression entre le bain et la goutte est faible). Il reste donc
a trouver les deux parameétres z4(0) et z5(0) qui vérifient toutes les conditions aux limites. Puisque nous
avons déterminé un développement asymptotique au centre, I'intégration numérique démarre de r = 0
avec une pente nulle pour z4 et z4p et une courbure donnée par le développement asymptotique. On
cherche alors, & z4(0) fixé, le seul paramétre z43(0) qui peut vérifier a la fois les deux conditions de pente
lorsque les deux profils se croisent (2.35 et 2.36). On intégre alors zp a partir de ce point et de la pente
z'(R) donnée par une de ces deux équations, et on fait varier le paramétre z4(0) de sorte que z’(10R) ne
diverge pas et tende vers zéro, le niveau du bain statique. Un résultat typique pour les valeurs des tensions
de surface et des densités de 'hexane et de I'eau est représenté sur la Figure 2.14(a).

2.2.5 Vérification de la loi de Neumann

La comparaison entre les résultats expérimentaux et I'intégration numérique des profils est représentée sur
la Figure 2.14(b). Pour représenter le résultat de I'intégration numérique, nous avons utilisé les erreurs de
Iordre de 0,5 % sur les mesures des tensions de surface, et représenté le faisceau de courbes numériques
correspondant par une zone grisée sur la figure. Nous observons que les points expérimentaux passent trés
bien par la courbe théorique dans les barres d’erreur, a la fois sur les mesures de la forme de la goutte, et sur
les mesures des tensions de surface.
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FIGURE 2.14 (a) Profils de gouttes calculés numériquement pour les tensions de surface en jeu expéri-
mentalement pour différents volumes. (b) Comparaison entre les points expérimentaux ([]), dont la taille
correspond aux erreurs expérimentales, et la théorie, intégrée numériquement. La zone grisée correspond
alerreur de 'ordre de 0,5 % sur les valeurs des tensions de surface.

En conclusion, la loi de Neumann, une extension de la loi d"Young, est vérifiée dans nos conditions
expérimentales, ce qui n’avait jamais été réalisé : tout va pour le mieux! Pour étre totalement univoque,
cette expérience mériterait cependant de changer d’alcane, de remplacer I'eau par d’autres liquides polaires,
et d’explorer de plus grandes amplitudes de cette loi. Il s’agit maintenant d’essayer de comprendre pourquoi
¢a « marche » si bien.
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2.3 Interprétation microscopique

Commengons tout d’abord par noter que la ligne de contact en elle-méme ne représente pas un systéme
matériel. Cette ligne mathématique représente la séparation formelle entre les parties mouillée et séche du
solide. La question de connaitre quelles sont les forces a la ligne de contact est donc mal posée. Il s’agit plutot
de connaitre les forces sur une portion de liquide, ou une portion de solide, clairement définie, qui repré-
sente bien un nombre défini de molécules, une collection de matiére donnée, et qui peuvent étre soumises
a des forces. Nous essaierons donc de définir proprement les systemes sur lesquels on applique les forces,
comme nous I'avons fait au premier chapitre. Nous verrons ainsi qu'une bonne définition des systémes
permet de retrouver un équilibre des forces satisfaisant, cohérent avec les prédictions thermodynamiques.

2.3.1 Forces sur un coin de liquide

Considérons dans un premier temps les forces qui s’exercent sur une portion d'un coin de liquide au voisi-
nage de la ligne de contact, comme dans la Figure 2.15. Le liquide est donc un coin d’angle 8y, qui repose
sur un solide plan, semi-infini. On coupe le systeme a une certaine distance de la ligne de contact, en fait
suffisamment loin pour qu’a la limite, le liquide ne voie plus le coin. A I'échelle microscopique, une centaine
de tailles moléculaires serait suffisant. Deux types d’interactions sont a prendre en compte pour établir les
contraintes dans ce systéme : les interactions avec le solide et les interactions avec le liquide.

FIGURE 2.15 Systeme sur lequel nous de-
vons examiner I'équilibre des forces. La
forme de I'interface liquide-vapeur proche de

V a8 6’/ : AR L la ligne de contact n'a pour I'instant que peu
s 7 s 7 d’importance. Loin de la ligne de contact, le
/// /// ) /// /) é liquide est un coin d’angle 6y-.
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Force attractive exercée par le solide

Considérons ensuite les interactions avec le solide. On voit tout de suite par symétrie de translation ho-
rizontale du solide que chaque molécule de liquide expérimente de la part du solide une force attractive
verticale. La résultante des forces attractives du solide est donc elle aussi verticale, normale a I'interface du
solide. Loin de la ligne de contact, au niveau de l'interface liquide-solide, cette attraction est localement
compensée par la répulsion. Ce n’est que proche de la ligne de contact qu’elle n'est pas compensée puisque
la répulsion tend vers zéro (P,) a la ligne de contact (on suppose que la pression de la vapeur P, est nulle
pour le raisonnement), car elle est nulle (Z,) hors du liquide. Il reste donc une composante verticale, non
compensée par la répulsion, fortement localisée au voisinage de la ligne de contact. Nous verrons dans la
suite que cette composante est égale & yry sin fy-.

Lexistence de cette force a été récemment remise en question par Finn [60, 61]. Pour montrer que cette
force est nécessaire a I'équilibre, nous pouvons par exemple considérer le cas d'un goutte de petite taille
posée sur un substrat solide plan (voir la Figure 2.16). Cette goutte posséde une courbure x constante, et se
raccorde au solide avec un angle de contact fy-. Considérons les forces qui s'exercent sur la goutte entiére.
A Tlintérieur de la goutte, nous avons vu qu’il existe une pression de Laplace qui appuie sur le solide avec
la surpression 7y v. Le solide par réaction doit donc appuyer sur la goutte avec la méme force au niveau
de l'interface liquide-solide. Si la goutte est en équilibre, le solide doit alors retenir, grace a ses interactions
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attractives, le liquide, ce qu’il fait au niveau de la ligne de contact. La contribution nécessaire pour étre
a I'équilibre est alors égale a vy sin fy par unité de longueur de la ligne de contact [81, 82, 83]. Notons
que ce résultat se démontre pour des gouttes axisymétriques a 3D, comme pour des gouttes invariantes
par translation a 2D. Expérimentalement, cette force a été mise en évidence par I'étude des déformations
élastiques de solides mous sous une ligne de contact [84, 84, 85, 86, 87].

FIGURE 2.16 Forces agissant sur une goutte de liquide (en gris clair tacheté) de courbure x et d’angle de
contact fy. Le systéeme est en équilibre dont toutes les forces extérieures doivent se compenser. A cause
de la pression de Laplace vy &, le solide exerce une réaction sous la goutte a I'interface liquide-solide (les
petites fléches noires vers le haut). Au voisinage de la ligne de contact, la répulsion et I'attraction par le
solide ne se compensent pas. Le solide doit exercer une attraction, par symétrie verticale, égaleaypy sin 0y
par unité de longueur de la ligne de contact (force grises vers le bas).

Finalement, c’est bien cette force qu’il nous manquait pour atteindre I'équilibre vertical des forces sur
la Figure 2.4. Cette force a souvent été interprétée comme étant une réaction de la part du solide au fait qu’il
n'y avait pas équilibre, le coin tirant sur le solide [48]. Nous avons ici clarifié I'origine moléculaire de cette
force normale.

Construction complete

Pour finaliser la construction des forces sur une portion de coin de liquide, nous pouvons maintenant in-
corporer sur la Figure 2.17 les forces aux interfaces, loin de la ligne de contact, que nous avons déja vues au
premier chapitre. En effet, I'effet attractif du solide ne pouvant générer que des forces verticales, les forces
horizontales nécessaires a la construction d"Young proviennent de la présence du liquide a I'extérieur du
systeme. Le long de I'interface liquide-vapeur a la limite du coin, la tension de surface ypy tire sur le sys-
téme, comme nous 'avons vu a la Figure 1.12. Une force similaire apparait de la méme fagon au coin du
systeme a I'interface liquide-solide, loin de la ligne de contact. Nous avons vu a la Figure 1.14 qu'une force
tangentielle, due a la présence d’un solide prenant la place du liquide, apparait. Elle est répulsive et pos-
séde 'amplitude ysy — 7si. En incluant ces forces, on obtient finalement un équilibre des forces comme
indiquées sur la Figure 2.17, lorsque la relation d"Young est respectée. En fait, avec cette construction, nous
pouvons méme vérifier que le moment résultant est nul. Cela nous donne ainsi une image plus physique de
la construction d’Young, qui avait déja été avancée par Berry en 1971 dans un article trés peu cité [32] par
les mémes arguments qualitatifs mais sans en donner de démonstration.

2.3.2 Forces du liquide sur le solide

La mesure de la tension de surface liquide-vapeur est directement reliée a la force exercée par le liquide
sur le solide comme nous I'avons vu précédemment. Ici, il s’agit alors d’étudier les forces qui s’appliquent
au solide, et non pas au liquide comme nous venons de le faire. La situation est donc totalement différente,
notamment par le fait qu’ici les forces ne sont pas a I'équilibre.
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FIGURE 2.17  Forces agissant sur une portion du liquide (région tachetée) au voisinage de la ligne de
contact. La limite de cette portion (les pointillés) se situe suffisamment loin de la ligne de contact de sorte
que la géométrie proche de cette ligne n'influence pas le résultat. La pression dans la phase vapeur P,
qui agit finalement sur tout le pourtour du systéme, n’est pas représentée. (a) Distribution des forces dans
le systtme. Chaque coin du systeme peut étre traité séparément. Le coin en haut a droite est a I'interface
liquide-vapeur. Le reste du liquide y exerce donc comme sur la Figure 1.12 une force attractive vy par
unité de longueur. Le coin en bas a droite est a I'interface liquide-solide. D’apres les figures 1.12 et 1.14, le
reste du liquide y exerce une force répulsive sy — ys1. par unité de longueur. Enfin, le liquide proche de
Iinterface liquide-solide est attiré par le solide. Cette force est équilibrée par la répulsion du solide partout,
sauf proche de la ligne de contact. (b) Schéma complet des forces extérieures qui agissent sur le coin de
liquide. Le systéme est a I'équilibre : la résultante et le moment total en tout point sont nuls.
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Forces agissant sur le solide au voisinage de la ligne de contact

Proche de la ligne de contact, le liquide ressemble a un coin d’angle 0y. Le solide qui est en dessous est
attiré par les molécules de liquide, de par 'interaction liquide-solide. D’autre part, le solide est repoussé
a l'interface avec le solide a cause de la pression répulsive. Nous venons de I'évoquer, loin de la ligne de
contact, 'attraction du liquide est verticale, et la répulsion du liquide se compensent exactement. Proche
de la ligne de contact toutefois, la répulsion tend vers zéro, alors que I'attraction est de plus longue portée,
elle ne sannule donc pas complétement, seulement a une certaine distance au-dela de la ligne de contact.
Comme nous allons le démontrer dans quelques pages, la force verticale (normale a I'interface) exercée par
le liquide sur le solide a proximité de cette ligne de contact est égale a vy sin fy par unité de longueur, ce
qui est cohérent avec I'interprétation d’une tension de surface qui tire le long de I'interface. Toutefois, la
composante horizontale, paralléle a I'interface liquide-solide, n’est pas 1y cos 8y, mais Yy + ysy — ysL =
v (14cos by ), ce que nous allons démontrer a la sous-section 2.5.3. Ceci peut étre compris de la maniére
suivante. La Figure 2.18(a) illustre le fait que la force tangentielle est due aux forces attractives longue portée
entre les molécules de liquide et les molécules de solide. De plus, dans le chapitre précédent, nous avons
démontré que l'interaction liquide-solide posséde une amplitude proportionnelle a Ag;, = Y1y (1+cos by ).
Il n'y a donc aucune raison pour que la force tangentielle soit en 1y cos Oy .

Leffet de cette force est illustré alors sur la Figure 2.18(b). L'intuition macroscopique d’une force résul-
tante de tension de surface qui tire selon 'interface prédit une force qui tire vers la gauche dés que I'angle de
contact fy > 90 °. Toutefois, il est clair sur le schéma que la somme des forces attractives d'un domaine de
liquide est orientée vers le domaine de liquide, et non pas vers ses bords. Cette résultante ne doit donc pas
changer de signe lorsque 6y franchit 90 °. Au contraire, on s’attend a ce qu’elle soit verticale par symétrie
lorsque fy = 180 °. Lasymétrie entre la droite et la gauche de part et d’autre de la ligne de contact nous
assure alors que la force tangentielle ne peut pas étre en Ly cos fy (qui change de signe), et qu'une forme
du type v (1 + cos 6y ) est beaucoup plus cohérente. Notons enfin que pour la force exercée par le solide



106 CHAPITRE 2 : LA LIGNE TRIPLE

9,

TR T

FIGURE 2.18 Forces agissant sur le solide (zone hachurée) par le liquide (zone grise) au voisinage de la
ligne de contact. (a) Distribution des forces agissant sur le solide. A cause de I'attraction longue portée
du liquide, le solide est attiré vers le liquide (fleches grises pleines). A mesure que I'on s'éloigne de la
ligne de contact, la répulsion dans le liquide augmente (fleches noires en pointillés), et vient compenser
Pattraction loin de la ligne de contact. Labsence de liquide dans une zone a gauche de la ligne de contact
nous garantit le fait que la force tangentielle est toujours orientée vers la droite, méme pour #y- > 90°.
(b) Forces résultantes de cette distribution dans le solide : la force normale & I'interface est vy sin 8y, et
la force tangentielle est vy + ysv — ysr. = v (1 + cosby).

sur le liquide, il n'y a plus d’asymétrie des sources, c’est-a-dire du solide, et donc la force d’attraction sur
une molécule de liquide est bien verticale, sans composante tangentielle.

Forces agissant sur le solide au voisinage d’interfaces courbées

Lexpression de cette force n’est apparemment pas compatible avec I'interprétation du raisonnement ther-
modynamique, que nous avons interprété par I'existence d’une force tangentielle au liquide a la ligne de
contact, comme nous I'avons vu a I'équation (2.14). Pour résoudre ce paradoxe, nous devons considérer
toutes les forces exercées par le liquide sur le solide. En effet, le raisonnement thermodynamique sur le solide
nous dit juste que la force verticale est 1y cos 8y par unité de longueur de la ligne de contact. Or nous avons
montré qu’il existe une force capillaire supplémentaire lorsque les interfaces solide-liquide sont courbées.
Et, des solides partiellement immergés doivent forcément posséder une interface liquide-solide courbée.
Nous avons vu a la sous-section 1.5.1 que pour des interfaces planes, la force exercée par le liquide est celle
de la pression thermodynamique, constante dans le liquide. Nous avons ensuite vu a la sous-section 1.5.4
que la force normale exercée par le liquide sur le solide a 'interface est analogue a la pression de Laplace :
elle est proportionnelle a la courbure « du solide, et vaut vy, ot pour des solides convexes cette pression
est répulsive, comme c’est rappelé sur la Figure 2.19. C’est cette force, localisée aux endroits de courbure du
solide, qui est nécessaire pour restaurer la compatibilité avec le résultat thermodynamique, comme nous
allons le voir dans les exemples qui suivent.

2.4 Etudes de cas

2.4.1 Corps immergés
Sans gravité

Un trés bon exemple pour illustrer les effets combinés des forces capillaires sur les solides localisés a la ligne
de contact et aux interfaces courbées est le cas académique débattu depuis quelques années d’un cylindre qui
flotte dans un environnement ou la gravité est nulle, illustré sur la Figure 2.20. Lorsque la gravité est présente,
le liquide forme une dépression proche de la ligne de contact, C’est I'ascension capillaire. La courbure du
liquide provoque une dépression, compensée par la montée du liquide : la pression hydrostatique compense
la pression de Laplace. Sans gravité, au contraire, il ne peut pas y avoir de dépression hydrostatique, donc la
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FIGURE 2.19 Forces agissant a l'interface liquide-
solide. (a) Sans liquide, il n’y a aucune force ni attrac-
tive ni répulsive. (b) Lorsque le liquide est présent, la
répulsion dans le liquide n’est pas parfaitement équi-

(b) ~ / librée par 'attraction qui est plus forte, du fait que le

domaine de liquide qui attire est plus grand dans ce
cas courbé que dans le cas plan. (c) La force résultante
par unité de surface est v yx ou x est la courbure du
KLV K’ solide. La force dans ce cas est bien une pression qui

L appuie sur le solide. C’est 'absence du liquide qui ex-
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plique le fait que seule la tension de surface liquide-

vapeur intervient dans I'expression de cette force sur

le solide.
courbure du liquide reste constante : I'interface reste plane partout, méme au voisinage de laligne de contact.
Cela signifie que la position verticale du cylindre est déterminée par la condition d’angle de contact que doit
faire le solide aux lignes de contact, et non pas par une condition sur le ratio des densités du liquide et du
solide. Nous pouvons ensuite discuter des forces exercées par le liquide, d’une part au voisinage de la ligne de
contact et d’autre part sur I'interface liquide-solide. D’abord, comme c’est représenté sur la Figure 2.18(a),
la force au voisinage de la ligne de contact est une force qui est dirigée vers I'intérieur du liquide, et non
selon I'interface. Elle possede une composante selon la tangente au solide, ainsi qu'un composante selon
la normale au solide a la ligne de contact. Cela crée une résultante verticale non compensée pour I'instant,
qui, aprés projection, vaut 27ypy sin fy par unité de profondeur du liquide (le facteur 2 vient du fait que
laiguille possede par symétrie deux lignes de contact par unité de profondeur). Ensuite, I'interface liquide-
solide posseéde une courbure constante, égale a k = 1/R, ot R est le rayon du cylindre. Il y a donc une
pression constante qui pousse le solide en tout point de I'interface, avec 'amplitude ;v «. La somme de ces
forces par unité de surface, normales a I'interface nous donne la résultante de cette pression de Laplace :

2
’yLv/ kndS = W’}/Lv(tg + t1) , (2.39)
1

ou t et ta sont les vecteurs unitaires tangents au cylindre aux deux lignes de contact, dirigés vers la phase
vapeur, comme définis sur la Figure 2.20(b), et W la profondeur du cylindre. La résultante de cette pression
est finalement égale a 27y sin Ay par unité de profondeur, ce qui compense exactement la résultante verti-
cale des forces aux lignes de contact. De par la symétrie gauche-droite du cylindre, il 0’y a pas non plus de
composante horizontale, le cylindre est donc a I'équilibre [Figure 2.20(c)]. D’autre part, ce résultat est com-
plétement indépendant de la forme exacte du solide. En effet, I'équation (2.39) est vérifiée quelle que soit la
forme de I'interface, elle se réduit toujours aux tangentes aux lignes de contact [voir Figure 2.20(d)]. Enfin,
si on prend en compte la gravité, le probleme ne change fondamentalement pas car méme si la position
du cylindre est différente (plus ou moins haute en fonction du ratio des densités), la projection des forces
capillaires (aux ligne de contact et aux interfaces) se réduit toujours a des forces a la ligne de contact tan-
gentielles a 'interface liquide-vapeur, de fagon cohérente avec la thermodynamique. Ces forces compensent
verticalement I'action de la gravité, et le cylindre est a I'équilibre.

Plaque

Le méme principe s'applique au cas d’'une plaque en mouillage partiel que nous avons déja rencontré a la
Figure 2.5. La force totale exercée par le liquide sur le solide résulte de deux contributions comme précé-
demment, comme C’est représenté sur la Figure 2.21. Il y a en effet tout d’abord la contribution du voisinage
delaligne de contact. Par unité de longueur de ligne de contact, la composante verticale vaut (1 + cos 0y ).
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FIGURE 2.20 Forces capillaires sur des objets en immersion partielle. (a) Distribution des forces capil-
laires agissant sur un cylindre qui flotte a la surface d’un liquide, en condition de mouillage partiel, et en
Iabsence de gravité. Les grandes fleches grises représentent les forces localisées aux voisinages des lignes de
contact. Les petites fleches représentent la pression de Laplace vy ~ qui s’exerce sur le solide a 'interface
liquide-solide, a cause de la courbure « du solide. (b) Notations : fy est'angle de contact du liquide sur le
solide; t; et to sont deux vecteurs unitaires tangents au cylindre aux deux lignes de contact, et dirigés vers
la phase vapeur. (c) Résultante des forces capillaires décrites en (a), Sappliquant sur chaque « moitié » de
cylindre. Ce n'est pas représentatif de la distribution. (d) Distribution des forces capillaires sur un solide
en mouillage partiel, et sous zéro gravité, mais dont la forme est irréguliere. Le résultat est indépendant de
la forme, et la résultante est la méme qu’en (c). (e) Forces s’exergant sur un cylindre flottant en condition
de mouillage partiel, et sous gravité. Les forces grises sont les résultantes des forces capillaires, et la force
noire est la résultante des forces gravitaires (en prenant en compte la force d’Archimede). Ces forces sont
aléquilibre.

Ensuite, la plaque submergée posséde deux endroits de trés forte courbure, aux coins en bas de la plaque.
Cette courbure induit une pression de Laplace subie par le solide, et dont la résultante verticale vaut yrv
par unité de longueur de la ligne de contact. La résultante verticale sur la plaque vaut donc bien au final
v cos By, en accord avec le résultat thermodynamique.

(a) j_)(wcosé), (b)
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FIGURE 2.21  Force exercée par le liquide sur une plaque partiellement immergée dans le liquide en
mouillage partiel. (a) La force résultante par unité de longueur de la ligne de contact vaut .y cos 0y
d’apres le résultat thermodynamique, comme on 'a vu a la section 2.1.3. (b) Cette résultante correspond a
la distribution suivante : des forces a la ligne de contact, dont la composante verticale vaut iy (1 +cos 6y )
par unité de longueur de la ligne de contact, dirigée vers le liquide, et des forces de pression sur I'interface
liquide-solide, dans les zones de forte courbure, donc aux coins. Ces forces aux coins du solide se réduisent
aux composantes verticales par unité de longueur de ligne de contact vy qui poussent le solide hors du
bain, et viennent compenser légérement les forces dues a la ligne de contact, pour redonner vy cos fy-.
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2.4.2 Mouillage total

Dans le cas du mouillage total, la loi d’Young (2.1) ne s’applique plus, nous I'avons vu. Au contraire, I'angle
de contact apparent 6 devient nul car les trois tensions de surface ne s'équilibrent plus :

YSV — YSL > YLV - (2.40)

Physiquement, il n’y a donc pas de ligne de contact dans cette configuration (voir Figure 2.22). Il y a pourtant
une ligne de contact apparente, c’est 'endroit ot le ménisque liquide-vapeur s’approche du solide tangen-
tiellement a celui-ci. Au dela de cette région du ménisque, on ne distingue plus de liquide. Il existe pourtant
une couche mésoscopique de liquide, appelée film de prémouillage ou film précurseur [33, 88]. Lexistence
de la ligne de contact apparente est uniquement due a la gravité : sur une surface plate, le liquide s’étalerait

completement.
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FIGURE 2.22  Force exercée par le liquide sur une plaque dans le cas du mouillage total. (a) La force
résultante par unité de longueur de la ligne de contact apparente vaut yry. (b) Distribution des forces sur
le solide. A cause de la présence d’un film de prémouillage de taille mésoscopique (dont la taille est ici
exagérée), le solide est complétement immergé, il 0’y a donc pas de force due a la présence d’une ligne de
contact, méme proche de la ligne de contact apparente. Ce sont uniquement les forces de Laplace qu’il faut
prendre en compte. La courbure du solide donne une résultante nulle toutefois car le solide est entiérement
immergé. Cest la courbure du liquide qui crée quant a elle une pression de Laplace dans le liquide, ce qui
appuie sur le solide, uniquement dans la zone de prémouillage, puisqu’elle est compensée par la gravité
dans le ménisque. La force résultante est finalement ~ry par unité de longueur de la ligne de contact
apparente.

Linterface entre le liquide et la phase vapeur présente alors deux régions. Dans la région basse, loin du
solide, le ménisque peut étre décrit par la compétition entre la pression de Laplace due a la courbure x de
linterface, et la pression hydrostatique due a la gravité :

TvE = pgz , (2.41)

ou z représente la hauteur au-dessus du bain. Cela permet d’introduire la longueur capillaire /., définie
par £, = \/71v/pg et de réécrire I'équation de la fagon suivante : K?Yn = z. Dans la région haute, le film
de prémouillage d’épaisseur h(z) est déterminé par la compétition entre la pression hydrostatique et la
pression de disjonction II(%), qui représente I'énergie potentielle locale du film d’épaisseur 4 comme nous
I'avons définie a la sous-section 1.4.4, équation 1.73. Léquilibre s'écrit alors [33, 23] :

II(h) = pgz . (2.42)

Comme le film de prémouillage est principalement plat (x ~ 0), la contribution de la pression de Laplace
peut étre négligée dans ce régime. Or, nous avons vu que la pression de disjonction est pour des interactions
de Van der Waals de I'ordre de :

~ (ysv — YL — M) 0°

(k) iy
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Nous obtenons alors I'épaisseur du film de prémouillage :

. _ 271/3
h(z) ~ (sv — s —v) o . (2.43)

pgz

7

Enfin, dans le voisinage de la ligne de contact apparente, ou les deux régimes se raccordent, I'épaisseur

est d’ordre l}/ 352/3, Comme L, est millimétrique et 0 nanométrique, h est mésoscopique : h ~ 100 nm.
D’un point de vue microscopique toutefois, le solide est entouré d’un film infini de liquide. Ainsi, les forces
dues au liquide qui agissent sur le solide ne sont que des forces normales, car nous avons vu que les forces
tangentielles proviennent d'une asymétrie locale du domaine du liquide. Ce sont donc des forces dues aux
pressions de Laplace, dans le liquide et dans le solide, et non pas des forces de ligne de contact.

Les forces de pression de Laplace dues a la courbure du solide, lorsqu’elle sont intégrées sur toute
linterface liquide-solide, donnent une résultante nulle, car le solide est completement immergé. Il reste
les forces qui s’exercent sur 'interface liquide-solide, mais dues a la pression de Laplace dans le liquide, a
cause de la courbure de I'interface liquide-vapeur (voir Figure 2.22). Cette pression de Laplace est déja com-
pensée par la pression hydrostatique dans la zone du ménisque. Elle ne doit donc étre intégrée que dans la
zone du film de prémouillage, entre les deux lignes de contact apparentes. La résultante, comme précédem-
ment, se résume donc a deux forces tangentes au solide au niveau des deux lignes de contact apparentes,
et ayant 'amplitude yry par unité de longueur de ligne de contact (apparente). Cette résultante est bien
orientée vers le liquide, et c’est donc la force totale qui s’applique au solide.

Ce résultat est alors cohérent avec le résultat thermodynamique. Puisque le solide est recouvert de li-
quide, lorsque la plaque est tirée hors du bain, la surface liquide-solide reste constante, la surface solide-
vapeur reste nulle, et la surface liquide-vapeur augmente, au niveau de la zone de prémouillage. La force
nécessaire est donc yry par unité de longueur de la ligne de contact apparente.

2.4.3 Situation de Neumann - deux phases liquides

Nous pouvons aussi étudier les forces exercées sur un coin de liquide. La différence avec la situation d’Young,
est que la force exercée par le liquide n'est plus verticale, car la symétrie droite gauche du substrat a été
brisée. Il s’agit alors de préciser les forces exercées par le liquide A et le liquide B sur une portion de coin
de A, proche de la ligne de contact (voir Figure 2.23) On peut toujours étudier les forces aux trois coins de
cette portion de liquide. Dans le coin en haut a droite, a I'interface entre A et la vapeur, nous sommes dans
la situation de la Figure 1.12, la force exercée par le reste de A sur le coin est bien la force de tension de
surface A qui tire tangentiellement a I'interface de A. En effet, nous somme suffisamment loin de la ligne
de contact et de la présence de B a cet endroit. Dans le coin en bas a droite, nous sommes dans la situation
de la Figure 1.14. Nous avons vu que la présence du solide ainsi que I'absence du liquide créent une force
répulsive 7g — yap par unité de longueur, paralléelement a l'interface entre A et B. Enfin, dans le coin au
voisinage de la ligne de contact, nous avons le méme phénomeéne qu’auparavant. Loin de cette ligne sur
Pinterface entre A et 53, la répulsion du solide est compensée par I'attraction du solide, il n’y a pas de force
nette a I'interface. Pour simplifier le raisonnement, nous nous placons ici dans 'hypothése d'une pression
dans la phase vapeur nulle P, = 0 (mais ce n'est pas nécessaire). A I'approche de la ligne de contact, la
répulsion tend alors vers zéro, car elle doit étre nulle a la ligne de contact, a 'approche de la phase vapeur.
Or, l'attraction par le solide n’est pas nulle, il reste donc une composante verticale, ainsi qu'une composante
horizontale, du fait que le substrat B ne posséde plus de symétrie horizontale. Nous allons voir dans la partie
suivante 2.5.4 que les composantes de la force Fg exercée par B3 sur 4 au voisinage de la ligne de contact
de longueur W se réduisent a (voir la Figure 2.23) :

Fga - u; .

“ba e 05 2.44
W Y8 sin (2.44)

F .

SN TUS + v8(1 + cosfp) . (2.45)

w
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Léquilibre de ces forces dans les directions paralléle et perpendiculaire a I'interface entre .4 et B méne alors
aux équations de Neumann (2.25) et (2.26). De plus, comme précédemment, cette construction posséde un
moment total qui est nul.

(@) v o Y,

Vo (1 +cos6)) o '-j' .
\ A

FIGURE 2.23  (a) Force exercée a I'équilibre par un liquide 3 sur un coin de liquide .A. La composante
tangentielle a I'interface entre A et B est g sin 0, et la composante normale est y5(1 + cos 0). Cette
force est toujours orientée vers le liquide B. On ne peut pas généraliser cette force au cas de la force exercée
par le solide sur le liquide car cette force doit intégrer le fait que le solide est indéformable, ce qui n’est pas
le cas ici pour le liquide B. Cette force peut se décomposer en une force tangentielle a I'interface de I3, qui
vaut g, ainsi qu'une autre force tangentielle a I'interface entre .A et B3, et qui vaut aussi vs. (b) Equilibre
des forces sur un coin de liquide de .A. A l'interface de A loin de la ligne de contact, le liquide tire selon
T'interface avec la force par unité de longueur de ligne de contact 4. A I'interface entre A et B, le liquide
est repoussé par la pression qui résulte de attraction du solide, comme sur la Figure 1.14, avec la force
YA + B — YaB> et est attiré par le liquide avec 4, ce qui résulte en une force répulsive 73 — y5p. Enfin,
au voisinage de la ligne de contact, la force est celle détaillée en (a). Cette construction est a I'équilibre,
et méne aux relations de Neumann (2.25) et (2.26). Le moment total de cette construction est encore une
fois nul en tout point.

2.5 Calcul des forces capillaires au voisinage de la ligne de contact

Nous allons maintenant démontrer I'expression des forces entre le liquide et le solide dans le cadre du
modele de DFT simplifiée mise en place au chapitre précédent. Nous devons exprimer les forces au voisinage
d’une ligne de contact exercées par le solide sur le liquide, ainsi que celles exercées par le liquide sur le solide.
De plus, nous devons étendre ce résultat au cas de deux liquides. Pour simplifier les calculs, nous supposons
que le liquide est un coin invariant dans une direction de I'espace.

2.5.1 Potentiel créé par un diédre

Avant de pouvoir exprimer les forces exercées par et sur un coin de liquide, nous devons spécifier le potentiel
créé par un diedre infini. Nous allons utiliser largement ce potentiel dans toute cette section. Ce potentiel
est relativement aisé a déterminer dans la situation décrite sur la figure Figure 2.24, et il est noté HS ﬂD (z, ),
ou z est la distance au coin dans I'axe d’une des arétes du diedre, et o 'angle du diedre.

Pour 'exprimer, nous devons exploiter I'invariance par translation, et donc utiliser le potentiel créé par
une ligne infinie p? ﬂL (r) a une distance r de celle-ci, que nous avons déja briévement rencontré :

@5/?(7‘) = Papﬁ/ Yap (\/ r? 4 y2) dy . (2.46)

—00

oo



112 CHAPITRE 2 : LA LIGNE TRIPLE

FIGURE 2.24  Potentiel 1" (2, o) créé par un diédre d’angle o < 7/2, a la distance 2 du coin, et dans
laxe d’'une des deux arétes.

Alors, pour @ < /2, le potentiel point-diédre s'exprime [voir I'annexe D.1.2, équation (D.16) pour plus
de détails, et nous omettons les indices « et 8 pour clarifier les notations quand c’est possible] :

7P (z,0) = /OO r [a — arcsin <§ sin a)} HTL(r)dr . (2.47)

On retrouve alors notamment pour o = /2 : II”P(z,7/2) = 1II(z). On peut ensuite calculer son
intégrale [voir I'équation (2.48)] :

/ PP (2, a)dz = ( — — > / r2¢TL(r)dr = tan a/ 2ot (r)dr . (2.48)
0 sina  tana /) Jg 2

0

On peut étendre la définition de ITFP (2, ) & @ > 7/2 car par symétrie on a IIF'P (2, ) = (2 sina) —
PP (2, m—a), et celle ci posseéde donc toujours la méme intégrale (2.48) méme pour o > 7 /2. De plus, on
a toujours les contraintes intégrales (1.74) et (1.75) exprimées avec le potentiel point-ligne [voir I'équation
(D.14)] :

o0
/ rPrf (r)dr = — vy (2.49)
0

& — 1 0
/ r?oré(r)dr = — v T 725\/ SLEE _'YLV7+ CQOS r, (2.50)
0

Cest-a-dire :
/OO rP(z, a)d ! ! (2.51)
z,a)dz = — — : .
o T sna tana ) P
> I I\ v +sv — L
167 dz= — — : 2.52
/0 s (2, a)dz <sina tana) 2 (252)

Avec 'aide de ces expressions, nous pouvons alors calculer les contraintes.

2.5.2 Forces d’un coin de liquide sur le solide semi-infini

Il faut spécifier un sous-systeme du solide sur lequel nous allons examiner I'expression des forces exercées
par le liquide (les forces exercées par le solide sur le solide sont hors de propos ici). Nous choisissons un
parallélépipede V, infini dans la direction de la ligne de contact, dont la surface supérieure coincide avec
linterface liquide-solide, qui plonge jusqu'a une distance infinie sous l'interface, et dont les deux autres
faces sont de part et d’autre de la ligne de contact suffisamment éloignées de celle-ci (voir Figure 2.25).
Lune des surfaces latérales se trouve donc sous un espace semi-infini de vapeur, tandis que I'autre se trouve
sous un espace semi-infini de liquide.

La force attractive du liquide sur le solide F; g Sexprime comme précédemment grace au potentiel
attractif longue portée ¢ g exercé par les molécules de liquide sur les molécules de solide (et prenant en
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FIGURE 2.25 Schéma du calcul de la force résultante exercée par un coin de liquide d’angle d’équilibre
By sur un solide au voisinage de la ligne de contact d’aprés I'équation (2.53). On définit le systéme S sur
lequel on effectue nos bilans sous la ligne de contact comme C’est dessiné. Les bords de part et d’autre de
la ligne de contact sont suffisamment loin de la ligne de contact. Pour la composante normale a I'interface
liquide-solide, la force se calcule alors sur la surface horizontale du systéme du solide considéré. On peut
séparer les contributions sur deux parties : sous la goutte, et en dehors. En dehors de la goutte, seule
linfluence de lattraction ¢1,s(x) du coin se fait ressentir. Sous la goutte, il faut prendre en compte la ré-
pulsion p,-(2). Pour la composante tangentielle, I'influence du liquide est  prendre en compte uniquement
sous le liquide. Sur l'autre face, le liquide est trop loin pour avoir une quelconque influence. Finalement,
Pintégration de cette force nous donne une composante tangentielle iy (1 4 cos 0y ), et une composante
normale YLy sin fy par unité de longueur de ligne de contact.

compte on le rappelle la fonction de corrélation de paire), et grace a la répulsion p, a I'interface liquide-
solide Sy,g, dont la normale est u, :

Frs = / ~Vérsdr — / pru,dS. (2.53)
Vv Srs

La force volumique est un gradient, elle se réduit donc comme précédemment a la différence de la valeur
du potentiel aux bornes. On projette alors la force selon la direction tangentielle a I'interface liquide-solide
(notée F1y par unité de longueur), et selon la direction perpendiculaire (F7' par unité de longueur).

Force tangentielle

La force tangentielle est uniquement due au gradient du potentiel ¢1,g dans la direction horizontale, elle se
calcule donc sur les surfaces verticales de part et d’autre de la ligne de contact. Or, sur la surface loin de la
ligne de contact sous la phase vapeur, on a ¢ = 0 car le liquide est infiniment loin de cette surface. Il
reste donc seulement a calculer la valeur de ¢ 1, sous le liquide, considéré comme un espace semi-infini. A
une distance z de I'interface cette valeur est connue : ¢r,¢ = II;g(2). Il reste donc, par unité de longueur
sur la profondeur, la force tangentielle suivante, dirigée vers le liquide :

FIo=— / I 5(2)dz (2.54)
0

Cest-a-dire d’apres I'intégrale de la pression I, g donnée par (1.76) :

FIq = yv(1 + cosfy) . (2.55)
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La force tangentielle exercée par le coin de liquide sur le solide au voisinage de la ligne de contact est donc
bien v (1 4 cos By ) et non pas vy cos Oy . Le facteur (1 + cos 6y ) n'est pas ici un facteur géométrique
mais représente I'amplitude de l'interaction liquide-solide, qui s’annule bien lorsque 6y = 180°, et reste
toujours du méme signe pour des interactions du type Van der Waals.

Force normale

La force normale est quant a elle uniquement due aux valeurs de ¢ 1,5 et de p, a I'interface du solide. On
sépare en deux cette contribution car la pression n’existe que sous le liquide (on suppose pour simplifier
que P, = 0). Pour préciser p,, nous utilisons le fait que le liquide est a I'équilibre, et donc que le potentiel
thermodynamique P, est constant. Ce potentiel est évalué a I'interface liquide-vapeur, loin du solide, il vaut
alors Pr, = 0 (pour P, = 0, voir par exemple sous-section 1.5.2). On a donc a l'interface liquide-solide :

pr+ oL + ésr =11(0) . (2.56)
On voit donc que pour calculer p,. il nous faut préciser le potentiel créé par le diedre de liquide sur une de ses

arétes, a la distance x de la ligne de contact. Ce potentiel se déduit aisément de IT”'? défini précédemment
grace a la construction reportée sur la Figure 2.26 :

o = 1(0) —Hfg(m,ﬂ'—ey) . (2.57)
Et, ona ¢gr, = IIg7(0). On en déduit donc la répulsion a la distance x de la ligne de contact :

pr(z) =17 (z,m — 0y) — gL (0) . (2.58)

z

FIGURE 2.26  Potentiel ¢ créé par un diédre d’angle o < /2 sur I'une de ses arétes, a la distance z du
coin. D’aprés cette décomposition, on a ¢ = I1(0) — 177 (2, m — a).

Ensuite, il nous faut calculer I'interaction exercée par le liquide sur le solide, au niveau de l'interface
liquide-solide. Sous le liquide a la distance z de la ligne de contact, I'interaction est identique & ¢r1. que
nous venons de calculer, a la différence qu’il s’agit d’interactions LS maintenant :

prs(z > 0) =Tpg(0) — L2 (z,7 — 6y) . (2.59)

En dehors duliquide, I'interaction ¢ g a 'interface solide-vapeur est encore plus simple puisqu’elle se réduit

A

a:
prs(z < 0) =78 (||, 0y) , (2.60)

ce qui est bien continu en x = 0 avec I'expression précédente. Finalement, la force normale se décompose
sur les deux intervalles z > 0 et x < 0, et se détermine grice aux contraintes intégrales sur II”’" données
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aux équations (2.51) et (2.52) :

0 00
FNo— / b5z < 0)da — / brs(z > 0) + pr(x)] de , 2.61)
—00 0
= — / Ie2(x,0y) — / [HILDLD(JJ, T —Oy) —IIED (2,7 — Oy)] dz (2.62)
0 0
B 1 + cos Oy 1 1 1 1
- 2 <sin Oy  tan 9y> o <sin Oy + tan 0y>
1+ cos by 1 1
T <sin Oy " an 9y> ’ (2.63)

cest-a-dire :
FNo = qpysinfy . (2.64)

Le liquide tire dans la direction normale a I'interface avec la force iy sin 6y par unité de longueur de ligne
de contact.

En résumé

« La force par unité de longueur de ligne de contact exercée par un coin de li-
quide d’angle Ay sur un solide possede deux composantes, 'une tangentielle a
Iinterface liquide-solide, 'autre normale :

- La composante normale est vy sin 6y vers le liquide.

- La composante tangentielle est ypyv (1 + cos 0y ) vers le liquide.

o Larésultante est dirigée vers la bissectrice du coin, a 6y /2.

LV 1+ cosa,)

. 7‘ ¥, 54
i,

2.5.3 Forces d’un solide semi-infini sur un coin de liquide

Calculons maintenant la force exercée par un solide semi-infini sur un diédre infini de liquide, d’angle a
I'équilibre Ay . Ici, les forces horizontales sont exercées par le liquide, elles menent a la relation d’Young. Il
s’agit donc de calculer la force verticale exercée par le solide, qui résulte de I'attraction a longue distance des
molécules de solide sur les molécules de liquide, ainsi que la force de répulsion a I'interface liquide-solide.
Il s’agit donc de calculer :

Fgp = — ¢spu, -ndS +/ (pr + ¢s1.) dS | (2.65)

SLV SSL

sur les deux surfaces de notre volume de contrdle (le liquide), les surfaces Sy a I'interface liquide-vapeur,
et Sgr, a l'interface liquide-solide (voir Figure 2.27).
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FIGURE 2.27  Schéma du calcul de la force verticale exercée par un substrat solide semi-infini sur coin
de liquide d’angle d’équilibre 6y au voisinage de la ligne de contact, d’apres I'équation (2.65), ce qui nest
pas représentatif de leur distribution. La force se réduit au calcul des potentiels sur les interfaces liquide-
vapeur et liquide-solide. Sur 'interface liquide-vapeur, le potentiel solide-liquide est I1s, (2), 4 la distance
z du solide. Sur I'interface liquide-solide, le potentiel attractif est constant et égal a ITgy, (0), tandis que la
répulsion est la méme que dans la Figure 2.25. La force verticale finale est orientée vers le bas et vaut
~rv sin 0y Il 0’y a pas de force horizontale par symétrie du solide.

Le potentiel créé par le solide sur la surface Sy est a la distance z de l'interface liquide-solide ¢57, =
IIsr(z). Et, a la distance z de l'interface solide-liquide, on est & la distance h = z/sinfy de la ligne
de contact sur I'interface liquide-vapeur, si celui-ci est bien un diédre parfait. Enfin, la projection dans la
direction verticale s’écrit: n - u, = cos fy. La premiére composante de la force verticale dans 'expression
(2.65) s’écrit donc :

/ ¢spu, -ndS = — cos 9y/ IIsp(2)dh , (2.66)
SLv 0
= v 8 by (1+cosby) . (2.67)
sin Ay

Ensuite, nous devons spécifier la répulsion a I'interface. Nous I'avons déja calculée aI'équation (2.58). Enfin,
on a linterface liquide-solide ¢s;, = g1 (0). Ainsi, la deuxiéme composante de la force verticale dans
I'expression (2.65) devient :

- / (pr + ¢s1) dS = + / 77 (v, 7 — Oy)dx (2.68)
Ssr 0
= L + L (2.69)
= W in fy  tanfy ) '

Ainsi, la force normale par unité de longueur de ligne de contact s’écrit :

cos Oy

1 1
v g 2.70
SL =y Liney (14 costy) <sin9y +tan9Y)] ’ Y




2.5 Calcul des forces capillaires au voisinage de la ligne de contact 117

Cest-a-dire :
Fgp, = —yLvsin®
SL = —OLvsinby . (2.71)

Cette force vient en effet compenser la force verticale exercée par le liquide a I'interface liquide-vapeur sur
le coin de liquide, faisant en sorte que le coin de liquide reste a I'équilibre aussi verticalement. C’est bien la
force manquante que la représentation classique de la loi d’Young a la Figure 2.4 omet.

On peut noter deux choses. D’une part, si on a’équilibre dans la direction horizontale, cest-a-dire si on
suppose que laloi d’ Young est vérifiée, comme on vient de le faire, alorsI'équilibre vertical est vérifié. D’autre
part, si on suppose que le coin de liquide est bien une situation d’équilibre proche de la ligne de contact,
alors on peut explicitement calculer HILD E (z, ™ — Oy ). En effet, a l'interface liquide-vapeur, la répulsion est
nulle (p, = 0), on a donc une relation directe entre ¢ 1,7, a la surface d'un dieédre, et ¢gz,, a la distance x
de la ligne de contact le long de l'interface : ¢ 1., = II1,1,(0) — Il g(x sin 0y ). Enfin, par symétrie, ¢z, est
identique sur chacune des arétes du diédre. On a donc en comparant avec (2.57) :

7P (z,m — 0y) = Hpg(zsinby) . (2.72)

En résumé

« Laforce exercée par un solide semi-infini sur un coin de liquide d’angle 0y est
normale par symétrie a I'interface liquide-solide, et vaut v sin fy par unité de
longueur de ligne de contact vers le solide.

I

Z 117

%//X sin 0,7
/?Z%HSY//AV%/ /

2.5.4 Forces d’un coin sur un autre coin

Il s’agit maintenant d’étudier le cas des forces exercées par un coin de liquide sur un autre coin de liquide,
dans le cas de Neumann. On se place dans le cadre détaillé a la Figure 2.28. Contrairement au cas du solide,
il s’agit ici de calculer la force normale et la force tangentielle. On note alors S4 I'interface entre la phase
A et la vapeur, Sp linterface entre B et la vapeur, et S5 p l'interface entre A et B. Nous devons calculer la
force exercée par B3 sur A suivante :

Fpa= — ¢pA (—sinfqu; + cosfyu,)dS + / (pr + éBa)u, dS . (2.73)
Sa SaB

Commengons par exprimer la force horizontale. Il y a une précaution a prendre pour exprimer la com-
posante horizontale au voisinage de la ligne de contact. En effet, la force que nous calculons par 'expression
(2.73) doit étre compensée par I'attraction horizontale sur une surface verticale loin de la ligne de contact.
Imaginons le cas particulier 4 = 90° et fp = 180 °, la force horizontale calculée sur S, est alors égale
a— fooo II4p(2)dz = ya + 7B — 7yaB Vers la phase vapeur. Puisque la phase 3 est dans ce cas infinie, la
force horizontale est par symétrie nulle. Elle est en fait exactement compensée par la force horizontale qui
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FIGURE 2.28  Schéma du calcul de la force exercée par un coin de liquide B d’angle d’équilibre 65 sur
un autre coin de liquide A d’angle d’équilibre 6 4 au voisinage de la ligne de contact. D’aprés I'équation
(2.73), la force se réduit au calcul des potentiels sur les interfaces de A : I'interface S 4 entre A et la vapeur,
etlinterface S4 g entre A et B. Sur S 4, le potentiel est ¢ g 4 (2), donné par 'équation (2.74). Sur I'interface
Sap, le potentiel est ¢ 4 () et est compensé par la répulsion p, (x), la somme étant donnée a I'équation
(2.79). La force totale a I'équilibre est au final —yp sin 05 selon z, et y5(1 + cos 0p) selon x. Ce schéma
ne représente pas la distribution des forces.

s'applique sur I'autre surface verticale loin de la ligne de contact, qui limite notre volume de contrdle. Nous
devons donc ajouter cette valeur yo + g —vag a la force horizontale pour trouver la force horizontale exer-
cée au voisinage de la ligne de contact. Le potentiel créé par 3 sur I'interface S4 ala distance h = z/tan 64
de la ligne de contact s’exprime de la fagon suivante, d’aprés la décomposition détaillée sur la Figure 2.29 :

ppa(h) =TER (h,m —04) + TIEE (h,04 + 05 — 7). (2.74)

La force horizontale (2.73) compensée s’ écrit donc d’apres (2.74) :

FgA = + sin9A/ ¢BA(h) dh + ('YA + VB — ')’AB) , (2.75)
0
— (at s — )_sinHA 1 n 1 B 1 B 1 1

= \TA T~ VAR 2 sinfy tanfy sin(04+0p) tan(04 + 0p) ’

(2.76)
sinfgq [1 —cosfy 1+ cos(64+0p)

= — 2.77
(v + 8 = 728) 2 [ sinf 4 sin(f4 + 0p) ’ @77)

ce qui s'annule bien pour fp = 180 ° (et justifie la compensation que I'on a ajoutée).
y <] h <] h °
Z 7 7
“\ 0 P ad
4 7 A 7 7’

05 T—04 04 +0p —

FIGURE 2.29  Décomposition de I'interaction ¢(h, 04, 0p) exercée par un diédre d’angle 5 > 0 sur
un point a la distance h du coin, et faisant un angle 8 4 > 0 tel qu’indiqué. D’apres cette construction, on
trouve : ¢p(h) = HPP (h, 7w — 04) + PP (h, 04 + 05 — 7).
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La force verticale s’écrit quant a elle grace a la somme de la répulsion et du potentiel de B sur A a
interface p, + ¢pa. Or, nous pouvons exprimer la valeur du potentiel dans la phase .4 a I'équilibre p, +
oA + ¢aa = 1144(0). Et, le potentiel ¢p44 a la distance = de la ligne de contact a déja été calculé a
I'équation (2.57) :

daA(T) :HAA(O)—HIZE(QZ,TF—QA) . (2.78)
On a donc a l'interface entre A et B a la distance « de la ligne de contact :
pr(x) + dpalz) =55 (2,7 — 04) . (2.79)

La force verticale (2.73) par unité de longueur de ligne de contact s’exprime alors d’apres les équations
(2.74) et (2.79) :

FY, = —coseA/ TR (hym — 04) + 5L (h, 04 + 05 — 7)] dh
0

+/ LR (2, — 04) da (2.80)
0
(a9 — )cosﬁA 1 n 1 B 1 B 1
= AT B T AR T sinfy tanfy sin(04 +0p) tan(04 + Op)
| (2.81)
A sinf4 tanfy4 | ’ '

(2.82)

cosfy [14+cosfy 1+ cos(fa+0p) 1+ cosfy
= (7A + 7B — 7VaB) - VA -

2 sinf4 sin(04 + 0p) sinf4

A ce stade, il n'est pas encore évident que nous allons retrouver la loi de Neumann. Cette loi exprime
I'équilibre de toutes les forces qui s’appliquent au coin de A. Pour I'instant, cet équilibre dans les directions
normale et tangentielle a I'interface entre A et B s’écrit de la fagon suivante :

Ya(14cos04) — (Yo + B — Yap) + Fs =0, (2.83)
yasinfy 4+ FY, =0, (2.84)

cest-a-dire :

sinfgq [1+cosfy 1+ cos(fs+06p)
1 04) = — — 2.85
Ya(1+cosf4) = (va + v — VaB) 5 { sind, sin(0,1 + 0p) ,  (2.85)

1+ cosfy ) cosfy [1+cosfy 1+ cos(0s+0p)
_ — 0 = - — . 2.86
A | in 04 Snoa (va+ 78 = 7a8) 2 [ sin 04 sin(64 + 0p) (2.:86)

Or, ces deux équations sont équivalentes. Il faut donc exprimer le fait que le coin de B est lui aussi a
I'équilibre. On a donc une deuxiéme équation indépendante qui exprime I'équilibre du coin de B dans
une direction donnée. Par analogie avec I'équation (2.83), on I'exprime dans la direction tangentielle a
Iinterface entre A et B :

FEB = —vB(1+cosfp)+ (ya + 78 — 7aB) , (2.87)
cest-a-dire :

sinfp [14cosfp 14 cos(f4+ 0B)

1 B - B , 2.
v8(1+ cosOp) = (ya + 78 — VaB) B sinfp sin(f4 + 0p) (289

En éliminant par exemple v + 5 — 7yap entre les équations (2.85) et (2.88) on trouve alors aprés quelques
simplifications trigonométriques :

Yasinf4 = ypsinfp . (2.89)
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Et, I'une des équations (2.83) ou (2.84) nous donne alors 'autre condition :

YacosB4 + vgcosfp + vap =0 . (2.90)

Ces deux conditions sont les équations de Neumann (2.25) et (2.26). Sous ces deux conditions, on peut alors
réexprimer les forces tangentielle (2.77) et normale (2.82) a I'interface AB, et on trouve finalement :

FL=~p(1+ cosfp), (2.91)
FY, = —psinfp . (2.92)

La force tangentielle s'annule notamment pour 5 = 180 °, comme on s’y attend par symétrie. Mais, lorsque
fp = 180°, la force normale sannule aussi, car les deux liquides ne peuvent étre a I'équilibre que pour
04 = 0 ou 180°. Comme précédemment pour le cas de la force du liquide sur le solide, la force n’est
pas selon la tangente a I'interface du liquide qui « tire ». On peut voir le résultat de la force d'un coin de
liquide sur un autre coin de liquide comme une généralisation du cas de la force d’un liguide sur un solide.
On s’apercoit d’autre part que 'angle que peut faire le liquide qui « est tiré » a la ligne de contact n’a pas
d’influence. En effet ici 'angle 6 4 du liquide A n’'influence pas le résultat de la force de BB sur celui-ci. On
ne peut pas appliquer toutefois ce résultat au cas de la force du solide sur le liguide, notamment pour la force
normale, car le calcul des forces normales dans le cas d’un solide fait intervenir des conditions différentes,
notamment pour I'équilibre local dans le substrat.

Enfin, on peut appliquer ce cas a une interface liquide-vapeur. On sépare l'interface, non pas selon
sa normale comme nous l'avons fait jusqu’ici pour cette interface, mais selon un angle quelconque. On
peut alors retrouver la force exercée par un coin de liquide sur I'autre partie de ce méme liquide d’angle
supplémentaire. Cette force est bien 7Ly, tangentielle a I'interface. Notez que le calcul développé dans cette
section induit pourtant une autre composante selon la direction tangentielle a la surface de contréle, qui
est comme précédemment fictive (dans ce cas 1, il n'y a pas de contrainte normale a I'interface), et serait
forcément compensée par la surface opposée du systéme considéré. Nous ne tenons donc pas compte de
cette force supplémentaire lorsque nous concluons que la force est bien selon la tangente a 'interface.

En résumé

« Laforce par unité de longueur de ligne de contact exercée par un coin de liquide
d’angle 05 sur un autre coin de liquide d’angle 84 tous les deux a I'équilibre
posséde deux composantes, I'une tangentielle a I'interface AB, I'autre normale :

- La composante normale est g sin 05 vers le liquide B.

- La composante tangentielle est y5(1 + cos 6 ) vers le liquide B.

o Larésultante est dirigée vers la bissectrice du coin, a 0 /2.

Vo (1 +cos6)

' pdut:
e X;s sin6),
)

B




2.6 Forme de l'interface au voisinage de la ligne de contact 121

2.5.5 Equilibre d’un liquide sur un coin de solide

Pour finir, nous pouvons calculer 'angle d’équilibre d'un coin de liquide sur un coin de solide a partir des
résultats que nous venons d’obtenir. En effet, si nous supposons que le coin B précédent d’angle 6 est un
solide, le liquide doit trouver une forme d’équilibre en coin d’angle f1,. On se donne alors un solide d’angle
0s. On souhaite connaitre 'angle d’équilibre f1, en fonction de fg et fy . Il s’agit donc de résoudre I'équation
(2.85), pour A = L et B = S. Elle se simplifie en :

(2.93)

1+ cosfy = (1 + cosfy) <1+ tan(HL/2)> ,

tan(6s/2)

dont la seule solution acceptable est alors donnée par :

1

——————— — cos? . (294
sin?(65/2) cos® Oy (2.94)

1
07, = 2arccos 3 2 + cosfy — cosfg cos By — sin 95\/

Pour g = m, on retrouve bien §;, = 0y. Et, pour §g = 0, on trouve bien §; = 7. Ce résultat est en
quelque sorte une généralisation de la loi d’Young pour un solide non plan.
Dans ce cas, la force exercée par le liquide est tangentiellement a I'interface liquide-solide :

F}:FS = v (1l + cosbyr) , (2.95)
et la force normale est :
cos By — cos Oy, 1+ cosfg
FN,. =2 _— — _ . 2.96
Ls = 27v anfs Vo iy (2.96)

ce qui redonne bien les résultats attendus pour g = 7 que nous avons vus précédemment.

2.6 Forme de l'interface au voisinage de la ligne de contact

Jusqu’ici, nous avons effectué nos calculs en faisant 'hypothése que le liquide est, a 'approche de la ligne
de contact, un diédre parfait. En réalité, 'attraction du solide a tendance a aplatir I'interface a 'approche
de la ligne de contact, ce qui modifie alors aussi 'interaction liquide-liquide, et donc rétro-agit sur la forme
de linterface. Nous souhaitons donc ici résoudre cette forme, lorsque I'influence du solide se fait ressentir a
I'approche de la ligne de contact. Cela nous permettra notamment dans la suite au chapitre 4 de calculer les
forces pour les formes d’interfaces effectives, et de calculer la distribution des contraintes dans les solides.

2.6.1 Principe du calcul

Pour résoudre la forme de I'interface, nous devons chercher la forme du domaine de liquide £, cest-a-dire
la forme de I'interface, qui minimise I'énergie libre. Nous devons prendre en compte cette fois-ci dans le
calcul de cette énergie la présence du solide S :

F=5en) [ de+ filps) [ dr
c S
1
+2p%/ drl/erSOLL(’m —r1\)+pLPs/ dr1/dr2¢LS(|r2—r1D, (2.97)
c c c S

wrL et prg représentent les parties attractives des interactions du liquide avec lui-méme et avec le solide,
pondérées par la fonction de corrélation de paire, qui empéche la divergence des intégrales.
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La forme d’équilibre peut donc étre obtenue par minimisation de I'énergie libre a volume de liquide
constant si on veut connaitre la forme d'une goutte par exemple. Léquilibre final correspond alors a un
état ou le potentiel thermodynamique dans le liquide est constant. Ce potentiel, on peut notamment le
déterminer le long de la surface libre, sur laquelle la répulsion p, est constante. La condition devient alors
a linterface liquide-vapeur [39, 45, 46] :

¢sr(r*) + ¢ (r") = este , (2.98)

ou r* correspond a une position sur I'interface. On rappelle que les potentiels sont définis de la maniere
suivante :

¢rL(r) = P%/Edr'QOLL(Ir - ), (2.99)

bs1(t) = prps /S ar'prs(r—r'l) (2.100)

Coin de liquide

Dans cette section, nous nous intéressons au détail de I'interface proche de la ligne de contact. Nous allons
donc faire 'hypotheése que le liquide est invariant dans la direction de la ligne de contact, cela va notamment
éviter les problémes de tension de ligne que nous aborderons au chapitre 3. De plus, nous allons imposer
la condition que le liquide fasse macroscopiquement un coin macroscopique, d’angle 6. Donc loin de la
ligne de contact, 'interface doit se raccorder a une droite de pente tan(6y ). Nous allons donc chercher la
hauteur de I'interface h en fonction de z, la distance a la ligne de contact.

Rappel du potentiel intermoléculaire

Enfin, comme nous I'avons vu au premier chapitre a la section 1.6, pour nos simulations nous allons utiliser
le potentiel intermoléculaire suivant :

_C()tﬁ

T (2.101)

Pap(r) =

cap représente 'amplitude de I'interaction entre une molécule de « et une molécule de 3. a représente une
taille moléculaire, sur laquelle la fonction de corrélation de paire agit. Cette interaction posséde donc un
comportement de type Van der Waals pour 7 > a. Enfin, on peut relier ¢z, et cr, s aux tensions de surface
grace aux relations intégrales détaillées aux équations (1.119) et (1.120).

2.6.2 Approximation locale

Une difficulté est de calculer I'intégrale ¢ 1, qui dépend de la forme globale de I'interface h(x), c’est une
fonctionnelle de h. Ce calcul peut étre simplifié pour des interfaces possédant une faible pente et une faible
courbure. Dans cette hypotheése, la fonctionnelle ¢ 1, [h] calculée en un point de l'interface a 'abscisse
devient une fonction de la valeur locale de h(x) et de sa courbure locale x(z). Si la courbure est nulle,
nous avons déja vu a la section 1.5 que le potentiel créé par les interactions liquide-liquide a la surface
d’une couche de liquide de hauteur h vaut ¢r;, = II(0) — II(h). Nous avons vu aussi que la courbure
de linterface induit une correction au potentiel en 7y . Pour un liquide d’épaisseur h(z) et de courbure
k(z), on écrit ainsi la valeur du potentiel liquide-liquide a I'interface a I'abscisse  :

¢rr = p(0) —Mpr(h(z)) — nve(z) . (2.102)

On peut montrer que cette approximation est mathématiquement valide pour des pentes plus petites que
h/a [2], ce qui est aisément vérifié pour h > a, mais moins facilement a I'approche de la ligne de contact.
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Ensuite, le potentiel solide-liquide est simple a déterminer, car il s’agit de I'interaction entre un point et un
espace semi-infini, il s’agit donc de :

¢sr = s (h(x)) . (2.103)

Il n'y a pas d’approximation pour ce potentiel. Ainsi, la condition d’équilibre (2.98) s’écrit (évaluée pour
= 00, ce qui nous détermine la constante) :

(h(z)) = nve(z) , (2.104)

ou II(h) estla pression de disjonction définie a I'équation (1.73) : II(h) = IIgy (k) — Iz (h). La courbure
quant a elle est définie par :

h//
K(z) = % . (2.105)
(1+ k()"
Ici, la contrainte intégrale s’écrit :
o) e} h//(x)
II(h)dh = ’VLV/ ————— W (z)dz, (2.106)
/0 0 (L+(x))*?
ce qui nous détermine la pente en x = oo d’apres I'équation (1.79) :
v (1l — cosby) = ! 1 (2.107)
vl — Y) = v - ) .
(1+ 1 (00)2)*?

Cest-a-dire h/(00) = tan Ay, en ayant imposé la condition 2'(0) = 0 a la ligne de contact.

Nous pouvons maintenant résoudre cette équation numériquement pour la pression de disjonction
suivante, que nous avons pu déterminer pour le potentiel intermoléculaire (2.101) grace au calcul que nous
avons déja effectué au premier chapitre a I'équation (1.118) :

I(h) = % (1 — cosfy) [cot_l (Z) - 1&2‘;@2} . (2.108)

Léquation différentielle, adimensionnée par a pour les longueurs, a intégrer est donc finalement :

B . - 5 B S
(1 — cosby) [cot (2) 1+22} = a +z’2)3/2 . (2.109)

Cette équation posséde formellement une intégrale premiére qui exprime I'équilibre des forces, comme
nous 'avons vu a la sous-section 2.1.3. Malheureusement, cette équation du premier ordre n’est pas solvable
analytiquement :
1 1
—(1—cosby)zcot 2= ———1. (2.110)

V14 22

en ayant pris les conditions initiales a la ligne de contact z(0) = 0 et 2/(0) = 0. On retrouve en outre le
fait que la pente devient constante pour z —, et qu’elle vaut fy-, ce qui permet d’ obtenir le développement
asymptotique, dépendant du potentiel choisi. Pour avoir la solution complete, on I'integre alors numérique-
ment en utilisant un algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4 [80]. Les résultats sont indiqués sur la Figure 2.30
pour fy = 40°. On observe que I'interface est loin de la ligne de contact parfaitement plane, et que proche
de la ligne de contact a quelques tailles moléculaires a, sa pente diminue. Le liquide est en effet attiré par
les interactions liquide-solide supplémentaires.
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FIGURE 2.30 En noir, le profil de I'interface pour fy = 40°, calculé dans 'approximation locale par
Iéquation (2.104). Laligne de contact esten z = 0. On observe un aplatissement de I'interface a I'approche
de la ligne de contact, di a l'attraction du solide. Linterface loin de la ligne de contact converge bien vers
une droite d’angle 6y = 40 °. En orange, le potentiel liquide-liquide, qui tend vers une constante, négative,
loin de la ligne de contact. En bleu, le potentiel solide-liquide, qui devient nul loin de la ligne de contact.
La somme de ces deux potentiels est une constante. Linfluence du solide se fait ressentir jusqu’a x ~ 5a.

En prenant un potentiel encore plus simple, tel qu'un potentiel de sphéres dures que nous avons déja
rencontré a la section 1.6, on peut résoudre analytiquement le profil de I'interface, et on trouve un profil
parabolique proche de la ligne de contact tel que cela a été fait par le passé par Berry en 1974 [56], White
en 1977 [57] ou Joanny en 1984 [89].

Enfin, nous avons utilisé pour ce développement local une approximation assez répandue : nous avons
séparé l'effet de hauteur de l'effet de courbure. Cette approximation est 'approximation de pression de
disjonction. Lapproximation de faible pente et de faible courbure qui y méne n’est pas vérifiée a 'approche
delaligne de contact. Dans le cas que nous avons étudié en particulier, ce n’est plus juste pour < 3a. Dans
la plupart des cas, cette approximation est fausse, mais les résultats sont corrects qualitativement comme
nous allons le voir.

2.6.3 Calcul non local

Nous pouvons maintenant faire le calcul non local complet de la forme de I'interface. Le principe reste le
méme, nous cherchons la forme de l'interface h(x) qui vérifie le fait que le potentiel ¢1.1, + @15 est constant
sur l'interface. Pour faire ce calcul, une stratégie consiste a proposer une interface, calculer le potentiel
de fagon non locale tout au long de I'interface, et proposer des interfaces itérativement de sorte que le
potentiel converge vers une constante. Dans ce calcul, le solide étant fixe et restant toujours un espace semi-
infini [équation (2.103)], seul le calcul du potentiel liquide-liquide est non local. Pour calculer ce potentiel,
nous devons alors intégrer I'équation (2.99). D’apres la symétrie du probléme, nous pouvons découper le
liquide en bandes de largeur dx, de hauteur i(x), et infinies dans la direction y. Nous choisissons ainsi une
discrétisation sur x notée x;, sur [N points répartis entre 0 et une longueur de coupure externe, en mettant
notamment plus de points a 'approche de laligne de contact en 0. Linteraction entre un point sur 'interface
en h(z;) et cette bande en x; est alors analytique, et est notée II¥'B (h(z;), h(z;), z; — ;). Son expression
pour le potentiel intermoléculaire choisi est donnée en annexe a I'équation (D.36). Ainsi, le potentiel a la
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surface en h(z;) sécrit :
N
¢ = > TP (h(xs), h(xj), i — 25) Az + Mg (h(x) — MLL(0) . (2.111)
=0

Nous retranchons délibérément la constante I17,7,(0) au potentiel, de sorte qu'a 'équilibre, la constante sur
Iinterface soit nulle.

Initialement, on part d’une interface linéaire h(x) = x tan fy. On calcule ensuite le potentiel le long
de l'interface sur la discrétisation choisie. Ce potentiel n’est pas constant proche de I'interface. Pour choisir
la forme de test suivante, au temps ¢ + 1, nous proposons le mouvement suivant :

Wit = hi — A 2.112)

ou A est un parametre positif. En effet, a I'équilibre, le potentiel doit étre nul le long de I'interface. Alors, sile
potentiel est positif, cela signifie que I'interface se rapproche du solide pour bénéficier d’une attraction plus
grande avec le solide, et donc pour baisser le potentiel. Le potentiel liquide-liquide réagit dans le sens inverse
(si I'interface baisse, il y a moins de liquide qui interagit), mais dans une moindre mesure, et si le profil
se déplace trop bas, le potentiel est négatif, et I'interface remonte finalement. Ainsi, le potentiel converge
itérativement vers une valeur nulle, et les pas proposés sont de plus en plus petits. Le parameétre A doit étre
choisi suffisamment bas pour que I'interface n’oscille pas ni que I'algorithme diverge, et suffisamment haut
pour que le temps de calcul soit raisonnable. Seulement, pour ce calcul en particulier, on sait que loin de
la ligne de contact, n'importe quelle droite de pente constante possede un potentiel constant. Ladaptation
du profil se fait donc a partir de la ligne de contact. Le mouvement proposé diffuse donc a partir de la ligne
de contact, surtout si tout le profil est amené a s’abaisser globalement pour s’adapter a la ligne de contact,
ce qui peut étre tres long. De plus, on souhaite fixer la ligne de contact en g = 0. Nous proposons alors le
mouvement suivant :

hith = hi — A(¢i — ¢o) + oo - (2.113)

En effet, ce mouvement permet de ne pas bouger la ligne de contact et de modifier toute la courbe selon une
pente constante fip, out 1 est un parametre de contrdle et ¢g la valeur du potentiel a la ligne de contact,
ce qui permet de propager rapidement a toute la courbe ce qu’il se passe a la ligne de contact. Avec des
parametres \ et i de ordre de 1, le temps de calcul pour que le potentiel total soit constant @ moins de 1%
pres, et avec un millier de points répartis entre 0 et 100, est de 'ordre de I'heure.

Le profil suffisamment convergé est représenté sur la Figure 2.31, avec les valeurs des potentiels liquide-
liquide et liquide-solide. La comparaison avec un coin parfait de liquide y est aussi représentée, ce qui
permet de vérifier la convergence de I'algorithme. On retrouve qualitativement le méme résultat que dans
I'approximation locale. Il est aussi rappelé sur la Figure 2.31, en gris clair dans I'insert, au-dessus du profil
obtenu par le calcul non local. Cette approximation est finalement assez satisfaisante, méme proche de la
ligne de contact, ol on observe une différence de ordre de Ah < 0.1a, bien qu’il y ait une différence de
I'ordre de 100 % entre les deux profils a 'approche de la ligne de contact.

2.6.4 Influence de la forme exacte sur la loi d’Young

Pour clore cette section, nous pouvons rappeler ici un résultat important de Merchant et Keller en 1992
[45], dont I'interprétation géométrique a été donnée par Snoeijer et al. en 2008 [46]. En effet, en quoi le
profil réel de I'interface tel que nous venons de le calculer influe-t-il sur le bilan des forces que nous avons
réalisé plus tot sur des diédres parfaits ? Par une propriété intégrale, ils montrent que le profil réel n’a pas
d’influence.

Enfin, le calcul des profils permet de répondre a une autre question. Langle d’Young est bien un angle
de sélection aI'échelle microscopique. Proche de la ligne de contact, c’est la compétition entre I'influence du
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FIGURE 2.31  En noir, le profil de I'interface pour fy = 40 °, obtenu par I'algorithme de calcul non-
local présenté a la sous-section 2.6.3. La ligne de contact est en = 0. En orange, le potentiel liquide-
liquide, qui tend vers une constante, négative, loin de la ligne de contact. En bleu, le potentiel solide-
liquide, qui devient nul loin de la ligne de contact. La somme de ces deux potentiels [en rouge on a ¢;,
défini a 'équation (2.111)] est une constante. En pointillés on a la version de ces courbes pour un coin
parfait de méme angle : le potentiel n'est pas constant a I'approche de la ligne de contact. Enfin, on peut
comparer le profil avec ce qui a été obtenu dans I'approximation locale, rappelé sur ce graphe dans l'insert
en gris au-dessus du profil non-local en noir, et positionné de sorte que les pentes coincident loin de la ligne
de contact, autrement dit de sorte que les lignes de contact apparentes soient confondues. Pour le profil
dans I'approximation locale, la ligne de contact microscopique est ainsi positionnée en z/a = -0,75).

solide sur un coin de liquide et I'influence d’un coin de liquide sur lui-méme qui sélectionne un profil qui
tend a partir de quelques distances atomiques du solide, lorsque son effet disparait, vers une pente d’angle
0y . Quelque soit le profil donc, 'ensemble des forces que nous avons calculées reste valable.

2.7 Influences des hétérogénéités

Nous venons de voir que la loi d’Young est vérifiée lorsque le systéme est homogene, c’est-a-dire lorsquune
seule longueur intervient dans le probléeme : I'échelle moléculaire. En effet, si un fluide est homogene, il
existe une invariance d’échelle qui nous a permis jusqu’ici de réaliser des calculs géométriques, ne dépen-
dant que de I'échelle de régularisation des interactions. Or, nous avons vu a la sous-section 2.1.4 que lors
de simulations de dynamique moléculaire, un phénomene de stratification apparait et vient modifier la
structure locale du fluide proche du solide. Cette stratification intervient sur une autre échelle, légérement
différente de I'échelle moléculaire : elle créé une hétérogénéité, et rend le probleme moins géométrique.
Nous souhaitons étudier ici quelle est I'influence de I'ajout de certains types d’hétérogénéités a I'énergie
libre, et leur influence sur la loi d’Young. Dans un premier temps, nous étudions a la sous-section 2.7.1 ce
qu’il advient lorsque I'on ajoute des interactions électrostatiques a la surface du fluide, ce qui est appelé
I'électromouillage. Ces interactions agissent sur une toute autre échelle, et créent d’autres phénomeénes qui
modifient localement I'angle d’Young, ce qui est connu depuis presque 130 ans, mais provoquent aussi des
phénomenes de confinement que nous allons étudier. Ensuite, nous étudierons qualitativement I'effet de la
stratification et son influence sur la loi d"Young a la sous-section 2.7.2. Nous verrons donc grace a ces deux
exemples comment notre modele géométrique peut traiter ces hétérogénéités, et ce qu’il nous en apprend.
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2.7.1 Electromouillage

Gabriel Lippmann soutient sa thése en 1875 sur I'électrocapillarité [90]. L'électrocapillarité consiste & mo-
difier la tension de surface effective d'un liquide électrolytique grace au potentiel électrique. Notamment,
en appliquant une différence de potentiel entre du mercure dans un capillaire en contact avec un liquide
électrolytique (de I'eau salée) et le liquide, on modifie la montée capillaire. Pendant la centaine d’année
qui a suivi, I'étude de I'effet du potentiel électrique sur la forme des interfaces s’est restreinte aux électro-
lytes en contact direct avec des électrodes conductrices [91], ou I'obstacle majeur réside dans les réactions
d’électrolyse des liquides. En 1993, Berge [92] utilise pour la premiére fois un isolant entre Iélectrolyte et la
deuxieme électrode pour éviter le passage du courant dans le liquide. La simplicité de ce dispositif ainsi que
Iétendue des applications concernées a permis alors récemment le développement de I'électromouillage.

Les applications sont nombreuses. En effet, 'usage d’un potentiel électrique est aisé, peu colteux, ré-
versible et rapide. On peut ainsi manipuler des gouttes individuelles, soit pour contrdler leur dépot [93], par
exemple pour les imprimantes a jet d’encre (bien que la technologie actuelle n’utilise pas encore ce principe)
ou pour la lithographie, soit pour les déplacer sur une grille d’électrodes [94]. On peut ainsi par exemple
concevoir des micropompes en microfluidique. Lapplication a la manipulation de protéines permet aussi
de controler le dépot de ADN dans des dispositifs de microfluidique. Enfin, puisque I'électrocapillarité
permet le contrdle de la courbure d’interfaces liquides, on peut ainsi former de petites lentilles liquides,
C'est-a-dire des optiques de focale controlable [95], ce qui permet de miniaturiser les optiques par exemple
pour les CCD, CMOS ou pour le papier électronique.

Une énergie de surface

Dans la plupart des applications, il s’agit de petites gouttes posées sur des substrats plans. Nous pouvons
ainsi en général négliger I'influence de la gravité dans le probléme. Il reste donc I'influence des énergies de
surface. La capillarité est donc l'effet principal qui détermine la forme des gouttes, mais celle-ci peut étre
modifiée par la présence de charges électriques. En effet, dans un liquide conducteur, les charges se situent a
Iéquilibre aux interfaces. Il n’existe pas de gradient de potentiel a I'intérieur du volume sinon il existerait un
déplacement des charges. Le champ électrique n’est donc non nul qu’a I'extérieur des volumes conducteurs,
Cest-a-dire dans l'air diélectrique qui 'entoure ou dans les couches isolantes diélectriques. Ainsi, dans la
situation décrite sur la Figure 2.32, des charges se disposent sur la surface de la goutte, et notamment sous
la goutte, et viennent en regard avec les charges qui sont a la surface de la contre-électrode, sous 'isolant.
Nous formons donc ainsi un condensateur électrique plan, de capacité C' = €pe,S/e, ot S est la surface
du condensateur, c’est-a-dire de la goutte, g la permittivité diélectrique du vide, €, la permittivité relative
de l'isolant entre la goutte et la contre-électrode, et e I'épaisseur de I'isolant.

U _ | Fieure2.32 Dispositif
W= délectromouillage  classique.  Une
goutte de liquide conducteur est posée sur
—Ig un isolant, qu’elle mouille partiellement.
e Une électrode impose le potentiel U
de la goutte, et une contre-électrode est
| disposée a une distance e sous l'isolant.

L'énergie contenue dans un condensateur plan est la suivante. Le travail qu’il faut fournir pour amener
la charge d() d'une des armatures sur I'autre a différence de potentiel U constant, de sorte que la charge
totale soit nulle, est :

1
AW eona = UdQ = anQ , (2.114)
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puisque la charge d'une armature est donnée par définition par () = CU. Lénergie libre correspondante
s'écrit donc :
2

Feond = %% = %CUZ : (2.115)
Dans le cas qui nous intéresse, le condensateur est libre de s’adapter : sa surface peut changer lorsque la
goutte s’étale ou se contracte. Quel est I'énergie associée ¢ Nous supposons donc que la capacité C' est mo-
difiée de dC lorsque la surface change de dS : dC' = €pe, /e dS. Quelle contrainte doit-t-on ensuite im-
poser ? La modification est-elle a charge constante ou a potentiel constant. Si le condensateur est isolé, le
changement se fait a charge constante, et dF' o< Q?d(1/C) o —dS. Cest-a-dire que I'énergie diminue
lorsque les charges s'étalent, ce qui semble correct : les charges de méme signe se sont éloignées les unes
des autres, et les charges opposées sont toujours en vis a vis. Toutefois, le condensateur n’est pas isolé : il
est relié a une source d’énergie, qui travaille pour maintenir la différence de potentiel V' constante. Dans
ce cas, la source doit fournir la charge UdC sur les armatures, et donc recevoir le travail U?dC, fourni par
le condensateur (voir le cours de Feynman pour plus de détails [96]). Le travail total s'écrit donc d’aprés
(2.115):

dWel = dWcond + dWsource ) (2.116)
1
= 5U2do - U%dcC, (2.117)
1
= — 5UQdC, (2.118)

et I'énergie libre totale d’origine électrique est :

F,= —%CU2 ) (2.119)

Nous pouvons donc en conclure encore une fois que lorsque la surface augmente, I'énergie du condensateur
baisse, mais cette fois-ci a potentiel constant, cas pour lequel il faut prendre en compte la source de courant.
Loi de Lippmann

Lénergie libre totale estla somme de I'énergie d’origine capillaire, et d’origine électrique. L'énergie d’origine
capillaire est & une constante pres :

F, = yvSry + (ysL — ysv)Ssr + const . (2.120)

Ainsi, I'énergie totale, en ajoutant (2.119), s'écrit :

1
Fiot = vvSry + (951 — Ysv)Ssr — 5CU2 , (2.121)
€nE
=yvSLv + (’YSL — sV — ;(; U2> Ssr, . (2.122)

Lénergie électrostatique est donc une énergie surfacique qui vient se retrancher aux énergies de surface
d’origine capillaire. Notamment, si 051, (U) dénote la densité de charge a I'interface liquide-solide, on peut
écrire alors :

OvsL €0€r
= —0or(U) = — U . 2.123
( oU )T# s.(U) e ( )

Les tensions de surface sont donc modifiées par la présence des charges électriques, et on peut parler de
tension de surface effective pour I'interface solide-liquide :

€€
W = 5 0P (2.124)
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I3

En outre, cela modifie la condition d’équilibre de la goutte. Si 'on minimise I'énergie (2.122) a volume

constant, comme nous I'avons fait a la sous-section 3.1.1, nous pouvons retrouver I'angle d’équilibre § d’'une

calotte sphérique de liquide, en changeant s, par fyse{ uy

_ eff
cosf = ISV 7 st , (2.125)
v
Cest-a-dire d’apres (2.124) :
cos = cosBy + €ocr U?, (2.126)
2ey

ce qui constitue la loi de Lippmann. Ainsi, lorsque I'on applique une tension sur une goutte de liquide,
celle-ci s’étale car cos § augmente, pour minimiser I'énergie électrostatique en augmentant la surface du
condensateur constitué de la surface solide-liquide de la goutte, ou se situe une partie des charges, et de la
contre-électrode sous la goutte. La dépendance est en U? sur cos 6. Le deuxiéme terme ege, U?> /2e7Ly est
sans dimension, et est parfois noté 7, nombre d’électromouillage. Enfin, nous pouvons examiner quelques
ordres de grandeur. Pour modifier sensiblement I'angle de contact, nous avons  ~ 0,1. Les permittivités
relatives sont de 'ordre de un pour la plupart des isolants, et les tensions de surface de ordre de 20 a
70 mN m~L. Pour un isolant d’une épaisseur de d ~ 1 mm, il est alors nécessaire d’avoir une tension U ~
10% V. Cette tension est énormément réduite lorsque I'on réduit I'épaisseur de I'isolant. De nos jours, on peut
fabriquer des isolants d’une épaisseur de 100 nm, ce qui réduit la tension a 10 V. Si I'isolant est constitué
d’une monocouche atomique, on peut méme réduire les tensions a I'ordre du volt, pour controler I'angle de
contact des gouttes.

Saturation de I'angle de contact

Expérimentalement, les expériences d’électromouillage sont simples a mettre en ceuvre. Lélectrode en con-
tact avec le liquide est par exemple un fil de platine, peu réactif, et le liquide est par exemple de I'eau ou du
glycérol, liquides polaires, dans lesquels on ajoute des ions Na*Cl™ ou K*CI™. La concentration en ions n'a
pas d’influence, 1072 mol L™! convient parfaitement par exemple. La contre-électrode est n'importe quel
substrat métallique. Ce qui est crucial est le choix de I'isolant pour plusieurs raisons. Tout d’abord, pour iso-
ler parfaitement le phénomeéne, il faut réduire 'hystérésis de 'angle de contact. Pour cela, il est souvent né-
cessaire d’avoir d’une part des surfaces bien planes, et d’autre part d’utiliser un traitement chimique spéci-
fique. Ensuite, il faut que I'isolant soit suffisamment bon et posséde une tension de claquage (ou tension dis-
ruptive) suffisamment grande pour que le claquage ne se produise pas avant que les effets d’électromouillage
interviennent. Nous pouvons voir sur la Figure 2.33 une expérience classique d’électromouillage, réalisée
d’apres le protocole décrit par Bergé en 1993 [92], et notamment rappelé dans la revue de Mugele et Baret
[97], qui montre la dépendance du cosinus de I'angle de contact cos § en fonction de la tension. Cette ex-
périence a été effectuée sur un substrat de PDMS (Sylgard 184), déposé sur un wafer métallisé (une couche
de 10 pum d’or est déposée par évaporation sous vide). Le wafer métallisé constitue la contre-électrode, et
nous déposons par spin-coating une couche de 9,5 um de PDMS, qui a réticulé pendant 20 minutes a 90 °C.
Lhystérésis est assez grande sur ce substrat, donc seul I'angle d’avancée est représentée sur la figure. La
courbe théorique est représentée aussi pour cette épaisseur et pour la permittivité relative 2,7 de ce maté-
riau, donnée par le fournisseur. Nous observons que les points expérimentaux sont trés bien décrits par la
courbe théorique (2.126) jusqu'a environ U ~ 250 V. La saturation devrait apparaitre lorsque le cosinus de
I'angle de contact vaut un, c’est-a-dire vers U ~ 300 V, or elle arrive plus tot, et 'angle sature a un angle non
nul, de 'ordre de 40 °. On peut noter enfin, qu'au-dela de la saturation, la ligne de contact devient instable,
et on peut observer I'émission de petites gouttes de liquide (voir Vallet et Bergé [98] ou Mugele [99]).
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FIGURE 2.33 Expérience classique d’électromouillage. Le liquide est de I'eau avec une concentration
de Na*Cl™ a 1072 mol L™}, et le substrat est du PDMS réticulé de permittivité relative 2,7 et d’épaisseur
9,5 um. Les triangles sont les points expérimentaux, et la taille des points correspond a 'erreur sur la me-
sure de 'angle de contact. La courbe noire correspond a la courbe théorique (2.126). On observe un phé-
nomene de saturation vers U ~ 250 V. En insert, I'image d'une de ces gouttes, oll on apercoit I'électrode
de platine en contact avec le liquide.

Une singularité du coin

Ce phénomene de saturation révele I'importance de la description des phénomenes a la ligne de contact
au niveau microscopique. En effet, a la ligne de contact, I'interface forme un coin et le champ électrique
devient singulier, trés intense, et il pourrait dépasser localement la tension de claquage. C’est I'explication
de la saturation donnée par Papathanasiou et Boudouvis en 2005 [100]. De facon plus générale, comme
nous I'avions remarqué au chapitre 2, la forme locale de I'interface prés de la ligne de contact dépend de
I'ensemble de la forme de la goutte. Le potentiel des interactions de Van der Waals entre molécules dépend
del'ensemble de la géométrie du coin. Cela devient encore plus crucial lorsqu’il y a des charges électriques,
dont I'interaction a une portée beaucoup plus grande que les interactions de Van der Waals [101]. Ainsi,
la détermination de I'angle de contact dépend de la distribution des charges, qui dépend elle-méme de la
forme. De plus, d’autres phénomenes d’écrantage et de coupure peuvent intervenir [102]. Cest pourquoi
la physique de cette saturation est difficile a appréhender.

On peut trouver dans la littérature d’autres tentatives de modélisation du phénomene de saturation, bien
qu’aucun modele ne fasse encore I'unanimité. Des phénomeénes d’écrantage proche de la ligne de contact
ont ainsi été proposés par Verheijen et Prins en 1999 [103], ou ils observent que des charges sont piégées
dans l'isolant, ce qu’ils attribuent a la singularité du champ électrique, réduisant ainsi le potentiel effectif
appliqué pendant la saturation. Vallet et al. [98] expliquent quant a eux la méme année la saturation de l'angle
par un phénomene d’ionisation de lair au voisinage de la ligne de contact. La fuite des charges lorsque le
champ devient trop grand se produit cette fois-ci dans air, ol un phénomene d’ionisation a été observé
par une émission spontanée de lumiére d’une durée de lordre de 100 ns sur un anneau situé a lextérieur
de la goutte, trés proche de la ligne de contact. La longueur donde de la lumiére émise correspond a celles
des émissions caractéristiques de plusieurs gaz de l'atmospheére. Toutefois, cette explication est en désaccord
avec les résultats de Seyrat et Hayes de 2001 [104] qui ont montré que la tension de saturation dépend des
caractéristiques du diélectrique utilisé et de I'épaisseur de 'isolant.

Il 'y a pas a ce jour encore de modele satisfaisant permettant d’expliquer le phénoméne de saturation
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del'angle de contact. Ce phénomene révele I'importance de la description de laligne de contact, et les efforts
de modélisation ont été portés jusqu’ici uniquement sur les phénomenes électrostatiques.

Formation d’un film microscopique

Nous proposons ici un petit modele supplémentaire permettant de comprendre la saturation en des termes
géométriques a la ligne de contact. Du point de vue électrostatique il est toujours avantageux que la surface
du condensateur soit plus grande car il y a alors plus de charges en vis-a-vis. Du point de vue du liquide,
I'équation de Lippmann (2.126) a été dérivée en considérant que la goutte est une calotte sphérique. Or, si le
liquide peut s’étendre en créant un film de prémouillage d’épaisseur nulle, cela n’a aucun cotit du point de
vue de I'énergie de surface. Dans un modéle completement continu, nous voyons donc qu’il est préférable
d’étirer un film d’épaisseur nulle pouvant porter des charges pour abaisser I'énergie libre du systéme. En
pratique, le film ne peut pas avoir d’épaisseur nulle, il a au minimum une épaisseur o. Lénergie capillaire
associée est liée a la pression de disjonction. En effet, 'énergie d'un volume élémentaire de liquide a la
distance h du solide s’écrit [voir I'équation (1.73)] :

I =1ls(h) —Hrr(h), (2.127)

ou Il 3 représente I'interaction entre un élément de volume de la phase 3 a la distance h d’'un espace semi-
infini de la phase o (Cest donc une pression). Et, nous avons vu que son intégrale s'écrit a I'équation (1.79) :

/00 II(h)dh =~ (1 —cosby) . (2.128)
0

Enfin, pour des interactions de Van der Waals, a grand h, nous avons II(h) oc —1/h3. A des distances h
comparables aux échelles intermoléculaires o, la valeur exacte de la pression de disjonction dépend de la
fonction de corrélation de paire.

U>U~»

—

FIGURE 2.34 Formation d’un film de prémouillage d’épaisseur & lors de la saturation.

Ainsi, la minimisation de I'énergie libre que nous avons effectuée précédemment pour une calotte sphé-
rique s’effondre lorsqu’il devient plus avantageux d’'un point de vue énergétique de tirer un film microsco-
pique. Le seuil se situe lorsque le gain énergétique pour tirer un film d’épaisseur minimale o est nul. Cela
s’ écrit alors de la fagon suivante par unité de surface du film tiré :

€0€r

h
*2
9% U —/0 II(z)dz . (2.129)

Lintégrale dépend du modele des interactions microscopiques, mais nous voyons réapparaitre la tension
critique pour une épaisseur infinie, telle que le modéle macroscopique nous la donne. En effet, si 'épaisseur
est infinie, on retrouve ici une tension critique qui apparait lorsque cos § = 1 d’apreés les équations (2.128) et

(2.126). Sil'épaisseur tirée est finie, la tension critique baisse car I'intégrale du membre de droite de (2.129)
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diminue, et s’écarte de v (1 — cos fy ) lorsque h n’est pas infini. Ainsi, si nous prenons 'ansatz numérique
(1.118) utilisé précédemment pour II(%), nous obtenons :

r h _(h
Q2 _ I it <> v (1 — cosby) . (2.130)
2e o o

La fonction = cot ! x tend vers un lorsque 2 — oo et vaut zéro en zéro. De la méme facon nous pouvons
prendre la pression de disjonction de type Hamaker présentée au chapitre 1 al’équation (1.114), qui suppose
une fonction de corrélation de paire d'un modele de sphéres dures, pour obtenir :

0orpra_ (17 (1 Oy) (2.131)
— =(1-—= — cos . .
% 12 RinYy Y
Dans ce modele, nous voyons réapparaitre le fait que lorsque h = o, la tension critique est nulle, comme
pour un film d’épaisseur nulle car la pression de type Hamaker est nulle en-dessous de o.

Finalement, la tension critique s’ écrit :

. \/2ef (2) yv(1 — cosby) 7 (2.132)
€0€r
ou:
; <h> _ 1/hH(z)dz (2.133)
o)  mv(l—-cosby) Jy ’ |

ce qui représente I'énergie adimensionnée de la présence d’un film de prémouillage. Ainsi, un film d’épais-
seur h crée un abaissement de la tension critique par rapport au cas de mouillage total de tension critique

Utot = \/Qe'yLV(l — cosby)/eoer :

AU* =UY, | f (h) ) (2.134)

g

Par exemple, dans le cas d'un film d’épaisseur h = o pour le potentiel numérique, le facteur entre les deux
vaut \/f(1) = y/7/4 =~ 0,88, ce qui représente un seuil de saturation assez tot. Pour notre expérience,
nous avons U* = 250V et U™ = 290V. Cette différence de 40V est compatible avec une épaisseur
h =~ 1,40 en prenant 'ansatz numérique et h ~ 2,70 en prenant le modéle de Hamaker, pour lesquels on
le rappelle o n’a pas la méme définition.

Pour conclure, I'ajout d’un autre type d’énergie a I'énergie d’origine capillaire permet de modifier la
forme d’une interface. Cette nouvelle énergie, ici d’origine électrostatique, agit sur des échelles différentes,
et vient perturber I'équilibre des forces au coin d’une goutte. Le modele de DFT simplifiée nous permet dans
ce cas de prédire qu'une déstabilisation du coin avec la formation d’un film microscopique de prémouillage
permet de minimiser I'énergie. Nous devons dans ce modeéle ajouter phénoménologiquement une échelle
microscopique, sinon cela mene a un film d’épaisseur nulle. Il n’y a pas encore de preuve expérimentale
directe de I'existence de ce film de prémouillage, mais dans leurs expériences, Verheijen et Prins [103] men-
tionnent I'existence de particules chargées hors de la goutte lorsque les gouttes se retirent. Il conviendrait
donc a la lumiére de nos prédictions de pousser plus en avant 'examen des gouttes d’électromouillage au-
dela de la saturation.

2.7.2 Effets de stratification

Nous avons vu précédemment au Table 2.1 page 94 que la loi d’Young en dynamique moléculaire ne peut
sexpliquer seulement avec le rapport des interactions entre les molécules de liquide et des interactions entre
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les molécules de liquide et les molécules de solide. Toutefois, nous avons vu que le modele de DFT permet
de démontrer la loi d’Young, alors qu’il ne concerne que des liquides homogenes. Or les inhomogénéités
de densité dans le liquide créées par la présence du solide modifient substantiellement I'interaction liquide-
solide. Pourquoi les deux modeles sont-ils compatibles avec la loi d’Young ? Cela tient en la définition de
la tension de surface. En DFT, la tension de surface est définie grace a I'énergie d’adhésion 2y y = Arr
(1.31), ce qui S’exprime grace aux pressions d’interaction. En dynamique moléculaire, la tension de surface
a une définition mécanique, par I'intégrale des contraintes (1.17). Lorsque le liquide est homogeéne, nous
avons démontré que ces deux définitions sont équivalentes. Lorsqu’il n’est pas homogene, en particulier a
Iinterface liquide-solide, ou pour l'interface solide-vapeur, nous avons vu a la sous-section 1.1.4 que ces
deux définitions ne sont pas équivalentes. Nous pouvons voir sur la Figure 2.35 I'opération réalisée lorsque
I'on calcule le travail d’adhésion pour un liquide inhomogene, en particulier ici pour I'interface liquide-
solide. Cette opération nécessite que les configurations du liquide se rééquilibrent pour que les profils de
densités correspondent aux définitions de sy et yrv dans’état final. On voit alors que la définition de ygr, en
DFT prend en fait déja en compte ces effets de fagon implicite, qui sont ainsi déja inclus dans sy. Le modéle
de DFT suppose donc de fagon auto-cohérente ces effets dans la définition de la tension de surface solide-
liquide, en fixant I'intégrale sur I'interaction liquide-solide. Le fait que I'intégrale soit alors proportionnelle
a 'amplitude de I'interaction n’est donc vrai que pour des liquides homogenes. C’est pourquoi il y a une
différence entre les résultats de dynamique moléculaire et de DFT pour la définition de I'angle d’Young.

FIGURE 2.35 Travail d’adhésion liquide-solide. Pour pouvoir réaliser ce travail, on doit attendre
I'équilibrage des configurations des molécules de liquide, comme le montre I'allure du profil de densité
dans le liquide a droite. Figure inspirée de [17].

Finalement, les effets de stratification sont inclus implicitement en DFT dans les définitions des tensions
de surface, mais le modeéle de DFT lorsqu’il explicite les potentiels effectifs d’interaction ne peut pas rendre
compte de ceux-ci. La loi d’Young est donc au final bien une loi d’équilibre des forces, telles qu’elles sont
mesurées en dynamique moléculaire, et vérifiée ainsi. La mesure des tensions de surface pour des systémes
inhomogeénes doit donc absolument étre calibrée par les contraintes, c’est-a-dire comme nous I'avons vu
lorsque la surface posséde un nombre d’atomes constant lors d’'une déformation. On ne peut donc pas
définir une tension de surface en effectuant une transformation de la surface a densité constante, bien que
ce soit équivalent si le liquide est homogene, et espérer que la loi d’ Young correspondante soit vérifiée.



134 CHAPITRE 2 : LA LIGNE TRIPLE

2.8 Conclusion

Laloi d’Young, connue depuis 1805, traduit I'équilibre mécanique d'une «ligne de contact », et sa démons-
tration thermodynamique ne préte aucune ambiguité. Son interprétation mécanique a pourtant souvent
fait 'objet de nombreuses imprécisions. En effet, la ligne de contact ne représente aucune matiere, on ne
peut donc pas parler de forces « tirant » sur cette ligne. Grace au modele de DFT simplifiée que nous avons
développé au premier chapitre nous avons pu interpréter correctement par des raisonnements considérant
les interactions entre domaines géométriques, en localisant les forces capillaires dans un coin de liquide a
I'équilibre a 'approche de la ligne de contact. Cette approche a permis de soulever quelques résultats im-
portants. Tout d’abord, la force exercée par un substrat solide sur un coin de liquide est une force verticale,
égale a vy sin Ay par unité de longueur de ligne de contact. La force exercée par le liquide sur le solide n’est
pas I'inverse de cette force car il ne s’agit pas des mémes systémes, et elle n’est pas non plus tangentielle a
linterface liquide-vapeur. Elle présente en effet une composante supplémentaire selon I'interface solide-
liquide, qui porte la force & Ly sin fy selon la normale a I'interface solide-liquide, et ypyv (1 + cos fy) selon
la tangente. Cette force est toujours orientée vers le liquide car elle résulte de I'attraction de I'ensemble des
molécules de liquide sur chaque molécule de solide. De plus, nous avons pu généraliser I'étude de ces forces
au cas de Neumann, dans le cas o la ligne de contact se situe a 'intersection de deux phases liquides et
d’une phase vapeur. Nous avons alors validé expérimentalement cette loi de Neumann, ce qui n’avait encore
jamais été fait & notre connaissance.

Ces forces sont compatibles avec les résultats thermodynamiques, qui résultent de la conservation de
Iénergie. En effet, pour retrouver les forces interprétées classiquement, il faut inclure toutes les forces capil-
laires, notamment les forces de pression exercées sur des interfaces solide-liquide courbées, que nous avons
mises en évidence au premier chapitre. D’une fagon générale, les raisonnements énergétiques donnent des
résultats beaucoup plus facilement utilisables en ce qui concerne les forces, que I'étude mécanique du détail
de la distribution des forces capillaires.

Cette approche permet en théorie de déterminer complétement la forme de I'interface a 'approche dela
ligne de contact, lorsque I'’on connait la fonction de corrélation de paire. Le détail du profil de cette interface
dépend donc a priori de la fonction de paire choisie. Qualitativement on observe un aplatissement dt aux
attractions de Van der Waals pour des fluides simples. Langle d’Young est ainsi un angle d’équilibre du coin
de liquide, déterminé par I'échelle microscopique, par les quelques nanometres pendant lesquels les forces
de Van der Waals dans le liquide et avec le solide s’équilibrent. En définitive pourtant, 'angle d"Young ne
dépend pas de la forme précise de 'interface. Sa détermination est purement géométrique, et il provient du
simple fait que le liquide forme un coin a I'approche de la ligne de contact. Les effets fins de stratification
du profil de densité a l'approche du solide n'ont pas d’influence sur cette loi car nous devons définir les
tensions de surface de fagon mécanique, ce qui est absolument nécessaire pour des milieux inhomogenes,
et notamment pour les solides, alors que lorsque le liquide est homogene, les définitions thermodynamique
et mécanique sont équivalentes.

Nous avons pu de la méme fagon déterminer les effets de la prise en compte d’autres énergies de surface,
telle 'énergie électrostatique. Nous avons pu proposer une autre interprétation au phénomene de saturation
de Iélectromouillage. Ces effets s'interprétent encore une fois par des effets géométriques, car la formation
d’un film de prémouillage permet de minimiser I'énergie électro-capillaire a partir d'une tension seuil. Les
tensions de saturations observées dans la littérature sont ainsi compatibles avec I'existence d’'un film d'une
épaisseur de quelques tailles moléculaires, et dont il existe quelques signes expérimentaux.

Dans des exemples concrets cependant, I'angle d’équilibre est une notion compliquée. En effet, en pre-
nant n’importe quel cas réaliste, nous faisons face a des inhomogénités chimiques ou de la rugosité du sub-
strat, et cela a des échelles beaucoup plus grandes que I'échelle microscopique de sélection de 'angle. Cela
crée inévitablement de 'hystérésis sur I'angle de contact, sans parler des phénoménes dynamiques associés.
Nous aborderons ces questions dans les chapitres suivants. Tout d’abord, quelle est I'influence de la troi-
sieme dimension que nous avons délibérément mise de coté dans ce chapitre ? En effet, nous avons supposé
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une invariance par translation de la ligne de contact, ce qui nous a amené a faire un traitement pseudo-2D
jusqu’ici. Or, la ligne de contact a bien souvent une structure tridimensionnelle : elle est courbée du fait de
contraintes géométriques (une goutte axisymétrique) ou d’'inhomogénéités du substrat (chimiques ou phy-
siques). Quelle est I'influence de cette structure sur I'énergie du systéme, ou sur 'angle de contact ? Cest ce
que nous allons étudier au chapitre 3. D’autre part, la distribution des forces capillaires mise en évidence
dans ce chapitre n’est pas usuelle : il y a une force tangentielle supplémentaire dans le solide au voisinage
de la ligne de contact. Sile solide est déformable, cela doit donc amener a des déplacements tangentiels non
symétriques. De la méme fagon, quels sont les effets de la pression de Laplace aux interfaces liquide-solide ?
C’est ce que nous étudierons au chapitre 4.
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Chapitre

Nanogouttes

N’oublie pas ce qu’a dit le médecin : cing gouttes. La
posologie ¢a s'appelle. Et de la posologie au veuvage, c’est une
question de gouttes.

MICHEL AUDIARD, 1959

Archimede le clochard
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3.1 Latension de ligne

Le développement de la microfluidique lors de la derniére décennie a renouvelé 'intérét pour un concept
thermodynamique introduit par Gibbs dans son article novateur [15] : la tension de ligne. Nous allons
voir dans la suite que la tension de ligne est 'analogue de la tension de surface pour la ligne de contact, et
qu’elle joue un réle important pour les petites gouttes, d’une taille typiquement de 1 a 100 nm. L'étude de la
tension de ligne est donc importante lorsque des phénomenes impliquent des gouttes de petite taille (voir
la revue d’ Amirfazli [105]) : il peut s’agir de phénomeénes de condensation [106], I'étude des colloides, des
émulsions, ou encore des matériaux poreux [107].

3.1.1 Définition thermodynamique

Par analogie avec la tension de surface qui est définie comme étant I'excés d’énergie libre par unité de surface
due a la présence d’'une interface séparant deux phases [voir I'équation (1.8)], la tension de ligne est I'exces
d’énergie libre par unité de longueur d'une ligne de contact séparant trois phases. La variation de I'énergie
libre ' d’un systéme présente donc trois types de contributions : une contribution volumique associée a la
pression P lorsque le volume V' varie, des contributions surfaciques lorsque les différentes surfaces .S; des
interfaces ¢ varient, associées aux parameétres intensifs ;, les tensions de surface des interfaces considérées
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(liquide-vapeur, solide-vapeur et solide-liquide), et enfin une contribution linéique lorsque la longueur L
de la ligne de contact varie, pour laquelle on introduit le parametre intensif 7, appelé tension de ligne :

dF = PdV + Y ~vdS; + 7dL . (3.1)

7

Contrairement a la tension de surface -y qui doit étre positive pour que I'existence d'une interface soit stable,
il a été prouvé que le signe de la tension de ligne 7 ne peut pas étre déterminé par des arguments de stabilité
[108]. De plus, de nombreux problémes conceptuels demeurent dans la définition de la tension de ligne
[109, 110].

Notons qu’ici le concept de la tension de ligne n’est pas I'analogue de la tension de surface pour des
systeémes a deux dimensions. Il y a pu y avoir par le passé une confusion entre ces deux concepts. En parti-
culier, la tension de surface a deux dimensions, qui concerne donc la minimisation d’une ligne de contact
entre deux systémes plans (par exemple des monocouches), est positive [111].

Influence sur I’'angle de contact

Le systéme le plus simple pour lequel la tension de ligne peut étre observée est celui d'une goutte reposant
sur un substrat solide, en conditions de mouillage partiel. Considérons une goutte dont la forme est une
calotte sphérique, caractérisée par le rayon R de la ligne de contact, et son angle de contact . On note R,
le rayon de courbure, R est bien le rayon de la goutte vue de dessus. On a donc R, = R/ sin6 (voir la
Figure 3.1. Le volume de la goutte est :

1 1 32—3cosf 20

V= §7TR2 (2 — 3cos b + cos® 9) = §7TR3 c;sng ;_ cos , (3.2)

la surface de I'interface liquide-vapeur :

1 —cosf
Spy = 27 R2(1 — cos ) = 2R — " (3.3)
sin® 6

la surface de I'interface solide-liquide :

Ssp =mR*, (3.4)
et la longueur de la ligne de contact :

L=27R. (3.5)

Lorsque I'on minimise I'énergie libre par rapport a 'angle de contact 6 a volume constant [ PdV = 0 dans
I'équation (3.1), et d’autre part R est déterminé par V' et 6 aI’équation (3.2)] on doit résoudre dF' = 0 dans
(3.1). En I'absence de tension de ligne, c’est-a-dire en prenant 7 = 0, I'équation a résoudre est donc :

oSrv 8S5L] ov [ oSry 0Ssr | OV
LV =

LT T i L TR A T T A

puisque dSsy = —dSsy, et que par conservation du volume, on a dR = —(9V /90)/(0V /OR)df. On

obtient alors en utilisant les définitions des volumes et des surfaces aux équations (3.2), (3.3) et (3.4) :

Ysv — 7YsL
YLV

cosf = = cosfy , (3.7)

ce qui constitue la loi d'Young (2.1). Langle de contact d'une goutte a I'équilibre est bien 'angle d’Young.
SiT'on tient compte de la tension de ligne, on effectue le méme raisonnement et on obtient cette fois-ci
[112,113]:

T/’YLV
R )

cos = cos Oy — (3.8)

cest-a-dire :
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14
cos = cos Oy + iR (3.9)

ou on a défini la longueur de tension de ligne ¢ de la maniére suivante :
(3.10)

Langle de contact est donc modifié par la présence de la tension de ligne par rapport a I'angle d’Young. Pour
des grandes gouttes telles que 2 > /, I'angle n’est pas modifié. En revanche pour de petites gouttes, dont la
taille est de 'ordre de /, alors I'angle est modifié. Si la tension de ligne est positive, £ est négatif, et lorsque la
taille de la goutte diminue, le cosinus de I'angle diminue, et donc I'angle augmente : la goutte « remonte » car
lalongueur de laligne de contact doit étre minimisée lorsque la tension de ligne est positive. Au contraire, si
la tension de ligne est négative, on s’attend a ce que les petites gouttes s’aplatissent, la longueur de ligne étant
maximisée dans ce cas. Une tension de ligne négative ne meéne pas forcément a des situations instables car
elle est contrebalancée par la tension de surface [108]. Nous avons volontairement introduit un signe moins
sur lalongueur de tension de ligne car nous allons voir dans la suite que la tension de ligne est négative pour
les liquides simples.

Cet effet est tres dépendant de la géométrie de la goutte. En effet, pour des gouttes invariantes par
translation (« cylindriques »), pour lesquelles la ligne de contact est linéaire, cet effet est nul. On peut le
redémontrer de la méme maniere que précédemment en prenant par unité de longueur de ligne de contact :
V = R2 (0 —cosOsin®), Spy = 2R0, Sp,s = 2Rsinf et L = 2, et on retrouve la loi d’'Young, méme pour
T # 0. Pour de telles gouttes, la tension de ligne n’a donc aucune influence sur la géométrie de la goutte, et
ce quelque soit leur taille. Le facteur 1/ R qui apparait dans la loi d’ Young modifiée (3.8) est ainsi relié a la
courbure de la ligne de contact, qui est nulle dans le cas des gouttes cylindriques.

FIGURE 3.1 Schéma de deux gouttes possédant la méme largeur et le méme angle de contact §. On note
R le rayon de la goutte vue du dessus. A gauche la goutte est invariante dans la direction de la ligne de
contact (calotte cylindrique), et a droite, la goutte est axisymétrique (calotte sphérique). Pour de petites
gouttes, I'angle de contact de la goutte axisymétrique est affecté par la tension de ligne, ce qui n’est pas le
cas pour la calotte cylindrique.

3.1.2 Prédictions théoriques et vérifications expérimentales

Les prédictions théoriques de 'amplitude de la tension de ligne sont basées sur le calcul d’'une énergie libre
associée a la présence de la ligne de contact, en utilisant la physique statistique ou les théories associées de
fonctionnelle de la densité [39, 47]) ou des modeles basés sur des déplacements de I'interface [114, 115]. Ces
analyses prédisent des valeurs de tensions de ligne 7 comprises entre 10712 et 1071° ] m™!. Le comportement
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de cette tension de ligne proche de la transition de mouillage (6y — 0) est d'un intérét particulier car 7
diverge ou s’annule en fonction des détails de I'interaction [28, 33, 105, 116].

Quantité de mesures expérimentales ont été effectuées pour déterminer cette amplitude. La facon la plus
directe pour déterminer 7 est d’étudier I'angle de contact 6 en fonction de la courbure 1/R de la ligne de
contact d’aprés I'équation (3.8), Cest-a-dire en fonction de la taille de la goutte [117, 118, 119, 120, 121]. Du
fait des échelles de longueur tres petites impliquées dans la mesure de 7, les valeurs de 7 observées varient
beaucoup : des valeurs a la fois positives et négatives et allant de 107112 107> ] m™! ont été reportées. La
raison de cette grande variation est que la détermination de 'angle de contact n’est pas une chose aisée
a cause de I'hystérésis causée par les inhomogénéités de surface [122]. La moindre inhomogénéité peut
provoquer une grande surestimation de 7. En effet, les contaminations a la surface peuvent méme mener a
un changement du signe de la tension de ligne apparente [123, 124]. Depuis récemment, la tension de ligne
généralement mesurée converge vers une valeur négative, et de lordre de 7 = 10719 Jm™! [125].

Historiquement, c’est bien I'étude de gouttes sur des substrats qui a permis de mettre en évidence la
tension de ligne. Les récentes études de nanobulles a la surface de substrats permettent de détecter la dé-
pendance de I'angle de contact en fonction de leur taille [126, 127, 128, 129]. Toutefois, il est difficile de
mesurer des angles de contact aux échelle impliquées (de 1 a 100 nm). En effet, une erreur de mesure sur le
rayon de la goutte se traduit immédiatement par une imprécision sur I'angle de contact. Ainsi, il est diffi-
cile de s’abstenir de certains artefacts expérimentaux. Par exemple, dans certaines expériences, le rayon de
courbure de la pointe AFM perturbe grandement la mesure de la courbure des gouttes, générant ainsi des
mesures de tension de ligne surévaluées [127], comme cela a été remarqué récemment par Borkent et al.
[126]. Ainsi, des méthodes alternatives ont été développées, par exemple en calculant le potentiel effectif
au voisinage de la ligne de contact par la mesure des déviations de la forme de I'interface par rapport a un
coin [125, 130]. Pour une revue compléte des résultats expérimentaux, on pourra se référer a [105, 118].

3.1.3 Problématique

La détermination de la tension de ligne est donc problématique, tant d’'un point de vue expérimental, que
d’un point de vue théorique. Nous proposons ici d'une part de mener des expériences de dynamique mo-
léculaire pour sa détermination. En effet, 'avantage de la dynamique moléculaire, est que nous pouvons
prendre soin a la définition de I'interface et a la mesure de 'angle de contact. De plus, en dynamique molé-
culaire, nous pouvons stabiliser des gouttes a deux dimensions par un jeu subtil de conditions aux limites
comme nous allons le voir, comme ce qui a été tenté expérimentalement, mais pas encore en dynamique
moléculaire.

Ensuite, nous proposons ici de déterminer la tension de ligne en utilisant le modeéle de DFT simpli-
fiée que nous avons développé au chapitre 1. Nous pourrons alors comparer les résultats de dynamique
moléculaire avec notre modeéle, et analyser le comportement de la tension de ligne.

Pour déterminer cette tension de ligne, nous utilisons la méthode expérimentale usuelle de mesure de
I'angle de contact 0 en fonction de la courbure de la ligne de contact 1/ R d’aprés I'équation (3.8), dans un
systéme théorique. Nous effectuerons donc cette mesure en fonction de I'angle de contact a I'équilibre 6y,
pour étudier la dépendance de la longueur de tension ¢ de la ligne, telle que nous I'avons définie a I'équation
(3.10).

Nous allons effectuer ces simulations a la fois pour des gouttes axisymétriques (calottes sphériques),
et pour des gouttes invariantes dans une direction (cylindriques), dans le but de comparer les formes des
interfaces de gouttes de méme taille mais avec ou sans une courbure de la ligne de contact.

Nous allons commencer par étudier le comportement de gouttes obtenues par des simulations de dyna-
mique moléculaire pour un potentiel de Lennard-Jones. Ces simulations ont I'avantage de poser une base
de comparaison pour lesquelles aucune hypothése n'est requise. De plus elles sont adaptées a I'étude de
la tension de ligne puisque cet effet se manifeste principalement pour de petites gouttes, et permettent de
faire des mesures sur des systémes parfaits, c’est-a-dire ne possédant pas d’hystérésis, ou d’'inhomogénéités
de surface. Des études de ce type ont déja été effectuées par le passé [131, 132], mais une étude systéma-
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tique n'a apparemment jamais été conduite. Nous analyserons ensuite ces résultats grace au modele de DFT
géométrique que nous avons développé plus tot.

3.2 Nanogouttes en dynamique moléculaire

3.2.1 Configuration numérique

Les simulations de dynamique moléculaire présentées ici ont été réalisées en utilisant le logiciel GRomacs
[133]. La simulation porte sur un systeme binaire, dans lequel deux types de particules existent : des par-
ticules de fluide, qui peuvent se déplacer dans une phase pouvant étre gazeuse ou liquide, et des particules
de solide dont les positions sont fixées sur un réseau cubique a faces centrées (voir sur la Figure 3.2 les par-
ticules fluide sont bleues, et les particules solides sont blanches). Toutes les particules interagissent selon le
potentiel de Lennard-Jones suivant :

SL1(r) = deqp [(U)lz -~ (0)6] . (3.11)

T T

Ici, €4 représente I'amplitude de I'attraction entre une particule de type o (fluide ou solide) et une particule
de type 3 (fluide ou solide). On définit donc €15 et €11, pour les deux types d’interactions utiles. o repré-
sente la taille caractéristique des molécules, nous I'avons choisie identique quelque soit le type d’interaction.
Pour le calcul, le potentiel est tronqué a une distance relativement grande (r. = 50), distance a laquelle
¢/ est pratiquement nul. Le pas de temps est fixé a dt = o/m/e;/200, m étant la masse des parti-
cules. Les particules de fluide sont initialement positionnées sur un réseau cubique a faces centrées proche
du substrat, et elles relaxent vers une situation d’équilibre en formant une goutte sur le substrat (voir Fi-
gure 3.2). Des conditions aux limites périodiques sont imposées dans toutes les directions. Pour différen-
cier une goutte axisymétrique et une goutte cylindrique, nous imposons différentes longueurs de périodi-
cité. Dans le cas axisymétrique (« 3D »), ces dimensions sont suffisamment grandes pour s’assurer quune
particule n'interagit pas avec elle-méme. Dans le cas cylindrique (« 2D »), on réduit une des dimensions
transverses (tangentielle au substrat) a 150, ce qui crée une goutte infiniment longue dans une direction
de facon artificielle. Cette distance doit étre en effet plus petite pour éviter une instabilité de Rayleigh qui
apparait pour des longueurs d’'onde A > 27 R.

La mouillabilité sur le substrat est conditionnée par le rapport €15 /€ 1. Par exemple, si ce rapport est
grand, les particules sont plus attirées par le solide, et on a donc une situation plus « hydrophile », avec
une angle de contact faible. Toute une gamme d’angle de contact peut donc étre explorée [134, 135]. En
pratique, on observe un effet de stratification dans le liquide au voisinage de I'interface solide-liquide, car
les particules de liquide se structurent en couche a cause de leur répulsion. Cela limite 'angle minimum
que I'on peut mesurer, on se restreint donc a des angles supérieurs a 70 °.

Gouttes cylindrique et sphériques

La Figure 3.2(a) montre les résultats de deux simulations de nanogouttes de géométries différentes, mais
possédant un méme rayon R (vu par la tranche), et d’angle de contact  ~ 65° La goutte cylindrique a
gauche est formée dans le systéme quasi-2D ol 'une des largeurs de la boite de simulation est petite. On
a représenté la périodicité des conditions aux limites par les lignes blanches. La goutte sphérique a droite
est, quant a elle, formée lorsque la boite de simulation est suffisamment grande. Cette vue bidimensionnelle
de la simulation est un instantané de I'évolution temporelle des particules. En enregistrant cette évolution
temporelle complétement, on peut réaliser des moyennes temporelles, et tracer la moyenne de la densité
dans I'espace. La Figure 3.2(b) montre les coupes des isocontours de cette densité. On observe alors que la
section transversale de ces deux gouttes de géométries différentes sont relativement similaires. Cela montre
que leffet de tension de ligne, qui devrait modifier I'angle de contact de la goutte sphérique, est tres faible,
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méme pour des gouttes de cette taille. Pour quantifier cet effet, il faut donc définir précisément I'angle de
contact d’un tel systéme.

FIGURE 3.2 (a) instantanés de simulation de dynamique moléculaire d’une goutte cylindrique « 2D » &
gauche et d'une goutte sphérique « 3D » a droite. Les sphéres blanches sont les particules de solide im-
mobiles, qui forment un substrat sur lequel la goutte constituée de particules de fluide (sphéres bleues en
mouvement) se forme. Les lignes blanches sont des guides pour représenter les surfaces et les lignes de
contact, ainsi que la périodicité de la simulation a gauche (on apergoit les particules dans la phase gazeuse

qui sont en effet répétées). C’est cette périodicité qui permet de créer I'invariance pour la simulation a

gauche. Ces gouttes sont obtenues pour £2& = %, ce qui donne un angle de contact d’Young de I'ordre de
LL

0y ~ 65°. (b) Contours d’isodensité de la moyenne statistique de la densité des gouttes représentées en
(a). Cangle de contact et la forme sont quasiment identiques. On observe un effet de stratification dans le
liquide sur quelques couches moléculaires juste au dessus du solide.

3.2.2 Mesure de 'angle d’Young

Pour déterminer 'angle d’Young d’une simulation, c’est-a-dire d’un rapport donné de .5 /€1, il est pré-
férable de faire une mesure des tensions de surface, c’est-a-dire des contraintes dans le liquide. Pour cela, on
effectue un autre type de simulation pour lequel on réalise une interface liquide-vapeur plane, en prenant
plus de particules dans la méme boite. Nous pouvons alors réaliser les mesures des contraintes identiques a
celles que nous avons effectuées au premier et second chapitre, notamment sur la Figure 2.8 (voir [29] pour
plus de détails).

3.2.3 Profil de densité et mesure de I’angle de contact

Pour effectuer une mesure précise de I'angle de contact, nous devons calculer la densité locale en faisant
une moyenne temporelle et spatiale (en utilisant la symétrie de rotation ou de translation), en suivant un
éventuel mouvement globale de la goutte (on fixe le centre de masse des particules de fluide.). Lorsque
les gouttes ont atteint I'équilibre, les profils de densité sont moyennés sur 10° 2 107 pas de temps [voir
Figure 3.3(a)]. Cela correspondrait a une moyenne entre 2 et 20 ns pour de ' Argon par exemple. La forme
de I'interface d’'une goutte est donc déterminée par I'étude de la densité. On définit notamment la densité
renormalisée :

s P(T) = py
P =02 (3.12)
F(7) pPL + pv
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5 6 7 8 9 10 11 12 13

Ficure 3.3  Contours isodensité de la goutte sphérique de la Figure 3.2 de rayon R ~ 90. (a) Trois
contours sont représentés, de densités renormalisées p* = 0, 3 en bleu, 0, 5 en rouge et 0, 7 en orange.
Les contours sont ajustés par des cercles concentriques en pointillés de méme rayon C. (b) Profil de densité
renormalisé le long d’un rayon r. Il est indépendant de la coupe ou elle est réalisée puisque les contours
sont concentriques. Sont rappelées sur ce profil les densités représentées en (a) par les fléches. Le profil est
ajusté par une tangente hyperbolique (3.13). Linterface posséde donc une épaisseur w de quelques o. (c)
Nous pouvons vérifier que les isodensités suivent cet ajustement tout au long de I'interface par la mise a
Iéchelle de tous les contours sur p* = 0, 5. On observe que C’est bien le cas sauf a 'approche de la ligne de
contact ol 'ajustement par un cercle n’est plus bon. On définit ainsi précisément I'interface de la goutte
loin de la ligne de contact par la courbe de densité p* = 0, 5.



3.2 Nanogouttes en dynamique moléculaire 147

ou py, et py correspondent respectivement aux valeurs de la densité loin de I'interface, au milieu des phases
liquide et vapeur (valeur « bulk »). On observe ainsi sur la Figure 3.3(a) trois isocontours de cette densité : en
orange pour p* = 0,7, en rouge pour p* = 0,5, et en bleu pour p* = 0,3. Ces isocontours sont des portions
de cercles concentriques comme en témoignent les ajustements de ces profils par des cercles de centre C.
Proches du substrat solide, les contours se rapprochent du solide, sousI'effet de 'attraction du solide, comme
nous l'avions calculé a la section 2.6. Enfin, on peut observer un autre phénomene, la stratification dans le
liquide juste au-dessus du substrat [135] : la densité oscille en fonction de la distance au substrat. Pour éviter
des interférences avec cet effet, nous ignorerons cette partie de la goutte. La mesure de I'angle de contact est
donc effectuée sur la partie externe de I'interface : on effectue I'ajustement par des cercles loin de la ligne de
contact, et on extrapole jusqu’au substrat pour trouver le rayon R et I'angle de contact 6.

Toutefois, quel isocontour choisir ? On voit en effet que le choix de cet isocontour influe directement
sur la valeur de R et de 0 car I'épaisseur de I'interface ne peut pas étre négligée. On peut examiner de plus
pres le profil de I'interface, C’est-a-dire la valeur de la densité le long d’un rayon de centre C, représenté sur
la Figure 3.3(b). Ce profil, pour une direction donnée loin de la ligne de contact, peut étre ajusté par une
fonction de type tangente hyperbolique comme nous I'avions vu a la sous-section 1.3.1 :

p*:1<1+tanh <R°_T>) . (3.13)
2 w

Cet ajustement est indépendant de 'endroit ot il est pris, ce qui prouve que le profil de I'interface est indé-
pendant de la géométrie de I'interface. R représente donc le rayon de la surface de Gibbs pour p* = 0,5, et
w la largeur de l'interface, de quelques tailles 0. Il se trouve que c’est bien ce profil pour des gouttes cylin-
driques qui vérifie laloi d"Young, et ne montre pas de dépendance en R. Cela justifie d’autre part a posteriori
le fait que la largeur de l'interface peut étre déterminée indépendamment de la forme de I'interface, et que
I'hypothése de linterface infiniment fine utilisée dans le modéle de DFT que nous avons développé est
raisonnable.

Nous pouvons ainsi facilement transformer les isocontours selon cet ajustement, et faire en sorte qu’ils
se réduisent tous sur la méme courbe, donnée par p* = 0,5, comme cela est représenté sur la Figure 3.3.
On observe toujours le fait que proche du solide cet ajustement n’est pas bon a cause de la stratification.
C’est ce profil moyenné que nous utilisons pour mesurer 'angle de contact et le rayon de la goutte, et C’est
la variance de cette moyenne qui est utilisée pour déterminer les barres d’erreurs sur ces parameétres.

Enfin, il nous faut définir avec précision la position de I'interface du solide pour savoir ou prendre la
ligne de contact, elle est positionnée de maniére arbitraire a 30/2 au dessus du centre de la derniére rangée
de particules de solide. Ce choix est crucial pour déterminer la tension de ligne comme nous le verrons
ci-apres, de la méme maniére que le choix de la surface de définition de la goutte. Ces choix se justifient a
posteriori par le fait notamment que la tension de ligne de gouttes cylindrique reste bien nulle comme nous
allons le voir.

3.2.4 Résultats : tension de ligne

La Figure 3.4(a) montre la relation entre I'angle de contact 6 décrit ci-dessus et le rayon R de la goutte pour
différentes tailles de goutte. Langle d’Young y est aussi reporté, d’aprés la mesure indépendante décrite ci-
dessus. On observe alors que la dépendance du cosinus de 'angle cos 6 en fonction de'inverse du rayon 1/ R
est en effet linéaire pour les gouttes sphériques alors que les gouttes cylindriques n’ont pas de dépendance
en 1/R. Notons que la non-dépendance des angles des gouttes cylindriques en fonction de leur taille justifie
aussi le choix de la surface de Gibbs pour définir I'interface, une autre surface aurait créé une dépendance
puisque cela aurait changé le rayon et 'angle de contact apparents. Les données sont ensuite ajustées par
une droite d’apres la relation (3.9). La pente positive de cette droite nous indique que la longueur de tension
de ligne ¢ est positive, ce qui est cohérent avec une tension de ligne négative d’apres sa définition (3.10).
Pour un angle d’Young fy = 127 °, on trouve alors la longueur de tension de ligne £ = (0,36 £ 0,02) 0.
Ensuite, pour modifier 'angle d’Young, on modifie le rapport 1,5 /€11, et on mesure 'angle de contact
en fonction du rayon pour en tirer ¢ pour chaque angle d’Young donné. Quelque soit 6y, la longueur de
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tension de ligne reste positive, et de 'ordre de 0. Sa dépendance est représentée sur la Figure 3.4(b). On
observe que la longueur de tension de ligne diminue lorsque 'angle d’Young augmente. Leffet de tension
de ligne est donc plus grand lorsque 'angle du coin formé par le liquide a la ligne de contact est plus aigu.

a b
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FIGURE3.4 (a)cosfvs o R™! pour des gouttes cylindriques (cercles blancs) et sphériques (cercles noirs)
dont 'angle d’Young mesuré indépendamment est donné par cos fy = -0,603 (diamant en o /R = 0)
ie. By ~ 127°. Les lignes en pointillés sont des ajustements linéaires des points : en rouge pour les
gouttes sphériques et en vert pour les gouttes cylindriques. La pente de I'ajustement des gouttes sphériques
représente la longueur de tension de ligne ¢ d’aprés I'équation (3.9). (b) Longueur de tension de ligne ¢
calculée pour les gouttes sphériques en fonction de I'angle d’Young, telles que calculées dans (a) par la
mesure de la pente de I'ajustement. Le point rouge correspond aux données de (a). Les angles inférieurs a
70 ° sont difficiles a obtenir car les effets de stratification deviennent importants, et les angles supérieurs a
140 ° représentent des temps de calcul déraisonnablement longs.

3.3 Nanogouttes en DFT simplifiée

Nous nous intéressons maintenant a ce que nous donnerait le modele simplifié de DFT que nous avons
développé au chapitre 1. Une fois de plus, la stratégie consiste a déterminer la forme d’équilibre de I'interface
de gouttes axisymétriques et de gouttes cylindriques, et d’étudier la dépendance de I'angle de contact en
fonction du rayon des gouttes pour déterminer la tension de ligne. Pour obtenir la forme des interfaces,
nous choisissons d’effectuer un calcul numérique non-local complet pour tenir compte des effets fins de
géométrie dans lesquels réside la tension de ligne.

3.3.1 Principe

Commengons par rappeler succintement le principe du calcul dans notre modele de DFT simplifiée, que
nous avons développé a la section 2.6 pour déterminer la forme de I'interface au voisinage de la ligne de
contact. Il s’agit de minimiser I'énergie libre par rapport a la forme de I'interface. Létat d’équilibre est
caractérisé par un potentiel constant a I'interface. Ce potentiel est défini par :

¢sL(r*) + ¢r(r*) = cste (3.14)
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ou r* correspond a une position sur I'interface. Et on rappelle que les potentiels sont définis de la maniére
suivante :

br1(r) = p2 /E dorn(r— )., (3.15)
bs1.(r) = prps /s ar'ors(r—r)) (3.16)

Pour le calcul numérique, nous devons spécifier le potentiel intermoléculaire que nous allons tester. En
prenant en compte la fonction de corrélation de paire, on a choisi de prendre (section 1.6) :

—Cap

Pap(r) =

cqp représente 'amplitude de I'interaction entre une molécule de cv et une molécule de 3. o représente une
taille moléculaire, sur laquelle la fonction de corrélation de paire agit. Cette interaction posséde bien un
comportement de type Van der Waals pour r >> o. Enfin, on peut relier ¢y 1, et c1,g aux tensions de surface
grace aux relations intégrales détaillées aux équations (1.119) et (1.120).

Ensuite, nous choisissons une forme test initiale (une calotte sphérique), et nous calculons pour cette
forme le potentiel le long de I'interface. Nous effectuons alors des modifications de la forme de sorte qu’au
prochain test le potentiel soit plus « plat » qu'au tour précédent, faisant ainsi converger la forme vers la
forme d’équilibre. Nous devons donc réaliser ces calculs pour les deux symétries de gouttes : invariante par
translation et invariante par rotation.

Configuration numérique

Dans 'objectif de réaliser I'étude de la longueur de tension de ligne en fonction de I'angle de contact et
de comparer avec les résultats de dynamique moléculaire, nous étudions la forme de nanogouttes d’angles
compris entre 0 et 180 °. Pour cela, nous devons paramétriser I'interface en cooordonnées polaires 7 (),
de sorte que les situations d’angle 6 > 90 ° soit aisément traversées. De plus, nous supposons une symétrie
par rapport a la normale au substrat solide, donc nous n’avons a définir l'interface qu'entre « = 0 et 7/2,
o étant défini comme I'angle que fait un point de I'interface relié au centre de la goutte avec le substrat
solide. Toutefois, les calculs d’interactions en coordonnées polaires étant trés complexes (il faudrait calcu-
ler des interactions entre portions de cones en axisymétrique ou portions d’angles en cylindrique), nous
calculons les interactions en coordonnées cartésiennes. Nous exprimons donc I'évolution de la goutte en
polaire, alors que les calculs de potentiels s’effectuent par changement de variable en coordonnées carté-
siennes. Cela peut induire de petites erreurs numériques de calculs, mais I'important est de converger vers
un potentiel constant quelle que soit sa paramétrisation. On définit alors N > 1 valeurs oy;, coordonnées
qui définissent les positions des points de calcul entre 0 et 77/2, en mettant plus de points a proximité de
la ligne de contact pour «; = 0. r; représente le rayon polaire de I'interface pour I'angle «;, et Cest ce
que nous allons déplacer pour trouver la forme d’équilibre. Enfin, nous allons utiliser indifféremment la
paramétrisation (x; = 7; cos o, y; = 7 sin o) pour calculer les potentiels.

Pour la configuration cylindrique, nous découpons la goutte en tranches horizontales de hauteur Ay;
comprises entre —x; et ;. Le potentiel ¢; a 'interface créé par la goutte et le substrat est donc donné par :

b=y [M7P(xi,zj,y: —yj) + LD (i, x5,y — v5)] Ayj + ps(yi) — M (0) (3.18)

M-

Jj=0

ot1 nous avons retranché I11,7,(0) de sorte que le potentiel 4 I'équilibre soit proche de 0. IT”Z est le poten-
tiel entre un point et une bande infinie que nous avons utilisé pour I'équation (2.111), et qui est défini a
I'équation (D.36).



150 CHAPITRE 3 : NANOGOUTTES

Pour la configuration axisymétrique, nous devons calculer analytiquement I'interaction entre un point
a la distance x; de 'axe de symétrie et un disque de rayon x;, notée I1F'F (2, 2, y; — y;) (avec un «P»
comme pour « Palet », on a déja utilisé le « D » pour « Diedre» ...). Cette interaction est donnée a I'équation
(D.42) en annexe. Alors, le potentiel a 'interface se calcule de la fagon suivante :

N
¢i =Y LT (i, 25,y — ;) Ay; + s (yi) — T (0) . (3.19)
§=0
Algorithme

Une fois le potentiel déterminé a partir de la forme, nous devons proposer un pas numérique pour I'inter-
face, du type :

rith=rl = Mot — (¢") (3.20)

de sorte que 'on déplace de la matiére des rayons de haut potentiel vers les rayons de plus bas potentiel. En
fin de compte, lorsque la forme se rapproche d’une forme de potentiel constant, la forme n’évolue plus. Or,
cette transformation doit conserver le volume de la goutte. En faisant le mouvement suivant :

it =t = Mk () — ) (321)
alors la conservation du volume pour une goutte cylindrique est vérifiée a la condition que :
> (0?2 = ()2 Aay =0, (3.22)

i
ce qui détermine y aisément lorsque X est suffisamment petit :
t t
i (F — (Y)) Ay
M:Z”(’ (%) - (3.23)
>y
Une autre condition est nécessaire pour une goutte axisymétrique.
La transformation proposée se trouve étre globalement équivalente a se déplacer dans la direction du
gradient de I'énergie libre. En effet, on peut montrer que pour une discrétisation en «;, la dérivée deI'énergie
libre selon r; s’écrit :

gf; = ¢;1r; Ay (3.24)
ot Aqy; représente le découpage en polaire : Aa; = a1 — o par exemple pour un découpage rectangu-
laire, mais on peut prendre aussi a I'ordre supérieur un découpage trapézoidal par exemple. Pour retrouver
le mouvement (3.20), nous faisons donc d’une part 'approximation que I'évaluation de ¢; est identique
que 'on discrétise en polaire ou en tranches horizontales, et d’autre part, nous mettons volontairement de
coté le facteur r; car celui-ci peut étre amené a diverger a la ligne de contact, ce qui donnerait numérique-
ment trop de poids a ces points et ferait diverger I'algorithme. Cela justifie aussi le signe utilisé, puisque
'on se déplace bien vers le minimum selon un gradient négatif. Enfin, la constante x4 joue bien le role d’'un
multiplicateur de Lagrange.

On peut ensuite faire quelques raffinements sur 'algorithme en déterminant a chaque tour le parametre
A de sorte que la variance soit minimisée selon une « direction » de gradient donnée. On peut aussi adapter
des algorithmes de recherche de minimum plus sophistiqués de type « méthode des gradients conjugués »
[80] qui combine les deux derniéres directions de minimisation pour trouver une direction plus probable
et donc plus rapide vers laquelle se trouve le minimum local de I'énergie. Enfin, il s’est trouvé que le critere
de minimisation de I'énergie n’était pas le plus fiable pour des raisons d’approximations numériques, nous
avons donc retenu le critére de minimisation de la variance de ¢; pour faire converger la forme vers une
forme de potentiel constant et donc de variance nulle.
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FIGURE 3.5 (a) Forme d'une nanogoutte calculée par la DFT simplifiée. La goutte est axisymétrique, et
posséde un angle de contact § = 116 ° ainsi qu'un rayon R = 2,20. Langle d’Young est imposé a 127 °, et
on peut comparer cette forme avec la goutte en pointillés qui est une calotte sphérique de méme volume
et d’angle de contact égal a 'angle d’Young. Cette goutte est aplatie sous I'effet de la tension de ligne. (b)
Potentiels a la surface de la goutte en fonction de I'angle polaire o.. En orange le potentiel liquide-liquide,
en bleu le potentiel solide-liquide, et en rouge le potentiel total donné par (3.19). En pointillé figure le
potentiel total pour la calotte sphérique de méme volume représentée en (a). On constate que la goutte
en (a) posseéde un potentiel constant, c’est bien la forme d’équilibre. La constante est déterminée par la
pression de Laplace et vaut 20/ R, lorsque le potentiel solide-liquide est nul au sommet. On voit ici que
le potentiel au sommet de la goutte a légerement baissé par rapport a la calotte sphérique car & volume
constant 'angle de contact apparent a baissé, ce qui a fait augmenter le rayon de courbure.

3.3.2 Forme d’une goutte

Aprés typiquement un millier de pas, on obtient alors la forme d’équilibre de la goutte pour laquelle IT(«)
est constant a la précision numérique. La forme d’'une nanogoutte axisymétrique est représentée sur la
Figure 3.5(a) pour laquelle les potentiels liquide-liquide et liquide-solide le long de I'interface sont repré-
sentés en (b). On peut comparer cette forme avec la goutte de méme taille et d’angle de contact égal a
I'angle d’Young, ce qui est rappelé en pointillés sur cette figure. On observe alors que la goutte s’est apla-
tie : le rayon au sol s’est agrandi et 'angle de contact est devenu plus petit. Leffet ici est particuliérement
marquant car la goutte est petite, et qu’elle est axisymétrique. En effet, pour des gouttes plus grandes, la
déviation a I'angle d’Young est plus petite, et pour des gouttes cylindriques, I'effet est plus petit. Le poten-
tiel final est une constante non nulle, en effet, il reste 'effet de la pression de Laplace dans le liquide, ainsi
qu’une éventuelle influence du potentiel liquide-solide au sommet de la goutte, et on trouve en effet que la
constante due au potentiel liquide-liquide est égale a 20/ R, oul Ry, est le rayon de courbure de la goutte
(le facteur 2 est présent dans le cas axisymétrique uniquement). Proche de la ligne de contact (o =~ 0), on
voit que le potentiel liquide-liquide augmente car il y a moins de matiére avec laquelle interagir (il est donc
moins négatif, on rappelle que le potentiel est attractif), et est compensé par le potentiel liquide-solide, qui
lui devient plus négatif car on se rapproche du solide.

On mesure ensuite 'angle de contact en réalisant un ajustement de I'interface par une calotte sphérique
suffisamment loin de la ligne de contact, et on obtient alors les deux parametres importants : I'angle de
contact ainsi que le rayon apparent de la goutte. Pour un angle d"Young donné par le rapport entre crg et
crr [par les équations (1.119) et (1.120)], on peut alors étudier I'influence de la taille sur 'angle de contact
comme précédemment, ce qui est rappelé sur la Figure 3.6. On observe alors que pour les gouttes axisy-
mériques et pour les gouttes cylindriques, on observe toujours une tension de ligne négative, c’est-a-dire
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FIGURE 3.6 Cosinus de 'angle de contact apparent cos  des nanogouttes a I'équilibre en fonction de
linverse du rayon apparent 1/ R, pour des nanogouttes axisymétriques (rectangles) ou cylindriques (tri-
angles). (a) Pour un angle d’Young de 0y = 65 °. La pente a I'origine correspond a la longueur de tension
de ligne ¢ définie a I'équation (3.9). Les deux courbes présentent la méme correction en 1/ R?, qui devient
importante pour les trés petites gouttes R < 50. (b) Saturation des nanogouttes. Ici est représenté le com-
portement cos f vs o/ R d’une nanogoutte axisymétrique pour un angle d’'Young 6y = 28°. On observe
une transition de mouillage a cos @ = 1 pour de trés petites gouttes, et dont les profils sont représentés en
insert, en comparaison avec des calottes sphériques de méme volume en pointillés.

une longueur de tension de ligne positive car cos 6 est une fonction croissante de 1/ R (3.9). De plus, les
deux courbes coincident pour 1/R = 0 C’est-a-dire lorsque le rayon est infini. Le point de convergence
correspond a cos = cos fy. On retrouve donc bien la loi d’Young dans la limite des gouttes macrosco-
piques. Ensuite, les deux courbes peuvent étre trés bien ajustées par des paraboles. On observe alors que
'ajustement pour les gouttes cylindriques produit une pente a I'origine nulle. De plus, les deux courbes
possédent la méme courbure. Le modeéle de DFT semble donc introduire une courbure, un effet du se-
cond ordre en 1/R? qui n’était pas prévu dans la théorie thermodynamique. Nous considérons donc cet
effet comme une correction du second ordre, probablement dépendante du modéle de I'interaction choisie,
mais indépendante de la géométrie comme on I'observe. Toutefois, cette correction n’apparait significative-
ment que pour de tres petites gouttes I < o, et n’a pas été remarquée dans les simulations de dynamique
moléculaire, qui ne permettent pas d’observer des gouttes aussi petites (au minimum R = 70, en dessous
I'ajustement de la densité par les calottes sphériques devient hasardeux). Finalement, I'effet principal est
mesuré par la pente de la courbe des nanogouttes axisymétriques lorsque 1/R — 0 et correspond a la
longueur de tension de ligne /.

Enfin, leffet est limité par la saturation de 'angle de contact. Lorsque cos fy ~ 1, la tension de ligne
fait saturer 'angle de contact apparent, et meéne a des situation de mouillage total o1 § ~ 0. Ceci est illustré
sur la 3.6(b). Pour de telles gouttes, I'effet de tension de ligne est trés petit, et I'on observe principalement
une transition de mouillage.

3.3.3 Résultats

Nous pouvons maintenant faire une comparaison entre le modeéle de DFT et les résultats obtenus par la
dynamique moléculaire a la section 3.2. Pour la DFT, la mesure de la longueur ¢ de tension de ligne a été
réalisée pour différents angles d"Young, et sa variation en fonction de I'angle d’Young est représentée sur la
Figure 3.7. Nous rappelons sur cette méme figure les données de la Figure 3.4(b). Les résultats de DFT sont
légérement bruités, notamment a 'approche de 6y — 0 car ce parametre résulte de 'extraction en chaine de
données : on mesure I'écart a 'angle d’Young pour chaque point sur des nanogouttes suffisamment petites
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pour voir un effet, mais suffisamment grandes pour que effet correctif en 1/ R? ne soit pas génant. De plus,
on a vu que c’est pour les petits angles qu’il y a une transition de mouillage.

%
. i

]
Al “ AAAAAAA A 4
| | | 1
0 45 90 135 180
Oy (°)

FiGURE 3.7 Comparaison du comportement de la longueur de tension de ligne £ en fonction de I'angle
d’Young 0y entre les résultats de dynamique moléculaire (rectangles blancs), et les calculs de DFT simpli-
fiée (triangles noirs) pour des nanogouttes axisymétriques (les gouttes cylindriques possédent une tension
de ligne nulle). Les courbes orange sont les fonctions présentées dans la sous-section 3.4.3 a I'équation
(3.41). Pour la DFT, les parametres de ces fonctions sont fixés, la courbe orange pleine n’est donc pas un
ajustement mais une courbe théorique donnée par les paramétres (1., = (s = 7o /4. Pour la dyna-
mique moléculaire la courbe orange en pointillés est obtenue par un ajustement de ces parameétres sur les
points expérimentaux : (1, = (2,94 0,3) 0, (s = (0,4+0,3) 0.

Les deux modeles donnent des résultats légérement différents. Notons toutefois plusieurs choses. Dans
chacun des cas, lalongueur de tension de ligne est positive, ce qui indique une tension de ligne négative, quel
que soit I'angle d’Young. De plus, I'ordre de grandeur de la tension de ligne est le méme : ¢ ~ . D’autre
part, la tension de ligne semble s'annuler pour 6y = 180 °. Enfin, les modéles ne s'accordent pas sur le
comportement de la tension de ligne lorsque I'angle d’Young s’annule. En effet, la dynamique moléculaire
nous prédit apparemment une tension de ligne qui diverge, alors que le modeéle de DFT simplifiée nous
prédit une tension de ligne qui s’annule aussi en fy = (. C’est aux petits angles que les deux modéles
semblent donc diverger. Pour comprendre cette différence, nous allons maintenant interpréter de facon
géométrique le calcul de la tension de ligne dans la section suivante.

3.4 Interprétation géométrique

Dans le modele de la DFT simplifiée, la dépendance de la longueur de tension de ligne ¢ peut étre précisé-
ment déterminée a partir d’arguments géométriques, tels que nous les avons élaborés lors des deux premiers
chapitres. En effet, pour définir la tension de ligne thermodynamiquement a I'équation (3.1), nous avons
pris en compte les contributions volumique, surfacique et linéique de la géométrie des domaines du liquide
et du solide. Nous devons donc pouvoir écrire I'énergie totale comme étant la somme d’énergies propor-
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tionelles au volume, aux surfaces des interfaces, ainsi qu’a la longueur de la ligne de contact :

F=PV+) %Si+7L. (3.25)
i
Il s’agit alors d’expliciter la pression, les tensions de surface et la tension de ligne dans le cadre de la DFT
simplifiée. Nous avons déja écrit a I'équation (1.58) 'expression de cette énergie :

1
F:fr(pL)/errzp%/dr1/dr2<pLL(\r2—r1!)
L L L

+pr5/drl/drgcp,;g(|r2—r1|). (3.26)
L S

On voit donc que la contribution volumique, la pression, est déterminé en partie par la partie répulsive
des interactions allouée a I'énergie libre (f;.), C'est la partie attractive qui est responsable de la tension de
surface et de la tension de ligne (en plus de contribuer elle aussi a la pression thermodynamique P). La
contribution surfacique est, nous I'avons vu, liée a la tension de surface, et nous savons déja a quelles inter-
actions attractives elle correspond. Nous avons vu a I'équation (1.74) que la tension de surface est I'intégrale
de l'interaction entre un point et un demi-espace, c’est donc 'interaction entre une colonne et un demi-
espace. Maintenant, pour déterminer le terme de tension de ligne, nous supposons que le liquide est un coin
deliquide infini a I'équilibre d’angle fy, qui repose sur un solide semi-infini. Or, 'ensemble des interactions
qui ont lieu dans ce coin de liquide ne peut pas se résumer a des interactions de type colonne/demi-espace.
Sil'on ne comptait que ces interactions de type tension de surface, il y en aurait trop, et nous ferions une er-
reur dans 'évaluation de I'énergie libre. Le terme de tension de ligne correspond donc a cette surévaluation.
Lénergie due a la tension de ligne doit donc s’écrire de la maniere suivante :

PL/ drl/ droppr(|r2 — r1f) +PLPS/ dr1/ draprs(|ra —r1f) . (3.27)
L1 Lo

Nous allons voir dans les deux prochaines sous-sections comment décomposer les interactions pour obtenir
analytiquement le terme de tension de ligne, c’est-a-dire a quoi correspondent les domaines d’interactions
L1, Lo, L, et S’ introduits ici, et pourquoi ils correspondent a des contributions linéiques a I'énergie libre.
D’autre part, nous constatons que la tension de ligne a deux origines, les interactions liquide-liquide, et les
interactions solide-liquide, que nous appellerons donc respectivement 711 et 7sy.

3.4.1 Contribution solide-liquide

Commengons par la contribution solide-liquide, la plus simple a se représenter et a calculer. Uénergie due
ala présence du solide n’a d’une part aucune contribution volumique, car le solide ne participe pas a la mo-
dification de la répulsion dans un volume infini de liquide, autrement dit la fonction de corrélation de paire
dans le liquide ne dépend pas des interactions avec le solide loin de I'interface liquide-solide. Linteraction
d’un coin de liquide avec un solide semi-infini se décompose en deux contributions représentées sur la Fi-
gure 3.8. D’une part, nous avons une contribution surfacique, qui correspond a I'interaction de colonnes de
fluide avec I'espace semi-infini de solide, multipliées par la surface liquide-solide. Une telle contribution,
proportionnelle a la surface de 'interface liquide-solide, correspond donc a I'interaction d’'un demi-espace
de liquide dont I'interface avec la vapeur serait normale a I'interface liquide-solide. Cette contribution est
trop grande, et ne correspond donc plus a I'interaction recherchée. On lui retranche donc 'interaction du
coin complémentaire du liquide avec la normale. Cette contribution est bien proportionnelle & la longueur
de la ligne car I'interaction est d’une portée de I'ordre de la taille des molécules, elle est donc bien propor-
tionnelle au nombre de molécules dans le voisinage du coin, ce qui est proportionnel a la longueur de la
ligne de contact. C’est cette interaction par unité de longueur de ligne de contact qui correspond donc a la
tension de ligne solide-liquide. Le domaine de liquide £’ dans I'équation (3.27) correspond donc a ce coin
complémentaire de liquide avec la normale, et S’ correspond a un espace semi-infini.
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Fis = —(vwv +7sv —Ys1)SLs + s, L

FIGURE 3.8 Domaines d’intégration de I'énergie libre pour I'interaction solide-liquide. Ce domaine peut
étre décomposé en une contribution proportionnelle  la surface de I'interface liquide-solide, ainsi qu'une
contribution proportionnelle 4 la longueur de la ligne de contact. La région tachetée représente le domaine
L' dansI'équation (3.27) etla région hachurée correspond 4 S’. Le terme surfacique correspond a — (yLy +
Ysv — Ys.)SLs et le terme linéique a 75 L.

On peut aisément calculer cette interaction car le solide est semi-infini. Un élément de volume dans le
liquide 4 la distance z de I'interface posséde donc le potentiel ITgz,(z) [voir I'équation (1.72)] Pour intégrer,
on découpe donc le liquide en tranches horizontales, comprises entre la normale et 'aréte du coin a la
distance z/ tan 6y de la normale. La tension de ligne solide-liquide s’écrit donc, par unité de longueur de
ligne de contact :

*© 2z
= — 11 d 3.28
TSL /0 — sp(z)dz , (3.28)
Cest-a-dire :
1+ cosfy
TsL = CSLYLV——F7— » (3.29)
tan 0y

ol on a défini la constante (5; comme :

[ z1sp(z)dz
= 3.30
GsL TTisi(z) dz (3.30)
et ol on a toujours I'équation (1.76) :
oo
/ s (2) dz = v +vsv — vs1 = v (1 + cosby) . (3.31)
0

(s1. représente ainsi le bras de levier de la pression d’interaction liquide-solide, c’est une taille caractéristique
de l'interaction, qui est donc de I'ordre de . C’est un moment de l'interaction ¢gr (1) d’ordre supérieur
a la tension de surface. Un résultat similaire a été précédemment obtenu par Marmur [136], mais il avait
omis de traiter les interactions liquide-liquide qui sont cruciales pour interpréter nos résultats. On constate
donc que la tension de ligne solide-liquide change de signe lorsque 6y = 90 °. Il s’annule pour 'angle droit
en effet car I'énergie libre évaluée avec seulement la tension de surface est exacte dans cette situation, elle ne
nécessite pas de correction de tension de ligne au voisinage de la ligne de contact. Enfin on peut noter que
le terme en 1 + cos fy n'est pas d’origine géométrique, car il provient de 'amplitude de I'interaction solide-
liquide. Nous avons délibérément fait apparaitre ce terme car la longueur de tension de ligne adimensionne
la tension de ligne avec la tension de surface liquide-vapeur yiy.
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3.4.2 Contribution liquide-liquide

Passons a la contribution liquide-liquide a la tension de ligne. Nous devons effectuer la méme décompo-
sition qu’a la Figure 3.8, mais cette fois-ci pour l'interaction d’'un coin de liquide avec lui-méme. La dé-
composition est représentée sur la Figure 3.10 a la page 158, et son résultat est présenté sur la Figure 3.9.
La contribution volumique correspond a I'interaction entre un point et un volume infini de liquide, elle est
donc reliée a I 1,(0) pour la partie attractive de I'interaction, et cette pression attractive est contrebalancée
par la pression de répulsion, ce qui mene au final & la pression thermodynamique P. Cette contribution,
lorsqu’elle est multipliée par le volume du coin, compte trop d’interactions, on doit donc en soustraire.
La contribution surfacique est due a la tension de surface, on force donc la soustraction de cette contri-
bution. La tension de surface est I'interaction de colonnes/demi-espaces, qui doivent étre multipliées par
les surfaces considérées, c’est-a-dire par chacune des deux surfaces du coin qui correspondent initialement
aux surfaces liquide-vapeur et liquide-solide. Ce sont donc des interactions de quarts d’espace de liquide
qui reposent sur des demi-espace de liquide, et ce qui compte bien pour une interaction proportionnelle a
la surface de contact. Enfin, apreés un comptage méticuleux des volumes d’interactions, on s’apercoit que
I'on a enlevé trop d’interactions par la correction surfacique, il reste des interactions entre des coins, qui
au final se réduisent a 'interaction entre deux coins opposés de méme angle, complémentaire avec I'angle
d’Young par rapport a 7, c’est-a-dire d’angle m — 0y (voir Figure 3.9). Cette interaction entre des coins qui
se touchent a leur pointe correspond bien a une énergie proportionnelle a la longueur de la ligne de contact.
Il ne faut enfin pas oublier d’appliquer le facteur 1/2 a cette interaction pour obtenir I'énergie libre, qui est
bien la moitié de 'auto-interaction, et le résultat final est donné sur la Figure 3.9.

TLL :1 +

% %

N —

70

FIGURE 3.9 Domaines d’intégration de la tension de ligne liquide-liquide. La premiére ligne représente
ce quil reste de la décomposition réalisée sur la Figure 3.10 d’apres I'équation (3.27). La deuxieme égalité
n’est valable que si les deux domaines sont de la méme phase. La région tachetée représente au final le do-
maine £; dans'équation (3.27) et la région hachurée correspond a Lo. La tension de ligne 71, représente
ainsi cette interaction par unité de longueur de ligne de contact.

Pour calculer l'interaction entre deux diédres, nous partons de 'interaction entre un point et un diédre
d’angle o 4 la distance 7 du coin II”P (7, @) introduite a la sous-section 2.5.1. Nous détaillons ici le cas ot
langle de contact 0y est supérieur a 7/2 de sorte que I'interaction cherchée soit bien une interaction entre
deux coins d’angles « = 7 — fy inférieurs a 7/2 ce qui simplifie les calculs. Le cas complémentaire se
calcule selon le méme principe. Linteraction entre deux diédres opposés d’angles v < 7/2 s’écrit ainsi de
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la maniére suivante par unité de profondeur des diédres :

7P () = / " ap / " rdr (7P (r, B) + 7P (r,a — B)] (3.32)
0 0
2 o o0
= (1 - tana) /0 2I1(2)dz . (3.33)

Le détail de ce calcul est donné en annexe, a I'équation (D.25). On peut effectuer le méme calcul dans le
cas ol > 7/2, mais ce n'est pas nécessaire, car on doit trouver au final la méme expression. En effet,
cette expression posséde une symétrie : d’apres la décomposition sur la Figure 3.9, on remarque qu'on a
'expression suivante :

2 o0

PP (r — o) = 1IPP () + / 21(2)dz , (3.34)
tana Jg

ce qui nous relie 'expression entre o < 7/2 et v > /2, et nous confirme que I'expression est la méme.

Finalement, d’apres la Figure 3.9, la tension de ligne liquide-liquide représente la moitié de I'interaction par

unité de longueur entre deux diédres opposés de liquide de mémes angles 7 — 6y :

1
=g PP (r —oy), (3.35)
cest-a-dire :
2 T—0
TLL = —CLL LV — (1 + Y) ) (3.36)
T tan Oy

ou on a défini comme pour le cas des interactions solide-liquide :

_ Jellpp(z)dz 1
© JHpp(z)dz 2y

(1L /0 z1g, (Z) dz , (3.37)

qui représente donc un bras de levier de I'interaction liquide-liquide. Comme précédemment, cette lon-
gueur est moléculaire.

On en conclut ainsi que la tension de ligne est toujours négative. En effet, elle correspond toujours a
une correction négative a I'énergie libre car I'énergie libre calculée avec seulement les tensions de surface
ne compte pas assez d’interactions, ou plutot que cette correction surfacique est trop grande, il faut donc
rajouter les bonnes interactions a proximité du coin grace au terme de tension de ligne liquide-liquide, et
faire ainsi baisser I'énergie libre. Ensuite, aux petits angles, la tension de ligne liquide-liquide diverge donc
comme 1/ tan fy. En effet, dans la décomposition sur la Figure 3.9, on voit que la contribution des deux
diédres d’angle 0y devient négligeable par rapport a I'interaction avec le demi-espace, qui nous donne le
terme en 1/ tan fy, comme pour I'équation (3.34) :

7oL = —CLL Y (3.38)

tan 6y

Cela signifie que lorsque I'angle d’Young est petit, I'énergie libre est trés mal décrite seulement par des
termes surfaciques, et doit étre corrigée par une importante tension de ligne. A la limite ot fy = 0 notam-
ment, on voit que ce terme de tension de ligne diverge car il ne décrit plus une interaction proportionnelle a
la longueur de la ligne, mais bien a la surface du diedre, lorsque les arétes des diedres viennent a se toucher
dans I'interaction décrite sur la Figure 3.9. Enfin, aux grands angles, la tension de ligne devient nulle car la
correction nest plus nécessaire, et que précisément la ligne de contact n’existe plus pour 6y = 180°. Le
comportement a la transition de non-mouillage est le suivant :

2
TLL = g Crr 7y (m—6y)? . (3.39)
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FIGURE 3.10 Domaines d’intégration de I'énergie libre attractive pour linteraction liquide-liquide
(I'énergie libre liquide-liquide totale posséde une contribution répulsive supplémentaire qui est volu-
mique). Lénergie peut étre décomposée en une contribution proportionnelle au volume, 4 la surface de
Iinterface liquide-solide et de I'interface liquide-vapeur, ainsi qu'une contribution proportionnelle a la
longueur de la ligne de contact. Le terme volumique correspond a 2111, (0)V/, le terme surfacique cor-
respond a Yy (SLy + Ssr), et le terme linéique a 7y, L. Le bilan pour le terme linéique est donné sur la
Figure 3.9.
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3.4.3 Bilan

S/
= TLL + TSL

FIGURE 3.11 Domaines d’'intégration liquide-liquide (a gauche) et solide-liquide (4 droite) qui contri-
buent a la tension de ligne.

Silon regroupe les équations (3.29) et (3.36), on trouve la longueur de tension de ligne totale :

Y/ TiL + TSL ’ (3.40)

BinYy

2
= QL= (1 +
m

— 0 1 0
il Y) g o CostY (3.41)

tan Oy tan 0y

Cette expression est donc déterminée par les deux longueurs caractéristiques (yy, et (s;, des potentiels
liquide-liquide et liquide-solide. En effet, les domaines d’intégration L1, Lo, L', et S’ sont bordés par des
arétes droites passant par la ligne de contact, ces domaines ne possédent donc aucune taille caractéristique.
Les longueurs de tensions de ligne liquide-liquide et solide-liquide s’écrivent donc bien comme des pro-
duits d’une taille caractéristique et d’'une fonction de 6y, ne dépendant pas des potentiels w11, et pgr,, et
qui est uniquement déterminée par la géométrie.

Dans le modele numérique de DFT simplifié que nous avons utilisé pour déterminer la tension de ligne
a la section 3.3, nous pouvons aisément calculer ces longueurs caractéristiques, et nous trouvons que ces
deux longueurs sont égales car les potentiels liquide-liquide et solide-liquide ont la méme forme :

™o
Ces' =G = (3.42)

La longueur de tension de ligne en DFT est donc donnée par :

EDFT_l 1 T — Oy 71+ cosfOy
4 tanfy

o 2

3.43
tan Oy ( )

Cette courbe est tracée sur la Figure 3.7 en orange en trait plein, et on peut constater qu’elle suit parfaitement
les points obtenus par les calculs numériques de la méthode de la déviation a la loi d"Young. La contribution
solide-liquide posséde un effet opposé a la contribution liquide-liquide lorsque fy < 90 °. Dans le cadre de
la DFT, puisque les bras de leviers sont égaux, ils s annulent completement lorsque 'angle d’ Young s’annule.

Et, lorsque 8y > 90 °,les deux effets s’additionnent, mais sannulent 'un comme I'autre lorsque fy = 180 °.
On comprend ainsi quantitativement I'effet de tension de ligne dans le cadre de la DFT.

3.5 Effets de stratification

Pourquoi le comportement est-il différent en dynamique moléculaire ? Le fait que les deux longueurs ca-
ractéristiques (r1, et (sy, sont égales en DFT n'est pas une chose générale. En effet, on a déja remarqué
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que le modeéle de DFT ne prend pas en compte les effets de stratification a la traversée de la surface liquide-
solide. Or, ceci doit avoir une influence sur I'interaction entre le domaine de liquide et le domaine de solide,
particuliérement & I'approche de la ligne de contact. De plus, ces longueurs caractéristiques sont tres dé-
pendantes de la forme du potentiel pour r ~ ¢. Nous avons donc tenté d’ajuster les données de dynamique
moléculaire avec la courbe théorique (3.41). Le meilleur ajustement est tracé sur la Figure 3.7 en orange en
pointillés. Il est obtenu pour les parameétres suivants :

(MP — (29+03)0, (3.44)
CMD — (0,4+03)0. (3.45)

Cela indique d’une part que les interactions liquide-liquide ne sont pas suffisamment bien représentées par
notre modeéle de DFT. En effet, le paramétre o utilisé dans les simulations de DFT n’a pas de raison de
correspondre exactement au parametre o de la dynamique moléculaire. Nous avons vu au premier chapitre
ala section 1.6 qu’en effet si on cherche a avoir la méme interaction a longue distance et la méme tension de
surface, il faut prendre o PF7" x 1,53 0™ P, mais ce coefficient ne permet pas de ramener suffisamment la
valeur du bras de levier liquide-liquide : (1P = (1,940,2) oPF 7T alors que (PFT = 0,79 oPFT . Tlyadonc
d’autres effets a prendre en compte. Cela indique d’autre part que le bras de levier des interactions liquide-
solide a la traversée de I'interface semble presque s’annuler a cause des effets de stratification. D’une fagon
générale, on ne s’attend donc pas a ce que la tension de ligne s’annule en fy = 0 car une des interactions
solide-liquide ou liquide-liquide doit dominer. Dans le cas d’interactions de Lennard-Jones, I'interaction
solide-liquide a la ligne de contact n'a pas d’influence et le comportement de la tension de ligne est com-
plétement expliqué par la tension de ligne liquide-liquide : elle est négative quelque soit I'angle d’Young,
elle diverge en 0y = 0 et s’annule pour 0y = 180°.

Pourquoi le modéle de DFT simplifiée permet-il de retrouver aisément la loi d'Young alors qu'il ne
permet pas d’exprimer suffisamment précisément la tension de ligne ? Nous avons vu que les inhomogé-
néités de densité dans le liquide créées par la présence du solide modifient substantiellement I'interaction
liquide-solide. Or, dans la loi d’Young, tout ceci est fixé de fagon cohérente par le fait que I'angle d"Young
est défini par le rapport des tensions de surface. En d’autre mots, la tension de surface solide-liquide s,
prend déja en compte ces effets. Le modeéle de DFT inclue donc de fagon auto-cohérente ces effets dans la
tension de surface solide-liquide, en fixant la contrainte intégrale sur I'interaction liquide-solide. Or, une
fois cette contrainte fixée, la tension de ligne est déterminée. Il faudrait sinon fixer une contrainte intégrale
supplémentaire a un ordre supérieur (par la détermination de (s;) pour que cela fonctionne encore, ce qui
n’est pas possible sauf & connaitre exactement la fonction de corrélation de paire a la traversée de I'interface
liquide-solide.

3.6 Conclusion

Nous avons dans ce chapitre étudié d’un point de vue théorique les effets de tension de ligne. Pour cela, nous
avons été amené a réaliser des simulations de dynamique moléculaire qui nous ont permis d’étudier I'angle
de contact de nanogouttes de Lennard-Jones en fonction de leur taille. En effet, la thermodynamique prédit
un écart a la loi d’Young créé par la prise en compte de la tension de ligne dans I'énergie libre. Cet écart
est uniquement présent lorsque la ligne de contact posséde une courbure. Les simulations nous ont permis
d’observer qu’en effet les gouttes cylindriques ne présentent pas de dépendance avec la taille de la goutte,
alors que les gouttes axisymétriques s’aplatissent lorsque leur taille se réduit. La dynamique moléculaire
prédit donc une tension de ligne négative, et d'un ordre de grandeur tres faible. Leffet ne s'observe que
sur des gouttes suffisamment petites, d’'une taille inférieure & 100 nm. II tend a aplatir les gouttes en les
rendant plus mouillantes, car la longueur de la ligne de contact a alors tendance a se maximiser. En prenant
o = 0,34nm et vy = 17 x 107> Jm™2, on trouve une tension de ligne 7 ~ —10""Jm™'. Enfin, la
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tension de ligne semble diverger aux petits angles d’Young, et s’annuler aux grands angles. Cette mesure est
cohérente avec des mesures expérimentales récentes.

Nous avons effectué la méme étude numérique dans le cadre du modéle de DFT simplifiée, ce qui nous
a permis de confirmer cet effet : la tension de ligne est négative, est de I'ordre de 10712 4 1071 Jm™, et
sannule aux grands angles d"Young. Toutefois, le modele de DFT simplifiée ne posséde pas tout a fait le
méme comportement, en particulier aux petits angles. Or, on sait que le détail des interactions devient
important pour le comportement de la ligne de tension dans cette limite [114, 28, 116].

D’autre part, ce modele permet d’interpréter simplement I'effet de tension de ligne, et d’expliciter les
différences de comportement avec les simulations de dynamique moléculaire. La tension de ligne est en
effet une correction a I'énergie libre. Si I'énergie libre d’un coin est seulement calculée avec des énergies
volumiques et des corrections surfaciques de tension de surface, on commet une erreur proportionnelle
a la longueur de la ligne de contact. On peut alors expliciter I'erreur commise, et obtenir analytiquement
I'expression de I'énergie correspondante dans le cadre de la DFT simplifiée. La tension de ligne résulte
ainsi de deux effets : les interactions liquide-liquide et les interactions solide-liquide. Pour les interactions
liquide-liquide, on manque toujours d’interactions a I'approche de la ligne de contact, elles sont donc a
origine d’une tension de ligne négative : la goutte s’aplatit pour augmenter le nombre de molécules dans le
voisinage de laligne de contact et minimiser I'énergie. Pour les interactions liquide-solide, le comportement
est différent car pour 6y = 90 °, I'énergie est parfaitement décrite par la tension de surface, la tension de
ligne est nulle. Elle change donc de signe pour 6y = 90°, et elle est négative, dans le méme sens que les
interactions liquide-liquide pour les grands angles 8y > 90 °, et positive pour les petits angles. Les effets sont
donc contradictoires en situation de mouillage partiel. C’est ce qui est a I'origine de la sensibilité de I'effet
aux petits angles par rapport a I'interaction. En effet, les deux effets peuvent étre décrits par une longueur
caractéristique que nous avons appelé le bras de levier de I'interaction {1y, pour 'interaction liquide-liquide
et (s pour 'interaction solide-liquide. Cette longueur décrit sur quelle distance la tension de ligne agit.
Or, dans le modele de DFT simplifiée, ces deux longueurs sont identiques car les deux interactions ont
exactement le méme modele, et cela méne alors a une tension de ligne totale qui S’annule car les deux effets
ont le méme poids. Ce n'est en général jamais le cas, et on s’attend a ce que 'un ou I'autre des effets domine
aux petits angles. Pour la dynamique moléculaire et des interaction de Lennard-Jones, on observe donc que
la tension de ligne d’origine solide-liquide est quasi-nulle, et que la tension de ligne d’origine liquide-liquide
domine, ce qui donne une tension de ligne toujours négative.

Notons que dans le cas des gouttes cylindriques, 'énergie de tension de ligne est bien présente, mais
n’a aucune influence sur la loi d'Young, car la loi d’Young résulte de la minimisation de la surface de la
goutte en faisant varier I'angle de contact, or pour cette minimisation, la longueur des lignes de contact
reste constante. Dans la loi d"Young modifiée, la tension de ligne est donc en facteur de la courbure de la
ligne de contact, et non pas de la longueur totale de la ligne.

Enfin, nous pensons que les effets de stratification, d'inhomogénéités du profil de densité prés de I'inter-
face liquide-solide, ont une grande importance, et viennent occulter les interactions liquide-solide au voisi-
nage de la ligne de contact, ce qui résulte en un effet de tension de ligne d’origine purement liquide-liquide.
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En résumé

La tension de ligne 7 est négative.

f= —% ~ o Cest-a-dire 7 ~ =101 J.m~ 1.
Pas de comparaison quantitative entre la dynamique moléculaire et la DFT sim-
plifiée car les effets de stratifications sont importants.

La tension de ligne est un effet d’interactions géométriques a la ligne de contact,
car les énergies ne peuvent pas étre décrites par de purs effets de tension de
surface dans un coin.

La tension de ligne résulte des interactions avec le liquide et avec le solide, et
peut étre décrite par deux parameétres (;1, le bras de levier des forces intermo-
léculaires liquide-liquide et (s, pour les forces liquide-solide.

2 ™ — 9}/ 1 4 cos 9y
o1+ ) g
¢ CLLW < + tan Oy > ¢ tan Oy
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revew

We are... led to a somewhat vague distinction between what
we may call “hard” data and “soft” data. This distinction is a
matter of degree, and must not be pressed; but if not taken too

seriously it may help to make the situation clear. I mean by

“hard” data those which resist the solvent influence of critical
reflection, and by “soft” data those which, under the operation

of this process, become to our minds more or less doubtful.

BERTRAND RUSSELL, 1925

Our Knowledge of the External World, chap. 3
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4.1 Les solides élastiques

4.1.1 Déformations élasto-capillaires

La premiére partie de cette these sest attelée a expliciter la distribution des forces capillaires. Elle a permis
de mettre en évidence une structure non triviale de la distribution, ce que des raisonnements thermody-
namiques n’avaient pas permis de relever. En effet, a proximité d'une ligne de contact, le modele de DFT
simplifié nous permet d’affirmer qu'un liquide exerce une force linéique tangentielle supplémentaire sur le
solide, laquelle est compensée par des forces surfaciques de type pression de Laplace qui s’appliquent de
facon normale a 'interface lorsque celle-ci est courbée, et permettant ainsi de garder une cohérence avec
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les bilans thermodynamiques. Lorsque le solide est indéformable, il n'y a aucune fagon de vérifier cette dis-
tribution puisque les forces sont transmises dans 'ensemble du solide. C’est au contraire lorsque le solide
est déformable que des effets doivent se manifester, a la fois localement, 1a ou les forces s’appliquent, et
de fagon plus globale puisque la distribution non triviale des forces pourrait éventuellement mener a des
déformations du solide.

Les premiéres études théoriques de I'influence de I'élasticité du substrat sur I'angle de contact remontent
a Lester en 1961 [137] puis Rusanov quinze ans plus tard [81, 138], Fortes [139] et Shanahan en 1987 [140]
et Olives [141]. Ces modeles tentent de relier 'angle de contact § a I'angle d’Young 6y et au module d’Young
FE du substrat en étudiant la déformation locale du substrat. D’un point de vue dimensionnel, la différence
entre le cosinus de I'angle de contact et 'angle d’Young est une force qui s’applique au solide, et doit mener
a une déformation de I'ordre de la taille imposée R pour des gouttes axisymétriques. On doit donc avoir :

. v

cosf — cos Oy =~ TR (4.1)
Le modéle de Rusanov prédit un coefficient qui dépend de I'angle d’Young, des tensions de surface, et d’'un
logarithme entre une taille macroscopique (par exemple R?) et une taille microscopique (I'épaisseur w de
linterface) [142]. Si le substrat ne posséde pas une taille infinie, alors sa hauteur, si elle est inférieure a R,
peut alors tenir lieu de longueur de coupure macroscopique. D’autres effets de cette déformation locale
sous la ligne de contact sont 'augmentation de 'hystérésis [143], de la dissipation visco-élastique pendant
la propagation de la ligne de contact [82, 144, 145], ou de la nucléation de gouttelettes par condensation
[146].

La premiere mise en évidence expérimentale de la force exercée par le liquide sur le solide remonte a
Bailey en 1957 [147] qui a pu faire flamber de fines lamelles de mica de 1 um d’épaisseur par des gouttes
de mercure. Par la suite, Yuk en 1986 [142] a étudié I'influence de la souplesse du substrat sur I'angle de
contact et a tenté de vérifier les expressions de Rusanov. Olives a présenté récemment une dérivation ther-
modynamique de ces déformations [148]. Les premiéres expériences de mise en évidence de la déformation
en elle-méme du substrat au voisinage de la ligne de contact sont celles de Chappuis en 1982 [149] qui dé-
pose une goutte d’eau sur de la parafine qui commence a se solidifier. Il s’agit toutefois dans ce cas plus
de la construction de Neuman qui est mise en évidence. Les expériences plus systématiques sont récentes
[82, 150, 84, 87] car les déformations locales sont petites et donc difficiles a mesurer. Pericet et Camara [150]
montrent que les déformations produites sont mesurables si le substrat est suffisamment mou : E ~ 10* Pa.
En effet, pour un tel substrat, la taille caractéristique de la déformation induite est :

Y 1079310 m . (4.2)
E

Elle est donc mesurable par microscopie interférentielle [82] ou directe avec éventuellement 'aide de la fluo-

rescence [150] ou d’autres marqueurs [87]. Enfin, récemment, la pression de Laplace a permis d’expliquer

une instabilité de surface sur des gels [151] de module d’Young encore plus faible de I'ordre de 20 Pa.

En outre, de nombreux résultats expérimentaux mettent aussi en évidence I'effet global des forces capil-
laires sur des solides élastiques. Lintérét pour ce domaine, I'élasto-capillarité, est grandissant. Elles per-
mettent d’expliquer un grand nombre de phénoménes, comme par exemple la fagon dont les cheveux
forment des grappes lorsqu’ils sont mouillés [152], ou comment les feuilles plastiques peuvent se replier
en contact avec des liquides [153, 154, 155, 156, 157], ou encore comment deux films plastiques peuvent
adhérer en présence d'un liquide [158, 159]. L'étude des déformations globales de solides élastiques est un
sujet assez récent puisque ¢ est Shanahan en 1988 qui a publié une premiére étude théorique des déforma-
tions de fines membranes élastiques provoquées par des gouttes posées dessus [160, 161] (il ne semble pas
avoir eu connaissance des expériences de Bailey en 1957). Dans les dix derniéres années, I'étude des dé-
formations élasto-capillaires a pris un formidable essor, avec I'utilisation des forces capillaires pour manier
des substrats élastiques (les origamis capillaires [155]), éventuellement & I'échelle micrométrique [162], ou
encore I'étude des instabilités de rides des films élastiques a la surface des liquides (voir la revue récente de
Bico et Roman [156]). Dans ce cas C’est généralement I'étude du flambage des structures qui est impliqué, et



166 CHAPITRE 4 : SUBSTRATS ELASTIQUES

FiGURE4.1 (a) Déformation exagérée du substrat par une goutte, d’apres [149]. (b) Une goutte fait fléchir
une plaque élastique fine, d’apres [147]. Le module d’Young du solide dans ce cas peut étre beaucoup plus
grand que dans (a).

qui représente généralement une déformation bien plus visible que les compressions éventuelles du substrat
élastique. Cela ne nécessite donc pas d’avoir des substrats aussi mous que £ = 10 kPa.

4.1.2 Problématiques
Distribution des forces capillaires dans le modéle de DFT simplifiée

Nous proposons dans ce chapitre d’étudier les conséquences de la distribution non triviale de forces capil-
laires mise en évidence dans la premiére partie, a la fois au niveau de la déformation locale a la ligne de
contact, ainsi qu'a la déformation macroscopique des substrats. Rappelons tout d’abord les caractéristiques
de cette distribution. Lorsque le solide est indéformable et plan, nous avons montré (Figure 2.18) que la
force exercée sur le solide par un liquide en équilibre sur ce solide au voisinage de la ligne de contact (donc
un coin de liquide d’angle fy') n'est pas tangentielle a la surface du liquide, mais est dirigée selon I'angle
médian du coin de liquide. Dans la direction normale au solide, la force par unité de longueur de la ligne de
contact est yLy sin fy, et dans la direction tangentielle vy (1 + cos 6y ). D’autre part, nous avons montré
(Figure 2.19) que lorsque ce solide indéformable possede une interface avec le liquide de courbure x, alors
il subit une force par unité de surface (une pression) vk, dirigée vers la région convexe. Ces deux forces
sont compatibles avec les bilans thermodynamiques usuels, et ne remettent pas en cause ni la loi d’Young
ni la loi de Neuman.

(a) (b) (c)
¥, A+cosd) L L S

. YK

T, &

FIGURE 4.2 Distribution des forces capillaires agissant sur des solides indéformables. (a) Au voisinage
de laligne de contact. (b) Aux interfaces liquide-solide courbées. (c) Cas d'une plaque immergée. La force
résultante est .y cos fy dirigée vers le bas, par unité de longueur de ligne de contact.

<
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Comme nous pouvons le voir sur la Figure 4.2(c), cette distribution pose des problémes lorsque les so-
lides sont déformables. Sil'on suppose qu'une plaque verticale est immergée partiellement dans un liquide,
alors les forces localisées au bas de la plaque dans le liquide, la pression de Laplace due a la courbure du
solide, pourraient mener a un flambage. De la méme fagon, une compression, probablement plus faible,
doit intervenir. Or, ces deux phénomenes n’ont jamais été observés.

De plus, si le solide est extrémement déformable, on pourrait considérer qu’il se comporte a I'échelle
microscopique comme un liquide. Cette vision est trés répandue pour calculer les déformations du solide
sous la ligne de contact [150, 87]. La forme locale de I'interface serait donc régie par la construction de Neu-
man, qui traduit I'équilibre local dans chacune des deux phases. Or si localement le solide est a I'équilibre,
il ne peut pas transmettre la force tangentielle due au liquide. Il n’y aurait donc pas de force tangentielle,
seulement une force normale a la ligne de contact! Nous constatons donc qu’il est absolument nécessaire
d’avoir un modeéle pour le solide, qui permette de comprendre comment les forces sont transmises dans le
solide, et comment I'interface s’adapte a ces forces. Notamment, un solide n’est jamais complétement in-
déformable, a I'échelle atomique il pourrait subir des déformations tres localisées, comment réagit-il alors
aux forces capillaires et quelle est 'influence sur I'équilibre global du solide et du liquide ?

Contrainte ou énergie de surface?

Dans le cas de liquides, nous avons pu expliciter la définition double de la tension de surface : Cest a la fois
une énergie de surface et une force linéique de surface. Nous avons pu montrer au chapitre 1 que I'excés
d’énergie due a la présence d’une interface liquide entre deux phases liquide/vapeur ou liquide/liquide est
équivalente a la force qui s'exerce d travers I'interface, tangentiellement a celle-ci. Dans le cas des solides, ces
deux définitions sont différentes. En effet, nous avons montré a la sous-section 1.1.4 qu’il y a une différence
entre la contrainte surfacique, définie lorsque I'on déforme une surface a nombre d’atomes constants, et
I'énergie surfacique, définie lorsque I'on déforme une surface a déformation constante. Or les déformations
dans un solide sont directement reliées aux contraintes et non aux énergies. La notion de « tension » de
surface d’un solide doit donc étre utilisée avec prudence.

Point de vue du solide

Considérons dans un premier temps pour le raisonnement que le solide est un liquide. I possede donc
une pression de répulsion qui s’adapte a I'équilibre local, et des attractions de longue portée de type Van
der Waals comme précédemment et le modéle de DFT simplifié s’applique, ainsi que les résultats des deux
premiers chapitres. Notamment, lorsque I'on consideére a la fois les forces attractives dans le solide et les
forces attractives dans le liquide, alors nous avons montré a la sous-section 1.5.2 que la force totale qui
s'exerce a travers I'interface est ysy, ce qui est