NOTATIONS

|- Notations latines

B : matrice reliant les déformations aux variables nodales
E : module d’élasticité longitudinale

f : vecteur des sollicitations nodales

G : module d’élasticité transversale

J : déterminant du jacobien

Ke : matrice de rigidité élémentaire

K®: matrice de rigidité de I'élément de référence

K : matrice de rigidité aprés assemblage

L : longueur des poutres

N : matrice des fonctions d’interpolation

U : énergie de déformation

V : potentiel des forces nodales

W : potentiel de déformation

ui, Vi, W : déplacements nodaux dans les directions 0x, Oy et 0z
U, L : vecteurs des déplacements nodaux

Mag : moment d’encastrement de I'élément AB au niveau du noeud A

M g, Mas . moment d’encastrement parfait de I'élément AB au niveau du nceud A
Rps, R s : facteurs de rigidité de I'élément AB dans le plan

R., R, et R, : facteurs de rigidité de I'élément dans I'espace

a,b,c: coefficients mécaniques de I'élément de structure

ay, ay et a, : coefficients mécaniques de I'élément dans I'espace

- Notations grecques

. Opérateur variationnel

. vecteur ou matrice des déformations
. vecteur ou matrice des contraintes

. coefficient de Poisson

< Q < O

04 : rotation du nceud A dans le plan

Bax : rotation du nceud A par rapport a I'axe 0x

@4 : rotation de I'élément AB dans le plan

@YaB : rotation de I'élément AB par rapport a son axe local Oy
U, 6 et o : premier, second et troisieme angles d’Euler
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INTRODUCTION

Le premier physicien connu qui considéra la nature de la résistance et la
rupture des solides fut Galilée. Un mémoire lui fut publié a Leyde en1638.

En 1660, Hooke montra que les petits efforts provoquaient la déformation d’'un
solide.

En 1744, Bernoulli exprima la proportionnalit¢ de la courbe d'une lame
élastique au couple qui lui est appliqué.

Coulomb les suivit, en 1776, en affirmant que la rupture est inévitable lorsque
la résistance limite d’'un matériau est atteinte.

A partir des travaux de ces chercheurs, I'étude de la résistance des matériaux
prit son essor et elle se développa dans le dix-neuvieme siecle.

Jusqu’a présent, dans la plupart des cas, en résistance des matériaux, le
calcul des structures constituées d’éléments complexes s’effectuaient a l'aide du
formulaire de résistance des matériaux et de la théorie de I'élasticité. Or, ces calculs,
s’ils ne sont pas tres difficles quand les méthodes générales de résolution sont
maitrisées, sont par contre toujours longs et fastidieux.

Récemment, apparut la méthode des éléments finis. Elle permet de résoudre
un probleme de mécanique en remplacant le systeme continu par un modele discret
équivalent caractérisé par un nombre fini de parametres. De ce fait, elle est
facilement programmable.

La technique de calcul utilisant I'outil informatique présente alors de grands
avantages. Elle est facilement mise en ceuvre et nécessite peu de matériels
informatiques.

Notre ouvrage, qui cite une partie parmi des centaines d’autres, de cette
technique est divisé en quatre parties.

Dans la premiére sont développées les différentes méthodes de calcul des
solides élastiques. Les méthodes de calcul de structure y seront particulierement
exposeées.

La seconde partie est composée de la présentation de quelques méthodes de
calcul dont une méthode analytique, la méthode matricielle et la méthode des
éléments finis.

La troisieme partie comprend la présentation du logiciel « Matlab » : logiciel
tres maniable pour la programmation des opérations sur les matrices.

Tandis que dans la derniére partie, les présents programmes sont amenés a
exécuter le calcul du portiqgue d’'un méme batiment.
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Chapitre 1

Approche de |la mécanique des solides
élastiques



Mécanique des solides élastiques

1 Aspect physique

La notion de la Résistance des Matériaux a vu le jour en 1638, quand le mathématicien
Galilée commenca a se demander sur la résistance d’'une poutre encasiréea une de ses

extrémités.

Le physicien Hooke le suivit, en 1660, en démontrant que les corps jadis_considérés comme
étant indéformables, présentent des petites déformations dés qu’uneffort leur est appliqué et
gue ces déformations sont proportionnelles a ce dernier. Endfait; d’une maniére générale, les

corps solides résistent, en se déformant, aux actions desforces extérieures qui les sollicitent.

Figure 1 : gravure'montrant I'essai d'une poutre en flexion

Si la Résistance des Matériaux intéressait les hommes au milieu du dix-septiéme siecle, c’est
parce qu’elle avait, des lgrs, de Pimportance a leur égard. En effet, la Résistance des

Matériaux permet de :

- Savoir la dimension minimale qu’une structure doit posséder pour qu’elle puisse
supporter un.lot de chargements donné ;
- Et de méme, savoir la grandeur maximale des chargements que sa dimension lui

permet.de supporter.

Nous pouvon$ déja discerner que la détermination de ces valeurs peut s’avérer aussi

economique_que, sécuritaire dans la construction d’'un ouvrage.
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1.1 Description du probleme

Un probléme de mécanique, d’'un point de vue général, consiste en la détermination de I'état
d'un élément de structure soumis a des sollicitations. Pour ce faire, il est important de

connaitre quelques caractéristiques de I'élément en question :

- sa géométrie, sa forme ;

- le ou les matériaux le constituant.
De plus, les sollicitations auxquelles il est soumis :

- les forces volumiques ;
- les forces surfaciques ;
- les déplacements imposés ainsi que les déplacements induits ;

- les températures et les flux de chaleur dans le milieu.

En se limitant dans le domaine de la statique et en négligeant 'influence de la température sur
I'état des matériaux, dans toute la suite, ces derniers types de sollicitation seront exclus de

I'étude.

La connaissance de ces différentes grandeurs permet la résolution du probléme. En d’autres

termes, de déterminer :

- les déplacements en tout point ;
- les déformations y afférent ;

- les contraintes ainsi que les sollicitations en tout point.

1.2 Butde la Résistance des Matériaux

Sachant I'utilité de la Résistance des Matériaux, nous pouvons comprendre qu’elle ne peut
pas étre délaissée d’évolution et de progrés depuis les temps de Galilée. Au contraire, elle doit
connaitre de nombreuses améliorations. Ainsi, a ce propos, des recherches aussi bien

techniques que mathématiques seront toujours a espérer.

Sur ce, notre contribution sera d’élaborer quelques programmes de calcul de portiques
tridimensionnels, par la méthode matricielle et par la méthode des éléments finis — méthode
numerique découlant de la discrétisation de la méthode dite mécanique des milieux continus —

sous un logiciel de simulation.
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1.3 Résolution d’'un probleme statique par la Résistance des Matériaux

Les plus souvent, les déformations sont trop petites pour étre observées sans l'aide d'un
instrument de précision. Il convient qu’il en soit ainsi afin d’avoir une assurance sur la

solidité des constructions. Pour I'établissement de cette assurance, il est essentiel :

- de connaitre, par des essais, la facon dont le matériau réagit a certaines sollicitations,
afin de les choisir & bon escient ;

- de savoir déterminer les formes les plus économiques et calculer les dimensions des
pieces qui doivent, en toute sécurité, résister a des efforts dont on a prévus la grandeur

et le mode d'action.

De ce fait, la résolution d’'un probléme de Résistance des Matériaux se raméne toujours a
trouver les parametres complémentaires (inconnus) des uns ou des autres des grandeurs

principales de la mécanique des milieux continus.

Connaissant les déformations, la Résistance des Matériaux permet de trouver les sollicitations
ainsi que les efforts internes de I'élément étudié. Par contre, sachant les forces appliquées, elle
permet de calculer les déformations qui en résulteraient et par la suite, la dimension minimale

de I'élément qui permettrait une sécurité optimale.

Généralement, une partie des efforts qui sont extérieurs au systeme — les sollicitations — ainsi

gu’une partie des déplacements — les déplacements imposés — sont préalablement connues. Le
probléeme consiste alors a trouver les parties complémentaires qui sont représentées par les
réactions aux appuis et les déplacements inconnus puisque la connaissance de ceux-ci est

indispensable pour déterminer les contraintes dans les pieces.

2 Principes généraux de la mécanique des corps solides

La mécanique des solides élastiques est une branche de la mécanique des milieux continus,

restreinte a I'étude des solides dans la phase élastique de leur évolution.

2.1 Déformations et contraintes dans un solide
2.1.1 Déplacements et déformations

La notion de déplacement ainsi que de déformation constituent, en général, I'observation
expérimentale du mouvement dans un milieu continu. Pour une bonne compréhension du

principe de la mécanique des solides élastiques, il convient de noter les définitions suivantes.
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Le déplacement d’'un point matériel est la distance parcourue par ce point, au terme de son
mouvement, dans le temps. Il est mis en évidence par la superposition de toutes les positions

du point, pendant le mouvement.

La déformation d’'un point est, par contre, le déplacement relatif de ce point par rapport a sa
position d’origine. Il en découle que la déformation du solide tout entier est la différence

relative entre ses formes avant et pendant le chargement.

Figure 2 : déformation d'un solide

2.1.2 Déformations
Physiquement, on dit qu’il y a déformation, en un pointihs une direction quelconque Ox

des que sa distance gar rapport a un point qui lui est infiniment voisin n’est pas conservée.
La matrice de déformation £ en fonction du déplaceniergtu

£ = % (grad i + ‘grad %) (1-1-2-1)

Compatibilité des déformations

Le tenseur des petites déformatiorsséla partie symétrique du gradient du champ de

déplacementi. De ce fait, le rotationnel deest :
= 1 — 1 —
rot& = > rot o grad u + 2 rot o tgradu (1-1- 2-2)
Et comme le premier terme du second membre s’annule, il ne reste que :
té =Zrot o ‘gradu
roté = —rot o "gradu (1-1-2-3)

Ainsi, en utilisant le caractére associatif des deux opérateurs :

= 1 _
Lrot & = > grad o rotu (1-1- 2-4)
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La compatibilité des déformations est traduite par le simple fait que le rotationnel d’'un champ
de gradient doit étre nul. Ce qui permet d’avancer que la condition de compatibilité des

déformations s’écrit :

rot o ‘rot £ =0 (1-1-2-5)

Afin d’éviter de redéfinir le rotationnel d’un tenseur du second ordre, cette relation est tres

souvent simplifiée par :
grad o divé + 'grad o divE — grad o grad (tr§)— Af=0 (1-1- 2-6)
Ou sous forme indicielle :

0%¢; 0%¢;; 0%ey; GEET
jk y ki i _ 0 (1-1- 2-7)

6x]-6xk 6xkaxl 6xi6xl 6xjaxk
2.1.3 Contraintes

La figure suivante illustre les contraintes normales dans la se&jatiun solide (V) soumis

ades efforts qui lui sont extérieurs.

Efforts extérieur
Contraintes normale

Figure 3 : contrainte dans un solide

La contrainte en un point quelconque dWi volume (V), sur une facette quelconque de

normalesi, est notée pat(M, 70).

Figure 4 : contrainte en un point quelconque
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La relation fondamentale de la dynamique sur un tétraédre élémentaire de wdlume

délimité par quatre facettes élémentaires s’éecrit :

pJEAV = pf AV + X T(M, ﬁ).AO’i (1-1-2-8)
hX T(M, 7'_1) = Ti(M, Tli), 1= 1,2,3 (1-1-2-9)

Donc :
px ei.AV = pfl e;. AV — O-ij' ei.Aaj + Ti' ei.Aa (1-1-2-10)

Enfin, en admettant que= 0, on aboutit a :

T(M,7) = 6.7 + 2, (1-1-2:11)
2.1.4 Relations entre contraintes et déformations

De nombreuses relations, aussi connues sous le nom de lois de comportement, traduisent la
contrainte en un point, dans une direction donnée, en fonction de sa déformation et vice-
versa. Mais pour un matériau isotrope, homogéne et élastique, I'expression simple de la loi de

Hooke suffit largement & accomplir cette tache.

Sous forme matricielle, la loi de Hooke se traduit par :

g (1-1- 2-12)

Sl

Qi

ouD , le tenseur d’élasticité ou tenseur de Younguesenseur d’ordre 4.

Si &={o;} eté={g} alors:

il

= {Dijit}

Sous forme discrétisée, cette équation matricielle devient :

Ojj = A tT( 5)5” + 2. €ij (-1-2-13)
1+ =
gij = — 0y — = tr(5).8; (1-1-2-14)
avec :
_ u(3A+2p) . (1-1- 2-15)
E= A+u et v T2+

2.2 Cadre mathématique
Mathématiquement, la mécanique des milieux confiussede deux principaux outils :

- loutil de modélisation géométrique, qui représente la configuration du milieu a

étudier ;
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- I'outil de mesure, qui est représenté par les différents référentiels que nous utilisons. Il

permet de suivre I'évolution du milieu, dans I'espace et dans le temps.

ZA

® 1

0 ) Y

v

Figure 5 : représentation d’un solide dans I’espace

L’outil de modélisation est le moyen permettant de reproduire le solide a étudier dans un
espace de travail ou il sera facile de mesurer toutes ses caractéristiques physiques.

Sur ce, pour parfaire I'étude d’un solide, il faut d’abord s’acquérir de sa loi de comportement :
'équation qui lient ses déformations aux contraintes qui lui sont imposées. Ensuite, on doit
prendre garde que cette loi tient compte des différentes hypothéses exigées par les méthodes
de calcul utilisées. Enfin, aprés avoir écrit 'équation régissant I'équilibre du solide en
question et explicité ses conditions aux limites, on doit parvenir a démontrer qu'une et une

seule solution parvient a résoudre le probleme. On dit alors que le probleme est

mathématiquement bien posé.

Cette solution nécessite toujours une certaine abstraction mathématique et sa détermination
reste assez délicate ; néanmoins, les méthodes de calcul ainsi que les méthodes d’appro-

ximation qui se veulent surmonter cet obstacle sont nombreuses.

2.3 Etapes de résolution d’'un probleme

Dans ce paragraphe, nous ne traiterons que généralement la mécanique des milieux continus a

trois dimensions. Et sur ce, elle peut étre divisée en quatre étapes, a savoir :

- la modélisation macroscopique des milieux continus et de leur mouvement, en y
décrivant les déformations et en rappelant les lois de conservation que doit respecter
tout mouvement ;

- la description des efforts qui génerent le mouvement des milieux continus, avec
I'introduction de la notion de contraintes et I'écriture des équations globales qui les
régissent ;
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- Il'introduction a I'échelle microscopique des comportements élémentaires qui permet
de compléter la modélisation en introduisant les relations de comportement qui

traduisent le lien local entre déformations et efforts ;

- la résolution de problémes d'équilibre élastiqgue. Cette étape de résolution de
problemes globaux utilise le principe des travaux virtuels pour écrire, analyser et
résoudre les problemes poseés, et pour en valider les solutions. Elle permet d’aborder
de nombreuses situations pratiques et de noter les problemes de distribution d’efforts,
de discontinuités de solutions, d’'incompatibilité de déformations, et d’instabilités

géometriques.

La méthode de la mécanique des solides élastiques (et donc celle de la mécanique des milieux
continus) peut étre appelée a résoudre un probleme quand les hypotheses suivantes sont
satisfaites.

- Le milieu observé se présente comme un continuum de points ;

- Chaque point est entouré d’un petit volume de matiere qu’il suit en moyenne dans son

mouvement. Le mouvement respectant les voisinages aux échelles étudiées.

2.4 Application aux ouvrages du Génie Civil
2.4.1 Eléments de construction

Physiquement, un solide est un corps physique tridimensionnel muni d’'une certaine rigidité
qui conserve sa forme, sa taille ainsi que sa cohésion tant que la valeur de la résultante des

efforts qui lui sont appliqués engendre une contrainte qui lui est admissible.

Ce qui nous intéresse réside surtout dans ce dernier point, c'est-a-dire : la taille et la résistance

de ces corps.

Bien que notre intérét ne porte que sur ces quelques caractéristiques, il est indispensable de
connaitre toutes les différentes facettes des aspects mécaniques des éléments a étudier afin de

gagner le maximum de sécurité tout en dépensant le minimum de matériau, donc de co(t.

La méthode des éléments finis permet d’étudier le comportement de tout corps solide ; sa

seule limite se situe sur la quantité d’'opérations numeériques a effectuer.
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Dans le domaine du Génie Civil, et surtout dans celui du Batiment et Travaux Publics, les
éléments les plus fréquemment rencontrés sont ceux qui se raménent aux structures : les

dalles, les poutres, les poteaux.

Le schéma suivant donne une idée sur ces éléments en montrant quelques types de solides

liés a ce domaine.

Eléments Eléments Eléments Eléments
volumineux applatis linéaires assemblés

Barres

Membranes

Poteaux

Plaques
Poutres

Treillis

D’autres éléments encore, résultant de I'extension de ceux présentés dans |'organigramme,

Figure 6 : les éléments de construction en Génie Civil

sont utilisés dans les ouvrages de Génie Civil :

- lesdbmes;
- les coupoles et les vodtes ;

- les réservoirs et les membranes.

On peut facilement reconnaitre ces éléments de structures par leurs formes. Nonobstant, il est

plus convenable de donner quelques définitions a ce propos.

10
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2.4.2 Poutre

La fibore moyenne de la poutre est le lieu géométrique des centres de gravité de toutes ses
sections. Une poutre gauche est une poutre dont la fibore moyenne forme une courbe gauche.
Une poutre plane est une poutre dont la fibore moyenne est une courbe plane ; c'est-a-dire

contenue dans un plan. Une poutre est dite droite lorsque sa fibre moyenne est un segment de
droite. De méme, une poutre a plan moyen est une poutre possédant un plan de symétrie qui
contient sa fibre moyenne et ce plan est désigné par les termes de plan moyen.

Les poutres a plan moyen qui sont chargées dans leur plan se rencontrent fréquemment et
constituent un des problémes essentiels traités par la Résistance des Matériaux connu sous le

nom de la Théorie des poutres.

Notons que les barres forment un cas particulier de poutres. En effet, une barre peut étre vue
comme étant une poutre dont le chargement se limite aux seules forces axiales. De ce fait,

c’est une poutre qui ne travaille gu’en traction-compression.

Dans un milieu unidimensionnel ou dans un milieu bidimensionnel, les chargements d’'une

poutre selon la Théorie des poutres peuvent étre groupés en trois classes :

- les efforts ponctuels ;
- les efforts répartis ;

- et les moments fléchissant.

A % oh

Bz

>

Figure 7 : chargement d'une poutre plane

Une poutre travaille surtout en flexion : c’est I'effort le plus prépondérant et par conséquent
c’est I'effort qui produit le maximum de déformation ; dans son étude, on considéere rarement
les efforts de traction ou de compression ainsi que les efforts de torsions, et méme les efforts
de cisaillement sont quelquefois négligés.

Par la suite, les déformations observées pendant le chargement de la poutre sont constituées

par les fleches ou les dénivellations de sa ligne moyenne sur toute sa longueur.

== N

Figure 8 : déformation d'une poutre

11
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L’étude n’inclura que les poutres droites a plan moyen du fait de la délicatesse de la mise en

équation des courbes représentant les fibres moyennes des autres cas suscités.

Figure 9 : sections transversales de poutres

2.4.3 Poteau

Si on se fixe une attention sur la forme, le poteau et la poutre ont les mémes caractéristiques.
Les premiers points qui les difféerent sont leurs orientations et leurs modes de chargement. Les
poteaux ont leurs axes principaux dirigés dans un sens vertical et ils sont généralement

chargés par des efforts de compression.

gllllllllllllll41
%

Figure 10 : chargement d'un poteau

Néanmoins, parfois les poteaux travaillent en traction, en flambement et méme en flexion.
Dans la suite, seuls les poteaux a section rectangulaire seront étudiés. Ceci est d0 a la grande

complexité de la modélisation des autres sections délicates deformes

—

Figure 11 : poteaux

1 . . . . . .
Pour opter plus tard pour une section circulaire ou autres formes complexes, il suffit de prendre une aire de
section dont le moment d’inertie est le méme que celui calculé par la méthode.

12
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2.4.4 Dalle
Une dalle est un élément de structure plane la dimension verticalest assez faible p.

rapport aux deux autres.

Dans le domaine du génie civil, elle est utilisée pour couvrir , pour boucher un trc ou

pour jouer le role de I'élément porteur des planc.

Du point de vue chargement, elle travaille en compre (si une couche de matériaux lui

sous-jacente) ou en flexion.

m|l-||w| -
v, y i

Figure 12 : dalles et planchers

2.4.5 Plaque

Dans laRésistance des Matérie, le mot plaque désigne tout élément plat muni d’'une fi
épaisseufpar rapport aux deux autres dimensicquelque soit la direction de ce dernier.
ce fait, la plague inclua dalle, la voile, la coquee dome, la coupole etc.

Une théorie analogue a celle des poutres étudie les problémes de plagues minc
assimile la plaque a une surface plane en négligeant son épaisseur et rere que son

plan moyen.

Figure 13 : Plaques

13
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2.4.6 Coque etvoile

Un voile est géométriquement définie par sa surface moyenne S, par son épaisseur h et par les
conditions d’appui sur le contour de sa surface moyenne ou bord du voile (bord encastre, bord
articulé, bord libre, etc.). Les forces appliquées a un voile sont des forces de volume, des

forces de surface et des forces de ligne (réactions des appuis distribuées le long des bords du

voile). Une coque, par contre, est un voile mince ou épais subissant des efforts de flexion.

7 R

Figure 14 : coques et voiles

2.4.7 Arc etvoiite

Un arc est une poutre ayant une forme courbée verticalement ou horizontalement. C’est un
élément d’architecture qui permet de répartir harmonieusement le poids et les forces de la
construction entre deux murs ou entre deux piliers porteurs. Sa courbure peut étre constante

ou variable suivant sa longueur. Généralement, un arc est chargé suivant son plan moyen.

Ce qui difféerencie une vodte d’'un arc est que sa longueur n’est pas continue. C'est-a-dire
gu’elle est constituée par un assemblage d’éléments solides — dont les trois dimensions ont a

peu prés les mémes ordres de grandeur — appelés piéces de volte.

Le concept de ces deux éléments présente bon nombre d’avantages. Leur courbure réduit
considérablement les contraintes et par conséquent, améne a gagner largement dans un point

de vue économique.

Figure 15 : Voute et pont en arc

14
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2.4.8 Dome

C’est une dalle comportant une convexité au sein de sa surface. Généralement, un déome est

symétrique par rapport a I'axe vertical passant par son centre de gravité.

Figure 16 : domes

2.4.9 Coupole

La coupole est une ramification du voile et du déme. Elle ne comporte aucune surface plane et
sa forme avoisine celle d’'une calotte ou d’'une demi-sphére. Généralement, une coupole est
utilisée pour faire office de toiture. Bien que sa mise en ceuvre soit assez complexe, nombreux
sont ceux qui 'adoptent de part son caractere tres esthétique.

O -

Figure 17 : coupoles

2.4.10 Réservoir

Les réservoirs sont des éléments de construction qui servent a retenir ou a contenir un fluide :
liquide ou gazeux.

Un réservoir est sollicité en traction par flexion le long de son contour. La conception d’'un
réservoir est assez délicate puisque, a part les calculs usuels, I'on doit considérer la fuite du

fluide qu'il renferme a travers les microfissures de I'ouvrage.

Figure 18 : bouée et citerne
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2.4.11 Membrane
Les membranes ne se rencontrent que dans les aéroports, les cirques et les établissements

nécessitant une construction rapide et provisoire, que ce soit une habitation, un hangar ou un
camp militaire facilement déplacable. Nombre de théories excluent les membranes des solides
du fait gu’elles ne travaillent que par la traction — et ignorent la compression — de leurs fibres

moyennes.

Figure 19 : membranes

2.4.12 Portique

Le portique résulte d’'un assemblage de poutres et de poteaux. Dans les batiments, il est
employé pour faire office d'ossature. De plus, son emploi s'avére étre trés économique
puisque I'on n’a plus besoin de confectionner des murs porteurs. Au lieu de cela, de simples

cloisons rigides peuvent suffire a remplacer ces derniers.

Les expériences ont montré que les batiments munis d’ossature se révélent étre plus résistants

gue ceux directement portés par des murs.

D’un autre point de vue, le portique avance un autre avantage, il joue naturellement un réle de

contreventement.

Presque tous les batiments modernes sont munis d’ossatures porteuses puisque, a part ses
caractéristiques mécaniques, le portique offre une gamme de choix sur I'architecture ainsi que

sur I'esthétique du batiment.

En effet, il libére le concepteur de toute contrainte mécanique du fait que I'ossature absorbe
toutes les charges du batiment et facilite par la suite la confection de diverses formes
complexes que ce soit au niveau des voiles (tels les murs rideaux), que ce soit au niveau de la

toiture (tels les domes).
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L'utilisation des ossatures porteuses offre aussi aux ingénieurs la possibilité de construire des
immeubles du type IGH : Immeuble de Grande Hauteur, pour un minimum de codt. Grace a la
continuité des éléments du portique (en plus de la résistance des voiles), le batiment peut étre
assimilé a une grande poutre verticale, encastrée dans le sol. Ce qui augmente sensiblement sa
résistance et par le méme chemin réduit visiblement le colt de sa réalisation.

Dans la construction d’un batiment, le portique n’est percu a I'évidence qu’a la phase ou les

dalles ainsi que les murs sont partiellement construits.

Figure 20 : portiques

2.5 Hypotheses

Dans le but de simplifier les calculs et de ne pas s’écarter de la réalité, plusieurs hypothéses
doivent étre considérées.

2.5.1 Hypotheéses de base

Plusieurs hypotheses sont a formuler avant d’entrer dans le vif du sujet. En effet, les méthodes
de calcul ne sont applicables, et commettent parfois quelques erreurs irrécupérables, que si

toutes les hypothéses listées ci-aprés sont satisfaites.

2.5.1.1 Hpypotheses sur les matériaux

Homogeénéité

La principale hypothése qui vise les caractéristiques du matériau est I'hypothese sur
’homogénéité de ce dernier. L’homogénéité se dit d’un milieu matériel qui présente des

propriétés constantes dans toute son étendue. Tous les calculs sont basés sur le fait que
l'élément a étudier est composé d'un matériau bénéficiant de cette caractéristique.
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Néanmoins, avant de pouvoir parler de I’'homogénéité, il convient de définir I'échelle dans

laquelle I'élément sera étudié.

Ainsi, un élément, quel qu'’il soit, ne peut étre considéré comme homogéne gu’a partir d'une
certaine échelle dimensionnelle qui lui est propre.

Dans le domaine de la Résistance des Matériaux, I'échelle la plus employée est I'échelle
macroscopique. Dans cette échelle, la plupart des matériaux de construction : I'acier, le béton,
le bois et méme le sol sont considérés comme étant homogenes. Pourtant, réellement, certains
d’entre eux ne le sont pas.

L’acier est un exemple parfait de matériaux homogenes quelle que soit I'échelle (physique et
non chimique) de mesure. Ce fait est mis en évidence par la figure suivante qui montre

I'aspect d’'une barre d’acier, vue dans un microscope.

Figure 21 : acier au microscope

Le béton, par contre, résulte d'un mélange a une proportion bien définie de plusieurs
constituants, a savoir le ciment, les granulats ainsi que d’autres liquides (eau et adjuvants)
nécessaire a son développement. Ce qui fait qu’il n’est pas réellement homogene.

Les figures ci apres illustrent le méme béton vu dans deux échelles différentes :

macroscopique et microscopique.

Figure 22 : échelles de mesure du béton
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Isotropie

Un matériau isotrope est un matériau dont les propriétés mécaniques restent constantes dans
toutes les directions. Un matériau orthotrope, par contre, présente différentes propriétés
mécaniques selon la direction considérée. L'adjectif ‘anisotrope’ signifie non-isotrope mais
dans le domaine de la Résistance des Matériaux, il est surtout utilisé pour qualifier les

matériaux qui ne sont ni isotrope ni orthotrope.

L’idéal est davoir a étudier un matériau isotrope mais les éléments ne doivent pas
obligatoirement présenter cet aspect. Puisque, comme il sera détaillé plus loin, la matrice
d’élasticité peut étre confectionnée de maniére a ce qu’elle prenne en compte le caractere

orthotrope ou anisotrope du solide étudié.

L’acier est un exemple parfait de matériau isotrope. Le bois naturel est, par contre, considéré

comme étant orthotrope.

Elasticité

Un corps, dans le domaine de la Résistance des Matériaux, et d'ailleurs de la mécanique

générale, se classe en deux catégories :

- Les corps rigides ou indéformables qui, de part leur appellation, ne subissent aucune
déformation quelle que soit I'intensité de la charge qui leur est appliquée ;
- Les corps souples ou élastiques qui, aprés que les sollicitations leur soient retirées,

regagnent leurs formes initiales.

Presque tous les éléments de construction, dans le domaine du Génie Civil, sont considérés
comme étant homogénes du fait qu’ils sont étudiés dans une échelle macroscopique. Mais en
réalité, les matériaux utilisés dans une construction de Génie Civil ne sont ni parfaitement

homogenes ni parfaitement isotropes.

Les matériaux élastiques sont tels que leurs déformations et leurs contraintes sont reliées par
une relation linéaire connue sous le nom de la loi de Hooke, c'est-a-dire sqprEsente
I'état de déformation d’'un élément élastique et questsson état de contrainte alors, la loi de

comportement de cet élément est :

{o} = [D].{¢} (1-1- 2-16)
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Selon la dimension dans laquelle on effectue I'analyse, le module d'élasticité [D] d'un

matériau est tel que :

- milieu unidimensionnel :

[D] =E
- milieu bidimensionnel, déformation plane :
1—v v 0
E
_ - % 1—v 0
[D] = 1+v)y1-2v) 1—>
0 0 il
g - - - 2
- milieu tridimensionnel :
1—v v v 0 0 0
v 1—v v 0 0 0
v v 1—v 0 0 0
1-2
D] = £ 0 0 0 Yoo 0
1+v)1-2v) 1—2
0 0 0 V' o
0 0 0 0 0o 1 _ZZV

Ou Eest le module d'Young du matériauvedst son coefficient de Poisson.
2.5.1.2 Hypotheses sur les grandeurs

Dans le cadre de I'espace tridimensionnel, et d’ailleurs dans les 1 et 2-D, les corps solides

peuvent étre vus suivant différents degrés de précision :

- L’échelle microscopique ;

- EtI'échelle macroscopique.

La premiere voit les solides sous un aspect minuscule. De ce fait, elle amene a considérer ces
derniers sous une précision de microscope. L'observateur tient compte de toutes les
imperfections ainsi que les défauts de mise en ceuvre ou de fabrication des corps. De plus, il
percoit que certains corps, considérés théoriguement comme étant homogénes ne le sont pas

vraiment en realité (le béton par exemple, d’un point de vue microscopique est hétérogene).

En générale, cette premiere échelle est employée pour I'étude des corps infimes tels que les

atomes et les cellules.

Par contre, la seconde voit les corps sous un aspect tres général. Dans cette échelle, une poutre
en béton armé, a section rectangulaire est vue comme une matiere homogene ayant la forme
d'un parallélépipede ou d'un prisme rectangulaire, sans défaut ni imperfection, et surtout,
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présentant les caractéristis mécaniques d'un «béton armg ee qui est un concept

purement imaginaire.

Presque tous les probléemes Résistance des Matériawont étudiés dans cette derni

échelle.

2.5.1.3 Hpypothéses sur les sollicitations

Le chargement inspire un aspect crucial dans le calcul des ouvrages. En effet, son
influe sur la phase de déformation des éléments en gL: phase élastique ou phe

plastique.

Dans le but de se rapprocher les possible de la réalité, les sollicitations considérées d:
calcul doivent refléter tous les efforts qui agissent sur le systeme. Sur ce, il a

considérer :

- le poids propre des éléme ;
- les forces et les couples concer ;

- les forces et lesouples répart ;

Il faut signaler qu’'une force concentrée est une force qui est répartie sur une petite

surface, négligeable par rapport a la longueur de la p

De plus, afin de s’acquérir une assurance lors de la conception de I'o,admettons que
les charges sont appliquées de maniere sti: c'est-adire qu’elles sont, initialement null

et progressent jusqu’a atteindre leurs vraies va

Enfin, poursimplifier I'insertion des efforts dans le programme de calclest pratique de
considéreque les forces et chargemeconcentrésppliqués entre deux ou plusieurs nce

sont distribués par une simple distribution rectangt :

UL == Gr=Las
1!

§

i

1
i k CUQZZCIS

Figure 23 : distribution du chargement
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2.5.2 Hypotheéses de calcul

A part les hypothéses de base, plusieurs autres hypotheses doivent étre citées. Lors du calcul,
pour minimiser le temps ainsi que les outils utilisés, il est indispensable de considérer les cas

qui suivent.

2.5.2.1 Hpypotheses sur les dimensions
Cette section étudiera particulierement les dimensions des poutres ainsi que celles des

poteaux ; ces deux éléments constituant les principaux composants d’un portique.

Les formes d'une poutre et d'un poteau ne se different que sur l'orientation de leurs axes
principaux. Celui de la poutre est perpendiculaire a la verticale tandis que celui d’'un poteau

est perpendiculaire a I'horizontale.

Nonobstant, les caractéristiques suivantes sont communes pour ces deux éléments en

guestion.

Soient :
- h,la hauteur de I'élément ; c’est sa plus grandeedsion transversale ;
- b, salargeur ; la plus petite de ses dimensionsyexsales ;
- R, son rayon de courbure ;

- L, salongueur développée. L’axe principal de I'aedétsera dirigé dans sa direction.

On admet que :

» Pour que la répartition verticale des contraintes dans une section droite de la poutre

sera uniforme :

<10

Sl

» Pour que la poutre puisse, par la force de ses fibres, transmettre les efforts qui lui sont

appligués vers les appuis se trouvant a ses extrémités :

1 <h<1
30 L 5

Enfin, les poutres courbes sont admises si elles satisfont a I'hypothése suivante qui consiste en

la limitation de leur courbure.
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» Pour que la courbure de la poutre n’ait aucune influence sur sa résistance :

—>95
h=

Sur ce dernier point, I'étude inclura le cas ou le rayon de courbure de la poutre varie suivant

sa longueur.

De plus, il convient d’exclure les cas de poutres présentant des variations de section brusques,

des trous ou des épaulements.

2.5.2.2 Hpypotheéses sur les déformations

L’hypothese essentielle dans la formulation d’'un probléme de la Résistance des Matériaux est
gue les déplacements sont petits. Une autre hypothése issue de celle-ci est que les

déformations sont négligeables comparées aux dimensions des éléments considérés.

L’hypothése de Navier est admise. C'est-a-dire : les calculs considérent que les sections

droites avant les déformations demeurent droites. De plus, le déplacement relatif d’'une

section ) par rapport & une section qui lui est infinimenisire est composé :

- D’une translation,

- Et d’'une rotation.

En ce qui concerne les changements de volumes des matériaux, le coefficient de dilatation

cubique doit rester constant au cours des déformations.
6 = tr( & ) = Constante
2.5.2.3 Hypothéses sur les contraintes

Les hypotheses sur les contraintes peuvent étre considérées comme étant un approfon-
dissement des hypotheses sur les sollicitations ainsi que des hypothéses sur les matériaux qui

sont déja citées antérieurement.

Chaque matériau posséde une certaine intensité de conttgiete dessous de laquelle, il
reste dans la phase élastique de sa déformation et au-dela de laquelle, il pénétre dans la phase
des déformations plastiques.

Dans la phase élastique, le matériau retrouve sa forme initiale et perd toutes ses déformations

(hypotheses théoriques) dés que toutes les contraintes qui lui sont appliquées se retirent.
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Sa résistance ainsi que toutes ses caractéristiques meécaniques regagnent leurs valeurs

d’origine : On peut dire, en quelque sorte, qu’il revient a I'état neuf.

Par contre, quand le matériau entre en phase plastique, c'est-a-dire qu'il posséde un ou

plusieurs points ayant une contrainte supérieure a la limite élastique :
CMQOV,o0,>0,

certaines de ses déformations restent permanentes : les déformations des points ayant atteint la
contrainte limite de la phase élastique. De plus, sa résistance connait une variation. Un autre

état de contrainte@, > g, est alors a considérer.

En dessous de,, la résistance du matériau connait une augmentation tandis qu’au-dela, elle

se détériore ou reste stationnaire.
o, est appelé : contrainte maximale plastique ou contrainte d’équilibre limite.

Le schéma suivant illustre les différentes valeurs de contrainte et les phases de comportement

afférentes : le point Bst le point représentant la rupture du matériau.

P J
Ca _-<_R
[ - Courbe de traction vraie
(0 L
! B D Courbe usuelle
//
B C
6o | Rupture
A
droite OA
o =Ee
E=tand
al
0 Parfaitement Zone Zone de €
plastique | d'écrouissage strictior
élastiqu - Zone de déformations plastiques S

Figure 24 : loi de comportement des matériaux

Dans tout ce qui suit, I'étude se limitera en-dessous de la contrainte limite élastique et, par
conséguent, ne considérera que la phase élastique de déformation.
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Les contraintes dans les éléments de structure sont, dans le calcul, toujours considérées
comme étant inférieures a celles des sollicitations. Sur ce point, s'il arrive que cette
considération ne s’avére pas dans la réalité. Une procédure de redimensionnement ou de choix

de matériau plus robuste devra alors avoir lieu.

Pour les chargements continus aux frontieres (linéaires ou surfaciques), il découle de la
derniere hypothese sur les sollicitations que la distribution de contrainte en chaque point, sur

la ligne ou sur la surface ou les chargements sont effectués, est constante.

2.5.2.4 Hpypotheses sur les appareils d’appui

Les appareils d’appui sont les pieces qui supportent les €éléments de construction. Tout comme
ces derniers, ils peuvent aussi bien étre déformables (élastiques) gu’indéformables (rigides)
puisqu’en realité, les caractéristiques des matériaux qui les constituent ne different guere de

ceux des éléments de construction.

Nonobstant, le plus souvent, ils sont considérés comme étant des éléments rigides ou solides

indéformables et sont, par la suite, désignés par les termes d’appuis rigides.

Appui élastique—

Lv

I/——‘A_I/ I—A

Appuis rigides —

Figure 25 : appuis élastique et rigides
Dans le domaine de la théorie des poutres, les appuis rigides sont classés en trois catégories.

En citant dans le sens décroissant de leurs degrés de liberté, on a :

- Les appuis simples ;
- Les articulations ;

- Etles encastrements.
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Appuis simples

D’abord, un appui simple, comme son nom l'indique, bloque les éléments de telle sorte que
ceux-ci ne peuvent se déplacer que suivant deux directions ; leur liberté sur une direction

donnée étant sanctionnée par I'appui.

Figure 26 : appuis simples

Le contact ponctuel en A, représenté par la figure précédente, est celui d’'un appui simple
idéal. Les éléments de I'action de I'appui sont :

- le point d’application de la réaction d’appui ;
- la droite ou la direction de support de celle-ci ;
- sonsens;

- et son intensité.

Articulations

Ensuite, une articulation peut étre définie comme étant un assemblage de deux appuis simples
dont les directions sont perpendiculaires. Il en résulte que les éléments appuyés ne peuvent
plus se déplacer. La seule liberté qui leur reste est celle qui représente leurs rotations autour
de l'articulation.

La liberté gu’elle offre sur la rotation des éléments conduit a ce qu’elle ne transmette aucun
effort de flexion ; on démontre que, sur une articulation, le moment fléchissant est toujours

nul.

’_1

A

Figure 13 : articulations
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Encastrements

Enfin, les éléments qui sont appuyés par encastrement perdent tous leurs degrés de liberté. lls
ne peuvent se déplacer ni suivant I'horizontale, ni suivant la verticale aussi bien gu’ils ne
peuvent effectuer aucune rotation. Il en découle que ce dernier type d’appui constitue I'appui

idéal dans la construction d’une structure.

—
Figure 27 : encastrements

Afin de minimiser la délicatesse des expressions littérales ainsi que des applications
numeriques, tous les appareils d’appui de calcul sont ramenés a des encastrements. De méme,
tous les appareils de liaison des différents éléments de la structure sont considérés comme

étant des encastrements sauf dans le cas ou ils seraient spécifiés indépendamment.
2.5.3 Autres hypotheéses

- Se placant toujours dans le domaine du Génie Civil, il est jugé que les éléments de
structures ne puissent étre animés de vitesses ou d’accélérations considérables. De ce
fait, ce qui suit exclura ces derniers et se limitera aux seuls cas ou les éléments ne sont
pas en mouvement.

- Le calcul porte sur la détermination des déplacements ainsi que des réactions aux
appuis concernant la structure étudiée. Il se limite aux efforts de flexion, de
cisaillement et de torsion. Il ignore, par la suite, les effets dus au flambement et aux
autres phénomenes en dehors de ces domaines. Pour une meilleure précision des
résultats, il est alors conseillé de ne pas dépasser les longueurs de flambement des
poteaux lors du prédimensionnement.

- Nous supposerons que la section de chacun des éléments consittardtiuction
demeure constangeair toute &longueur de cet élémertette setion pouvant toutefois
étre tes differente dun élénent a l'autre.

- Particulierement pour la méthode des rotations, la formulation des équations
d’équilibre suppose que les poutres sont suffisamment élancées. C'est-a-dire que leurs

dimensions doivent satisfaire a la relation :

> 10

S~
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Introduction aux calculs de structures

1 Contexte physique

Le calcul de structures est un embranchement de la résistance des matériaux qui vise a se

restreindre au seul dimensionnement des éléments appartenant a une structure.

Bien qu'il puisse étre appliqué dans divers domaines, le calcul de structures est surtout utilisé

pour les études du batiment.

Aujourd’hui, I'ensemble des techniques propres a la construction a tendance a s'écarter de plus
en plus de la fabrication artisanale a pied d'ceuvre pour se concentrer vers I'assemblage, sur le
chantier, de composants de plus en plus grands, intégrés et fabriqués en usine. La construction
contemporaine se caractérise aussi par une plus grande coordination dimensionnelle : les
structures et leurs composants sont congus et fabriqués comme des multiples d'un élément

standard, ce qui réduit considérablement la découpe et I'ajustage a pied d'ceuvre.
Les principaux éléments d'une construction de batiment sont :

- les infrastructures qui permettent a la superstructure de se reposer sur le sol et qui assurent
sa stabilité par rapport a son milieu extérieur ;

- l'ossature ou le portique qui assure la stabilité aérienne de l'ouvrage, supporte toutes les
charges appliquées et transmet aux fondations les sollicitations dues au poids propre de
I'édifice, aux charges d'occupation et aux contraintes exercées par le vent;

- les murs porteurs qui peuvent étre intégrés a la structure, ainsi que les poteaux, les poutres
et les planchers qui définissent l'ossature ;

- les cloisons intérieures ou murs de refend, qui peuvent étre parfois intégrés a la structure ;

- les systémes de contréle d'ambiance : le chauffage, la ventilation, le conditionnement d'air,
I'éclairage et l'isolation acoustique ;

- les systémes de circulation verticale : ascenseurs, escaliers mécaniques, escaliers et cages ;

- les réseaux d'alimentation en énergie et en eau, ainsi que le systeme d’évacuation des
déchets ;

- I'enveloppe, qui est constituée par la facade, les pignons et la toiture. Elle sépare l'intérieur
de l'extérieur de la construction et la protege des sollicitations climatiques diverses. Elle
doit étre confectionnée d’'une maniere a ce que la lumiére solaire arrive a éclairer une

grande partie de I'intérieur afin de faire le maximum d’économie d’énergie.
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Les principaux éléments d’'une structure sont les poutres et les poteaux qui les supportent, le

toit et les planchers qui déterminent les surfaces habitables du batiment.

Les batiments de faible hauteur peuvent présenter une trés grande variété de formes

architecturales : parallélépipédes, voltes, démes ou paraboles. La structure d'un batiment

simple d'un seul niveau comprend une dalle en béton armé, directement posée a méme le sol,
des murs extérieurs en maconnerie portés par cette dalle et, enfin, un toit. Dans le cas de

batiments bas, on utilise couramment des poteaux intérieurs placés entre les murs porteurs en
maconnerie. Mais on peut également employer des poteaux espacés, supportés par la dalle ou
par des semelles isolées. Les murs extérieurs sont alors supportés par les poteaux ou

suspendus entre ces poteaux. Si la portée du toit est faible, des poutres en bois, en acier ou en
béton suffiront & former l'ossature de la couverture.

La structure de construction de loin la plus courante est la charpente a ossature, ensemble

d'éléments verticaux combinés a des éléments horizontaux. Dans le cas d'immeubles de

grande hauteur, on utilise de moins en moins les murs porteurs, préférant employer les murs

d'enceinte qui ne supportent pas la structure.

La charpente a ossature consiste le plus souvent en une combinaison multiple de portiques.
Lorsqu'il s'agit de constructions s'élevant a plusieurs étages, on emploie alors le béton arme,
l'acier, ou un composite de béton armé et d'acier. Les béatiments de tres grande hauteur
nécessitent souvent le recours a des solutions sophistiquées pour résister aux poussées
latérales, telles que celles du vent, ou a d'éventuels tremblements de terre. C'est pourquoi on

utilise souvent un meélange d'acier et de béton.

"
=
=
-
=
-

Figure 1 : exemple de structure

Les éléments de base de l'ossature d'un batiment se composent de poteaux verticaux, de

poutres horizontales qui relient les poteaux les plus éloignés entre eux, et de poutrelles qui
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relient les travées plus courtes, formant alors un réseau. Le bati est renforcé afin d'éviter les
déformations, voire un effondrement qui serait di & des charges inégales ou a d’éventuelles
vibrations. La stabilité latérale est assurée par la liaison des poutrelles, des poteaux et des

poutres, ainsi que par les planchers, les murs intérieurs et les membrures diagonales.

2 Description du calcul de structures
2.1 Définitions

Avant de passer au vif du sujet, il est important de se renseigner sur quelques mots
importants qui se rencontrent fréquemment dans la méthode en question et dont la compré-

hension est indispensable.

2.1.1 Structure

Le terme de structure est un mot qui opére dans un domaine assez vaste. Restreint au
domaine du Génie Civil, il représente I'ensemble des gros ceuvres tels que les ossatures de
batiments, les structures de ponts, les dalots ainsi que d’autres encore.

2.1.2 Calcul de structures
Principe des méthodes de calcul de structures

Bien que la méthode des milieux continus permette de calculer les dimensions minimales de
toute sorte de solides, il est crucial de disposer d’'une méthode simplifiee, bien adaptée aux
eléments a étudier. En effet, la mécanique des milieux continus est une méthode qui a été
établie afin de résoudre tous les problemes de mécaniques liés aux solides dont la seule limite
est que ces derniers doivent présenter une certaine continuité au niveau de chacun de ses
points. Par conséquent, elle détient un domaine tres vaste par rapport a la résistance des
matériaux qui, usant de quelques approximations, se limite au calcul des solides ayant une
forme géométrique simple. Il en découle que, pour le calcul d’'un élément de solide dont la
forme est compatible, la résistance des matériaux est une méthode plus facile et plus rapide :

donc plus efficace.

De la méme maniere, le calcul de structures est une branche de la résistance des matériaux qui
se focalise dans les études d’'ossature du batiment ainsi que d’autres structures connexes. Il

est d’'un grand intérét puisqu’il permet de calculer, en un méme temps, toute la structure.
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La présente méthode vise a déterminer les différents efforts dans chaque élément de la
structure en usant de quelques approximations. En effet, elle ne peut calculer directement la
structure dans sa forme réelle mais doit se restreindre a une forme représentative plus simple.
Le concepteur est alors assujetti a diverses décisions concernant le choix des figures
géomeétriques qui doivent reproduire le schéma réel dans tous ses aspects mécaniques sans

pour autant étre trés complexes afin de réduire au maximum le co(t du calcul.

Prédimensionnement

Généralement, I'étude d’'un batiment se déroule en trois étapes, a savoir :

- le prédimensionnement des éléments de structure au stade de la conception. Cette
étape permet de s’acquérir une assurance sur la possibilité d’accomplissement du
projet. A partir de ce stade, les dimensions de chaque élément de la structure ne sont
plus susceptibles de grandes modifications.

- le métré ou la matérialisation des dimensions précédentes au stade de chiffrage des
guantités de matiere : béton, coffrages, aciers...

- lajustification des dimensions retenues et la réalisation de divers plans d’exécution.

Le prédimensionnement est la premiere étape de I'étude d’'un batiment. Connaissant les
longueurs et les formes physiques de chaque élément de la structure, des formules simples
permettent de fixer ses dimensions de facon a ce qu'elles approchent les dimensions

optimales.

2.2 Types de structures

Nombreux sont les types de structures rencontrés dans les ouvrages du Génie Civil.
Néanmoins, hormis les plaques, les coques ainsi que les dalles, les structures les plus

fréquentes dans la construction du batiment sont :

- Les systemes de poutres continues ;
- Les systemes de barres ou treillis ;
- Les systemes de poutres ou portiques de batiment.

Il convient de noter qu’une structure composée de barres ne difféere d’un systéeme de poutres

gue par le nombre de degrés de liberté au niveau des extrémités de chacun de ces éléments.
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2.2.1 Systéme de poutres continues

Un systéeme de poutres continues est une succession de poutres qui se trouvent dans le méme
plan et dont les directions sont les mémes. Les différentes travées d’'une telle structure sont
séparees par des appareils d’appui : appuis simples ou articulés. Les encastrements ne peuvent
étre confectionnés qu'aux bouts de la structure. La théorie des poutres est le principe le plus
approprié a I'étude d’une telle structure.

A R ]

Figure 2 : poutre continue

2.2.2 Structure de barres

Une structure de barres est un ensemble de poutres qui ne travaillent qu’en traction-
compression. Chaque poutre est reliée & ses adjacentes par des articulations de maniere a

annuler tout effort de flexion.

Les structures de barres ou treillis sont surtout rencontrés dans les structures de pont ainsi que
dans les fermes constituant la toiture du batiment. Leur calcul se fait suivant des méthodes

appropriées telles que la méthode de Cremona.

Figure 3 : treillis

2.2.3 Portique d’'un batiment

Le portique est la structure portante qui forme l'ossature d’un batiment. Il peut étre représenté
par I'assemblage de poutres (contenues ou non dans un plan horizontal) et de poteaux.
Certains portiques peuvent étre calculés par la méthode de calcul des poutres continues mais

les méthodes les plus usuellement utilisées sont celles propres au calcul de structures.

) Bz

Figure 4 : portique d'un batiment
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2.3 Objectifs du calcul de structures

Dans I'étude d’'un batiment, le calcul de structures a donc pour objectif de se donner une

assurance sur une quantité minimale de matériau tout en satisfaisant aux exigences suivantes :

- sur larésistance :
La structure doit pouvoir supporter et transmettre les charges externes qui lui sont imposées.

- sur la stabilité :
La structure doit conserver son intégrité géométrique afin de s'écarter des conditions

d’instabilité du systeme lors des phénomenes de flambement.

- surl’'endurance :
La structure, si elle est soumise a un chargement répété, doit pouvoir tolérer sans rupture un

certain nombre de cycles de sollicitations variables (vent et autres surcharges) avant de se

rompre.

- surlarésilience :
Eventuellement, dans le cas ou un chargement dynamique est a prévoir (séisme), la structure

doit pouvoir absorber une certaine quantité d'énergie sans connaitre de dommages

considérables.
2.4 Hypotheses des méthodes de calcul de structures

2.4.1 Hypothese sur les déformations

Dans le but de pouvoir utiliser toutes les formules mathématiques de la Résistances des
Matériaux qui visent a approcher les déplacements de chaque point des éléments de
structures, il faut admettre que les déformations de ces derniers sont petites.

2.4.2 Hypothése de Saint Venant

Enoncé du principe de Saint Venant
La contraintes en un point éloigné des points d’application d’ustegne de forces ne dépend
gue de la résultante générﬁlet du moment résultant M de ce systéme de forces.
R= J d.do
M = fz g.x.do (1-2-21)
Principe d’équivalence

Considérons une sectiok)(de centre de gravit®. La section X) sépare donc la poutre en

deux parties, 'uneA) a sa gauche et 'autrB)a sa droite. La partid] est en equilibre sous
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'action des forces extérieures qui lui sont directement appliquées et des forces intérieures
exercées par la partid) Ces forces intérieures ont pour densité le vecteur contrainte qui
s’exerce en tout point de la section médiane. Ce qui conduit au principe d’équivalence

suivant.

Le systeme des contraintes qui s’exercent sur la secliprcdnsidérée comme
appartenant a la partie de droite (B) est équivalent au systeme des forces extérieures

appliguées a la partie de gauche (A).

R)AB +§BA =6
(1-2-2-2)
MAB + MBA = 0

Figure 5 : résultantes des forces en G

Le principe de Saint-Venant permet de supposer que les contraintes qui s’exercent sur la
section E) ne dépendent que de la résultante générale etamnent résultant des forces

appliguées a gauche de cette section.

2.4.3 Hypotheése de Navier

L’hypothése de Navier consiste a supposer que les sections normales a la fibre moyenne
restent planes aprés la déformation de la poutre. Cette hypothése, qui permet de calculer les
contraintes normales dues au moment fléchissant, est bien vérifiée dans le cas de la flexion
pure ou l'effort tranchant est nul. Par contre, dans le cas de la flexion simple (avec effort

tranchant), les sections ne restent pas planes, mais se gauchissent en forme d’'une lettre ‘S’

tres aplatie pendant la déformation.

Afin de se passer de cette exception, convenant a substituer cette hypothese par le principe de

Navier-Bernoulli généralisé :

Deux sections droites infiniment voisin@set X' de la poutre deviennent, aprés
déformation, deux sectioril etX1’ infiniment voisines, en général gauches ; lesicesx1

et X1’ sont superposables par déplacement.
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Avant déformation, on passe de la sectiih de centre G et d’abscisse curviligna la

section &) de centre G’ et d’abscisse curviligne s + gar une translation 7 dsfiniment

petite et par une rotation € infiniment petite autour de G. Le principe de NaxBarnoulli
généralisé montre qu’on passe de la secfidn (e centre G1 a la sectianl() de centre de

gravitt G1' par une translatiof7 + d7) ds infiniment petite et par une rotation
(Q + d0) ds infiniment petite. Les vecteurdt et dQ caractérisent la déformation de la

poutre au voisinage de la secti@).(lls définissent donc la déformation généralisée.

T X DIV Y

(' —a) =(Q+dQ)ds

\/

<« (T + d7)ds

Q= |ﬁ| (1-2-2-3)
<« 7ds

Figure 6 : déformations de 2 sections voisines

Le principe de Navier-Bernoulli généralisé est fondé sur les observations suivantes :

- le gauchissement d’'une section est toujours tres petit vis-a-vis des dimensions de
celle-ci.

rgauch < S(Z)

- la variation du gauchissement, lorsqu'on passe d’'une section a une autre section
infiniment voisine, est toujours tres petite, non seulement vis-a-vis des dimensions de

la section, mais aussi vis-a-vis de la distance des deux sections infiniment voisines.

5Tgauch < GG’

Le principe de Navier-Bernoulli généralisé revient a négliger les variations de l'effort
tranchant et du couple de torsion dans I'étude de la déformation d’un élément de poutre.

On démontre que la variation de longueur pendant la déformation d'un élément de fibre
compris entre deux sections voisines est, dans I'hypothese du principe de Navier-Bernoulli

généralisé, la méme que dans I'hypothése de la conservation des sections planes.
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Il n’en résultera donc aucune modification des formules classiques donnant les contraintes
normales dues au moment fléchissant. Par contre, le principe de Navier-Bernoulli généralisé
permet, en plus, de calculer la déformation due a I'effort tranchant ou au couple de torsion

sans soulever aucune difficulté ni contradiction.

3 Structures isostatiques et hyperstatiques

3.1 Structures isostatiques
3.1.1 Equations d’équilibre statique
Les équations d’équilibre statique sont les équations qui traduisent I'équilibre statique d’'une

structure dans I'espace ou elle est étudiée.

Pour un systeme de poutres planes, on a les trois égquations suivantes.

2V=0 (1-2-3-1)
XH=0
ZM/A == 0

- XLV représente la somme de toutes les forces et raacteticales ;
- X H représente la somme de toutes les forces et raadtarizontales ;

- X M représente la somme de tous les moments rameriégpame quel point A.

3.1.2 Structures isostatiques

Une structure isostatiqgue est une structure composée de poutres, de poteaux ou de barres
(droites ou courbes) dont I'état peut étre déterminé par la résolution des équations classiques

de la statique.

Dans I'exemple de la figure suivante, il est évident que les trois équations du paragraphe
précédent suffisent a la recherche des réactions inconnues aux droits des deux appuis.

"R
Figure 7 : exemple de structures isostatiques
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Equilibre verticale

Vi+Vg=0 (1-2-3-2)
Equilibre horizontale

Hy+P =0 (1-2-3-3)
3.2 Structures hyperstatiques
3.2.1 Différence entre isostatique et hyperstatique

Contrairement aux structures isostatiques, les structures hyperstatiques ne peuvent pas étre
résolues par les seules équations d’équilibre statique. Cette différence peut aussi étre traduite
par le fait que le nombre des forces et des réactions inconnues dans un systéme hyperstatique

est supérieur au nombre des équations statiques pouvant étre écrites.

3.2.2 Hyperstaticités interne et externe

On dit qu'une structure est extérieurement hyperstatique lorsque le nombre de réactions

inconnues excede le nombre d’équations statiques pouvant étre formulées.

Par ailleurs, un portique est intérieurement hyperstatique dans le cas ou les équations statiques
n'arrivent pas a trouver les forces internes dans ses éléments bien que toutes les réactions

inconnues soient déterminées.

Il en découle qu’une structure intérieurement et extérieurement hyperstatique est une structure
dont les réactions au niveau des appuis et les efforts internes au niveau d’'un ou de plusieurs

de ses éléments ne peuvent étre calculés par les équations classiques de la statique.

Les figures ci-apres illustrent deux portiques hyperstatiques. Remarquons que le premier

portique est intérieurement hyperstatique tandis que le second I'est extérieurement.

hal A

Figure 8 : exemples de structures hyperstatiques
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Les degrés d’hyperstaticité interne et externe d’'une structure compobédmades p-appuis

et de n-nceuds sont respectivement donnés par :

d;=3n—b (1-2-3-4)

d, = p — nb équations statiques (1-2- 3-5)

4 Quelques méthodes de calcul pour les structures hyperstatiques
Nombreuses sont les méthodes de calcul de structure ayant passé les phases

d’expérimentation. Parmi celles les plus utilisées, on distingue :

- les méthodes énergétiques dont la méthode des forces ;
- la méthode des rotations ;

- et la méthode matricielle.

La méthode des forces sera présentée dans ce chapitre avec plus de détail. Quant aux autres

meéthodes, de plus amples explications feront I'objet de la seconde partie de cet ouvrage.

4.1 Méthode de forces
La méthode des forces est une méthode énergique issue du théoreme de Menabrea.
4.1.1 Théoréme de Menabrea

Le théoréme de Menabrea signifie que les forces hyperstatiques prennent des valeurs qui
rendent minimale I'énergie potentielle interne d’'un systeme donné, exprimée en fonction des

sollicitations (dont les forces hyperstatiques) qui lui sont appliquées.

Si W désigne I'énergie potentielle interne du systemsi Ef sont des forces hyperstatiques

alors il vient que :

ow (1-2- 4-1)
—=0
0X;
Dans le cas ou des déplacemes)tsont initialement imposés au systéme, cette relation
devient :
w _
ax, i (1-2- 4-2)
Enoncé

La dérivée partielle de I'énergie potentielle interne d’'un systéme par rapport a une inconnue
hyperstatigue externe dégagée par une coupure, est égale aux déplacements imposés a ce

systéme.
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4.1.2 Principe de la méthode

Afin de déterminer I'état d’'une structure hyperstatique, il faut le ramener a un systéeme
isostatique équivalent en remplacant les liaisons surabondantes par les efforts inconnues

correspondants.

Cela revient a pratiquer quelques coupures : une pour chaque inconnue hyperstatique, aux
niveaux des éléments de la structure.
ﬁ Ot——

[ ] ]

Figure 9 : coupure

Une fois que I'hyperstaticité est levée, c'est-a-dire que les inconnues hyperstatiques sont
déterminées, le tracage des diagrammes dans le systéeme hyperstatique revient & construire
ceux-ci dans le systéme isostatiqgue équivalent. Seulement, il faut considérer les efforts
hyperstatiques en plus des efforts externes.
Sous la forme d’équations, on a dans chaque travée :

N = Next+ZXinl-

V="Vt +XX;v; (1-2- 4-3)

M = Mext+ZXl-mi
n;, v; Btm; étant les valeurs respectives des efforts normal, tranchant et fléchissant

correspondant a la force hyperstatigia@lans la travée considérée.

4.1.3 Equations de continuité

Pour une structure possédamdegrés d’hyperstaticité, 'équation de continugéasformulée

de part les équations suivantes.

ow ow ow ow

=a — =a — = &, ... =a -2-4-
aXl 1 6X2 27 6XL- i 6Xn n (1-2-4-4)

On démontre que chacune de ces équations peut étre reformulée de la fagon suivante :

aw
ax, = @ S uXy+ Ay ot QX + Qe = @ (1-2-4-5)
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Les coefficients g (i = 1an) forment la matrice de souplesse de la structurgisague le

coefficienta; ., représente la déformation de la structure dans la direction de laXfatoe

aux forces extérieures.
4.1.4 Résolution des équations de continuité
La résolution du probleme se ramene a la résolution des équations de continuité donc a la

détermination des inconnues hyperstatigues

Pour ce faire, I'expression littérale de chaque coefficient de souplesse est :

_ Mip-Mpj NikNkj Vik-Vkj
aj= [, —ds+ [ —Fds+ [ ——ds (12 4-6)

Cependant, remarquons que ces équations de continuité peuvent étre assemblées dans une

éguation matricielle globale :

[aij]{X} +{aex} = {aimposé} (1-2-4-7)

Ce qui fait que :
(1-2- 4-8)

{X} = [aij]—l- ({aimposé} - {aext})

4.2 Méthode des rotations

La méthode des rotations est une méthode mathématique qui permet de définir I'état d’une
structure de part la détermination des rotations de chacun de ses nceuds. Elle est plus
employée dans le calcul de portiques que dans le calcul des autres structures (ponts, poutres

continues etc.).

Les portigues ont un comportement flexionnel, c'est-a-dire qu’ils travaillent surtout en

flexion. Et on peut, par conséquent, négliger les efforts de cisaillement dans ses éléments.

La premiere opération a effectuer lors de la résolution d’'un probléme de portique par la
méthode des rotations est de rechercher les moments isostatiques aux extrémités de chacun de

ses éléments.

Ensuite, de part les équations d’équilibres ainsi que les expressions littérales des moments

d’encastrement en chaque nceud, on détermine les rotations nodales.
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Enfin, en remplacant les expressions littérales de ces rotations dans les expressions des
moments par leurs valeurs numériques, on peut calculer les sollicitations au niveau de chaque

élément de la structure.

Comme la méthode des rotations est surtout utilisée dans I'étude d’une structure dont le degré
d’hyperstaticité est élevé, il faut s’attendre a un nombre élevé de nceuds, donc d’équations.
Dans le but d’éviter le désordre qui surviendrait, et surtout en vue de faciliter la résolution,

chaque équation est insérée dans un tableau de fagcon a avoir une certaine forme matricielle :

[RI{6} = {S} (1-2-4-9)

- R est la matrice de rigidité de la structure ;
- 8 estle vecteur des rotations ;
- et S est le vecteur des seconds membres (composés par les moments d’encastrement

aux extrémités de chaque élément).

4.3 Méthode matricielle

La méthode matricielle était une des méthodes les plus utilisée en calculs de structures. Elle
est basée sur la méthode des déplacements et est plutbt restreinte aux études des assemblages

de poutres.

La méthode matricielle se propose de calculer une structure composée de poutres (et de
poteaux) en étudiant chacun de ses éléments d’'une maniere isolée. La facon la plus efficace

de réaliser cette tache est de :

- étudier préalablement un élément gabarit qui pourrait reproduire tous ces éléments
moyennant quelques parametres pres ;

- établir les équations d'équilibre de chaque élément en utilisant les résultats de cette
étude ;

- en déduire les équations qui devraient régir I'équilibre du systeme tout entier et les

résoudre.
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Conclusion de la premiere partie

La résistance des matériaux est une branche de la mécanique statique qui se limite sur la
détermination de I'état de déformation d’un corps solide soumis a diverses sollicitations. Elle

importe beaucoup aux constructeurs puisqu’elle permet d’avoir une assurance sur la sécurité
de leurs ouvrages tout en leur permettant de faire des économies sur les quantités de

matériaux a mettre en ceuvre.

Théoriguement, la résistance des matériaux permet de déterminer la déformation d’'un solide
de part les sollicitations qui lui sont imposées ou de déterminer les contraintes en chaque point
d'un solide de part les déformations observées sur ce dernier en utilisant des équations

classiques de la statique.

Pour ce faire, on doit, dans un premier temps, considérer quelques hypothéses sur lesquelles

les calculs ultérieurs seront basés.

- Premierement, les matériaux a partir desquels les éléments de la structure a étudier
sont fabriqués doivent étre homogénes, isotropes et parfaitement élastiques ;

- Ensuite, les déformations en fonction des sollicitations dans un élément de structure
sont supposées régies par la loi de comportement des matériaux ;

- Enfin, les dimensions des éléments de la structure doivent impérativement

correspondre aux dimensions admises par la résistance des matériaux.

Comme le calcul de chaque élément d’'une structure par les méthodes de la résistance des
matériaux reste toujours tres long et assez fastidieux, des méthodes simples restreintes aux

seuls calculs de structures ont été inventées dans le but d’alléger cette délicatesse.

Bien que les méthodes suivant lesquelles on peut déterminer I'état d'une structure soient
nombreuses, les plus utilisées sont la méthode des forces, la méthode des déplacements ainsi

gue les méthodes forfaitaires adaptées aux matériaux de fabrication.

La méthode des forces vise a déterminer I'état d’'une structure par la recherche des efforts
internes dans chacun de ses éléments tandis que la méthode des déplacements procéde par la
recherche des déformations du systéme.
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Méthode analytique

1 Domaine d’utilisation de la méthode des rotations

La méthode des rotations est une méthode de calcul qui, généralement, est amenée a étudier
les portiques dans un plan. De ce fait, elle rapporte une représentation bidimensionnelle de la

structure réelle en usant de sa symétrie.

Par ailleurs, la présente méthode peut étre utilisée pour résoudre un probleme statique de
résistance des matériaux dont le degré d’hyperstaticité est élevé ; notons qu’elle s’applique
treés bien au calcul des systemes de poutres continues en assimilant les appuis intermédiaires a

des nceuds.

C’est une méthode puissante qui posseéde un caractére général, telle que la méthode des
forces. Cependant, elle est surtout utilisée dans le calcul de structures constituées d’'un

assemblage de poutres, de poteaux et de barres droites suffisamment élanceés.

2 Description de la méthode

La méthode des rotations est basée sur les déplacements des noeuds de chaque élément de la
structure. Sur ce, il y a lieu de classer cette derniere en deux types selon les possibilités de

déplacements de ses nceuds :
- les structures a nceuds fixes ;

- et les structures a nceuds déplacables.

Les noeuds sont dits déplacables s'ils présentent une possibilité de déplacements dans le plan
de représentation de la structure. Autrement, on dit qu’ils sont non-déplacables, invariables ou

fixes.

La méthode des rotations suppose que le déplacement axial de chaque extrémité d’'un élément
de la structure est négligeable. De plus, dans un portique, les efforts de traction, de
compression et de cisaillement sont faibles comparés a I'effort de flexion. Il est donc de notre

intérét, sans que cela influe sur la précision de la méthode, de les négliger.

2.1 Portiques a noeuds fixes

Dans ces structures, les seules libertés observées au niveau des nceuds sont leurs rotations. |l
en découle que le degré de liberté (nombre de déplacements indépendants possibles) de

chaque nceud doit étre, au plus, €gal a l'unité. Notons que la translation des nceuds d'un
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systeme peut étre empéchée soit par la nature méme du systéme (notamment le type d'appuis),

Soit par une symétrie de la géométrie et du chargement du systéeme.

La figure suivante illustre quelques cas de structures a nceuds fixes.

o)

! d R 3 ki b

Figure 1 : portiques a nceuds fixes
2.2 Les portiques a nceuds déplacables
Contrairement au premier cas de portiques, ceux-ci contiennent des nceuds qui, en plus des

rotations, subissent des translations.

Afin de distinguer ces deux cas, on pourra verifier qu'un portique a nceuds déplacables
conduit a un systeme articulé instable ou mécanisme si I'on remplace tous ses nceuds ainsi que

tous les encastrements qu’il renferme par des articulations.

Le degré de liberté de ce systeme induit est égal au nombre de translations possibles de ses
nceuds. Par conséquent, il correspond au nombre d’appuis supplémentaires nécessaires au

systeme pour qu’il reste stable.
Si:
- nreprésente le nombre de nceuds du systeme susceptibles de se déplacer ;

- ¢, le nombre de contours indépendants (mailles ouvertes ou fermées) ;

alors, le nombre de translations indépendantes posslilileas tout le systéme est donné par

la formule suivante.

d=n-c (2-1-2-1)
2.3 Démarches de la méthode des rotations

La méthode consiste a déterminer les rotations de chaque nceud de la structure. Puis, en
raison de l'interdépendance qui lie les déformations, les contraintes et les sollicitations,
I'équation d’équilibre des nceuds conduit a déterminer les efforts dans chaque élément. Le

principe de la méthode peut étre conceptualisé en trois étapes, a savoir :
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- la transformation du systeme en une structure statique de base équivalent : systéme
dont tous les nceuds sont immobiles et ne peuvent effectuer ni translation ni rotation ;
Pour avoir la structure statique de base, on munie la structure initiale de plusieurs appuis

supplémentaires dans le but d’immobiliser ses nceuds.

- l'ajout de déplacements inconnus au niveau des appuis fictifs la structure statique qui

permet de retrouver le systéme initial ;

- l'établissement de la relation déquilibre en chaque nceud, l'assemblage et sa

résolution. C

E

Figure 2 : nceud reliant quatre barres

3 Equations d’équilibre

La relation suivante traduit I'équilibre au niveau du noeud A du schéma représenté par la
figure 2.

MA =MAB +MAC+MAD +MAE (2-1-3-1)
Dans cette relation doivent figurer les rotations, les moments d’encastrement, les effets des
forces extérieures ainsi que les déplacements imposés au noeud. Pour ce faire, une autre

relation doit étre considérée : I'expression du moment d’encastrement.

- d’abord, dans le cas ou la poutre, le poteau ou la barre AB considérée est encastrée a son

extrémité B. Considérons alors le cas d’une poutre encastrée a ses deux extrémités.

OB
A

On ?AB

%A lag BE]
S

Figure 3 : angles de rotation
Le schéma met en évidence la relation :
A
tan @ g = — (2-1-3-2)

laB
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Pour les petits déplacements,

A

$ap = 7
AB

(2-1- 3-3)

Or nous avons les expressions des rotations données par les formules de Bresse :

0,=0,—a.M, —b.Mg + £ (2-1-3-4)

laB

93 = Hé +bMA - C.MB ‘I‘i
lap (2-1-3-5)

Donc, en posant :

On obtient I'expression du moment d’encastrement parfait au niveau du noeud A de I'élément
de structure AB.

MAB = MAB + RAB X HA + AAB X :R'BA X 93 - :R'AB X (1 + AAB) X Pap (2-1- 3-6)
- par contre, si I'élément présente une articulation a son extréemité B, on doit adopter la
formule suivante :
Myp = Myp + Ryp X 04 — Ryp X Qa5 (2-1-3-7)

Avec :

A
Rap = 4RAB (2-1-3-8)

M, étant le moment d’encastrement de I'élément AB au niveau de son extrémité A.

4 Résolution d’'un probleme de calcul de structure

4.1 Généralités

La résolution d’'un probleme de calcul de structure se ramene toujours a trouver les
dimensions optimales de chaque élément du systéme. Pour y parvenir, il faut rechercher les

contraintes maximales qui agissent dans chaque piéce.

Comme il est exposé auparavant, les efforts de flexion sont les efforts les plus prépondérants
dans un systeme de poutres. De ce fait, on peut avoir une idée sur les valeurs des contraintes

dans un élément de part les valeurs des moments fléchissant qu’il renferme.

46



Méthode analytique

4.2 Etapes de la résolution
Facteurs de rigidité et coefficient de transmission des éléments a section constante

Les facteurs de rigidité sont des constantes qui dépendent du module d’Young de I'élément en
guestion, de son moment d’inertie ainsi que de sa longueur. Il en découle que pour les

éléments qui ont une section constante tout au long de leur portée, on peut écrire :

Ry = Rpy (2-1-4-1)

La valeur du facteur de rigidité d’'une poutre AB, encastrée a ces deux extrémités qui ne

présente aucune variation de section, est :

_a (2-1- 4-2)
Ras = ac — b?
avec : . 1 2 do ou :
- f (-7 &

Oz - E est le module d’Young du matériau constituant
) zj f(l _E)E I'élément ;

o ! L/ EI - 1: le moment d’inertie constant de I'élément ;

Loxn2dx - | : sa porté
o _[0 (7) EI

On peut facilement reconnaitre que pour une poutre ayant une section constante, les

expressions de ces coefficients peuvent étre réduites.
a=2b=c=— (2-1-4-3)
Il s’en suit que le facteur de rigidité de la poutre AB peut étre écrit sous la forme suivante.
4EI

Rup = - (2-1-4-4)

Par contre, si la poutre AB est encastrée au niveau du nceud A et articulée a son autre

extrémité B, son facteur de rigidité est tel que :

3EI
Rip = — (2-1- 4-5)
AB ]

En ce qui concerne le facteur de transmissipies mémes expressions des coefficients
mécaniques permettent aisément de déduire, pour un élément a section constante, une écriture

plus simple.
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Equation d’équilibre de chaque nceud

L’équation d’équilibre qui a été énoncée au paragraphe 1.2.3 est une équation qui traduit le

cas extréme d'un nceud ou aboutissent quatre éléments de structure. Mais les cas les plus
fréquents sont les nceuds qui relient deux ou trois éléments. Il y a donc lieu de considérer les

autres équations qui régissent I'équilibre de ces cas.

B
A B A
C C Myp + Myc =0 (2-1- 4-6)
Figure 4 : nceuds reliant deux éléments
C
A B B
< A®
My + Myc + Myp =0 @147
D D AB AC AD
Figure 5 : nceuds reliant trois éléments
C
E A B
‘ MAB+MAC+MAD +MAE:0
(2-1- 4-8)
D F

Figure 6 : nceud reliant quatre éléments

En reportant les équations du paragraphe 1.3 portant sur le moment d’encastrement en A de
la poutre AB dans I'équation d’équilibre du noeud A, on obtient la relation qui traduit la

stabilité de ce dernier :
(Rap + Rac + Rap + Rap)Op + ApaRpa0p + AcaRcabc + ApaRpabp + ApaReabp =
—(Myp + Mgc + Myp + Myg) (2-1-4-9)
- pour le nceud B :

(Rpa + Rpp)Op + AupRap0Os + AppRrpbp = —(Mpy + Mpp) (2-1- 4-10)
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Equations traduisant les mécanismes

Les seules equations d’équilibre des nceuds ne sont pas suffisantes pour résoudre le probléme.
Afin de compléter cette lacune, il faut considérer des équations supplémentaires, notamment

celles qui traduisent les mécanismes résultant des déplacements des noeuds.

Ces équations supplémentaires sont obtenues en considérant séparément chague mécanisme

possible de la structure.
Dans ce but, il faut :

- ajouter des appuis fictifs au niveau des nceuds susceptibles de se déplacer de maniére a ce
gue seul un mécanisme soit possible ;
- écrire les équations de la statique afférentes a la partie de la structure qui se trouve au

dessus du mécanisme afin de discerner une relation incluant tous les efforts horizontaux :

by HAiAj =X VAkAl

(2-1- 4-11)

Figure 7 : isolation d'un mécanisme

- I Hy,, est la somme de tous les efforts horizontaux agissant sur le systeme ;
V4,4, €st la réaction horizontale de I'élémeiptd; au milieu extérieur, eAy.

Assemblage
L’assemblage des éléments consiste a:

- établir un tableau de valeurs dont la premiére ligne contient les rotations inconnues et

dont les nceuds figurent dans la premiere colonne ;
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- insérer les éléments du tableau de fagcon a ce que chacune de ses lignes traduise I'équilibre

du nceud qui la désigne.

Remarques :

1- Pour faciliter le remplissage de ce tableau, il convient de nommer les noeuds d’'une
maniére a ce que la plupart des éléments soient désignés par deux lettres voisines.
2- De part sa confection, la matrice induite de ce tableau est une matrice symétrique. En

effet, toutes les constantes qui y figurent ont un caractere symétrique :
Ryp = Rpa et Aup = Apy

3- Dans le but d’avoir un maximum de lisibilité, il est conseillé d’ajouter, a ce tableau,

une autre colonne qui représente les seconds membres de chaque équation d’équilibre.

Le tableau suivant représente les équations d’équilibre des nceuds A et B de la figure 6.

Premier membre Second membre
RNO(t;E(()ng 0, 0, ¢ o) 0 0r Moments
—(M 5 + M,
A Ry + Ry +Ryp + R AgsR AcaR ApsR AgaR 0 (M AC
AB AC AD AE BAJBA cAJlca | Apas*pa| AEAIVEA + Myp + Map)
B AapRap Rps + Rgp 0 0 0 ArgRrg —(Mpa + Mpr)

Tableau 1 : exemple de tableau des équations d'équilibre

- insérer les équations qui traduisent les déplacements de nceuds afin que la matrice
constituée par les valeurs du premier membre du tableau soit une matrice carrée. Il est
conseillé, dans le but d’avoir une symétrie parfaite, de diviser tous les termes de ces
derniéres équations d’'une maniére & ce que les éléments 't¢ lmyme correspondent &

celles de la'fi™ colonne.

Résolution

A la fin de I'assemblage, quand le tableau est rempli, on peut procéder a la résolution des

éguations.

Le premier membre du tableau constitue une matrice carrée dont la dimension est égale au
nombre de nceuds susceptibles de rotation augmenté du nombre de déplacements
indépendants possibles des éléments de la structure. Par contre, le second membre du tableau
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constitue une matrice uni-colonBeayui résulte de la multiplication du premier memBrpar
la matrice uni-colonne des rotations inconn@ies
Rx0=S§ (2-1- 4-12)
La résolution du probléme consiste donc a multiplier I'inverse de la matrice du premier

membre du tableau par la matrice du second membre.

=R 1xS (2-1- 4-13)

5 Calcul d’'une structure plane par la méthode des rotations

Dans le but d’acquérir une bonne compréhension de la méthode, considérons un exemple de

structure et établissons les étapes a franchir pour déterminer son état.

5.1 Schéma de la structure

Considérons un cas simple de systeme de poutres représenté par les schémas suivants.
Dans cette structure, les liaisons au niveau des nceuds sont assurées par des encastrements,
excepté le cas du nceud C qui est doté d’'une articulation. Considérons, de plus, le cas de

chargement représenté par la seconde figure.

P
YYYYYYYYY

»
o = <’

}

» P

>

+

+

»

B D Qy >

F =

»

»

>

»

»

>

A Gl L
B B Bz B

Figure 9 : assemblage de poutres Figure 8 : chargements

Par la suite, déterminons les équations d’équilibre au niveau de chaque nceud.
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5.2 Equations d’équilibre
Nceud A

Le nceud A est constitué d'un encastrement rigide ; c’est un nceud qui lie le systéme au milieu
extérieur. De plus, le schéma de la figure 9 met en évidence qu’il n’est en contact direct
gu'avec un seul élément. Ce qui fait que la relation traduisant I'équilibre de ce nceud est une
éguation de I'équilibre statigue du systeme tout entier. Elle sera utilisée plus tard dans les

éguations qui traduisent les mécanismes.

Nceud B
Par contre, I'équilibre du nceud B peut étre traduit par I'équation suivante.

(Rpa + Rpc+Rpp)Op + ApgRppOp—Rpa(1 + Apa)@ap—RpcPpc = —(Mpa + Mpc + Mpp)

Nceud C (Ao

Comme il est mentionné antérieurement et précisé par le schéma de la figure 8, le nceud C est
muni d’une articulation. Ce qui fait que tout moment fléchissant qui aboutit a ce nceud sera
affecté d’une valeur nulle. Par conséquent, I'équation d’équilibre de ce noeud n’inclut pas les
moments fléchissant et ne comporte que les efforts normaux et transversaux qui maintiennent

la stabilité du systeme.
Noeud D
AgpRppOp + (Rpp + Rpp+Rpr)Op + AgpRepOp + AppRrp@r—Rpp(1 + App)@pc = —(Mpp + Mpg + Mpp)
(2-1-5-2)
Noeud E
ApgRpgOp + (Rgc+Rep+REr)OF + AppRrp@p—Rpp (1 + App)@pc = —(Mge + Mgp + Mgr)
(2-1-5-3)
Noeud F
AprRprOp + AgrREprOf + (Rpp+Rpg)0p—Rpg(1 + Apg)@ap—Rre(1 + Apg)@pc = —(Mpp + Mpg + Mpg)

(2-1- 5-4)
Neoeud G

Puisque le cas du nceud G est identique a celui du noeud A, son équation d’équilibre ne sera
d’aucune utilité dans le but d’établir une relation contenant les rotations de chaque élément au

niveau des nceuds.
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5.3 Equations traduisant les mécanismes
Descriptions des mécanismes

Vue la forme de la structure, on peut facilement distinguer deux déplacements indépendants
de nceuds : par exemple, le déplacement du nceud B ainsi que celui du nceud E (C et D ou
encore C et F). De ce fait, on a deux mécanismes indépendants. Le premier mécanisme
s’obtient par la mise en place d’'un appui simple fictif au niveau du nceud C, ou bien au niveau
du nceud E, afin de restreindre le déplacement de I'élément de structure CE. Quant au second
meécanisme, il est obtenu par la confection d’'un appui fictif au niveau intermédiaire de la

structure, c'est-a-dire au niveau du nceud B, D ou F.

Les schémas suivants illustrent les déplacements des éléments de la structure ainsi que les

rotations des poteaux lors de ces deux mécanismes.

O

Figure 11 : premier mécanisme Figure 10 : second mécanisme

Equations traduisant les mécanismes

Les équations des mécanismes sont les équations qui traduisent I'équilibre fictif statique du
systeme. Dans cet exemple de structure, les efforts horizontaux seront les seuls a étre
considérés puisque le systeme n’est lié au milieu extérieur que par ses éléments verticaux.

Autrement, il y a lieu de prendre en compte I'équilibre entre les forces verticales.

D’abord, en ce qui concerne le premier mécanisme, I'équation de la statique définie au

paragraphe 1.4.2, concernant les mécanismes conduit a la relation suivante.

X Hyg = Vap + Vgr (2-1- 5-5)

X Hy = qv-(lup + lpc)
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avec : Mgy + Myg
Vap = Typ + .
AB

— 1 l
Tap = 5 qv-lap

Ensuite, la relation qui traduit le second mécanisme est :
X Hgr = qy.lpc (2-1-5-6)

avec :
X Hgp = Vgc + Vpg + VgE

Mpg + Mgp
Vig = Tpg + —
EF

Trg = 0

Apres avoir développé les termes des moments, on aboutit a deux équations finales qui

peuvent étre représentées par les expressions suivantes.

—Rpa(1 4+ 254)0p—Rp(1 + Arg)OF + 2[(1 + A4p)Rap + (1 + Agr)Rerl@ap =
—qv(lag + lc) + (Myp + Mpa + Mg + Mr) (2-1-5-7)
et
—RpcO0p—Rep(1 + Agp)Op—(1 + Agp)RerOp—(1 + Apg)RppOp + [(1 + Agc)Rpe + 2(1 + Agp)Rer
+2(1 + Aen)Renl@rc = —Av-lae + (Mpe + Mpr + Mpg)  (2-1-5-8)
5.4 Assemblage

Cette étape consiste a rassembler les équations d’équilibre de chaque nceud ainsi que les
eéguations des mécanismes dans un tableau, dans le but de faciliter la lecture, et par

conséguent, la résolution.

Les dimensions du tableau doivent étre déterminées avant son remplissage. De cette facon, on
élimine le risque d’omission de quelques équations. Sur ce, le nombre de lignes doit
correspondre au nombre de rotations possibles augmenté du nombre de mécanismes. Le
nombre de colonnes, par contre, se déduit de celui-ci par I'ajout d’'une colonne qui
représentera les seconds membres de chaque équation (puisque la matrice des premiers

membres est une matrice carrée).
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les tableaux suivants représentent I'équation matricielle obtenue apres

éguations d’équilibre de chaque nceud.

Le premier membre du tableau exprime la matrice de rigidité du systéme.

Premier membre

'assemblage des

Rotation
Nceuds Op Op O Or PaB J:14
B Rga + Rpc+Rpp ApeRpE 0 0 —Rpa(1+ Apa) —Rpc
R
D AgpREp +D£DE+RDF AgpRep ArpRpp 0 —Rpp(1+ Apg)
E 0 ApeRpE Rgc+Rgp+Rgp AreRpE 0 —Rgp(1 + Agp)
F 0 AprRpp AprRerp Rpp+Rpg —Rpc(1 + Apg) —Rpg(1+ Apg)
. _ _ 2(1+ A48)RaB
Mécal | —Rpa(l+ Apa) 0 0 Rec(1+2rq) | 51 a0 e 0
(1 + 2c)Rpe +
Méca 2 —Rgc —Rpp(M+2gp) | =(1+ Agp)Rer | —(1 + App)Rree 0 2(1 + Agp)Rer +
2(1+ Agp)Rep

Tableau 2 : premier membre du tableau

Par contre, le second membre du tableau représente le vecteur des moments fléchissant
habituellement reconnus sous le nom de moments d’encastrement parfait.

Second membre

Nceuds Moments
B —(Mpa + Mpc + Mpp)
D —(Mpp + Mpg + Mpr)
E —(Mgc + Mep + Mer)
F —(Mrp + Mpg + M)
PaB —qv(lap + lpc) + (Myp + Mpa + M + Mr)
PBC —qy-lpc + (Mpc + Mgr + Mrg)

Tableau 3 : second membre du tableau

6 Extension de la méthode pour les structures spatiales

Les démarches de calcul sont a peu prés les mémes que pour les structures planes moyennant

les quelques particularités suivantes.
6.1 Formulation des équations d’équilibres nodaux

Les mémes formules de Bresse qui ont servi a la formulation des équations d’équilibres
nodaux d’une structure plane peuvent étre utilisées pour la formulation des équations
d’équilibres d’'une structure spatiale moyennant l'intervention d’'un mathématicien. Mais on
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peut aisément aboutir aux mémes résultats en développant les équations de la déformée d’'une
poutre fléchie et tordue.

( %x_ _ M

| dx GIp

{ vy _ My (2-1- 6-1)
dx? El,

L d?v, My
dxz ~ El

L'intégration de ces équations entre les sectiortsémres d’'une poutre de référence AB
conduit aux expressions des moments au niveau de ses nceuds A et B.

Myyx = Rpx Oax — Rpyx Opy
My, = wy + Ryy 04y + Rpy Oy — (1 + DRy, @, (2-1-6-2)
My, =ty + Ry; 04, + Rp, Op, — 1+ A)RAZ Py

Mgy = Rpy Opx — Rax Oax
Mgy, = py + Rpy 05y + Ray 04y — (1 + DRpy, @, (2-1-6-3)
MBZ = Uz + RBZ QBZ + RAZ QAZ - (1 + A)RBZ (Py

Avec
GI
(RAx = Rpyx = Tp
4EI (2-1- 6-4)
RAy - RBy == _l Y
4EI
kRAz = RBZ = TZ

6.2 Transfert des équations dans le repere global

Avant de pouvoir effectuer les opérations d’assemblage, il faut transférer les équations
d’équilibre de chaque élément de son repére local vers le repére global de I'ensemble de la
structure.

Pour cela, utilisons les angles d’Eulef,:0 et ¢.
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Les figures ci-apres illustrent les rotations suivant les angles d’Euler moyennant les deux
reperes de passaf@x;, vy, z1) et(0x,, v, 25).

yl Ay Zz A Zl Y Ayz
X
V2
X
AN 0\ ¥ v %
0 0 0
Figure 12 : illustration des rotations suivant les angles d'Euler
Les matrices de transfert correspondant respectivement a an@let ¢ sont :
[cosy —siny O
[Y] =|siny  cosy O] (2-1- 6-5)
L 0 0 1
1 0 0
[6]=]0 cos@® —sinB (2-1-6-6)
|0 sin@ cosf@
[cos¢ —sing 0
[¢] =|sing cosp O (2-1-6-7)
0 0 1

Les vecteurs en coordonnées locales et en coordonnées globales sont reliés par les relations
suivantes.

x X
{3’} = [y][0][¢p] {Y} (2-1- 6-8)
X o
{Y} = ([yll6]le] )~ {y} (2-1-6-9)
Z z
X X
{Y} = [p]7 O] [yl ™! {y} (2-1- 6-10)
Z z

Ou encore :

ye=|sinycose + cosypcosfsing —singsiny + cospcosfcosyy —cosypsinb

{x} [cosp cosp —sinycosfsing —cosysing —sinycosfcose  sinysinb
z sin @ sin ¢ sinf cos ¢ cos @

i
)

Deux équations traduisent le mécanisme d’un niveau de la structure : I'équation de I'équilibre
suivant la direction Ox et celle suivant la direction Oy.

X [ cosY cose — siny cos O sin @ siny cos¢g + cosyPcosfsing sinfsing
{Y} = |—cosysing —sinycosf cosep —singsiny + cos¢@cosfcosy sinb cos¢p
Z siny sin @ —cosysinf cos 6

6.3 Equations traduisant les mécanismes

{ X Xext = X Xint (2-1-6-11)

L Yoxt = L Yine
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Méthode matricielle

1 Description de la méthode

La méthode matricielle est une méthode parmi tant d’autres dérivées de la résistance des

matériaux et de la mécanique des milieux continus.

1.1 Fondement

La méthode matricielle était basée sur deux méthodes, a savoir la méthode des forces et celle
des déplacements. On peut aussi dire qu'elle dérive de la méthode des éléments finis

unidimensionnels restreinte a I'étude des assemblages de poutres.

La méthode des forces vise, en premier lieu, a spécifier les forces internes et externes qui sont
inconnues et ensuite, a user des relations de compatibilit¢ de déformations afin de trouver

leurs valeurs.

Par contre, la méthode des déplacements requiert une identification des déplacements
inconnus et les retrouve par les équations d’équilibre. Apres avoir calculé les déplacements,
les forces internes et externes de la structure qui sont auparavant inconnues sont déterminées

par les équations de compatibilité de déplacements.

La présente méthode use de la méthode des déplacements. En effet, la méthode des forces
peut aussi étre utilisée afin d’analyser une structure. Cependant, elle présente quelgques menus
désavantages. Le plus important est que toutes ces méthodes puissent étre employées dans le
but de résoudre un probleme statiqguement déterminé ou indéterminé bien que la méthode des
forces requiére deux procédures tout a fait différentes pour la résolution de ces deux cas. De
plus, la méthode des déplacements donne directement les déplacements et les forces inconnus

alors que les déplacements ne sont pas directement obtenus par la méthode des forces.

1.2 Principe

L’application de la méthode matricielle au calcul de structure vise a subdiviser celle-ci en une

série d’éléments discrets et a identifier chacun de leurs bouts a des nosuds.

Pour un portique, les éléments de la subdivision sont les poutres et les poteaux tandis que
chaque point de liaison constitue un nceud.les forces ainsi que les déplacements de chaque
élément sont déterminés et reliés a un autre par les équations d’équilibre écrites au niveau des
nceuds. Ces relations sont ensuite groupées afin de constituer la matrice de rigidité de la
structure entiere. Cette matrice permet de trouver tous les déplacements de chaque nceud de la

structure selon les forces ainsi que les déplacements imposés au systeme.
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Avant de développer une procédure formelle sur la méthode matricielle, il est d’abord
nécessaire d’établir quelques définitions ainsi que quelques concepts préliminaires.
1.3 Quelques définitions
1.3.1 Eléments et nceuds
Pour modéliser un solide, la meilleure facon de le représenter est de :
- le subdiviser en plusieurs volumes élémentaires ;

- choisir un élément géométrique simple qui peut représenter chaque subdivision ;

- joindre ces éléments a leurs bouts afin de retrouver la forme et la structure du solide.

Dans ce cas, chaque subdivision du volume représente un élément. Ses nceuds sont, par

contre, les points de jointure auxquels les éléments voisins lui sont connectés.

Noeud

Elément

O o—

Figure 1 : éléments et noeuds

1.3.2 Forces et déplacements correspondants

Ainsi, le déplacement correspondant a la force concentrée F aura un déplacement paralléle a
F et appliqué au méme point d'application que F. Il convient de mentionner que le terme de
force est ici utilisé pour désigner tous les efforts y compris les moments. Notons de plus que
le déplacement qui correspond a un moment est une rotation.

La matrice élémentaire des forces sera représentée par une matrice uni-colonne a six termes
telle que :

SEXmam
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Tandis que celle des déplacements est de la forme :

(Ux

1.3.3 Degrés de liberté

Le degré de liberté est le nombre de forces indépendantes ou déplacements considérés
pendant I'analyse d’une structure. Il en découle que pour une méme structure donnée, le degré
de liberté du systéme peut varier suivant la méthode de calcul adoptée.

Par exemple, pour le cas d’'une poutre soumise a une flexion simple, on peut avoir deux ou

guatre degrés de liberté au niveau d’un noeud, selon I'espace dans lequel elle est étudiée.

=

\V
A
<

Figure 2 : une méme poutre dans deux espaces différents
1.3.4 Déplacements indépendants

Les déplacements indépendants sont les déplacements qui ne sont pas connexes c'est-a-dire
qui ne possédent aucune relation entre les autres déplacements.

Considérant le cas d'une barre, un élément peut se déplacer suivant son axe. Dans le cas
extréme ou aucun appareil d’appui ne résiste a ce déplacement, on peut aisément identifier un
seul déplacement indépendant.

Par contre, dans le cas d'une poutre vue dans son plan, si les déplacements axiaux sont
négligés, les deux bouts de I'élément peuvent se déplacer suivant deux directions. Comme on
peut écrire deux relations qui lient ces déplacements, il s’en suit que I'élément possede deux
déplacements indépendants.

Enfin, dans le cas d'un élément de structure ou les déplacements axiaux sont pris en
considération, une poutre peut comprendre trois déplacements indépendants.

Il en découle que le nombre de degrés de liberté d'une structure ne dépend pas seulement de
sa forme physique (ses appuis ainsi que la disposition de ses éléments) mais aussi des

hypothéses et des considérations techniques imposées lors du calcul.
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1.3.5 Forces indépendantes

Par analogie aux déplacements indépendants, une force indépendante est une force qui n'est
pas liée aux autres forces appliquées a la structure. Dans certains cas, I'équation d’équilibre
donne une ou plusieurs relations entre les forces appliquées afin de stabiliser la structure. Il 'y
a donc lieu de considérer ces forces comme étant dépendantes.

Pour une structure stable, toutes les forces appliquées sont indépendantes puisqu’aucune

relation de stabilité n’est a définir.

1.3.6 Conditions régissant le comportement structural

Une structure doit satisfaire aux quatre conditions suivantes qui sont employées dans son
analyse.

- Le vecteur résultant de la somme statique des forces doit étre nul. Le mot force est ici
employé dans un sens genéral incluant les moments fléchissant.

- Les contraintes et les déformations qui en résultent sont reliées par la loi de compor-
tement du matériau qui compose I'élément de structure.

- La connaissance des seules forces appliqguées n'est pas suffisante pour déterminer
I'état d’'une structure. Il faut, de plus, recourir aux conditions aux limites. Les
conditions aux limites sont les relations qui expriment la liaison du systeme a son
milieu extérieur. Par exemple, le déplacement vertical, horizontal ainsi que la rotation
au niveau d'un encastrement sont nuls.

- Les déformations de chaque élément de la structure doivent étre compatibles. Pour ce,
les déplacements solutions doivent satisfaire a une certaine condition de compatibilité

des déformations.

2 Matrices élémentaires

Avant de procéder a la confection de la matrice de rigidité d’une structure, il convient de
déterminer les matrices élémentaires de chacun de ses éléments. Ceci est nécessaire pour

simplifier les expressions.

2.1 Coefficients matricielle au niveau d’'un nceud

La résolution d’'un probléme de calcul de structure par la méthode matricielle vise a

déterminer le vecteur de déplacemdmtsdans I'équation matricielle suivante.

(F} = [k] {(w) @221

61



Méthode matricielle

Les composantes des vecte{ff$ et{u} sont respectivement les forces et les déplacements
au niveau des nceuds tandis que celles de la m@kric®nt appelées coefficients matricielle.
Et comme dans la plupart des matrices utilisées dans les calculs de structures, I atrice

de la présente méthode est une matrice symétrique.

Dans un espace plan, a I'extrémité d’un élément, c'est-a-dire au niveau d’un nceud, on observe
deux degrés de liberté, soit deux sortes de sollicitations, a savoir I'effort tranchant et I'effort
de flexion et de méme, deux sortes de déplacements: le déplacement vertical ou la
dénivellation et la rotation du nceud en question. La matrice de rigidité reliant les efforts aux

déplacements comprend donc exactement quatre composantes pour chaque nceud.

Par contre, pour I'étude d’'un treillis ou lors de la résolution d’'un probleme de structure
composeée d’éléments de barres, la méthode peut étre réduite dans une dimension. En effet, la
seule force qui s’applique aux extrémités d’'une barre est I'effort normal di a la compression
ou a la traction de cette derniere tandis que le seul déplacement qui en résulte est un
rétrécissement ou un allongement de I'élément. Il en découle que la matrice de rigidité

élémentaire n’a que quatre composantes (un pour chaque nceud).

2.2 Matrice élémentaire d’'une barre

La figure qui suit illustre le déplacement d’'une barre dans son axe principal.

Figure 3 : déformations d'une barre

La théorie des poutres enseigne que dans une barre isolée, la contrainte en chaque point est
obtenue par la division de la sollicitation qui lui est appliquée par I'aire de la section dans
laquelle il se trouve. F

o= —

S
Or la loi de Hooke dicte que la contrainte en chaque point et la déformation correspondante

(2-2-2-2)

sont reliées par le module d’élasticité du matériau de part lequel I'élément a été fabriqué.
o=EFE.¢ (2-2- 2-3)

La combinaison de ces deux équations améne a déduire une expression de la force appliquée

en fonction de la déformation.

F=ES.¢ (2-2-2-4)
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2.2.1 Equations au niveau d’'une extrémité de barre

Comme il a été mentionné antérieurement, la déformation de la barre est la difféerence de
longueur entre son état initial et son état déformé. Sa valeur est donc facilement obtenue par la
comparaison des deux états sus-cités.

— (uz2—uq)
l

€ (2-2- 2-5)

Par la suite, une déformation négative est une compression tandis qu’une déformation positive

indique une traction, une extension ou un étirement.

En ce qui concerne la for€e elle se déduit des efforts appliqués de part et d’autre de la barre
par :

F = (Fz - Fl) (2-2- 2-6)
2.2.2 Equation matricielle d’'une barre

Sachant que les efforks etF;, ne difféerent que par leurs sens, une équation matricielle peut

étre soustraite de ces deux équations linéaires : I'équation d’équilibre de la barre.
E ES

Fy_ | 7v — 0 {ul} (2-2-2-7)
F, ES  ES [lu

Une identification des éléments de cette équation permet de retrouver les composantes de la
matrice de rigidité de la barre.

ki1 klZ]_ES 1 -1
[k21 k2 ol [—1 1] (2-2- 2-8)

2.3 Matrice élémentaire d’'une poutre en torsion

Une poutre en torsion est un élément de barre soumis a un couple dont la direction coincide
avec celle de I'axe principal de la barre. Le schéma ci aprés montre une telle est poutre dans

un espace tridimensionnel.

Figure 4 : poutre en torsion
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2.3.1 Contrainte de glissement

D’abord, notons que dans une poutre simplement sollicitée par un effort de torsion, la

contrainte tangentielle ou contrainte de glissement est donnée par la relation suivante.

M (2-2- 2-9)

Oou:
- M est le moment de torsion ;

- W est le module de torsion de la section de poutre considérée.

2.3.2 Angle de torsion
Ensuite, I'angle unitaire de torsion en fonction du moment de torsion est obtenu par la

formule suivante.

W = M (2-2- 2-10)
GI

Par conséquent, I'angle de torsion sur toute la longueur peut étre déduit de cette relation en

multipliant son second membre par la portée de la poutre.

0 = Mi (2-2-2-11)
GI

......

En reportant I'équation de I'angle de torsion du paragraphe précédent au niveau des deux
extrémités de la poutre et en admettant que les efforts appligués en ces points sont

symétriques, on obtient I'équation matricielle qui régie I'équilibre de la poutre.
GI GI

{M1} I T {91} (2-2-2-12)
MZ _ ﬂ GI 92

l l

2.4 Matrice élémentaire d’'une poutre dans le plan

Dans le but d’avoir une compréhension aisée, les procédures de confection de la matrice

élémentaire doivent étre précédées de I'élaboration de I'équation de la déformée.
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2.4.1 Equation de la déformée

L’équation de la déformée est une des équations fondamentales de la théorie des poutres.
Cette équation représente une relation directe entre les efforts appliqués et les déformations
observées dans un élément. Elle est basée sur I'équation différentielle de la fleche le long de

la travée d’une poutre en flexion.

Pour une poutre soumise a :
- une charge linéairg; - une rotation initiale, ;
- une charge ponctuelle P ; - et un dénivelé initial,,

- un moment fléchissant :
ona:

4
v(x) = EI [;—4 q+(x xp)° P+(x xM) M]+90 x + v, (2-2-2-13)

Dans le cas ou seules les extrémités sont chargées, cette équation se transforme en une

relation qui relie les déformations au niveau des deux bouts de la poutre.

3 2
v, = El [i +ﬂ ] + 6.1+ v, (2-2-2-14)

2.4.2 Expressions des efforts au niveau des nceuds

T1Avg ToAvo
5 1)
M1 61 M1 61

Figure 5 : déformations dans une poutre

- vl et v2 sont respectivement les déplacements verticaux des extrémités 1 et 2 de la
poutre ;

- 0, et 6, sont les rotations respectives des nceuds 1 et 2.

L’équilibre statique des efforts verticaux indique une opposition entre les efforts tranghant T
et To.
De plus, la théorie des poutres donne les expressions de ces efforts en fonction des moments

observés aux nosuds.

. M+ M, M+ M, (2-2-2-15)
1~ _f 2 = f
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L’équation différentielle des petits déplacements est :

2
El ¥ = M(x) = T..x + M, (2-2-2-16)
dx
Donc :
ETZ = T x2+M.x+C (2-2-2-17)
e 2 i1 1 1
_1 3,1 2
Elv = - T;.x +3 M. x*+Ci.x + Cy (2-2-2-18)

Afin de déterminer les deux constantes d’'intégratipetCs , il est décisif de se reporter aux

conditions aux limites. D’abord, au point 1, on observe que :

Par conséquent; = —EI 6, et G, = El v,.
Ensuite, au point 2 :

- U=U2;

dv
- _=_92'

Ce qui amene aux expressions des efforts appligués en fonction des déformations qui en

résultent.
_ 6EI6; 6EIf, | 12EI
T, =— z 2 + 3 (v1 —vy) (2-2- 2-19)
6EIO, 6EIO, 12EI
T, =— L+ 2 — (v —vy) (2-2- 2-20)

12 12 3

__4EI®; | 2EIf, 6EI

My=——+—""-—F (1 —v) (2-2-221)

2E160;  4EI6, 6EI
M, = l Ly l Z _ = (v, — V) (2-2-2-22)
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2.4.3 Identification des composantes de la matrice de rigidité

On peut facilement identifier les composantes de la matrice de rigidité de la poutre en

groupant ces quatre équations dans une méme équation matricielle.

T 12 -6l -12 -6l] 11
To| _er|—-6l 41> 61 212]|)61
M (" B|-12 6 12 61 ])v2
M, —6l 212 6l 412]\b;

(2-2- 2-23)

{F} = [k] {u} avec

12 -6l —-12 -6l

[k] — E —6l 4l2 6l 2l2
31-12 6l 12 6l

-6l 21> 6l 412

3 Calcul de structure par la méthode matricielle

3.1 Matrice de transfert

Afin de simplifier les calculs, chaque matrice de rigidité €lémentaire est calculée dans un
repere local propre a I'élément en question. Cependant, cette procédure rencontre un obstacle
lors de 'assemblage de toutes les matrices de rigidité élémentaires dans la matrice de rigidité

globale.

Figure 6 : transfert de coordonnées

Dans le but de contourner cette adversité, il est indispensable de confectionner une matrice de
transfert qui reporte les déplacements ainsi que les efforts en coordonnées locales dans le
repere global ou I'assemblage sera effectué.
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Pour le cas ou la structure se situe dans un espace tridimensionnel, la matrice de transfert doit

avoir la forme suivante

cos P cosp — siny cos O sin @ siny cosg + cospcosfsing sinfsing
[t] = |—cosysing —sinypcosfcosp —singsiny + cose cosOcosy sinb cos@
siny sin 6 —cosy sin O cos @

3.1.1 Matrice de transfert d’'un vecteur local en un vecteur global

Considérons un premier repére local (x,y,ansi qu'un deuxiéme repere glolpdl Y, Z).

Considérons ensuite un vecteur quelcongagant les coordonnées suivantes dans le repere

u
o-()
w

Alors, la matrice de transfeit] donne les coordonnées de ce vecteur dans le rgiodead en

local.

usant des parametres de I'ancienne ljage,, e,) dans la nouvelle bagey, ey, e).

Vi=|—cosysing —sinycosfcos¢ —singsiny + cosecosdcosy sinb cosgp

{U} [ cosY cose — siny cos O sin @ siny cos + cosyPcosfsing sinfsing
w siny sin @ —cosysinf cos @

u
w
[ ucosy cose — sin cos @ sin @ vsinypcos@ + cosypcosfsing wsinfsing

= |—ucosysing —sinypcosfcosp —vsingsiny + cosepcosfcosy wsinb cosp
usiniy sin @ —vcosi sinf wcos 8

3.1.2 Matrice de transfert des composantes d’'une matrice de rigidité élémentaire

Dans le repére local ou il se trouve, un élément de structure est contenu dans une
dimension : I'axe des. De plus, il n'est chargé que dans une direction perpendiculaire a cet

axe. Ce qui fait que la matrice de rigidité élémentaire n’a que deux dimensions.

D’une autre part, le probléme d’'un systeme de poutres qui fait I'objet d'une telle étude n’est
toujours pas forcement plan. Il y a donc lieu de convertir la matrice de rigidité élémentaire
plane en une matrice équivalente a trois dimensions avant de la transférer dans la matrice de

rigidité globale de la structure.

Pour ce faire, convenons d’adopter les notations suivantes :

- U, estla composante suivant 'axe @Xvecteur de déplacemer?tls U
- V; est celle suivant 'axe QY

- et W suivant I'axeOZ

1 Voir le chapitre sur la méthode des éléments finis.
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De méme :

- X, composante de I'effort transversgl suivant I'axe OX ;
- Y, celle suivant 'axe OY ;

- etenfinZ; celle suivanDZ

D’abord, avant toute conversion, il est impératif de transférer la matrice de rigidité
élémentaire a deux dimensions dans un espace tridimensionnel. Moyennant les cohstantes
E et G de la matrice de rigidité d’'une barre et du facteur commun d’'une poutre tordue par

celui d’'une poutre fléchie, la matrice de rigidité tridimensionnelle d’un élément possede la

forme suivante.

AE —AE
12EI, 6EI, —12EI, —6EI,
3 12 3 12
12EI, —6EI, —12EI, 6EI,
3 2 3 2
Gy md
l l
—6E1, AEL, 6EL, —2EI,
12 l 12 l
6El, 4EI, —6EI, 2EI,
- 12 l 12 l
el =1 _ap AE
—12EI, —6El, 12EI, 6EI,
3 12 3 12
—12EI, 6EI, 12EI, —6EI,
13 2 3 12
md Gy
l l
6EI, —2EI, —6E1, AEL,
12 l 12 l
—6EI, 2El, 61, AEI,
12 l 12 l

Cette étape est nécessaire pour pouvoir écrire I'équation matricielle élémentaire dans le repére
global.

{F} = [k] {U} (2-2-3-1)

Notons que le transfert d’un vecteur et d’'une matrice de la base locale vers la base globale

n'influe que sur les valeurs de leurs composantes. Par conséquent, leurs dimensions restent

toujours les mémes.
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bY

Pour faire suite a cette transformation, la matrice de trarjsfedbit étre reformulée de
maniére a ce qu’'elle s’adapte a la nouvelle forme de la matrice de rigidité. En effet, la matrice
[t] ne peut transférer que les composantes d’'un vedeliancienne base vers la nouvelle
alors qu’il nous faut une matri¢€] pouvant transférer, en un méme temps, la matrice des

efforts d’'une part et la matrice des déplacements d’'une autre part.

La conception de la matric'] moyennant la matrice identiiéd3 s’effectue de la maniére
suivante :

t 0 0 0

0 t 0 0
= i

0 0 t 0

0 0 0 t

Remarque

Afin de ne pas perdre trop de temps a déterminer les deux angles de f&ltigrune
maniére plus commode de spécifier la rotation d’'une poutre est de fixer d’'une part, un axe de
coordonnées autour duquel la rotation doit s'effectuer et d'autre part, un angle de rotation par

rapport a I'axe initial (principal) de la poutre.

......

Enfin, la derniere étape de la transformation consiste a exprimer I'équation matricielle en

fonction du vecteur global des forcgg} ainsi que celui des déplacemefits.

Nous savons que :

ey = [t] &, (2-2-3-2)
Donc :
{F}=1[T]{f} (2-2-3-3)
Et de méme :
{u =1[11{w} (2-2-3-9

D’autre part, I'équilibre d’'un élément de la structure se traduit par I'équ@tiom).

Ce qui fait que :
[T1{f} = [k] [T] {u} (2-2-3-5)

{f} = [TI7 k] [T] {u} (2-2-3-6)
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En identifiant les trois premiers termes du second membre par la matrice de rigidité globale
d'un élément, I'assemblage de toutes les équations matricielles telles que celle-ci retrouve

I'équation matricielle de la structure entiere.

(2-2-3-7)

{} = [K]{u}
3.2 Réseau de poutres

La méthode matricielle permet de résoudre un probleme de calcul de structure en assimilant
chaque élément du systeme a un é€lément de poutre isolé dont I'assemblage conduit a la
structure initiale. Sur ce, la méthode présente certaines démarches dont la plus importante est

la modélisation de la structure.

il AT

Figure 7 : modélisation d’une structure de poutres
3.2.1 Etapes de calcul

La détermination de I'état d’'une structure par la présente méthode s’effectue en suivant les

étapes suivantes.

1- Confection de la matrice de rigidité élémentaire

La premiere opération a effectuer consiste en la confection manuelle et littérale de la matrice
de rigidité élémentaire d’'un élément de référence dont les caractéristiques mécaniques
(modules d'élasticité) et physiques (longueur, section ...) sont représentées d'une facon

générale.

Afin de bénéficier d'un maximum de précision tout en effectuant un minimum de calcul,

bY

- Pour le cas ou la structure a représenter est un treillis, I'élément de référence a
considérer est une barre : élément qui ignore les efforts transversaux et fléchissant ;
- Un systeme de poutres continues est mieux représenté par un ensemble d’éléments de

poutre qui ne considérent pas les efforts de traction-compression ;
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- Et enfin, un élément de référence constitué d’'une poutre qui prend en compte tous ces

trois efforts suscités est employé pour représenter une structure de poutres.

2- Assemblage de la matrice de rigidité globale

La matrice de rigidité globale se déduit des matrices de rigidité élémentaires par I'assemblage
de ces dernieres dans une grande matrice initialement nulle. La confection de cette matrice se

fait suivant les phases suivantes :

- D’abord, les dimensions de la matrice doivent étre égales aux dimensions d’une
matrice élémentaire multipliées par le nombre de poutres qui constituent le systeme.

{ N = n X nombre éléments
M = m X nombre éléments

Initialement, tous les éléments de la matrice sont des zéros.

- Les éléments ainsi que les noeuds de la structure sont numérotés d’'une maniére a ce
que les nceuds qui s’avoisinent aient des numéros rapprochés et soient reliés par des
éléments rapprochés. Ceci permet de faciliter I'inversion matricielle qui sera effectuée
plus tard, et par conséquent, deux numeérotations différentes conduisent aux mémes
résultats.

- La matrice de rigidité élémentaire de chaque élément est insérée, dans l'ordre, dans la
matrice.

Dans le cas ou un nceud raccorde plusieurs éléments, chaque composante relative a ce nceud
dans les matrices élémentaires de ces éléments sont sommées afin d’avoir la composante de la

matrice de rigidité globale afférente.

3- Assemblage du vecteur force

Le vecteur force est le vecteur qui assemble chaque force s’appliqguant au niveau de tous les
nceuds de la structure. Il convient de déterminer, en avance, les nceuds qui font I'objet d’'un
chargement. Quant aux réactions inconnues, elles sont exprimées littéralement afin de les
reconnaitre facilement lors de la résolution de I'équation matricielle.

4- Résolution de I'équation matricielle

La résolution consiste a déterminer tous les éléments du vecteur force ainsi que du vecteur

déplacement en résolvant I'équation matricielle finale.

{f} = [K{u}
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Dans le but de simplifier la programmation des opérations matricielles, il est conseillé de
restructurer les trois termes de cette équation de maniere a ce que, dans les deux vecteurs, les
composantes connues se séparent des composantes inconnues.

3.2.2 Opérations matricielles

Insertions des matrices élémentaires dans la matrice globale

———————————————————————————————————————————————————

SN U1 B W N

Figure 8 : conception de la matrice de rigidité

3.2.3 Résolution

Apres avoir congu tous les termes de I'équation matricielle, il convient de les trier de fagon a

obtenir I'équation suivante.

‘ Fconnues ‘ Kee | Ka ‘ ‘ Uinconnus

(2-2- 3-8)

‘Finconnues ‘ Kic | Kii ‘ ‘ U connus ‘

La sous-matrice /' inconnus’ s’obtient alors, en premier lieu par les multiplications

matricielles suivantes :

U inconnus = (Kcc) ! x (F connues — Kci x U connus) (2-2-39)
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Méthode des éléments finis

1 Théoreme des Travaux Virtuels

Le Théoréme des Travaux Virtuels est une formulation énergique parmi les nombreux
principes qui peuvent aisément traduire le comportement mécanique des milieux continus. |l
est basé sur le fait que I'on effectue une simulation virtuelle du systeme dans le but d’observer
les travaux des efforts qui lui sont appliqués selon les déplacements qui lui sont affligés. C’est
une méthode assez simple qui permet de résoudre un probléeme de mécanique élastique. En
effet, il amene a trouver les équations d’équilibre ainsi que d’autres équations de la mécanique

des milieux continus par la conception d’'une seule relation : celle des travaux virtuels.

Afin de faciliter la compréhension du principe, il est commode de connaitre les équations de
base de la mécanique variationnelle classique avant de procéder aux équations des travaux

virtuels.

1.1 Equilibre des solides élastiques
1.1.1 Equilibre statique d’un solide
L’équilibre d’'un solide est assuré tant qu’'on peut représenter la résultante des forces qui lui

sont appliqguées par un tenseur nul, au niveau de son centre de gravité. Mathématiquement,

cela signifie que :

- la somme de toutes les forces qui agissent sur le solide en question est un vecteur nul ;
- lintensité de la somme des moments de chaque force qui lui est appliquée se réduit a

une valeur nulle au niveau de son centre de gravité.

Par conséquent, les équations qui traduisent I'équilibre d’un solide doivent comprendre toutes

les sollicitations qui sont extérieures au systeme.

D’autre part, la considération des efforts qui sont intérieurs au systéeme, c'est-a-dire les efforts

qui s’interagissent entre eux permet de satisfaire I'équilibre de chaque point du solide.

Figure 1 : efforts intérieurs et extérieurs
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1.1.2 Mise en équations
Equilibre d’'un point matériel

La relation fondamentale de la dynamique est la relation qui traduit I'équilibre d’un point

matériel : qu’il soit en mouvement ou au repos.
]3 =m — (2-3-1-1)

Dans I'étude des solides élastiques, qui sont statiquement au repos, il suffit de postuler que la

vitesse ainsi que l'accélération de ceux-ci sont ramenées a une valeur nulle.
L’équation de la dynamique se rameéene donc a :

- —

F=0 (2-3-1-2)
F étant la résultante de toutes les forces appliqage®int matériel.
Equilibre d’'un élément de volume

Mathématiquement, I'équation d’équilibre d’'un corps solide se déduit de celle du point
matériel par l'intégration de cette derniére sur I'élément de volvngu’il occupe.
Néanmoins, il doit figurer dans cette équation, les forces de surfaces qui lient le systeme
etudié a son milieu extérieur au niveau de sa fronter&n effet, ce sont les forces qui

empéchent le mouvement du corps en guestion dans I'espace qui le contient.
fV fdv + fsf Tdo=0 (2-3-1-3)

L’expression de la force superficiellE est donnée par I'équation de la contrainte en un point

M sur une facette quelconque de normale
T(M,n)=0o.1 (2:3-1-4)

La transformation du second terme de l'intégrale précédente par la formule d’Ostrogradsky

conduit a I'expression globale de I'équation d’équilibre d’'un élément de volume.

fV fdv + fV divédv =0 (2-3-1-5)
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1.2 Théoreme des Travaux Virtuels

Les considérations énergétiques permettent la formulation d’'un probleme en tant que principe
variationnel, aboutissant ainsi a une formulation intégrale. L'intérét de ce principe est de
fournir directement la forme intégrale sans avoir a passer par les équations aux dérivées

partielles.

1.2.1 Enoncé duTTV

Dans un milieu en équilibre, le travail des forces qui lui sont extérieures lors d'un
déplacement virtuel est égal au travail des contraintes en chacun de ses points au cours de sa

déformation sous l'action de ces forces extérieures.

1.2.2 Expression du TTV

Si le travail des forces extérieures lors du déplacement virtuel du systemé efssi celui
des forces intérieures est ®Wors le Théoreme des Travaux Virtuels peut étre formulé par la

relation suivante
VVe — Wi (2-3-1-6)

Développons les termes de ces travaux, dans le but de formuler une équation qui permet

d’exprimer cette égalité a I'aide des parameétres du systéme.

(2-3-1-7)

VVez
Wi: Tl_idO'

b N R
Sy
b A
QU
<
+
—

S

Enfin, de part la différentiation de I'égalisation de ces deux équations, on peut aisément

déduire une relation qui traduit le Théoreme des Travaux Virtuels.

f, G:868dv=[ f.5u dv+fsf7.6ﬁ do (23-18)

1.2.3 Equivalence entre les équations variationnelles classiques et le TTV

Grace a I'équivalence entre ces deux formulations, I'équation du TTV permet de retrouver les
eéquations des conditions aux limites ainsi que I'équilibre d’'un élément de volume. La

démonstration se base sur la transformation d’Ostrogradsky :
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En effet, on sait que :

= 1 — t —
E= > (grad u+ "grad u) (2-3-1-9)

La substitution de cette équation dans I'expression du TTV conduit a :

J, ﬁ.(f—div?)dv+fsfﬁ.(f—=ﬁ)da=0 (2:3-1-10)

2 Discrétisations

2.1 Généralités
2.1.1 Objectifs

La discrétisation est une méthode qui vise a réduire la difficulté des calculs lors de la
résolution d’'un probléme de mécanique des milieux continus. Elle est basée sur une certaine

approximation : la restriction du milieu continu en un milieu discret eéquivalent.

2.1.2 Définition

La résolution d’'un probleme de mécanique des milieux continus par la méthode variationnelle
n’'est pas toujours possible puisque la formulation des fonctions inconnues devient difficile,
voire impossible pour les cas ou le milieu en question possede une forme assez complexe. Par
contre, cette méthode est ordinairement utilisée pour la démonstration d’'une relation ou, a la
limite, pour le calcul d'un solide ayant une forme géométrique simple. Afin de contourner cet
obstacle, on a souvent recours a la reformulation du probléme dans un milieu discret, défini
par des points principaux qui, lorsqu’on les relie, forment un volume épousant a peu pres le

milieu réel initial. C’est la théorie de la discrétisation.

2.2 Probleme sur les méthodes de calculs continus

Afin d’obtenir les résultats qui représentent le mieux la réalité, les méthodes de calcul
variationnelles se proposent de considérer les éléments tels qu’ils sont physiquement, c'est-a-
dire gu’elles s’efforcent de minimiser les approximations et les hypothéses faites lors des
calculs. Il découle de ce fait que ces méthodes n’avancent des solutions que tres rarement ; la

plupart du temps, les calculs sont fastidieux et les équations, tres délicates voire irrésolvables.

En effet, selon le probleme traité et les conditions aux limites imposées, ces solutions doivent
satisfaire a des équations d'équilibre qui sont sous forme d’équations différentielles ordinaires
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ou intégrales. Il est clair que ces équations doivent étre satisfaites en tout point du domaine

guelque soit les coordonnées de ce dernier.

Par exemple, I'équation différentielle suivante :

dy
—_ =X
- 7 7 dx
acomme solution générale :
1
=—x*+c
Y=3
La premiére équation peut-étre réécrite de la facon suivante :
dy
——x=0
dx

Si nous utilisons notre solution et si nous remplacons sa dérivée dans la derniére équation,
nous obtenons :

x—x =0 Vx
Autrement dit, quelle que soit la valeur xlela solution doit impérativement satisfaire a

I’équation.

Pour les cas de géométries simples, les solutions qui satisfont, et aux équations des conditions
aux limites et a I'équilibre de chaque point du systeme étudié, peuvent souvent étre
déterminées de fagon analytique. Quant aux cas ou les géométries s’aveérent étre un peu plus

complexes, il est assez rare, sinon impossible, de trouver de telles solutions.

Des méthodes d’approximation se révelent alors indispensables afin de pouvoir estimer les
valeurs réelles (numériques) de ces solutions. Les degrés de précision varient suivant la

technique adoptée et les caractéristiques géométriqgues du modeéle étudié.
Il existe une quantité de méthodes d’approximation. Le choix sur leur utilisation réside dans :

- le degré d’approximation ou la finesse de la solution voulue ;
- larapidité du calcul a mettre en ceuvre et l'aisance de sa réalisation ;

- et surtout les hypothéses propres a chague méthode.

Un des principes les plus abordables, et de ce fait, les plus utilisés est la discrétisation. Il
consiste en la restriction du domaine continu en un autre domaine dit discret. La discrétisation
par éléments finis réduit visiblement les calculs et permet de faciliter considérablement la

résolution du probleme.
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2.3 Quelques méthodes de discrétisation

Les méthodes d’approximation sont utilisées lorsque les méthodes analytiques ne permettent
pas de trouver une solution au probléme. Elles consistent alors en la substitution du milieu en
un nombre fini de parametres dits généraux qui peuvent étre aisément déterminés par des

calculs numériques.
Ces méthodes, suivant les formulations, se classent en deux catégories :

- Les méthodes a formulations locales, sous forme d’équations aux dérivées partielles
qui visent a transformer les équations sous forme d’intégrale par la méthode des
résidus pondeéres ;

- Les méthodes a formulations variationnelles visant a transformer les équations en

intégrales et chercher, par la suite, une fonctionnelle par la méthode de Ritz.

Nombreuses encore sont les méthodes de résolution d’'un probleme du milieu continu. La
méthode de Ritz et celle des résidus pondérés figurent parmi celles des plus utilisées. Sur ce,

guelques méthodes issues de cette derniere seront particulierement citées postérieurement.
2.3.1 Méthode d’approximation de Ritz
La méthode de recherche de solution approchée de Ritz s’appuie sur la minimisation de

I'énergie potentielle.

Le principe du potentiel minimum est a la base d’'une méthode d’approximation et de calcul
puissante. L'idée est de minimiser I'énergie potentielle, non pas sur I'ensemble de tous les
champs de déplacement cinématiquement admissibles, mais sur un sous-ensemble de

dimension finie bien choisi.

La méthode de Ritz consiste a représenter le champ de déplacement par une combinaison
linéaire de fonctionsa; et P; , vérifiant les conditions aux limites, et qui rend minimale

I'énergie du systéeme.

Les énergies interne et externe du systéme qui sont respectivement notéest gasont

telles que :

Ei=-U=-[, G:é&dv (23-2-1)
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E.=V=[ fidv—[ T.ido (2:3-2:2)

Donc son énergie potentielle est :
1 = = e —
E,=U+V=—_f G:&dv+ [, f.idv+ [ T.ido (2-3-2-3)

L’expression :

OEp _ 0 (2-3-2-4)

da;
combine plusieurs équations dont le nombre est égal a celui des incopdeds a
2.3.2 Méthode des résidus pondérés

L’équation d’équilibre d’un point du volume est :

(2-3- 2-5)

Celle d’'un point de la frontiére est :

(2-3- 2-6)

Posons alors

L@ +f =R@) .
R () est le résidu de la premiére équation.

Pour une fonction de pondératigh donnée, la méthode des résidus pondérés cherche a

trouver la fonction inconnué qui annulerait une certaine fonction intégriaiéu).

C'est la fonction qui représente le travail du systéme.

W) = fV Y R(®) dv (2-3-2-7)
L’annulation de cette intégrale conduit a I'annulation des deux équations d’équilibre.

2.3.3 Méthode de Galerkin

Dans un champ de déplacemantpour la version de Galerkin, la fonction de pondération

n'est autre quéu.t

! Le champ de déplacement est : 1 = (u v w) avec u = (P){a}; v = (P){b}; w = (P){c}.
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Alors :
(Y) =(6u) =(6u 6v bw)
Par la suite :
W) = fV (6u) {RW)} dv (2-3-2-8)
Ou plus discretement :
W) = (8a) f, {P} (L(P) {a}) + f)dv 320

f étant la composante gesuivant la direction de projection. Développée teceterniere
éguation en génere 3-n autres : le nombre des parametres généraux.

2.3.4 Méthodes de collocation

La méthode de collocation par sous-domaines consiste a choisir des fonctions de pondération

1 constantes sur un sous-domaine a Nulles partout ailleurs.

La méthode de collocation par points consiste a choisir des fonctions de pondgraion

nulles en un seul point du domainvetandis que la méthode des fonctions « spline » est
obtenue en écrivant la formulation normale, morceau par morceau, et en imposant des
conditions de raccordement de la fonction cherchée et de certaines de ces dériveées.

2.3.5 Laméthode des sous-régions

Pour la méthode des sous-régions, la fonction de pondération est égale a l'unité. Alors

l'intégrale a résoudre devient :

W) = f R(@) dv
14
2.3.6 La méthode des moindres carrés
La méthode de moindres carrés est obtenue en prenant la fonction de pondération suivante.

= aiaj (@) = % {Z:ai.p}

J

2.3.7 Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis vise a rapprocher la solution exacte par une fonction résultant

de linterpolation d’'une solution discrete qui n’est calculée qu’en un nombre fini de points.

81



Méthode des éléments finis

Par conséquent, dans cette méthode, les fonctions intégrales sont remplacées par des sommes

discrétes telles que :

b
j fx)dx ~ be(xl-). (¢ — xi_1) (2-3-2-10)

La fonction de déplacement approchée par la méthode des éléments finis possede a peu pres la

forme décrite par les équations suivantes.
u = {u}
{u} = (N{u.} (2-3-2-11)

La fonction de déformation est obtenue par la dérivation de la fonction de déplacement.

¢ = [B](} (2-3-2-12)
Ou
- (N) est la fonction d’interpolation ;
- {u.} est le vecteur des déplacements de I'élément decréfe ;
- [B] est un opérateur différentiel.
Or le principe des travaux virtuels dicte I'équation suivante.
— [, G:68dv+ [, f.6udv + fsf T.8tido =0 (2-3-2-13)

Ou encore :

4( (= [o].[6€] + (bu).{f})dv =10
%

|

k Sf

Admettons que la vérification de la premiére équation implique celle de la seconde puisque :

(6u).{T}do =0

L@)+f=0

implique :
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Aprés avoir remplacé respectivement les termegrflet[e], la premiére équation issue du

principe des travaux virtuels, on a :

f (= “[8¢].[D]. [e] + (Su).{f}) dv =0
v

f, (5w *[B1.[D]. [B{u} — (du). {f}) dv = 0 (2-3-214)
Et en posant,
[K]= ‘[B].[D].[B]

la simplification de cette derniere équation par la matrice unilingdonne I'équation

finale de la méthode des éléments finis.

[K{u} - {f}=0 (2-3- 2-15)

3 Discrétisation par éléments finis

3.1 Démarche de la discrétisation par éléments finis

La discrétisation consiste a résoudre un probleme donné en ne cherchant a connaitre que les

solutions au probleme en un nombre fini de points et de trouver le reste par des

interpolations. Les méthodes variationnelles, pour leur part, recherchent les solutions en tous

les points du milieu sans user d’aucune approximation.

Dans le cadre de la méthode des éléments finis, le domaine d’étude est partagé en plusieurs

eléments finis de formes géomeétriques simples telles que des triangles, des rectangles ou des

tétraedres afin de minimiser I'étendue du calcul a effectuer. Pour ce faire, 'enchainement

suivant doit étre suivi.

- La construction de formes intégrales ;
- L'approximation par sous-domaines ;

- Etlarésolution par des techniques d'intégration numérique.

Les techniques de calcul numérique seront indiquées plus tard ; pour le moment, seules les

deux premieres phases sont traitées en détail.
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3.1.1 Formulation variationnelle

Bien qu’utilisant la méthode des éléments finis, il est nécessaire de commencer la résolution
par la formulation variationnelle du probleme. De ce fait, la probabilit¢ de commettre des

erreurs dans les différentes étapes qui suivent sera réduite.
Cette formulation qui consiste en la position mathématique du probleme amene a :

1- déterminer les équations différentielles ordinaires ou partielles qui représentent le mieux

le probléeme a traiter sous certaines hypothéses valables (problémes d'ingénierie) :

(2-3-3-1)

2- transformer le systeme d'équations aux dérivées ordinaires ou partielles en formes

intégrales :

W=[, W@,f).dv=0 (23-3-2)

Ou u et f sont respectivement la variable d'état (fonctioooimue) et la fonction des

sollicitations.
Remarque

En usant du principe des travaux virtuels, on n’est pas obligé de suivre cette démarche
puisqu’il permet d’éviter la premiere étape qui est la formulation des équations aux dérivées

partielles : une étape lente et fastidieuse.

3.1.2 Approximation par sous-domaines

En connaissant a peu pres les multiples facettes du probleme, il est plus aisé de franchir les
étapes de calcul proposées par la méthode des éléments finis. L’approximation par sous-

domaine comprend a peu pres cing étapes pouvant étre définies comme suit.

1- transformer les équations d'équilibre sous forme différentielle qui sont a satisfaire en tout
point du domaine en une équation intégrale qui,faiseintégrée sur le domaine, doit étre
nulle : elle est fondamentale pour la résolution par la méthode des éléments finis. En
effet, on sait que toute intégrale peut étre partitionnée en une somme d'intégrales de telle

sorte que:

n
W = Z W, =0 (2-3-3-3)
1
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n
W,=| W,(d.,f).dv et VzZVe
1

Ve

Ve est le volume d'un élément (subdivision du domainey,ete volume total. Ainsi,
remarquons que nous pouvons intégrer sur chaque domajrla fonction intégralei, et

sommer le résultat par la suite pour obtenir :

w =20

Nous pouvons donc partitionner un domaine complexaurge somme de sous-domaines
relativement plus simples. Ces sous-domaines peuvent étre choisis de telle fagcon qu'ils soient
dotés d'une forme aisée comme, par exemple, des lignes, des triangles, des rectangles ou des
tétraédres. La figure suivante illustre ce concept. Ainsi, nous pouvons standardiser la forme

de ces sous-domaines selon que I'on se situe dans un espace a une, deux ou trois dimensions.

Figure 2 : Découpage en sous-domaines

2- étant donné que l'on peut utiliser un sous-domaine de géométrie simple, approcher la
solution sur ce sous-domaine en posant une solution par une technique d'interpolation au
niveau de celui-ci ou seuls seront inconnus les parametres discrets. Ainsi, la méthode des
éléments finis permet d'établir une solution ou les inconnues en des points discrets

constituent, en général, la solution recherchée.

Ve

Figure 3 : Assemblage

85



Méthode des éléments finis

3- une fois le type d'élément choisi, utiliser les fonctions d'interpolation qui régissent la

variation des variables d'étath de pondérationy pour les introduire dans I'équation
deW, moyennant une certaine fonctign ce qui généere un systeme matériel discret du

type :
(2-3- 3-4)

W, = g W) ([K.) (G} - f.)

L’indice e s’associe a un élément dit élément de référence tandis que les parametres sans

indice sont propres aux variables globales.
3.1.3 Assemblage et résolution
Apres les étapes de I'approximation par sous-domaines,

1- assembler les éléments afin de satisfaire a I'équation :
w=:w,=gW(IKIG@-f)=0
2- finalement, résoudre I'équation matricielle finale :
{u} = K17/}

Le vecteuni représente la solution en des points discrets (les noeuds) du domaine. A partir
des valeurs discrétes, nous pouvons obtenir la solution entre les nceuds en utilisant les

fonctions d'interpolation choisies précédemment.

3.1.4 Résumé de la démarche par schématisation

Les figures de la page suivante schématisent les étapes suscitées pour un cas de probleme

tridimensionnel.
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Formulation du probleme

Subdivision du volume

Conception de I'élément de référence

Collecte des caractéristiques de chaque élément

Assemblage

Figure 4 : étapes de la discrétisation
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3.2 Eléments de référence

Selon la dimension ou I'on souhaite travailler, la forme de I'élément a modéliser et le degré de
précision voulu, la méthode des éléments finis offre quelques éléments de référence :

3.2.1 Eléments finis unidimensionnels

Pour une modélisation unidimensionnelle, I'élément de référence principal est I'élément

barre. Il est représenté sous la forme d’une ligne qui aboutit sur deux nceuds ;

-

€y

0 1 éx

Figure 5 : Elément barre

Un autre élément de référence est aussi utilisé pour la modélisation des éléments courbes. On
le reconnait généralement sous le nom d’élément de barre (de poutre, de ligne...) courbe.
Cependant, son utilisation améne a rencontrer quelques problemes dans I'étape de

'assemblage puisqu’il est souvent paramétré par des coordonnées cylindriques.

3.2.2 Eléments finis bidimensionnels

Pour la modélisation bidimensionnelle, les éléments de référence sont nombreux. Parmi eux,

les éléments suivants sont des plus utilisés.

€z €z
- -
1 3 Y 1 3 ey‘
' »
2 2 4
- -
€x €x
Figure 6 : Elément triangulaire Figure 7 : Elément rectangulaire ou quadrangle

Les éléments triangulaires et rectangulaires sont les principaux éléments de référence plans.
Cependant, bien d’autres éléments encore peuvent représenter les modeles plans. Qui plus est,
les techniciens, afin de réduire leur calcul, n'utilisent que les éléments isoparamétriques : le

triangle a trois nceuds et le rectangle a quatre nceuds.
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3.2.3 Eléments finis tridimensionnels

Pour une modélisation tridimensionnelle, les éléments le plus souvent employés sont les

tétraedres a quatre nceuds et les hexaedres a huit nceuds.

A 4

N e

ez z

4 5 6
7 8
. e
1 2 e ! 2 >

3 4

- 3 -

éy ey

Figure 9 : Elément tétraédrique Figure 9 : Elément hexaédrique

Ces deux éléments sont les éléments les plus simples a manipuler dans la représentation des
solides a trois dimensions. Leur grande force est qu’'on peut reproduire leur résolution dans
une programmation sur ordinateur, d’'une maniére relativement aisée par rapport aux autres

éléments de référence.

En analysant les comportements de ces deux éléments lors du calcul, il est clair que I'élément
ayant les points les plus favorables est I'élément tétraédrique. En effet, ['utilisation de cet
élément requiert la considération de quatre noeuds pour le calcul de I'élément de référence au
lieu de huit pour l'autre. Cela entraine que la construction de la matrice de rigidité de celui-ci

est moins complexe et que la programmation des calculs est moins rugueuse.

Toutefois, la difféerence entre eux ne se percoit d’'une fagcon évidente que lorsqu’ils sont
conduits a reproduire des objets de forme complexe. L’hexaédre connait une petite méprise
dans la reproduction d’'un volume complexe par rapport a un élément tétraédrique qui possede

des cotés ayant a peu pres les mémes dimensions.

En dépit de cela, un autre élément de référence, I'élément prismatique, connait une forte
fréequence d'utilisation. Ce dernier est surtout utilisé pour reproduire un volume dont la forme
éprouve une certaine ressemblance a la forme du prisme ou s’il ne faut considérer qu’un petit
nombre de subdivisions pour le reproduire puisque les étapes de calcul pour cet élément sont
assez délicates.
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3.3 Justification du choix de I’élément fini tétraédrique

Le choix de I'élément de référence tient un réle judicieux dans la discrétisation par éléments
finis. Il est évident qu’il doit respecter quelques conditions qui dépendent de I'élément réel a

représenter.

Afin de ne pas se tromper sur ce choix, il convient de suivre les phases de réduction de choix

qui suivent.

3.3.1 Considération de la dimension dans laquelle le calcul sera exécuté.

Il faut que la dimension de I'élément de référence épouse celle du solide, du volume, de la
surface ou du segment a représenter. Par exemple, il n’est pas logique de représenter une

sphere comme étant un assemblage d’une infinité d’éléments de barre courbe.

Il en découle que pour un élément de volume, les éléments sur lesquels le choix doit se faire

se réduisent a :

- I'élément tétraédrique ;
- I'élément hexaédrique ;

- I’élément prismatique.

3.3.2 Forme del’élément

L’élément de référence doit prendre en compte la forme de I'élément qu’il serait amené a
reproduire. Il doit considérer toutes les facettes, tous les angles, tous les défauts et toutes les
imperfections de celui-ci afin de donner la représentation la plus proche de la réalité.

Nonobstant, tout élément de référence satisfaisant a la condition du paragraphe 1.4.2, peut

représenter toutes les formes moyennant quelques méprises d’approximation.

3.3.3 Degré de précision

Ce facteur ne dépend que du nombre de nceuds de I'élément de référence et de la finesse du
maillage a établir. Dans le but d’avoir le maximum de précision, on doit considérer un nombre
de nceuds éleveé. Et de la méme facon, afin de procéder & un calcul simplifié, il convient de ne

considérer que le minimum de nceuds.

Cependant, il est indispensable de ne pas omettre que la performance de l'outil sur lequel les

calculs doivent s’effectuer tient la place la plus importante dans le choix en question.
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3.3.4 Coiit du calcul

Le colt est un des principaux criteres a mettre en ceuvre afin de déterminer la variante de
meéthodes qui doit étre retenue. Aussi, convenons a préciser quelques définitions concernant

ce sujet.

Le colt de calcul est la grandeur qui détermine la puissance des méthodes et la quantité des
calculs a promouvoir afin de résoudre un probléme. Plus il est élevé, plus la méthode utilisée
pour la résolution est puissante et le temps de calcul lent. L’analyse par ce critére privilégie la
méthode qui présente le colt de calcul minimal parmi toutes les variantes de méthodes

présentees.

En ce qui nous concerne, cette analyse conduit a ne considérer que I'élément tétraédrique

puisqu’il est I'élément qui minimise le temps de calcul requis.

3.3.5 Envergure de la méthode

Le présent programme peut résoudre n’'importe quel probleme de résistance des matériaux
tant que le solide a considérer possede un volume fini qui peut étre représenté par un
continuum de points. En plus des solides usuels, il peut étre amené a résoudre un probleme de
portique (assemblage de plusieurs éléments solides). Sur ce, il y a lieu de déclarer que ces
derniers possedent des liaisons entre eux afin que le programme puisse ajuster les noeuds de

raccordement.
3.4 Opérations élémentaires

3.4.1 Matrices de transfert des coordonnées

Lors de l'assemblage, une matrice de transfert permet de reporter les coordonnées du
référentiel local ou se trouve I'élément de référence vers le référentiel global qui contient la

C . Aze
subdivision a représenter.

Zh

¥
0 [

Figure 10 : élément de référence dans son repére local
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Pour simplifier I'exposé, il est commode de créer une analogie entre la matrice de transfert et
les angles d’Euler.

A A 4

iy Zy 171 v L

V2

0\ vy, %
0 0 - 0 -

S
\ A

Figure 11 : changement de base

Alors, les coordonnées des vecteurs de la base ldaatele repére global sont telles que :

- )

cosy cosp — siny cos O sin ¢ siny cos¢e + cosyPcosfsing sinfsing
—cosysing —siny cosfcosg —sin@siny + cose cosf cosy sinbcosge

siny sin @ —cosysinf cosf
X} = [t] {x}
Par conséquent, chaque vect@yrde la base locale peut étre exprimé dans le repére global
par :
u cosY cos@ — sin cos 6 sin ¢ siniy cos@ + cosypcosfOsing sinfsing] (Ue
{v}: —cosysing —sinycosfcosp —singsiny + cosgcosfcosy sinbcos@ .{Ue}
w siny sin 6 —cosysinf cos 6 W,

D’ou la matrice de transfert des déplacements :

W) 1t 0 0 o (L
i ot 0 o] U
| [0 0 t Of |t
Lﬁ4) 00 0 tl gz,

{u} = [T] {u.}
3.4.2 Vecteur des forces
Les forces extérieures qui sont appliquées au systéme, que ce soit au niveau des noeuds ou

non, sont prises en compte dans le calcul a I'aide du vecteur des forces.

Les forces élémentaires s’appliquant sur un nceud i donné sont représentées par une matrice
uniligne telle que :

fix
{fi}= fiy
fiz
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......

La matrice de rigidité traduit la relation qui existe entre les efforts appliqués par les nceuds sur

les éléments.

Fonction de base

La conception de la matrice de rigidité elémentaire commence par le choix de la fonction de
base. Dans le cas d’'un élément de référence tétraédrique, la fonction de base d’'un élément a
guatre nceuds est telle que :

(Py=(1 & n )

Fonctions d’interpolation

La matrice uniligne MNjui représente les fonctions d’interpolation se déduit facilement de la

fonction de bas® par la relation suivante.

(N) =(P) [P(®)]
(Ny=(1=¢—-n—=0 & n )
Comme I'élément de référence tétraédrique a quatre nceuds est isoparamétrique, les fonctions
d’interpolation ainsi que les fonctions de transformation géomeétrique coincident.
(N) = (N)
Matrice reliant les déformations aux variables nodales

Selon Lagrange, la matrice des déformations se déduit du vecteur de déplacements par :

gl,]:%% 0y i,jk=1,23
xj  0x;
[e] = [LH{u}
i fai : 3]
Ce qui fait que o 0 0
0 i 0
dx,
0 0 i
(] = dx5
o 2 2
J0x; dx,
9, 2
dx; dxq
22
dx, dxq 93
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La relation[B] = [£] (N) détermine les éléments de la matrice qui relieégsrmations aux

variables nodales.

par conséquent, on a:

% 0 0
9
0 % 0
an
0 0 % . N
(8] = a¢ i=1a4
0o M oM
a¢ an
o, o
a¢ 0
NN
an 9

Module de Young

D’une part, dans une modélisation tridimensionnelle, le module de Young est représenté par

un tenseuD d’ordre 4. En effet, il doit satisfaire a la redati

—D:& (2-3-3-5)

Qi

D’autre part, la loi de comportement des corps élastiques est, sous une forme discréte :

O-ij =1 Ekk 511 + 2 U Sij (2-3-3-6)

_ Ev _ E
T @+v).(1-2v) H= 2(1+v)

Donc, pour se passer de cette difficulté, on peut adopter les notations suivantes :

€11 \ (011\
€22 ! 0322 L
£33 _ ) 033
{e}= i 2 &3 L lo} = 023
2 €31 031)
2 &1 012
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D'ou :
1—v v v 0 0 0
v 1—v v 0 0 0
E v v 1—v 0 0 0
[D] =
1+v)(1-2v 1-2
@+v)( ) 0 0 0 v 0 0
2
1-2
0 0 0 0 v 0
2
1-2
0 0 0 0 0 ; v

Matrice de rigidité élémentaire

Elle est obtenue en intégrant la double multiplication de la matrice du module d'Young par la
matrice qui relie les déformations aux variables nodales, sur I'élément de référence.

[ke] = [,. ‘[B][D][B] det] d¢ dn d{ (23-3-7)

M atrice de transfert

Les matrices de transfert qui sont ultérieurement notéeld pasont utilisées afin d’insérer
une matrice de rigidité élémentaire dans la matrice globale lorsque l'orientation du repeére

local de I'élément en question differe de celle du repére global.

wy=1I11 W 0sas
On aalors: =
[T1{f} = [k] [T] {u}
Donc :
[T17HT] {f} = [T17" [K] [T] {u}
{r} = [K]{u} [K] = [T]7* [k] [T]

3.4.4 Assemblage

La matrice de rigidité est obtenue par addition des différents termes calculés sur chacun des
éléments. Cette procédure est appelée assemblage de la matrice globale a partir des matrices

élémentaires. Dans la phase d’assemblage, chague subdiisgssh amenée a apporter sa
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contribution dans la reconstruction de I'élément #églelle ressemble alors a une piece d’'un
grand puzzle. A la fin de cette phase, quand toutes les pieces sont réunies, on doit percevoir

un élément qui concorde, sinon ressemble, au volume continu.

L’assemblage doit garantir I'équilibre et la stabilité de I'ensemble. Il doit faire en sorte de
connecter tous les nceuds de maniere a ce qu’aucun nceud supplémentaire ne soit a rajouter
dans chaque élément et permettre une continuité des champs volumiques a travers les

frontieres des éléments voisins.

Les grandeurs qui se rapportent a des éléments de subdivision seront affectées de I'indice
« e » tandis que les grandeurs afférentes a I'’élément réel seront notées sans indice.
Assemblage du vecteur des forces

Si le champ de force$f,} de I'élémentV, est représenté par le vectgjir alors le champ de

force total obtenu apres assemblage doit répondre a la relation :

=% f (2-3-3-9)

L’exposanti indique le numéro global du nceud tandis que I'ineéiceprésente le numéro de
la subdivision. Il découle de cette formule que la somme ne s’effectue que sur les éléments

ayant, au moins, un nceud en commun.

Notons que sur les nceuds qui sont en contact direct avec le milieu extérieur (nceuds sur les
appuis et nceuds de chargement), d’autres valeurs encore doivent étre insérées dans
I'expression du vectedy, } afin de représenter les conditions aux limites.

Assemblage de la matrice de rigidité

La matrice de rigidité élémentaire interprete les caractéristiques meécaniques d’'une sub-
division. Pour obtenir la matrice de rigidité totale a partir de cette matrice, on doit procéder a

I'expansion de la matrice élémentaire.
Pour ce faire, on doit :

- considérer que la matrice de rigidité de I'ensemble est initialement une matrice carrée

dont tous les termes sont nuls ;

- en placant les différentes pieces du tableau, donc chaque élément de I'assemblage, a sa

place, insérer leur matrice de rigidité dans la matrice nulle ;
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- vérifier, quand tous les éléments de la matrice sont installés, que seule une bande
incluant la diagonale de celle-ci est peuplée ; autrement, il sera quasiment impossible
d’inverser la matrice et donc de résoudre I'équation d’équilibre finale.

S'il s’avére que la matrice de rigidité ne constitue pas une matrice bande, il faut revenir a
I'étape de la subdivision, en essayant de rapprocher les numéros des éléments ayant un ou

plusieurs nceuds en commun.

Figure 12 : ajout d'un élément
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Conclusion de la seconde partie

La méthode des rotations est une des méthodes de calcul de structures les plus utilisées. Cela
est d0 au fait qu’elle est assez rapide. Pourtant, elle n'est employée a calculer une structure
gue lorsque le degré d’hyperstaticité de celle-ci est élevé.

Or, la méthode des rotations est restreinte aux portiques plans. Pour pouvoir l'utiliser a
résoudre des problemes tridimensionnels, il faut effectuer quelgues extensions et en méme
temps, réduire le domaine d’étude par I'adoption de quelques hypothéses supplémentaires.

La méthode matricielle et la méthode des éléments finis, quant a elles, opérent par la
subdivision de la structure en un nombre finis d’éléments sur lesquels les calculs sont moins
complexes.

La méthode matricielle est basée sur I'emploi d’'une méthode de calcul de la Résistance des
Matériaux visant a étudier un élément de poutre dit de référence. Au terme de cette étude, on
obtient les équations d’équilibre de I'élément. Ces équations moyennant quelques parameétres
d’état sont ensuite généralisées a chaque élément du systeme. Enfin, on procéde a
'assemblage de ces équations selon les positions de chaque élément afin de former une

eéguation matricielle qui traduit I'équilibre interne et externe de la structure toute entiere.

hY

La méthode des éléments finis est, par opposition a ces deux méthodes précédentes, une
méthode d’approximation qui vise a calculer les fonctions de déformation de la structure en
un nombre finis de points. Les résultats sont ensuite étendus a la totalité du volume de la
structure grace a une fonction d’interpolation.
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Programmation du logiciel

1 Logiciel de programmation

1.1 Préliminaires

Le calcul d’'une structure donnée, quelle que soit la méthode utilisée, est toujours assez
délicat. Les trois méthodes de calcul qui ont été présentées dans la partie précédente ne font
gu’affirmer cette vérité. En effet, la grandeur des matrices a manipuler, la complexité des
expressions a élaborer, la difficulté des calculs a effectuer ainsi que I'erreur commise lors des
différentes approximations augmentent en méme temps que le nombre des éléments qui
constituent la structure. Des que ce dernier atteint une certaine valeur, le calcul manuel est
d’'une telle complexité que les ingénieurs sont obligés d’abandonner cette option ; il y a donc

lieu de recourir aux aides précieuses d’un micro-ordinateur.

1.2 Caractéristiques d’un logiciel de programmation

L'utilisation des matrices dans I'étude d’'une structure réduit considérablement la difficulté
des calculs tout en augmentant la lisibilité des expressions dans les difféerentes équations.
Cependant, tres peu nombreux sont les logiciels qui s’averent efficaces dans le but de
programmer les calculs comportant des opérations matricielles. Dans le paragraphe suivant
sont cités quelques caractéristigues qu’'un logiciel de programmation doit avoir afin qu'il
puisse étre utilisé pour la programmation des calculs par les méthodes qui ont été élaborées

dans la partie antérieure.

1.2.1 Manipulation

Un logiciel de programmation doit avoir une grandeilité de manipulation. Ses fonctions

ainsi que ses variables par défaut doivent avoir des noms logiques afin que ses utilisateurs
puissent facilement les reconnaitre. De plus, il doit permettre un transfert aisé de chaque
élément d’'un organigramme préalablement concu dans un ou plusieurs scripts sans modifier
I'ordre hiérarchique dans ce dernier. Particulierement, en ce qui concerne la programmation
des calculs de structure, le logiciel de programmation doit comprendre plusieurs fonctions de
base prédéfinies et directement utilisables par une simple écriture, une inscription ou une

instruction effectuée dans I'espace de travalil.

1.2.2 Rapidité

La vitesse de calcul ou la rapidité d’exécution dakuls élémentaires de base d'un tel

logiciel doit étre assez élevée afin de ne pas dépenser trop de temps a attendre les résultats
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aprés avoir entré toutes les données nécessaires. Elle est un des points les plus importants qui

déterminent le choix du logiciel.

Une opération entre deux matrices peut étre programmée dans un logiciel qui ne reconnait pas
les matrices en tant que variables compactes puisqu’il suffit de considérer chacune de leurs

composantes comme étant une variable distincte ; seulement, le calcul serait trop lent.

1.2.3 Puissance

Outre la vitesse d’exécution des calculs, la pussaiun logiciel constitue un facteur
d’appréciation important. Sur ce, il convient de définir la différence entre ces deux
caractéristiques : la vitesse de calcul indique le temps imparti pour que le logiciel effectue une
opération élémentaire donnée tandis que sa puissance joue sur la quantité d’opérations gu'il
peut effectuer dans un méme temps, c’est la capacité méme de la mémoire de travail du
logiciel. En effet, la taille de mémoire attribuée a une matrice est d’autant plus élevée que ses
dimensions sont grandes ; une mémoire faible ne pourrait donc effectuer qu'une quantité

restreinte d’opérations matricielles.

Il est, par conséquent, évident qu’un logiciel lent mais puissant est préférable a un autre

logiciel rapide qui ne peut assimiler qu’un nombre limité d’'opérations.

Notons de plus que lorsque la mémoire vive utilisée lors de la mise en marche du programme
vient a approcher la mémoire vive du micro processeur, la taille du logiciel est a considérer en

tant que facteur de choix.

1.2.4 Approximation

Les calculs assistés par ordinateur sont des eafouhériques. Or, nous savons tous que
pour effectuer de tels calculs, il faut user de quelques approximations, méme si ce n’'est que
pour arrondir les valeurs. Dans le but d'offrir une bonne lisibilité des nombres, chaque
logiciel est assujetti a ne représenter dans les résultats de calcul que deux, trois ou tout au
plus quatre chiffres apres une virgule pour les petits nombres et a arrondir les grands nombres
en les représentant par des puissances de dix. Il devient alors difficile de savoir jusqu’a quel
rang s’effectuent les approximations réelles au sein du programme. Afin de se donner une
idée la-dessus, il est conseillé de recourir aux guides des utilisateurs ou aux divers manuels
livrés avec le produit. Sur deux logiciels, I'un est préférable a l'autre s’il posséde la valeur

d’approximation minimale donc le degré d’approximation maximal.
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2 Matlab

Le nom du logiciel MATLAB vient de I'abréviation de deux mots anglais qui sont MATTix et
LABoratory. C’est donc un logiciel de programmation et de calcul qui peut manipuler

facilement des opérations matricielles.

2.1 Historique

Matlab est écrit & I'origine, en Fortran, par Cleve Molgretait destiné a faciliter I'acces au
logiciel matriciel développé dans les projets LINPACK et EISPACK. La version actuelle,
écrite en C par the MathWorks Inc., existe en version professionnelle et en version étudiant.
Sa disponibilité est assurée sur plusieurs plates formes : Sun, Bull, HP, IBM, compatibles PC
(DOS, Unix ou Windows), Macintoch, iMac et plusieurs machines paralléles.

bY

Matlab est un environnement puissant, complet et facile a utiliser destiné au calcul
scientifique. Il apporte aux ingénieurs, chercheurs et a tout scientifique un systeme interactif
intégrant calcul numérique et visualisation. C'est un environnement performant, ouvert et

programmable qui permet de remarquables gains de productivité et de créativité.

Matlab est un environnement complet, ouvert et extensible pour le calcul et la visualisation. II
dispose de plusieurs centaines (voire milliers, selon les versions et les modules optionnels
autour du noyau de Matlab) de fonctions mathématiques, scientifiques et techniques.
L'approche matricielle de Matlab permet de traiter les données sans aucune limitation de taille
et de réaliser des calculs numériques et symboliques de facon fiable et rapide. Grace aux
fonctions graphiques de Matlab, il devient tres facile de modifier interactivement les
différents paramétres des graphiques pour les adapter selon nos souhaits.

L'approche ouverte de Matlab permet de construire un outil sur mesure. On peut inspecter le
code source et les algorithmes des bibliotheques de fonctions (Toolboxes), modifier des

fonctions existantes et en ajouter d’autres.

Matlab posséede son propre langage, intuitif et naturel qui permet des gains de temps de CPU
spectaculaires par rapport a des langages comme le C, le TurboPascal et le Fortran. Avec
Matlab, on peut faire des liaisons de facon dynamique, a des programmes C ou Fortran,
échanger des données avec d'autres applications (via la DDE : Matlab serveur ou client) ou

utiliser Matlab comme moteur d'analyse et de visualisation.
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Matlab comprend aussi un ensemble d'outils spécifiques a des domaines, appelés Toolboxes
(ou Boites a Outils). Indispensables a la plupart des utilisateurs, les Boites a Outils sont des
collections de fonctions qui étendent I'environnement Matlab pour résoudre des catégories
spécifiques de problemes. Les domaines couverts sont tres variés et comprennent notamment
le traitement du signal, I'automatique, l'identification de systémes, les réseaux de neurones, la

logique floue, le calcul de structure, les statistiques, etc.

Matlab fait également partie d'un ensemble d'outils intégrés dédiés au Traitement du Signal.
En complément du noyau de calcul Matlab, l'environnement comprend des modules

optionnels qui sont parfaitement intégrés a I'ensemble :

une vaste gamme de bibliothéques de fonctions spécialiaabgxes

Simulink un environnement puissant de modélisation basée sachésnas-blocst

de simulation de systémes dynamiques linéaires et non linéaires

- Des bibliothéques de blo&mulinkspécialisésElocksets
- D'autres modules dont @@ompilateur ungénérateuide code G unaccélérateuy...
- Un ensemble d'outils intégrés dédiés au Traitement du SignaERe/Norkshop

2.2 Justification du choix

MATLAB permet le travail interactif soit en mode commande, soit en mode programmation ;
tout en ayant toujours la possibilité de faire des visualisations graphiques. Considéré comme
un des meilleurs langages de programmation (tels que C ou Fortran), MATLAB possede les

particularités suivantes par rapport a ces langages :

- la programmation facile,

- la continuité parmi les valeurs entiéres, réelles et complexes,

- la gamme étendue des nombres et leurs précisions,

- la bibliotheque mathématique trés compréhensive,

- l'outil graphique qui inclut les fonctions d’interface graphique et les utilitaires,

- la possibilité de liaison avec les autres langages classiques de programmation (C ou
Fortran).

Dans MATLAB, aucune déclaration n’est a effectuer sur les nombres. En effet, il n'existe pas

de distinction entre les nombres entiers, les nombres réels, les nombres complexes et la simple
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ou double précision. Cette caractéristique rend le mode de programmation tres facile et tres

rapide.

Avec Fortran, par exemple, une subroutine est presque nécessaire pour chaque variable de
simple ou de double précision, entiere, réelle ou complexe. Dans MATLAB, aucune nécessité

n’est demandée pour la séparation de ces variables.

La bibliothéque des fonctions mathématiques dans MATLAB donne des analyses
mathématiques tres simples. En effet, I'utilisateur peut exécuter dans le mode commande
n'importe quelle fonction mathématique se trouvant dans la bibliotheque sans avoir a recourir

a la programmation.

Pour l'interface graphique, des représentations scientifigues et méme artistiques des objets
peuvent étre créées sur I'écran en utilisant les expressions mathématiques. Les graphiques sur
MATLAB sont simples et attirent I'attention des utilisateurs vues les possibilités importantes
offertes par ce logiciel.

2.3 Opérations élémentaires sur Matlab

2.3.1 Interface principale de Matlab

La figure ci-aprés montre un aspect général deeffate principale de Matlab.

File Edit ‘“iew Debug Desktop ‘Window Help

=

0@ & B o o ﬁ ﬁ @ Current Directary:  C\Programm Files Wisthabwwork [ Barres d’out||< ]

Shortcuts (7] Howto Add (] What's New <k Clear

Current Directory - C:APro ... A X

To get started, select MATLAE Help or Demos from the Help menu.

i

[ Catalogue.nf
EB check.m M-

1 Cube. AS

B " Commandes

[E@ D3 BEAM.m M-

Current Directary  ¥Workspace

A X

hold on;tetramesk

5—-— 17/12/09 00:46 -

4 start

Figure 1 : interface principale de Matlab 103
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Elle est donc divisée en plusieurs compartiments dont :

- un compartiment des commandes ou l'utilisateur donne ses instructions et spécifie les
opérations qu’il veut effectuer,
- un compartiment « historique » ou les opérations récentes sont affichées,

- et un compartiment ou les scripts programmés par l'utilisateur sont répertoriés

2.3.2 Variables en Matlab

Matlab gere les nombres entiers, réels, complexsschaines de caracteres ainsi que les
tableaux de nombres de fagcon transparente. Il n'est pas utile de déclarer le type de la variable
gue l'on manipule, y compris les tableaux. Par ailleurs, toutes les variables utilisées restent

présentes en mémoire et peuvent étre rappelées.

Dans Matlab, il y a un seul type de variable : le type matrice. Un nombre est une matrice
carrée d'ordre 1. Il n'y a donc pas de déclaration de variables a effectuer. De méme, il n'y a
pas lieu de s’occuper de l'allocation des variables dans la mémoire de travail puisque les
matrices et les vecteurs peuvent étre redimensionnés apres leurs créations. Cependant, lorsque
on utilise Matlab, par commodité, on peut supposer I'existence de 3 types de variables, a

savoir : le scalaire, le vecteur (ligne ou colonne), et la matrice de dimension (n,m).

Les noms des variables et des fonctions sont composés de lettres et de chiffres. Seuls les 19
premiers caractéres sont significatifs et Matlab fait la distinction entre les minuscules et les
majuscules. Il est important de savoir que chaque nom de variable doit débuter par une lettre
dans le but d’éviter les conflits lors d’'un rappel ultérieur.

2.3.3 Variables prédéfinies

Matlab comporte plusieurs variables spécialemendgimdies afin d’augmenter la facilité de
sa manipulation. Il est conseillé de ne pas utiliser les noms de ces variables pour définir
d’autres valeurs sous peine de conflits souvent trés difficilement décelables. Les variables

prédéfinies les plus frequemment utilisées sont :

pi : symbole représentant le rapport constant de la circonférence d'un cercle a son
diametre

inf : abréviation de ‘infini’, bornes inférieure et supérieure de 'ensemble des réels
i, e unité imaginaire des nombres complexes, i ==
realmin : le plus petit nombre réel positif reconnu par Matlab
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realmax : le plus grand nombre réel reconnu par Matlab

eps : erreur commise par le programme en utilisant le format ‘double’

ans . abréviation de ‘answer’ utilisée pour définir les variables non intitulées
flops : nombre d’opérations effectuées par Matlab pendant la session

NaN: abréviation de Not-a-Number désignant les formes indéterminées

2.3.4 Opérations sur les matrices

Les composantes d’'une matrice sont toujours plad#es un crochet lors de sa création ; le

séparateur de lignes est le point-virgule tandis que celui des colonnes est la virgule.

> A =11, 2; -1, 3; 4, 0]

A=
1 2
-1 3
4

Matlab reconnait une matrice comme une variable compacte ; ce qui facilite considérablement
les opérations matricielles. Les lois mathématiques de base telles que [l'adition, la
soustraction, la multiplication et la division sont des lois aussi bien internes qu’externes dans
l'espace de travail de Matlab. Ainsi, pour obtenir le produit de deux matrices A et B
compatibles ou bien pour avoir la matrice résultant de la multiplication de la matrice A par le
scalaire B, on peut écrire la syntaxa * B"

2.4 Programmer en Matlab

Pour réaliser un calcul élémentaire dans Matlab, on peut opérer de deux maniéres différentes.
D’abord, en écrivant les instructions via I'espace de travail, Matlab exécute momentanément
les opérations demandées. Ensuite, en rédigeant dans un ou plusieurs scripts les syntaxes
afférentes, Matlab exécute les opérations voulues aprés que les scripts soient appelés depuis

'espace de travail.

2.4.1 Extension d’un fichier programme

Un script (ou M-file) est un fichier contenant destructions de Matlab. En Matlab, les noms
des fichiers-programmes se terminent par une extehsion Aucune compilation n'est a
faire avant I'exécution du programme c’est au cours de son exécution qu’'un message d’erreur
apparait et indique le lieu ou se trouve l'erreur si elle a lieu.
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2.4.2 Instructions de controle

Syntaxe de test if’

i f condition
Instruction i f conditionl
end . .
instruction
el se condition2
instruction
end
Syntaxe de branchement switch’
swi t ch expression
case Value
instruction
ot herw se
instruction
end
Syntaxe de bouclé while et ‘for”’

whi | e expression
instruction
end

end

2.4.3 Programme utilisant d’autres programmes

Programmation du logiciel

| f conditionl
instruction

el sei f condition2
instruction

el se
instruction

end

for indice = début :pas :fin
instruction

Matlab possede des fichiers-programmes ou scripggdéfinis pouvant étre utilisés dans

'espace de travail ou lors de la création d'un autre programme. De méme, un fichier-

programme créé dans Matlab peut étre employé en tant que programmes predéfinis a la seule

condition que l'espace de travail coincide au répertoire ou il se trouve. Un script

‘ program.m’ peut étre appelé via I'espace de travail par I'écriture dans ce dernier de la

syntaxe ‘ program .

Une programmation doit reposer sur I'écriture d'un script pringpalfait appel a des

fonctions autonomes. Cela permet :

- d'améliorer la lisibilité des instructions ;
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- de tester indépendamment des différentes parties de la programmation ;
- d'augmenter le degré de généralité : utilisation d'une méme fonction a divers endroits
du programme, voire réutilisation des fonctions dans d'autres applications.
Recommandations pour une programmation
- choisir des noms significatifs pour les variables et les fonctions
- vérifier le nombre et le type des arguments d’appel et de retour des fonctions
- n'utiliser les boucles for ' et “while ’ que si nécessaires, elles peuvent
souvent étre remplacées avantageusement par des opérations et fonctions matricielles.
- préférer les algorithmes itératifs aux algorithmes récursifs.
La figure ci-aprés illustre une ramification hiérarchique d’instructions dans un programme

principal * main.m .

main.m fl.m f3.m

var2 = f1(varl); function [out] = f1(in)

A A 4

var3 = f1(var2);
var4 = f2(var3);

x1 = f3(var_m); function [out] = f3(in)

2.m

function [out] = f2(in)

vy

Var_p = f2(var_p-1);

A 4

y1 =f3(var_n);

Figure 2 : script principal et scripts subordonnés

2.5.1 Définition

Un programme interactif est un programme interverdans la réalisation d'interfaces et
assurant une interaction adaptée entre l'utilisateur et la machine, c'est-a-dire 'homme et

I'ordinateur.

Il se présente sous la forme d'une fenétre comportant un ou plusieurs choix sur lesquels

I'utilisateur est amené a spécifier ses préférences.
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2.5.2 Avantages

L'utilisation d’une interface possede plusieurs dages dans la programmation que ce soit

sur Matlab ou sur un autre langage de programmation. A savoir :

- Par rapport aux programmes souscrits sous forme de script, les programmes écrits sous
forme d'interfaces sont plus pratigues du fait qu'ils permettent de recueillir le
maximum de données tout en introduisant le minimum d’arguments. En effet, dans
une interface, puisque les choix sont limités, au lieu d’écrire la valeur numérique d’un

angle de rotation, par exemple, il suffit de sélectionner I'une des rotations prescrites

Valeur de 6a D

/6
6, = 0,52359877559830] ———> /4
/3
/2
L

dans le programme.

- D'un autre point de vue, particulierement pour Matlab, I'emploi d'une interface permet
a l'utilisateur de revenir sur n'importe quelle erreur commise lors de la saisie manuelle
des arguments d’entrée. Ce qui n’est pas possible dans I'espace de travail habituel.

- Dans l'espace de travail de Matlab, I'exécution d’'une commande se fait par des
instructions écrites dans la fenétre de dialogue. Dans une interface, on n’est pas obligé
d’écrire ces instructions puisqu’il suffit d’appuyer sur les boutons adéquats. Les seuls
arguments a spécifier sont les valeurs de quelques parameétres qui ne peuvent étre
formulés sous forme de choix. Ce qui permet de gagner du temps.

- L'emploi d'une interface posséde I'avantage selon lequel on peut regrouper toutes les
fonctions dont on a besoin dans une seule fenétre : des axes pour la représentation des
figures, des boutons pour I'exécution les calculs, des menus de choix ainsi que des
textes éditables ou I'on peut saisir des valeurs numériques.

- Enfin, le plus important est que l'interface permet a des utilisateurs non initiés au
logiciel de programmation (ici Matlab) d’effectuer des opérations tout en ignorant la
manipulation du logiciel. Il est possible de dessiner sur AutoCAD tout en ignorant la

programmation sur C et sur ’Assembleur grace a son interface.
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2.5.3 Création

1-

La fenétre de création d’'une interface dans Matlab s’ouvre par I'exécution de l'une des

commandes suivantes.

- Ecrire le mot ‘ guide ’ dans I'espace de travail, apres linvite de Matlab ;

~ Atteindre licone = du guide 'dans la barre des taches de la fenétre
principale de Matlab.
L’ajout de boutons, de textes éditables, de listes, d’axes graphiques ou d’autres contrbles
s'effectue automatiquement en transportant I'icbne correspondant dans linterface
graphique.
Apres avoir confectionné la forme, il y a lieu de programmer un script qui lui est associé
et qui commande les opérations a effectuer par chaque instruction donnée dans

I'interface.

Matlab prépare le script en question pendant la confection méme de la forme, de telle fagon

gu'il suffit de définir les opérations correspondant a chaque commande.

"ﬁ’ untitled.fig = [ B |
File Edit Wiew Lavout Tools Help [ B d |
. arre d’outils ]
D E © & E5 BB = »
k Select

(

=1 Push Button
= Slider

@ Radio Button
b Check Box
[ellT Edit Text

™ Static Text ’
Zone de l'interface
== Pop-up Menu

=M Listhox

[ Taggle Buttan
i{‘ﬂﬁxes

[%] Panel

[*%] Button Group

zZX Active Control

Boutons de
controle

Figure 3 : interface initialement vide
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Apres la premiéere étape de la création de l'interface, le logiciel Matlab affiche a I'écran une

fenétre comportant une figure initialement vide telle gu’elle est montrée par la figure qui suit.

La version 7.0 de Matlab reconnait aussi les boutons de contréle ActiveX comme étant ses
propres boutons de commande. On peut donc recueillir des boutons de contrdle venant d'un

autre programme ou méme d’un autre logiciel installé dans le systeme pour les employer dans

une interface de Matlab. Pour ce faire, il suffit d’appuyer sur le bA =X Actvex Conirol | dedié
aux contrbles ActiveX du champ des boutons de controle et de tracer la surface voulue

pendant que le curseur est en mode de tragage.

Il convient de noter que la fenétre de I'interface ne peut étre redimensionnée aprés sa création
et que l'utilisateur doit, par conséquent, spécifier les dimensions de la figure dans la deuxieme

étape de sa création.

2.5.4 Manipulation
La manipulation des interfaces de Matlab est totdithaisée puisqu’elles ont les mémes

formes ainsi que les mémes propriétés que celles des langages de base tels que C ou Visual
Basic.

Les contréles les plus fréguemment utilisés dans une interface graphigue de Matlab sont listés
ci aprés.

Appuyer sur ce bouton de contréle permet d’effectuer| les

Push Button L 2. e
opérations prédéfinies.

Radio Button, Check Box I:ors d.un ch9|x mqltlple, ces boytons dfe contréle indiguent
I'inclusion ou I'exclusion des parametres afférents

Edit Text, Static Text Texte éditable et texte statique non éditable.

Pop-up Menu Menu présentant un nombre limité de choix.

List box Tableau uniligne pouvant contenir une liste d’objets.

Axes Emplacement pouvant contenir un schéma, une figure ou [toute

autre image.

Compartiment pouvant contenir et isoler plusieurs controles du

Panel reste de l'interface.

Tableau 1 : contrdles de l'interface graphique
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Programmation de la méthode des rotations

1 Seconds membres des équations d’équilibre

1.1 Moments parfaits

Les moments parfaits ou les moments d’encastrement parfaits sont les moments que devraient
avoir les éléments (poutres et poteaux) au niveau de leurs extrémités si leurs degrés
d’hyperstaticité étaient réduits a zéros. Il en découle que la détermination de ces moments
revient a rapporter et a étudier chaque élément dans un milieu ou il sera isolé du reste du

systeme.

En ce qui concerne la détermination des moments parfaits, dans le but d’accélérer les calculs,
un catalogue ou un formulaire des résultats obtenus lors de I'étude de quelques cas de
chargements d’'une poutre simplement ou doublement appuyée serait a prévoir. Sinon,
'expression du moment fléchissant, dans une poutre en flexion simple, en fonction des

sollicitations est donnée par la relation qui suit.

1
M(x)=M+x.P+ Exz.q(x) (3-2-1-1)

1.2 Formulation du vecteur des seconds membres

Les éléments du vecteur des seconds membres peuvent étre divisés en deux parties qui
regroupent respectivement les éléments nodaux, obtenus par I'écriture des équations nodales

et les éléments afférents aux mécanismes.

Les éléments de la partie nodale, moyennant un signe pres, sont obtenus par la somme des
moments d’encastrement parfait des éléments de la structure qui aboutissent au nceud spécifié.
Les éléments de I'autre partie, par contre, sont constitués par les termes connus (de valeur) de
'équation qui régit chaque mécanisme puisqu’en effet, le vecteur des seconds membres ne

doit contenir aucune expression littérale.

1.2.1 Seconds membres des équations nodales

Le vecteur des seconds membres est issu de l'oseafti second membre de chaque équation
d’équilibre nodale dans un vecteur initialement nul. Cependant, I'expression de chaque
second membre posséde une certaine régularité de part laquelle on peut facilement déduire

une formulation programmable.

Dans l'espace, pour un nceud reliant quatre poutres, le second membre de I'équation
d’équilibre est de la forme :
—(My + My + M + M,)
111



Programmation de la méthode des rotations

1.2.2 Seconds membres des équations de mécanismes

Par opposition a ceux des équations d’equilibre lesddes seconds membres des équations
d’équilibre des mécanismes ne connaissent pas une régularité formulable. Néanmoins,
'expression du second membre de I'équation d’équilibre du mécanisme est toujours de la
forme':

q.-l + (ZM;)
1.3 Organisation des calculs

Les démarches a suivre pour la réalisation du vecteur des seconds membres sont régies par les

Début i—

éléments de I'organigramme suivant.

v N - ‘/
Lecture : sollicitations, Lecture : valeur et
longueur des poteaux, direction du vent
Q O
Calcul des moments Expressions du second
d’encastrement parfait membre de chaque
Q équation traduisant les
Etablissement des d L.
. o mécanismes
expressions littérales des
seconds membres nodaux O
o Ajout de ces seconds
Insertion de chaque membres additionnels
second membre dans un dans le vecteur des
vecteur initialement nul seconds membres
O ) O)
Fin

1.4 Arguments d’entrée

Les données principales nécessaires pour la confection du vecteur des seconds membres sont
les sollicitations ramenées au niveau des nceuds. Toutefois, le programme peut calculer, en

fonction des sollicitations en travée, les valeurs des réactions aux nosuds.

! Voir : Partie Il — Méthode des rotationsl.5.4
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1.5 Arguments de sortie

On peut retourner, de part les arguments d’entrée, les valeurs des différentes réactions aux
nceuds mais comme les principales inconnues du probleme sont les rotations. Le programme

doit les stocker au lieu de les afficher dans le but d’avoir un gain de temps.

2 Matrice de rigidité

2.1 Facteurs de rigidité

Les facteurs de rigidité sont les valeurs qui communiquent les caractéristiques physiques de
chaque élément. De ce fait, leur conception tient un réle important dans les démarches de la

méthode.

Comme les facteurs de rigidité d'un élément au niveau de ses deux bouts sont les mémes, le
programme peut ne calculer qu'un facteur par élément. Ainsi, dans le cas ou le programme
recoit une instruction sur l'existence d'une articulation au niveau d'un nceud de I'élément, il

doit pouvoir ajuster automatiquement I'expression de celui-ci.

4 EI
- Pour un encastrement, R:T

: . 3EI
- Pour une articulatiorR’ = ==

2.2 Equations des mécanismes

Les équations des mécanismes ne prennent en compte que les poteaux et les poutres inclinées
par rapport au plan horizontal ; elles ignorent tous ce qui se trouve dans ce plan. Ainsi, les
rotations a considérer lors des opérations sur les mécanismes sont les rotations des poteaux

(des poutres inclinées) ainsi que les rotations des nceuds afférents.

L'insertion des équations des mécanismes dans la matrice de rigidité du systéme est une
opération assez délicate puisque l'automatisation des expressions littérales de I'équilibre des
meécanismes au repos est quasiment impossible. Nonobstant, en utilisant la symétrie de la
matrice de rigidité du systeme, on peut aisément avoir les éléments de la matrice de rigidité
afférents aux équations des mécanismes autres que les éléments diagonaux. Quant a ces
derniers, on peut facilement identifier, de part les équations théoriques, une certaine logique

sur la formulation des expressions.
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2.3 Formulation de la matrice de rigidité

Les opérations a effectuer pour la conception de la matrice de rigidité de la structure par la

meéthode des rotations sont décrites par les étapes ci apres.

- Calcul des facteurs de rigidité élémentaires ;

- Numérotation des nceuds susceptibles de rotation ;

- ldentification des noeuds reliés entre eux par la conception d’'une matrice de
connectivité ;

- Confection d’une matrice de rigidité initialement nulle ;

- Insertion des facteurs de rigidité dans cette derniére selon la matrice de connectivité ;

1|2 A B C D E F G
A| B A 0 0 0 0 0 0 0
B| C B 0 Ryp 0 [05Rp | O 0 0
B|D| =) C 0 0 0 0 0 0 0
C|D D 0 [0SRz | O B 0 0 0
E 0 0 0 0 0 0 0
F 0 0 0 0 0 0 0
G 0 0 0 0 0 0 0

Tableau 1 : population de la matrice de rigidité

- Population de la matrice de rigidité par les facteurs du premier membre de chaque

équation de mécanisme.

3 Résolution

3.1 Représentation matricielle de I’équilibre du systeme

A la fin de 'assemblage de la matrice de rigidité ainsi qu’aprés la confection du vecteur des
seconds membres, on peut procéder a la représentation matricielle de I'équation qui traduit

I'équilibre du systéme tout entier.

Au cas échéant, I'équation matricielle de I'équilibre du systeme peut étre formulée par la
relation suivante.
{M} = [RI{6} (3-2-3-1)

3.2 Détermination des rotations inconnues

De part les arguments d'entrée, le programme effectue un calcul préliminaire qui vise a

confectionner les facteurs de rigidité de chaque élément, les moments d’encastrement parfaits
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au niveau des extrémités de chaque élément ainsi que les forces horizontales agissant sur

chaque niveau de la structure.

Il rassemble, ensuite, les facteurs de rigidité de facon a obtenir la matrice de Rgidit@
structure entiere. Et enfin, aprés avoir inversé cette matrice, il calcule le vecteur des rotations
6 par le produit matriciel suivant.

{6} = [RI7}{(S) (32-3:2)
Sétant le vecteur des seconds membres.
3.3 Calcul des moments aux nceuds

Les équations qui permettent d’obtenir les moments au niveau des extrémités de chaque
élément sont les mémes équations qui ont servi a la conception de la matrice de rigidité de la
structure. Il en découle que pour retrouver ces moments, le programme doit faire I'opération

inverse, c'est-a-dire :

- remplacer les expressions littérales des rotations dans ces équations par leurs valeurs
respectives apres leur calcul ;

- etrecalculer ces moments.

D’un point de vue numérique, il suffit d’ajouter aux valeurs des moments d’encastrement

parfait, le reste de I'expression des moments réels.

M =M +ZR;;6; (3-2-3-3)

Ces opérations peuvent étre traduites par I'organigramme suivant.

Début .
. [ ... calcul des rotations ]

. —— 6,=0,001285
65 = 0,010433
l/-goAB = 0,000919 \

Myp = Myp + Rap X 04 + Aup X Rpa X Op — Ryp X (1 + Ayp) X(pAB(

\4

O

i

Mup = Myp + Rap X 0,001285 + A5 X Rps X 0,010433 — Ryp X (1 4 A45) X 0,000919

Fin
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3.4 Organisation des calculs par la méthode des rotations
Comme il est énoncé dans les chapitres antérieurs, la méthode des rotations vise a déterminer
I'état d’'un systeme de poutres formant un portique par la recherche des rotations au niveau de

ses noeuds.

3.4.1 Procédés

A partir de la connaissance de la matrice de rigidii systéme ainsi que du vecteur des
seconds membres, la démarche suivie par le programme jusqu’aux résultats finaux est décrite

par les éléments de I'organigramme ci-apres.
Début

Lecture : matrice de
rigidité, vecteur des
seconds membres

Inversion de la matrice
de rigidité du systeme

Calcul des rotations au
niveau de chaque nceud

Calcul des moments
fléchissant au niveau
des extrémités des
éléments

Fin

3.4.2 Arguments d’entrée
Pour ce faire, certaines instructions concernantéeactéristiques mécaniques et physiques

ainsi que les sollicitations du systeme sont requises :

- toutes les sollicitations au niveau des nceuds et en travée ;
- les portées, les sections et les moments d’inertie de tous les éléments de la structure ;

- la disposition de chaque élément dans I'ensemble de la structure.
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Dans le but de faciliter I'insertion de toutes ces instructions dans le logiciel, le programme
doit les récolter d’'une maniere simple. Dans ce but, il ne demandera que les arguments

suivants :

- Les sollicitations au niveau de chaque élément ;
- Sa portée, sa section et son inertie ;

- Le niveau ainsi que la direction de chaque élément.

3.4.3 Argument de sortie
De part ces données, le programme peut calculerotasions ainsi que les moments de

flexion aux extrémités de chaque poutre.

A partir de ces résultats, on peut, grace aux équations classiques de la théorie des poutres,
calculer les efforts normaux, les efforts tranchant ainsi que les moments fléchissant en travée

de chaque élément.
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Programmation de la méthode matricielle

1 Matrice de rigidité élémentaire

1.1 Arguments d’entrée

Les données nécessaires au programme sont :

- la portée de I'élément ;

- son module d’élasticité E ;
- son moment d’inertie | ;

- sasection;

- son module d’élasticité transversal G

1.2 Organisation des calculs

L’organigramme suivant régit le trajet suivi lors de la conception des scripts permettant de
calculer la matrice de rigidité élémentaire d’'un élément de la structure selon la méthode

matricielle.

Notons que pour la présente méthode, la matrice de rigidité élémentaire peut varier d’'un

élément a l'autre, aussi bien qu’elle peut rester la méme pour toute la structure.

< Début

Lecture des donneées :
portée, direction de I'axe
principal, caractéristiques

mécaniques,

section et moment d’inertie
de I'élément

Etablissement de
I'expression littérale de la
matrice élémentaire

Calcul des différentes
composantes de la matrice
de rigidité élémentaire selon

I'expression prédéfinie

Population de la matrice
élémentaire

Recherche et suppression
des expressions ayant une

valeur nulle .
O > Fin
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2 Vecteur élémentaire des forces

Le vecteur des forces attribuées a chaque nceud d’un élément de la structure doit comporter

six lignes :

I'effort normal, paralléle a son axe principal, qui parcourt toute sa travée ;

- I'effort tangentiel suivant la premiere perpendiculaire a son axe principal ;
- I'effort tangentiel suivant sa seconde perpendiculaire ;

- le moment de torsion observé au niveau du nceud ;

- le moment de flexion par rapport & la premiére perpendiculaire ;

- ainsi que le moment fléchissant par rapport a la seconde perpendiculaire.

Du fait qu'un élément comporte deux nceuds, en tout, il faut compter 12 composantes pour un

vecteur force élémentaire

2.1 Organisation des calculs

La conception du vecteur élémentaire des forces doit suivre la démarche indiquée par

Lecture des données :
sollicitations au niveau et
entre les nosuds

I‘'organigramme qui sulit.

Identification des
appareils d’appuis
observés aux deux

extrémités

~\
/

Calcul des efforts
ramenés aux noeuds :
les réactions des appuis

Etablissement de
I'expression littérale du
vecteur élémentaire

Population du vecteur
par les sollicitations
ramenées aux nceuds

Fin
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2.2 Arguments d’entrée
Les données nécessaires pour la confection du vecteur force élémentaire sont les sollicitations

appliguées sur la travée de I'élément considéré ainsi que celles qui agissent directement au

niveau de ses noceuds.

Comme le programme n’est pas adapté a prendre en compte les sollicitations en travee, il est
nécessaire de ramener celles-ci au niveau des nceuds par l'utilisation des formules classiques
de la théorie des poutres. Aussi, si la présence d’'une quelconque articulation au niveau d’un

nceud n'est pas signalée auparavant, le programme considére automatiquement une jointure

rigide entre les éléments (encastrement).

2.3 Argument de sortie

Le programme retourne, selon les arguments d’entrée, un vecteur composé de 12 lignes dont

la forme est décrite par la représentation littérale ci-apres.

(Ey= |2 0

3 Vecteur élémentaire des déplacements

3.1 Arguments d’entrée

Afin de simplifier la récolte des informations nécessaires concernant les déplacements

imposés au niveau des nceuds, le programme a été congcu de maniére a ce qu'il reconnaisse
automatiqguement les nceuds encastrés au sol, de part leurs troisiemes coordonnées. Par défaut,
si aucun changement de coordonnées n’est spécifié auparavant, le programme considere que

les seuls déplacements connus sont ceux des ces nceuds encastreés.
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3.2 Organisation des calculs

Cet organigramme représente les opérations a effectuer dans le but d’obtenir le vecteur des

déplacements élémentaires.
Début

A

Lecture des données :
valeurs et nceuds lieux
des déplacements

Insertion de ces
déplacements imposés
dans le vecteur
déplacement,
initialement nul

L’élément est
un poteau

Ajout des déplacements
connus au niveau des
liaisons au sol

O
o/

Etablissement de
I'expression littérale du
vecteur élémentaire

(\
Population du vecteur
par les sollicitations
ramenées aux nceuds
O Fin
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3.3 Arguments de sortie

Au niveau de chaque nceud, la méthode prend en compte six degrés de liberté, ce qui fait que
pour chaque élément, on doit compter 12 composantes du vecteur élémentaire des
déplacements.

La représentation littérale ci-contre U,
illustre I'ordre des parametres dans un ;I/ll
tel vecteur. 9X11

0}’1 '

{u,} = 921

| U2

V2

W,

Ox2

9Y2

022

4 Assemblages

4.1 Assemblage de la matrice de rigidité
4.1.1 Organisation des calculs

Les étapes a suivre pour le calcul de la matrice de rigidité globale du systeme sont

représentées par I'organigramme qui suit.
< Début

Lecture : matrices de
rigidité élémentaires,
matrice des positions et
matrice de connectivité

Conception et
sauvegarde d’un
tenseur contenant
toutes les matrices
élémentaires

Récupération et
insertion des valeurs du
tenseur dans une
matrice globale
initialement nulle

Triage des noeuds
doubles

Fin

\ 4
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4.1.2 Procédé

L’assemblage consiste a confectionner la matrice de rigidité globale de la structure toute
entiére par l'insertion de chaque matrice €lémentaire dans une grande matrice initialement

nulle. Pour ce faire, les arguments d’entrée sont :

- la matrice de rigidité de chaque élément de la structure ;
- la matrice des positions de I'ensemble de la structure ;
- la matrice de connectivité du systéme ;

- éventuellement, I'ordre de numérotation des éléments de la structure.
Les opérations a effectuer sont régies par les étapes suivantes :

- assemblage de toutes les matrices élémentaires en un tenseur cubique selon les
numeéros des nceuds inscrits dans la matrice des positions ou bien, selon 'ordre de
numerotation des éléments décrits par la matrice de connectivité ;

- confection d'une matrice globale contenant, dans l'ordre prédéfini, les cages du
tenseur de rigidité global ;

- triage des nceuds doubles.

Le triage des composantes de la matrice globale afférentes aux nceuds qui figurent plusieurs
fois dans la matrice des positions est une opération assez délicate dont le concept suit

I'organigramme ci-dessous.

= Début
Vv Neoeud (i)

VNeceud () ; j>1

A

N

Les nceuds (i) et (j)
ont les mémes
coordonnées

"

Ajouter les éléments de la
matrice correspondants au N
nceud (j) & ceux

du neceud (i)

Supprimer les éléments de
la matrice correspondants
au nceud (j)

) T
Fin v

A
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4.2 Assemblage du vecteur des forces
4.2.1 Procédé

L’assemblage du vecteur peut s’effectuer juste apres la confection des vecteurs forces de tous
les éléments de la structure. En effet, a part ceux-ci, il ne nécessite que la matrice des

positions ainsi que la matrice de connectivité.
Pour obtenir ce vecteur, il faut procéder a :

- l'assemblage des vecteurs élémentaires dans une matrice initialement nulle dont les
numeros des colonnes correspondent aux numeros des éléments ;

- I'insertion de chaque colonne de la matrice dans un vecteur global initialement nul de
facon a respecter I'ordre prédéfini ;

- le triage des éléments correspondant aux nceuds doubles.

Sur ce dernier point, bien que I'opération présente quelques difficultés, elle peut étre effectuée
suivant le méme principe que le triage de la matrice de rigidité globale du paragraphe

précédent.

4.2.2 Organisation des calculs

Le procédé de I'assemblage du vecteur global des forces peut étre résumé de la maniére

suivante.
Début

A

Lecture : vecteurs de
forces élémentaires,
matrice des positions et
matrice de connectivité

Conception et
sauvegarde d’'une
matrice contenant
tous les vecteurs

élémentaires

Récupération et
insertion des valeurs
de la matrice dans un

vecteur global
initialement nul

Triage des nceuds

S doubles s Fin
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4.3 Assemblage du vecteur des déplacements
4.3.1 Procédé

Le vecteur des déplacements n’enregistre que les déplacements imposés aux nceuds spécifiés ;
comme le logiciel ne reconnait pas les expressions littérales, il assimile les déplacements non

spécifiés a des variables non-réelles et par conséquent, ayant une valeur nulle.

Le programme récolte les déplacements imposés dans une fenétre de dialogue interactif et
confectionne, par la suite, le vecteur des déplacements. Pour cela, il suit les démarches

suivantes :

- assemblage des déplacements élémentaires dans une matrice globale de fagon a
respecter I'ordre prédéfini par le numéro de chaque élément ;
- récupération et insertion des valeurs de ces déplacements dans un vecteur global,
initialement nul ;
- triage des nceuds doubles.
Il convient de mentionner que I'opération de triage du vecteur des déplacements suit le méme

principe que celles de la matrice de rigidité et du vecteur des forces.

4.3.2 Organisation des calculs

En résumé, les différentes étapes énoncées dans le paragraphe précédent sont décrites dans la

schématisation suivante.
Début

Lecture : vecteurs
déplacements
élémentaires, matrice
des positions et matrice
de connectivité

A

Conception et
sauvegarde d’'une
matrice contenant
tous les vecteurs

élémentaires

Récupération et
insertion des valeurs
de la matrice dans un

vecteur global
initialement nul

Triage des nceuds

doubles .
O > Fin
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Programmation de la méthode des éléments finis

1 Matrice de rigidité élémentaire

1.1 Organisation des calculs

La programmation du calcul qui permet la conception de la matrice de rigidité élémentaire se

fait suivant I'organigramme suivant.

Début
y —

Lecture des données :

E, v, pas

Confection de la matrice reliant les
déformations aux variables nodales

Etablissement de la matrice
d’élasticité

Calcul du volume élémentaire

Intégration de la matrice de rigidité
élémentaire

Fin

1.2 Arguments d’entrée

Dans le programme, le script qui permet de calculer la matrice de rigidité élémentaire est la

fonction ‘ f unct i on Elementaire4.m .

Les arguments d’entrée sont les caractéristigues du matériau : le module d’élasticité et le

coefficient de Poisson des éléments de la structure ainsi que le pas du maillage.
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1.2.1 Module d’élasticité

En cliquant sur le menu prescrit, le programmeegfiilusieurs choix sur la valeur du module

d’élasticité a considérer. Ces choix sont basés sur les modules de quelques matériaux

couramment utilisés en Génie Civil tels que le béton, le béton armé et 'acier.

1.2.2 Coefficient de Poisson

Le coefficient de Poisson est la constante qui ¢érige la répartition de contraintes dans les

directions principales de I'élément étudié. Sur ce, le programme offre trois valeurs prescrites :

- 0,2 : pour les matériaux fibreux et le béton ;
- 0,3 : pour la plupart des métaux ;

- 0,5: pour les matériaux trés souples tels que le caoutchouc.

1.2.3 Pas du maillage

Le pas du maillage détermine la finesse de la sigddiva appliquer dans la discrétisation des

éléments de la structure.

- Pour un maillage gros, le pas est fixé a l'unité ;
- Pour un maillage moyen, il est fixé a 0,5 unité ;

- Tandis que pour un maillage affiné, le pas correspondant est de 0,2 unité.

1.3 Argument de sortie

Afin de réduire le nombre de matrices de rigidité élémentaire a concevoir a l'unité et afin de
faciliter 'assemblage entre les éléments de la structure, il faut faire en sorte que le degré du

maillage de chaque poutre ainsi que de chaque poteau soit le méme.

Un seul argument émane alors du script : la matrice de rigidité élémentaire. Sur ce, il convient
de noter que la matrice doit étre carrée et doit posséder 144 composantes réparties sur 12
lignes et 12 colonnes.

Pendant la programmation, la vérification manuelle du script de la matrice de rigidité
élémentaire est cruciale puisque toutes les opérations qui s’en suivent en dépendent. Une

eventuelle erreur mettrait irréversiblement en péril le programme tout entier.
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1.4 Opérations manuelles pour la vérification du script
1.4.1 Lafonction élémentaire de base

La fonction élémentaire de base des éléments téimaéd est un vecteur uniligne comportant

quatre composantes.

(Py=(1 & n ¢

1.4.2 Fonction d’interpolation

La fonction d’interpolation est obtenue en multiptida fonction de base par la matrice qui

regroupe ses valeurs au niveau des quatre nceuds du tétraédre élémentaire.

(N) =(P)[P()]
Apres calcul, on obtient :
(Ny=(®1 & n )

Afin de simplifier les expressions, la premiere composante de ce dernier est désignée par la

lettre Adont la valeur est :
A=1-§-1-¢
1.4.3 Matrice reliant les déformations aux variables nodales

Cette matrice, reconnue sous la notation [#¢ est obtenue en multipliant I'opérateur
différentiel qui lie la matrice des déplacements a la matrice des déformations par la fonction

d’interpolation(N').

Aprés calcul, quand chaque élément de la matrice est remplacé par sa valeur numérique

respective, on obtient :

4 0 0 O O O O0O -1 0o 0 0 O
o 1 o O 0 O O O -1 0 0 O
[B]= 0 0 -1 0o O 1 0O O O -1 0 O
14 1 0 0 0 0O 1 -1 -1 0 0 O
14 0 -1 1 0 0 0 -1 0 -1 1 o0
o 1 -1 0o 1 0 0 0 -1 -1 0 1
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1.4.4 Module d’élasticité

Pour un élément unidimensionnel, le module d’élastiest un scalaire : un tenseur d’ordre 1.
De méme, pour un élément bidimensionnel, c’est un tenseur d’ordre 2 ou une matrice. Et pour

un élément tridimensionnel, un tenseur d’ordre 4 est requis pour représenter son module

[EEN
=

<

[D] = E; X

[ERNSEN
I
< <
—_
I
<
=
I
- < <

Comme la représentation d'un tel tenseur est encore assez compliquée, on a résolu de le

réduire en une matrice carrée dont les valeurs sont issues du tenseur d’origine.

1—v % % 0 0 0
% 1—v % 0 0 0
[D] % % 1—v 0 0 0
T (1+v)(1-2v) 0 0 0 @ 0 0
0 0 0 0 1 -2v) 0
2
0 0 0 0 0 (1_22V)

La valeur numérique de la matri¢] n'est obtenue qu’aprés avoir choisi les valeurs
numeériques de et de E. Néanmoins, en tant qu’exemple, la mattiéksticité suivante est

celle d’'un élément tel que 5
- E=2110>MPa

- v=02

R Dij enMPa
233333,3 58333,3 58333,3 0 0 0
58333,3 233333,3 58333,3 0 0 0
[D] = 58333,3 58333,3 233333,3 0 0 0
0 0 0 87500 0 0
0 0 0 0 87500 0
0 0 0 0 0 87500
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1.4.5 Matrice de rigidité élémentaire

La matrice de rigidité élémentaire s’obtient papBaation intégrale :
[ke] = f, ‘[BI[D][B]det] d§ dndg (3-4-1-1)
ou le déterminant de la matrice jacobienne J est :
det] =6V
V étant le volume du tétraédre élémentaire.

De part la valeur dgB] ainsi que celle déD] précédentes, pour I'élément tétraédrique

élémentaire, la valeur de la matrice de rigidité élémentaire, en MPa par unité de longueur, est :

-13611  -4861,1 -4861,1 2916,7 0 1944,4 2916,7 1944,4 0 7777,8 2916,7 2916,7
-4861,1  -13611  -4861,1 0 2916,7 1944,4 2916,7 7777,8 2916,7 1944,4 2916,7 0
-4861,1 -4861,1  -13611 2916,7 2916,7 7777,8 0 1944,4 2916,7 1944,4 0 2916,7
2916,7 0 2916,7  -2916,7 0 0 0 0 0 0 0 -2916,7

0 2916,7 2916,7 0 -2916,7 0 0 0 -2916,7 0 0 0
1944,4 1944,4 7777,8 0 0 -7777,8 0 -1944,4 0 -1944,4 0 0
2916,7 2916,7 0 0 0 0 -2916,7 0 0 0 -2916,7 0
1944,4 7777,8 1944,4 0 0 -1944,4 0 -7777,8 0 -1944,4 0 0

0 2916,7 2916,7 0 -2916,7 0 0 0 -2916,7 0 0 0
7777,8 1944,4 1944,4 0 0 -1944,4 0 -1944,4 0 -7777,8 0 0
2916,7 2916,7 0 0 0 0 -2916,7 0 0 0 -2916,7 0
2916,7 0 2916,7  -2916,7 0 0 0 0 0 0 0 -2916,7

Dans le programme de calcul par éléments finis, le script donnant la matrice de rigidité
elémentaire est décrit par la fonction ‘ function Elementaire ’ s uivante :

function elementaire = Elementaire( Mu, E, pas)

% (elementaire) = Elémentaire( Mu, E, pas)

%0 C assi c functions

% Rappel des valeurs dans Fem_1.mat

if nargin < 3.0 load Fem_1 E Mu pas; end

nu = Mu; e = E; pa = pas;
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clear Mu E pas

%% @r ps du progranme
% Module d'Young

G = e/((1+nu)*(1-2*nu));

D = G.*1-nu,nu,nu,0,0,0;nu,1-nu,nu,0,0,0;nu,nu,1-nu,0,0,0;0,
0,0,(2-2*nu)/2,0,0;0,0,0,0,(1-2*nu)/2,0;0,0,0,0,0,(1-2*nu)/2];

clearGnue
% Matrice reliant les déformations aux variables nod aux
B =[-1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0;0,-1,0,0,0,0,0,1,0,0,0 ,0;

0,0,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,1;0,-1,-1,0,0,0,0,0,1,0,1,0;
-1,0,-1,0,0,1,0,0,0,1,0,0;-1,-1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0];

% Matrice de rigidité
% Préliminaires
Bl =B’
R1 = B1*D*B;
clear B B1 D
If pa ==.
Vol = ((1/6)*pa*.01);% Volume d'un tétraedre (1/3*Base*H)
else % pas =0.2,0.50u 1.0
Vol = ((1/6)*pa*.04);
end
Int = ((.5)*Vol"2); % Intégrale de V.dv
clear pa Vol
% Calcul
elementaire = Int*R1; % Intégrale de B1*D*B*V.dv
clear Int R1
elementaire = sparse (elementaire);

% Réduit son volume de stockage
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2 Vecteur des forces

2.1 Arguments d’entrée

Comme chaque nceud possede trois degrés de liberté, la taille du vecteur des forces est trois

fois le nombre de nceuds du systéme étudié.

Les données nécessaires au programme pour calculer le vecteur des forces sont les intensités,
les directions ainsi que les positions de tous les efforts connus appliqués aussi bien aux

niveaux des noeuds gu’entre les nceuds.

2.1.1 Position

Pour une charge répartie telle que le poids proprenochargement linéaire, le programme se
passe de la position et se contente de la valeur et de la direction de la charge, utiles pour
reconnaitre la face d’application. Il détecte ensuite, par le biais d’'une fonction de distance, les
nceuds qui se trouvent sur la face en question avant d'y répartir la somme de I'intensité de tout

le chargement de la poutre ou du poteau sur toute sa portée.

Par contre, pour une charge ponctuelle, la position est cruciale pour reconnaitre le ou les

noeuds concerneés.

2.1.2 Intensité

L’intensité de la charge prise en compte par le anogne est comptée positivement dans le
sens positif de I'axe principal qui lui est directement paralléle. Par conséquent, pour le poids
propre ainsi que les éventuelles surcharges d’exploitation verticales, il est indispensable de

précéder, d'un signe moins, les valeurs des intensités de chargements.
2.1.3 Direction
D’abord, la direction des efforts dans les poteaitxsoit suivant le premier axe principak,

soit suivant le second axe principdy.

Par contre, la direction de la poutre est récoltée par le programme dans la section de
reproduction du volume, avant la récolte des caractéristiques des chargements. Afin d’éviter
certaines erreurs de manipulation du programme, les efforts normaux dans les poutres sont

restreints de facon a ce que :
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- Sil'axe de la poutre suit 'axe’x, la direction des forces qui y sont appliquéesait d
pas étre contenue dans cette direction ; soit elle suit 'axe vertical, soit elle suit I'axe

horizontal directement perpendiculajre.

- Et si la poutre est dirigée suivant I'axéy, la direction des forces qui lui sont

appliquées doit étre suivant I'axéx ou suivant I'axez’z.

- Dans les cas ou la poutre suit une toute autre direction, les forces peuvent étre
appliguées suivant n'importe quel axe.
2.2 Argument de sortie

De part les différents arguments d’entrée, le script qui opére sur le vecteur des forces permet
de se procurer le vecteur global de toutes les forces appliguées dans les éléments de la
structure. Le vecteur global, vecteur force du systéme tout entier, est obtenu par 'assemblage

des vecteurs force de chaque élément de la structure.

3 Vecteur des déplacements

Le vecteur des déplacements posséde une forme analogue au vecteur des forces. Les nombres
de leurs lignes, de leurs colonnes donc de leurs composantes sont les mémes. En effet, a
chaque effort déclaré dans le vecteur des forces correspond, dans le vecteur des déplacements,
a un déplacement qui lui est directement induit.

3.1 Arguments d’entrée

Les arguments d’entrée du script opérant dans la conception du vecteur des déplacements
sont :

- La position du ou des nceuds soumis a des déplacements imposes ;

- Ainsi que les vecteurs qui représentent ces déplacements.

En effet, il est évident que dans I'espace de représentation de la structure, le déplacement d’un

nceud doit étre spécifié par vecteur tridimensionnel.

3.2 Argument de sortie

Par analogie au vecteur force, le script régissant le vecteur déplacement renvoie un vecteur

qui contient toutes les sollicitations au niveau de chaque nceud de I'élément.
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4 Assemblages
4.1 Assemblages de la matrice de rigidité globale

Dans la programmation des calculs, la méthode des éléments finis appliquée au calcul de

structures comporte deux différentes étapes d’assemblage, a savoir :

- l'assemblage des éléments tétraédriques pour la construction d'un élément de la
structure ;

- l'assemblage des éléments de la structure pour I'obtention du portique tout entier.

La premiére étape de I'assemblage est 'assemblage par éléments finis proprement dit tandis
gue la seconde peut étre définie comme étant 'assemblage par I'extension de la méthode des

éléments finis au calcul de structures.

4.1.1 Premier assemblage

Le script qui régit la premiéere étape de I'assembldg la matrice de rigidité varie selon le

type de I'’élément de structure considéré :

- Pour la conception d’'une poutre, le script correspondant est la fonction ‘ f unct i on
Poutre4d.m ’;

- Par contre, pour un poteau, c’est la fonction * f unct i on Poteau4.m .

4.1.1.1 Choix du type d’élément
Poutre

Une poutre peut étre orientée suivant une infinité de directions dont la seule limite est
'axe z'z. Afin de faciliter la collecte des informations cennant les facteurs de choix de
cette disposition et dans le but d'éviter la saisie manuelle des angles d’orientation qui est
souvent tres délicate, le programme a été doté d’'un nombre fini d’options de directions.

Z A

¢ %

0

o

Figure 1 : orientation d'une poutre 134
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Pour une poutre dont I'axe principal fait un an@lpar rapport au premier axe du premier
plan dans le repére global, c'est-a-dire I'a%e, ainsi qu’'un angl%—go par rapport au

troisieme axe du méme repére, le programme identifie les angles d'orientation de chaque
élément de fagcon a ce que sa longueur suit son axe ; sa largeur suit alors automatiquement

I'axe directement perpendiculaire tandis que sa hauteur suit I'axe z'z

Poteau

Indifféremment aux diverses orientations possibles d’'une poutre, les poteaux sont toujours
orientés verticalement : dans la direction du troisieme axe principal. Par conséquent, la
programmation du premier assemblage d'un poteau est moins complexe que celle du cas
d’'une poutre. En effet, il suffit de déclarer dans le script que la longueur de I'élément suit

I'axe z'z et qu'automatiquement ses sections se situenti@erakent au pla®xy.

4.1.1.2 Orientation d’une poutre

L’orientation d’une poutre est définie par la difentde son axe principal. Dans le but de ne
pas créer de nouvelles notations, le programme utilise les notations angulaires des

coordonnées sphériques afin de reconnaitre la direction d’'une poutre

- L’angle 6 est I'angle que fait I'axe principal de la poutreaVaxex'x ;

- L’'angleg est, par contre, celui qu'il fait avec I'axe.

Pour se passer de l'insertion manuelle des angles lors de I'emploi du programme, ce dernier

est muni d’un nombre fini de choix qui regroupent les directions les plus fréquentes.

4.1.1.3 Conception de la matrice des positions

La matrice des positions ou matrice des coordonesel matrice qui liste les coordonnées

de chaque nceud de I'élément de structure suivant un ordre spécifigue. Sa conception est
cruciale puisque la subdivision du volume de I'élément considéré en dépend. Les scripts qui

aboutissent a la matrice des positions, selon le type de I'élément et a part son orientation,

utilisent les coordonnées de départ ainsi que les coordonnées d’arrivée de I'élément : c'est-a-

dire les valeurs de Xmin, Xmax, Ymin, Ymax, Zmin et Zmax.

Y Pour les rotations complexes, on doit se rapporter aux angles d’Euler
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4.1.1.4 Tessellation? de la matrice des positions

De part les coordonnées des nceuds, le programnse utite tessellation qui vise a lier ces
derniers afin de définir un modéle de maillage. La matrice issue d’une tessellation est, par

conséquent, la matrice de connectivité utilisée dans les opérations ultérieures.

Dans tout le programme, la tessellation de calcul est du type Delaunay tandis que celle de la

reproduction du volume est la tessellation par défaut de Matlab : le type ‘ patch .

4.1.1.5 Création du maillage

Avant d’entrer dans les détails, il est importanisdeoir qu’'une matrice des coordonnées est

une matrice a trois colonnes tandis qu’une matrice de connectivité comporte quatre colonnes.

1
0 0 1 —
6
0 1 1 4 5 6 2
1 1 1 5 8 7 2
Matrice des coordonnées Matrice de connectivité

Un script permet de créer une maille en reliant les quatre nceuds dont les numeéros figurent

dans une méme ligne de la matrice de connectivité.

De part cette liaison, un autre script crée une figure contenant la représentation du volume

engendré par la matrice des coordonnées de facon a reproduire toutes les mailles.

Dans le programme, le script qui conduit a la création d’'une maille est appeiéon

delaunayn.m tandis que le second script est la fonction function

t etramesh.m

4.1.2 Second assemblage

Apres avoir obtenu toutes les matrices de rigidéénéntaire venant de tous les éléments de
la structure, le programme procéde a la conception de la matrice de rigidité globale qui

représente la structure toute entiére.

2 Matérialisation des limites de chaque subdivision
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4.1.2.1 Arguments d’entrée
Pour cela, le programme a besoin :

- de la matrice de rigidité de chaque élément ;
- de la matrice de coordonnées de chaque élément ;
- de la matrice de connectivité de chaque élément.

4.1.2.2 Procédés

La premiére opération a effectuer est la confeatieha matrice de coordonnées ainsi que de

la matrice de connectivité de la structure toute entiere.

- D’abord, la matrice de coordonnées de chaque élément de la structure est insérée dans
un tenseur d’ordre 3 initialement vide dont les numéros des camesspondent aux
numeros des éléments en tachant de respecter I'ordre de ces derniers. Cette opération
est nécessaire afin d’éviter les problemes de stockage de valeurs ;

- Pour des vérifications ultérieures, il est important de recenser les dimensions de
chaque matrice élémentaire ;

- Vient ensuite 'assemblage de la matrice de connectivité, de la méme maniére que la
matrice des coordonnées ;

- Enfin, de part ces deux tenseurs cubiques, le programme confectionne les matrices de
coordonnées et de connectivité de I'ensemble en triant les mémes nceuds qui se
retrouvent plusieurs fois dans différents éléments. Cette opération est un peu délicate
puisque les coordonnées d’'un méme nceud peuvent différer de quelgifesnité
prés lors de leurs confections ; il convient alors d’utiliser un autre script permettant

d’effacer cette méprise.

La seconde opération consiste en la confection de la matrice de rigidité globale.

- De la méme facon que les opérations précéedentes, il est essentiel de reporter, en
premier lieu, la matrice de rigidité de chaque élément dans un tenseur cubique dont les
numeros des cages correspondent aux numéros des éléments ;

- Ensuite, le programme confectionne la matrice de rigidité globale du systéme en
insérant la matrice de rigidité de chaque élément dans une matrice initialement nulle ;

- Un script de triage vient ensuite supprimer les coefficients de rigidité afférents aux

dédoublements des nceuds qui étaient triés de la matrice des coordonnées. Il faut

3 Troisieme dimension d’un tenseur d'ordre 3.
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prendre garde d’enregistrer les numéros des éléments retirés afin de pouvoir effectuer
une quelconque Vérification ultérieure. Notons que cette opération de triage ne peut se
faire que si on a acceés aux composantes de la matrice des coordonnées avant et aprés

son triage.

4.1.2.3 Argument de sortie

La matrice qui résulte de ces opérations est laiceatle rigidité de 'ensemble. Cette matrice
doit avoir a peu prés la forme d’une matrice bande puisque chaque matrice élémentaire est, de

part sa confection, une matrice plus ou moins diagonale.

Notons que la matrice peut comporter quelques éléments qui se retrouvent loin de la
diagonale, ce qui est tout a fait logique puisque lors de I'opération du triage, les facteurs de
rigidité correspondant aux nceuds doubles sont rajoutés a ceux qui se rapportent aux nceuds

dédoublés.

4.1.3 Données utiles

Par la synthése de tous les arguments qui figurans ¢es paragraphes qui précédent, les

données utilisées par le programme, dans le but de fournir la matrice de rigidité globale sont :

- Le module d’élasticité du matériau de fabrication des éléments de la structure ;
- Le coefficient de Poisson y afférent ;

- Le type du maillage ;

- Les coordonnées de départ et d’arrivée de chaque élément ;

- Etl'orientation des poutres.

Remarque

Lors de la conception du programme, la conservation des tenseurs cubiques regroupant
respectivement les matrices des positions, les matrices de connectivité et les matrices de
rigidité de tous les éléments de la structure est cruciale afin de se préserver d’éventuelles

erreurs commises pendant I'édition de tous les scripts.

138



Programmation de la méthode des éléments finis

4.2 Assemblage du vecteur force
4.2.1 Organisation des calculs

La programmation des opérations de calcul du vectlarce s'effectue suivant
I'organigramme qui sulit.
Début

V/
Lecture des données : intensité,
direction, position

Confection du vecteur force d’'un
élément de la structure

Recherche du numéro de I'élément

Insertion dans le vecteur force de la
structure entiére

Fin

4.2.2 Vecteur des forces au niveau d'un nceud

Comme chaque noeud posséede trois degrés de liberécteur des forces au niveau d’'un

nceud doit comporter trois composantes, a savoir :

- la composante de la résultante suivant I'axe x'x

- la composante de la résultante suivant I'axe y'y ;

- la composante de la résultante suivant I'dxe

4.2.3 Vecteur force d’'un élément de la structure

C'est le vecteur force obtenu aprés le premier aSkgye: celui des éléments finis
proprement dit. Il découle du paragraphe précéedent que le nombre des composantes de ce
vecteur doit étre égal a trois fois le nombre de noceuds de I'élément en question : donc de la

longueur de sa matrice des positions.
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4.2.4 Vecteur force de la structure

Le vecteur des forces de la structure toute entgstele vecteur obtenu aprées le second

assemblage de chaque vecteur force au niveau de tous les éléments du systéme.

Ayant acces aux vecteurs force élémentaire, la confection d’'un vecteur force unissant tous les

efforts appliqués a la structure suit les étapes ci-apres :

- la confection d’'une matrice réunissant toutes les valeurs des efforts appliqués a chaque

élément :

Lors de cette opération, les numéros des colonnes de la matrice doivent correspondre aux
numeéros des éléments de la structure. Pour faciliter les insertions, il convient de créer avant
tout une matrice nulle dont le nombre de colonnes égalise le nombre des éléments qui

composent le systéme.

- le transfert des valeurs de cette matrice dans un vecteur dont le nombre de lignes est

égal au nombre des éléments de la matrice :

Les composantes de la matrice doivent étre transférées de facon a respecter I'ordre de ses
colonnes. Cette opération est d’'une grande aisance puisqu’il suffit de donner, au logiciel, une

instruction qui permet de citer tous les éléments de la matrice initiale.

- le triage des composantes correspondant aux noeuds dédoublés :

Cette opération ne peut se faire que si on a accés a la matrice précédente, aux matrices des
positions et aux matrices de connectivité avant et apres leurs triages. Sur ce, a chaque nceud
trié de la matrice des positions, le programme extrait du vecteur force les trois lignes qui y

correspondent.

4.3 Assemblage du vecteur déplacement

4.3.1 Déplacements au niveau d’un nceud

Le nombre des composantes d’'un vecteur déplacemenivaau d’'un nceud doit corres-

pondre au nombre de degrés de liberté qu’on y observe. Sur ce, il doit comprendre :

- le déplacement du nceud suivant I'axe ;x'x

- le déplacement du nceud suivant I'axe y'y ;

- le déplacement du nceud suivant I'ake
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4.3.2 Vecteur déplacement d’'un élément de la structure
C’est le vecteur obtenu apres I'assemblage du vedes=udéplacements au niveau de chaque

nceud de I'élément.

Par analogie au vecteur force, le vecteur déplacement d’'un élément de la structure doit avoir

3n composantes si représente le nombre des nceuds de I'élément.

4.3.3 Organisation des calculs

La confection du vecteur déplacement suit I'orgaamgme ci-apres.
Début

Lecture des données afférentes aux
déplacements connus

Confection du vecteur déplacement
d’un élément de la structure

Recherche du numéro de I'élément

Insertion dans le vecteur
déplacement de la structure entiere

Fin

4.3.4 Vecteur déplacement de la structure

Ce vecteur résulte du second assemblage des vedesudgplacements.
Ayant accés aux vecteurs des déplacements élémentaires, la confection d'un vecteur
déplacement unissant tous les déplacements imposés observés dans la structure toute entiere

suit les étapes ci-apres :

- la confection d’une matrice réunissant toutes les valeurs des déplacements imposés en

chaque élément :

141



Programmation de la méthode des éléments finis

Comme lors de l'assemblage du vecteur force, lors de cette opération, les numéros des
colonnes de la matrice doit correspondre aux numéros des éléments de la structure. Pour
faciliter les insertions, il convient de créer avant tout une matrice nulle dont le nombre de

colonnes égalise le nombre des éléments qui composent le systeme.

- le transfert des valeurs de cette matrice dans un vecteur dont le nombre de lignes est

€gal au nombre des éléments de la matrice :

Les composantes de la matrice doivent étre transférées de facon a respecter I'ordre de ses
colonnes.

- le triage des composantes correspondant aux nceuds dédoublés.

5 Résolution de I'équation matricielle finale

5.1 Arguments d’entrée

La résolution est la derniere opération en ce qui concerne la méthode des éléments finis. Pour

ce faire, on doit avoir acces aux données suivantes :

- le vecteur force de la structure toute entiére ;
- la matrice de rigidité globale ;

- ainsi que le vecteur déplacement du systeme.

5.2 Procédés

La résolution consiste a effectuer les trois principales opérations qui suivent.

- En premier lieu, le programme recense les numéros des lignes du vecteur déplacement

dont les valeurs sont connues.

Il convient de distinguer trois cas de nceuds selon leurs états de chargement : d’abord, les
nceuds sollicités sont les nceuds supportant directement un ou plusieurs efforts extérieurs ;
ensuite, les nceuds appuyés qui lient la structure au milieu extérieur sont les nceuds dont les
efforts appliqués sont inconnus et enfin, les autres nceuds : les noeuds intermédiaires qui ne

soutiennent aucun effort extérieur direct sont les nceuds non-chargeés.

Il en découle que les seules forces inconnues se situent au niveau des nceuds faisant I'objet de
liaisons avec le milieu extérieur. Dans un portique, ce sont les efforts de réaction au niveau

des semelles de fondation.
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Comme les valeurs de ces efforts sont inconnues, le logiciel renvoie une valeur nulle quand il
est amené a les afficher. Sur ce point, il faut prendre garde qu'une ou deux composantes
successives du vecteur peuvent étre nulles bien que la force appliquée au niveau du nceud

correspondant soit connue.

0.01

-0.02
0.005

Force inconnue au
niveau d’un noeud

- Ensuite, il trie le vecteur des forces, le vecteur des déplacements ainsi que la matrice
de rigidité de fagcon a séparer les déplacements connus des déplacements inconnus

comme l'indique I'exemple suivant.

Lors de ce triage, la connaissance des numéros des composantes inconnues du vecteur des

forces est indispensable.

Les tableaux qui précedent représentent respectivement le vecteur des forces, la matrice de
rigidité et le vecteur des déplacements de I'équation d’équilibre finale avant I'opération en

guestion.
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Les tableaux qui suivent, par contre, sont les résultats de la séparation.

- Par des équations mathématiques simples, le programme retrouve les déplacements

inconnus. Enfin, la multiplication de la matrice de rigidité globale par le vecteur

déplacement, a présent retrouvé, conduit au vecteur des forces.

Aprés I'étape du triage, I'équation matricielle globale peut étre représentée par les formes

suivantes.

‘ Fconnues ‘ ‘ Kcc Kci ‘ ‘ U inconnus

‘Finconnues ‘ Kic | Kii ‘ ‘ U connus ‘

Il en découle que :

F connues = K. X U inconnus + K; X U connus (3-4-5-1)

Donc :

U inconnus = K,.~* x F connues — K. * X K;; X U connus ~ (3-4-5-2)

Enfin :

{F} = [K]{U} (3-4-5-3)
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5.3 Organisation des calculs

En résumé de toutes les étapes détaillées dans le paragraphe précédent, consacré aux procédés
de la résolution de I'équation matricielle finale, I'organigramme ci apres illustre les

démarches vues dans un aspect généralisé.

Lecture des données :
vecteur force, vecteur
déplacement et matrice de
rigidité

Recensement des forces
inconnues,

triage des trois termes de
I'équation

Détermination des
déplacements inconnus
(\

Calcul du vecteur des forces

Fin

5.4 Arguments de sortie

Les inconnues essentielles de la méthode des éléments finis sont les vecteurs des forces et des
déplacements. Ces deux vecteurs doivent donc impérativement figurer dans les résultats
finaux du programme. La matrice de rigidité globale pouvant étre utile dans une quelconque
opération ultérieure, le programme le stocke en tant que base de données dans un fichier de

stockage du logiciel.
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Interfaces interactives

1 Les interfaces interactives

Dans Matlab, la programmation des interfaces interactives se ramene a la programmation des
opérations a effectuer lors du rappel de chaque commande.

1.1 Interfaces préliminaires

Les interfaces préliminaires sont les fenétres qui accueillent l'utilisateur lors du démarrage du
programme. La premiére interface annonce le titre du programme tandis que la seconde
interface demande a I'utilisateur de choisir parmi les trois programmes prédéfinis.

1.1.1 Interface d’'introduction

La fenétre de l'interface d’'introduction est montpée la figure suivante.

First ==

Programmes de calcul de portigues
Congu par B Arthur

Ertrer Cuitter

Figure 1 : fenétre de l'interface d'introduction

C’est la premiére fenétre qui s’ouvre au commencement du programme. Elle annonce que
I'utilisateur a tenté d’accéder avec succes, au corps du programme et gu'’il est sur le point de

I'exécuter. Ainsi, elle lui demandera, dans un dialogue simple, s’il veut continuer.

1.1.2 Interface de choix des méthodes

L’interface de choix des méthodes est représentéla figure qui suit.

Second |__J

Weillez choisir une méthade

“Walicder
héthode matriciele
meéthode des rotations
hethode des eléments finis Ciuitter

Figure 2 : fenétre de l'interface de choix
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Apres avoir accepté d’entrer dans le corps du programme, en appuyant sur le bouton ‘Entrer’
de la premiére fenétre, une seconde fenétre apparait. Celle-ci demande de spécifier suivant
guelle méthode I'étude doit étre effectuée. Dans la boite de menus se trouvent les trois
meéthodes de calcul que le programme propose. Apres avoir opté pour un choix, il suffit
d’appuyer sur le bouton ‘Valider'.

1.2 Interfaces principales

Aprés avoir effectué un choix sur la méthode appropriée, l'utilisateur est invité dans une
interface qui recueille les caractéristiques mécaniques et geomeétriques globales de la
structure. Ensuite, de part ses caractéristiques, le programme s'adapte et renvoie une interface
de calcul qui recueille les détails sur la forme de chaque élément. Cette interface de calcul est

I'interface principale correspondante a la méthode choisie.

1.2.1 Interface de la méthode des rotations

Un exemple d’interface principale du programme deutaelon la méthode des rotations est
représenté par la fenétre suivante.

u HStRt @ L‘: @g\

— Arthur .com

— Chargernent

P 5
q I

I E

— Rézultats

Ko, m

o ki

— Portées

A

BC

ch

DE

BD

[ty

CE

CF

DF

EG

FH

Autre cas de charges

Sartir

“alicler

— Rotations des nosuds

hul m & m

- — Moments aux nosuds

AR
BA
BC
CE
ED
DB

ch
DC
CE
EC

CF
FC

DE
ED

DF
FD
EG

GE

FH

HF

Figure 3 : fenétre principale de la méthode des rotations
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D’abord, en haut, a gauche, se trouve I'axe de représentation du schéma de la structure a
étudier. Ensuite, en haut, a droite se situe un compartiment regroupant les lieux de

récupération des arguments d’entrée. En dessous de celui-ci, sont placés les boutons de
commande du programme. Et enfin, en bas, on trouve le compartiment ou les résultats seront

affichés.

Notons que le nombre d’arguments d’entrée varie suivant le nombre des éléments de la

structure et qu’il en est de méme pour les arguments de sortie.

1.2.1.1 Inscription des données

Tous les arguments d’entrée sont regroupés dans oampastiment afin d’empécher
I'utilisateur d’'omettre I'un d’entre eux. Néanmoins, les surcharges d’exploitation (les
sollicitations), les caractéristiques meécaniques communes et les portées des éléments sont

séparéees dans leurs compartiments respectifs selon la figure suivante.

Donnges _
Chargement Section
p 5

q 1
M E
kg, m cm, kM
Portée
AB CE
BC CF
CD DF
DE EG
BD FH

£
Lmy

Figure 4 : compartiment des arguments d'entrée

En ce qui concerne les unités de calcul, I'utilisateur possede un libre choix sur les unités qu'il

veut utiliser. Il suffit alors de les spécifier dans les menus correspondant.

148



Interfaces interactives

1.2.1.2 Commandes

La figure ci-aprés illustre les boutons de commaneld’interface principale de la méthode

des rotations.

Autre cas de charges Annuler

Figure 5 : boutons de commande
Lorsque tous les textes éditables du compartiment des arguments d’entrée sont remplis de
valeurs numériques (aucune expression littérale), I'utilisateur peut enclencher la commande

de calcul en appuyant sur le bouton ‘Valider'.

Par contre, si l'utilisateur veut changer quelgues détails concernant la forme ou les
sollicitations de la structure, il peut a tout moment appuyer sur le bouton ‘Autres cas de

chargement’.

Enfin, apres que le programme de calcul par la méthode des rotations ait fini les opérations
demandées, la touche ‘Sortir’ possede les mémes fonctionnalités que l'icbne ‘Fermer’ de la
fenétre, a la seule exception qu’en plus, elle sauvegarde le projet dans le stockage des données
de Matlab avant de quitter completement I'application.

Le tableau suivant décrit des fonctions de chaque bouton de commande de linterface
principale de la méthode des rotations.

Bouton Fonction
Autres cas de charges Annuler les calculs et définir une autre structure
Annuler Quitter le programme
Valider Démarrer les calculs visant a déterminer I'état de la structure

Tableau 1 : boutons de commande de la méthode des rotations

1.2.1.3 Représentation des résultats

Avant que la touche ‘Valider ne soit appuyée, laéfee de I'interface est réduite de fagon a
ce que le compartiment des résultats ne s’affiche pas a I'écran. Il en est ainsi pour que

l'utilisateur puisse se concentrer entierement dans la saisie des arguments d’entrée.
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Dans le compartiment correspondant aux rotations des nceuds, seuls les angles de déformation

au niveau des nceuds susceptibles de rotation sont indiqués parce que les autres sont supposés

étre nuls.
—Résuttats
— Rotations des noeuds—— Moments aux noeuds
SB o CE FH
B Ea, D ED HF
< BC CE OF
£ B EC FD
7 BD CF EG
DB FC GE

Figure 6 : compartiment des résultats

1.2.2 Interface de la méthode matricielle

n DAl e R @Eﬂ
— Arthur .com
— Moeud—————————— — Element
Ajouter &
I
Sollicitation Ajouter
E
IL
Ramener les efforts Direction Origine
Qi
2
E
C
o
E
F
G
H
(kM) AjoLter
Autre cas de charges Annuler W alicler
rRésutat
Simuler les déplacements |
“air les forces nodales I
Yoir 123 déplacements I
Enreistrer |

Figure 7 : interface de la méthode matricielle
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Pareil a l'interface principale de la méthode des rotations, celle de la méthode matricielle

comprend :

- un compartiment réservé a la représentation schématique de la structure ;
- un compartiment réservé a la récupération des arguments d’entrée ;
- et un compartiment pour l'affichage des résultats, qui se trouve au bas de la fenétre et

qui est masqué avant le démarrage des calculs.

1.2.2.1 Inscription des données

L’interface principale du programme correspondanta améthode matricielle réserve un
espace pour la saisie des caractéristiques mécaniques, des caractéristigues géomeétriques ainsi

gue des efforts appliqués au niveau de chaque élément.

Quant aux unités, elles doivent étre spécifiées par I'utilisateur afin qu'elles correspondent a ses

préférences. Par défaut, les unités employées sont : le metre et le kilo Newton (m, kN).

1.2.2.2 Commandes

A part les boutons de commande, Matlab offre plusiéoites de commande. Sur ce, dans
l'interface de la méthode matricielle, les boites de menus sont fréequemment utilisées. Leur

manipulation sont les mémes que celle des langages de base.

Les boutons de commande dans l'interface de la méthode matricielle ont les fonctionnalités

décrites par le tableau suivant.

Bouton Fonction
Ajouter Ajouter un élément a la structure
Autres cas de charges Annuler les calculs et définir une autre structure
Annuler Quitter le programme
Ramener les efforts Calculer les efforts aux nceuds de part les efforts en travée
Valider Démarrer les calculs visant a déterminer I'état de la structure

Tableau 2 : boutons de commande de la méthode matricielle

Par contre, le tableau suivant représente la liste des menus suivie de leurs fonctions
respectives.

Boites de menus Fonction
Ajouter (dans I'espace ‘Nceud’) Permet de saisir les sollicitations ou les déplacements hodaux
Direction (dans l'espace ‘Elément) Fa?(r)Ttitrde choisir la direction principale de I'élément a
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1.2.2.3 Représentation des résultats

Le calcul fait, le programme retourne les résulsisis forme de tableau dans l'espace
ActiveX de la feuille de calcul de Microsoft Office 2003. Il est alors a I'utilisateur de les saisir
ou de les copier dans un autre fichier prenant en charge les tableaux. La figure suivante

représente la feuille de calcul montrant les résultats de I'étude d’un exemple de structure.

C
6| 0.32245) 0.22540
0.80652| 0.02546

0| 0.23205
0.20508| 0.56405

{1} ”}

Figure 8 : feuille de calcul

1.2.3 Interface de la méthode des éléments finis

La figure suivante illustre ces différents compartiments de l'interface de la méthode des éléments

finis.

| ) FER =] (= ]
— Donné
— Chargement——  — Dessiner
Ajouter Ajouter
— Déplacement
Ajouter
Ajouter Enregistrer Annuler “alicder
rREésultat:
A il Consulter : Echelle -
1 | [ Simulation des déplacements
Wecteur des forces |
Wecteur des déplacements | Facette -
LIk
\W [ m ][] Matrice de rigidité &lémentaire | Cartographie de cortraintes |

Figure 9 : interface de la méthode des éléments finis
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Un axe de représentation se situe dans le premier coin de la fenétre. Chaque élément de la
structure y sera tracé. Les arguments d’entrée seront recueillis dans un compartiment qui se
trouve en haut, a droite. Et enfin, I'espace attribué a I'affichage des résultats est disposé au

bas de l'interface.

1.2.3.1 Inscription des données

Dans le compartiment réservé aux arguments d’entrée,

- le sous compartiment ‘Chargement’ inclue un menu sur le choix du type de
chargement a appliquer sur I'élément. Notons qu’on peut appliquer autant de charges
gue I'on veut sur un élément donné ;

- le sous compartiment ‘Dessiner’ comporte le menu de choix du type (poutre ou
poteau) de I'élément a ajouter au structure ;

- tandis que le sous compartiment ‘Déplacement’ est réservé a la saisie des données

correspondant aux déplacements imposés a la structure.

Apres avoir pointé le curseur sur I'un de ces différents menus du compartiment et aprés avoir
effectué un choix, le programme affiche les boites de textes ou l'utilisateur doit saisir les

valeurs correspondant a son choix. Les trois figures qui suivent illustrent cette opération.

1 Chargement —— —1Poutre;
Dimension  Origine
Valeur k
Position h
Direction OX L
Direction R
(m)
X b |
(kN) o= - -
— Déplacement |
X b Z
Moeud
Ajouter
Glissement

Figure 10 : compartiments de saisie des arguments d'entrée
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1.2.3.2 Représentation des résultats

Apres tout calcul fait, le programme doit retourtes résultats correspondant a I'état de la
structure. Les valeurs du vecteur des forces, de la matrice de rigidité ou du vecteur des
déplacements peuvent étre affichées dans la feuille de calcul du compartiment des résultats

selon le bouton de commande spécifié par l'utilisateur.

Cette feuille de calcul résulte de l'insertion d'un confréle ActiveX relié au programme Excel

du logiciel Microsoft office.

Afin de visualiser les valeurs comprises dans chaque cellule, deux coulisses horizontale et
verticale permettent de naviguer dans la feuille. Les touches de navigation du clavier de

subvenir a cette tache.

1.2.3.3 Commandes

Puisqu’'un portiqgue est composé de plusieurs pouwtepuisque le programme ne peut
déterminer d’avance le nombre de ces éléments, il faut spécifier I'insertion de chaque élément

dans I'ensemble de la structure.

Figure 11 : ajout d'un élément

Sur ce, les boutons de commande ‘Ajouter’ servent a insérer un élément, ajouter un
chargement ou spécifier un déplacement imposé a la structure. Afin de mieux comprendre les
fonctions de chaque bouton de commande, il convient de distinguer quelques classes de

boutons :

- les boutons du type général qui ne sont contenus dans aucun compartiment ;
- le bouton du compartiment des arguments d'entrée ;

- etles boutons du compartiment des arguments de sortie.
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Interfaces interactives

La fonction de chaque bouton, selon sa classe, est régie par le tableau suivant.

Type Boutons Fonctions
Ajouter Ajouter un élément ou une charge
Annuler Interrompre le programme pour sortir
- . Enregistrer les résultats et quitter
Général Sortir g a
programme
. Démarrer le calcul de la structure par
Valider . s -
meéthode des éléments finis
. . Imposer le déplacement saisi au nceud
Arguments d’entrée | Ajouter P P

spécifié

Arguments de sortie

Vecteur des forces

Afficher le vecteur des forces dans la feuill
de calcul

Vecteur des
déplacements

Afficher le vecteur des déplacements dans la

feuille de calcul

Matrice de rigidité
élémentaire

Montrer la matrice de rigidité d'un tétraedre
élémentaire utilisé pendant le calcul

Simulation des
déplacements

lllustrer, dans une figure, I'état de |la
structure apres lI'application des efforts

Tableau 4 : boutons de commande de la méthode des éléments finis
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Conclusion de la troisieme partie

Le logiciel Matlab est un logiciel puissant qui se distingue des autres logiciels programmables
par sa faculté a reconnaitre les matrices en tant que variables entiéres et compactes. Par
conséquent, les opérations matricielles dans Matlab s’effectuent comme les opérations

numeriques classiques usant des lois de composition interne de 'ensemble des réels.

La programmation des scripts dans Matlab est aisée du fait que ses instructions sont trés peu
différentes de celles des langages de base tels que les logiciels C et Visual Basic. De plus,

Matlab offre une possibilité d’assembler les scripts dans une interface principale.

La programmation des calculs par la méthode des rotations, la méthode matricielle et la
méthode des éléments finis se fait suivant les théories traitées dans la seconde partie de cet

ouvrage.

Pour faciliter I'instruction et I'exécution des commandes ainsi que la saisie des arguments
d’entrée par les utilisateurs, des figures interactives indépendantes ont été créées pour chaque
meéthode de calcul. lls pourront alors choisir la méthode suivant laquelle les calculs devront

s'effectuer.

Bien que les fenétres interactives varient suivant la méthode de calcul utilisée, leurs formes
générales ont été congcues de telle maniére que les positions des compartiments importants
(tels que celui réservé a la saisie des valeurs) ne soient pas modifiées. De cette facon, les

utilisateurs ne pourront pas se perdre facilement pendant le déroulement d’'un programme.
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Description du probleme

1 Description du probléme

En tant gu'application a la théorie de la conceptie es programmes et en tant que sup
d’'information sur leur mode d’utilisation, un exemple de structure d’'un batiment en for
portique tridimensionnedera étudié dans cette partie par les trois méthodes de calcul ¢
précédemment.

La forme du portiquen questiorest choisie de sorte que la majorité des fonctionnalité

trois pragrammes soient mise en évidence tandis que son état de charest choisi d’'une
maniere a simplifier les calculs tout en tachant de représenter toutes les sollicitations |

dans un espace a trois dimensi

1.1 Procédé del’étude

En premier lieu, le programme de calcul des portiques par la méthode des rotd amené
a résoudre le problem&n second lieu, le programme de calcul paméthodematricielle
effectue la méme opération en vue d’une comparaison ulté Ensuite, le programme ¢
calcul par la méthode des éléments finis est utilisé afin de dces valeurs approchées ¢
déplacements ainsi que des contraintes réen tout pointde la structurc Et enfin, une
comparaison générale est effectuée de fagcon a pouvoir tirer une conclusion sur la pré
chaque méthode et surtout pour déduireype de méthodes de calcul adéquates a I'étur

chaque catégorie de structu

1.2 Schéma de représentation de la forme de la structure

Ce schéma est directemaritlisé par le programme ccalcul par la méthode des éléme

finis.

—
=]
L]
=]
-1
»

Figure 1 : schéma réel du portique 157



Description du probleme

1.3 Schéma de représentation simplifiée de la forme de la structure

La figure suivante résulte de la modélisation d’'un systeme de poutres (un portique) formant
l'ossature d’'un batiment. Sur ce, chaque élément de la structure est représentée par un
segment de droite tandis que les noeuds de liaison sont représentés par des points. Cette
reproduction simplifiée est utilisée par les programmes de calcul par la méthode des rotations

et par la méthode matricielle.

D
5 F
<
—
A B C E
S
s
H
]
2 €
A G
v |:|A 2.8 - 2.8 |:|‘

Figure 2 : représentation de la structure

2 Données du probléeme

La hauteur du premier niveau est de 3,00m.

Celle du second niveau est de 1 ,40m.

La portée des poutres BC, CE et CF est de 2,80m.

Il en résulte que la portée des trois autres poutres : BD, DE et DF est d’environ 3,15m.
Les liaisons entres les éléments sont tous des encastrements.

Les caractéristiques géométriques des éléments de la structure sont telles que la section de

chaque élément est de 20x20 cmz.
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Description du probleme

2.1 Caractéristiques du matériau composant les éléments de la structure

Dans le cas d'une structure en béton armé, nous avons les caractéristiques mécaniques

suivantes.

- Module d’élasticité longitudinal E = 370Q/E- soit11 000 MPa (en 28 jours) ;
- Module d'élasticité transversél= 4 500 MPa ;
- Coefficient de Poisson v = 0,2
- Poids spécifique du béton armé= 25 kN /m3.
2.2 Sollicitations et déplacements imposés
2.2.1 Sollicitations

Les sollicitations considérées dans le calcul seatdoids propres de la structure (ou les
charges permanentes) ainsi que les surcharges (charges d’exploitation). Notons que seules ces

dernieres sont représentéees dans les figures.

Puisque les sections des éléments de la structure restent les mémes, les forces générées par les

charges permanentes dans chaque poutre ont une valeur fixe.
F =1kN/ml

En ce qui concerne les surcharges, dans le but de représenter les différents chargements
possibles dans un batiment (effort concentre, effort réparti; effort vertical et effort

horizontal), optons pour les efforts suivants.

D

qV v

Figure 3 : chargements 159



Description du probleme

Les valeurs des charges d’exploitation sont :

- P=10kN;
- qV:3kN

2.2.2 Déplacements imposés

Afin de rester en dehors des détails de la fondat@ha structure, supposons que les liaisons
de celle-ci au sol sont des encastrements. Par la suite, les déplacements des nceuds au niveau

des appuis seront nuls.

Z
X=0
Y, Y=20
Z=0

X

Figure 4 : déplacements nodaux

A l'exception de ces déplacements suscités, aucun autre déplacement n’est imposé a la

structure.
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Simulation

1 Résolution du probleme

1.1 Méthode des rotations

La résolution du probléme par la méthode des rotations consiste donc a :

- ramener les efforts dans les éléments en des forces nodales ;
- calculer les rotations au niveau des nceuds par l'inversion de la matrice de rigidité de

la structure ;
- ¢ retrouver les moments fléchissant aux extrémités de chaque élément de part les

formules utilisées dans I'établissement des équations d’équilibre.

Dans le but d'ordonner les éléments, le schéma suivant nous montre les numéros des éléments

ainsi que ceux des nceuds.

2 3 5
[9]
8
—
1 7

Figure 1 : numérotations des nceuds et des éléments

Les numeéros encadrés sont ceux des éléments tandis que les numéros inscrits dans un cercle
sont ceux des nceuds. Dans I'étude de ce portique, le nombre de nceuds considérés est donc de

8 ; celui des éléments est, par contre, de 10.
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1.1.1 Rotations aux nocuds

Selon le type de structure choisie, le programmeathel® les caractéristiques mécaniques et
géométriques de chaque élément avant de démarrer les calculs. Par la suite, de part les

données du probléme, les rotations au niveau des nceuds de la structrerehsont :

0, 0 0 -0, 0311
A 6, 0 E |6 -0, 0978
0, 0 g, 0
0y -0,0311 0y -0, 0715
B 0, -0,0967 F 0, -0, 1290
0, 0 0, 0
0y -0, 0306 0y 0
C & 0,0826 G |6 0
0, 0 0, 0
Ox -0,0613 0, 0
D |6 0, 0041 H |6 0
0, 0 0, 0

Tableau 1 : rotations des noeuds

Remarquons que les rotations au niveau des noeuds A, Gartthiulles ; ce qui est évident
puisque ces nceuds représentent I'encastrement du systeme dans le sol : sa liaison avec le

milieu extérieur.

1.1.2 Moments aux appareils d’appui

Par contre, les moments au niveau des appareilpul,agn kN.m sont :

M, 0,5468
AB | M, 4,3221
M, 0
M, -0,5468
GE | M, -0,8604
M, 2,9230
M, -1,2578
HF | M, -1,1347
M, 2,9230

Tableau 2 : moments aux appuis
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1.2 Méthode matricielle

La numérotation des éléments ainsi que celles des noeuds sont les mémes que celles
employées dans la méthode des rotations.

1.2.1 Schéma de la structure avant sa déformation

La figure qui suit schématise I'état de la structavant sa déformation, c'est-a-dire avant
I'application des charges, telle qu’elle est représentée par le programme. Remarquons que par
la méthode matricielle, les éléments de la structure sont symbolisés par des lignes.

AN

Figure 2 : état avant déformation
1.2.2 Déplacements aux nceuds

L'interface correspondant a la méthode matriciellemende les efforts nodaux avant
d’exécuter les calculs. Pourtant, le programme peut calculer, de part les efforts appliqués dans
les éléments, les forces nodales correspondantes. Il suffit, dans ce cas, d’appuyer sur le bouton

‘Ramener les efforts’.

Apres les calculs, qui se déroulent 20 s le programme retourne les valeurs des

déplacements nodaux en neh en10~3rd telles qu’elles sont représentées dans le tableau

suivant.
Nceud u, u, u, Nceud 0, 0, 0,
A 0 0 0 A 0 0 0
B 6,4336 0,1516 -0,1642 B -0,0277 -0,6742 -0,3223
C 6,1717 -0,4930 -1,4887 C -0,3151 -0,4610 -0,0573
D 6,5398 -0,8631 -1,4683 D -0,2712 0,2544 -0,1433
E 6,4216 -0,2231 -0,1644 E -0, 1657 -0,2107 0,2133
F 6,3923 -0,5281 -0,0309 F -0, 5337 -0,1836 -0,1567
G 0 0 0 G 0 0 0
H 0 0 0 H 0 0 0

Tableau 3 : déplacements nodaux
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Remarquons que les déplacements au niveau des néeudset H sont nuls et que le

déplacement maximal suivant I'a®z est celui du nceud C :

Uy uy u, 0, 0, 0,

6,172 -0,493 -1,489 -0,315 -0,461 -0,057

Tableau 4 : déplacements du nceud C

1.2.3 Sollicitations aux noeuds

Le tableau suivant contient les valeurs des sdtiaihs (forces en kN et moments en kN.m)

au niveau de chaque extrémité des poutres ainsi que des poteaux qui constituent la structure.

Neeud V, v, v, Nceud M, M, M,
-4,2171 | 0,2791 | 17,2173 A 1,6100 | 6,7824 | 0,0612

B 4,5000 0 -8,1800 B -0,0000 | -0,0000 0

C 0 0 -11,0013 C -0,0000 | 0,0000 0

D 0 0 -5,0325 D 0 0 0

E 0 0 -3,1800 E 0 -0,0000 0

F 0 0 -3,1800 F -0,0000 0 0,0000

G -3,5733 | -0,0044 | 13,1012 G 1,0054 | 0,3824 | -0,1548

H -0,2102 | -0,2751 | 10,0810 H 0,9432 | -1,6767 | 0,0899

Tableau 5 : sollicitations nodales

Remarquons que les valeurs des sollicitations suivant I'axg@typresque nulles du fait que

le chargement de la structure est plan.

1.2.4 Schémas de la structure apres sa déformation

Pour une sécurité optimale, les déformations dstracture doivent étre limitées a une
certaine valeur. Cependant, la représentation schématique de celles-ci ne sera d’aucune utilité

gue si on exagere leurs valeurs.

Ainsi, pour avoir une idée sur I'état de déformation de la structure, la représentation de ces
derniéres dans les figures qui suivent s’effectuera moyennant un facteur d’agrandissement
de6 x 1072,
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Simulation

Figure 3 : schémas de la structure aprés déformation

1.3 Méthode des éléments finis
Dans cette application, le type de maillage utilisé donne un pas de 0,20 m (20 cm).

Par un calcul simple du volume de I'ensemble de la structure, sachant qu'un cube élémentaire
est formé par 6 tétraedres, on peut estimer que le nombre d'éléments de subdivision atteigne

les 2 000.

Pour optimiser le temps de calcul, ce qui deviembmbrtant lorsque le nombre de nceuds

s'avere étre élevé, il faut numéroter les éléments d'une maniere a ce que la matrice rigidité
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ressemble a une matrice bande. Pour cela, on doit faire en sorte que la condition de maillage
suivante soit respectée.
|i — j|= minimum possible

S i et j sont les numéros de deux nceuds successifs.
En outre, en ce qui concerne la numérotation des éléments, nous utiliserons celles des deux
meéthodes précédant.
1.3.1 Déplacements aux extrémités de chaque élément de la structure
A chaque nceud du systéme, le programme retourrguéents :

- déplacement suivant Ox ;
- déplacement suivant Oy ;

- déplacement suivant Oz.

Pourtant le nombre de noeuds est assez important. Il est alors préférable de n'afficher que les
déplacements au niveau d'un ou de quelques nceuds pour chaque intersection de poutres.

L'unité est lemm.

Uy 0 Uy 6,4210

A uy 0 E Uy -0,2136
U, 0 u, -0,2041
Uy 6,4342 Uy 6,3976

B Uy 0,1631 F Uy -0,5676
U, -0,2224 U, -0,02571
Uy 6,1760 Uy 0

C uy -0,4775 G uy 0
U, -1,5478 Uy, 0
Uy 6,5431 Uy 0

D Uy -0,8468 H Uy 0
Uy, -1,5120 U, 0

Tableau 6 : déplacements moyens des extrémités de chaque élément

1.3.2 Schéma de la structure avant sa déformation

La figure suivante montre le schéma de la strucauwant sa phase de déformation telle

gu’elle est reproduite par le programme en utilisant la méthode des éléments finis.
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Le type de maillage utilisé pour cette représentation est le maillage tétraédrique de 20 cm de
c6té. Les plages de couleurs qui ornent le schéma ne sont que des plages provisoires visant a

définir les limites de chaque volume élémentaire

) 2 p . , .1
L’échelle de la représentation est d enviren

Figure 4 : structure avant sa déformation

1.3.3 Sollicitations aux extrémités de chaque élément de la structure
Correspondant aux déplacements calculés par legroge, a chaque nceud sont assimilées

trois sollicitations :

- contrainte parallele a I'axe Ox ;
- contrainte parallele a I'axe Oy ;

- contrainte parallele a I'axe Oz.

Le tableau suivant retourne les valeurs des sollicitations au niveau du lieu (des nceuds) de

chaque jointure d'un élément de structure a un autre.
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Les premieres valeurs (1/3) sont les sollicitations suivant la diregtion les secondes
valeurs (2/3) sont celles suivant la direction tdpdis que les troisiemes valeurs (3/3) sont

celles suivant la direction' z.

“o g o 0 | | o
Vs - - -3,5901 /4 0 0 0
AV, - - 02033 |E |V 0 0 0
v, - - 3,0211 V, | -0,4287 -0,4288 | -0,4286
V, | 02806 0 0 /4 0 0 0
BV 0 0 0 FlV 0 0 0
Vv, | -0,4288 -0,4287 | -0,4291 V, | -04288 -0,4288 | -0,4289
/4 0 0 0 /4 - - -0,6559
Cl|V 0 0 0 G|V - - -0,9791
Vv, | -0,4289 -0,4288 | -0,4290 v, - - 2,2536
/4 0 0 0 /4 - - -0,3221
D|V 0 0 0 H|V - - 0,3944
Vv, | -04285 -0,4288 | -0,4288 v, - - 1,8047

Tableau 7 : sollicitations au niveau de quelques nceuds de chaque jointure

En sommant les valeurs des sollicitations absorbées par tous les nceuds au niveau de la

fondation de chacun des trois poteaux (du premier niveau), on obtient les réactions du tableau

suivant.
Vi -4,7112
A Vy 0,2349
V, 15,7719
Vs -3,4312
G Vy -0,0161
V, 12,6754
Vs -2,0121
H Vy -0,0513
4 10,9625

Tableau 8 : sollicitations moyennes au niveau des appareils d’appui
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1.3.4 Schémas de la structure apres sa déformation

Figure 5 : schémas de la structure aprés déformation

Notons que les rotations des nceuds ne sont pas incluses dans les résultats du fait que la
fonction de base associée au tétraedre élémentaire (a quatre nceuds) ne prend en compte que

trois degrés de liberté au niveau de chaque nceud.

2 Temps de calcul

2.1 Puissance de la machine

Les valeurs des temps de calcul détaillés dans ce qui suit sont observées sur un micro

ordinateur dont les caractéristiques sont les suivantes.

Module Unité Valeur
Fréquence GHz 2,20
Mémoire vive Go 2,00
Version de Matlab - 7.01
Nombre de processeurs - 1

Tableau 9 : Caractéristiques de la machine
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Notons que ces valeurs sont a peu pres les mémes moyennant quelques secondes d’écart des

gue la version de la machine est supérieure a la version de référence du Pentium IV.

Notons de plus, qu’en révisant et en améliorant certains scripts du programme, on pourra
gagner sur le temps qui lui est nécessaire pour la réalisation des calculs.
2.2 Meéthode des rotations

Le temps dont le micro ordinateur met pour réaliser les calculs des angles de rotation des

noceuds est d’environ 1,50 s.

Le tableau suivant donne quelques valeurs sur le temps utile pour déterminer I'état d'une

structure donnée selon le nombre d’éléments qu’elle contient.

Nombre approximatif de nceuds Temps de calcul en seconde
<10 1,50
<50 7,50
< 100 30,00

Tableau 10 : temps de calcul par la méthode des rotations

2.3 Méthode matricielle

Pour cet exemple de structure, le programme met a peu prés 5,20 s avant de retourner les

déplacements au niveau de tous les nceuds de la structure.

Nombre approximatif des éléments

Temps de calcul en seconde

<10 5,20
<50 45,00
<100 180,00

Tableau 11 : temps de calcul par la méthode matricielle

2.4 Méthode des éléments finis

Comme le nombre de nceuds considérés par cette méthode est assez élevé par rapport aux

deux autres méthodes, on peut déja estimer que le temps mis par le programme pour effectuer

les calculs devrait augmenter.

Nombre approximatif des éléments
(poutres)

Temps de calcul en seconde

<10

250,00

Tableau 12 : temps de calcul par la méthode des éléments finis
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Pour le calcul d’'un élément de la structure dont le pas de maillage est de 20 cm, la machine

met environ 30 s ; ce qui fait qu’au total, pour la structure entiére, elle n'a besoin que de

guelques 240 s, soit 4 mn.

Notons qu’en optant pour un plus grand maillage, on peut remarquablement augmenter cette

vitesse de calcul.
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Comparaison des résultats

1 Etats de la structure

Juste aprés l'application des efforts de chargement sur la structure, les déformations
commencent a apparaitre. Il convient de rappeler que les déformations réelles sont composées

d’'une part, des déplacements et d’autre part, des rotations au niveau de chaque nceud.
1.1 Méthode des rotations

1.1.1 Calcul des contraintes a mi-travées

Les valeurs des contraintes en travée sont calculéepart les valeurs des moments
fléchissant en utilisant la théorie des poutres : c'est-a-dire les formules statiques classiques qui

lient les sollicitations et les contraintes dans une poutre.

{GN = O—NN + O—NM (4-3-1-1)
or = ory + Orr

N M

oy (x) = ;X) onm(x) = fl(x) v
hV(x)

orm(x) = I opp () = Mtl(x)

La contrainte normale maximatg, ainsi que celle la valeur absolue de la contrainte de
cisaillement ¢ a mi-travées dans chaque élément de la structure sont données par le tableau

suivant ; 'unité étant le MPa.

MPa Oy or Oy or
AB 1,8705 1,8164 CF 0,2813 0,6333
BC 2,2188 1,1169 DE 0,3507 0,6268
BD 0,6958 0,3507 DF 0,3507 0,2559
CD 0,3742 0,7689 EG 1,4805 1,8094
CE 0,2813 0,0598 FH 0,2503 0,8742

Tableau 1 : contraintes a mi-travées

1.1.2 Calcul des déformations a mi-travées

De méme, les déformations en travée sont calculpagiades contraintes en utilisant les

modules d’élasticité des éléments.
e=EFElo (4-3-1-2)
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Tout calcul fait, les déformations & mi-travées, en valeur absolue, sont telles que:

ey Er

AB 1,36 E-02 1,32 E-02
BC 1,61 E-02 8,12 E-03
CE 2,05 E-03 4,34 E-04
F 2,55 E-03 1,86 E-03

Tableau 2 : déformations a mi-travées

1.2 Méthode matricielle
Par la méthode matricielle, les déformations nodales sont calculées par la méthode elle-
méme ; les déformations a mi-travées peuvent donc étre directement déduites par

l'interpolation des déformations en chaque extrémité des éléments.

1.2.1 Calcul des contraintes a mi-travées
Les contraintes peuvent étre déduites des sollmitmten utilisant les formules qui sont

présentées dans le paragraphe 1.1.1 de la méthode des rotations.

Le tableau suivant indique les valeurs maximales des contraintes a mi-travée de chaque

élément de la structure.

MPa Oy ay o, Oy ay o,

AB 1,2378 1,1124 1,5337 CF 0,2850 0,1234 0,0615
BC 1,5267 0,7443 1,6238 DE 0,4087 0,2300 0,2678
BD 2,2875 1,3729 0,0714 DF 0,1025 0,7530 0,0650
CD 0,6803 0,0537 0,6837 EG 1,2410 1,1123 1,5267
CE 0,4637 0,0478 0,3778 FH 0,2128 0,0443 0,9690

Tableau 3 : contraintes a mi-travées

1.2.2 Calcul des déformations a mi-travées

Pour simplifier les opérations a effectuer, appliggidirectement la loi de Hooke aux valeurs

des contraintes qui ont été calculées précédemment.

e=E'o
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Le tableau qui suit résume les déformations a mi-travée de chaque élément de la structure.

&y £y &,

AB 0,003650 | 0,003010 | 0,001 372
BC 0,001221 | 0,002313 | 0,001315
CE 0,000318 | 0,000696 | 0,000 305
DF 0,000781 | 0,000354 | 0,0008 771

Tableau 4 : déformations a mi-travées

1.3 Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis, comme la méthode matricielle, peut donner directement les

valeurs des déformations nodales. On accéde donc facilement aux valeurs des déformations

ainsi qu’aux valeurs des contraintes a mi-travées par des opérations simples.

1.3.1 Calcul des déformations a mi-travées

Comme les degrés de liberté au niveau de chaque posuein compte lors des calculs sont

au nombre de 3, le programme retourne les déplacements nodales suivant les trois axes de

coordonnées. Les déformations a mi-travée du tableau ci-apres résultent de la valeur moyenne

des valeurs de la déformation au niveau des points les plus proches du milieu de la travée en

guestion.
Ex &y &,
AB 0,003 731 0,003 111 0,001 218
BC | 0,001145 0,001 367 0,002 478
CE | 0,000304 0,001 837 0,000 157
DF 0,000 396 0,000 345 0,000 791

Tableau 5 : déformations a mi-travées

1.3.2 Calcul des contraintes a mi-travées

De part les valeurs des déplacements, on peut acaéxl@aleurs des contraintes en utilisant

la loi de comportement de chaque élément de la structure.
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Les contraintes maximales correspondant aux déplacements établis dans le tableau précédent

sont :

MPa Oy ay oy Oy ay o,

AB 1,2181 1,0740 1,5180 CF | 02025 | 0,067 | 0,0539
BC 1,5426 0,8019 1,6352 DE | 04778 | 02430 | 0,3089
BD 2,2640 1,3655 0,0709 DF | 00985 | 07498 | 0,0654
CD | 07284 0,0690 0,7085 EG | 13769 | 1,1396 | 1,5508
CE 0,3923 0,0345 0,3667 FH | 00708 | 00198 | 09573

Tableau 6 : contraintes a mi-travées

2 Comparaison des contraintes

2.1 Tableau de comparaison des contraintes

Considérons les contraintes maximales au niveau de quelques éléments de la structure en vue
d’'une comparaison de valeurs. L'unité de contraintes employée dans le tableau qui suit est le
MPa.

Neeud Méthode des rotations Méthode matricielle Méthode des EF
u

JN JT Ux ay GZ Gx Uy O-Z
AB 1,8705 1,8164 1,2378 | 1,1124 | 1,5337 1,2181 | 1,0740 | 1,5180
BC 2,2188 1,1169 1,5267 | 0,7443 | 1,6238 1,5426 | 0,8019 | 1,6352
CE 0,2813 0,0598 0,4637 | 0,0478 | 0,3778 0,3923 | 0,0345 | 0,3667
DF 0,3507 0,2559 0,1025 | 0,7530 | 0,0650 0,0985 | 0,7498 | 0,0654

Tableau 7 : comparaison des contraintes

2.2 Contraintes données par le logiciel Robot

Dans le but de vérifier la fiabilité des résultats proposés par les trois programmes, il convient

de les comparer a des valeurs déja approuvées.
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Le tableau ci-apres contient les valeurs des contraintes maximales en ces mémes points,
calculées par le logiciel ‘Robot’.

Logiciel Robot
Noeud
Oy Oy Oy
AB 1,3599 1,0729 1,6878
BC 1,5902 0,7292 1,7125
CE 0,5098 0,0707 0,4100
DF 0,6904 0,7569 0,7164

Tableau 8 : contraintes du logiciel Robot

- Les contraintes du logiciel ‘Robot’ sont surtout assimilables aux contraintes proposées
par la méthode matricielle. Cela signifie déja que I'on peut attribuer un certain degré

de confiance au présent programme.

- Les contraintes proposées par la méthode des rotations ne s’écartent de ces valeurs que
de preés.

- Les contraintes fournies par la méthode des éléments finis minimisent celles des autres

méthodes du fait que la subdivision de cette méthode est la plus affinée.

3 Comparaison des déformations
3.1 Tableau de comparaison des déformations

Suivant les contraintes présentées dans les paragraphes qui précédent, les valeurs des

déformations au niveau des éléments AB, BC, CE et DF sont données par le tableau suivant.

Méthode matricielle Méthode des EF
Noeud
Ex &y & Ex &y &,
AB 0,003 650 | 0,003 010 | 0,001 372 0,003 731 | 0,003 111 | 0,001 218
BC 0,001 221 | 0,002 313 | 0,001 315 0,001 145 | 0,001 367 | 0,002 478
CE 0,000 318 | 0,000 696 | 0,000 305 0,000 304 | 0,001837 | 0,000 157
DF 0,000 781 | 0,000 354 | 0,000 877 0,000 396 | 0,000 345 | 0,000 791

Tableau 9 : comparaison des déformations

Les déformations proposées par ces deux méthodes sont tout a fait comparables ; elles ne

différent que de preés.
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3.2 Remarque

Les déformations proposées par la méthode des rotations ne sont pas représentées dans le
tableau de comparaison puisque cette méthode ne peut pas donner les valeurs des

déformations suivant les trois axes de coordonnées.

4 OQObservations issues de la comparaison

Suivant les résultats obtenus selon les trois méthodes de calcul proposées dans le programme,

notons quelques observations sur I'envergure de chacune d’elles.

4.1 Meéthode des rotations

Les valeurs des contraintes ainsi que celles des déformations obtenues par la méthode des
rotations apres les calculs sont, en moyenne, supérieures aux valeurs réelles (estimées apres la

comparaison). Cependant, elles sont tres proches de ces derniéres.

D’une autre part, le temps mis par le programme pour parfaire la totalité des opérations de

calculs est remarquablement rapide par rapport aux deux autres méthodes.

De part ces remarques, déduisons en conclusion que la méthode des rotations est une méthode
parfaitement utilisable pour le calcul d'un portigue moyennant les quelques hypothéses

détaillées dans les premiers chapitres de I'ouvrage.

4.2 Méthode matricielle

La méthode matricielle, plus que la méthode des rotations, retourne des valeurs qui identifient
pratiquement les valeurs réelles des contraintes ainsi que celles des déformations dans cette
étude. Cependant, le temps mis par le programme pour les diverses étapes de calculs est

relativement lent par rapport a cette premiere méthode.

Cette concordance est surtout due au fait que cette méthode permet de représenter toutes les
forces pouvant s’appliquer dans un systeme de poutre : les forces ainsi que les moments

correspondant.

Concluons que la méthode matricielle est une méthode assez précise pour le calcul des
structures composées de poutres (ou de barre) moyennant quelques parametres temporels.
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4.3 Méthode des éléments finis

De son c6té, le temps de calcul nécessaire au programme pour le calcul de la structure par la

meéthode des éléments finis est nettement supérieur aux deux autres méthodes.

Quant aux résultats donnés par la méthode, les valeurs décalent des valeurs réelles, d’'une
maniére tres atténuée. Pourtant, il faut remarquer que les valeurs des contraintes normales (de

compression) proposées par la méthode sont les minimales.

Les contraintes et les déformations données par la méthode des éléments finis doivent étre
celles qui se rapprochent le plus de la réalité puisque le maillage de la méthode est le plus fin.
Toutefois, notons que I'élément de référence utilisé par le programme est le tétraedre
élémentaire a quatre nceuds possédant trois degrés de liberté au niveau de chacun de ses
extrémités. Ce qui fait qu’en quelques sortes, les calculs négligent les rotations et ne prennent

en compte que les translations des nceuds.

Ainsi, la méthode des éléments finis par le tétraedre élémentaire & quatre noeuds est surtout
appropriée au calcul des structures qui travaillent plutét en traction-compression ou en
cisaillement qu’en flexion : telles que les poteaux centrés, les treillis, ainsi que les pieces

solides comprimées des fondations du batiment.
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Conclusion de la quatrieme partie

Le choix de la structure sur laquelle les études sont effectuées a été fondé dans le but d’'une
part, de représenter une forme plus ou moins complexe tout en gardant une idée sur les états
de chargements ainsi que sur les états de déformations possibles et d’autre part, de se fonder

sur un portique réellement concevable.

Afin de s’écarter des détails sur le type et la forme des semelles, I'ancrage du bout de chaque
poteau dans le sol de fondation est tel que tous les degrés de liberté des noeuds d’appuis dans

le sol sont supprimés.

Le temps mis par la méthode des rotations pour effectuer les opérations de calculs est le plus
rapide. Celui de la méthode des éléments finis est le plus lent du fait que le nombre des
eléments de subdivision considérés par cette méthode est tres élevé. Néanmoins, les vitesses

de calculs proposées par le programme sont incontestablement élevées.

Les résultats retournés par la méthode des rotations rapprochent les valeurs réelles de trés
prés. Ceux de la méthode matricielle les identifient pratiguement. Quant a la méthode des

éléments finis, les valeurs qu’elle fournisse présentent des menues écarts par rapport aux
valeurs réelles puisque I'élément tétraédrique pris comme élément de référence néglige en

guelque sorte les efforts fléchissant.
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CONCLUSION

Les concepteurs, en dehors des problemes architecturaux, sont toujours confrontés a
des problemes techniques et économiques durant la phase de calculs de leurs
structures ; et cela est inévitable.

Pendant longtemps, ils devaient, sans aucune autre maniere, effectuer les calculs de
facon manuelle : un travail rude et difficile. Ce qui a incité les ingénieurs a employer
des méthodes simples, adaptées a des structures particuliéres ; les méthodes de
calculs forfaitaires ont alors connu un essor et par la suite, les méthodes analytiques
ont été délaissées.

De nos jours, les ingénieurs du Génie Civil ont profité du progrés informatique pour
réduire ces problémes par la programmation des méthodes numeériques appliquées
au calcul de structures moyennant I'outil informatique. Qui plus est, du fait de sa tres
grande rapidité, cette technique permet d'effectuer un test virtuel sur la déformation
d’'une multitude de variantes et de choisir entre celles qui ont une résistance
sécuritaire ou encore d’optimiser les formes des éléments dans le but de gagner sur
les matériaux.

Dans cet ouvrage, nous avons consacré une étude sur la programmation sous
Matlab : un logiciel de simulation numérique et virtuelle, en se basant sur quelques
méthodes de calcul de structures. Notons que de part les étapes théoriques
présentées dans la seconde partie et de part les organigrammes de la troisieme
partie, on peut facilement déduire une démarche de programmation pouvant
s’adapter a d’autre langage.

En ce qui concerne I'extension de ces programmes, les résultats obtenus pendant ce
premier travail sont promettant. Et on peut déja envisager de continuer une
recherche sur la programmation de I'étude des solides déformables en dehors de la
phase élastique de leurs déformations.
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Résumé

L'objet de ce mémoire est I'élaboration d’un programme de calcul permettant la
détermination de I'état de n’importe quel portique, avec une certaine précision, dans un
temps relativement court. Des descriptions ainsi que des rappels théoriques sur les principes
analytiques des méthodes de calculs de structures sont présentés dans les premieres parties
de cet ouvrage. Matlab a été choisi comme étant le logiciel de programmation de ses
méthodes du fait de sa grande maniabilité bien que les directives théoriques et les
organigrammes proposés peuvent trés bien étre utilisés pour une programmation sous un
autre langage.

Summary

The object of this book is the ¢evelopment of a calculation program allowing the

determination of the state of any beams structure with a certain precision, in a relatively short
time. Descriptions of theories on the analytical principles of the methods of structures'
calculation are presented in the first parts of this work. Matlab was selected as being the
software under which the programming of those methods are written because of its great
handiness although the theoretical directives and the flow charts proposed can be used for
programming under another language.
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