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I N T R O D U C T I O N

Dans le passé, la difficulté à comprendre les phénomènes physiques ainsi que le
manque de moyens ont amené les scientifiques à décomposer les problèmes physiques
complexes en sous-problèmes élémentaires plus simples à traiter. Cette démarche a
donné naissance aux différentes branches de la physique qui sont devenues, au fil du
temps, de plus en plus indépendantes.

Des accidents majeurs survenus au cours du siècle dernier, comme l’effondrement
du pont de Tacoma (1940) et plusieurs accidents aéronautiques, ont cependant conduit
à la réévaluation de cette démarche. Ainsi, plusieurs disciplines (l’aéroélasticité, l’aé-
rothermique, etc...) sont apparues. Elles permettent d’étudier l’interaction entre deux
ou plusieurs physiques notamment pour le dimensionnement de systèmes complexes
tel qu’un propulseur aéronautique (cf. Figure 1). En effet, le propulseur aéronautique
est soumis à des températures extrêmement élevées et il est essentiel de calculer avec
précision la charge thermique appliquée sur ses différentes parties structurales. Ce calcul
oriente d’une part la conception, le coût, le choix des matériaux et l’optimisation des
circuits de refroidissement et d’autre part la durée de vie et l’efficience du propulseur. À
ce jour, la modélisation de la diffusion thermique dans les pièces structurales du propul-
seur aéronautique est bien établie. Cependant, la définition des conditions aux limites à
appliquer à l’interface fluide-structure dépend encore majoritairement de corrélations
obtenues à partir de données expérimentales et de l’expertise de l’utilisateur (Verdicchio
et al., 2001). De plus, ces corrélations ne sont disponibles que pour un nombre limité de
points de fonctionnement du système.

Ainsi, le besoin de s’affranchir de ces corrélations et les progrès réalisés dans la
modélisation des écoulements fluides (CFD) a naturellement orienté les chercheurs vers
la modélisation de l’interaction fluide-structure.

Il existe deux principales approches pour étudier l’interaction entre deux voire plu-
sieurs physiques : l’approche monolithique et l’approche partitionnée. La première
consiste à résoudre un unique problème multiphysique tenant compte du phénomène
dans son ensemble (Heil et al., 2008). Cette approche entraîne des difficultés de mise en
place et de résolution de problèmes physiques très différents les uns par rapport aux
autres. La deuxième voie, l’approche partitionnée, consiste à résoudre chaque physique
de manière indépendante. La continuité du problème physique globale est alors assurée
grâce à des échanges de quantités à l’interface (Felippa et Park, 1980). Ainsi, l’approche
partitionnée permet la réutilisation des codes spécifiques à chaque physique ce qui en
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2 introduction

Figure 1 – Propulseur aéronautique (Turbofan).

fait la solution la plus répandue pour la résolution de problèmes multiphysiques 1. Cette
approche présente cependant certaines instabilités dues au décalage temporel entre les
résolutions des différents problèmes physiques (Farhat, Lesoinne et Le Tallec, 1998). Par
exemple, dans le cas des problèmes aérothermiques, le temps caractéristique, et donc de
résolution, diffère parfois de plusieurs ordres de grandeur entre le problème associé à
l’écoulement fluide et celui associé au solide. L’instabilité à l’interface fluide-solide, si elle
n’est pas amortie, peut entraîner la divergence du calcul ou des convergences très lentes.

Le décalage temporel engendre également des erreurs dans le calcul de l’évolution de
la charge thermique au cours du temps lorsque le problème aérothermique est résolu
en régime transitoire via un algorithme quasi-instationnaire. Cet algorithme permet
d’étudier l’interaction thermique entre un écoulement fluide et un solide pendant une
longue période temporelle avec un temps de calcul largement inférieur à la méthode
traditionnelle (couplage à chaque itération du solveur fluide). Ainsi, un calcul incorrect
de l’évolution thermique pendant la durée de fonctionnement du système conduit à une
mauvaise optimisation du système aérothermique et donc à une estimation inexacte de
sa durée de vie pouvant mener à la défaillance prématurée du système. Cette situation
peut s’avérer catastrophique dans le cas d’un propulseur aéronautique.

Ces travaux de thèse ont pour objectif de mettre en place une démarche robuste pour
modéliser avec précision l’interaction thermique fluide-structure. Plus particulièrement,
l’attention a été portée sur la stabilité et la précision des principaux algorithmes utilisés
pour la résolution des problèmes aérothermiques en régime permanent et transitoire.
Concernant la stabilité, différentes méthodes existent dans la littérature dont de très
prometteuses développées au sein du département DAAA de l’ONERA (Errera et Chemin,
2013 ; Errera, Lazareff et al., 2017). Ces dernières, qui utilisent la condition de Dirichlet à

1. Le couplage de codes pour la résolution thermique est communément appelée Conjugate Heat Transfer
(CHT)
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l’interface fluide et la condition de Robin à l’interface solide, ont été analysées dans le
cadre de cette thèse. L’effet de la prise en compte du rayonnement sur la stabilité de ces
méthodes a été analysé. Concernant la précision des calculs aérothermiques en régime
transitoire via l’algorithme quasi-instationnaire, des écarts entre la solution calculée et
les données expérimentales ont été observés dans la littérature. L’origine de ces écarts a
alors été explorée dans ces travaux de thèse.

La partie introductive de ce mémoire de thèse est constituée d’une revue des prin-
cipaux algorithmes de résolution des problèmes multiphysiques (Chapitre 1) et des
principales méthodes de stabilisation des problèmes d’interaction thermique entre un
écoulement fluide et une structure solide (Chapitre 2). Ensuite, une étude théorique
et numérique de la méthode de stabilisation Dirichlet-Robin proposée par Errera et
Chemin, 2013 a été menée (Chapitre 3). Cette méthode n’a pas encore été étudiée pour
un large éventail d’interactions thermiques. Ainsi, l’étude du couplage aérothermique a
tout d’abord été réalisée en régime stationnaire afin d’identifier facilement l’influence des
principaux paramètres sur la stabilité du couplage. Ensuite, nous avons choisi d’analyser
ces méthodes sur le cas test de la plaque plane, simple du point de vue géométrique,
mais qui peut être complexe du point de vue aérothermique. De plus, elle permet d’avoir
des maillages coïncidents afin d’éliminer les problèmes d’interpolation spatiale. Enfin,
l’étude du comportement théorique et numérique des méthodes a permis de mettre en
évidence les aspects positifs mais aussi les limites de l’utilisation de ces méthodes pour
la stabilisation du couplage aérothermique. Pour contourner ces limites, la méthode
Neumann-Robin qui utilise la condition aux limites de Neumann sur l’interface fluide a
été développée puis comparée à la méthode Dirichlet-Robin (Chapitre 4). Ces deux mé-
thodes se sont avérées complémentaires. Le travail présenté au Chapitre 3 et au Chapitre
4 a fait l’objet de deux publications, une dans l’International Journal of Thermal Science et la
deuxième dans le Journal of Computational Physics. Une méthode plus générale (méthode
Robin-Robin) capable d’évoluer entre les deux précédentes méthodes a été développée
permettant de choisir la méthode la plus adaptée au problème étudié (Chapitre 5). La
méthode Robin-Robin a ainsi été étudiée sur les plans théorique et numérique en mon-
trant son potentiel et ses limites. Ensuite, l’effet de la prise en compte du rayonnement
(couplage de 3 codes) sur la stabilité du problème aérothermique a été étudiée (Chapitre
6). En effet, l’échange radiatif peut jouer un rôle important dans l’interaction thermique
fluide-structure de systèmes confinés comme ceux des propulseurs aéronautiques. Ainsi,
une méthode basée sur la condition Dirichlet-Robin (plus simple à mettre en place) et
adaptée aux problèmes aérothermiques avec rayonnement a été développée et validée
sur un cas académique de canal. La déstabilisation du calcul couplé par le rayonnement
a été mise en évidence théoriquement et quantifiée. Une étude numérique a confirmé ces
résultats. Une publication sur cette déstabilisation est d’ailleurs en cours de rédaction.

La deuxième partie du mémoire est dédiée à l’étude de la précision du couplage aéro-
thermique en régime transitoire via l’algorithme quasi-instationnaire. L’objectif de cette
partie est de mettre en place une démarche robuste pour calculer avec précision l’évo-
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lution de l’interaction thermique pendant une longue période temporelle. L’algorithme
quasi-instationnaire a d’abord été mis en place puis étudié sur le cas test de la plaque
plane, ce qui a mis en évidence des problèmes de précision (Chapitre 7). Le chapitre
suivant (Chapitre 8) est alors consacré à la mise en place de méthodes permettant de
réduire ces problèmes de précision en améliorant la qualité des résultats. Ces méthodes
ont été validées en comparant les résultats obtenus à la solution de référence réalisée avec
la méthode de résolution traditionnelle (extrêmement coûteuse en termes de temps de
calcul) sur le cas de la plaque plane. Ces travaux ont fait l’objet d’une seconde publication
qui a été soumise au Journal of Computational Physics. Puisque ces dernières méthodes
ont donné des résultats appréciables dans la résolution des problèmes aérothermiques
en régime transitoire sur le cas de la plaque plane, leur efficacité a été testée sur des cas
test plus complexes (quasi-industriels). Les cas test analysés sont un disque de turbine
haute-pression (HP) refroidi par un écoulement d’air et un circuit de refroidissement d’un
tambour de compresseur axial à haute pression chauffé au niveau du carter extérieur
(Chapitre 9).

Enfin, les principaux résultats présentés dans ce travaux de thèse sont discutés et de
possibles perspectives sont proposées pour de futures recherches.



1 R É S O L U T I O N D ’ U N P R O B L È M E
D ’ I N T E R A C T I O N F L U I D E -S T R U C T U R E

Résoudre un problème d’interaction thermique entre un fluide et une structure consiste
à prendre en compte simultanément les phénomènes de convection/diffusion du fluide et
la conduction à l’intérieur du solide. Ce chapitre a pour objectif de décrire les principaux
modèles utilisés pour simuler les phénomènes physiques dans chaque milieu et les
principales approches qui permettent d’en étudier l’interaction.

Dans le cadre de cette thèse, l’intérêt est porté sur les méthodes permettant d’évaluer
avec fiabilité l’évolution temporelle de la charge thermique subie par une structure en
interaction avec un écoulement fluide sur une longue plage temporelle. Par exemple, la
mission d’une turbine haute pression (HP) d’un moteur aéronautique comprend toutes
les phases de vol entre le décollage et l’atterrissage du moteur. Une évaluation fiable de
la charge thermique assure une meilleure estimation de la fatigue due aux contraintes
thermiques et donc de la durée de vie de la pièce.

Il existe d’autres raisons d’étudier l’interaction thermique fluide-structure, comme
connaître l’effet des fluctuations de l’écoulement fluide sur la diffusion dans le solide
ou, inversement, l’effet de la paroi solide sur l’écoulement fluide (Duchaine et al., 2009 ;
Koren et al., 2017). Ces études sont généralement réalisées via la simulation des grandes
structures de la turbulence (en anglais Large Eddy Simulation (LES)) qui permet d’avoir
une haute résolution de l’écoulement fluide. Jaure et al., 2013 utilisent l’association de
la LES et d’une méthode de résolution de la conduction dans le solide pour l’étude
de l’effet des instabilités de combustion sur les parois d’une chambre de combustion.
Un autre exemple d’interaction thermique fluide-structure est l’étude de la convection
naturelle (Boukhris et al., 2008). Toutes ces applications sont spécifiques et nécessitent
des méthodes de résolution appropriées qui ne seront pas abordées dans le cadre de la
thèse.

Avant de s’intéresser à la résolution des problèmes d’interaction fluide-structure en
régime transitoire, nous allons d’abord les traiter en régime permanent (sur un point de
fonctionnement du système) afin de présenter la modélisation des différentes physiques
et les enjeux de la simulation des problèmes d’interaction thermique fluide-structure.

Dans un premier temps, les deux approches les plus communes (lagrangien et eulérien)
pour suivre la physique dans un milieu sont décrites dans la section 1.1 Les équations
gouvernant les différentes physiques (fluide et solide) et leurs méthodes de résolution
respectives sont, d’abord, présentées de manière indépendante (cf. §1.2 et §1.3). Ensuite,
la résolution des problèmes aérothermiques est traitée, permettant ainsi de prendre en

5
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compte l’interaction entre les deux physiques (§1.4). Dans cette dernière partie, l’attention
est portée sur la résolution des problèmes aérothermiques en régime permanent, puis le
régime transitoire est abordé.

1.1 formulation

On distingue deux formulations pour la description du mouvement des particules
dans un milieu continu : les formulations de Lagrange et d’Euler. La première est adaptée
à la description de la physique du solide (mécanique, thermique et dynamique des
structures), alors que la formulation d’Euler est la plus utilisée pour la mécanique des
fluides.

1.1.1 Description lagrangienne

La description lagrangienne permet de suivre la trajectoire d’un point matériel en
définissant la position courante par rapport à une configuration de référence. Autrement
dit, la position x à l’instant t de chaque particule est définie en fonction de sa position X
en configuration de référence et de l’instant t considéré par la transformation φ comme
suit :

x (t) = φ (X, t) (1.1)

Le déplacement u d’une particule et sa vitesse v sont décrits par les relations suivantes :

x (t) = X+u (X, t) (1.2)

V (X, t) =
∂φ

∂t

∣∣∣∣
X

(X, t) (1.3)

1.1.2 Description eulérienne

La description eulérienne décrit le champ de vitesse V (x, t) qui associe un vecteur
vitesse en tout point de la configuration actuelle. Le mouvement est défini par incrément
entre la configuration à l’instant t (position x) et à t+ dt (position x+V (x, t)dt).
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1.1.3 Dérivée particulaire

Les descriptions lagrangienne et eulérienne sont liées à travers la dérivée particulaire
(ou totale) D

Dt . Soit q (x, t) une quantité vectorielle du milieu, dépendant du point
d’observation x et du temps t. La variation de q est définie par :

Dq

Dt
(x, t) =

∂q

∂t
(φ (x, t) , t)

∣∣∣∣
X

=
∂q

∂t
(x, t)

∣∣∣∣
x

+
∂q

∂x
(x, t) · ∂x

∂t
=
∂q

∂t

∣∣∣∣
x

+ gradq ·V (1.4)

La dérivée particulaire décrit la variation avec le temps en suivant la particule en
mouvement (point de vue lagrangien), ∂q/∂t décrivant la variation locale avec le temps
en un point d’observation fixé (point de vue eulérien). Le dernier terme gradq ·V est le
terme d’advection qui mesure le transport de la quantité q d’un élément donné par le
mouvement (et donc la vitesse) du milieu environnant.

1.2 mécanique des fluides

1.2.1 Formulation

1.2.1.1 Équations de Navier-Stokes

Le mouvement des fluides homogènes visqueux est décrit en approche eulérienne
par les équations de Navier-Stokes qui traduisent la conservation de trois quantités : la
masse, la quantité de mouvement et l’énergie :

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0 (1.5a)

∂ρv

∂t
+ div (ρv⊗ v) = div σ (1.5b)

∂ρE

∂t
+ div (ρvE) = −div pv+ div

(
σ · v− divq

)
(1.5c)

où ρ (x, t) est la densité du fluide au point x du domaine de résolution et à l’instant
t, p (x, t) sa pression, v (x, t) sa vitesse, E l’énergie totale par unité de masse et σ (x, t)
le tenseur des contraintes. Le terme div (ρv⊗ v) est le terme d’advection qui est non-
linéaire.

Le tenseur des contraintes se décompose en partie sphérique et déviatorique :

σ = −p1︸︷︷︸
partie

sphérique

+ τ︸︷︷︸
partie

déviatorique

(1.6)
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Pour de nombreux fluides usuels comme l’eau et l’air, la partie déviatorique est
proportionnelle à la partie symétrique du tenseur des contraintes (hypothèse de fluide
newtonien) :

τ (x, t) = µ
(
grad v+ grad vT

)
(1.7)

où µ est la viscosité du fluide qui dépend de la température et de la densité du fluide.
La partie sphérique du tenseur des contraintes −p1 peut être, par exemple, définie via

la loi des gaz parfaits rappelée ci-dessous :

p = ρRT (1.8)

où R est la constante des gaz parfaits et T est la température du gaz.

1.2.1.2 Équations de Navier-Stokes moyennées (RANS)

Dans cette thèse l’écoulement fluide sera modélisé via les équations de Navier-Stokes
moyennées (Reynolds-averaged Navier-Stokes (RANS) en anglais), qui sont une simplifica-
tion des équations de Navier-Stokes. Cette simplification consiste dans la décomposition
des grandeurs instantanées en une partie moyenne et une partie fluctuante proposée
par Reynolds à la fin du XIXème siècle. Les équations de Navier-Stokes moyennées sont
alors :

∂ρ

∂t
+ div (ρṽ) = 0 (1.9a)

∂ρṽ

∂t
+ div (ρṽ⊗ ṽ) = div

(
τ+ τr − p1

)
(1.9b)

∂ρ
(
Ẽ+ k

)

∂t
+ div

[
ρ
(
Ẽ+ k

)]
= div

[(
τ+ τr

)
· ṽ− (q+qt)

]
(1.9c)

où (•) et (•̃) représentent respectivement la moyenne de Reynolds et la moyenne de
Favre. Cette dernière est définie comme :

q̃ =
ρq

ρ
(1.10)

La moyenne de Favre du champ instantané q = q+ q ′ de la quantité générique q amène
alors à la suivante décomposition du champ :

q = q̃+ q" (1.11)

Les nouveaux termes qui viennent d’apparaître dans les équations (1.9) sont :
— L’énergie cinétique turbulente k :

k =
1
2ρv"2

ρ
(1.12)
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— Le tenseur de Reynolds τr :

τr = −ρv"⊗ v" (1.13)

— Le flux diffusif turbulent qt :
qt = ρv"h" (1.14)

Afin de fermer le système d’équations (1.9), il est nécessaire de modéliser la turbulence
via la définition du scalaire k, du tenseur τr et du vecteur qt. Ces modèles de turbulence
décomposent les inconnues principales du problème en une somme de leur valeur
moyenne plus une fluctuation représentant la turbulence. Grâce aux hypothèses de
Boussinesq les modèles de turbulence peuvent être réduits à la définition de trois
scalaires : l’énergie cinétique turbulente k, le coefficient de viscosité turbulente µt et le
nombre de Prandtl turbulent Prt à partir desquels on définit :

τr = −
2

3
(ρk+ µtdiv v) 1 + 2µtD (1.15a)

qt = −
Cpµt

Prt
grad T (1.15b)

Pour fermer le système (1.9) nous utilisons le modèle de turbulence à une équation de
Spalart-Allmaras (Spalart et Allmaras, 1992).

1.2.2 Discrétisation spatiale

Différentes méthodes sont disponibles pour discrétiser les équations de Navier-Stokes
en espace : différences finies, volumes finis, éléments finis, etc... Dans le cadre de cette
thèse, les codes utilisés pour résoudre les équations de Navier-Stokes sont elsA (Cambier
et al., 2013 ; elsA, 2019) et Fluent (Fluent, 2019). Ces logiciels utilisent la méthode des
volumes finis.

La méthode des volumes finis consiste à découper le domaine en éléments de volume
(ou cellules) à l’intérieur desquels les variables représentatives de l’écoulement sont
supposées constantes.

Les équations peuvent, par exemple, être discrétisées sur un maillage structuré. Ce
maillage est constitué de cellules hexaédriques empilées suivant trois directions topo-
logiques (i, j, k) déduites des coordonnées physique (x, y, z). L’approche volumes finis
consiste alors dans l’intégration du bilan des flux sur chacun des hexaèdres (cellules ou
volumes de contrôle).

Une loi de conservation est définie comme suit :

∂ψ (x, t)

∂t
+ div (F (ψ (x, t))) = 0 (1.16)
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qui s’applique en tout point d’un domaine fluide. ψ représente la variable conservative
et F le flux physique. Dans le cas des équations de Navier-Stokes, le flux physique peut
être décomposé en une partie convective Fc et une partie visqueuse Fv :

∂ψ (x, t)

∂t
+ div (Fc (ψ (x, t)) + Fv (ψ (x, t) ,Oψ (x, t))) = 0 (1.17)

Le flux visqueux Fv dépend à la fois de ψ et de Oψ.
Au lieu de chercher la solution de loi de conservation sous forme locale en tout point

du domaine fluide, on va chercher à résoudre sa forme intégrale. Étant donné Ω le
volume de contrôle, on a :∫

Ω

∂ψ (x, t)

∂t
dΩ+

∫
Ω

div (F (ψ (x, t)))dΩ = 0 (1.18)

Le théorème de Green-Ostrogradski est appliqué afin de transformer l’intégrale volumique
de la divergence du flux physique en intégrale surfacique (on choisit comme volume de
contrôle chaque cellule ci du domaine fluide) :∫

ci

∂ψ (x, t)

∂t
dΩ+

∑
f∈Nfci

∫
f

F (ψ (x, t)) ·nfdS = 0 (1.19)

où Nfci est l’ensemble des faces de la cellule ci et nf désigne la normale à la face f
orientée vers l’extérieur de la cellule ci. Sous l’hypothèse de cellules indéformables la loi
de bilan peut être réécrite comme suit :

∂

∂t

∫
ci

ψ (x, t)dΩ+
∑
f∈Nfci

∫
f

F (ψ (x, t)) ·nfdS = 0 (1.20)

On introduit la valeur moyenne de ψ sur la cellule ci, notée ψci :

ψci (t)
def
=

1

|Ω|

∫
Ωci

ψ (x, t)dΩ (1.21)

La loi de conservation discrète prend alors la forme suivante :

dψci (t)

dt
+
1

|Ω|

∑
f∈Nfci

∫
f

F (ψ (x, t)) ·nfdS = 0 (1.22)

L’évolution des quantités inconnues ψci (t) dans chaque cellule est calculée par le bilan
du flux physique (cf. Éq. (1.22)) qui est exprimé en fonction des états moyens dans la
cellule ci et dans les cellules voisines de celle-ci.
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Le flux physique est décomposé en composantes convective et visqueuse. L’équa-
tion (1.22) s’écrit alors :

dψci (t)

dt
+
1

|Ω|

∑
f∈Nfci

∫
f

[Fc (ψ (x, t)) + Fv (ψ (x, t) ,Oψ (x, t))] ·nfdS = 0 (1.23)

Les flux convectifs et visqueux normaux à la face f sont définis comme suit :

Fc ·nf = F⊥c =




ρV⊥

ρuV⊥ + p (nf)x

ρvV⊥ + p (nf)y

ρwV⊥ + p (nf)z

ρHV⊥




(1.24)

Fv ·nf = F⊥v =




0

(τ ·nf)x
(τ ·nf)y
(τ ·nf)z

u (τ ·nf)x + v (τ ·nf)y +w (τ ·nf)z + λOT ·nf




(1.25)

où V⊥ = V · nf est la vitesse normale à la face f, H = E + p/ρ l’enthalpie totale
spécifique et λ la conductivité thermique. Le flux physique convectif ne dépend que des
composantes ψ du vecteur des variables conservatives W :

W =




ρ

ρu

ρv

ρw

ρE




(1.26)

La quantité ψ est reconstruite dans chaque cellule ci en adoptant une reconstruction
dite constante :

∀X ∈ ci ψ (x, t) = ψci (t) (1.27)
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Les valeurs de ψ dans chacune de deux cellules se partageant la face f sont donc
généralement discontinues. Ainsi, par raison de conservation, le flux physique normal
est évalué par un flux numérique qui dépend des états de la cellule à gauche et à droite
de celle-ci (respectivement gauche ψG et droite ψD) :

dψci (t)

dt
+
1

|Ω|

∑
f∈Nfci

[
F⊥c
(
ψG, ψD

)
+ F⊥v

(
ψG, ψD

)]
|Σf| = 0 (1.28)

où Σf est la surface de la face f.
Dans le cadre de cette thèse, le schéma de Jamenson (Jameson et al., 1981) a été utilisé

pour la discrétisation des flux convectifs. Il s’agit d’un schéma centré du deuxième ordre
stabilisé grâce à un flux dissipatif D. Ainsi, le flux convectif normal à la face f F⊥c est
obtenu avec la relation suivante :

F⊥c
(
WG,WD

)
=
1

2

[
F⊥c
(
WG

)
+ Fc ⊥

(
WD

)]
− D

(
WG,WD

)
(1.29)

où WG et WD indiquent respectivement le vecteur des variables conservatives respective-
ment dans la cellule à gauche et à droite de la face. Concernant les cellules frontières du
domaine fluide, le flux convectif utilisé est celui obtenu directement avec le traitement de
l’application de la condition aux limites.

Le flux numérique visqueux normal à la face f est également évalué via un schéma
centré :

F⊥v
(
WG,WD

)
=
1

2

(
FGv + FDv

)
(1.30)

où FGv et FDv désignent respectivement le flux visqueux dans la cellule à gauche et à droite
de la face.

Toutefois, afin d’améliorer la précision de l’estimation du gradient au centre de la face,
une correction est appliquée. Le flux numérique visqueux corrigé Fcorr

v est exprimé de la
façon suivante :

Fcorr
v

(
WG,WD

)
= F⊥v −

(
F⊥v ·

IGID

‖IGID‖ −
FGv − FDv
‖IGID‖

)
· I

GID

‖IGID‖ (1.31)

où IG et ID sont respectivement les centres des cellules à gauche et à droite de la face f.
Par défaut, le calcul du flux à la paroi est effectué par une extrapolation à l’ordre 0 du

flux visqueux calculé au centre de la cellule.
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1.2.3 Discrétisation temporelle

La discrétisation temporelle est généralement réalisée via un schéma basé sur la relation
suivante :

ft+∆t = ft +
(
(1− θ) ḟt + θḟt+∆t

)
∆t (1.32)

où θ est un paramètre qui varie entre 0 et 1. Pour θ < 1/2 (schéma explicite), afin que le
schéma soit stable il est nécessaire qu’il respecte la condition de Courant-Friedrichs-Lewy
(CFL). Cette condition impose une borne supérieure sur le pas de temps proportionnelle
à la taille de la maille ∆x :

∆tC ∝
∆x

max (|u| , |u± c|) (1.33)

où u et c sont respectivement la vitesse du fluide et la vitesse du son dans la direction x.
Le pas temps calculé avec l’Équation (1.33) est le pas de temps convectif. Cependant,

dans la couche limite la diffusion peut devenir prépondérante et il est nécessaire alors
respecter la limite due à la diffusion. Cette limite est donnée par :

∆tD <
∆x2

2κ
(1.34)

où κ est définie pour l’équation du mouvement par :

κ =
µ

ρ

(
1+

µt

µ

)
(1.35)

et pour l’équation de l’énergie par la relation suivante :

κ =
µ

ρ

γ

Pr

(
1+

µt

µ

Pr
Prt

)
(1.36)

Ainsi, la limite de stabilité est le plus petit pas de temps :

∆t = min(∆tC, ∆tD) (1.37)

Pour ces travaux, la méthode d’intégration "Euler arrière" (Backward Euler Method), qui
est une méthode implicite du première ordre (θ = 1), inconditionnellement stable, est
retenue quelle que soit l’étude considérée (régime stationnaire ou transitoire) :

ft+∆t = ft + ḟt+∆t∆t (1.38)

La plupart des logiciels CFD utilisent une résolution temporelle à pas de temps local 1 en
respectant le CFL imposé (Éq. 1.33) afin d’accélérer la convergence vers l’état stationnaire.
Le pas de temps local ne peut pas être utilisé pour la modélisation de l’écoulement fluide

1. à l’échelle de la cellule
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en régime transitoire car il ne permet pas une cohérence temporelle entre les différentes
cellules du maillage. Un pas de temps local sera alors adopté uniquement lorsque le
régime stationnaire de l’écoulement est recherché.

1.2.4 Conditions aux limites

Dans le cas d’une paroi solide dans une résolution Navier-Stokes imperméable, la
condition cinématique d’adhérence est imposée :

Vf = Vp (1.39)

Cette relation impose que la vitesse du fluide à la paroi Vf est égale à la vitesse de la
paroi Vp. La vitesse de la paroi peut être imposée par un autre code de calcul ou par
un mouvement de corps rigide (translation ou rotation). Dans le cas de paroi immobile,
Vp = 0.

Dans la résolution d’un problème thermique, trois conditions aux limites sont géné-
ralement utilisées à la paroi (ces conditions aux limites sont explicitées en prenant la
normale à la paroi sortante du domaine fluide) :

— La condition de Dirichlet : il s’agit d’imposer un profil de température sur la
paroi p.

Tp = T0 (1.40)

où T0 est un profil de température.
— La condition de Neumann : le flux de chaleur est imposé sur la paroi.

qp = −q0 ou λ
∂Tp

∂n
= −q0 (1.41)

où q représente le flux de chaleur.
— La condition de Robin : il s’agit d’une relation linéaire entre le flux de chaleur et la

température.
q̂p +αT̂p = −q0 +αT0 (1.42)

où le symbole ̂ est associé aux inconnues, α est un coefficient de "pondération"
entre la condition de Neumann et la condition de Dirichlet qui sera dorénavant
appelé coefficient de couplage car sa valeur permet de gérer la stabilité du problème
couplé fluide-structure. En effet, en imposant les bornes du coefficient en 0 et +∞
les deux premières conditions aux limites (Neumann et Dirichlet) sont retrouvées :
— Pour αf = 0 la condition de Neumann est obtenue (flux de chaleur imposé).
— Pour αf =∞ la condition de Dirichlet est obtenue (température imposée).
L’équation (1.42) peut être réécrite de la façon suivante :

q̂p = −q0 +α
(
T0 − T̂p

)
(1.43)
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ainsi, une fois que l’équilibre T̂p = T0 est atteint, l’équation (1.43) donne q̂p = −q0.
Les équilibres du flux de chaleur et de la température sont assurés quelle que soit
la valeur du coefficient de couplage α.
Dans le cas α = h∞ et T0 = T∞ (température fluide loin de la paroi), la relation (1.43)
peut être interprétée comme un modèle d’interface entre le fluide et la paroi. Le
paramètre h∞ est imposé par intermédiaire d’un modèle et similaire au coefficient
d’échange thermique h.

1.3 thermique du solide

1.3.1 Formulation

Soit V un volume arbitraire délimité par une surface S, la puissance thermique stockée
dans V est égale à la somme de la puissance thermique générée par les sources volu-
miques r contenues dans V et de la puissance thermique reçue par un flux de chaleur
externe q agissant sur la surface S :∫

V

ρ
∂U

∂t
dV =

∫
V

rdV +

∫
S

n ·qdS (1.44)

où U est l’énergie interne et n est la normale à la surface S dirigée vers l’interne de V .
L’équation (1.44) suppose que l’analyse thermique est découplée de l’analyse mécanique
du système, c’est-à-dire la température ne dépend pas des champs mécaniques comme
les déformations et les contraintes dans le matériau. Plusieurs hypothèses peuvent être
faites afin de simplifier le problème thermique. Ces hypothèses, décrites ci-dessous,
seront employées par la suite dans le cadre des analyses de stabilité d’un problème
aérothermique.

Si on suppose que le matériau a des liaisons parfaites et si on néglige la présence de
toute transformation chimique ou physique de la matière, l’énergie interne est propor-
tionnelle à la température absolue T par l’intermédiaire d’une constante Cp [J/ (kgK)]
appelée capacité calorifique massique. Cette relation est décrite par l’équation suivante :

∂U

∂t
= Cp

∂T

∂t
(1.45)

De plus, on suppose que le matériau suit la loi de conduction de Fourier qui stipule que
le flux de chaleur par unité de surface est une fonction linéaire du gradient thermique :

q = −λgrad T (1.46)
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où le tenseur λ est la conductivité thermique. Si le corps est isotrope et homogène, la
conductivité thermique est une constante.

Ainsi, l’Équation (1.44) devient :∫
V

ρCp
∂T

∂t
dV =

∫
V

rdV +

∫
S

n ·
(
−λgrad T

)
dS (1.47)

En utilisant le théorème de Green-Ostrogradski, l’intégrale surfacique devient une
intégrale volumique. L’équation (1.47) s’écrit alors comme suit :∫

V

[
ρCp

∂T

∂t
+ div

(
−λgrad T

)
− r

]
dV = 0 (1.48)

Étant donné que le volume V est arbitraire, on déduit l’équation de la chaleur en tout
point du solide :

ρCp
∂T

∂t
+ div

(
−λgrad T

)
− r = 0 (1.49)

En absence de sources volumiques r et pour un matériau isotrope (λ est une constante),
l’équation de la chaleur (1.49) se simplifie comme suit :

ρCp
∂T

∂t
= λ∇2T (1.50)

En utilisant la définition suivante de la diffusivité thermique a :

a =
λ

ρCp
(1.51)

L’équation (1.50) devient :
∂T

∂t
= a∇2T (1.52)

Lorsque seul l’état stationnaire est recherché, il est possible de négliger le terme
d’inertie en supposant que la chaleur se propage instantanément, l’équation de la chaleur
se résume alors à l’équation suivante :

∇2T = 0 (1.53)

1.3.2 Discrétisation spatiale

La méthode la plus utilisée pour discrétiser un domaine solide est la méthode des
éléments finis (MEF). La discrétisation consiste à découper le domaine en polyèdres
qui représentent les éléments élémentaires e. La méthode des éléments finis utilise une
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formulation intégrale (formulation faible de Galerkin) afin de se ramener à un système
d’équations algébriques pouvant être résolu numériquement.

Pour résoudre l’équation de la chaleur (1.49) par la méthode des éléments finis, nous
utilisons la méthode des résidus pondérés dans la formulation de Galerkin. Pour cela on
multiplie l’équation (1.49) pour la fonction arbitraire δT et on intègre sur le domaine V :∫

V

δT

[
ρCp

∂T

∂t
+ div

(
−λgrad T

)
− r

]
dV = 0 (1.54)

δT est appelé fonction de pondération ou fonction de test.
En utilisant la relation suivante :

div (fv) = fdiv v+ v · grad f (1.55)

où f est un scalaire, on peut écrire l’équation (1.54) comme suit :∫
V

δTρCp
∂T

∂t
dV +

∫
V

div
[
δT
(
λgrad T

)]
−

∫
V

grad δT ·
(
λgrad T

)
dV −

∫
V

δTrdV = 0

(1.56)
Le deuxième intégrale de l’équation (1.56) peut être transformé en intégrale de surface à
l’aide du théorème de Green-Ostrogradski :∫

V

div
[
δT
(
λgrad T

)]
=

∫
Sϕ

δTn ·
(
λgrad T

)
dS+

∫
ST

δTn ·
(
λgrad T

)
dS (1.57)

où Sϕ et ST sont les parties de la surface S où on impose respectivement une condition
de Neumann ou de Robin et une condition de Dirichlet. En imposant δT = 0 sur ST le
deuxième intégrale s’annule.

Ainsi, la formulation intégrale faible du problème thermique est obtenue :∫
V

δTρCp
∂T

∂t
dV −

∫
V

grad δT ·
(
λgrad T

)
dV +

∫
Sϕ

δTqndS−

∫
V

δTrdV = 0 ∀δT (1.58)

Dans la méthode des éléments finis le champ de température T(x) dans le volume
élémentaire e est exprimé par :

T(x) = N(x)Tn (1.59)

où N(x) sont les fonctions d’interpolation élémentaires ou fonctions de forme et Tn est
la température aux nœuds de l’élément e.

La fonction test δT est également interpolée à l’aide des même fonctions de forme.
L’équation (1.58) s’écrit alors comme suit :

δTn
{∫
V

NρCp
∂T

∂t
dV −

∫
V

∂N

∂x
λ
∂T

∂x
dV +

∫
Sϕ

NqndS−

∫
V

NrdV

}
= 0 (1.60)
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Étant donné que δTn est une fonction quelconque, l’équation (1.60) devient :∫
V

NρCp
∂T

∂t
dV −

∫
V

∂N

∂x
λ
∂T

∂x
dV +

∫
Sϕ

NqndS−

∫
V

NrdV = 0 (1.61)

Le solveur Z-set utilisé dans ces travaux de thèse pour la résolution de la thermique
dans le solide est un solveur incrémental capable de résoudre des problèmes non-linéaires.
Ainsi, l’équation de la chaleur résolue est l’équation (1.61) écrite de façon incrémentale.

1.3.3 Discrétisation temporelle

Afin de suivre l’évolution de la diffusion thermique dans le solide, un schéma implicite
est utilisé :

ft+∆t = ft +
(
(1− θ) ḟt + θḟt+∆t

)
∆t (1.62)

Pour la résolution d’un problème thermique en régime transitoire, le logiciel Z-set
utilise par défaut la méthode d’intégration "Euler arrière" (Backward Euler Method), où
θ = 1. Ce schéma est inconditionnellement stable. Dans le cas d’un système non-linéaire,
le système d’équation est résolu via la méthode de Newton-Raphson.

Le pas de temps ∆t à utiliser pour la résolution du problème thermique en régime
transitoire est calculé via le nombre de Fourier défini comme suit :

D =
a∆t

L2
(1.63)

où L est la longueur caractéristique du solide et a la diffusivité thermique (cf. Éq. (1.51)).
Ce nombre caractérise la part du flux de chaleur qui est transmise au corps dans

l’intervalle de temps ∆t par rapport à la chaleur qui est déjà stockée dans le corps.
Physiquement, plus le nombre de Fourier est grand, plus la chaleur pénètre profondément
à l’intérieur du corps dans le temps ∆t.

1.3.4 Conditions aux limites

Les conditions aux limites thermiques appliquées, dans le cadre de cette thèse, au
problème thermique solide sont les mêmes que celles décrites pour la mécanique des
fluides dans la Section 1.2.4. Il s’agit des conditions de Dirichlet (1.40), de Neumann
(1.41) et de Robin (1.42).

Lorsqu’un solide est en contact avec un écoulement fluide, le transfert à l’interface
peut être décrit par une loi convective de type Robin :

q̂p = −λs
∂T̂p

∂n
= q0 + h

(
T0 − T̂p

)
(1.64)
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où α = h (coefficient d’échange thermique), T0 une température caractéristique (typi-
quement la température du fluide loin de la paroi) et q0 un flux de chaleur.

La condition de Robin, comme la condition Neumann, impacte l’intégrale surfacique
dans la formulation intégrale faible (1.58) :∫

Sϕ

δTqdS (1.65)

En effet, en ajoutant la condition de Robin exprimée comme suit :

q+αT = q0 +αT0 = g (1.66)

l’intégrale (1.65) devient :∫
Sϕ

δT (g−αT)dS =

∫
Sϕ

gdS+

∫
Sϕ

αTdS (1.67)

où la première intégrale s’ajoute à la contribution des forces externes et la deuxième
modifie la matrice de conductivité thermique apparente. Cette deuxième contribution
impacte la stabilité et la convergence de résolution du problème thermique.

1.4 résolution des problèmes d’interaction
fluide-structure

Les sections précédentes ont permis d’expliciter les équations régissant les différentes
physiques et leurs méthodes de résolution. L’intérêt est désormais porté sur la prise en
compte de l’interaction entre les deux physiques.

Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction, pour obtenir une bonne évaluation
des quantités pariétales 2, il est nécessaire de coupler les équations qui dominent les
physiques en interaction. Dans le cas d’un problème aérothermique, les équations à
coupler sont les équations de Navier-Stokes qui décrivent le comportement du fluide et
l’équation de la chaleur qui décrit la diffusion thermique dans le solide.

Pour assurer le couplage, l’égalité des flux de chaleur et de température à l’interface
fluide-structure doit être vérifiée :{

Tf = Ts sur Γ

λf
∂Tf
∂nf

= −λs
∂Ts
∂ns

sur Γ
(1.68)

où Γ est l’interface de couplage représentant l’union de l’interface fluide Γf et de l’interface
solide Γs et n le vecteur unitaire normal à la paroi (cf. Figure 1.1).

2. Quantités caractéristiques de l’interface fluide-structure
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Γs Γf

ns

nf

Ωf

Fluide
Ωs

Solide

∂Ωf

∂Ωs

Figure 1.1 – Système couplé

1.4.1 Approches de résolution fluide-structure

Dans cette section, nous allons présenter une vue d’ensemble des principales approches
utilisées dans la littérature pour résoudre des problèmes d’interaction fluide-structure.
Ces approches peuvent être employées pour tout type d’interaction fluide-structure :
aérothermique, aéroélasticité, etc...

1.4.1.1 Approche monolithique et partitionnée

Il existe deux principales stratégies pour résoudre des problèmes d’interaction entre
deux physiques :

— L’approche monolithique : le problème est traité dans son ensemble et toutes les
équations sont résolues simultanément à travers un unique système d’équation.

— L’approche partitionnée : les problèmes associés aux différentes physiques sont
résolus séparément et une troisième entité est chargée d’échanger les quantités
pariétales d’un problème à l’autre afin d’assurer les conditions aux limites à l’inter-
face.

Dans le cas monolithique, le système d’équations non-linéaires est généralement résolu
avec une variante de la méthode de Newton. Le système d’équations intègre l’interface
fluide-structure. Ainsi, aucune instabilité supplémentaire n’est ajoutée à ce système
multi-physique déjà complexe (Heil et al., 2008). Cette approche est généralement difficile
à mettre en place car il est nécessaire de découper les domaines fluide et solide avec la
même discrétisation spatiale. Par exemple, Hübner et al., 2004 utilisent une discrétisation
en éléments finis et Blom, 1998 opte pour la méthode des volumes finis. Cette tâche est
difficile sur des géométries complexes telles que celles utilisées dans le secteur industriel.
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Un autre grand inconvénient de l’approche monolithique est de devoir utiliser la même
discrétisation temporelle pour les différentes physiques. Ceci est acceptable pour des
problèmes où les temps caractéristiques des physiques en jeu sont du même ordre de
grandeur (problèmes aéroélastiques par exemple), ce qui n’est pas le cas des problèmes
aérothermiques. En effet, le temps caractéristique de la convection thermique dans le
fluide et celui de la conduction thermique dans le solide peut différer de 3-4 ordres de
grandeur. L’emploi de la même discrétisation temporelle dans tout le problème force à
utiliser le plus petit pas de temps (celui du fluide) ce qui conduit à une sur-intégration
inutile du problème associé au solide augmentant alors le temps de calcul.

Enfin, l’approche monolithique nécessite un solveur capable de résoudre différents
problèmes physiques à la fois. En effet, le problème de mécanique du solide et celui
de la mécanique des fluides sont résolus avec des méthodes différentes. Les éléments
finis sont les plus utilisés pour la physique du solide. Les volumes finis sont quant à
eux privilégiés pour la mécanique des fluides. Il n’est également pas facile de résoudre
un système d’équations incluant plusieurs physiques. En effet, si les physiques ont des
propriétés très différentes, les problèmes peuvent ne pas être bien conditionnés (Farhat,
Lesoinne et Le Tallec, 1998).

L’approche partitionnée a, quant à elle, été développée afin d’accélérer et faciliter
la résolution des problèmes couplés qui étaient traités via l’approche monolithique.
L’avantage majeur est la modularité logicielle qui permet la réutilisation des codes
existants spécifiques à chaque physique. Ainsi, l’utilisateur peut choisir des méthodes
et modèles propres à la physique traitée. Cette résolution séparée n’impose pas de
contraintes sur la discrétisation spatiale des différents domaines et permet une intégration
temporelle optimale en utilisant des pas de temps appropriés à chaque phénomène. La
résolution est généralement plus rapide (Felippa et Park, 1980 ; Felippa, Park et Farhat,
2001).

Toutefois, la résolution dissociée des physiques entraîne un décalage lors de l’intégra-
tion temporelle induisant une discontinuité à l’interface à chaque pas de temps (Farhat,
Lesoinne et Le Tallec, 1998 ; Jaiman et al., 2011). L’équilibre des quantités à l’interface
fluide-structure n’est pas respecté. Ce déséquilibre peut se réduire au fil des itérations
de couplage ou augmenter en faisant diverger la solution. De nombreux auteurs ont
constaté que ces instabilités sont produites par un déséquilibre entre les énergies trans-
mises au travers de l’interface par chacune des physiques. Dans le cas d’un couplage
aéroélastique, cette énergie ∆ε représente le travail de l’effort à l’interface engendré par
la différence des déplacements des surfaces fluide et solide. Parmi ces auteurs, Le Tallec,
Gerbeau et al., 2005 proposent une estimation de cette énergie en utilisant l’algorithme
CSS (Conventional Sequential Staggered, algorithme partitionné décrit au paragraphe 1.4.2)
pour des problèmes aéroélastiques :

∆ε =

∫
Γ

n · σn+1
F

(
un+1S −un+1F

)
(1.69)
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où σn+1
F

est le tenseur des contraintes dans le fluide qui est égal à celui dans le solide
par construction de l’algorithme de couplage, enfin un+1S et un+1F sont respectivement
les déplacements de l’interface dans les domaines solide et fluide. Cet algorithme utilise
une prédiction constante entre les temps n et n+ 1, ce qui donne un+1F = unS . L’équation
1.69 devient : ∫

Γ

n · σn+1
F

(
un+1S −unS

)
(1.70)

L’énergie artificiellement créée à l’interface fluide-structure ne peut pas être nulle car la
position de l’interface solide varie d’une itération à l’autre. Ainsi, plus l’intervalle entre
deux échanges est petit plus l’algorithme est stable.

La définition (1.69) a été formulée pour un problème aéroélastique mais elle peut être
étendue par analogie à un problème aérothermique.

En conclusion, une attention particulière doit être portée à la formulation et l’implé-
mentation des algorithmes partitionnés afin de réduire le déséquilibre à l’interface. Ces
dernières décennies, de nombreuses études consacrées à la stabilité des algorithmes par-
titionnés ont tenté de comprendre la nature de cette instabilité et de trouver des moyens
pour la prévenir. Nous allons présenter celles qui nous semblent les plus pertinentes
pour notre étude dans le chapitre 2.

1.4.1.2 Couplage fort et faible

Dans le cadre de la résolution des problèmes multiphysiques, il est nécessaire de faire
une distinction entre les algorithmes de couplage fort et ceux de couplage faible. Dans la
littérature cette distinction est ambiguë, il peut s’agir :

— d’une distinction entre les algorithmes utilisant une approche monolithique et ceux
utilisant un approche partitionnée ;

— d’une distinction entre les algorithmes utilisant une méthode implicite et ceux
utilisant une méthode explicite ;

— d’une distinction entre les algorithmes qui respectent et ceux qui ne respectent pas
la continuité du flux de chaleur et de la température (cft) à l’interface à chaque
itération de couplage.

La définition retenue est celle généralement utilisée à l’Onera depuis la thèse de
Garaud, 2008 qui relie ces termes fort et faible au respect ou non du critère cft.

En résolvant un problème multiphysique avec l’approche monolithique, le critère cft

est toujours respecté car l’interface fait partie du domaine de résolution. Au contraire,
pendant la résolution d’un problème via une approche partitionnée le critère cft n’est
généralement pas respecté, ce qui d’après la définition retenue voudrait dire qu’il s’agit
d’un couplage faible. Cela justifie l’association faite par certains auteurs entre l’approche
monolithique (respectivement l’approche partitionnée) et un couplage fort (respective-
ment un couplage faible). Cependant, dans la section suivante nous montrons qu’il existe
des algorithmes partitionnés "forts".
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1.4.2 Algorithmes de couplage partitionnés

Cette section permet de présenter les principaux algorithmes de couplage partitionnés
proposés dans la littérature.

1.4.2.1 Algorithme partitionné séquentiel

Il s’agît de l’algorithme partitionné le plus connu et utilisé dans la littérature car il est
le plus simple à mettre en place. Cependant, le couplage produit par cet algorithme est a
priori faible.

Cet algorithme est mieux connu sous son acronyme CSS (Conventional Serial Staggered)
(Piperno, 1995 ; Piperno et al., 1995). Il est composé de quatre étapes qui se poursuivent
jusqu’à l’obtention de la convergence. L’algorithme est illustré sur la Figure 1.2 et détaillé
via l’algorithme 1, où les numéros de ligne coïncident avec les quatre étapes indiquées
dans la figure.

1

3

2
4

Fluide
t f

Solide
tstc tc + ∆tc tc + 2∆tc

Figure 1.2 – Schématisation de l’algorithme partitionné séquentiel

Algorithme 1 : Algorithme partitionné séquentiel

tant que le critère de convergence n’est pas satisfait faire
1 Mise à jour de l’état de l’interface fluide à l’instant tc ;

Prédiction de l’état de l’interface fluide à tc +∆tc ;
Résolution du problème fluide à tc +∆tc;

2 Envoi des quantités pariétales du problème fluide au problème solide à
tc +∆tc;

3 Mise à jour de l’interface solide à tc;
Résolution du problème solide de tc à tc +∆tc;

4 Envoi des quantités pariétales du problème solide au problème fluide à
tc +∆tc;

L’algorithme CSS est appelé "Staggered" (décalé en français) car l’intégration temporelle
des différents problèmes physiques est faite séparément et de façon décalée. En effet afin
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de résoudre le problème fluide à t+∆t (étape 1 ), il est nécessaire de connaître l’état
de l’interface fluide à cet instant qui est généralement considéré inchangé par rapport à
l’itération précédente.

1.4.2.2 Algorithme partitionné séquentiel sous-cyclé

Afin de prendre en compte les différents temps caractéristiques des physiques couplées
il est possible de sous-cycler la physique la plus rapide et de la coupler avec la physique
la plus lente une fois son temps caractéristique atteint. Généralement dans le couplage
fluide-structure le pas de temps caractéristique de l’écoulement fluide est plus petit
que celui du solide, le fluide sera donc la physique sous-cyclée (voir la Figure 1.3). Cet
algorithme, dit partitionné séquentiel sous-cyclé, est une légère variante de l’algorithme
précèdent qui permet d’utiliser des pas de temps optimaux pour chaque physique.

1

3

2
4

Fluide
t f

Solide
tstc tc + ∆tc tc + 2∆tc

Figure 1.3 – Schématisation de l’algorithme partitionné séquentiel sous-cyclé

Cette variation consiste simplement à modifier la fréquence d’envoi et de réception
des données de couplage pour le solveur fluide. En utilisant ce type d’algorithme il est
possible d’utiliser des prédictions plus complexes à l’étape 1 de l’algorithme permettant
d’accélérer la convergence et d’améliorer la précision de la solution.

1.4.2.3 Algorithme partitionné parallèle

Dans les deux algorithmes précédents, une fois que le solveur associé à l’une des
physiques a envoyé ses données il reste en attente jusqu’à l’obtention de nouvelles
informations provenant du solveur associé à l’autre physique. Le temps d’attente peut
être plus ou moins long en fonction de la taille et de la complexité des problèmes à
résoudre pour chacune des physiques. Pour éviter tout gaspillage du temps de calcul,
Weeratunga et Pramono, 2013 proposent un algorithme où les deux physiques sont
temporellement intégrées en parallèle et l’échange d’information est fait simultanément
comme montré sur la Figure 1.4. L’algorithme obtenu est appelé "Algorithme partitionné
parallèle" (Conventional Parallel Staggered en anglais). Cet algorithme a besoin de deux
prédictions, une pour le solide et une pour le fluide comme décrit par l’algorithme 2.
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L’algorithme partitionné parallèle peut aussi être sous-cyclé comme pour l’algorithme
CSS.

2

2

11

Fluide
t f

Solide
tstc tc + ∆tc tc + 2∆tc

Figure 1.4 – Schématisation de l’algorithme partitionné parallèle

Algorithme 2 : Algorithme partitionné parallèle

tant que le critère de convergence n’est pas satisfait faire
1 Fluide : Envoi et reception des information à tc et prédiction de l’état de

l’interface fluide à tc +∆tc;
Solide : Envoi et reception des information à tc et prédiction de l’état de
l’interface solide à tc +∆tc;

2 Intégration du fluide du problème fluide d’un ∆tc;
Intégration du problème solide d’un ∆tc;

Piperno et al., 1995 montrent sur un cas 1D que cet algorithme est moins précis que
les deux précédents puisqu’il repose sur deux prédictions. Son utilisation est conseillée
seulement dans le cas où les temps de calcul des deux physiques sont du même ordre de
grandeur.

1.4.2.4 Variantes des algorithmes partitionnés afin d’en améliorer les performances

Piperno et al., 1995 ont montré que les algorithmes précédents peuvent atteindre au
maximum une convergence du premier ordre en temps, même si les problèmes associés
aux différentes physiques sont résolus avec des schémas du deuxième ordre en temps.

L’ordre en temps d’un schéma est l’exposante k dans l’expression théorique de l’erreur
de discrétisation ε en fonction du pas de temps :

ε = O
(
∆tkc

)
(1.71)

Pour attendre l’ordre 2, Farhat et Lesoinne, 2000 proposent une version de l’algorithme
CSS où les échanges sont désynchronisés d’un demi pas de temps comme montré sur la
Figure 1.5.



26 résolution d’un problème d’interaction fluide-structure

3

1

4

2

Fluide
t f

Solide
tstc tc + ∆tc

tc − ∆tc2 tc +
∆tc

2

Figure 1.5 – Schématisation de l’algorithme partitionné séquentiel désynchronisé

De la même façon, ils proposent une variante de l’algorithme parallèle où les solveurs
solide et fluide avancent ensemble, le solide d’un pas de temps de couplage et le fluide
d’un demi-pas de temps de couplage. Les quantités pariétales calculées par le solide
sont utilisées pour corriger la prédiction fluide au demi-pas de temps, alors que les
informations calculées au demi-pas fluide sont utilisées pour re-calculer le pas de temps
solide (cf. Figure 1.6).
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3

3
11

Fluide
t f

Solide
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∆tc

2 tc + ∆tc

4

Figure 1.6 – Schématisation de l’algorithme partitionné parallèle amélioré

Ces derniers algorithmes sont essentiels pour assurer la conservativité à l’interface
fluide-structure dans les problèmes aéroélastiques. Ils peuvent également être utiles pour
des problèmes où les maillages restent fixes comme en aérothermique car ils augmentent
la qualité de la prédiction.

D’autres techniques peuvent être employées afin d’améliorer les algorithmes de cou-
plage : des techniques de correction, de substitution et de synchronisation (Felippa, Park
et Farhat, 2001).
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1.4.2.5 Algorithmes de couplage instationnaire-instationnaire

En régime permanent, la synchronisation des résolutions n’est pas obligatoire même si
elle est conseillée pour des raisons de stabilité. En régime transitoire (ou instationnaire),
il est crucial que les deux physiques soient couplées simultanément car l’objectif est de
suivre l’évolution de l’échange thermique au cours du temps.

Tous les algorithmes décrits dans la section 1.4.2 peuvent être utilisés en régime
transitoire à condition que le couplage soit effectué à tc = tf = ts. Ces algorithmes sont
adaptés aux problèmes d’interaction fluide-structure quel que soit le type d’interaction.
Cependant, il s’agit d’algorithmes de couplage faible, le critère cft n’est donc pas respecté
et il est nécessaire d’employer des pas de temps de couplage infimes. Ainsi, l’état des
deux physiques diffère peu entre deux couplages ce qui limite l’accumulation d’erreur à
l’interface. En règle générale, le pas de temps de couplage doit coïncider avec le pas de
temps de la physique la plus rapide (en l’occurrence, le fluide). Le temps de calcul de
cet algorithme peut être du même ordre de grandeur que l’approche monolithique en
étant toutefois plus facile à mette en place. L’algorithme CSS instationnaire-instationnaire
sera utilisé dans cette thèse pour calculer la solution de référence des différents cas test
étudiés.

Comme mentionné dans le paragraphe 1.4.1.2, il est possible de transformer un
algorithme partitionné faible en algorithme partitionné fort en ajoutant un processus
itératif à chaque pas de temps de couplage afin que le critère cft soit respecté pendant le
régime transitoire. Le principe de ces algorithmes est de corriger à chaque itération la
prédiction jusqu’à ce que cette dernière atteigne une solution qui respecte le critère de
convergence choisi. Cette méthode permet d’augmenter le pas de temps de couplage.

Dans la littérature, le processus itératif peut être réalisé via une méthode de recherche
du point fixe telle que les méthodes de Jacobi, de Gauss-Seidel ou encore de Newton
(Le Tallec et Mouro, 2001 ; Matthies et Steindorf, 2002 ; Gerbeau et Vidrascu, 2003 ; Mok
et al., 2007). L’application de la méthode de Newton nécessite le calcul du Jacobien à
chaque couplage ce qui peut être coûteux. C’est pour cela que d’autres techniques ont
été employées : la méthode de quasi-Newton (Verdicchio et al., 2001) qui utilise une
approximation du coefficient d’échange thermique, la méthode de GMRES interfaciale
(Küttler et Wall, 2009), la méthode de Newton-Krylov (Knoll et Keyes, 2004) ou encore la
méthode de mixage d’Anderson (Ganine, Hills et al., 2013).

Bien que ces derniers algorithmes respectent le critère cft, dans certains cas une
relaxation est nécessaire pour converger vers une solution stable (Le Tallec et Mouro,
2001 ; Nobile, 2001 ; Grandmont et al., 2002).
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1.4.3 Algorithmes de couplage utilisés dans le cadre de la thèse

Dans cette section nous spécifions les algorithmes qui ont été utilisés dans le cadre
de ces travaux. Le choix de l’algorithme de couplage dépend de la finalité de l’étude,
c’est-à-dire de l’aspect de l’interaction thermique fluide-structure qui est étudié. De
plus, pour choisir entre un algorithme séquentiel ou parallèle, il est nécessaire d’estimer
le coût de résolution de chaque physique. Dans le cadre de cette thèse, nous allons
d’abord travailler sur l’interaction thermique fluide-structure en régime permanent puis
en régime transitoire. Nous rappelons que dans l’étude du régime transitoire, l’attention
est portée exclusivement sur l’évolution de la charge thermique subie au cours du temps
par la structure en interaction avec un écoulement fluide. Ces motivations ont déterminé
le choix des algorithmes.

1.4.3.1 Étude du régime permanent

Lorsque seul le régime permanent du problème couplé aérothermique est recherché, il
est possible de mettre en place des méthodes numériques qui permettent d’atteindre la
solution sans passer par la résolution du problème en régime transitoire. Il n’est donc
pas nécessaire d’assurer l’équilibre aérothermique pendant la résolution. Cette démarche
suppose qu’il n’y ait pas de phénomènes dissipatifs irréversibles, c’est-à-dire dans le
cas où le problème thermique est linéaire. Ainsi, le choix est porté vers un algorithme
partitionné faible.

Par ailleurs, dans le cas du couplage aérothermique, le temps de calcul de la CFD
est plus important que celui de la résolution du problème de conduction dans le solide.
Ceci justifie le choix d’un algorithme séquentiel plutôt qu’un algorithme parallèle afin de
privilégier la précision au temps de calcul. Dans ce cas, le temps consacré à la résolution
du problème aérothermique complet est du même ordre de grandeur que celui nécessaire
pour la résolution de la CFD. Ainsi, l’algorithme de couplage séquentiel CSS sous-cyclé
est privilégié car il est le plus simple à mettre en œuvre et le plus adapté au contexte
industriel.

Afin de trouver rapidement la solution du problème en régime permanent, il est
possible de négliger le régime transitoire dans le solide en supposant que la conduction
thermique dans le solide est instantanée (capacité thermique nulle). Cette hypothèse
rend la thermique dans le solide linéaire et réversible. Nous allons donc utiliser une
variante de l’algorithme CSS qui couple une résolution de l’écoulement fluide en régime
transitoire (Éq. (1.9)) avec une séquence de résolutions de la conduction thermique dans
le solide en régime stationnaire (Éq. (1.53)). L’algorithme résultant est présenté sur la
Figure 1.7.

Les étapes de cet algorithme sont décrites dans l’Algorithme 3.
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Figure 1.7 – Schématisation de l’algorithme de couplage séquentiel stationnaire

Algorithme 3 : Algorithme partitionné séquentiel stationnaire

tant que le critère de convergence n’est pas satisfait faire
1 Mise à jour de l’état de l’interface fluide à l’instant tc ;

Prédiction de l’état de l’interface fluide à tc +∆tc ;
Résolution du problème fluide à tc +∆tc;

2 Envoi des quantités pariétales du problème fluide au problème solide à
tc +∆tc;

3 Mise à jour de l’interface solide;
Résolution du problème solide en régime stationnaire;

4 Envoi des quantités pariétales du problème solide au problème fluide à
tc +∆tc;

1.4.3.2 Étude du régime transitoire

Dans le cas de l’étude de l’interaction fluide-structure en régime transitoire, l’objectif
est d’évaluer la charge thermique transitoire dans le solide. Il devient alors primordial
de modéliser le phénomène conductif dans le solide en régime transitoire.

Dans le cas d’un couplage aérothermique, les temps caractéristiques des deux phy-
siques (convection dans le fluide et conduction dans le solide) peuvent avoir des
ordres de grandeur différents. L’utilisation d’un algorithme de couplage instationnaire-
instationnaire avec un pas de temps de couplage égal au temps caractéristique du fluide
peut se révéler très coûteux et inutile du point de vue de la résolution de la conduction
solide qui ne varie pas dans un intervalle de temps si faible. En effet, l’instationnarité de
l’écoulement est en général négligeable pendant le temps caractéristique de la conduction
dans le solide. Il est alors légitime de représenter l’écoulement comme une suite d’états
fluides stationnaires résolus à des instants spécifiques.

L’algorithme de couplage quasi-instationnaire est présenté sur la Figure 1.8. Il est basé
sur le couplage fluide-structure à certains instants c choisis par l’utilisateur suivant les
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Figure 1.8 – Algorithme quasi-instationnaire

caractéristiques aérothermiques au cours d’une mission sur une longue durée. Entre deux
instants de couplage un processus itératif est mis en place afin de respecter le critère cft.
L’algorithme de couplage devient fort, ce qui permet de suivre correctement le régime
transitoire. L’algorithme quasi-instationnaire comprend cinq étapes, expliquées dans
l’Algorithme 4. Ces étapes sont répétées jusqu’à la satisfaction du critère de convergence
choisi.

Algorithme 4 : Algorithme quai-instationnaire

pour c = 1 . . . C faire // nombre d’instants de couplage

répéter
1 Prédiction de l’évolution de l’état fluide et avancement du problème solide

de tc−1 à tc;
2 Envoi des quantités pariétales solide au solide à t = tc;
3 Mise à jour de l’interface fluide et calcul de l’écoulement fluide en régime

permanant à t = tc;
4 Envoi des quantités pariétales fluide au solide;
5 Retour à t = tc−1 et mise à jours de la prédiction de l’évolution de l’état

fluide;
jusqu’à le critère de convergence est satisfait;

Dans le cadre de cette thèse, nous allons utiliser cet algorithme pour étudier l’in-
teraction thermique entre un écoulement fluide et une structure en régime transitoire.
Cet algorithme a souvent été utilisé pour le calcul du transitoire dans les problèmes
aérothermiques. Chemin, 2006, Baqué, 2012, Errera et Baqué, 2013 et Errera, Lazareff
et al., 2017 ont montré son efficacité sur une plaque plane. Sun, Chew, Hills, Volkov
et al., 2009 et Ganine, Javiya et al., 2012 l’ont testée sur des configurations industrielles
telles que des disques de turbine haute-pression. Les auteurs ont montré la rapidité de
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la méthode mais aussi ses limites concernant la précision et la stabilité. Ainsi, à partir
du chapitre 7 l’attention sera portée sur l’étude de la précision et de la stabilité de
l’algorithme quasi-instationnaire afin de réduire ces limites.

Il existe dans la littérature d’autres procédures qui permettent d’accélérer la résolution
de l’interaction thermique fluide-structure en régime transitoire. Par exemple, He et Fadl,
2017 mettent en place une résolution temporelle multi-échelle en prenant en compte le
temps caractéristique du fluide par le biais d’un terme source inséré dans les équations
gouvernant l’écoulement fluide. Alternativement, il est possible de négliger la disparité
des temps caractéristiques entre la convection fluide et la conduction solide via une
résolution de la conduction solide dans le domaine fréquentiel (He et Oldfield, 2010).

Afin de valider les résultats obtenus par l’algorithme quasi-instationnaire, nous les com-
parerons à une solution de référence obtenue en utilisant l’algorithme CSS instationnaire-
instationnaire. Malgré que l’algorithme de couplage soit faible, il est possible de calculer
une solution approximative très proche de la solution exacte en couplant fréquemment
le fluide et la structure, afin de pouvoir calculer l’erreur induite par la méthode de
couplage.

1.5 conclusion

Ce chapitre a tout d’abord permis de présenter les équations qui régissent les différentes
physiques étudiées (l’écoulement fluide et la conduction dans le solide) et les méthodes
respectives employées pour les résoudre.

Ensuite les deux principales approches envisagées pour étudier l’interaction entre ces
deux physiques ont été exposées. L’approche partitionnée a été sélectionnée pour sa
modularité (couplage de codes de calculs existants) qui permet de faire interagir entre
elles plusieurs physiques sur des configurations complexes. Ainsi différents algorithmes
partitionnés couplant deux problèmes physiques ont été décrits.

L’algorithme de couplage séquentiel stationnaire (Figure 1.7) est retenu pour l’étude
de l’interaction thermique en régime permanent. Dans ce cas, la thermique du solide est
considérée en régime permanent, ce qui accélère la convergence du calcul même si cela
engendre des instabilités à l’interface. Ces instabilités seront abordées dans le chapitre
suivant. En ce qui concerne l’étude du problème aérothermique en régime transitoire,
nous allons utiliser l’algorithme de couplage quasi-instationnaire qui permet de réduire
les temps de calcul car le régime transitoire de l’écoulement fluide n’est pas recherché.
La solution obtenue sera ensuite comparée à une solution de référence obtenue grâce à
l’algorithme CSS instationnaire-instationnaire.





2 PA N O R A M A D E S É T U D E S D E S TA B I L I T É
D E S A LG O R I T H M E S PA R T I T I O N N É S P O U R
L’A É R OT H E R M I Q U E

Ce chapitre présente les principaux travaux réalisés sur la stabilité des algorithmes
partitionnés. Ces travaux ont été classés suivant l’approche utilisée.

La section 2.1 décrit les différentes analyses basées sur la théorie des modes normaux
de Godunov et Ryabenkii, 1964 avec notamment l’étude de Giles, 1997 qui est le premier
à l’avoir appliquée aux problèmes aérothermiques. Dans cette première section, d’autres
études de stabilité utilisant cette méthode sont décrites (Roe et al., 2008 ; Henshaw et
Chand, 2009 ; Joshi et Leyland, 2014 ; Kazemi-Kamyab et al., 2014).

Dans la section 2.2, les travaux de (Lindström et Nordström, 2010) sont présentés.
Les auteurs ont employé une méthode basée sur l’équilibre énergétique (appelée mé-
thode de l’énergie dans la suite du document) afin d’étudier la stabilité d’un problème
aérothermique en régime permanent.

La section suivante 2.3 est dédiée à l’étude de Roux et Garaud, 2009 qui analyse
la stabilité d’un système d’interaction thermique fluide-structure via une approche
matricielle basée sur la décomposition de domaine.

La section 2.4 décrit l’étude de stabilité de Verstraete et Scholl, 2016 basée sur une
approche physique.

Pour conclure ce panorama, la section 2.5 détaille les travaux récemment effectués à
l’ONERA sur la stabilité des problèmes aérothermiques en régime permanent (Errera
et Chemin, 2013 ; Errera et Duchaine, 2016) et en régime transitoire (Errera, Lazareff
et al., 2017). Bien que ces travaux soient basés sur la théorie des modes normaux de
Godunov et Ryabenkii, 1964, nous avons décidé de leur dédier cette section. En effet, les
travaux de l’ONERA ont mis en évidence une transition fondamentale dans le couplage
aérothermique et sur cette base des résultats essentiels sur la stabilité et la rapidité de
convergence ont été obtenus. Cette thèse s’inscrit dans la continuité de cette approche.

Il existe dans la littérature d’autres études très prometteuses qui sont appliquées à
des problèmes d’interaction thermique fluide-structure (Duchaine et al., 2009 ; Jaure
et al., 2013 ; Koren et al., 2017). Ces études sont essentiellement basées sur le couplage
LES-Conduction, qui n’est pas abordé dans ces travaux de thèse.

33
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2.1 études de stabilité basées sur la théorie des modes
normaux

Les principales études de stabilité basées sur la théorie des modes normaux de Godu-
nov et Ryabenkii, 1964 sont décrites dans cette section. Les travaux de Giles, 1997 sont
tout d’abord présentés, ensuite l’intérêt est porté sur d’autres études jugées intéressantes
dans le cadre de ce panorama.

2.1.1 Travaux de Giles

Comme mentionné précédemment, une des premières et des plus importantes analyses
de stabilité des algorithmes monolithiques et partitionnés a été effectuée par Giles, 1997.
L’auteur a analysé ces deux algorithmes dans le cas d’intégration temporelle explicite ou
implicite.

Cette analyse est basée sur une méthode 1D qui discrétise deux domaines (solide et
fluide) dans la direction normale à l’interface. La discrétisation spatiale est faite par
différences finies en utilisant une grille uniforme par domaine :

xj =

{
j∆x− j 6 0

j∆x+ j > 0
(2.1)

avec x, la coordonnée spatiale et ∆x± les pas de la discrétisation dans chacun des
domaines.

Ces domaines ne sont pas encore attribués au fluide ou au solide. L’attribution sera
effectuée au cours de l’analyse de stabilité en fonction des critères obtenus. La résolution
est instationnaire dans les deux domaines (utilisation de l’algorithme CSS instationnaire-
instationnaire). Les limites de stabilité, qui constituent les principaux résultats de cette
étude, sont listées ci-dessous :

2.1.1.1 Algorithme monolithique

— Schéma explicite : l’algorithme monolithique combiné avec une résolution explicite
est stable si :

D± <
1

2
(2.2)

où D± est le nombre de Fourier dans chacun des deux milieux, défini comme :

D± =
λ±∆t

ρ±C±∆x2±
(2.3)
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Avec L’Eq. (2.2) on retrouve la limite de stabilité générale de l’équation de la chaleur
en explicite.

— Schéma implicite : l’algorithme monolithique combiné avec une résolution temporelle
implicite est inconditionnellement stable.

2.1.1.2 Algorithme partitionné

L’analyse de stabilité est basée sur la théorie des modes normaux de Godunov et
Ryabenkii, 1964 ; Gustafsson, 2011. Étant donné que dans l’algorithme partitionné les
deux domaines sont résolus séparément il faut définir la condition aux limites à l’interface
pour chaque domaine. La condition de Neumann a été imposée au domaine de gauche
(j = 0−) et la condition de Dirichlet au domaine de droite (j = 0+). Les résultats obtenus
sont :

— Schéma explicite : l’algorithme partitionné couplant deux domaines résolus avec des
schémas explicites en temps est stable si :

r <

√
1− 2D−

1−
√
1− 2D+

(2.4)

où r est défini comme :
r =

ρ+C+∆x+

ρ−C−∆x−
(2.5)

Pour que le système couplé soit stable il faut que r soit le plus petit possible. Dans
la plupart des cas, cela est possible en associant le domaine de droite (la condition
de Dirichlet) au fluide et celui de gauche (la condition de Neumann) au solide.
L’utilisation de la condition de Dirichlet sur l’interface du fluide et de la condition
de Neumann sur celle du solide est appelée Méthode Dirichlet-Neumann.

— Schéma implicite : l’algorithme partitionné couplant deux domaines intégrés implici-
tement en temps est stable si :

r <

√
D−

D+
(2.6)

Dans ce cas également, le choix le plus approprié consiste à attribuer le domaine
de droite au fluide et celui de gauche au solide.

En plus des contraintes de stabilité associées à chaque domaine (fluide et solide), la
résolution via l’approche partitionnée ajoute des contraintes de stabilité supplémentaires
à la frontière. Ces contraintes dépendent des propriétés thermiques, ainsi que de la taille
des deux maillages. La limite de stabilité (2.6) est difficile à satisfaire dans le cas des
problèmes aérothermiques sur des configurations industrielles pour les raisons détaillées
ci-dessous :

— les matériaux sont de plus en plus résistants à la charge thermique ce qui induit un
nombre de Fourier du solide Ds (où Ds = D−) de plus en plus petit ;
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— la croissance exponentielle de la capacité informatique permet d’utiliser des
maillages plus fins afin de modéliser plus précisément la couche limite de l’écoule-
ment fluide (augmentation du nombre de Fourier du fluide Df, où Df = D+).

Ces deux raisons entraînent une réduction du rapport entre les deux nombres de Fourier
de l’équation (2.6) ce qui induit une contrainte de stabilité plus forte.

2.1.2 Autres principales études de stabilité basées sur la théorie du mode normal

Roe et al., 2008 proposent une variation de l’algorithme CSS instationnaire-instationnaire
en utilisant une intégration explicite et en ajoutant une équation supplémentaire pour le
traitement de la stabilité à l’interface. Cette équation inclut un coefficient de relaxation
pour la condition de Dirichlet imposée au domaine fluide. L’étude de stabilité basée
sur la théorie de Godunov et Ryabenkii, 1964 montre qu’en utilisant un coefficient de
relaxation approprié, il est possible d’éliminer la contrainte de stabilité imposée par le
couplage. Ainsi, le système couplé est stable si les deux domaines séparés sont stables
(c’est-à-dire si le CFL est respecté). Cependant, ce coefficient est fonction des gradients
spatiaux et temporels de la température et du flux de chaleur en tout point de l’interface,
or ces derniers ne sont pas forcément accessibles ou trop longs à calculer.

Henshaw et Chand, 2009 proposent d’améliorer la stabilité du calcul partitionné en
utilisant des maillages composites recouvrants (composite overlapping grid en anglais), où
un solveur multi-domaines s’occupe de l’intégration temporelle du système complet et
de l’interpolation des variable thermiques à l’interface des deux maillages. Dans le cas
d’un couplage couplant deux milieux intégrés explicitement il est possible d’atteindre
la stabilité en ajoutant deux équations supplémentaires à l’interface. Dans le cas d’une
intégration implicite, les auteurs ont obtenu un critère de stabilité similaire à celui obtenu
par Giles, 1997 et ils ont montré que l’utilisation de la condition de Robin sur l’interface
du solide peut avoir un impact positif sur la stabilité.

Joshi et Leyland, 2014 étudient la stabilité d’un problème aérothermique où les résolu-
tions en régime transitoire des deux domaines sont couplées via l’algorithme partitionné
parallèle CPS instationnaire-instationnaire (Figure 1.4). Cette analyse est basée sur le
paramètre r défini par l’équation ci-dessous :

r =
ρfCp,f∆xf

∆tf

(
ρsCp,s∆xs

∆ts

)−1

(2.7)

Les auteurs ont déduit l’expression de la valeur maximale rmax à partir de laquelle le
système couplé est instable. Afin d’élargir le domaine de stabilité (c’est-à-dire augmenter
la valeur de rmax), il est possible de modifier les discrétisations spatiales et temporelles
des deux domaines ou d’utiliser une condition de type Robin à l’interface du domaine
solide. L’application d’une valeur optimale du coefficient de la condition de Robin permet
à la fois de stabiliser le problème et d’accélérer la convergence.
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Kazemi-Kamyab et al., 2014 étudient la convergence et la stabilité d’un problème
couplé via la méthode Dirichlet-Robin où l’intégration temporelle est effectuée pour
chaque domaine en utilisant la méthode de Crank-Nicolson (convergence du deuxième
ordre). L’utilisation de l’algorithme CSS pour la résolution du système couplé limite
la convergence au premier ordre. Pour se ramener à une convergence du deuxième
ordre, Birken et al., 2010 propose d’ajouter des sous-itérations à chaque pas de temps
physique augmentant alors les temps de calcul. Pour éviter d’impacter le temps de
calcul à chaque itération, Kazemi-Kamyab et al., 2014 proposent d’utiliser une phase de
correction. Concernant la stabilité, les auteurs obtiennent une limite maximale sur le pas
de temps de résolution basée sur les caractéristiques physiques des deux domaines.

2.2 étude de stabilité basée sur la méthode de l’éner-
gie

Lindström et Nordström, 2010 ont étudié un problème d’interaction thermique fluide-
structure via une méthode basée sur l’équilibre énergétique du système afin d’obtenir
la combinaison la plus stable des conditions aux limites à imposer à l’interface fluide-
structure. Le système est discrétisé en utilisant la méthode des différences finies intégrées
via la "Sommation par partie" (en anglais Summation-By-Parts (SBP)), et les conditions à
l’interface sont imposées faiblement via le "terme d’approximation simultané" (en anglais
Simultaneous Approximation Term (SAT)). Étant donné que cette analyse est basée sur
des méthodes de discrétisation qui n’ont pas été utilisées pendant la thèse, nous nous
contentons de résumer ici les principaux résultats.

Les auteurs ont trouvé que le système couplé peut être stabilisé en utilisant des
coefficients et des matrices de pénalisation appropriés. De plus, l’emploi de la condition
de Robin sur l’interface du solide réduit la rigidité thermique de l’interface de couplage.
Il est donc possible d’utiliser des pas de temps plus grands si une intégration explicite
est utilisée. La condition Dirichlet-Robin a été jugée la plus appropriée.

2.3 études de stabilité basées sur une analyse matri-
cielle du système couplé

Une autre analyse de stabilité intéressante est celle menée par Chemin, 2006 puis
reprise par Roux et Garaud, 2009 en utilisant une analyse matricielle basée sur la
méthode de décomposition de domaine (Roux, Magoulès et al., 2003). Cette méthode
permet de résoudre un problème aux limites en décomposant ce dernier en plusieurs
sous-problèmes associés à des sous-domaines. La résolution des sous-problèmes est
réitérée afin d’assurer la continuité de la solution à l’intersection entre les sous-domaines
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adjacents. Les auteurs ont montré que le ratio entre les compléments de Schur des
deux domaines (défini dans l’Éq. (2.10)) joue un rôle important dans la stabilité du
système couplé. Pour obtenir ces résultats les auteurs se sont basés sur l’hypothèse d’une
interaction purement conductive et en régime permanent entre le fluide et le solide. Le
problème traité est le suivant : {

−λf∆Tf = Ff dans Ωf
−λs∆Ts = Fs dans Ωs

(2.8)

Le système (2.8) peut être réécrit comme un système linéaire de type KT = F. En utilisant
la méthode de décomposition de domaines il est possible d’écrire :


Kii Ki3

K3i K
(i)
33




 Ti
T
(i)
3


 =


 Fi

F
(i)
3 + g

(i)
3


 (2.9)

où l’index i représente le i-ème domaine (i ∈ [1, 2]), l’index 3 représente l’interface de
couplage Γ et g(i)3 est le vecteur discrétisant les flux sur l’interface. La résolution du
système mène à l’expression de g(i)3 ci-dessous :

g
(i)
3 =

(
K
(i)
33 −K3iK

−1
ii Ki3

)
T
(i)
3 −

(
F
(i)
3 −K3iK

−1
ii Fi

)
= S(i)T

(i)
3 − c

(i)
3 (2.10)

où S(i) est le complément de Schur pour le domaine i. Il correspond à la condensation de
la matrice de conductivité K(i) sur les points de l’interface de couplage Γ . Le complément
de Schur nous permet de résoudre le problème réduit sur l’interface Γ en éliminant
les inconnues Ti. Le complément de Schur global du système peut être obtenu par
superposition des solutions de chaque sous-domaine.

Les auteurs ont initialement étudié la méthode classique Dirichlet-Neumann en s’ap-
puyant sur les résultats de l’analyse de Giles, 1997 décrite dans la section 2.1.1. L’analyse
est ensuite étendue à la méthode Dirichlet-Robin puis à la méthode Robin-Robin :

— Dirichlet-Neumann : La condition de Dirichlet est imposée au domaine 1 et la
condition de Neumann est imposée au domaine 2. Le système converge si :

∣∣∣∣∣
S(1)

S(2)

∣∣∣∣∣ < 1 (2.11)

Il est possible de démontrer que le rapport des compléments de Schur coïncide
avec le rapport des conductivités thermiques. Ainsi, afin de stabiliser le calcul les
auteurs proposent d’utiliser la condition de Dirichlet sur le domaine à plus faible
conductivité thermique (généralement le fluide) et la condition de Neumann au
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domaine à forte conductivité thermique (généralement le solide). Ce résultat est
similaire à celui obtenu par Giles, 1997.

— Dirichlet-Robin : La condition de Robin est utilisée sur la paroi du domaine 2.
L’utilisation de la condition de Robin modifie le complément de Schur de A(i)

33 :

g
(i)
3 =

(
S(i) +A

(i)
33

)
T
(i)
3 − c

(i)
3 (2.12)

En effectuant l’analyse de stabilité, la nouvelle condition devient :
∣∣∣∣∣
S(1) −A

(2)
33

S(2) +A
(2)
33

∣∣∣∣∣ < 1 (2.13)

Ce résultat montre que si les deux milieux ont une conductivité thermique similaire,
il est possible, via la condition de Robin, d’adapter A(2)

33 afin de rendre le système
stable. En prenant A(2)

33 = S(1) le système converge théoriquement en une itération.
— Robin-Robin : La condition de Robin est utilisée sur les deux domaines. Le problème

est stable si : ∣∣∣∣∣∣

(
S(1) −A

(1)
33

)

(
S(2) +A

(1)
33

)

(
S(2) −A

(2)
33

)

(
S(1) +A

(2)
33

)

∣∣∣∣∣∣
< 1 (2.14)

Ce critère est équivalent à superposer le critère obtenu avec la méthode Dirichlet-
Robin et celui obtenu avec la méthode Robin-Dirichlet.

Cette analyse apporte des informations supplémentaires sur la stabilité des algorithmes
partitionnés. Cependant, le complément de Schur peut être calculé seulement si le
problème est linéaire, et si tel est le cas, son calcul peut être très long. En effet le
complément de Schur est un opérateur dense qui tient compte de toutes les interfaces.
De plus, cette analyse ne s’est intéressée à l’interaction entre deux domaines fluide et
solide qu’à l’état stationnaire.

2.4 étude de stabilité basée sur un approche physique

Divo et al., 2002 proposent des méthodes de couplage pour résoudre les problèmes
aérothermiques. Ces méthodes sont basées sur l’échange de la température et du flux de
chaleur entre le fluide et le solide. Elles ont été décrites en fonction de la quantité que le
solveur fluide envoie (forward) et reçoit (back). Verstraete et Scholl, 2016 en ont étudié la
stabilité en suivant un approche physique :
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— Flux forward temperature back method (FFTB) : le solveur fluide envoie le flux de
chaleur et reçoit la température de l’interface solide. Il s’agit de la méthode Dirichlet-
Neumann. La stabilité de l’état d’équilibre du couplage est donnée par :

|Bi| =
∣∣∣∣
hΛs

λs

∣∣∣∣ < 1 (2.15)

où Bi est le nombre de Biot, nombre adimensionnel qui indique le rapport entre
la résistance conductive du solide et la résistance convective du fluide, h est
le coefficient d’échange thermique et Λs est la taille caractéristique du solide.
Cette méthode sera stable si la résistance convective est plus importante que la
résistance conductive. Pour élargir le domaine de stabilité il est possible de relaxer
la température entre deux couplages :

T i+1f = βT if + (1−β) T is (2.16)

Cela permet de définir une nouvelle limite de stabilité en fonction du coefficient de
relaxation β :

Bi <
1+β

1−β
(2.17)

Théoriquement pour β = Bi/ (1+ Bi) le couplage converge en une itération. Cette
méthode a été utilisé par Verdicchio et al., 2001 et par Illingworth et al., 2008.

— Temperature forward Flux back method (TFFB) : le solveur fluide envoie la température
et il reçoit le flux de chaleur. Il s’agit de la méthode Neumann-Dirichlet. La condition
de stabilité est :

|Bi| > 1 (2.18)

c’est-à-dire si la résistance conductive est plus importante que la résistance convec-
tive. Dans ce cas également il est possible d’élargir le domaine de stabilité avec un
coefficient de relaxation :

Bi <
1−β

1+β
(2.19)

Comme précédemment, la solution finale peut être théoriquement calculée en une
itération en utilisant β = 1/ (1+ Bi).

Afin de contourner les limites des deux précédentes méthodes (FFTB et TFFB), Vers-
traete et Scholl, 2016 proposent deux variantes qui utilisent la condition de Robin à
l’interface du solide :

— Heat transfer coefficient forward temperature back method (hFTB) : le solveur fluide
envoie le flux de chaleur, la température à l’interface et le coefficient d’échange
thermique h (nécessaires pour la condition de Robin) et il reçoit la température du
solide. Cette méthode correspond à un cas spécifique de la méthode Dirichlet-Robin
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où le coefficient de couplage est égal au coefficient d’échange thermique (condition
convective) :

qs = h (Ts − Tref) (2.20)

où il est nécessaire de définir h et Tref (Tref étant la température de référence de
l’écoulement fluide). Verdicchio et al., 2001 supposent que la relation entre h et
Tref est linéaire. Pour définir cette relation, les auteurs réalisent deux simulations
de l’écoulement avec des températures différentes à l’interface. Heselhaus et al.,
1992 suggèrent quant à eux d’utiliser la valeur de la température de la première
maille fluide pour le calcul du coefficient d’échange thermique (proposition valide
seulement pour des maillages de type O caractérisés par une distance orthogonale
à la parois constante).
La valeur de h influence la stabilité et la convergence du calcul. Une valeur trop
faible peut conduire à la divergence du calcul. A contrario, un coefficient trop
grand stabilise le calcul mais il peut ralentir considérablement la convergence. Le
choix de ce coefficient est alors un compromis entre la stabilité et la rapidité de
convergence du calcul. Étant donné que le coefficient d’échange thermique est très
difficile à calculer avec exactitude, les auteurs proposent d’utiliser un coefficient
d’échange thermique virtuel h̃ constant sur toute l’interface et choisi comme la
valeur maximale de h (h̃ = max (h)). Le problème sera stable si :

∣∣∣∣∣
B̃i − Bi
B̃i + 1

∣∣∣∣∣ < 1 (2.21)

où B̃i est le nombre de Biot calculé avec h̃. Pour éviter que le problème soit instable,
autrement dit que Bi > B̃i, il faut imposer :

h̃ >
h

2
(2.22)

Comme mentionné précédemment, il faut veiller à ne pas considérer un h̃ trop
grand pour ne pas ralentir la convergence du calcul.

— Heat transfer coefficient forward flux back method (hFFB) : le solveur fluide envoie le
flux de chaleur, la température et le coefficient d’échange thermique h et il reçoit
le flux de chaleur du solide. Cette fois, il s’agit de la méthode Neumann-Robin
car une condition de flux imposé (Condition de Neumann) est utilisée à l’interface
fluide.
Le système sera stable si : ∣∣∣∣∣∣

B̃i − Bi

Bi
(

B̃i + 1
)

∣∣∣∣∣∣
< 1 (2.23)
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(a) Évolution de la témperature le long de la
normale à l’interface

(b) Évolution du flux de chaleur le long de l’in-
terface

Figure 2.1 – Effet de la période du couplage sur la température et le flux de chaleur dans le
fluide dans le cas d’une condition de température imposée (Verstraete et Scholl,
2016)

Pour éviter que le problème soit instable, autrement dit que Bi < B̃i, il est nécessaire
de respecter la condition suivante :

h̃ < 2h (2.24)

En veillant à ne pas prendre une valeur trop petite de h̃ pour ne pas trop ralentir la
convergence du calcul.

Verstraete et Scholl, 2016 ont conduit une analyse physique intéressante sur l’influence
de la période de couplage sur la stabilité. Dans le cas d’une condition de Dirichlet imposée
sur l’interface fluide, une variation brutale de la température à l’interface peut déstabiliser
fortement l’écoulement fluide. La Figure 2.1a présente l’évolution de la température le
long de la normale à l’interface. Cette figure montre que, pour des faibles périodes de
couplage, la couche limite n’a pas le temps de s’adapter à la nouvelle température de
paroi et ainsi le calcul du flux de chaleur peut être erroné comme le montre la Figure 2.1b.
Ainsi, si le couplage est effectué trop rapidement, le code fluide envoie au code solide un
flux de chaleur qui ne correspond pas à la température initialement reçue par le code
fluide ce qui déstabilise le problème couplé. Il est alors conseillé de laisser un certain
temps à l’écoulement fluide pour s’adapter à la nouvelle température avant d’effectuer
un nouveau couplage.

À l’inverse, dans le cas d’une condition de Neumann imposée au solveur fluide, un
couplage fréquent favorise la stabilité du système couplé. En effet, l’impact engendré
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(a) Évolution de la témperature le long de la
normale à l’interface

(b) Évolution de la témperature le long de l’inter-
face

Figure 2.2 – Effet de la période du couplage sur la température dans le cas d’une condition de
flux imposé (Verstraete et Scholl, 2016)

par un changement du flux de chaleur sur le profile de température de la couche limite
est lent (voir les Figure 2.2). Alors l’écoulement fluide n’a pas le temps d’évoluer et,
par conséquence, la température que le code fluide enverra au solide ne sera pas très
différente de la précédente.

2.5 analyse de stabilité développée à l’onera

Au cours des dernières années, de nouvelles méthodologies obtenues par une analyse
de stabilité basée sur le mode normal de Godunov et Ryabenkii, 1964 ont été développées
à l’ONERA. Ces travaux de thèse s’inscrivent dans un programme d’amélioration conti-
nue de ces méthodologies. À ce titre, cette section est dédiée à l’analyse de stabilité qui en
est à l’origine. L’étude de stabilité sur un problème aérothermique en régime permanent
(Errera et Chemin, 2013) est tout d’abord présentée puis l’attention est portée sur l’étude
de stabilité des problèmes aérothermiques en régime transitoire (Errera, Lazareff et al.,
2017). Dans ce dernier cas, l’objectif est d’évaluer l’évolution des gradients thermiques
dans le solide.
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2.5.1 Étude de stabilité en régime permanent

Les précédentes études de stabilité ont mis en évidence que la méthode Dirichlet-
Neumann a une limite de stabilité qui est rarement satisfaite dans les cas d’applications
industrielles. La plupart d’entre elles ont montré que l’utilisation de la condition de Robin
à l’interface du solide permet d’élargir la zone de stabilité du problème aérothermique.

La première partie de cette section traite l’analyse de stabilité en utilisant la méthode
Dirichlet-Robin (condition de température imposée sur l’interface fluide et condition de
Robin sur celle solide). La deuxième partie est consacrée à la méthode Robin-Robin.

2.5.1.1 Méthode Dirichlet-Robin

L’étude de stabilité via la méthode de décomposition de domaine (cf. §2.3) a montré le
potentiel de l’utilisation de la condition de Robin sur l’interface du solide. Malheureuse-
ment, l’utilisation d’une valeur trop élevée du coefficient de couplage peut sur-stabiliser
le problème numérique en ralentissant la convergence du calcul (freezing en anglais). Il
est alors nécessaire de trouver une valeur optimale du coefficient de couplage qui assure
la stabilité sans ralentir la convergence.

La méthode de décomposition de domaine propose :

A(1) = S(1) (2.25)

mais comme mentionné précédemment, le complément de Schur est très difficile et long
à calculer pour des configurations complexes.

L’étude de stabilité de Verstraete et Scholl, 2016 a confirmé que la condition de Robin
peut résoudre les problèmes d’instabilité si le coefficient est bien choisi. Cependant, les
auteurs proposent d’utiliser sur toute l’interface un coefficient de couplage constant égal
au maximum du coefficient d’échange thermique. Cette valeur est appropriée dans les
zones où l’échange thermique est important mais il ne l’est pas dans des autres zones
caractérisées par un échange thermique faible. En effet, un grand coefficient de couplage
appliqué sur les zones à échange thermique faible surrelaxe le problème en ralentissant
inutilement la résolution.

Errera et Chemin, 2013 proposent une expression analytique du coefficient de couplage
obtenue par une étude de stabilité basée sur la méthode des modes normaux de Godunov-
Ryanbenkii (Godunov et Ryabenkii, 1964 ; Gustafsson, 2011), en considérant un milieu à
l’état stationnaire. Il est alors démontré, comme nous allons le rappeler, que le couplage
présente une transition fondamentale pour un coefficient de couplage unique, appelé
coefficient optimal. Ce coefficient de couplage est simple à mettre en œuvre car il dépend
des quantités thermiques pariétales mais aussi de certaines quantités numériques globales
(e.g. période de couplage) et locales (e.g. taille du maillage fluide proche paroi).
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Joshi et Leyland, 2014 utilisent une approche similaire à celle employée par Errera et
Chemin, 2013 mais, à la différence de ces derniers, les auteurs considèrent une résolution
des deux domaines en régime transitoire.

La méthode optimale décrite par Errera et Chemin, 2013 a été employée pour la
stabilisation de problèmes aérothermiques sur des configurations académiques (Errera et
Duchaine, 2016) et industrielles (Gimenez et al., 2016 ; El Khoury et al., 2017). L’étude de
stabilité est basée sur un modèle unidimensionnel discrétisant le système le long de la
normale à l’interface fluide-structure comme présenté à la Figure 2.3. Les deux domaines
sont discrétisés en différence finie avec espacement uniforme :

yj =

{
j∆ys j 6 0

j∆yf j > 0
(2.26)

y
Ωs

Méthode des éléments finis

0 Ω f
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1 2 3
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Figure 2.3 – Schéma unidimensionnel discrétisé des sous-domaines fluide Ωf (MVF) et solide
Ωs (MEF).

Les conditions de raccord à l’interface, en considérant les normales aux deux domaines
entrantes ~ns = −~nf (cf. Figure 1.1), sont :{

T̂f = Ts Condition de Dirichlet

q̂s +αfT̂s = −qf +αfTf Condition de Robin
(2.27)

L’analyse de stabilité est basée sur l’hypothèse que les transferts thermiques convectifs
sont négligeables par rapport aux transferts thermiques conductifs. Le système à résoudre
se ramène alors à l’équation de la chaleur en régime transitoire dans le fluide et en régime
permanent dans le solide : {

ρCf
∂Tf
∂t = λf

∂2Tf
∂y2

∂2Ts
∂y2

= 0
(2.28)



46 panorama des études de stabilité des algorithmes partitionnés

Les deux équations du système (2.28) sont couplées via l’algorithme CSS stationnaire (cf.
Figure 1.7) en utilisant les conditions aux limites décrites à l’Équation 2.27. À chaque
itération de couplage une résolution en régime transitoire de l’équation de la chaleur
dans le fluide et une résolution en régime permanent de l’équation de la chaleur dans le
solides sont réalisées.

En discrétisant les équations 2.27 et 2.28 avec un schéma spatial à trois points et en
utilisant une intégration temporelle implicite, l’algorithme de couplage est le suivant :

— La température sur l’interface solide est envoyée au fluide et imposée comme
condition aux limites de ce dernier :

Tn+10+
= Tn0− (2.29)

— L’équation de conduction dans le fluide est résolue en régime transitoire de tn à
tn+1, où tn+1 = tn +∆tc avec, ∆tc, la période de couplage choisie. L’équation de
conduction discrétisée à résoudre dans le fluide devient :

ρCp

δt

(
Tn+1j − Tnj

)
=

λf

∆y2f

(
Tn+1j+1 − 2Tn+1j + Tn+1j−1

)
j > 0 (2.30)

— Au temps de couplage tn+1, les quantités calculées à l’interface de couplage par
le solveur fluide

(
αf, q0+ , T0+

)n+1 sont envoyées au solveur solide permettant de
mettre à jour sa condition aux limites de Robin :

qn+10−
+αfT

n+1
0−

= −qn+10+
+αfT

n+1
0+

(2.31)

— Le solveur solide résout l’équation de conduction en régime permanent :

Tn+1j+1 − 2Tn+1j + Tn+1j−1 = 0 j < 0 (2.32)

La stabilité de ce système discret a été analysée via la théorie de Godunov et Ryabenkii,
1964 afin d’étudier les modes normaux qui peuvent causer la divergence temporelle.
Cette théorie permet d’exprimer la température qui est linéaire et à coefficients constants,
sous la forme (Gustafsson et al., 1972) :

T (x, t) =

+∞∑
p=−∞Cpe

ı(kpx+ωpt) =

+∞∑
p=−∞Cpe

ıkpx + e−k
2
pt (2.33)

où k est le nombre d’onde, ω est la fréquence et C est l’amplitude complexe. ω est
fonction de k via la relation de dispersion ω = ω (k) et dans le cas de l’équation de la
chaleur : ω = ık2.
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En discrétisant l’équation (2.33) en différence finies et en considérant une seule harmo-
nique, les solutions sont du type :

Tnj = Ceı(kxj+ωtn) = Ceı(kj∆x+ωn∆t) = Cκjzn (2.34)

avec κ = eık∆x et z = eıω∆t qui sont respectivement le facteur d’amplification spatiale et
le facteur d’amplification temporelle. L’étude de stabilité consiste à chercher l’existence
des modes normaux de la forme κjzn tel que κj → 0 quand j → ±∞ et pour lesquels
|z| > 1. Ces derniers conduisent à une croissance exponentielle de la température et donc
à l’instabilité.

En appliquant l’équation 2.34 à l’algorithme CSS stationnaire précédemment décrit,
l’expression de la température devient :

Tnj =

{
zn−1κ

j
f j > 0

znκ
j
s j 6 0

(2.35)

En utilisant l’équation (2.35) dans l’expression de la condition de Robin sur l’interface

solide (2.31) le facteur d’amplification temporelle |z| =

∣∣∣∣
Tn+1j

Tnj

∣∣∣∣ et donc l’expression de z

est donnée pas la fonction complexe g (z) :

z = g (z) =

2λf
∆yf(

αf +
βλs
Λs

)κf (Df, z) +

(
αf −

2λf
∆yf

)

(
αf +

βλs
Λs

) (2.36)

où le facteur d’amplification spatiale fluide κf (Df, z) est défini comme suit :

κf (Df, z) =
1

2


2+ z− 1

Dfz
−

√(
2+

z− 1

Dfz

)2
− 4


 (2.37)

L’équation (2.36) est une équation complexe non linéaire. Dans (2.36) le paramètre β est
un nombre adimensionel caractérisant le domaine solide :

β = 1−

λs
Λs

λs
Λs

+αext
=

αext
λs
Λs

+αext
(2.38)

Le paramètre β contrôle la condition aux limites à l’extrémité du domaine solide (j = −J)
via le coefficient αext et il a un impact important sur la stabilité de problème couplé.
Le paramètre β et les passages mathématiques pour obtenir les facteurs d’amplification
temporelle et spatiale sont décrits dans l’annexe A.1.1.
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Afin de simplifier la notation, les conductances thermiques pour le fluide et pour le
solide peuvent être introduites. Elles sont respectivement définies comme suit :

Kf =
2λf
∆yf

, Ks =
λs

Λs
(2.39)

L’équation 2.36 devient alors :

z = g (z, αf) =
Kf

(αf +βKs)
κf (Df, z) +

(αf −Kf)

(αf +βKs)
(2.40)

Selon la définition de stabilité de Godunov et Ryabenkii, 1964, le couplage est stable s’il
n’existe aucune solution z de l’équation z = g (z, αf) pour |z| > 1, autrement dit aucune
solution de l’équation ci-dessous :

z = g (z) (2.41)

existe pour |z| > 1. Cela est vérifiée pour |z| > 1, l’inégalité suivante est vrai :

|g(z, αf)| =

∣∣∣∣
Kf

(αf +βKs)
κf (Df, z) +

(αf −Kf)

(αf +βKs)

∣∣∣∣ < 1 (2.42)

ce qui implique en particulier :

max |g(z, αf)| < 1 (2.43)

Chemin, 2006 démontre graphiquement que le maximum de la fonction |g(z, αf)| se
situe toujours en |z| = 1. Pour des petites valeurs du αf, le valeur maximale de |g(z, αf)|

est atteinte lorsque z = −1. Pour des valeurs du coefficient de couplage plus grandes,
le maximum de la fonction se déplace brusquement pour être atteint lorsque z = 1.
Errera et Chemin, 2013 l’ont ensuite validé mathématiquement à partir du principe du
maximum en analyse complexe en étudiant le facteur d’amplification spatiale. Ce dernier
résultat permet d’évaluer le facteur d’amplification spatiale dans les seuls points |z| = 1 :{

κf (Df, z = +1) = 1

κf (Df, z = −1) = Df
1+Df+

√
1+2Df

(2.44)

Pour visualiser le changement brutal de la position de |g| (transition fondamentale),
|g| est montré en fonction de θ (|z| = 1) pour différentes valeurs de αf sur la Fig. 2.4.
Ce changement est visible lorsque αf = 1902, il s’agit de la valeur optimale de αf dans
ce cas particulier. En traçant le maximum de |g| à |z| = 1 en fonction du coefficient de
couplage il est possible de visualiser que son minimum est atteint pour la valeur optimale
de αf (Fig. 2.5). Nous pouvons voir que la fonction est composée de deux branches,
la branche de gauche appelée "branche de Neumann" et la branche de droite nommée
"branche de Dirichlet". Ces deux branches sont connectées par un point de rebroussement
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Figure 2.4 – |g| en fonction de θ pour plusieurs αf (Errera et Chemin, 2013)

Figure 2.5 – max |g| en fonction du coefficient de couplage αf (Errera et Duchaine, 2016)
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qui correspond à la valeur optimale du coefficient de couplage. Ce point a été appelé
coefficient de couplage optimal α(opt)

f . Il est donc possible de décomposer la fonction max |g|
en trois zones :

max |g| =


|g(z = −1)| si αf < α

(opt)
f

|g(z = −1)| = |g(z = 1)| si αf = α
(opt)
f

|g(z = 1)| si αf > α
(opt)
f

(2.45)

Si on combine les équations (2.40) et (2.44), la condition de stabilité |g| < 1 devient :

− 1 <
Kf

(αf +βKs)

Df
1+ Df +

√
1+ 2Df

+
(αf −Kf)

(αf +βKs)
< 1 (2.46)

L’inégalité à droite est vérifiée pour toute valeur de Df, ce qui correspond à la branche
de Dirichlet (partie droite de la courbe sur la Figure 2.5) qui n’est jamais dans la zone
instable. L’inégalité à gauche conduit à la limite de stabilité suivante :

αf >
Kf

1+
√
1+ 2Df

−
Ks

2
(2.47)

Ce résultat montre que la méthode Dirichlet-Robin rend le problème couplé stable
lorsque le coefficient de couplage satisfait la relation (2.47). Cette limite de stabilité sera
indiquée par la suite avec αminf .

Le coefficient de couplage optimal est donné par la résolution de l’égalité suivante :

|g(z = −1)| = |g(z = 1)| (2.48)

qui a pour résultat :

α
(opt)
f =

Kf

1+
√
1+ 2Df

(2.49)

Le détails de la résolution de l’équation (2.48) sont présentés dans l’annexe A.1.1.1. Le
coefficient optimal correspond à la valeur minimale du facteur d’amplification tempo-
relle qui, en pratique, est associée à une plus grande vitesse de convergence. En plus,
l’utilisation de α(opt)

f assure théoriquement la stabilité du problème.

Démonstration. Si l’expression du coefficient de couplage optimal (2.49) est introduit dans
l’expression du facteur d’amplification temporelle (2.40) la valeur de max

∣∣∣g
(
α
(opt)
f

)∣∣∣
est toujours dans la zone de stabilité :

max
∣∣∣g(α(opt)

f )
∣∣∣ =

∣∣∣g(z = −1, α
(opt)
f )

∣∣∣ =
∣∣∣g(z = 1, α(opt)

f )
∣∣∣ = α

(opt)
f

βKs +α
(opt)
f

< 1 (2.50)
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car Ks et β sont toujours positifs.

Errera et Chemin, 2013 ont montré qu’il n’y a pas de solution à l’équation z = g (z) tel
que |z| > 1 pour αf = α

(opt)
f .

Pour conclure, la méthode Dirichlet-Robin présente trois comportements :
— Pour αf < α

(opt)
f : max |g| est une fonction décroissante de αf. Cette zone corres-

pond à la branche de l’hyperbole qui dépend directement du nombre de Fourier.
Cette branche se situe dans la zone instable pour αf < αminf . Elle inclue αf = 0 qui
est le point potentiellement le plus instable ;

— Pour αf > α
(opt)
f : max |g| est une fonction croissante de αf. Cette zone correspond

à la branche de l’hyperbole qui se situe entièrement dans la zone stable et elle est
indépendant du nombre de Fourier. Pour αf → ∞, max |g| → 1 qui correspond
dans un problème "gelé" car la variation temporelle de la température est nulle ;

— Pour αf = α
(opt)
f : les deux branches se relient. Ce point est situé toujours dans la

zone de stabilité et il correspond au point où max |g| prend la valeur plus petite.
Ce point assure la stabilité et la plus grande vitesse de convergence du problème
couplé.

2.5.1.2 Méthode Robin-Robin

Errera et Chemin, 2013 proposent d’utiliser la condition de Robin également sur
l’interface fluide dans le cas où les deux domaines ont des propriétés physiques similaires.
La condition de Robin sur l’interface fluide est définie de la manière suivante :

q̂f +αsT̂f = −qs +αsTs (2.51)

Une étude de stabilité a précédemment été réalisée en utilisant cette nouvelle méthode.
Dans ce cas, les deux conditions à l’interface (pour j = 0−, 0+) s’écrivent :{

qn+10−
+αfT

n+1
0−

= −qn+10+
+αfT

n+1
0+

qn+10+
+αsT

n+1
0+

= −qn+10−
+αsT

n+1
0−

(2.52)

La combinaison des ces deux équations avec les équations de la chaleur dans les deux
domaines (Équations (2.30) et (2.32)) donne l’expression du facteur d’amplification
temporelle (z = g (z)) :

g (z) =

2λf
∆yf

(αs +αf) κf −
(
2λf
∆yf

−αf

)(
αs −

βλs
Λs

)

(
2λf
∆yf

+αs

)(
αf +

βλs
Λs

) (2.53)
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Si on introduit les conductances thermique, l’expression du facteur d’amplification
temporelle devient :

g (z) =
Kf (αs +αf) κf − (Kf −αf) (αs −βKs)

(Kf +αs) (αf +βKs)
(2.54)

Comme pour la méthode Dirichlet-Robin, le coefficient de couplage optimal est obtenu
en résolvant l’équation suivante :

|g(z = −1)| = |g(z = 1)| (2.55)

L’expression en fonction des deux variables (αf et αs) est obtenue :

Kf (αf +αs)



√(

1+
1

D

)2
− 1−

1

D
− 2


− (Kf −αf) (βKs −αs) = 0 (2.56)

Dans l’équation (2.56), il est possible mettre en évidence l’expression du coefficient de
couplage optimal obtenu avec la méthode Dirichlet-Robin (équation 2.49) :

(αf +αs)
[
α
(opt)
f +βKs

]
− (Kf +αf) (βKs +αs) = 0 (2.57)

Étant donné que l’équation 2.57 dépend de deux variables, il faut en fixer une pour
déterminer la deuxième. En exprimant αs en fonction de αf on obtient :

αs (αf) =
αf

(
Kf −βKs −α

(opt)
f

)
+KfβKs

α
(opt)
f −αf

(2.58)

Dans le chapitre 5 une étude de l’influence du choix de ces coefficients sur la convergence
du calcul est présentée.

Comme pour le cas Dirichlet-Robin, on peut démontrer que le maximum du facteur
d’amplification temporelle est obtenu avec le coefficient de couplage optimal se situe
toujours dans la zone stable (max

∣∣∣g
(
α
(opt)
f

)∣∣∣ < 1) :

max
∣∣∣g
(
α
(opt)
f

)∣∣∣ =
∣∣∣g(z = −1, α

(opt)
f )

∣∣∣ =
∣∣∣g(z = 1, α(opt)

f )
∣∣∣ = (αs +αf)α

(opt)
f

(Kf +αf) (βKs +αs)
< 1

(2.59)
En substituant l’équation 2.57, on obtient alors l’expression simplifiée suivante :

max
∣∣∣g
(
α
(opt)
f

)∣∣∣ = (αs +αf)α
(opt)
f

(αf +αs)
[
α
(opt)
f +βKs

] =
α
(opt)
f

α
(opt)
f +βKs

< 1 (2.60)



2.5 analyse de stabilité développée à l’onera 53

L’équation (2.60) est identique à celle trouvée dans le cas de la méthode de Dirichlet-Robin
et démonte la stabilité inconditionnelle de la méthode Robin-Robin.

Les démonstrations mathématiques pour obtenir le facteurs d’amplification temporelle
et le coefficient optimal pour la méthode Robin-Robin sont décrits dans l’annexe A.1.2

2.5.2 Étude de stabilité en régime transitoire

Errera, Lazareff et al., 2017 ont analysé la stabilité des problèmes aérothermiques
en régime transitoire où l’attention est portée sur le calcul de l’évolution de la charge
thermique dans le solide. L’approche utilisée est la même que pour l’étude du régime
permanent mais la résolution est différente car, cette fois, la conduction dans le solide
est résolue en régime transitoire, alors que l’écoulement fluide est calculé en régime
permanent. Afin d’appliquer une démarche similaire à celle réalisée dans le cas du
régime permanent, la position des deux domaines a été inversée dans le modèle 1D (cf.
Figure 2.6).

yΩs

Méthode des élements finis

0Ω f

Méthode des volumes finis

Interface SolideFluide

0−

0+

j
••
21

•
∆ys

C.L. externe

Tre f• •••
−1−2−3

∆y f

Figure 2.6 – Étude de stabilité du couplage en régime transitoire : discrétisation du modèle 1-D

Afin d’être concis nous présentons directement l’analyse de stabilité en utilisant la
condition de Robin sur les deux cotés de l’interface de couplage. Les conditions de
raccord à l’interface, en considérant les normales aux deux domaines entrantes ~ns = −~nf,
sont : {

q̂f +αsT̂f = −qs +αfTs Condition de Robin dans le fluide

q̂s +αfT̂s = −qf +αfTf Condition de Robin dans le solide
(2.61)

L’application de ces équations au modèle discrétisé en 1D de la Figure 2.6 et l’utilisation
de la décomposition de la température en produit du facteur d’amplification temporelle
et spatiale ci-dessous :

Tnj =

{
zn−1κ

j
s j > 0

znκ
j
f j 6 0

(2.62)
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permet d’obtenir l’expression du facteur d’amplification temporelle :

z =
Ks (αf +αs)

(h+αs) (Ks +αf)
κs −

(Ks −αs) (h−αf)

(h+αs) (Ks +αf)
(2.63)

Dans l’analyse de stabilité d’un problème aérothermique en régime transitoire il a été
nécessaire de redéfinir la conductance du solide Ks car, cette fois, l’intérêt est porté sur
l’évolution thermique dans le solide. Ks est alors défini comme suit :

Ks =
λs

∆ys
(2.64)

où ∆ys est la taille de la première maille solide.
De l’analyse de stabilité, la suivante contrainte sur le facteur d’amplification spatiale

dans le domaine fluide a été obtenue :

h < 2Kf (2.65)

Cette limite de stabilité impose la prédominance de la conduction thermique sur la convec-
tion dans la première maille fluide. Dans le cas d’un coefficient d’échange thermique
extrêmement élevé (jet impactant, etc...) il est très important de raffiner le maillage du
domaine fluide près de l’interface fluide-structure afin que cette condition soit respectée.

Les détails mathématiques de l’analyse de stabilité sont présentés dans l’annexe A.3.
Les facteurs d’amplification temporelle pour les deux méthodes les plus classiques

(Dirichlet-Robin et Neumann-Robin) en découlent :
— Dirichlet-Robin, en imposant αs =∞ :

z =
Ksκs +αf − h

Ks +αf
(2.66)

Comme dans le cas en régime permanent, le coefficient de stabilité est donné par
l’intersection de la branche de Neumann |g(z = −1)| et celle de Dirichlet |g(z = 1)| :

α
(opt)
f = h−

Ks

2

(
1+ Ds

)
(2.67)

— Neumann-Robin, en imposant αs = 0 :

z =
Ks(αfκs −αf + h)

h (Ks +αf)
=
αfκs + h−αf

(Ks +αf)Bi∆
(2.68)

où Bi∆ est le nombre de Biot local en régime transitoire défini comme suit :

Bi∆ =
h

Ks
(2.69)
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En utilisant la même procédure que précédemment, le coefficient optimal dans le
cas de la méthode Neumann-Robin est le suivant :

α
(opt)
f =

2h

1− Ds
(2.70)

2.6 conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté un état de l’art des différentes analyses de
stabilité et des méthodes à employer pour éviter l’instabilité d’un problème couplé. Cette
revue concerne uniquement les problèmes aérothermiques qui seront abordés dans le
cadre de cette thèse.

Les analyses basées sur la méthode des modes normaux de Godunov et Ryabenkii,
1964 ont été présentées. Giles, 1997, dans une des premières études de stabilité, affirme
que l’utilisation de la condition de Dirichlet sur l’interface fluide et de la condition
de Neumann sur l’interface solide stabilise la plupart des problèmes aérothermiques.
Différents auteurs ont par la suite montré que cette approche ne permet pas de stabiliser
des problèmes couplés composés de physiques ayant des propriétés très différentes. Ainsi,
une condition de Robin sur l’interface solide a été privilégiée. Cependant, l’utilisation
non appropriée de cette condition peut amener à une convergence très lente. Verstraete et
Scholl, 2016 proposent d’utiliser la valeur maximale du coefficient d’échange thermique
sur toute l’interface. Roux et Garaud, 2009 proposent une méthode afin d’optimiser cette
condition mais elle est coûteuse et applicable uniquement sur des cas simples.

Errera et Chemin, 2013 proposent une méthode analytique basée sur un modèle 1D afin
de calculer localement le coefficient de couplage. L’utilisation de ce coefficient "optimal",
stabilise théoriquement le problème couplé en assurant la convergence la plus rapide
possible. La méthode a été étendue par la suite aux problèmes aérothermiques en régime
transitoire.

Un développement intéressant a été effectué par Joshi et Leyland, 2014. Les auteurs
traitent les deux physiques en interaction en régime transitoire et qui ont eux aussi
remarqué l’existence d’un valeur optimale dans le facteur d’amplification temporelle.
Ces méthodes peuvent être employées pour étudier l’interaction thermique en régime
transitoire dans le cas où un algorithme partitionné parallèle instationnaire-instationnaire
est utilisé.

Comme annoncé précédemment, dans le cadre de cette thèse l’étude est centrée
sur la méthode optimale de Errera et Chemin, 2013 pour la stabilité des problèmes
aérothermiques en régime permanent et la méthode optimale proposée par Errera,
Lazareff et al., 2017 dans le cas de problèmes aérothermiques en régime transitoire.





3 É T U D E D U P OT E N T I E L D E L A M É T H O D E
O P T I M A L E D E D I R I C H L E T- R O B I N À
S TA B I L I S E R U N C A LC U L D E C O U P L A G E
A É R OT H E R M I Q U E

Dans ce chapitre, nous étudions la capacité de la méthode optimale de Dirichlet-Robin
proposée par Errera et Chemin, 2013 à stabiliser des problèmes aérothermiques en
régime permanent. Afin de mieux comprendre les enjeux liés à la stabilité d’un problème
multiphysique comme celui-ci, les premiers travaux réalisés dans le cadre de cette thèse
ont été consacrés à l’étude du problème en régime permanent. Les motivations de ce
choix sont détaillées dans la section 3.1. L’efficacité théorique de la méthode optimale
de Dirichlet-Robin à stabiliser le couplage aérothermique est présentée dans la section
3.2. L’attention a été portée sur l’identification des principaux paramètres impactant la
stabilité du problème couplé. Ensuite, ces méthodes ont été testées numériquement sur
un cas de plaque plane chauffée par un écoulement fluide. La description du cas test
est présentée à la section 3.3 puis la section 3.4 permet de détailler le potentiel et les
limites de la méthode de Dirichlet-Robin. Les deux dernières sections (3.5 et 3.6) sont
respectivement dédiées à l’influence de la variation de l’initialisation du calcul couplé et
de celle de la période de couplage ∆tc.

3.1 simplification du problème

Quel que soit le domaine d’étude, la résolution d’un problème physique en régime
permanent est plus simple que celle en régime transitoire. En effet, dans le premier cas,
avec une discrétisation en éléments finis et en l’absence de non-linéarités géométriques ou
thermiques, le régime permanent d’un problème de conduction solide peut être obtenu
par la simple résolution d’un système d’équations linéaire via une méthode directe. Dans
le second cas, il est nécessaire de calculer l’évolution au cours du temps du phénomène
physique et pas uniquement l’état final.

Pour le calcul du régime transitoire une résolution de type "time marching", où la
solution à l’instant t dépend de celle à l’instant t− 1, est nécessaire. Plus l’intégration
temporelle est courte (utilisation de petits pas de temps) et plus la solution du problème
en régime transitoire sera précise. Cela est particulièrement vrai pour un problème
multiphysique résolu via une approche partitionnée. En effet, comme mentionné dans
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le paragraphe 1.4.2.5, afin d’étudier le régime transitoire d’un problème couplé il faut
coupler les résolutions en régime transitoire des deux physiques via un algorithme
instationnaire-instationnaire. Cela consiste à utiliser une intégration temporelle synchrone
des deux physiques couplées avec une période égale au temps caractéristique de la
physique la plus rapide. Le temps de calcul en utilisant cette approche dépend de
la différence de grandeur entre les temps caractéristiques des deux physiques. Avant
d’aborder le régime transitoire, nous avons décidé de nous placer en régime permanent
afin de vérifier si la méthode optimale Dirichlet-Robin permet d’améliorer la stabilité des
problèmes aérothermiques.

Une variante de l’algorithme de couplage CSS, déjà décrite au paragraphe 1.4.3.1, a
été utilisée pour l’étude du régime permanent. Cet algorithme couple une résolution de
l’écoulement fluide en régime transitoire avec une séquence de résolutions de la conduc-
tion dans le solide en régime stationnaire (Figure 1.7). En effet, puisque le transitoire
thermique du problème couplé n’est pas souhaité, la conduction solide est résolue en
régime permanent afin d’accélérer la convergence, en revanche une résolution en régime
transitoire de l’écoulement fluide est retenue. Le problème fluide est généralement résolu
via une approche de type "time-marching" quel que soit le type d’étude à effectuer (régime
permanent ou transitoire). La résolution de l’écoulement en régime permanent présente
l’avantage de pouvoir utiliser un pas de temps local (à chaque cellule) permettant d’ac-
célérer la convergence du calcul. Cependant, ce pas de temps local n’assure pas une
cohérence physique pendant le régime transitoire. Malheureusement, l’utilisation d’un
pas de temps local requiert la valeur du pas de temps de résolution pour chaque cellule
du maillage fluide près de la paroi. Cependant, cette information n’est pas toujours
disponible dans le solveur CFD comme dans elsA. Ainsi, un pas de temps global de
résolution de l’écoulement a été jugé plus pratique à utiliser.

3.2 potentiel théorique de la méthode optimale dirichlet-
robin à stabiliser le problème

Dans cette section une analyse détaillée de la capacité de la méthode Dirichlet-Robin à
stabiliser un couplage aérothermique est présentée. Plus particulièrement, l’objectif est
d’analyser le comportement théorique de cette méthode face à la variation des principaux
paramètres physiques et numériques.
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3.2.1 Nombre de Biot numérique

Avant d’étudier la stabilité du couplage aérothermique, il est nécessaire d’introduire
un nombre adimensionnel qui est appelé ici (comme dans Moretti, Errera et al., 2018), le
nombre de Biot numérique :

Biν = Bi∆
(
1−Df

)
(3.1)

où Df est un nombre de Fourier normalisé. Ce nombre a été introduit pour la première
fois par Errera et Duchaine, 2016, il est définit comme suit :

Df =
Df

1+ Df +
√
1+ 2Df

(3.2)

Ce nombre de Fourier normalisé varie entre 0 et 1 lorsque Df varie entre 0 et +∞.
Le nombre de Biot numérique coïncide avec la valeur du facteur d’amplification

temporelle (cf. Section 2.5) lorsque αf = 0 (méthode Dirichlet-Neumann), c’est-à-dire
qu’il représente la plus grande valeur du facteur d’amplification temporelle en fonction
de αf comme indiqué à la Figure 3.1. Pour Biν < 1, le problème est stable pour toutes
valeurs de αf, par contre si le nombre de Biot numérique dépasse la limite de stabilité
Biν > 1, la méthode Dirichlet-Neumann est instable et il est nécessaire de "relaxer" le
problème via le coefficient de couplage.
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−
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Figure 3.1 – Maximum du facteur d’amplification temporelle max |g| en fonction du coefficient
de couplage αf pour différentes valeurs du nombre de Biot numérique Biν.

Il s’agit d’un résultat très important qui permet d’évaluer si le problème couplé est
stable pour toutes valeurs du coefficient de couplage. Le nombre de Biot numérique Biν
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joue un rôle fondamental dans l’analyse de la stabilité et nous donne une estimation du
degré de l’intensité de l’interaction fluide-solide. Nous allons étudier les cas où le nombre
de Biot numérique est extrêmement élevé (problèmes à forte interaction thermique) et les
cas où le nombre de Biot numérique est en dessous de la limite de stabilité, c’est-à-dire
strictement inférieur à 1 (problèmes à faible interaction thermique).

3.2.2 Zones de stabilité

Le comportement de max |g| en fonction de αf est présenté dans le Tableau 3.1. Il est
montré que théoriquement il existe toujours une valeur du coefficient αf pour laquelle
il est possible de stabiliser un problème aérothermique couplé. Cette étude de stabilité
montre la présence d’une zone d’instabilité lorsque l’interaction thermique est forte
(Biν > 1). Le problème est instable si aucune (ou une trop faible) relaxation du flux de
chaleur est appliquée sur l’interface solide. La condition de Dirichlet-Robin est toujours
stable pour des problèmes où l’interaction thermique est faible (Biν 6 1).

Grâce à la définition (3.2), on peut également récrire le facteur d’amplification spatiale
de la branche de Neumann (2.44) comme suit :{

κf (Df, z = +1) = 1

κf (Df, z = −1) = Df
1+Df+

√
1+2Df

= Df
(3.3)

qui nous permet de redéfinir l’expression du coefficient optimal (2.49) avec la suivante
relation :

α
(opt)
f =

Kf

1+
√
1+ 2Df

=
Kf
2

(
1− Df

)
(3.4)

Les expressions de g0 et gopt, qui correspondent respectivement aux valeurs du facteur
d’amplification temporelle pour αf = 0 et α(opt)

f sont :

g0 = Biν = Bi∆
(
1−Df

)
(3.5)

gopt =
Bi∆
2

(
1−Df

)

1+ Bi∆
2

(
1−Df

) (3.6)

g0 correspond au nombre de Biot numérique Biν.
L’expression du coefficient minimal αminf , à partir duquel le problème couplé est

stable, est la suivante :

αminf =
Kf
2

(
1− Df

)
−
Ks

2
= α

(opt)
f −

Ks

2
(3.7)
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αf 0 αminf α
(opt)
f ∞ Condition

|g| g0 gopt 1 Biν 6 1

|g| UNSTABLE 1 gopt 1 Biν > 1

Tableau 3.1 – Comportement de la condition de Dirichlet-Robin en fonction de αf

3.2.3 Stabilité en fonction du ratio des conductivités

Dans ce paragraphe, l’effet de la variation du ratio des conductivités fluide-solide est
présenté :

λf
λs

(3.8)

L’incrément du ratio des conductivités fluide-solide conduit à une augmentation
du nombre de Biot local. Cela signifie que plus ce ratio est grand, plus le problème
peut être instable. Ce résultat confirme les résultats obtenus par Giles, 1997 ; Roux et
Garaud, 2009 et Verstraete et Scholl, 2016, et détaillées dans le chapitre 2. Toutefois,
comme nous le verrons ensuite et comme nous le suggère la définition du nombre de
Biot numérique (3.1), la stabilité du problème couplé dépend aussi d’autres paramètres
comme la taille de la première maille fluide et la longueur caractéristique du solide. Il est
donc plus correct d’étudier l’effet sur la stabilité du ratio des conductances fluide-solide.
Cela constitue donc l’objectif du paragraphe suivant.

3.2.4 Stabilité en fonction du ratio des conductances

La conductance thermique surfacique K correspond à la quantité de chaleur qui passe
à travers une plaque d’épaisseur e, de surface unitaire et de conductivité λ pendant une
seconde :

K =
λ

e
(3.9)

Le ratio des conductances fluide-solide est défini comme suit :

Kf
Ks

=

2λf
∆yf
λs
Λs

=
2λfΛs

λs∆yf
(3.10)

où ∆yf est la taille de la première maille fluide et Λs est la dimension caractéristique du
solide.

Comme dans le cas précédent (cf. §3.2.3) le nombre de Biot local augmente avec le
ratio des conductances thermiques.



62 méthode optimale dirichlet-robin

Ces deux valeurs extrêmes (0 et +∞) peuvent être physiquement interprétées comme
suit :

— Kf/Ks → 0 : ceci implique que les nombres de Biot sont nuls. Cette condition est
réalisable en imposant pour le solide une conductivité très élevée ou une épaisseur
nulle. Dans les deux cas la diffusion de la chaleur à travers le solide est instantanée.
Cela revient à résoudre uniquement l’écoulement fluide avec une condition de
température imposée à l’interface fluide-structure.

— Kf/Ks →∞ : ceci implique que le nombre de Biot (local et numérique) soit infini.
Cela peut se produire lorsque λs → 0 ou dans le cas où la dimension caractéristique
du solide est très grande. Autrement dit, la chaleur se diffuse peu ou elle n’arrive
pas à atteindre l’interface fluide-structure. Cela revient à résoudre uniquement
l’écoulement fluide où l’interface fluide-structure est traitée comme une paroi
adiabatique.

Le rapports des conductivités (3.8) et des conductances (3.10) sont des paramètres
"statiques" (définis par le problème). Or la stabilité va aussi dépendre dans large mesure
du temps. Cet aspect "dynamique" sera abordé dans le paragraphe 3.2.6.

3.2.5 Stabilité en fonction de la taille de la première maille fluide

L’objectif de ce paragraphe est de montrer l’effet d’un maillage extrêmement raffiné
sur le nombre de Biot numérique. Cette analyse a été publiée par la première fois par
Errera, Moretti, Salem et al., 2019 et détaillée dans l’Annexe B.

Lorsque la taille des mailles près de la paroi tend vers 0 (∆yf → 0), le nombre de Biot
prend la forme suivante :

lim
∆yf→0

Biν = lim
∆yf→0

Bi∆
(
1− Df

)
= lim
∆yf→0

Bi∆
(
1−

Df
1+ Df +

√
1+ 2Df

)
=

=
2λfΛf
λs

√
2ρCp

λf∆t
=
2λfΛf
λs

√
2

af∆t
(3.11)

Ainsi, en raffinant le maillage, le nombre de Biot numérique prend une valeur constante
qui dépend des paramètres physiques du problème. Une démarche similaire peut être
réalisée pour le coefficient de couplage optimal (α(opt)

f ) :

lim
∆yf→0

α
(opt)
f = lim

∆yf→0
Kf
2



√(

1+
1

Df

)2
− 1−

1

Df


 = lim

∆yf→0
Kf

1+
√
1+ 2Df

(3.12)
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qui, après des passages mathématiques décrits dans l’Annexe B, donne :

α
(opt)
lim =

2λf√
2af∆t

=
2λf√
2 λfρCp∆t

=

√
2λfρCp√
∆t

=

√
2Ef√
∆t

(3.13)

où Ef =
√
λfρCp est l’effusivité thermique du fluide.

Les expressions (3.11) et (3.13) montrent clairement l’importance du temps dans les
analyses de stabilité. Car le rapport des conductances (3.10) tend vers l’infini lorsque
∆yf → 0.

La première observation concerne le coefficient optimal qui est inversement proportion-
nel au terme

√
2af∆t. Ce dernier peut être interprété comme une distance de pénétration

thermique. Pour des petites distances de pénétration de la chaleur dans le fluide il est
nécessaire d’avoir un coefficient de couplage plus grand afin de stabiliser le problème. Au
contraire, plus cette distance de pénétration est importante et plus la chaleur se diffuse
dans le fluide. Il n’est donc pas nécessaire d’utiliser une grande valeur du coefficient de
couplage.

La deuxième observation est la dépendance entre la limite du coefficient de couplage
α
(opt)
lim et l’effusivité thermique. L’effusivité thermique décrit la rapidité avec laquelle un

matériau absorbe la chaleur. Plus l’effusivité thermique est élevée et plus le matériau
absorbe l’énergie sans se réchauffer notablement. Au contraire, plus elle est faible et
plus le matériau se réchauffe rapidement. Cette relation montre bien que α(opt)

f prend
en compte la capacité du fluide à échanger la chaleur avec le solide tout au long du
processus de couplage.

La dernière observation concerne le fait que l’expression du coefficient de couplage
optimal α(opt)

f est une fonction décroissante de la taille de la première maille fluide. Si
le maillage proche-paroi est extrêmement raffiné, le problème sera moins stable et une
valeur plus grande du coefficient de couplage sera alors nécessaire. Pour rappel, cette
méthode a été développée en supposant la convection thermique négligeable dans la
première maille du domaine fluide (cf. 2.5), c’est-à-dire dans le cas où le maillage fluide
est suffisamment raffiné près de l’interface (maillage à Bas-Reynolds).

Quand des géométries complexes sont utilisées, la taille de la première maille fluide
n’est pas forcément constante ou accessible pendant le processus de couplage, alors la
limite du coefficient de couplage optimal α(opt)

lim peut se révéler utile. En effet, le calcul
de α(opt)

lim ne nécessite pas de connaître la valeur de la taille de la première maille fluide.
Cette valeur limite du coefficient de couplage est légèrement plus élevée que la valeur
optimale α(opt)

f calculée avec la taille de la première maille fluide (α(opt)
lim ≈ 1, 1α(opt)

f ),
elle assurera alors la stabilité sans provoquer une détérioration importante de la vitesse
de convergence.

Ces résultats ont été publiés pour la première fois dans Moretti, Errera et al., 2018.
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3.2.6 Stabilité en fonction de la période de couplage

Dans cette section l’effet de la période de couplage sur le nombre de Biot numérique Biν,
ainsi que sur le coefficient de couplage optimal α(opt)

f , est étudié. Plus particulièrement,
le comportement de la méthode pour une période de couplage très faible (∆tc → 0) et
celui pour des périodes de couplage très importantes (∆tc →∞) sont présentés.

Pour ∆tc → 0, le nombre de Fourier tend vers 0 et par conséquent Df aussi. Or Bi∆ est
indépendant de ∆tc, ce qui implique :

lim
∆tc→0

Biν = lim
∆tc→0

Bi∆
(
1−Df

)
= Bi∆ (3.14)

Lorsque les deux problèmes sont couplés avec une période très courte, le nombre
de Biot numérique augmente en tendant vers le Biot local Bi∆. Ce résultat montre
l’importance de prendre en compte les paramètres numériques via le nombre de Fou-
rier normalisé Df lorsque l’échange thermique est réalisé avec une période non nulle
(∆tc > 0).

De même pour le coefficient de couplage optimal, la limite ci-dessous est obtenue :

lim
∆tc→0

α
(opt)
f = lim

∆tc→0
Kf
2

(
1−Df

)
=
Kf
2

(3.15)

Réduire le pas de temps de couplage nécessite de relaxer le problème en utilisant une
valeur plus importante du coefficient de couplage. Ce dernier tend vers la moitié de la
conductance thermique de l’écoulement lorsque l’intervalle de couplage tend vers 0. Ces
résultats concordent avec ceux trouvés par Verstraete et Scholl, 2016 et présentés dans la
section 2.4 (Figures 2.1).

Pour ∆tc →∞, le nombre de Fourier tend vers infini et par conséquent Df → 1. Ainsi,
le limite du nombre de Biot numérique Biν pour ∆tc →∞ est le suivant :

lim
∆tc→∞Biν = lim

∆tc→∞Bi∆
(
1−Df

)
= 0 (3.16)

De même, le coefficient de couplage optimal prend la forme ci-dessous :

lim
∆tc→∞α(opt)

f = lim
∆tc→∞

Kf
2

(
1−Df

)
= 0 (3.17)

Avec une période de couplage plus grande, le système est théoriquement plus stable
et le coefficient de couplage nécessaire pour le stabiliser est plus faible, voire nul. Dans
la section 3.6, nous allons montrer que ceci n’est pas tout à fait vrai numériquement.
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3.3 cas test : plaque plane

Le but de cette thèse est d’étudier la stabilité de la résolution d’un problème aérother-
mique via un schéma partitionné. Pour cela nous avons choisi d’étudier le cas académique
de la plaque plane. La géométrie 2D et les principales conditions aux limites du problème
sont représentées à la Figure 3.2. Les domaines fluide et solide sont décrits dans les
sections suivantes.

Solide

FluideZone tampon

x

y

T = 1000 K

Interface de couplage

Λs = 3 mm

L = 350 mm

U∞ = 83 m/s

T∞ = 1200 K

Paroi adiabatique

150 mm

Figure 3.2 – Géométrie et conditions aux limites du cas test "Plaque Plane"

3.3.1 Discrétisation du domaine fluide

Le fluide, qui s’écoule de gauche à droite, interagit avec la paroi supérieure de la plaque
plane. Les conditions aux limites utilisées dans le problème fluide sont une condition
d’injection à l’entrée, une condition de pression externe à la sortie, une condition de
symétrie sur la paroi supérieure et une condition de Dirichlet où la température provenant
du solveur solide est imposée. Le calcul fluide est initialisé avec un champ uniforme, ce
qui veut dire que la CFD n’a pas été initialisée en amont avec un calcul fluide.

La résolution du problème fluide est faite via la résolution des équations (Uns-
teady)RANS en utilisant un schéma de type "Jameson" (Jameson et al., 1981) et le modèle
de turbulence de Spalart-Allmaras (cf. Spalart et Allmaras, 1992). Avec ces conditions, le
nombre de Reynolds s’élevé à 2, 6 · 105.

Le maillage fluide est suffisamment raffiné près de l’interface couplée pour avoir un
y+ ≈ 1 1 afin d’avoir une bonne résolution de la couche limite sans recourir à une loi de
paroi. Ceci nous permettra un calcul précis du flux de chaleur à l’interface. La taille de la
première maille fluide est ∆yf = 5.4 · 10−5 m (Figure 3.3).

Il est important de noter que les deux maillages coïncident (Figure 3.3) afin d’éviter
d’éventuelles erreurs provenant d’une mauvaise interpolation géométrique. En effet, les

1. y+ est la distance à la paroi rendue adimensionnelle via la vitesse de frottement et la viscosité
cinématique.
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quantités pariétales envoyées et réceptionnées correspondent aux valeurs aux points
situés au milieu de chaque élément de la surface de couplage. Cette localisation est propre
à la méthode des volumes finis. Pour la méthode des éléments finis une interpolation
des quantités nodales au centre des éléments de l’interface est nécessaire.

Figure 3.3 – Maillage fluide (en rouge et en vert) et solide (en bleu) près de l’interface

Pour tester les méthodes numériques associées à un problème de mécanique des
fluides, le cas test de la "plaque plane" est généralement utilisé. Ce cas test présente une
géométrie simple et par conséquent un maillage très régulier qui permet d’atteindre le
régime permanent rapidement. Toutefois, il présente une singularité au niveau du bord
d’attaque susceptible de causer des problèmes de convergence. Une zone "tampon" avec
une paroi adiabatique a alors été ajoutée en amont de l’interface afin de repousser cette
singularité loin de la surface de couplage.

La zone tampon ne permet pas de s’affranchir d’un bord d’attaque thermique présent
au début de la surface couplée. En effet, dans cette zone, la paroi adiabatique devient
brutalement une paroi isotherme avec un profil de température fourni par le solveur
solide. La couche limite fluide, déjà établie, y sera perturbée par un brutal échange
de chaleur entre le fluide et le solide. Ce point d’intersection entre la zone tampon, le
reste du maillage fluide et le domaine solide sera considéré dorénavant comme le bord
d’attaque du problème. Afin de mieux modéliser l’échange thermique, le maillage fluide
a été suffisamment raffiné dans la direction de l’écoulement près du bord d’attaque de
l’interface (cf. Figure 3.4). Théoriquement, le coefficient d’échange thermique sur une
plaque plane a un profil hyperbolique ; il prend une valeur infinie au bord d’attaque puis
décroît rapidement vers une valeur asymptotique en s’approchant du bord de fuite. La
Figure 3.5 montre le profil du coefficient d’échange thermique le long de l’interface de
couplage calculé en imposant une température constante sur la paroi du fluide. Cette
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évolution du coefficient d’échange thermique sera utilisée au paragraphe 3.4.1 comme
valeur du coefficient de couplage αf.
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0

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008
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0.0012

Figure 3.4 – Maillage fluide de la plaque plane (hors zone tampon)

3.3.2 Discrétisation du domaine solide

Le domaine solide est discrétisé avec un maillage structuré composé d’éléments
linéaires hexaèdres (maillage en bleu sur la Figure 3.3). Dans la direction normale à
l’interface le maillage est composé de dix éléments. Dans la direction tangentielle, le
maillage a été créé avec la même progression géométrique utilisée pour le maillage
fluide afin d’avoir les centres des éléments surfaciques fluides et solides qui coïncident à
l’interface.

3.3.3 Interpolation spatiale entre les maillages

Dans ces travaux de thèse, l’échange des quantités pariétales entre les maillages
fluide et solide est réalisé à l’aide de la libraire de couplage CWIPI (CWIPI, 2019). En
effet, chaque physique utilise ses propres méthodes numériques ce qui entraîne des
discrétisations spatiales différentes notamment au niveau de l’interface de couplage
et a pour conséquence de devoir préalablement interpoler les données avant de les
transmettre. Les interpolations spatiales employées par défaut sont les suivantes :

— Si le champ est défini aux sommets : une interpolation linéaire est réalisée à partir
des valeurs aux sommets de l’élément dans lequel se trouve le point ;

— Si le champ est défini aux éléments : la valeur de l’élément dans lequel se trouve le
point est transmise.

Dans ce cas en particulier, aucune interpolation n’est réalisée car les deux maillages
sont coïncidents.
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Figure 3.5 – Profil du coefficient d’échange thermique le long de l’interface

3.3.4 Critère de convergence

Dans toutes les simulations numériques il est nécessaire de choisir un critère de
convergence (ou d’arrêt) permettant un niveau d’erreur satisfaisant. Pour ce cas test, le
niveau de convergence est mesuré avec une norme infinie sur la température de l’interface
solide. Cette norme mesure l’écart maximal de température entre deux itérations de
couplage :

∆Ts = max
i=1,Ns

∣∣Tni − Tn−1i

∣∣ (3.18)

où n est l’itération de couplage et i représente le i-ème point de l’interface solide
composée de Ns points. Le critère de convergence choisi est le suivant :

∆Ts < ε ε = 10−3 K (3.19)

Le problème couplé a convergé lorsque la variation de la température à l’interface est
inférieure au critère de convergence. En d’autre termes, la convergence a lieu lorsque la
variation des quantités échangées est négligeable entre deux couplages.
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3.4 capacité numérique de la méthode optimale dirichlet-
robin à stabiliser des problèmes aérothermiques

Dans cette section, la méthode optimale de D-R développée par Errera et Chemin, 2013

puis améliorée par Errera et Duchaine, 2016 est appliquée au cas test de la plaque plane.
L’objectif est de confronter le résultats théoriques aux résultats numériques concernant la
stabilité des problèmes aérothermiques. Plusieurs cas d’études présentant des propriétés
thermiques différentes sont abordés. L’intérêt est de traiter des problèmes aérothermiques
avec des interactions thermiques d’intensité variable (variation du nombre de Biot
numérique Biν). Ces différents tests nous permettront de déterminer s’il est effectivement
possible de négliger l’impact des modes instables 2D/3D sur la stabilité du problème
couplé.

Dans ces travaux, l’attention sera portée uniquement sur la stabilité et la rapidité de la
convergence des calculs et non sur l’exactitude de la solution. En effet, ce dernier aspect
a déjà été validé par des travaux antérieurs (Chemin, 2006 ; Baqué, 2012).

3.4.1 Interactions thermiques faibles et modérées

Les études de stabilité du couplage aérothermique menées dans le département DAAA
de l’ONERA ont mis en évidence l’importance du Biot numérique, à partir duquel on
peut estimer l’intensité de l’interaction thermique fluide-structure. C’est à partir de
ces études numériques (Errera et Moretti, 2016 ; Moretti, Errera et al., 2018) que nous
définissons le type d’interaction thermique dans ce travail.

L’interaction thermique faible est ainsi caractérisée par un nombre de Biot numérique
Biν faible (Équation 3.1).

Pour bien comprendre les différents types d’interaction et leur complexité il faut obser-
ver l’évolution du facteur d’amplification temporelle max (|g|) en fonction du coefficient
de couplage αf. Nous avons choisi de faire varier Biν en changeant la conductivité
thermique du solide λs. Cette approche est beaucoup plus simple à mettre en place que
de modifier les conditions d’entrée de l’écoulement fluide ou la taille de la première
maille fluide. La Figure 3.6 présente les résultats pour des conductivités de 0, 5 W/ (mK),
2, 5 (interactions modérées) et 10 W/ (mK) (interaction faible).

Comme mentionné précédemment, Biν correspond à la valeur de max (|g|) pour αf = 0.
Ainsi, plus Biν est grand, plus une partie importante de la courbe (branche de "Neumann")
se situe dans la zone instable (max (|g|) > 1). Nous allons étudier l’interaction thermique
dans les trois cas de Figure 3.6. En observant cette Figure, la théorie du modèle 1D
montre que le calcul avec λs = 10 W/ (mK) est théoriquement stable pour toute valeur
du coefficient αf. En revanche pour λs = 2, 5 W/ (mK) et λs = 0, 5 W/ (mK) le calcul est
instable pour des faibles valeurs de αf, autrement dit pour un échange thermique non
suffisamment relaxé.
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Figure 3.6 – Évolution du facteur d’amplification temporelle max (|g|) en fonction du coefficient
de couplage αf pour des interactions faibles et modérées

Pour chaque valeur de λs quatre valeurs du coefficient ont été testées :
— αf = 0 (correspondant à une condition de Dirichlet-Neumann)
— αf = α

(opt)
f

— αf = 10α
(opt)
f

— αf = Kf > α
(opt)
f

Pour chaque cas test étudié (différentes valeurs de λs), le Tableau 3.2 récapitule la
valeur des nombres de Biot ainsi que le nombre d’itérations requis pour atteindre la
convergence (∆Ts 6 10−3).

Comme prévu par la théorie, la simulation utilisant la condition de Dirichlet-Neumann
est instable dans le cas où la conductivité du solide vaut 0, 5 W/(mK) (interaction
thermique modérée). Cependant, contrairement à ce qui pouvait être attendu, lorsque
λs = 2, 5 W/(mK), la simulation converge bien que le facteur d’amplification temporelle
lui correspondant se trouve dans la zone d’instabilité (max |g| > 1). Cela peut être dû à
un effet stabilisant de l’écoulement 2D car rappelons que le modèle théorique est basé
sur une approche 1D.

Afin d’approfondir la compréhension des résultats obtenus avec les différentes valeurs
de αf, observons les Figures 3.7, 3.9 et 3.11.

La Figure 3.7 présente les courbes de convergence obtenues dans le cas où λs = 10W/ (mK).
Les quatre valeurs de αf permettent d’atteindre la convergence de la simulation. Ce
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λs Bi∆ Biν αf = 0 αf = α
(opt)
f αf = 10 ·α(opt)

f αf = Kf

0,5 141,5 9,4

Divergence à
la 4ème

itération de
couplage

84 250 -

2,5 27,3 1,9 71 72 102 216

10 6,6 0,5 62 62 65 76

Tableau 3.2 – Récapitulatif des nombres de Biot et des nombre d’itérations de couplage à laquelle
le critère de convergence à été atteint selon la valeur de λs (interactions faibles et
modérées)

résultat coïncide avec la prévision théorique. Il n’y a pas d’écarts importants entre la
vitesse de convergence obtenue avec la condition de Dirichlet-Neumann (αf = 0) et celle
obtenue avec l’application du coefficient optimal dans la méthode Dirichlet-Robin. Ceci
souligne que si l’interaction thermique est faible (Biν < 1) il n’y a pas de problèmes de
stabilité. Malgré tout, on remarque de légères oscillations au début du calcul pour αf = 0.
Ces oscillations ne sont pas présentes pour toutes valeurs égales ou supérieures à α(opt)

f .
En prenant un coefficient beaucoup plus grand que α(opt)

f une légère dégradation de la
vitesse de convergence est observée, elle reste néanmoins acceptable.

Le champ de température près de l’interface fluide-structure pour ce cas test est affiché
à la Figure 3.8 toujours dans le cas à λs = 10 W/ (mK).

Cependant lorsque l’interaction thermique augmente (augmentation du nombre de
Biot numérique), des écarts plus importants sont visibles pour les différentes valeurs de
αf (cf. Figures 3.9 et 3.11).

Pour λs = 2, 5 W/ (mK) un comportement différent entre αf = 0 et α(opt)
f est observé

(cf. Figure 3.9). Au début de la simulation le résidu pour αf = 0 décroît plus lentement
que pour α(opt)

f . Les deux courbes atteignent alors la même vitesse de convergence
après environ 40 itérations de couplage. D’après la théorie, pour ce niveau d’interaction
thermique (λs = 2, 5 W/ (mK), Figure 3.6) le coefficient optimal devrait aboutir à la
convergence la plus rapide et la condition de Dirichlet-Neumann devrait être instable.
Cependant, il s’avère que cette simulation conduit à un meilleur résultat en termes de
convergence. Pour expliquer l’écart initial entre les deux courbes, la Figure 3.10 affiche
la variation de la température au bord d’attaque pour les deux valeurs du coefficient
de couplage (αf = 0 et α(opt)

f ). Dans le cas αf = 0, la température oscille fortement
d’une itération à l’autre (amplitude d’environ 70 K) ce qui justifie le résidu plus élevé. Au
contraire, l’évolution de la température obtenue avec le coefficient optimal est quasiment
monotone. Seule une petite oscillation de 4 K est présente dans les premières itérations.
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Figure 3.7 – Résidu de la température en norme infini au fils des itérations de couplage
(λs = 10 W/ (mK), Biν = 0, 5)
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Figure 3.8 – Champs de température fluide et solide (cas λs = 10 W/ (m ·K), Biν = 0, 5)
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Figure 3.9 – Résidu de la température en norme infini au fils des itérations de couplage
(λs = 2, 5 W/ (m ·K), Biν = 1, 9)
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Figure 3.10 – Évolution de la température au bord d’attaque pour αf = 0 et pour α(opt)f
(λs = 2, 5 W/ (mK), Biν = 9, 4)
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La Figure 3.11 montre l’importance du choix du coefficient de couplage quand le
nombre de Biot numérique est grand. En effet, dans le cas où λs = 0, 5 W/ (mK) trois
comportements différents peuvent être observés :

— divergence de la simulation pour αf = 0 (condition de Dirichlet-Neumann) ;
— stabilité et rapidité de la simulation en utilisant α(opt)

f ;
— une grande stabilité mais une convergence très lente en utilisant une valeur trop

élevé du coefficient de couplage (αf = 10 ·α(opt)
f et αf = Kf).

Le critère de convergence dans le cas où αf = Kf n’a pas été atteint car le temps d’exécu-
tion requis dépasse la durée limite admise par le serveur. Le champ de température près
de l’interface fluide-structure pour ce cas test (λs = 0, 5 W/ (mK)) est tracé à la Figure
3.12.
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Figure 3.11 – Résidu de la température en norme infini au fils des itérations de couplage
(λs = 0, 5 W/ (m ·K), Biν = 9, 4)

Dorénavant, l’attention est portée sur ce dernier cas test (λs = 0, 5 W/ (m ·K)) afin d’étu-
dier l’évolution de la température autour de la limite de stabilité αminf qui se trouve sur
la branche de Neumann (entre αf = 0 et α(opt)

f ). α(min)
f est la valeur la plus petite du coef-

ficient de couplage pour laquelle le problème couplé est stable
(

max
∣∣∣g
(
α
(min)
f

)∣∣∣ = 1
)

.
Plusieurs coefficients de couplage ont été testés et pour αf . 380 le couplage s’avère
instable (le résidu diverge ou il reste très grand). Ces coefficients de couplage ont été
appliqués sur toute la longueur de l’interface de couplage. Il s’agit d’un traitement global
et non plus local de la stabilité à la différence de la recherche du coefficient optimal.
Pour des valeurs plus élevées du coefficient de couplage, en s’approchant de α(opt)

f ,
nous avons constaté que la simulation converge très lentement à cause du comportement
oscillant de la température à l’interface. Pour montrer ceci, nous présentons les résultats
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Figure 3.12 – Champs de température fluide et solide le long de la plaque plane (cas
λs = 0, 5 W/ (m ·K), Biν = 9, 4)

obtenus avec deux valeurs du coefficient de couplage : αf = 380 et αf = 400. La position
de ces valeurs sur le tracé du facteur d’amplification temporelle est affichée sur la Figure
3.13.
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Figure 3.13 – Position des coefficient de couplage αf étudiés sur le tracé du facteur d’amplifica-
tion temporelle (λs = 0, 5 W/ (mK), Biν = 9, 4)

La Figure 3.14 présente les résultats de la simulation toujours dans le cas où
λs = 0, 5 W/ (mK), avec à gauche (Figure 3.14a) le résidu en norme infini de la tempé-
rature et à droite (Figure 3.14b) l’évolution de la température au fil des itérations de
couplage pour trois points (le bord d’attaque, le milieu et le bord de fuite de l’interface
de couplage).
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Figure 3.14 – Résultats de la simulation pour λs = 0, 5 W/ (mK) (Biν = 9, 4), utilisant αf = 380.
(a) Résidu en norme infini sur la température au fil des itérations de couplage.
(b) Évolution de la température au fil des itérations de couplage aux trois points
étudiés (bord d’attaque, milieu et bord de fuite de l’interface de couplage).

La Figure 3.14a montre que le résidu en norme infinie de la température stagne
aux alentours de 103 ce qui correspond exactement à l’amplitude de l’oscillation de la
température au bord d’attaque (Figure 3.14b). Pour cette valeur de αf la simulation ne
converge pas mais elle ne diverge pas non plus. Ainsi, cette valeur du coefficient de
couplage est encore trop petite pour stabiliser les points situés au début de la plaque
caractérisés par un échange thermique important, mais elle est suffisante pour les
autres points de l’interface (voir le point au milieu de la plaque et le bord de fuite).
En augmentant légèrement le coefficient de couplage (αf = 400) nous observons un
comportement différent : la simulation converge (même si la convergence est très lente)
et les oscillations de la température sont plus amorties (cf. Figure 3.15). Ces deux valeurs
sont un très bon exemple du besoin d’avoir un coefficient de couplage αf local puisque
l’intensité de l’interaction thermique peut changer de façon significative le long de la
surface couplée. Nous avons également tenté d’appliquer comme valeur du coefficient
de couplage la valeur locale du coefficient d’échange thermique (αf(x) = h(x)), définie
comme suit :

αf = h
n
i =

qni
Tni − Tref

(3.20)

où q est le flux de chaleur, T est la température de l’interface et Tref est une température
de référence (généralement la température de l’écoulement loin de l’interface). L’indice i
indique l’i-ème point de la surface et l’indice n l’itération de couplage. h est alors calculé
à chaque itération de couplage et son profil est similaire à celui déjà décrit à la Figure
3.5. La valeur du coefficient d’échange thermique est très grand au bord d’attaque et très
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Figure 3.15 – Résultats de la simulation pour λs = 0, 5 W/ (mK) (Biν = 9, 4), utilisant αf = 400.
(a) Résidu en norme infini sur la température au fil des itérations de couplage.
(b) Évolution de la température au fil des itérations de couplage aux trois points
étudiés (bord d’attaque, milieu et bord de fuite de l’interface de couplage).

faible au bord de fuite. Les résultats de la simulation αf = h sont montrés sur la Figure
3.16. Nous pouvons constater, en regardant la Figure 3.16a, que la simulation ne converge
pas. Cette fois l’instabilité n’est pas située au bord d’attaque mais sur la partie centrale
et finale de la plaque. L’instabilité est liée à la variation importante du coefficient de
couplage αf le long de l’interface. En effet, la valeur de h au bord d’attaque (αf = 3938)
est suffisante pour stabiliser l’interaction thermique (quoique trop élevée) mais celle au
bord de fuite (αf = 111) est trop faible. Ce résultat montre que l’utilisation du coefficient
d’échange thermique h comme coefficient de couplage n’est pas adapté pour stabiliser
les problèmes aérothermiques.

En revanche, si le coefficient optimal α(opt)
f est utilisé, l’évolution de la température

est stable en tous points de l’interface et la simulation converge rapidement vers la
solution du problème en régime permanent (Figure 3.17). Cette valeur de αf, calculée
analytiquement pour chaque point de l’interface, stabilise le calcule couplé en évitant
toute oscillation de température.

3.4.1.1 Comparaison des performances du calcul CHT et de la CFD seule

La Figure 3.18 compare la convergence (en termes de résidu sur la résolution de
l’équation de conservation de la masse) d’un calcul aérothermique couplé (CHT) avec
une résolution isolée de l’écoulement fluide en utilisant une condition de Dirichlet à
l’interface. Le cas étudié est celui où λs = 10 W/ (mK). Une condition de Dirichlet
imposée dans un calcul CFD correspond à supposer que le solide ait un épaisseur nul
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Figure 3.16 – Résultats de la simulation pour λs = 0, 5 W/ (mK) (Biν = 9, 4), utilisant αf = h(x).
(a) Résidu en norme infini sur la température au fil des itérations de couplage.
(b) Évolution de la température au fil des itérations de couplage aux trois points
étudiés (bord d’attaque, milieu et bord de fuite de l’interface de couplage).
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Figure 3.17 – Évolution de la température au fil des itérations de couplage aux trois points
étudiés (bord d’attaque, milieu et bord de fuite de l’interface de couplage) pour
λs = 0, 5 W/ (mK) (Biν = 9, 4), utilisant αf = α

(opt)
f .
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Figure 3.18 – Résidu de la densité pour la CFD seule et le calcul CHT (λs = 10 W/ (mK),
Biν = 0, 5)

(Λs = 0), ce qui donne un Ks →∞ et donc Bi∆ = 0. Un nombre de Biot local nul signifie
que la résistance thermique du solide est nulle et que la conduction y est parfaite. La
convergence du calcul CHT utilisant le coefficient optimal est légèrement meilleure que
la convergence du calcul CFD seul. Les petits pics présents sur la courbe de la Figure
3.18 associée au calcul CHT correspondent à la mise à jour des conditions aux limites
toutes les 20 itérations CFD (∆tc = 20∆tf). L’amplitude des ces pointes diminue au cours
des itérations car la température sur l’interface est en train de converger.

3.4.1.2 Utilisation de αf = h à l’approche de la convergence

L’application de h (coefficient d’échange thermique utilisé précédemment) lorsque le
calcul couplé s’approche de la convergence est testée dans cette section. Le coefficient
optimal est utilisé au début de la simulation puis remplacé par h lorsque le résidu à
l’interface devient très faible (∆Tf = 10−4 qui est inférieur au critère de convergence
utilisé jusqu’à présent).

La Figure 3.19 montre le résidu sur la température à l’interface dans le cas où α(opt)
f

est appliqué pendant tout le calcul et celui où αf = h à partir de ∆Ts = 10−4. Dans le
second cas, des oscillations dont l’amplitude varie entre 10−4 et 1 apparaissent lorsque
l’on passe de αf = α

(opt)
f à αf = h. L’utilisation du coefficient d’échange thermique à

l’approche de la convergence n’est alors pas valide. En effet, comme vu précédemment,
la valeur de h aux nœuds situés au bord de fuite est trop faible et en utilisant cette valeur
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Figure 3.19 – Résidu en norme infini sur la température en fonction des itérations de couplage
en utilisant α(opt)f et, à partir de ∆Ts = 10−4, αf = h(x) (cas où λs = 0, 5 W/ (mK)
(Biν = 9, 4)).

pour αf le flux de chaleur est sous-relaxé. L’instabilité peut donc apparaître près de la
convergence. En plus, la méthode d’estimation du coefficient d’échange thermique est
ambiguë car elle dépend du choix de la température de référence (cf. Éq. (3.20)).

Ceci montre que la stabilité du problème couplé ne dépend pas du niveau de conver-
gence à l’interface. Un problème proche de la convergence peut devenir instable ou
osciller.

3.4.2 Interactions thermiques fortes

La méthode optimale Dirichlet-Robin est efficace pour stabiliser des problèmes aéro-
thermiques caractérisés par une interaction thermique faible et modérée (cf. §3.4.1). Nous
allons à présent nous intéresser à des cas où l’interaction thermique est forte. La méthode
optimale Dirichlet-Robin a été testée sur trois cas à forte interaction thermique dont les
courbes du facteur d’amplification temporelle sont représentés sur la Figure 3.20. Les
résultats obtenus pour λs = 0, 5 W/ (mK) ont également été reportés dans cette analyse
de manière à situer ce nouveaux résultats par rapport à ceux de l’étude précédente. La
Figure 3.20a montre qu’en prenant de petites valeurs de la conduction thermique dans le
solide le nombre de Biot numérique Biν augmente fortement et que la quasi-totalité de
la branche de Neumann est située dans la zone d’instabilité (max |g| > 1). Même lorsque
αf = α

(opt)
f la limite de stabilité est presque atteinte. Ceci est d’avantage visible sur la



3.4 potentiel numérique de la méthode dirichlet-robin 81

100 101 102 103 104 105 106
0.1

1

10

100

1000

αf

m
a
x
(|g

|)
λs = 0, 5
λs = 0, 16
λs = 0, 05
λs = 0, 01

α
(opt)
f

αf = 10α
(opt)
f

αf = Kf

(a) Facteur d’amplification temporelle

103 104
0.8

0.85

0.9

0.95

1

αf

m
ax

(|g
|)

λs = 0, 5
λs = 0, 16
λs = 0, 05
λs = 0, 01

α
(opt)
f

αf = 10α
(opt)
f

αf = Kf
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Figure 3.20 – Facteur d’amplification temporelle en fonction du coefficient de couplage αf pour
des interactions thermiques fortes

Figure 3.20b, où les points correspondants aux coefficients optimaux sont représentés par
des étoiles, plus λs est petit et plus le facteur d’amplification temporelle s’approche de 1.

Nous rappelons que la valeur du facteur d’amplification temporelle pour αf = α
(opt)
f ,

c’est-à-dire sa valeur minimale, peut être calculée via l’équation suivante :

gopt =
Bi∆
2

(
1−Df

)

1+ Bi∆
2

(
1−Df

) =
Biν

2+ Biν
< 1 (3.21)

Le facteur d’amplification temporelle correspondant à α(opt)
f se rapproche de la limite

de stabilité (max |g| = 1) lorsque le nombre de Biot numérique augmente. En outre,
cette expression nous informe qu’en utilisant le coefficient optimal la simulation sera
en théorie toujours stable, mais en pratique, - nous appliquons un modèle 1D sur des
simulation 2D ou 3D -, une légère instabilité sur les modes 2D ou 3D peut déplacer
le point optimal dans la zone instable. Afin d’améliorer la stabilité il est possible de
réduire le terme

(
1−Df

)
. Pour cela le choix le plus simple est d’augmenter la période

de couplage même si cela implique une augmentation du temps de calcul.
La convergence de la méthode optimale Dirichlet-Robin sur les problèmes aérother-

miques à forte interaction thermique est montrée à la Figure 3.21. La convergence se
dégrade au fur et à mesure que le nombre de Biot numérique Biν augmente. En imposant
λs = 0, 16 W/ (mK) (qui corresponde à Biν = 28, 9), la convergence est très lente. Le
résidu atteint le critère de convergence après 273 itérations de couplage, ce qui est trois
fois plus élevé que dans le cas où λs = 0.5 W/ (mK). Plus l’interaction thermique est forte
et plus la convergence est ralentie et lorsque l’interaction devient trop forte le problème
diverge. Pour Biν = 86, 8, obtenu en imposant λs = 0, 05 W/ (mK), le résidu se stabilise
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Figure 3.21 – Évolution du résidu sur la température pour les simulations à forte interaction
thermique

autour de 1000 K. En effet, pour ce cas, la température au bord d’attaque de la plaque
oscille avec une amplitude de 1000 K pendant toute la durée du calcul. Ce résultat est
similaire à celui de la Figure 3.14 obtenu dans le cas où λs = 0, 5 W/ (m ·K) en utilisant
un coefficient de relaxation plus petit que α(min)

f (αf = 380). Pour des valeur plus grandes
du nombre de Biot numérique (cas test caractérisé par λs = 0, 01 W/ (m ·K)), le calcul
couplé diverge autour de la 10

e itération de couplage.
Nous allons désormais porter notre attention sur ce dernier cas test qui ne converge pas

et pour lequel λs = 0, 01 W/ (m ·K). Plusieurs valeurs du coefficient de couplage ont été
testées afin d’étudier la stabilité. La convergence de ces calculs est présentée sur la Figure
3.22. Nous sommes parvenus à stabiliser le problème à partir de αf = 1, 7α

(opt)
f . Pour des

valeurs supérieures le problème est stable mais la convergence est plus lente. La vitesse
de convergence reste acceptable tant que le coefficient de couplage reste du même ordre
de grandeur que α(opt)

f est utilisée. En effet, en imposant αf = Kf la convergence est
extrêmement lente. Cette dernière simulation converge après 500 itérations de couplage,
soit 5 fois plus que αf = 1, 7α

(opt)
f . Dans un papier récent (Errera, Moretti, Salem et al.,

2019), un "plateau" est mis en évidence, ce qui explique pourquoi la valeur de stabilité
1, 7α

(opt)
f peut stabiliser des interactions thermiques très fortes.
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Figure 3.22 – Évolution du résidu sur la température au fil des itérations de couplage pour diffé-
rentes valeurs du coefficient de couplage αf (cas à λs = 0, 01 W/ (m ·K),Biν = 428)

3.5 étude de l’initialisation de la méthode

Cette section présente une étude sur l’influence de l’initialisation de la méthode
Dirichlet-Robin sur la stabilité du problème. L’objectif est de tester s’il vaut mieux
appliquer le coefficient optimal dès la première itération de couplage ou utiliser une
valeur assez grande de ce dernier pendant les premières itérations afin de ne pas trop
perturber le problème couplé pendant cette phase délicate. Les cas tests montrés jusqu’ici
ont été effectués en appliquant la condition de Dirichlet-Dirichlet (DD) à la première
itération de couplage, de manière à initialiser les deux interfaces avec le même profil de
température mais aussi pour laisser à l’écoulement plus de temps (deux fois la période
de couplage) pour s’établir.

Le premier objectif de cette étude a été de voir jusqu’à quelle itération de couplage
il est nécessaire d’employer la méthode Dirichlet-Dirichlet. La Figure 3.23 montre la
convergence des calculs menés pour cette étude. Nous pouvons voir sur la Figure 3.23a
que les différentes initialisations n’impactent pas la convergence de la simulation même
si des différences sont visibles pour les premières itérations (cf. Figure 3.23b). En utilisant
la méthode Dirichlet-Dirichlet pendant plus d’une itération, le résidu sur la température
chute brutalement parce que le DD "gèle" (freeze en anglais) le couplage et la température
des deux parois ne change pas. Malgré tout, lorsque cette méthode est remplacée par
celle de Dirichlet-Robin avec coefficient optimal, la chaleur traverse subitement l’interface
ce qui cause une augmentation du résidu sur la température supérieure à cinq ordres de
grandeur. Le même saut est présent aussi pour le "DD jusqu’à la 1

re itération" (courbe
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Figure 3.23 – Résidu en norme infini sur la température en fonction des itérations de couplage.
Résultats des simulations utilisant une initialisation Dirichlet-Dirichlet (cas avec
Biν = 27).

rouge) mais elle n’est pas visible car le résidu à la première itération de couplage est
initialisé à 200 K (Tf − Ts = 200 K à l’instant zéro). L’utilisation du coefficient optimal
dès la première itération permet une décroissance plus nette du résidu même si de
petites oscillations sont présentes entre la 2

e et la 4
e itération. Ce résultat montre qu’il est

conseillé d’appliquer la méthode Dirichlet-Dirichlet à la première itération de couplage
uniquement car, au-delà, la perturbation du système est seulement retardée et n’améliore
pas la convergence. De plus cette méthode peut etre à l’origine de problèmes si le critère
de convergence n’est pas très contraignant car ce dernier peut être atteint avant qu’un
échange thermique entre les deux physiques n’ait lieu. Par exemple, dans le cas où un
critère de convergence de ∆Tf < 10−3 2 est choisi, la simulation se termine après deux
itérations de couplage alors qu’en fait le problème n’est pas convergé. Pour éviter que
cela puisse se produire, l’utilisateur doit être attentif ce qui n’est pas forcément possible
lorsque des codes commerciaux sont utilisés.

L’étude réalisée ci-dessus a été refaite dans le cas où le calcul couplé est initialisé avec
un coefficient de couplage égal à Kf (valeur la plus utilisée dans la littérature concernant
la méthode Dirichlet-Robin). La Figure 3.24 montre un comportement similaire à celui de
la méthode Dirichlet-Dirichlet avec cependant une augmentation plus petite du résidu
car Kf �∞. Il faut noter que, à la différence du cas précédent, le résidu décroît dès lors
que Kf est utilisé. L’application tardive du coefficient de couplage optimal n’influence
quasiment pas l’augmentation du résidu de température. Dans ce cas également l’utilisa-
tion d’un grand coefficient au début de la simulation n’a pas d’effet positif sur la stabilité
du calcul couplé.

2. critère déjà très bas pour le standard industriel
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Figure 3.24 – Résidu en norme infini sur la température en fonction des itérations de cou-
plage. Résultats des simulations utilisant Kf comme coefficient de couplage pour
initialiser le calcul (cas avec Biν = 27).

Pour conclure, l’initialisation utilisée jusqu’à présent est conservée pour le reste des
calculs couplés effectués dans la suite de cette thèse, c’est-à-dire que la méthode de
Dirichlet-Dirichlet est utilisée pour la première itération de couplage et puis la méthode
Dirichlet-Robin avec le coefficient optimal pour la suite de la simulation.

3.6 étude de la période de couplage

Cette section s’intéresse à l’effet de la période de couplage sur la stabilité du problème
couplé. La section 3.2.6 a montré que le problème aérothermique est plus stable si
l’échange d’informations entre les deux solveurs est fait avec une petite fréquence de
couplage : {

Biν → Bi∆ pour ∆tc → 0

Biν → 0 pour ∆tc →∞ (problème découplé)
(3.22)

De même, pour le coefficient de couplage optimal :{
α
(opt)
f → Kf

2 pour ∆tc → 0

α
(opt)
f → 0 pour ∆tc →∞ (3.23)

Afin de vérifier ce comportement, différents calculs utilisant différentes périodes de
couplage ont été mis en place.
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Figure 3.25 – Évolution du résidu sur la température pour des simulations utilisant différentes
périodes de couplage ∆tc

La Figure 3.25 représente l’historique de convergence de ces différents calculs. En
couplant le solide et l’écoulement fluide à chaque itération (∆tc = ∆tf), le calcul est
instable. Effectuer le couplage à chaque itération du solveur fluide est généralement
déconseillé (Verstraete et Scholl, 2016), car la couche limite n’a pas le temps de s’adapter
à la nouvelle température imposée à la paroi (cf. Figures 2.1, Chapitre 2). De plus,
comme nous l’avons vu théoriquement, lorsque le couplage est fait très fréquemment
le coefficient optimal α(opt)

f s’approche dangereusement du coefficient de couplage
minimal nécessaire à stabiliser le problème couplé. Pour des périodes de couplage plus
importantes (10∆tf et 100∆tf), le calcul couplé converge comme prévu. Un comportement
étrange se produit pour des fréquences de couplage très faibles (1000∆tf et 10000∆tf)
caractérisé par la divergence des calculs. Afin de comprendre ce phénomène nous avons
effectué une étude paramétrique en changeant la valeur du coefficient de couplage sur
ces deux problèmes (période de couplage égal à 1000∆tf et 10000∆tf) qui n’ont pas
abouti à la solution.

Afin que ces calculs convergent, des valeurs plus grands du coefficient de couplage ont
été testées. Sur la Figure 3.26, les courbes de convergence pour ces calculs à ∆tc = 1000∆tf
et ∆tc = 10000∆tf sont affichées. Seules les courbes les plus significatives sont montrées.
Pour le cas ∆tc = 1000∆tf (Figure 3.26a), le calcul converge seulement pour un coefficient
de couplage supérieur ou égal à 3α(opt)

f . La meilleure convergence est obtenue pour
αf = 5α

(opt)
f . Afin de stabiliser le calcul où le couplage est effectué avec une période

∆tc = 10000∆tf, des valeurs plus importantes du coefficient de couplage sont nécessaires
(αf = 10α

(opt)
f ). Cette fois la meilleure convergence est obtenue lorsque αf = 15, 5α

(opt)
f .
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Figure 3.26 – Étude paramétrique sur αf pour les calculs à faible fréquence de couplage (1000∆tf
et 10000∆tf)

L’analyse de ces résultats montre que la valeur du coefficient de couplage nécessaire pour
stabiliser les deux problèmes (αf = 3α

(opt)
f dans le cas ∆tc = 1000∆tf et αf = 10α

(opt)
f

dans le cas ∆tc = 10000∆tf) est similaire. Le tableau 3.3 résume ces résultats en affichant
les valeurs de αminf et α(opt)

f calculées par la théorie et celles nécessaires pour stabiliser
numériquement le calcul. Le coefficient de couplage α(min)

f est donc supposé suivre un
comportement asymptotique. Le même comportement est visible concernant l’évolution
du coefficient de couplage optimal.

Période
de couplage

∆tc

Théorie Numérique

αminf α
(opt)
f αminf α

(opt)
f

1000∆tf 32 115 3α
(opt)
f = 345 5α

(opt)
f = 575

10000∆tf 0 32 10α
(opt)
f = 320 15, 5α

(opt)
f = 495

Tableau 3.3 – Valeurs des coefficients de couplage minimal α(min)
f et optimal α(opt)f théorique et

numériques pour les périodes de couplage ∆tc = 1000∆tf et ∆tc = 10000∆tf

La Figure 3.27 montre ce comportement en traçant l’évolution du facteur d’amplifica-
tion temporelle en fonction du coefficient de couplage αf et de la période de couplage
(∆tc/∆tf).

L’écart entre le comportement théorique et celui numérique provient du fait que le
nombre d’itérations nécessaire pour la convergence du problème fluide est inférieure à
la période de couplage. En effet, lorsque l’écoulement converge les variables pariétales
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Figure 3.27 – Évolution du facteur d’amplification temporellemax (|g|) en fonction du coefficient
de couplage αf pour des simulations à différentes périodes de couplage
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sont établies et ne changeront pas même si le calcul est prolongé. Le modèle 1D prévoit
une réduction du coefficient optimal en augmentant la période de couplage alors que les
quantités pariétales ne varient plus. On peut donc supposer que le coefficient minimal et
par conséquent, le coefficient optimal, doivent suivre un comportement similaire à celui
des quantités pariétales, c’est-à-dire converger vers une valeur qui ne varie plus lorsque
la fréquence de couplage augmente. Dans le cas où l’écoulement fluide a besoin d’un
nombre d’itérations plus important pour converger, la valeur asymptotique du coefficient
de couplage est plus petite. Dans le modèle 1D, on considère un transitoire dans le milieu
fluide, autrement dit, la convergence n’est pas atteinte tant qu’on couple.

3.7 conclusion

Dans ce chapitre la méthode Dirichlet-Robin optimale (Errera et Chemin, 2013) a été
analysée dans un premier temps sur le plan théorique puis sur le plan numérique. Ces
analyses nous ont permit d’obtenir des résultats très important qui ont été publiés dans
Moretti, Errera et al., 2018.

Sur le plan théorique, le comportement de la méthode dans des cas extrêmes a
été étudié. Pour la première fois dans cette thèse nous avons défini le nombre de Biot
numérique Biν, nombre adimensionnel qui mesure le niveau de l’intensité de l’interaction
thermique entre l’écoulement et le solide en prenant en compte à la fois des paramètres
physiques et des paramètres numériques. Ce nombre a été également publié dans Moretti,
Errera et al., 2018.

L’étude théorique a mis en lumière l’effet déstabilisant du maillage extrêmement raffiné
sur la stabilité du problème couplé. De plus, pour ce type de maillage, la dépendance
de la stabilité du problème à la distance de pénétration a été montrée. Plus la distance
de pénétration est faible, plus une valeur importante du coefficient de couplage est
nécessaire pour stabiliser le problème. Ces résultats ont été récemment publiés dans
Errera, Moretti, Salem et al., 2019.

L’effet déstabilisant d’un maillage raffiné peut être compensé par le choix du pas de
temps de couplage. En effet, la période de couplage a un impact très important sur la
stabilité du problème couplé grâce au terme (1− Df). Plus la période de couplage est
grande, plus l’interaction thermique devient faible et, par conséquent, le problème plus
stable.

Sur le plan numérique, la méthode a été testée sur le cas d’une plaque plane chauffée
par un écoulement fluide. Plusieurs combinaisons des paramètres thermiques ont été
testées permettant ainsi de faire varier l’intensité de l’interaction thermique. Pour des
interactions thermiques faibles ou modérées, la méthode de Dirichlet-Robin qui utilise le
coefficient optimal permet de stabiliser le problème couplé et d’assurer une convergence
rapide. L’utilisation de valeurs du coefficient de couplage plus grand que le coefficient
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optimal stabilise le problème mais la convergence est extrêmement lente. À l’inverse,
en utilisant des valeurs plus faibles du coefficient de couplage le problème peut être
instable (cas d’une interaction thermique modérée). Ainsi, le comportement numérique
de la méthode Dirichlet-Robin coïncide avec la théorie.

Pour une interaction thermique forte, la capacité de stabilisation de la méthode
Dirichlet-Robin se réduit fortement jusqu’à conduire à la divergence des calculs dans
les cas où l’interaction thermique est extrêmement forte. En effet, dans ce dernier cas,
la valeur du facteur d’amplification temporelle pour α(opt)

f calculée par la méthode
se rapproche dangereusement de la limite de stabilité. L’application de cette méthode,
basée sur un modèle 1D, à des configurations multidimensionnelles peut conduire à
l’instabilité du problème couplé due à la contribution des modes 2D et/ou 3D. Pour
éviter l’apparition d’instabilités, un coefficient de couplage légèrement plus important
que α(opt)

f , peut être employé mais ce dernier a tendance à ralentir la convergence du
calcul (Errera, Moretti, Salem et al., 2019). Une deuxième solution consiste à changer la
condition aux limites appliquée à l’écoulement fluide. Cette dernière solution est traitée
dans le chapitre suivant.

À noter tout de même que dans un travail publié très récemment, Salem et al., 2019 se
sont intéressés à des interactions très fortes dues à la présence de barrières thermiques.
La méthode proposée, basée sur la méthode Dirichlet-Robin, stabilise le problème en
introduisant un pas de temps adaptatif diffusif dans l’expression du coefficient optimal.
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A É R OT H E R M I Q U E S À F O R T E I N T E R A C T I O N
T H E R M I Q U E

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que la méthode Dirichlet-Robin opti-
male tend à être de moins en moins stable à mesure que l’interaction thermique s’amplifie
(cf. §3.4.2). Ce chapitre a pour objectif de vérifier si l’utilisation de la condition aux limites
de Neumann (flux de chaleur imposé) à l’interface fluide à la place de la condition de
Dirichlet (température imposé) est plus appropriée pour les interactions fortes comme
on peut logiquement le penser. Cette méthode est appelée méthode Neumann-Robin.

Ce chapitre est organisé comme suit. Tout d’abord, une analyse de stabilité permet de
mettre en place les équations nécessaires pour implémenter la méthode (cf. Section 4.1).
Puis, la capacité théorique de cette méthode à stabiliser les problèmes aérothermique à
forte interaction est étudiée (cf. Section 4.2). Enfin, la section 4.3 permet de comparer
numériquement la convergence de la méthode Neumann-Robin avec celle de la méthode
Dirichlet-Robin.

4.1 développement de la méthode neumann-robin

La méthode Neumann-Robin est mise en place en suivant la même procédure que
celle utilisée pour la méthode Dirichlet-Robin. Cependant, dans le cas de la méthode
Neumann-Robin les conditions de raccord à l’interface sont les suivantes :{

q̂f = qs Condition de Neumann

q̂s +αfT̂s = −qf +αfTf Condition de Robin
(4.1)

Comme pour la méthode Dirichlet-Robin, la température peut être décomposée en un
produit des facteurs d’amplification temporelle et spatiale :

Tnj =

{
zn−1κ

j
f j > 0

znκ
j
s j 6 0

(4.2)

91
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L’expression du module du facteur d’amplification temporelle |z| est obtenue grâce à
la combinaison des équations (4.1) et (4.2). On a ainsi :

|z| = |g(z)| =

∣∣∣∣∣
Kfαf

Kf (Ks +αf)
κf(z,Df) +

(Kf −αf)Ks

Kf (Ks +αf)

∣∣∣∣∣ (4.3)

où le facteur d’amplification spatiale κf (Df, z) est défini comme suit :

κf (Df, z) =
1

2


2+ z− 1

Dfz
−

√(
2+

z− 1

Dfz

)2
− 4


 (4.4)

On peut noter que l’équation (4.3) correspond au cas où αs = 0 dans la méthode
Robin-Robin (cf. § 2.5).

Afin d’obtenir l’expression analytique du coefficient de couplage optimal α(opt)
f il est

nécessaire de résoudre l’égalité suivante :

|g (z = 1)| = |g (z = −1)| (4.5)

L’expression suivante est alors obtenue :

α
(opt)
f =

2KsKf

2Ks −Kf
(
1+ Df

) =
2Kf

2− Bi∆
(
1+ Df

) (4.6)

La figure 4.1 montre l’évolution du maximum du facteur d’amplification temporelle
(max |g|) pour la méthode Neumann-Robin (cf. Équation (4.3)) en fonction de αf. Cette
fois-ci la partie à gauche de la courbe tend vers la limite de stabilité max |g (z)| = 1 et
se situe toujours dans la zone stable, alors que la partie droite peut se trouver dans la
zone instable. Ce comportement correspond à l’inverse de celui obtenu avec la méthode
Dirichlet-Robin.

4.2 étude théorique du potentiel de stabilisation de
la méthode

Dans cette section, une étude théorique du potentiel de la méthode Neumann-Robin à
stabiliser les problèmes aérothermiques est conduite. Comme pour la méthode Dirichlet-
Robin (cf. § 3.2) l’intérêt est tout d’abord porté sur la recherche des différents com-
portements du modèle (stable ou instable) en fonction de la valeur du coefficient de
couplage αf. Ensuite, l’impact des principaux paramètres physiques et numériques
(ratio des conductances, taille de la première maille fluide, période de couplage) sur ces
comportements est étudié.
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Figure 4.1 – Maximum du facteur d’amplification temporelle max |g| en fonction du coefficient
de couplage αf dans le cas de la méthode Neumann-Robin

4.2.1 Recherche des différents comportements du modèle en fonction du coefficient
de couplage

Dans cette section, la courbe max |g| en fonction de αf est analysée afin d’explorer
les différents comportements de la méthode et les cas pour lesquels il existe une zone
d’instabilité. Pour cela nous allons calculer l’expression de |g (∞)| qui représente le
point potentiellement le plus instable (cf. Figure 4.1). Il faut donc chercher la limite de
|g (z = −1)| lorsque αf →∞ :

lim
αf→∞ |g (z = −1)| = lim

αf→∞
∣∣∣∣∣

Kfαf

Kf (Ks +αf)
Df −

(Kf −αf)Ks

Kf (Ks +αf)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣Df −

1

Bi∆

∣∣∣∣ (4.7)

La valeur de max |g| diminue avec l’augmentation du nombre de Biot local Bi∆ et diminue
aussi lorsque Df diminue. Ce comportement est inverse de celui observé avec la méthode
Dirichlet-Robin.

La Figure 4.2 montre l’évolution de max (|g|) en fonction de αf pour trois valeurs de
Bi∆

(
1+ Df

)
(terme qui apparaît au dénominateur de l’équation (4.6)). Chaque courbe

présente un comportement différent qui est détaillé à travers un tableau de variation (cf.
Tableau 4.1).

Ce tableau met en avant une zone d’instabilité pour des interactions thermiques faibles
(Bi∆ faible, 1

e ligne du tableau). Pour ce niveau d’interaction thermique l’utilisation d’une
valeur élevée de αf ou d’une valeur infinie (qui correspond à la méthode Neumann-
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Figure 4.2 – Maximum du facteur d’amplification temporelle max |g| de la méthode Neumann-
Robin en fonction de αf pour différents Bi∆

(
1+ Df

)
.

Dirichlet) conduit à l’instabilité du problème. Il existe également une valeur maximale
de αf au-delà de laquelle le problème couplé est instable. Son expression est présentée
ci-dessous :

α
(max)
f =

2KsKf

Ks −Kf
(
1+Df

) =
2Kf

1− Bi∆
(
1+Df

) (4.8)

Les expressions du coefficient optimal (4.6), du coefficient (4.8) et les conditions du
Tableau 4.1 montrent que le terme temporel a la forme

(
1+ Df

)
. Ainsi, il varie de

1 (∆tc = 0) à 2 (∆tc → ∞ ⇒ Df = 1). Son impact sur la stabilité est ainsi mineur
contrairement à la méthode de Dirichlet-Robin.

αf 0 α
(opt)
f α

(max)
f ∞ Condition

|g| 1 g(opt)
1 INSTABLE Bi∆

(
1+Df

)
6 1

|g| 1 g(opt) |g (∞)| 1 6 Bi∆
(
1+Df

)
6 2

|g| 1 |g (∞)| Bi∆
(
1+Df

)
> 2

Tableau 4.1 – Zones de stabilité de la méthode Neumann-Robin en fonction du coefficient de
couplage αf et de la condition Bi∆

(
1+ Df

)
.
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Pour des interactions thermiques fortes, le problème est inconditionnellement stable
(deuxième et troisième ligne du Tableau 4.1). Dans le cas où Bi∆

(
1+ Df

)
> 2, max |g|

est une fonction de αf monotone et décroissante. Il n’existe alors aucun coefficient
de couplage optimal. La résolution du problème couplé sera plus rapide en utilisant
αf → ∞, qui correspond à imposer la température calculée par la CFD directement à
l’interface solide (méthode Neumann-Dirichlet).

En comparant le domaine de stabilité de la méthode Neumann-Robin avec celui de la
méthode Dirichlet-Robin (voir Tableau 3.1) étudiée dans le chapitre 3, il existe une zone
où les deux méthodes sont stables :

1

1+ Df
6 Bi∆ 6

1

1− Df
(4.9)

Cette zone est plus étroite ou plus large lorsque Df tend respectivement vers 0 ou 1. En
effet en faisant varier Df on peut élargir le domaine de stabilité de chaque méthode en
rendant stable certains problèmes précédemment instables. La condition (4.9) montre ainsi
qu’il existe une zone de stabilité commune aux méthode Dirichlet-Robin et Neumann-
Robin. Ce résultat intéressant à été publié dans Moretti, Errera et al., 2018.

4.2.2 Stabilité en fonction du ratio des conductances

Comme pour la méthode Dirichlet-Robin, la stabilité en fonction du ratio des conduc-
tances a été étudiée. Le rapport des conductances (fluide et solide) correspond au nombre
de Biot local Bi∆ :

Bi∆ =
Kf
Ks

=

2λf
∆yf
λs
Λs

=
2λfΛs

λs∆yf
(4.10)

Dans ce cas, comme annoncé précédemment, |g (∞)| augmente lorsque le ratio des
conductances thermiques diminue. Ainsi, plus le ratio des conductances thermiques
diminue plus le problème est enclin à être instable.

4.2.3 Stabilité en fonction de la taille de la première maille fluide

L’effet d’un maillage raffiné sur la stabilité du domaine fluide à l’interface (∆yf → 0)
est étudié. L’étude de la stabilité requiert la connaissance du comportement de |g| en
fonction de αf. Les limites de |g (∞)|, α(opt)

f et α(max)
f sont alors recherchées.

En ce qui concerne |g (∞)| (facteur d’amplification temporelle pour la méthode
Neumann-Dirichlet), la limite suivante est obtenue :

lim
∆yf→0

|g (∞)| = lim
∆yf→0

∣∣∣∣Df −
1

Bi∆

∣∣∣∣ = lim
∆yf→0

∣∣∣∣
Df

1+ Df +
√
1+ 2Df

−
1

Bi∆

∣∣∣∣ (4.11)
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Afin de simplifier la notation, on pose :

Bi∆ =
2λfΛs

λs

1

∆y
=
B

∆y
(4.12)

et
Df =

λf∆t

ρcp

1

∆y2
=

C

∆y2
(4.13)

L’Équation (4.11) devient alors :

lim
∆yf→0

∣∣∣∣
Df

1+ Df +
√
1+ 2Df

−
1

Bi∆

∣∣∣∣ = lim
∆yf→0

∣∣∣∣∣∣

C
∆y2

1+ C
∆y2

+
√
1+ 2 C

∆y2

−
1
B
∆yf

∣∣∣∣∣∣
=

lim
∆yf→0

∣∣∣∣∣
C

∆y2 +C+
√
∆y4 + 2C∆y2

−
∆yf
B

∣∣∣∣∣ = 1 (4.14)

Plus la taille de la première maille fluide est petite et plus |g (∞)| s’approche de la
limite de stabilité |g| = 1.

La même procédure est appliquée pour le coefficient optimal, la limite ci-dessous est
obtenue :

lim
∆yf→0

α
(opt)
f = lim

∆yf→0
2Kf

2− Bi∆
(
1+ Df

) (4.15)

Comme précédemment, on pose :

Bi∆ =
2λfΛs

λs

1

∆y
=
B

∆y
(4.16)

et
Df =

λf∆t

ρcp

1

∆y2
=

C

∆y2
(4.17)

Alors l’Équation (4.15) devient :

lim
∆yf→0

2λf
∆yf

1− B
∆yf

(
1+ C

∆y2+C+
√
∆y4+2C∆y2

) =

= lim
∆yf→0

4λf

∆yf −B

(
1+ C

∆y2+C+
√
∆y4+2C∆y2

) = −
4λf
2B

= −2Ks (4.18)

Pour des tailles infimes de la première maille fluide, aucune valeur optimale du coefficient
n’existe.
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La procédure utilisée pour |g (∞)| et α(opt)
f est une dernière fois employée pour

étudier la limite de la valeur maximale du coefficient de couplage α(max)
f , le résultat est

le suivant :
lim
∆yf→0

α
(max)
f = lim

∆yf→0
2Kf

1− Bi∆
(
1+ Df

) = −2Ks (4.19)

L’équation (4.19) montre que pour des tailles infimes de la première maille fluide, le
problème couplé est stable quelle que soit la valeur de αf.

Pour conclure, à la lumière de ces derniers résultats, on déduit que le |g| de la méthode
Neumann-Robin, dans le cas où la taille de la première maille fluide tend à zéro, tend
vers 1, quel que soit αf :

lim
∆yf→0

|g (αf)| = 1 ∀αf (4.20)
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)
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Figure 4.3 – Évolution de max |g (∞)| en fonction de la taille de la première maille fluide ∆yf.

La Figure 4.3 présente le tracé de max |g (∞)| en fonction de la taille de la première
maille fluide. max |g (∞)| représente le point de la courbe max |g (αf)| potentiellement le
plus instable (cf. Figure 4.1). Deux comportements sont visibles. En partant d’un maillage
grossier (partie droite de la courbe), max |g (∞)| décroît avec la diminution de la taille de
la première maille jusqu’à atteindre 0. Pour un raffinement encore plus fin, max |g (∞)|

augmente pour atteindre 1, la limite de stabilité (partie gauche de la courbe).
max |g (∞)| s’annule pour :

Df =
1

Bi∆
(4.21)
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ce qui correspond à un comportement idéal. Cependant, comme le montre la courbe
de la Figure 4.3, en raffinant encore plus le maillage à la paroi, la convergence peut
être fortement affectée lorsque une condition de flux est imposée à la paroi. À notre
connaissance, ce résultat n’a jamais été publié.

4.2.4 Stabilité en fonction de la période de couplage

Dans cette section, l’impact de la variation de la période de couplage sur la stabilité de
la méthode Neumann-Robin est étudié. Deux comportements opposés sont privilégiés :
une période de couplage très faible (∆tc → 0) et une période de couplage très grande
(∆tc →∞).

Comme nous avons vu dans la section 3.2.6, la variation de la période impacte uni-
quement le nombre de Fourier normalisé Df. Une période de couplage nulle (∆tc = 0)
implique Df = 0 alors qu’une grande période de couplage (∆tc →∞) implique Df = 1.

Ainsi, pour ∆tc → 0, |g (αf =∞)| (point potentiellement le plus instable) devient :

lim
∆tc→0

|g (∞)| = lim
∆tc→0

∣∣∣∣Df −
1

Bi∆

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−

1

Bi∆

∣∣∣∣ =
1

Bi∆
(4.22)

L’Équation 4.22 montre qu’avec une période de couplage très petite, la méthode
Neumann-Robin pour αf → ∞ (équivalent à la méthode de Neumann-Dirichlet) est
stable seulement si Bi∆ > 1. Ce résultat est conforme à ce que l’on attendait car il montre
que pour des grands nombres de Biot une condition de flux est naturellement appropriée.

De même, pour le coefficient de couplage optimal α(opt)
f et pour la valeur maximale

du coefficient de couplage α(max)
f , les équations suivantes sont obtenues :

lim
∆tc→0

α
(opt)
f = lim

∆tc→0
2Kf

2− Bi∆
(
1+ Df

) =
2Kf

2− Bi∆
(4.23)

lim
∆tc→0

α
(max)
f = lim

∆tc→0
2Kf

1− Bi∆
(
1+ Df

) =
2Kf

1− Bi∆
(4.24)

La méthode Neumann-Robin est donc stable quel que soit αf pour Bi∆ > 1 et le coefficient
optimal n’existe pas pour Bi∆ > 2. Ces derniers résultats coïncident avec la condition du
tableau 4.1 dans le cas où Df = 0.

Désormais, le comportement de la méthode est analysé pour une période de couplage
très grande (∆tc →∞) :

lim
∆tc→∞ |g (∞)| = lim

∆tc→∞
∣∣∣∣Df −

1

Bi∆

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣1−

1

Bi∆

∣∣∣∣ (4.25)
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Pour Bi∆ > 1, la méthode Neumann-Robin pour αf →∞ (équivalent à la méthode de
Neumann-Dirichlet) est toujours stable. Cependant, pour des interactions thermiques
élevées (Bi∆ →∞), le facteur d’amplification temporelle tend vers la limite de stabilité
(|g (∞)| = 1) si le couplage est rarement effectué (∆tc →∞).

Le comportement des coefficients de couplage optimal et maximal est étudié. Dans le
cas d’une période de couplage élevée, les limites de α(opt)

f et de α(max)
f sont les suivantes :

lim
∆tc→∞α(opt)

f = lim
∆tc→∞

2Kf

2− Bi∆
(
1+ Df

) =
Kf

1− Bi∆
(4.26)

lim
∆tc→∞α(max)

f = lim
∆tc→∞

2Kf

1− Bi∆
(
1+ Df

) =
2Kf

1− 2Bi∆
(4.27)

La méthode Neumann-Robin est stable quel que soit αf si Bi∆ > 1/2 et, de plus, il n’y a
pas de valeur optimale pour Bi∆ > 1.

Afin de mieux comprendre la stabilité de la méthode Neumann-Robin pour αf →∞
en fonction de la période de couplage, la Figure 4.4 montre |g (∞)| en fonction de Bi∆

pour plusieurs valeurs de Df. Pour des valeurs du nombre de Bi∆ très élevées, coupler
le fluide avec le solide fréquemment (Df = 0) permet une plus grande stabilité et donc
une convergence plus rapide (faibles valeurs de |g (∞)|). Au contraire, pour des valeurs
de Bi∆ plus faibles, le système couplé est plus stable lorsque la période de couplage
est importante (Df = 1). Cependant, pour Bi∆ < 0.5 la méthode Neumann-Robin pour
αf →∞ est instable quelle que soit la période de couplage.

Les courbes associées à des valeurs de Df non nulles tracées en rouge et en bleu sur la
Figure 4.4 présentent un point d’intersection avec la courbe associée à Df = 0 (courbe
verte). Ce point correspond à :

Bi∆ =
2

Df
(4.28)

Pour des valeurs de Bi∆ plus grandes que celle obtenue avec (4.28), il est préférable
d’utiliser une fréquence de couplage plus élevée pour accélérer la convergence.

L’étude effectuée ci-dessus peut également être réalisée pour une valeur de αf quel-
conque.
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Figure 4.4 – |g (∞)| en fonction du nombre de Biot local Bi∆ pour plusieurs valeurs du nombre
de Fourier normalisé Df

4.3 étude numérique

Dans cette section les cas tests à interaction thermique forte utilisés dans la Section
3.4.2 sont repris pour l’application de la méthode Neumann-Robin optimale. Les résultats
obtenus en terme de convergence du couplage ont été comparés à ceux de la méthode
Dirichlet-Robin optimale pour quatre valeurs différentes de l’interaction thermique. La
Figure 4.5 présente le facteur d’amplification temporelle en fonction du coefficient de
couplage pour chaque cas test analysé.

En ce qui concerne la méthode Neumann-Robin, le coefficient optimal n’existe pas pour
les valeurs du nombre de Biot numérique utilisées. En effet, ces cas test se positionnent
tous dans la troisième ligne du tableau 4.1. La condition Neumann-Dirichlet (Neumann-
Robin avec α(opt)

f =∞) a alors été utilisée.
La tableau 4.2 présente les résultats de convergence ainsi que les propriétés numériques

des deux méthodes étudiées. Les propriétés numériques utilisées permettent d’évaluer
l’intensité de l’interaction thermique.

Ce tableau montre que dans les cas où l’interaction thermique est forte (Biν � 1)
la condition Neumann-Dirichlet est toujours stable et rapide alors que, comme men-
tionné précédemment, la méthode Dirichlet-Robin optimal rencontre des difficultés pour
stabiliser ces problèmes.

Les graphiques de la Figure 4.6 présentent les résultats obtenus. Dans le cas où
l’interaction thermique fluide-structure est modérément forte (voir Fig. 4.6a) la condition
Dirichlet-Robin optimale permet une convergence plus rapide que la condition Neumann-
Dirichlet. Nous remarquons que pour cette valeur du Biot numérique les deux conditions
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Figure 4.5 – Facteur d’amplifications pour des interaction fortes max |g| en fonction du coefficient
de couplage αf pour les quatre cas test analysés.

Paramètres
Itérations nécessaires à la convergence

(
ε = 10−3

)

Dirichlet-Robin (αs =∞) Neumann-Dirichlet (αs = 0)

λs Bi∆ Biν αf = α
(opt)
f αf = Kf αf =∞

0,5 141,5 9,4 84 591 103

0,16 446 28,9 273 815 105

0,05 1645 86,8 oscillations 830 109

0,01 7161 428

divergence à
partir de la

13
ème

itération

516 104

Tableau 4.2 – Valeurs numériques et nombre d’itérations de couplage nécessaires à la conver-
gence (ε = 10−3) pour les cas test à interaction forte



102 développement et validation de la méthode optimale neumann-robin

0 20 40 60 80 100 120
10−3

10−2

10−1

100

101

102

Itérations de couplage

∆
T
s

Neumann-Dirichlet

Dirichlet-Robin (α
(opt)
f )

(a) λs = 0.5 W/ (m ·K), Biν = 141, 5

0 20 40 60 80 100 120
10−3

10−2

10−1

100

101

102

Itérations de couplage

∆
T
s

Neumann-Dirichlet

Dirichlet-Robin (α
(opt)
f )
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(c) λs = 0.05 W/ (m ·K), Biν = 1645
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Figure 4.6 – Résidu en norme infini sur la température en fonction des itérations de couplage
pour des cas à forte interaction thermique.
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Figure 4.7 – Profile de température le long de l’interface dans le cas de la méthode Dirichlet-
Robin (α(opt)f ) et celle de Neumann-Dirichlet (cas λs = 0.5 W/ (m ·K), Biν = 141, 5)

stabilisent le problème comme prévu par l’Eq. (4.9). Nous avons vérifié que ces deux
méthodes mènent à la même solution. La Figure 4.7 montre que les profils de température
à l’interface sont similaires quelle que soit la méthode utilisée.

Pour des nombres de Biot plus importants la convergence de la méthode Dirichlet-
Robin optimale se détériore alors que celle de la méthode Neumann-Dirichlet reste quasi
constante (cf. Figure 4.6b). Pour des interactions thermiques plus fortes, la condition
Dirichlet-Robin optimale ne converge plus. En effet, des oscillations d’une amplitude
d’environ 1000 K sont observables à la Figure 4.6c. De plus, une divergence des calculs
est visible à la Figure 4.6d. La nécessité d’imposer une condition de Dirichlet à l’interface
solide dans le cas d’interactions thermiques fortes résulte d’un problème purement
numérique. En effet, pour des conductivités du solide faibles, le flux de chaleur reçu
par le fluide doit être le plus précis possible afin d’éviter l’utilisation de gradients de
température incorrects dans le solide. Cela aurait pour conséquence d’éloigner la solution
de l’algorithme CSS de la solution finale à chaque itération de couplage.

4.4 conclusion

Dans ce chapitre, la méthode Neumann-Robin a été mise en place puis étudiée théori-
quement et numériquement. Des nombreux résultats y ont été présentés. Certains sont
déjà connus depuis longtemps, d’autres ont été mis en évidence dans le cadre de cette
thèse et on fait l’objet de publications (Moretti et Errera, 2018 ; Moretti, Errera et al., 2018 ;
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Errera, Moretti, Bachelier et al., 2019) ou pas. Nous proposons une petite synthèse des
résultats de ce chapitre.

La méthode Neumann-Robin est propice à la stabilisation des problèmes aérother-
miques dans le cas où l’interaction thermique est forte, à savoir Biν � 1. Ce résultat
logique avait déjà été souligné dans la littérature (Errera et Duchaine, 2016 ; Verstraete et
Scholl, 2016).

Il existe cependant une zone commune où ces deux méthodes sont stables et cette
zone ne dépend que du nombre de Fourier de maille. Ce résultat a été présenté pour la
première fois dans Moretti, Errera et al., 2018.

Le pas de temps n’a que très peu d’impact sur la stabilité du processus couplé. Ce
résultat a été présenté pour la première fois et quantifié dans Moretti, Errera et al., 2018.

Dans le cas des interactions fortes, il n’existe pas de coefficient optimal. Ce dernier ne
peut être défini que pour les interactions faibles, ce qui n’a alors que bien peu d’intérêt
puisque la condition Dirichlet-Robin est alors idéal.

La condition de Neumann est très sensible au raffinement en proche paroi. Il existe
une valeur "idéale" de raffinement que nous avons fournie (4.21), mais des raffinements
extrêmes conduisent à une convergence très lente. Ce résultat a été mis en lumière pour
la première fois dans le cadre de cette thèse et n’a encore jamais été publié. Il est à noter
que les raffinements extrêmes (∆yf → 0) sont au contraire tout à fait tolérés et acceptés
par une condition Dirichlet-Robin comme il a été montré dans le chapitre 3.

Ainsi, bien que la méthode Neumann-Robin soit a priori bien adaptée aux interactions
fortes, souvent caractérisées par des gradients thermiques importants dans le solide, elle
présente tout de même quelques désavantages majeurs dans certains cas. De plus, des
travaux très récents menés à l’ONERA-DAAA ont montré que la condition Dirichlet-
Robin pouvait être étendue à des interactions fortes par une surévaluation du coefficient
optimal (Errera, Moretti, Salem et al., 2019), ou par une définition appropriée du pas de
temps (Salem et al., 2019). Cependant, avant de conclure, il est nécessaire de regarder
la famille des schémas intermédiaires entre les conditions extrêmes Neumann-Robin
(αs = 0) et Dirichlet-Robin (αs →∞), soit les conditions d’interface Robin-Robin. C’est
ce que nous présentons dans le chapitre suivant.



5 D É V E LO P P E M E N T D E L A M É T H O D E
R O B I N - R O B I N P O U R L A S TA B I L I S AT I O N D E
L’ E N S E M B L E D E S C A LC U L S
A É R OT H E R M I Q U E S S TAT I O N N A I R E S

Le Chapitre 3 a montré que pour assurer la stabilité et la rapidité de la résolution d’un
problème couplé à faible nombre de Biot numérique Biν, la méthode Dirichlet-Robin est
la plus adaptée. À l’inverse, pour Biν élevé, nous avons prouvé dans le Chapitre 4 que la
méthode Neumann-Robin est la plus appropriée.

Dans ce chapitre, on suppose qu’il n’est pas possible, en amont du calcul, de se
positionner sur la méthode à utiliser. Plus précisément, on envisage le cas où Biν peut
prendre des valeurs élevées et faibles (ce cas peut être largement rencontré dans des
problèmes industriels).

La condition de Robin appliquée à l’interface fluide permet de laisser à l’algorithme le
choix de la méthode à utiliser en fonction de Biν.

Dans la littérature, la méthode Robin-Robin a été généralement appliquée aux pro-
blèmes aéroélastiques (Badia et al., 2008, 2009). Concernant les problèmes aérothermiques,
Scholl et al., 2018 ont très récemment étudié la stabilité de la méthode Robin-Robin, à
partir des méthodes proposées par Verstraete et Scholl, 2016 (cf. Chapitre 2). Il en ont
déduit un critère de stabilité basé sur le nombre de Biot conventionnel Bi.

La méthode Robin-Robin est également intéressante dans le cas où deux milieux adja-
cents possèdent des caractéristiques thermiques très différentes. En effet, elle permettrait
d’éviter d’imposer deux conditions très différentes (Dirichlet et Neumann) sur deux
cellules adjacentes, évitant alors un mauvais conditionnement du système à résoudre
(Salem et al., 2019).

La section 5.1 est dédiée à la description de la méthode Robin-Robin. L’implémentation
de la condition de Robin dans le solveur elsA est ensuite détaillée à la section 5.2. En
effet, nous avons collaboré avec l’équipe développant elsA pour la mise en œuvre de
cette nouvelle condition. Enfin, dans la section 5.3 la stabilité numérique de la méthode
est analysée.

105
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5.1 description de la méthode robin-robin

Dans cette section, le développement de la méthode Robin-Robin est décrit à partir
du modèle 1D. La méthode Robin-Robin est basée sur l’application de la condition aux
limites de Robin aux interfaces fluide et solide. Ainsi, à chaque échange de données
fluide-solide on impose à l’interface les conditions suivantes :

qf = −qs +αs (Ts − Tf) coté fluide (5.1)

qs = −qf +αf (Tf − Ts) coté solide (5.2)

où αs, qs et Ts sont respectivement le coefficient de couplage, le flux de chaleur et la
température envoyés par le solveur solide au solveur fluide et inversement pour αf, qf
et Tf.

Le travaux de Errera et Chemin, 2013 ont permis de déterminer la relation optimale
entre les coefficient de couplage αs et αf (pour plus de détails, cf. Annexe A.1.2) :

αf =
Ks (αs +Kf) −αs

(
α
(opt)
DR +Ks

)

α
(opt)
DR +Ks −Kf −αs

(5.3)

αs =
αf

(
Kf −Ks −α

(opt)
DR

)
+KsKf

α
(opt)
DR −αf

(5.4)

où, pour rappel, Ks et Kf sont respectivement la conductivité du solide et celle du fluide.
Dans les équation (5.3) et (5.4) on retrouve l’expression du coefficient optimal α(opt)

DR

précédemment obtenu dans le cas de l’application de la méthode Dirichlet-Robin (cf. Éq.
(2.49)) et on vérifie aisément que αf (αs →∞) = α

(opt)
DR .

Il existe une infinité de couples optimaux de coefficients de couplage qui sont solution
des équations (5.3) et (5.4).

5.2 implémentation de la condition de robin dans le
solveur elsa

Dans elsA, il existe plusieurs façons de modéliser une paroi. Si on se limite aux
aspects thermiques, la température pariétale et le flux de chaleur sont les grandeurs à
considérer. Avec un maillage structuré, il est possible d’imposer à la paroi soit un profil
de température (condition de Dirichlet) soit un profil de flux de chaleur (condition de
Neumann).
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La méthode des volumes finis utilisée dans elsA n’est pas pourvue d’éléments surfa-
ciques, il n’est donc pas possible d’imposer directement une condition aux limites de
Dirichlet. Ainsi, il est nécessaire de transformer la température en un flux de chaleur
équivalent qui sera ensuite appliqué à la paroi (condition de Neumann).

Une nouvelle condition de Robin a été créée en s’appuyant sur cette procédure. La
densité surfacique de flux de chaleur est donnée par :

qw = K
∂T

∂n
(5.5)

où w caractérise la paroi considérée, qw est le flux de chaleur normal à la paroi exprimé
en W/m2, K est la conductivité thermique et T est la température. En négligeant les
phénomènes de convection, l’équation de l’enthalpie est donnée, dans le repère local s
où n est la direction normale à la paroi, par :

∂

∂n
(usτs,n − qn) = 0 (5.6)

En considérant que le frottement est constant au voisinage de la paroi, on peut écrire
τs,n = τn, ce qui donne l’évolution du flux de chaleur au voisinage de la paroi :

qn = qw + usτw (5.7)

Le frottement et le flux de chaleur à la paroi peuvent être exprimés en fonction des
viscosités (laminaire µ et turbulente µt) et des nombres de Prandlt (laminaire Pr et
turbulent Prt) comme suit :

τw = (µ+mut)
∂u

∂n

qn = −cp

(
µ

Pr
+
µt

Prt

)
∂T

∂n

(5.8)

En intégrant l’équation (5.8), la température pariétale Tw est calculée à partir du flux de
chaleur qw, de la contrainte pariétale τw, de la température T1 et de la vitesse u1 de la
cellule 1 adjacente à la paroi.

qw =
τw

Au1

(
Tw − T1 −A

u21
2

)
avec A =

(µ+mut)

cp

(
µ
Pr +

µt
Prt

) (5.9)

La condition mixte de Robin impose une relation linéaire entre le flux de chaleur et la
température de paroi :

qw = qref +α (Tref − Tw) (5.10)
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où qref , Tref et α sont respectivement un flux de chaleur de référence, une température
de référence et un coefficient de relaxation numérique assimilable à une conductance
thermique.

En combinant (5.9) et (5.10), on exprime la température de paroi en fonction de la
contrainte pariétale τw, de la température T1 et de la vitesse u1 de la cellule 1 adjacente
à la paroi et des données qref, Tref et α propres à la condition aux limites de Robin. La
température pariétale s’exprime ainsi :

Tw =
1

1+Aαu1τw

[
T1 −A

u21
2

+A
u1
τw

(qref +αTref)

]
(5.11)

Cette implémentation de la condition de Robin est sous forme "explicite" car le coeffi-
cient de couplage est traité comme un simple coefficient de relaxation. En effet, il impacte
seulement le deuxième membre du système linéaire à résoudre. Ce dernier peut être
simplifié comme suit :

KT = q (5.12)

où K est la matrice de conductivité, T est le vecteur contenant la température de chaque
cellule du domaine et q est la matrice des flux de chaleur agissant sur le domaine
considéré.

La condition de Robin dans sa forme "implicite" contribue à rendre le système plus
stable en renforçant la diagonale de la matrice K avec le coefficient de relaxation
(cf. § 1.3.4).

Des essais numériques ont permis de vérifier que l’utilisation de la condition aux
limites de Robin avec une grande valeur du coefficient de couplage (αs → ∞) donne
bien le même résultat que l’utilisation directe de la condition de Dirichlet. De même,
pour αs = 0, le résultat obtenu est identique à celui atteint en utilisant la condition de
Neumann.

5.3 étude paramétrique sur la stabilité de la méthode
robin-robin

Dans cette section, la stabilité de la méthode Robin-Robin est analysée. Le cas test
utilisé pour l’application de la méthode Robin-Robin est celui de la plaque plane décrite
dans la section 3.3. Les maillages et les conditions aux limites des domaines fluide et
solide sont inchangés. La différence réside dans la condition limite du fluide à l’interface
(condition de Robin) et dans la conductivité du solide qui a été modifiée pour pouvoir
faire varier le nombre de Biot numérique Biν du problème couplé.

Des études paramétriques sur les deux coefficients de couplage (αf et αs) ont été
effectuées afin d’étudier l’effet de leur variation sur la stabilité et la convergence. Les
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résultats de ces études ont été comparés avec ceux obtenus par un couplage CEDRE-Zset
de manière à valider la nouvelle condition de Robin dans elsA. En effet, le solveur
fluide CEDRE dispose, à différence d’elsA, de la condition de Robin implémentée en
mode "implicite". La comparaison, détaillée dans l’annexe C, a montré des résultats
similaires. Ainsi, l’implémentation "explicite" de la condition de Robin dans le solveur
elsA n’influence pas l’analyse de stabilité de la condition de Robin présentée dans cette
section.

L’objectif de cette étude est de vérifier la correspondance entre les résultats numériques
et le modèle théorique développé par Errera et Chemin, 2013. De plus, cette étude nous
permet d’explorer la convergence et la stabilité de la méthode Robin-Robin pour un
nombre important de couples de coefficients de couplage (αf, αs). La robustesse de la
méthode a été analysée en adoptant deux valeurs de Biν.

5.3.1 Cas test avec interaction thermique modérée

Un balayage des deux coefficients de couplage utilisant 42 valeurs pour αs et 32 valeurs
de αf, pour un total de 1344 calculs, a été réalisé (chaque calcul a été mené à bien jusqu’à
la convergence du problème fluide-structure). Ces calculs ont été réalisés avec un nombre
de Biot local de 35, 35 et un nombre de Biot numérique de 6, 85 ce qui correspond à une
interaction thermique modérée.

(a) Résultat du balayage (b) Facteur d’amplification temporelle

Figure 5.1 – Résultat du balayage des coefficients αf et αs à gauche. Facteur d’amplification
temporelle théorique à droite (cas avec Biν = 6, 85)

La Figure 5.1a montre le résultat du balayage en terme de résidu en norme infinie de la
température pariétale (cf. Éq 3.18) à nombre de couplages fixé. Le critère d’arrêt est ainsi
déterminé par le nombre de couplages et non par la norme infinie sur la température.
Chaque point de la figure représente un calcul effectué avec un couple de coefficients de
couplage. On précise que la partie gauche de la figure (αs = 0) correspond à la méthode
Neumann-Robin, la partie droite (αs →∞) à la méthode Dirichlet-Robin.
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Ces résultats numériques sont comparés au modèle théorique (cf. Figure 5.1b). Les
échelles des deux graphiques de la Figure 5.1 ne sont pas comparables car nous avons
représenté deux quantités différentes : une différence de température L∞ = Tn+1 − Tn

et un rapport de température max|g| = Tn+1/Tn. Ces deux graphiques permettent
néanmoins de mettre en évidence l’analogie entre les deux comportements de la méthode
(théorique et numérique) en termes de convergence ou divergence des calculs. En effet,
l’observation de ces graphiques indique que la méthode numérique présente une zone
d’instabilité proche de celle identifiée théoriquement. Toutefois, la zone d’instabilité
numérique débute à partir de valeurs plus faibles de αs. Cette différence peut être liée à
l’utilisation d’un modèle théorique 1D alors que le cas test est 2D.

Le point correspondant à la méthode Dirichlet-Robin optimale (α(opt)
f (αs →∞)) et

celui correspondant à la méthode de Neumann-Dirichlet (αs = 0, αf →∞) sont stables
et rapides comme prévu théoriquement. Dans les zones situées en bas à gauche et en
haut à droite de la Figure 5.1a, la convergence s’avère plus lente. Ce résultat coïncide
également avec la prévision théorique (cf. Figure 5.1b).

Le résidu obtenu dans la partie en haut à droite de la Figure 5.1a ne doit pas être pris
en considération dans la comparaison des deux graphiques. Cette zone correspond à
la méthode Dirichlet-Dirichlet, ce qui signifie qu’aucun échange de chaleur a lieu à la
paroi. En effet, les deux problèmes (fluide et solide) restent alors figés à l’état initial en
donnant comme résultat un résidu faible dès le début du calcul. Ce résultat est dû à la
définition du résidu (cf. Équation 3.18) qui prend seulement en considération la variation
de la température sur la surface solide entre deux couplages, sans vérifier la continuité à
l’interface.

Pour conclure, bien que l’on observe de légères différences entre les résultats nu-
mériques et théoriques, de manière globale il y a une correspondance satisfaisante
des résultats. Les temps de calcul obtenus pour chaque simulation numérique couplée
sont quasiment similaires à ceux obtenus avec la méthode Dirichlet-Robin ou celle de
Neumann-Robin suivant le cas considéré. En effet, la méthode Robin-Robin montre un
gain infime à condition de choisir les 2 coefficients les plus adaptés. Ainsi, d’un point de
vue du temps de calcul et facilité de mise en œuvre, la méthode Robin-Robin ne présente
pas d’avantages majeurs.

5.3.2 Cas test avec interaction thermique forte

Afin de confirmer les résultats décrits dans la section précédente, nous avons répété
la même analyse sur un cas test à forte interaction thermique (Biν = 273, 98) obtenu en
imposant une conductivité thermique du solide égale à 0.005 W/K/m2. Ce balayage est
composé de 1700 calculs (34 valeurs de αs et 50 de αf).

La Figure 5.2a montre les résultats de ce dernier balayage en terme de résidu en
norme infinie. Dans ce cas également, une correspondance satisfaisante entre les résultats
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(a) Résidu de la température (b) Facteur d’amplification temporelle

Figure 5.2 – Résidu en norme infini de la température de l’interface solide résultant du balayage
en fonction des coefficients de couplage αf et αs à gauche. Facteur d’amplification
temporelle en fonction des coefficients de couplage αf et αs à droite (cas avec
Biν = 273, 98)

numériques et le modèle théorique (cf. Figure 5.2b). Toutefois, comme dans le cas
précédent, la zone d’instabilité est un peu plus étendue vers des faibles valeurs de αs
par rapport à la zone d’instabilité théorique.

La partie en haut à droite (méthode Dirichlet-Dirichlet) est également à exclure pour
les raisons exposées dans le paragraphe précédent.

La tendance générale des deux comportements (théorique et numérique) est similaire.
Une bonne convergence peut être obtenue en utilisant la méthode Dirichlet-Robin op-
timale (extrémité droite de la courbe noire α(opt)

f (αs →∞)). Cependant, l’utilisation
de cette méthode peut se révéler dangereuse car ce point est situé à proximité de la
zone d’instabilité. Pour s’en éloigner, un coefficient de sécurité peut être appliqué au
coefficient optimal de la méthode Dirichlet-Robin (Errera, Moretti, Salem et al., 2019).
Une autre alternative consiste à modifier le pas de temps dans l’expression du coefficient
de couplage optimal, comme l’ont suggéré Salem et al., 2019 dans le cas d’applications à
très forte interaction aérothermique. Ou encore, on peut employer la méthode Neumann-
Dirichlet (partie en haut à gauche). Cette dernière permet d’atteindre une convergence
rapide tout en restant loin de la zone d’instabilité comme déjà montré dans le Chapitre 4.

Dans ce cas également, les temps de calcul obtenus pour chaque simulation numérique
sont similaires à ceux obtenus avec la méthode Dirichlet-Robin ou celle de Neumann-
Robin.
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5.4 conclusion

Les résultats numériques obtenus avec la méthode Robin-Robin correspondent globa-
lement à la théorie du modèle 1D du point de vue de la stabilité et de la rapidité des
calculs. Mise à part l’intérêt de pouvoir passer d’une méthode à une autre en ajustant les
valeurs des deux coefficients de couplage (αf et αs), la méthode Robin-Robin ne présente
pas d’avantages significatifs (temps de calcul identiques aux méthodes Dirichlet-Robin et
Neumann-Robin, complexité de la mise en œuvre).

De plus, la méthode Robin-Robin fournit une relation optimale entre les deux coeffi-
cients de couplage ayant un nombre infini de solutions. Il est alors nécessaire d’en fixer
un pour calculer le deuxième (cf. Éq. (5.3) et (5.4)). Ainsi, un critère basé sur le nombre
de Biot numérique Biν peut être obtenu. Ce critère permet à la méthode Robin-Robin de
calculer les coefficients de couplage les plus appropriés pour la stabilisation du problème
couplé.

Nous proposons ici une fonction empirique qui tend vers la méthode Dirichlet-Robin
optimale lors d’une faible valeur de Biν et tend vers la méthode Neumann-Dirichlet dans
le cas d’une valeur de Biν élevée. Cette fonction est décrite par le système suivant :αs = 108

Bi∆
2

αf =
α

(opt)
NR

α4s
+ aα

(opt)
DR

(5.13)

où a est le coefficient de sécurité pour la méthode Dirichlet-Robin optimale et α(opt)
NR

est le coefficient optimal de la méthode Neumann-Robin (cf. Éq. (4.6)). Nous conseillons
d’utiliser (a = 1) car cette loi a été déjà conçue pour choisir un couple de coefficients de
couplage situé loin de la zone d’instabilité. Le calcul de ce couple est fait ici localement,
car le nombre de Biot numérique peut varier de façon significative d’une cellule à l’autre
de l’interface.

La Figure 5.3 montre le couple de coefficients de couplage obtenu avec le système
d’équations (5.13) pour six différentes valeurs de Biν. Nous pouvons observer que le
point optimal se situe toujours bien loin de la zone instable et a priori il permet d’avoir
une bonne vitesse de convergence.

Nous tenons à préciser que la fonction empirique (5.13) est simplement une proposition
résultante des nombreux calculs que nous avons effectués. Il est possible que cette
proposition ne soit pas idéale dans d’autres configurations couplées.

Comme déjà annoncé précédemment, la méthode Dirichlet-Robin semble être la plus
adaptée quelle que soit l’intensité de l’interaction thermique. En effet, même si le coef-
ficient optimal ne réussit pas à stabiliser certains problèmes à très forte interaction
thermique, une légère surévaluation de ce paramètre via un coefficient de sécurité per-
met d’accomplir cette tâche. Cette approche est plus simple à mettre en place et plus



5.4 conclusion 113

Figure 5.3 – Robin-Robin : proposition d’une solution empirique. Facteur d’amplification tempo-
relle et couple optimal des coefficients de couplage (cf. Eq. 5.13) pour six valeurs de
Bi∆.
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robuste qu’un changement des conditions aux limites suivant une fonction empirique
(comme l’Éq. (5.13)).



6 P R I S E E N C O M P T E D U R AYO N N E M E N T
DA N S L E C O U P L A G E A É R OT H E R M I Q U E E T
É T U D E D E L A S TA B I L I T É

Jusqu’à présent, nous avons traité la résolution et la stabilité des problèmes aérother-
miques en prenant en compte les échanges conductif et convectif entre l’écoulement et le
solide.

Le rayonnement peut également jouer un rôle clé, car il s’agit du mode dominant de
transfert de chaleur des applications à température élevée. Par exemple, il est important
dans les chambres de combustion, les réacteurs nucléaires, les fours, les turbines, les mo-
teurs, etc... La modélisation du rayonnement thermique, associée à celles de la convection
et de la conduction, est requise dans les applications nécessitant des prévisions précises
des transferts de chaleur.

La combinaison du transfert de chaleur d’origine radiative, convective et conductive
a été étudiée pendant longtemps par des procédures analytiques dans des cas simples.
Par exemple, R. Goulard et M. Goulard, 1959 ont étudié l’interaction du rayonnement et
de la conduction dans un écoulement de Couette. Les effets du rayonnement couplés
à ceux de la conduction et de la convection ont également été traités par Einstein, 1969

dans le cas d’un écoulement entre plaques parallèles. Desoto, 1968 a mis au point une
procédure analytique pour étudier l’interaction du rayonnement avec les mécanismes
de conduction et de convection dans un tube. Au cours des dernières années, une autre
approche combinant la CFD, le CHT et le transfert radiatif est devenue de plus en
plus attrayante. Ces calculs couplés, avec des maillages fins capables de résoudre les
couches limites, produisent des résultats qui donnent une connaissance approfondie des
phénomènes aérothermiques. Par exemple, Amaya et al., 2010 ont étudié les applications
de combustion sur des ordinateurs parallèles. Une stratégie de couplage partitionné a
été adoptée par Koren et al., 2018 pour prédire le champ de température pariétale d’une
chambre de combustion contenant une flamme turbulente pré-mélangée, en utilisant une
période de couplage adaptative.

L’objectif de ce chapitre est de vérifier l’impact de la prise en compte du rayonnement
dans la stabilité du problème couplé en utilisant la méthode Dirichlet-Robin optimale et,
par conséquent, de l’adapter aux nouvelles contraintes de stabilité.

Sur le plan informatique, le rayonnement a été ajouté en incluant le code ASTRE
(code pour le transfert radiatif) au couplage elsA-Zset existant. Une brève description
du transfert radiatif et du calcul des flux radiatifs dans le solveur ASTRE est présentée
dans la Section 6.1. La Section 6.2 décrit l’algorithme de couplage (à 3 codes) développé
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permettant de prendre en compte le rayonnement dans les problèmes aérothermiques.
Ensuite la méthode de stabilisation Dirichlet-Robin avec rayonnement est développée et
détaillée dans la Section 6.3. Enfin, dans la Section 6.4 la méthode Dirichlet-Robin avec
rayonnement est validée sur un cas académique (canal 2D).

6.1 transfert de chaleur radiatif

6.1.1 Formulation

Dans cette section, la formulation du flux radiatif pariétal en milieu transparent est
présentée. En effet, dans les applications visées dans cette étude, le milieu sera considéré
comme n’interagissant pas avec le rayonnement et les transferts radiatifs auront lieu
uniquement entre corps opaques.

En un point F de la surface d’un corps opaque, le flux radiatif qR (F) peut s’écrire
comme la différence du flux absorbé qa (F) et du flux émis qe (F) :

qR (F) = q
a (F) − qe (F) (6.1)

Ces deux flux sont donnés par les relations suivantes :

qa (F) =

∫+∞
0

∫
2π(cosθ<0)

εν (F,u) Iν (F,u) |cos θ|dΩdν (6.2)

qe (F) =

∫+∞
0

I0ν (TF)

∫
2π(cosθ>0)

εν (F,u) cos θdΩdν (6.3)

où εν (F,u) est l’émissivité monochromatique directionnelle au point F dans la direction
u, Iν (F,u) la luminance monochromatique directionnelle incidente (en W/m2/Sr/m−1),
I0ν (TF) la luminance monochromatique isotrope du rayonnement d’équilibre dans le vide
(en W/m2/Sr/m−1) à la température TF au point F. θ est l’angle entre la direction u
et la normale n, dΩ est l’angle solide élémentaire (en Sr) et ν le nombre d’onde (en
m−1). I0ν (TF) est également appelée fonction de Planck et elle est définie par l’équation
suivante :

I0ν (TF) =
2hPc

2
0ν
3

exp
(
hpνc0
kBT

)
− 1

(6.4)

où hP = 6, 63 · 10−34 Js est la constante de Planck, c0 est la vitesse de la lumière dans le
vide et kB = 1, 38 · 10−23 J/K est la constante de Boltzmann.
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Dans ces travaux de thèse, les parois sont considérées grises et isotropes, ce qui
implique que l’émissivité est indépendante du nombre d’onde et de la direction. Dans
ces conditions, les Équations (6.2) et (6.3) peuvent être écrites comme suit :

qa (F) = ε (F)

∫
2π(cosθ<0)

I (F,u) |cos θ|dΩ (6.5)

qe (F) = ε (F)π

∫+∞
0

I0ν (TF)dν = ε (F)σT4F (6.6)

où σ =
2π5k4B
15h3Pc

2
0

= 5, 67 · 10−8 W/(m2K4) est la constante de Stefan-Boltzmann.

Il est possible d’approximer le flux radiatif en l’écrivant sous la forme :

qR = εσ
(
T4ref − T

4
)

(6.7)

où Tref est une température de référence, typiquement la température de l’environnement
entourant le corps.

Le flux radiatif (6.7) peut être exprimé par la relation suivante :

qR = hR (Tref − T) (6.8)

où hR peut être obtenu par :
— Décomposition (formulation exacte) :

hR = εσ (T + Tref)
(
T2 + T2ref

)
(6.9)

— Linéarisation autour de Tref (formulation approximée) :

hR = 4εσT3ref (6.10)

car le développement de Taylor au premier ordre de T4 autour de Tref est égal à :

T4 = T4ref + 4T
3
ref (T − Tref) (6.11)

La relation (6.8) sera utilisée dans ces travaux pour l’étude de la stabilité du problème
couplé, mais le calcul des flux radiatifs dans ASTRE est réalisé à partir des relations (6.5)
et (6.6).

6.1.2 Calcul des flux radiatifs

Dans ces travaux de thèse, le rayonnement est pris en compte par le code ASTRE,
développé à l’ONERA.
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ASTRE est fondé sur une méthode de Monte Carlo. Appliquée aux transferts radiatifs,
cette approche statistique consiste à simuler de façon stochastique un grand nombre
de trajectoires de paquets d’énergie, depuis leur émission jusqu’à leur disparition (ab-
sorption par les parois ou sortie du domaine de calcul). Ces paquets sont des quantités
macroscopiques d’énergie, que l’on peut voir comme des groupes de photons identiques.
Le caractère stochastique de la méthode de Monte Carlo réside dans la détermination
des caractéristiques d’un paquet lors de son émission (point et direction d’émission,
nombre d’onde) ainsi que dans le traitement des événements physiques le long de sa
trajectoire (uniquement des rebonds sur des parois dans un milieu transparent). En effet,
ces caractéristiques et évènements sont tirés au sort suivant des fonctions densité de
probabilité adaptées. La méthode de Monte Carlo a une convergence en N−1/2 où N
désigne le nombre de paquets d’énergie suivis dans la simulation, ce qui signifie qu’il
faut multiplier par 100 le nombre de paquets à suivre si on souhaite diviser par 10 la
convergence d’une simulation.

Plusieurs méthodes de Monte Carlo sont disponibles dans ASTRE (Tessé et al., 2002).
Dans cette étude, la méthode ERM (Emission Reciprocity Method) a été utilisée pour
calculer les flux radiatifs sur les parois. Cette méthode utilise le principe de réciprocité
pour calculer le flux absorbé et permet donc de calculer le flux radiatif en un point
uniquement à partir des paquets d’énergie émis depuis ce point. Par conséquent, elle
présente l’avantage de pouvoir effectuer des calculs locaux (calcul des flux radiatifs
uniquement en un point, sur certaines faces limites ou sur certaines conditions aux
limites) en affectant des paquets d’énergie à émettre uniquement de certaines faces
du maillage contrairement à la méthode de Monte Carlo classique qui calcule les flux
radiatifs sur toutes les frontières du domaine de calcul après avoir suivi des paquets
d’énergie partant de toutes les frontières.

À partir de l’équation (14) établie par Tessé et al., 2002, on peut en déduire l’expression
du flux radiatif, sur une paroi grise entourée par un milieu transparent, calculé avec la
méthode ERM :

qRi =
qei
Ni

Ni∑
n=1

Nrn∑
m=1

[(
Tjm
Ti

)4
− 1

]
τn (i→ jm) εjm (6.12)

où qei est le flux émis par la facette numéro i, Ni le nombre de paquets d’énergie émis par
la facette numéro i, Nrn le nombre de réflexions sur des parois subies par le nième paquet
d’énergie émis par la facette numéro i, jm le numéro de la facette rencontrée lors de la
mième réflexion, εjm l’émissivité de la facette numéro jm et τn (i→ jm) la transmittivité
entre les facettes i et jm le long de la trajectoire du nième paquet d’énergie émis par la
facette numéro i. La transmittivité s’écrit sous la forme :

τn (i→ jm) = τn (i→ jm−1) ·
(
1− εjm−1

)
(6.13)

τn (i→ j1) = 1 (6.14)
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Figure 6.1 – Algorithme de couplage aérothermique avec prise en compte du rayonnement.

Le flux radiatif calculé par l’équation (6.12) est d’autant plus précis lorsque le nombre
de faisceaux d’énergie émis Ni est important.

Concernant la distribution spatiale des faisceaux d’énergie Ni, deux techniques sont
disponibles : la Non-Uniform spatial Distribution (NUD) et la Uniform spatial Distribution
(UD). La première distribue le nombre de faisceaux d’énergie par facette en fonction de
la puissance émise Pei = qeiSi (en W), où Si est la surface de la facette. En utilisant la
deuxième distribution, un nombre constant de faisceaux d’énergie est émis par chaque
facette i. Dans ces travaux de thèse, la distribution uniforme (UD) est employée. Ni est
donc fixé par l’utilisateur.

Les détails des calculs des flux radiatifs par une approche Monte Carlo sont décrits
dans Tessé et al., 2002 ; Zhang et al., 2012.

6.2 algorithme de couplage

Dans cette section, l’algorithme développé afin de prendre en compte le rayonnement
est décrit. Cet algorithme couple trois solveurs :

— elsA, le solveur fluide pour le calcul de l’écoulement et des flux convectifs ;
— Z-set, le solveur solide pour le calcul des températures et flux conductifs dans les

parties solides ;
— ASTRE, le solveur radiatif pour le calcul des flux radiatifs échangés entre les parois.

L’algorithme est schématisé sur la Figure 6.1 et les différentes étapes qui le constituent
sont décrites dans l’Algorithme 5.
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Algorithme 5 : Algorithme partitionné séquentiel stationnaire pour la résolution
du problème aérothermique avec prise en compte du rayonnement

tant que le critère de convergence n’est pas satisfait faire
1 Mise à jour de l’état de l’interface fluide à l’instant tc (Condition de Dirichlet);

Prédiction de l’état de l’interface fluide de tc à tc +∆tc ;
Résolution du problème fluide de tc à tc +∆tc;

2 Envoi de la température pariétale fluide Tf au solveur radiatif à tc +∆tc;
3 Mise à jour de la température des parois rayonnantes à tc +∆tc;

Calcul du flux radiatif qR à tc +∆tc;
4 Envoi du flux radiatif au solveur fluide à tc +∆tc;
5 Envoi de q = qf + qR du solveur fluide au solveur solide à tc +∆tc;
6 Mise à jour de l’interface solide à tc +∆tc;

Résolution du problème solide en régime stationnaire à tc +∆tc;
7 Envoi de la température pariétale solide au problème fluide à tc +∆tc;

Il ne s’agit pas d’un couplage à trois codes mais plutôt à 2,5 codes. En effet, les solveurs
solide et radiatif ne sont pas connectés. C’est le code fluide qui gère les envois des
informations entre ces deux autres codes. Ce choix d’algorithme a été fait pour deux
raisons :

— Le solveur radiatif a besoin des seules champs de température aux parois pour le
calcul des flux radiatifs ;

— La conduction solide dans le cas d’une méthode Dirichlet-Robin nécessite un flux
de chaleur qui comprend le flux convectif qf et les flux radiatifs qR. Il est alors
nécessaire d’additionner qf et qR avant d’appliquer la condition aux limites sur
l’interface solide.

6.3 développement des méthodes de couplage avec
prise en compte du rayonnement

Dans cette section, les méthodes de couplage optimales ont été développées afin de
prendre en compte le rayonnement dans la stabilité du couplage aérothermique. Pour
être aussi général que possible, nous allons traiter la méthode Robin-Robin pour ensuite
détailler la méthode Dirichlet-Robin. En effet, seule cette dernière sera mise en œuvre
dans le cadre de cette thèse.
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Comme déjà fait pour le développement des précédentes méthodes de stabilisation, on
écrit les conditions de Robin aux interfaces fluide et solide selon le modèle 1D présenté
sur la Figure 2.3 qui a été déjà utilisé pour la méthode Dirichlet-Robin sans rayonnement :

qn+10+ = −qn0− +αns−R
(
Tn+10+ − Tn0−

)
+ hR

(
Tn+10+ − Tref

)
j = 0+ (6.15)

qn+10− = −qn+10+ +αn+1f−R

(
Tn+10− − Tn+10+

)
+ hR

(
Tn+10+ − Tref

)
j = 0− (6.16)

où αf−R et αs−R représentent les coefficients de couplage pour le problème aérother-
mique avec prise en compte du rayonnement par opposition à αf et αs qui sont les
coefficients de couplage dans le cas où la contribution du rayonnement n’est pas prise en
compte.

En appliquant la théorie du mode normal de Godunov et Ryabenkii, 1964, le facteur
d’amplification temporelle pour la méthode Robin-Robin est exprimé par la relation
suivante (cf. Annexe A.2 pour plus de détails) :

z =
(αf−R +αs−R)Kf

(Kf +αs−R + hR) (Ks +αf−R)
κf +

(Ks −αs−R)
(
Kf −αf−R + h

R
)

(Kf +αs−R + hR) (Ks +αf−R)
(6.17)

Le facteur d’amplification temporelle pour la méthode Dirichlet-Robin, étudiée dans le
cadre de cette thèse, peut être obtenu en imposant αs−R →∞ dans l’Équation (6.17) :

z =
Kf

(Ks +αf−R)
κf −

(
Kf −αf−R + h

R
)

(Ks +αf−R)
(6.18)

Le coefficient optimal est situé à l’intersection de la branche de Neumann avec celle de
Dirichlet (cf. Section 2.5), son expression est la suivante (cf. Annexe A.2 pour plus de
détails) :

α
(opt)
f−R = α

(opt)
f + hR (6.19)

où α(opt)
f est le coefficient optimal de la méthode Dirichlet-Robin sans prise en compte

du rayonnement (cf. Équation (2.49)).

La valeur du facteur d’amplification temporelle correspondant à α(opt)
f−R peut être

obtenue de la façon suivante :

∣∣∣g
(
z = 1, α

(opt)
f−R

)∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

Kf
(Ks +αf−R)

−

(
Kf −αf−R + h

R
)

(Ks +αf−R)

∣∣∣∣∣ =
α
(opt)
f−R − hR

Ks +α
(opt)
f−R

(6.20)
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En utilisant l’Équation (6.19) et la définition du nombre de Biot numérique Biν (cf. Éq.
3.1), on obtient :

∣∣∣g
(
z = 1, α

(opt)
f−R

)∣∣∣ = α
(opt)
f

Ks +α
(opt)
f + hR

=
Biν

2+ Biν + 2h
R

Ks

6 1 (6.21)

qui est toujours inférieur à 1 et, par conséquent, toujours dans la zone de stabilité.
Il peut être également démontré que la relation suivante est toujours valide :

∣∣∣g
(
α
(opt)
f

)∣∣∣ >
∣∣∣g
(
α
(opt)
f−R

)∣∣∣ ∀hR > 0 (6.22)

où
∣∣∣g
(
α
(opt)
f

)∣∣∣ est le facteur d’amplification temporelle obtenu avec α(opt)
f dont l’ex-

pression est :

g
(
α
(opt)
f

)
=
α
(opt)
f − hR

Ks +α
(opt)
f

=
Biν − 2h

R

Ks

2+ Biν
(6.23)

L’Équation (6.22) montre que l’utilisation du coefficient optimal calculé sans prendre en
compte le rayonnement α(opt)

f peut placer le problème aérothermique avec rayonnement

dans la zone instable (g
(
α
(opt)
f

)
> 1).

6.4 validation

Dans cette section, nous allons valider l’efficacité de la méthode Dirichlet-Robin
optimale développée dans le paragraphe précédent et montrer qu’elle peut stabiliser des
problèmes aérothermiques incluant l’échange radiatif entre deux surfaces. En particulier,
cette méthode est comparée avec la méthode Dirichlet-Robin optimale qui ne prend pas
en compte le rayonnement et qui a été étudiée au cours du chapitre 3.

6.4.1 Description du cas test

L’étude a été réalisée sur un cas académique d’un canal 2D où un écoulement fluide
est chauffé par deux parois à température différente qui rayonnent. Cette configuration
est montrée sur la Figure 6.2.

Le canal mesure 520 mm de long et 100 mm d’hauteur. Deux surfaces couplées de
350 mm mettent en relation l’écoulement fluide avec le solide, la première avec la plaque
située au-dessus et la deuxième avec la plaque située au-dessous. Les plaques solides
ont une épaisseur de 3 mm. Sur la surface supérieure de la plaque du dessus, une
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Figure 6.2 – Schématisation du cas test du canal. Les conditions aux limites fluides et solides
sont inclues.

température de 1300 K a été imposée, tandis que sur la surface inférieure de la plaque
du dessous la température imposée est de 1500 K.

Dans ce cas test, afin d’éviter que les points singuliers affectent l’échange thermique,
une zone tampon a été ajouté en amont du domaine fluide étudié (cf. Figure 6.2). Les
parois supérieure et inférieure de la zone tampon sont supposées adiabatiques.

Le fluide entre dans le canal avec une vitesse de 83 m/s et avec une température de
1200 K. En sortie du canal une pression atmosphérique égale à 101325 Pa est imposée.
Avec ces conditions, le nombre de Reynolds est de 5, 15 · 104.

La résolution du problème fluide est faite via une simulation (Unsteady)RANS en
utilisant un schéma de type Jameson (Jameson et al., 1981) et le modèle de turbulence
de Spalart-Allmaras (cf. Spalart et Allmaras, 1992). Le pas de temps de résolution de
l’écoulement fluide est de 3 · 10−5 s.

Comme dans le cas test de la plaque plane (cf. §3.3), les maillages ont été suffisamment
raffinés à l’entrée du canal (cf. Figure 6.3) afin de mieux modéliser l’échange thermique
dans cette zone ("bord d’attaque thermique"). Les trois maillages (fluide, solide et radiatif)
sont coïncidents à l’interface afin d’éviter toute erreur d’interpolation entre les maillages
lors des échanges des quantités thermiques.

Le maillage fluide a été suffisamment raffiné près de la paroi afin d’atteindre y+ ≈ 1,
ce qui permet de bien modéliser l’écoulement fluide dans la couche limite. La taille de la
première maille fluide vaut 4 · 10−5 m.

Les domaines solides sont composés d’hexaèdres. Chaque domaine a été divisé dans
la direction normale à l’interface de couplage en 19 cellules en utilisant une progression
géométrique (cf. Figure 6.3).
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Figure 6.3 – Maillages des domaines fluide (en rouge avec la zone tampon en vert) et solide (en
bleu) près du bord d’attaque de l’interface de couplage supérieure.

La conductivité thermique des deux plaques solides vaut 0, 5 W/ (mK). Cette très
faible valeur a été choisie à dessein pour se placer dans des conditions aérothermiques
difficiles, à nombre de Biot élevé, ce qui rend la stabilisation du calcul délicate.

Concernant le calcul des flux radiatifs, les parois orthogonales aux directions x et z
sont des symétries. Le nombre de faisceaux d’énergie émis par chaque élément Ni a été
choisi égal à 1000. Le nombre total de faisceaux émis N est alors 152000, ce qui assure
une convergence à 0, 01%.

Deux valeurs de l’émissivité ont été analysées (0, 5 et 0, 8).
Le critère de convergence choisi pour ce cas test est le suivant :

∆Ts < ξ ξ = 10−3 K (6.24)

6.4.2 Résultats de la validation

La comparaison a été effectuée sur le problème aérothermique avec différents niveaux
d’échange radiatif déterminés au travers du coefficient d’émissivité ε.

La Figure 6.4 montre le facteur d’amplification temporelle pour le problème sans et
avec rayonnement en prenant deux valeurs de ε (0, 5 et 0, 8). Le rayonnement contribue
négativement à la stabilité du problème couplé. En effet, plus l’échange radiatif est
important (ε élevé) et plus une plus grande partie de la courbe se situe dans la zone
instable. Le coefficient optimal dans le cas sans rayonnement α(opt)

f pourrait ne plus

stabiliser le même cas avec rayonnement car max
∣∣∣g
(
α
(opt)
f , ε

)∣∣∣ > 1. En prenant en
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Figure 6.4 – Résidu en norme infini sur la température pour le cas de couplage aérothermique
avec rayonnement (ε = 0, 5) en utilisant les coefficients optimaux α(opt)f et α(opt)f−R ,
respectivement sans et avec la prise en compte du rayonnement.

compte le rayonnement, les nouvelles expressions des nombres de Biot local Bi∆R et
numérique BiRν sont les suivantes :

Bi∆R = Bi∆ +
hR

Ks
(6.25)

BiRν = Biν +
hR

Ks
(6.26)

où Bi∆ et Biν sont respectivement les nombres de Biot local et numérique pour un
problème aérothermique sans rayonnement.

ε hR [W/
(
m2K

)
] Bi∆R BiRν max

∣∣∣g
(
α
(opt)
f−R

)∣∣∣ max
∣∣∣g
(
α
(opt)
f

)∣∣∣

0 0 19, 4 2, 78 0, 58 0, 58

0, 5 311 21, 3 4, 65 0, 35 1, 34

0, 8 498 22, 4 5, 77 0, 26 1, 83

Tableau 6.1 – Paramètres de la méthode Dirichlet-Robin caractérisant les problèmes étudiés avec
rayonnement (ε > 0) et sans rayonnement (ε = 0).

Le Tableau 6.1 montre les principaux paramètres de la méthode Dirichlet-Robin avec
rayonnement. Le cas avec ε = 0 représente le cas sans rayonnement. hR a été calculé avec
l’équation (6.10). Comme le tableau le précise, les nombres de Biot augmentent avec l’aug-
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Figure 6.5 – Résidu en norme infini sur la température au fil des itérations de couplage pour
le cas du couplage aérothermique avec rayonnement (ε = 0, 5) en utilisant les
coefficients optimaux α(opt)f et α(opt)f−R , i.e. respectivement sans et avec prise en
compte du rayonnement.

mentation de l’échange radiatif. On observe aussi l’augmentation de max
∣∣∣g
(
α
(opt)
f

)∣∣∣ et

la diminution de max
∣∣∣g
(
α
(opt)
f−R

)∣∣∣ avec l’intensification de l’échange radiatif.

La Figure 6.5 montre l’évolution des résidus en norme infini sur la température à
l’interface au fil des itérations de couplage. Les deux calculs convergent. À l’itération
de couplage 11, une augmentation du résidu se produit. Elle correspond à l’injection de
l’échange radiatif dans le problème aérothermique. En effet, pendant les 10 premières
itérations de couplage, seuls les problèmes fluide et solide sont couplés sans prendre en
considération le flux radiatif afin d’éviter de perturber l’établissement de l’écoulement
dans la phase initiale du calcul qui est toujours délicate. Pendant ces 10 premières
itérations les deux courbes des résidus sont donc superposées car α(opt)

f−R = α
(opt)
f .

Après la prise en compte du rayonnement (α(opt)
f−R > α

(opt)
f ), le deux courbes présentent

des comportement différents. Le résidu avec α(opt)
f−R diminue rapidement en prenant la

vitesse de convergence existante avant l’injection du rayonnement dans le système. Le
critère de convergence est atteint après 84 itérations de couplage. Au contraire, le résidu
avec α(opt)

f diminue moins rapidement après l’injection du rayonnement en gardant
une vitesse de convergence quasiment constant pour le reste du calcul. Cette simulation
converge après 142 itération de couplage, soit une augmentation de 69% du nombre
d’itérations de couplage par rapport au calcul précédent (avec α(opt)

f−R ).
Par ailleurs, le modèle théorique prédit l’instabilité pour le problème couplé avec

α
(opt)
f (cf. Figure 6.4) car max

∣∣∣g
(
α
(opt)
f , ε = 0, 5

)∣∣∣ = 1, 34 et donc supérieure à la limite
de stabilité. Cependant, il est probable que les modes 2D, non pris en compte par le



6.5 conclusion 127

0 20 40 60 80
10−3

10−2

10−1

100

101

102

103

104

Coupling Iterations

∆
T
f

αf = α
(opt)
f

αf = α
(opt)
f−R

Figure 6.6 – Résidu en norme infini sur la température au fil des itérations de couplage pour
le cas du couplage aérothermique avec rayonnement (ε = 0, 8) en utilisant les
coefficients optimaux α(opt)f et α(opt)f−R , i.e. respectivement sans et avec la prise en
compte du rayonnement.

modèle, stabilisent ce problème dont le facteur d’amplification temporelle n’est que très
légèrement supérieure à 1.

Pour un problème avec une contribution majeure du rayonnement (ε = 0, 8), le
comportement est différent (cf. Figure 6.6). Le calcul avec α(opt)

f diverge quelques
itérations après l’injection du rayonnement dans le système comme le prévoit le modèle
théorique. Au contraire, l’utilisation de α(opt)

f−R stabilise rapidement le problème et le
calcul converge après 87 itérations de couplage.

Les graphiques sur la Figure 6.7 montrent les profils de température sur les deux parois
de couplage avec et sans rayonnement. L’effet du rayonnement sur la température de la
paroi peut être très important et non négligeable dans le dimensionnement thermique
du système étudié. Par exemple, dans ce cas (ε = 0, 8) la paroi supérieure reçoit une
plus grande quantité de chaleur ce qui implique une augmentation de plus que 60 K par
rapport à la température calculée sans prendre en compte le rayonnement.

6.5 conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié l’effet du rayonnement sur la stabilité d’un pro-
blème aérothermique couplé. Le rayonnement a été pris en compte en ajoutant le solveur
radiatif ASTRE au couplage aérothermique elsA-Zset.

Cet algorithme de couplage à 2,5 codes (car ASTRE a été mis en communication avec
le seul solveur fluide elsA) a été développé et implémenté informatiquement.
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Figure 6.7 – Profils de température sur les surfaces de couplage lorsqu’aucun échange radiatif a
lieu et lorsqu’il y a de l’échange radiatif (cas avec ε = 0, 8).

La validation de ce couplage avec une solution de référence n’a pas été réalisée car elle
n’est pas l’objectif de cette étude. En effet, seul l’effet du rayonnement sur la stabilité du
problème couplé a été recherché.

Grâce à une étude de stabilité, nous avons déterminé que la prise en compte du rayon-
nement implique un plus grand échange thermique et donc une interaction thermique
plus importante. En effet, plus l’échange radiatif est important et plus les nombres de
Biot local et numérique sont élevés. Les expressions analytiques de ces deux nombres
ont été fournies dans ce chapitre.

On a montré que le coefficient optimal α(opt)
f , étudié au chapitre 3, ne parvient plus à

stabiliser un problème aérothermique couplé avec rayonnement. Il est alors nécessaire
d’utiliser un nouveau coefficient optimal α(opt)

f−R , issu de l’analyse de stabilité, supérieur
au précédent et dont l’expression analytique a été fournie pour la première fois.

La nouvelle méthode Dirichlet-Robin avec la prise en compte du rayonnement a
été testée sur un cas test d’un écoulement dans un canal chauffé par deux plaques à
différentes températures qui échangent de la chaleur par radiation.

Les simulations numériques réalisées sur ce cas test ont permis de valider la méthode
et de démontrer que des calculs couplés avec rayonnement peuvent être menés à bien,
en conservant les bonnes propriétés numériques des schémas optimaux, à savoir des
conditions de stabilité inconditionnelle et une convergence rapide.



7 I M P L É M E N TAT I O N E T É T U D E D U
C O U P L A G E A É R OT H E R M I Q U E E N R É G I M E
T R A N S I TO I R E

Les chapitres précédents ont été dédiés à l’étude de la stabilité du couplage aérother-
mique en régime permanent. Plus précisément, les principaux paramètres et leur effet sur
la stabilité ont été analysés. De plus, une stratégie générale de stabilisation des couplages
aérothermiques efficace, quelle que soit l’intensité thermique, a été proposée et testée.

Le couplage aérothermique en régime transitoire est abordé dans ce mémoire à partir
de ce chapitre. L’objectif du couplage aérothermique transitoire est d’évaluer l’évolution
de la charge thermique transmise par l’écoulement sur le solide au cours d’une mission
de longue durée. Par exemple, la mission d’une turbine haute pression (HP) d’un moteur
aéronautique comprenant toutes les phases de vol entre le décollage et l’atterrissage. La
connaissance de l’évolution de la charge thermique est indispensable pour estimer avec
une bonne précision la durée de vie de la pièce. Une bonne estimation de la durée de vie
permet d’optimiser le dimensionnement de la pièce afin d’optimiser la masse globale du
moteur et, par conséquent, d’en améliorer son efficience.

Comme déjà annoncé au Chapitre 1, le couplage aérothermique en régime transitoire a
été réalisé en utilisant l’algorithme quasi-instationnaire (cf. Figure 1.8) qui a été décrit
dans la section 1.4.3.2. Lorsque cet algorithme est utilisé, l’influence des effets instation-
naires de l’écoulement fluide sur l’évolution de la thermique dans le solide est négligée.
Cette hypothèse est pertinente car généralement le temps caractéristique du fluide est
plus petit de plusieurs ordres de grandeur que le temps caractéristique de la diffusion
dans le solide.

L’algorithme de couplage quasi-instationnaire a été d’abord implémenté. Une brève
description de cette implémentation est fournie dans l’Annexe D. Ensuite, les méthodes
optimales de stabilisation pour le couplage aérothermique en régime transitoire sont
développées et détaillées dans la section 7.1. Ces méthodes incluent la méthode Robin-
Robin et ses deux cas particuliers, i.e. la méthode Dirichlet-Robin et la méthode Neumann-
Robin. Enfin, le couplage en régime transitoire est examiné sur le cas académique de la
plaque plane 2D à la section 7.2. Seule la méthode Dirichlet-Robin est testée car, comme
nous avons vu précédemment, elle est la plus utilisée dans le milieu industriel et la
plus fiable pour stabiliser l’ensemble des calculs couplés aérothermiques, à la condition
toutefois que des conditions d’interface optimales soient mises en œuvre.

129
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7.1 description et analyse des méthodes optimales de
stabilisation des couplages aérothermiques en ré-
gime transitoire

Les méthodes optimales pour la stabilisation des problèmes aérothermiques en régime
transitoire ont été déjà présentées à la section 2.5.2 et détaillées dans l’annexe A.3. Plus
particulièrement, la méthode Robin-Robin a été présentée et, à partir de cette dernière,
les limites de stabilité et les coefficients optimaux des méthodes Dirichlet-Robin et
Neumann-Robin ont été obtenus.

Dans cette section, nous présentons plus en détail le potentiel de stabilisation de ces
deux méthodes (Dirichlet-Robin et Neumann-Robin) en régime transitoire.

7.1.1 Méthode Dirichlet-Robin

La méthode Dirichlet-Robin pour le régime transitoire est présentée ici. Une variante
plus robuste de la méthode est également présentée. Cette dernière est construite en
considérant la valeur la plus pénalisant de la distance de pénétration (distance parcourue
par la chaleur dans le solide pendant un pas de temps solide ∆t). Cette distance, introduite
dans le Chapitre 3, est définie comme suit :

dpen =
√
2a∆t (7.1)

avec a la diffusivité thermique.

7.1.1.1 Méthode Dirichlet-Robin classique

Le facteur d’amplification temporelle pour la méthode Dirichlet-Robin peut être obtenu
en imposant αs → ∞ dans l’expression du facteur d’amplification temporelle de la
méthode Robin-Robin (cf. Éq. (2.63)) :

z = g (z, αf) =
Ksκs +αf − h

Ks +αf
(7.2)

En posant κs (z = −1,Ds) = Ds de la même manière que pour l’Équation (3.3), la
condition de stabilité (|g| < 1) devient alors :

− 1 <
KsDs +αf − h
Ks +αf

< 1 (7.3)
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Cette inégalité donne la valeur du coefficient de couplage à partir de laquelle le problème
couplé est stable :

α
(min)
f =

h

2
−
Ks

2

(
1+ Ds

)
(7.4)

Introduisons à présent le nombre de Biot local Bi∆ pour un problème aérothermique en
régime transitoire. Il est défini comme suit :

Bi∆ =
h

Ks
(7.5)

En effet, étant donné que le problème fluide est résolu en régime permanent, la conduc-
tance thermique du fluide peut être représentée par le coefficient d’échange thermique
h.

En utilisant l’expression de Bi∆ (cf. Éq. (7.5)), l’Équation (7.4) devient :

α
(min)
f =

Ks

2

[
Bi∆ −

(
1+ Ds

)]
(7.6)

Le coefficient de stabilité optimal est situé à l’intersection de la branche de Neumann
|g(z = −1)| et de celle de Dirichlet |g(z = 1)|. Son expression est alors la suivante :

α
(opt)
f = h−

Ks

2

(
1+ Ds

)
(7.7)

Le Tableau 7.1 résume le comportement de la méthode Dirichlet-Robin en fonction
du coefficient de couplage αf et du nombre de Biot local Bi∆. Il existe trois zones de
stabilité :

— Lorsque l’interaction thermique est faible (Bi∆ 6
(
1+ Ds

)
/2) le problème couplé

est stable quel que soit αf. De plus, le coefficient optimal n’est pas présent dans
cette zone de stabilité. La convergence la plus rapide est donnée théoriquement par
la méthode Dirichlet-Neumann (αf = 0).

— Lorsque l’interaction thermique est modérée (
(
1+ Ds

)
/2 6 Bi∆ 6

(
1+ Ds

)
) le pro-

blème est également stable pour toutes valeurs de αf mais, cette fois, le coefficient
optimal α(opt)

f existe. Pour cette valeur du coefficient de couplage, le problème est
théoriquement le plus stable et la convergence la plus rapide.

— Lorsque l’interaction thermique est forte (Bi∆ >
(
1+ Ds

)
) une zone d’instabilité

apparaît pour des faibles valeurs de αf. Le problème couplé est stable pour des
valeurs du coefficient de couplage supérieures à α(min)

f . Dans ce cas, α(opt)
f existe

et représente la valeur pour laquelle la convergence est la plus rapide.
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αf 0 α
(min)
f α

(opt)
f ∞ Condition

|g|
∣∣g0
∣∣ 1 Bi∆ 6

(
1+ Ds

)
/2

|g|
∣∣g0
∣∣

∣∣∣g(opt)
∣∣∣ 1

(
1+ Ds

)
/2 6 Bi∆ 6

(
1+ Ds

)

|g| INSTABLE 1
∣∣∣g(opt)

∣∣∣ 1 Bi∆ >
(
1+ Ds

)

Tableau 7.1 – Comportement de la condition de Dirichlet-Robin en régime transitoire en fonction
du coefficient de couplage αf

Dans le Tableau 7.1, g0 et g(opt) sont respectivement les expressions du facteur d’am-
plification temporelle pour αf = 0 et pour α(opt)

f qui sont définies comme suit :
∣∣g0
∣∣ =

∣∣Ds − Bi∆
∣∣ (7.8)

∣∣∣g(opt)
∣∣∣ =

(
1− Ds

)
(
1− Ds

)
+ 2Bi∆

(7.9)

100 101 102 103 104 105 106

0,1

1

10

Unstable

Stable

αf

m
ax

(|g
|)

Bi∆ = 4, 6

Bi∆ = 0, 8

Bi∆ = 0, 4

αopt
f

Figure 7.1 – Maximum du facteur d’amplification temporelle max |g| en fonction du coefficient
de couplage αf pour différentes valeurs du nombre de Biot local Bi∆.

Les trois différentes zones de stabilité sont également montrées graphiquement sur la
Figure 7.1.
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7.1.1.2 Variante de la méthode Dirichlet-Robin plus robuste

En analysant l’équation (7.4), on remarque que la limite de stabilité α(min)
f est une

fonction croissante de la distance de pénétration (prise en compte dans Ks). On retrouve
alors :

α
(min)
f (∆yf) < α

(min)
f (2∆yf) < . . . < α

(min)
f (Λs) (7.10)

où Λs est l’épaisseur caractéristique du solide (normal à l’interface de couplage).
Par conséquent, la limite de stabilité obtenue avec une certaine valeur de la distance

de pénétration peut stabiliser seulement des problèmes à distance de pénétration plus
petite. En choisissant comme distance de pénétration l’épaisseur caractéristique Λs, le
problème couplé est stable pour des valeurs inférieures à cette dernière.

Le résultat précédent (cf. Éq. (7.10)) nous permet de pouvoir développé une variante
de la méthode Dirichlet-Robin plus robuste.

Cette méthode donne la possibilité de s’en franchir d’une bonne évaluation de la
distance de pénétration nécessaire pour la définition de Ks. Ainsi, cette méthode stabilise
théoriquement le problème quelle que soit le distance de pénétration dans le solide.
En effet, l’adoption de Λs comme distance de pénétration correspond à une diffusion
instantanée de la chaleur dans le solide (régime stationnaire) et, en conséquence, le
nombre de Biot local Bi∆ devient naturellement le nombre de Biot "traditionnel" Bi (cf.
Éq. (2.15)). Cela entraîne alors les changements suivants dans la définition du problème
thermique dans le solide :

Ds = 0 et KΛs =
λs

Λs
(7.11)

En prenant en considération l’Équation (7.11) dans la définition de α(min)
f (7.4), la nouvelle

limite de stabilité est :

α
(min)
f =

h

2
−
KΛs
2

(7.12)

Cette nouvelle limite stabilise des problèmes à distance de pénétration plus importante
que la limite de stabilité pour le régime transitoire (7.4) et n’a que un faible impact sur la
vitesse de convergence. Le nouveau coefficient α(min)

f peut être encore simplifié :

α
(min)
f =

h

2
−
KΛs
2
≈ h
2

(7.13)

car, à nombre de Biot élevés, on a h� KΛs . Pour des nombres de Biot faible, le problème
couplé est toujours stable et l’utilisation d’un coefficient de couplage un peu plus grand
ne peut que détériorer légèrement la vitesse de convergence. Le même raisonnement
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peut être appliqué au coefficient optimal (cf. Éq. 7.7). Ce dernier, en prenant en compte
les définitions (7.11), devient :

α
(opt)
f = h−

KΛs
2

=
KΛs
2

(2Bi − 1) (7.14)

Une fois encore, lorsque le nombre de Biot est important on peut négliger le terme en
KΛs et, par conséquent, l’expression de α(opt)

f devient :

α
(opt)
f = h (7.15)

Cette dernière expression du coefficient optimal (7.15) est retenue afin de stabiliser les
problèmes aérothermiques en régime transitoires étudiés dans la suite de la thèse.

7.1.2 Méthode Neumann-Robin

Comme cela a été précédemment réalisé avec la méthode Dirichlet-Robin, nous décrions
dans ce paragraphe la méthode Neumann-Robin et sa variante plus robuste qui prend
en compte la valeur la plus pénalisant de la distance de pénétration.

7.1.2.1 Méthode Neumann-Robin classique

Le facteur d’amplification temporelle pour la méthode Neumann-Robin peut être
obtenu en imposant αs = 0 dans l’équation (2.63) :

z =
αfκs + h−αf

(Ks +αf)Bi∆
(7.16)

Comme κs (z = −1,Ds) = Ds, la condition de stabilité (|g| < 1) devient alors :

− 1 <
αfκs + h−αf

(Ks +αf)Bi∆
< 1 (7.17)

Cette inégalité donne la valeur du coefficient de couplage au-dessous de laquelle le
problème couplé est stable :

α
(max)
f =

2h(
1− Ds

)
− Bi∆

(7.18)
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Le coefficient de stabilité optimale est obtenu par l’intersection de la branche de Neu-
mann |g(z = −1)| avec celle de Dirichlet |g(z = 1)|. Son expression est alors la suivante :

α
(opt)
f =

2h

1− Ds
(7.19)

Le tableau 7.2 illustre les différents comportements de la méthode Neumann-Robin
en fonction du coefficient de couplage αf et du nombre de Biot local Bi∆. Il existe deux
zones de stabilité :

— Lorsque l’interaction thermique est faible (Bi∆ <
(
1− Ds

)
), le problème est instable

pour αf > α
(max)
f . En utilisant le coefficient optimal α(opt)

f le système est toujours
stable et la convergence est rapide g(opt) < 1.

— Lorsque l’interaction thermique est forte (Bi∆ >
(
1− Ds

)
), le problème est stable

quel que soit αf. De nouveau, une convergence rapide est assurée en utilisant
α
(opt)
f .

αf 0 α
(opt)
f α

(max)
f ∞ Condition

|g| 1

∣∣g(opt)
∣∣

1 INSTABLE Bi∆ <
(
1− Ds

)

|g| 1

∣∣g(opt)
∣∣ |g (∞)| Bi∆ >

(
1− Ds

)

Tableau 7.2 – Comportement de la condition de Neumann-Robin en régime transitoire en fonc-
tion du coefficient de couplage αf

Dans le Tableau 7.2,
∣∣g(opt)

∣∣ et |g (∞)| sont respectivement les expressions du facteur
d’amplification temporelle pour α(opt)

f et pour αf →∞, définies comme suit :

∣∣∣g(opt)
∣∣∣ = 1− Ds(

1− Ds
)
+ 2Bi∆

(7.20)

|g (∞)| =
1− Ds

Bi∆
(7.21)

7.1.2.2 Variante de la méthode Neumann-Robin plus robuste

En suivant le même démarche que celle décrite précédemment pour la méthode
Dirichlet-Robin, nous allons développer une méthode permettant de stabiliser le problème
aérothermique quelle que soit la distance de pénétration de la chaleur dans le solide.
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Ainsi, en considérant une diffusion instantanée de la chaleur dans le solide (cf. Éq. 7.11),
les équations (7.18) et (7.19) deviennent :

α
(max)
f =

2h

1− Bi∆
(7.22)

α
(opt)
f = 2h (7.23)

On remarque que l’Équation (7.23) coïncide avec la limite de stabilité obtenue par
Verstraete et Scholl, 2016 (cf. Éq. (2.24)).

Dans la méthode Neumann-Robin on retrouve également que la limite de stabilité est
une fonction croissante de la distance de pénétration, c’est-à-dire :

α
(max)
f (∆yf) < α

(max)
f (2∆yf) < . . . < α

(max)
f (Λs) (7.24)

Toutefois, pour la méthode Neumann-Robin, l’interprétation de ce résultat est différente
car la limite de stabilité obtenue avec une certaine valeur de la distance de pénétration
stabilise seulement des problèmes caractérisés par une distance de pénétration plus
grande. En effet, en combinant l’équation (7.24) avec l’évolution croissante de |g (αf)| (cf.
Tableau 7.2), l’inégalité suivante est obtenue :

∣∣∣g
(
α
(max)
f (∆yf)

)∣∣∣ <
∣∣∣g
(
α
(max)
f (Λs)

)∣∣∣ (7.25)

Il est ainsi préférable d’utiliser les coefficients de stabilité calculés avec une distance
de pénétration égale à ∆yf (cf. Éq. (7.18) et (7.19)) qui sont aptes à stabiliser tous les
problèmes couplés quelle que soit la distance de pénétration.

En conclusion, pour des problèmes à interaction thermique faible ou modérée la
méthode Dirichlet-Robin est préférable à la méthode Neumann-Robin qui est plus
adaptée à la stabilisation des problèmes à interaction thermique forte. Afin d’assurer
ultérieurement la stabilité du problème couplé l’utilisation de leur variantes plus robustes
est conseillée.

Dans le cas de ces travaux de thèse, la variante de la méthode Dirichlet-Robin plus
robuste est employée.

7.2 validation du couplage aérothermique en régime
transitoire

Dans cette section, l’algorithme de couplage quasi-instationnaire est testé en utilisant
différentes valeurs du coefficient de couplage αf. L’objectif est de vérifier l’effet du
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coefficient de couplage sur la solution du problème. La méthode employée à l’interface
est la méthode Dirichlet-Robin.

7.2.1 Description du cas test

Le cas test utilisé pour la validation est un cas test de plaque plane où on étudie le
transitoire thermique pendant une période d’une seconde. La géométrie et les maillages
des deux domaines (fluide et solide) sont identiques au cas test décrit à la Section 3.3.

Solide

FluideZone tampon

x

y

T = f(t)

Interface de couplage

Λs = 3 mm

L = 350 mm

U∞ = 83 m/s

T∞ = 1200 K

Paroi adiabatique

150 mm

Figure 7.2 – Schématisation du cas test de la plaque plane. La température imposée sur la surface
inférieure du domaine solide évolue dans le temps.

Cependant, à la différence de ce dernier, la température imposée sur la surface in-
férieure du domaine solide évolue dans le temps afin de simuler une variation des
conditions opérationnelles du système aérothermique.

La Figure 7.3 montre l’évolution temporelle de la température imposée sur cette
surface. Trois points de fonctionnement du système ont été imposés. Le premier point
(premier instant) est l’état initial du problème (ts = 0 s) où la température vaut 1000 K,
le deuxième se trouve à ts = 0, 5 s et correspond à la température la plus élevée (1120 K)
et le dernier correspond à l’état final (ts = 1 s) où la température vaut à nouveau 1000 K.
Entre ces trois points de fonctionnement, l’évolution temporelle de la température est
supposée linéaire.

Pour ce qui concerne l’interface fluide-structure, au temps initial (ts = 0 s) elle est
initialisée à la température de 1000 K car l’écoulement fluide et la diffusion dans le solide
sont considérés déjà en équilibre. Les instants de couplage choisis sont les deux points
de fonctionnement à 0, 5 s et à 1 s, où l’état fluide est connu. Entre l’état initial et ces
deux instants de couplage, l’état fluide est imposé via une prédiction linéaire en temps
des états fluides connus. Cette prédiction linéaire est la plus utilisée dans la littérature
lorsque le transitoire thermique est résolu via l’algorithme quasi-instationnaire. La Figure
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Figure 7.3 – Variation temporelle de la température imposée sur la surface inférieure du domaine
solide.

k [W/(mK)] ρCp [J/(Km3)] ∆ys [m] ∆ts [s] Ds Bi

13, 6 1, 36 · 106 3, 3 · 10−4 1 · 10−3 0, 5 0, 1

Tableau 7.3 – Paramètres caractérisant le problème thermique

7.4 montre l’échange "fictif" entre les états fluides prédits en correspondance de chaque
résolution de la diffusion solide entre deux instants de couplage. En effet, les échanges
aux itérations solides entre deux couplages n’ont pas lieu car la prédiction linéaire des
états fluides est réalisée par le solveur solide qui connaît les états fluides résolus aux
instants de couplage tc et tc +∆tc.

Les principaux paramètres caractérisant le problème thermique sont indiqués dans le
Tableau 7.3. Le nombre de Biot vaut 0, 1, l’interaction thermique est alors faible. Ainsi, ce
problème aérothermique est stable quel que soit le coefficient de couplage αf.

Le pas de temps de la diffusion solide (∆ts = 0, 001 s) est inférieur au pas de temps
calculé en imposant le nombre de Fourier de la première maille solide égal à 0, 5. Cette
valeur représente la limite de stabilité d’une résolution explicite du problème de diffusion
thermique dans le solide. En effet, un tel pas de temps permet une intégration temporelle
suffisamment précise.

Le critère de convergence choisi pour ce cas test est le suivant :

∆Ts < ε ε = 10−3 K (7.26)
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Fluide
t

Solide
t

tc tc + ∆tc

tktk−1 tk+1

État fluide résolu État fluide interpolé

État solide couplé État solide non couplé

Figure 7.4 – Schématisation de l’algorithme quasi-instationnaire avec mise en évidence des états
fluides interpolés.

7.2.2 Résultats

Pour le traitement de l’interface fluide-structure la méthode Dirichlet-Robin a été
employée. Comme déjà démontré précédemment, cette méthode est la plus robuste et la
plus utilisée dans la littérature. Ainsi, les conditions aux limites appliquées à l’interface
fluide-structure sont les suivantes :{

q̂ns +αn−1f T̂ns = −intert
(
qn−1f

)
+αn−1f intert

(
Tn−1f

)
sur Γs à tk

T̂nf = Tns sur Γf à tc
(7.27)

où intert (x) représente l’interpolation linéaire en temps de la variable x décrite par
l’équation suivante :

x− x0 = a(t− t0) où x0 = x(t0), a = const (7.28)

L’équation (7.27) est appliquée aux fluide aux seuls instants de couplage, alors qu’elle
est appliquée à chaque itération solide tk située entre deux instants de couplage comme
montré sur la Figure 7.4. Pour la prédiction des états fluides, une interpolation est réalisée
en utilisant les valeurs extrêmes (à tc et à tc + ∆tc calculée à l’itération de couplage
précédente n− 1). Les quantités pariétales à tc ne varient pas dans le temps car cet
état fluide est l’état convergé du processus itératif précédent où on a atteint l’équilibre
fluide-structure. En revanche, l’état fluide final à tc+∆tc est mis à jour à chaque itération
n du processus itératif courant jusqu’à atteindre l’équilibre thermique de l’interface. À la
première itération de couplage (n = 1) une prédiction constante est employée.
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Afin de valider le couplage en régime transitoire, nous avons comparé les solutions
obtenues avec les trois valeurs du coefficient du couplage. Ces trois valeurs sont les
suivantes :

— αf = 0 (Dirichlet-Neumann) ;
— α

(opt)
f (cf. Éq. (7.15)) calculé en supposant que la diffusion de la chaleur dans le

solide est instantanée ;
— αf = 10

5.
La Figure 7.5 montre les résultats de cette comparaison au bord d’attaque en termes

d’évolution de la température (Figure 7.5a) et du flux de chaleur (Figure 7.5b). Une
dépendance importante de la solution en αf est observée. Dans le paragraphe 1.2.4, nous
avons vu que le coefficient de la condition de Robin n’impacte pas la solution car le terme
de relaxation (cf. Éq. (1.43)) s’annule une fois l’équilibre de l’interface atteint. Cependant,
le terme de relaxation ne s’annule pas dans ce cas. Le terme de relaxation apparaît en
écrivant la première équation de (7.27) comme suit :

q̂ns = −intert
(
qn−1f

)
+αn−1f

(
intert

(
Tn−1f

)
− T̂ns

)
sur Γs à tk (7.29)

L’Équation (7.29) montre clairement que la différence entre les deux courbes peut être
uniquement générée que par le terme de relaxation αn−1f

(
intert

(
Tn−1f

)
− T̂ns

)
car pour

αf = 0 ce dernier est nul.
Sur la Figure 7.5b on observe que les deux courbes prennent des valeurs similaires

autour des instants de couplage seulement (à 0, 5 s et à 1 s). En effet, aux instants
de couplage, l’équilibre de l’interface est atteint (Tf ≈ Ts hormis d’éventuelles erreurs
d’interpolation spatiale entre les deux maillages).

Entre les instants de couplage le terme de relaxation ne s’annule pas car la variation
linéaire de la température fluide (intert

(
Tn−1f

)
) ne coïncide pas avec l’évolution de la

température de l’interface solide (T̂ns ) calculée par le solveur solide. En effet, pour des
grandes valeur du coefficient de couplage (α(opt)

f et 105), le terme de relaxation devient
plus important que le terme représentant le flux de chaleur, ce qui engendre une évolution
de la température quasi-linéaire.

La Figure 7.6 montre l’évolution temporelle de la température et du flux de chaleur au
bord de fuite de l’interface. Un comportement similaire est observé.
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Figure 7.5 – Profils de la température et du flux de chaleur au bord d’attaque de l’interface
pour trois valeurs du coefficient de couplage αf (0, α(opt)f et 105) obtenus avec la
prédiction linéaire classique.
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Figure 7.6 – Profils de la température et du flux de chaleur au bord de fuite de l’interface
pour trois valeurs du coefficient de couplage αf (0, α(opt)f et 105) obtenus avec la
prédiction linéaire classique.
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7.3 conclusion

Dans cette section nous avons abordé le problème de l’évolution de l’interaction
thermique le long d’un intervalle de temps via l’algorithme quasi-instationnaire. Cet
algorithme a été d’abord implémenté dans un plugin du solveur solide Z-set puis validé.
De plus, nous avons présenté et analysé les méthodes optimales de stabilisation des
problèmes d’interaction thermique fluide-structure en régime transitoire. Cette discussion
a mené à la proposition d’une approche unifiée qui permet de stabiliser un problème
aérothermique en régime transitoire quelle que soit la distance de pénétration de la
chaleur dans le solide.

Lors de la validation de l’algorithme quasi-instationnaire, une dépendance de la
solution au coefficient de couplage est observée. Cette dépendance est due à l’écart entre
la prédiction linéaire de la température fluide et l’évolution de la température du solide.
Cet écart rend le poids du terme de relaxation de la condition de Robin prépondérant
même à convergence. Le traitement de ce phénomène indésirable sera traité dans le
chapitre suivant.



8 A M É L I O R AT I O N D E L A P R É C I S I O N D E S
C A LC U L S A É R OT H E R M I Q U E S
T R A N S I TO I R E S

Le chapitre précédent a abordé la résolution des problèmes aérothermiques en régime
transitoire via l’algorithme quasi-instationnaire qui permet de réduire le temps de calcul
(en comparaison avec l’algorithme instationnaire-instationnaire qui couple les deux
physiques systématiquement). Cette diminution du temps de calcul résulte du fait que
l’écoulement fluide peut être résolu seulement à certains instants (instants de couplage).
Cependant, nous avons montré que la solution dépend du coefficient de couplage du fait
d’une prédiction linéaire en temps des états fluides (méthode classique).

Ainsi, l’objectif de ce chapitre consiste à proposer une correction de la prédiction afin
de garantir une solution indépendante du coefficient de couplage. Les développements
sont réalisés avec la méthode Dirichlet-Robin mais ils peuvent être étendus à la méthode
Neumann-Robin.

Dans la Section 8.1, la prédiction linéaire est corrigée afin de supprimer la dépendance
de la solution au coefficient de couplage. Une comparaison avec une solution de référence
est réalisée afin de valider la précision de la solution obtenue.

Dans la section 8.2, une autre prédiction basée sur la loi de Newton (relation linéaire
entre la température et le flux de chaleur) est développée et comparée à la solution de
référence et à la prédiction linéaire. Enfin, deux autres cas test sont menés à bien pour
tester la robustesse des deux nouvelles méthodes.

8.1 correction de la prédiction linéaire afin de suppri-
mer la dépendance de la solution au coefficient de
couplage

Dans cette section, nous proposons une correction de la prédiction linéaire classique
afin de supprimer la dépendance de la solution au coefficient de couplage. Par souci de
simplicité, nous indiquons dans le reste de ce mémoire la prédiction linéaire classique
par DR1 (Dirichlet-Robin version 1) et la modification de cette dernière par DR2 (Dirichlet-
Robin version 2).

143
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8.1.1 Interpolation du seul flux de chaleur

La prédiction DR1 est basée sur l’interpolation linéaire en temps des deux principales
quantités thermiques pariétales (la température et le flux de chaleur).

L’évolution de la température dans le solide due à la diffusion thermique n’est pas
linéaire en temps. Ainsi, le terme de relaxation dans la condition de Robin (cf. Éq.
(7.29)) n’est pas nul entre deux instants de couplage. Toutefois, sur l’interface fluide une
condition de température imposée (condition de Dirichlet) est appliquée, ce qui implique
la relation suivante :

Tn−1f = Tn−1s (8.1)

Il en résulte la définition suivante de la prédiction DR2 :{
q̂ns +αn−1f T̂ns = −intert

(
qn−1f

)
+αn−1f Tn−1s sur Γs à tk

T̂nf = Tns sur Γf à tc
(8.2)

Et, en conséquence, afin de mettre en évidence le terme de relaxation, la première
équation de (8.2) peut être réécrite comme suit :

q̂ns = −intert
(
qn−1f

)
+αn−1f

(
Tn−1s − T̂ns

)
sur Γs à tk (8.3)

La Figure 8.1 montre la solution du problème aérothermique en régime transitoire
décrit dans §7.2.1 en utilisant la prédiction DR2. Sur la Figure 8.1a les deux courbes
sont superposées mais, un zoom permet de remarquer un léger écart des deux courbes
de 0, 02% en erreur relative. En effet, le terme de relaxation αn−1f

(
Tn−1s − T̂ns

)
de la

prédiction DR2 est quasi-négligeable lorsque la convergence est atteinte car l’évolution de
la température de l’interface ne varie plus au cours des itérations de couplage.

Concernant le profil du flux de chaleur (cf. 8.1b), un écart plus important est remar-
qué. Cet écart est de 16% en erreur relative ce qui correspond à un écart absolu de
3682 W/m2. Cet écart est largement supérieur à l’erreur maximale due au choix du
critère de convergence ε, c’est à dire :

αf
(
Tn−1s − T̂ns

)
= αf · ε = 105 · 10−3 W/m2 = 102 W/m2 (8.4)

Cela veut dire que la différence Tn−1s − T̂ns du terme de relaxation de la prédiction DR2

(8.3), ne suffit pas à expliquer l’écart enregistré par une convergence ε.
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Figure 8.1 – Profils de la température et du flux de chaleur au bord d’attaque de l’interface pour
deux valeurs du coefficient de couplage αf (0 et 105) obtenus avec la méthode DR2.
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8.1.2 Évaluation des quantités pariétales aux points de Gauss

Un problème d’interaction thermique fluide-structure est généralement caractérisé par
l’interfaçage de deux méthodes de discrétisations différentes (MVF pour le fluide et MEF
pour le solide).

La résolution du problème de diffusion thermique dans solide via la méthode des
éléments finis (MEF) donne une précision de la solution au moins d’ordre 1 en espace (la
solution dans chaque élément est au moins linéaire). Au contraire, l’écoulement fluide
est modélisé avec la méthode des volumes finis (MVF) qui donne une solution d’ordre 0
en espace (solution constante dans le volume élémentaire).

Afin de simplifier l’interfaçage de ces deux méthodes de discrétisation, l’échange
des quantités pariétales est généralement réalisé au centre des éléments surfaciques
de l’interface de couplage. Ainsi, la localisation des points d’échange sur la surface
de l’élément est alors d’autant plus importante pour le problème solide que pour le
problème fluide.

Dans ce paragraphe, nous montrons qu’une localisation correcte des points d’échange
permet de réduire ultérieurement la dépendance en αf de la solution.

Dans la méthode des éléments finis l’application des conditions aux limites est réalisée
par intégration sur la surface d’application. L’intégration est effectuée au travers de
formules de quadrature qui approximent l’intégrale définie I d’une fonction générique
f(x) par une somme pondérée (de poids ω(x)) prise en un certain nombre n de points
du domaine d’intégration [a, b]. Dans MEF, la quadrature de Gauss, définie ci-dessous,
est généralement la plus utilisée :

I =

∫b
a

ω(x)f(x)dx ≈
n∑
i=1

ωif(xi)

Cette quadrature assure l’approximation exacte d’une fonction polynomiale d’ordre
2n− 1 ou moins en utilisant n points de Gauss (Ern et Guermond, 2004). Ainsi, afin
d’améliorer la précision du couplage la réception des quantités fluides aux points de
Gauss des éléments surfaciques de l’interface fluide-structure a été implémentée.

De plus, concernant l’application de la condition de Robin dans la prédiction DR2 (cf.
Éq. (8.3)) non seulement le flux de chaleur qn−1f mais aussi le terme de relaxation, et
donc la température solide Tn−1s , doivent être évaluées aux points de Gauss afin de
calculer avec précision l’intégrale de la condition de Robin. La température solide peut
être évaluée aux points de Gauss à partir des valeurs de la température aux nœuds en
utilisant les fonctions de forme propres aux éléments finis. Il est alors nécessaire de
stocker cette température pour pouvoir l’utiliser à l’itération de couplage suivante.

La Figure 8.2 compare les résultats obtenus avec la méthode DR2 en utilisant les valeurs
aux centres des éléments (pratique classique) avec ceux obtenus en utilisant les valeurs
aux points de Gauss (approche proposée dans ce chapitre). Une réduction supplémentaire
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de la dépendance de la solution au coefficient de couplage est obtenue. Sur la Figure 8.2a,
les profils de température semblent superposés et même en zoomant (cf. Figure 8.2c) la
différence entre la courbe à αf = 0 et celle à αf = 105 avec utilisation des points de Gauss
est infime. En effet, l’écart est seulement de 0, 0002% en erreur relative. Ainsi, la correcte
application des quantités échangées et donc une correcte intégration de la condition
aux limites permet d’avoir une précision meilleure. Concernant le flux de chaleur (cf.
Figures 8.2b et 8.2d), l’écart a été réduit à 0, 08%, ce qui correspond à une différence
de 22 W/m2. Cette dernière est inférieure à l’erreur minimale imposée par le choix du
critère de convergence de 100 W/m2 (cf. Éq. (8.4)). La dépendance de la solution au
coefficient de couplage a ainsi été supprimée.

8.1.3 Importance du raffinement du maillage solide (près de l’interface de couplage)

Dans cette section, l’impact du raffinement du maillage solide près de l’interface de
couplage est analysé.

Cette étude a été réalisée en analysant les profils des flux de chaleur. Les profils qui
ont été comparés sont les suivants :

— le flux de chaleur reçu par le solide au point de Gauss le plus proche au bord
d’attaque ;

— le flux de chaleur calculé par le solveur solide au centre de l’élément surfacique du
bord d’attaque ;

— le flux envoyé par le solveur solide depuis au centre de l’élément surfacique du
bord d’attaque.

Étant donné que la taille de la maille solide contenant le bord d’attaque est infime
(∆xs = 3, 3 · 10−4 mm), l’erreur dans la comparaison du flux de chaleur évalué aux
points de Gauss avec ceux évalués aux centres des éléments est négligeable. Les calculs
ont été réalisés en utilisant αf = 0 afin de comparer les seuls flux de chaleur.

La Figure 8.3 montre cette comparaison pour le maillage solide utilisé jusqu’à présent
(∆ys = 3, 3 · 10−4 mm). L’écart entre le flux de chaleur reçu et envoyé est considérable
alors que cet écart est sensé être petit lorsque la convergence est atteinte.

Nous avons vérifié que cet écart n’est pas dû à la présence d’une erreur dans la routine
qui s’occupe de l’extraction et de l’envoi du flux de chaleur en comparant le flux envoyé
et le flux de chaleur calculé au même point (respectivement la courbe verte et bleue sur
la Figure 8.3). L’écart résulte alors d’une évaluation inexacte du flux de chaleur à partir
du champ de température calculé.

La Figure 8.4 montre qu’en raffinant le maillage solide (∆ys = 2, 7 · 10−5 mm, soit un
resserrement 10 fois plus grand que la précédente taille de maille) l’écart entre le flux de
chaleur reçu et envoyé se réduit. Cette taille de maille est plus appropriée au problème
thermique traité.
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αf = 10
5 point de Gauss

(b) Profil du flux de chaleur

0,9 0,91 0,92 0,93 0,94 0,95 0,96 0,97 0,98
1066

1067

1068

1069

1070

1071

1072

Temps [s]

T
em

p
ér

at
u

re
[K

]

αf = 0

αf = 10
5 centre des éléments
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Figure 8.2 – Profils de la température et du flux de chaleur au bord d’attaque de l’interface pour
deux valeurs du coefficient de couplage αf (0 et 105) obtenus avec la méthode DR2
et avec la méthode DR2 utilisant les points de Gauss.
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Figure 8.3 – Profils des flux de chaleur au bord d’attaque de l’interface obtenus avec la mé-
thode DR2 aux points de Gauss pour le maillage solide utilisé jusqu’à présent
(∆ys = 3, 3 · 10−4 mm). La comparaison est réalisée entre le flux de chaleur reçu
aux points des Gauss, le flux calculé aux centres des éléments surfaciques et celui
envoyé de ce dernier point.

En conclusion, le maillage solide utilisé pour l’étude du problème aérothermique
en régime permanent n’est pas adapté au problème en régime transitoire. Il est alors
nécessaire de raffiner le maillage solide afin de capturer correctement les gradients
de la solution. Une autre solution est d’utiliser des éléments avec fonctions de forme
polynômiales à ordre élevé qui permettent d’augmenter le degré de résolution sans
augmenter énormément le nombre d’éléments.

Le maillage plus raffiné est utilisé dans la suite du mémoire.
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Figure 8.4 – Profils des flux de chaleur au bord d’attaque de l’interface obtenus avec la méthode
DR2 aux points de Gauss pour un maillage solide plus raffiné (∆ys = 2, 7 · 10−5 mm).
La comparaison est réalisée entre le flux de chaleur reçu aux points des Gauss, le
flux calculé aux centres des éléments surfaciques et celui envoyé de ce dernier point.

8.1.4 Validation de la méthode DR2 en comparant les résultats obtenus avec une
solution de référence

Dans cette sous-section les résultats obtenus en utilisant la méthode DR2 sont comparés
avec une solution de référence afin de vérifier la précision de la méthode.

8.1.4.1 Solution de référence

Comme nous l’avons déjà écrit, la solution de référence a été obtenue via l’algorithme
de couplage instationnaire-instationnaire en couplant les deux physiques à chaque
itération fluide (∆tf = 5 · 10−5). Le couplage à chaque itération fluide permet d’éviter
l’utilisation d’une prédiction des états fluides car, à chaque instant de résolution de la
diffusion solide, un calcul CFD lui correspondant est réalisé. De plus, cette très petite
période de couplage permet de supprimer le processus itératif car l’erreur dans le respect
du critère de continuité flux-température cft est négligeable. Ce calcul de référence est
bien évidemment extrêmement coûteux et n’est réalisé que pour valider les méthodes
d’interpolation proposées dans ce chapitre. Par ailleurs, l’utilisation d’un pas de temps
très petit peut engendrer des oscillations parasites associées aux conditions de profondeur
de pénétration (penetration depth condition en anglais). Pour éviter leur apparition, il est
nécessaire d’appliquer une agglomération (lumping en anglais) de la matrice de capacité
thermique qui transforme cette dernière dans une M-matrice 1 (Fachinotti et Bellet, 2006).

1. Matrice carrée réelle ayant tous ses mineurs principaux strictement positifs et ses éléments extra-
diagonaux négatifs.
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Figure 8.5 – Profils de la température et du flux de chaleur de la solution de référence au bord
d’attaque de l’interface

La Figure 8.5 montre les profils de température et flux de chaleur de la solution
de référence. Afin d’obtenir la solution de référence, il a été nécessaire de changer
l’initialisation de l’interface de couplage, ce qui explique le profil du flux de chaleur (cf.
Figure 8.5b) différent de celui obtenu dans les études précédemment réalisées. Dans ce
paragraphe, cette solution de référence est comparée à la solution obtenue en couplant
l’écoulement fluide et la diffusion solide à chaque itération solide. Le pas de temps de
la diffusion solide (∆ts = 0, 001 s) est inférieur au pas de temps calculé en imposant le
nombre de Fourier de la première maille solide égal à 0, 5, ce qui représente la limite de
stabilité d’une résolution explicite du problème de diffusion thermique dans le solide.
L’objectif de cette comparaison est d’analyser si des couplages un peu moins fréquents
(à chaque itération solide) permettent d’obtenir une solution suffisamment précise. En
effet, cela permet de réduire de 20 fois le nombre de couplages et, par conséquent, le
nombre de résolutions de la conduction solide. On passe ainsi de 20000 à 1000 itérations
de couplage.

La Figure 8.6 compare les résultats en termes de température et flux de chaleur de
ces deux simulations. Concernant la température, les deux courbes de Figure 8.6a sont
superposées, l’erreur relative est infime (0, 01%). De même pour les profils de flux de
chaleur présentés sur la Figure 8.6b, l’erreur relative est petite (0, 12%). Ainsi, les résultats
obtenus dans la suite de la thèse seront comparés avec la solution de référence réalisée
en couplant à chaque itération solide afin d’accélérer l’étude.

Dans la suite, on appellera DR0 la solution de référence.
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Figure 8.6 – Comparaison de la solution de référence obtenue en couplant à chaque itération
fluide avec celle obtenue en couplant à chaque itération solide au bord d’attaque de
l’interface.

8.1.4.2 Comparaison des résultats avec la solution de référence

La comparaison entre la solution calculée par la méthode DR2 et la solution de référence
(DR0) est présentée sur les graphiques de la Figure 8.7.

Les profils de température de la Figure 8.7a sont quasi superposés, un petit écart relatif
de 0, 06% est visible en agrandissant la vue (cf. Figure 8.7b). Au contraire, l’erreur est
importante (16, 1%) sur le flux de chaleur (cf. Figure 8.7c). En effet, l’évolution linéaire du
flux de chaleur imposée par la méthode DR2 ne correspond pas à l’évolution non-linéaire
du flux de chaleur de la solution de référence. Cette erreur n’a pas eu d’impact sur la
température car les points de couplage sont proches (∆tc = 0, 5 s). Dans le cas contraire,
le profil de température s’éloignerait davantage de la solution de référence sous l’effet
d’un apport inexact de chaleur au système.

Dans la section suivante, la prédiction linéaire en temps est remise en question et
une nouvelle prédiction basée sur des principes physiques va être présentée, discutée et
analysée.
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Figure 8.7 – Comparaison entre les résultats obtenus avec la méthode DR2 et la solution de
référence DR0 au bord d’attaque de l’interface.
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8.2 amélioration de la précision en modifiant la pré-
diction du flux de chaleur

Cette section est dédiée à l’amélioration de la précision de la résolution des problèmes
aérothermiques en régime transitoire via l’algorithme quasi-instationnaire. Il s’agit no-
tamment de développer une prédiction des états fluides entre deux instants de couplage
qui soit plus proche de la réalité et qui ne s’appuie pas sur une simple interpolation
temporelle qui, physiquement, ne se justifie pas. Cette méthode a été testée sur le cas test
de la plaque plane utilisé jusqu’à présent, puis validée sur un cas test à forte interaction
thermique. Une validation ultérieure a été réalisée sur un cas test où l’instationnarité
vient des conditions de fonctionnement de l’écoulement fluide et non plus d’une paroi
du solide.

8.2.1 Développement de la prédiction flux-température

Une prédiction linéaire en temps est acceptable lorsque les instants de couplage sont
rapprochés. Lorsque cette condition n’est pas vérifiée, la prédiction linéaire en temps n’est
plus pertinente et n’est pas justifiée physiquement. Au contraire, la loi de refroidissement
de Newton stipule que le flux de chaleur est directement proportionnel à la différence
de température entre le solide et le milieu qui l’entoure. Elle est décrite par la relation
suivante :

q = h (T − Tref) (8.5)

où h est le coefficient d’échange thermique, T la température de l’interface solide et Tref
une température de référence, typiquement la température caractéristique du fluide loin
de la paroi.

Cependant, la relation (8.5) est valide seulement sous certaines conditions qui ne sont
pas respectées dans la plupart des cas. En effet, elle présuppose que les deux milieux
fluide et solide sont homogènes, ainsi que le milieu fluide est à température constante
Tref et la différence de température (T − Tref) est petite (Davidzon, 2012). De plus, h
dépend des conditions aux limites et des propriétés thermiques du solide (Degiovanni et
Remy, 2016).

Sur la base de l’Équation (8.5) et en supposant que la température du fluide Tref
ne change pas au cours du temps, on peut écrire la relation linéaire flux-température
suivante :

q (T (t)) = q (T (t1)) +
q (T (t2)) − q (T (t1))

T (t2) − T (t1)
(T (t) − T (t1)) t1 6 t 6 t2 (8.6)

Afin de simplifier la notation, T (tx) sera indiquée par la suite avec Tx, aussi bien que
q (T (tx))⇒ qx et Tref (tx)⇒ Trefx , où x = {1, 2}.
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Dans le cas où la température du fluide Tref varie au cours du temps (Tref (t)), la
prédiction linéaire flux-température s’écrit comme suit :

q (T (t)) =
(q2 − q1) [T (t) − Tref (t)] + (T2 − Tref2)q1 − (T1 − Tref1)q2

T2 − Tref2 + Tref1 − T1
(8.7)

Cette nouvelle méthode sera indiquée par la suite par DR3. Elle est caractérisée par le
système d’équations suivant :{

q̂ns +αn−1f T̂ns = −interT
(
qn−1f

)
+αn−1f Tn−1s on Γs at tk

T̂nf = Tns on Γf at tc
(8.8)

où interT
(
qn−1f

)
indique la prédiction flux-température décrite par (8.6) ou par (8.7).

8.2.2 Validation de la méthode DR3 en comparant les résultats obtenus avec la
solution de référence

Dans ce paragraphe, la méthode DR3 est validée en comparant les résultats obtenus avec
la solution de référence sur le cas test précedemment utilisé et décrit dans la section 7.2.1.
Une comparaison avec les résultats obtenus avec la méthode DR2 est également réalisée.
Les graphiques sur la Figure 8.8 présentent cette comparaison.

Concernant la température (cf. Figure 8.8a), les profils calculés par les méthodes DR2 et
DR3 sont superposés. Cependant, en agrandissant la vue (cf. Figure 8.8b), on n’observe
pas un écart entre la courbe DR3 et la solution de référence (DR0), ce qui n’est pas le cas
pour la courbe DR2. Ainsi, l’écart relatif entre les courbe DR3 et DR0 est infime (0, 0008%).

La Figure 8.8c montre la comparaison en termes de flux de chaleur. Le profil de flux
de chaleur calculé par la méthode DR3 est superposé à la solution de référence. L’écart
relatif est à nouveau infime (0, 16%).

Le Tableau 8.1 résume les résultats de cette comparaison en termes d’erreur relative sur
la précision. La méthode DR3 basée sur une prédiction linéaire flux-température permet
d’améliorer la précision de deux ordres de grandeur sur l’évolution de la température et
du flux de chaleur. En effet, elle réussit à capturer fidèlement la non-linéarité du flux de
chaleur. Cependant, elle est moins robuste que la méthode DR2. Les dénominateurs de la
prédiction flux-température (cf. Équations (8.6) et (8.7)) peuvent effectivement s’annuler
si les températures aux instants de couplage sont similaires (T2 ' T1), contrairement à la
prédiction linéaire en temps utilisée dans la méthode DR2 où le temps est toujours une
fonction croissante (t2 > t1). Un dénominateur nul ou très petit entraîne un calcul du
flux de chaleur infini ou très grand qui déstabilisera le problème couplé. Afin d’éviter que
cela ne se produise, un critère sur le dénominateur a été établi qui déclenche l’utilisation
de la méthode DR2 : le résultat est moins précis mais on garantit au moins la stabilité.
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Figure 8.8 – Comparaison entre les résultats obtenus avec la méthode DR3 et avec la méthode
DR2 et la solution de référence DR0 au bord d’attaque de l’interface.
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Méthode Température Flux de chaleur

DR2 0.06% 16.1%

DR3 0.0008% 0.16%
Tableau 8.1 – Erreur relative sur la précision des méthodes DR2 et DR3

8.2.3 Validation de la méthode DR3 sur un cas test à forte interaction thermique

Dans ce paragraphe, la méthode DR3 est testée afin de vérifier que cette méthode
réussit à résoudre le régime transitoire lorsque les interactions thermiques sont fortes.
Les résultats obtenus avec la méthode DR3 sont comparés avec la solution de référence et
également avec les résultats obtenus en utilisant la méthode DR2.

8.2.3.1 Description du cas test

Le cas test utilisé est similaire à celui décrit à la section 7.2.1 et utilisé jusqu’à présent.
Le maillage solide est le maillage raffiné (∆ys = 2, 7 · 10−5 m) traité dans la section 8.1.3.
Afin de modifier l’interaction thermique, les propriétés thermiques du problème solide
ont été changées. Ces dernières sont résumées dans le Tableau 8.2. Pour ce cas test le
nombre de Biot Bi s’élève a 3, ce qui le classifie comme un cas test à forte interaction
thermique.

k [W/(mK)] ρCp [J/(Km3)] ∆ys [m] ∆ts [s] Ds Bi

0, 5 1, 36 · 106 2, 7 · 10−5 1 · 10−3 0, 5 3

Tableau 8.2 – Paramètres caractérisant le problème à forte interaction thermique

8.2.3.2 Comparaison des résultats avec la solution de référence

Les graphiques de la Figure 8.9 présentent les résultats obtenus avec les méthodes DR2

et DR3 en les comparant avec la solution de référence. La solution de référence a été cette
fois obtenue en couplant les problèmes fluide et solide à tous les pas de temps solides.

En observant les profils de température (cf. Figure 8.9a), un écart entre les courbes DR2

et DR0 émerge (erreur relative de 0.41%, correspondant à une erreur absolue de 4.3 K)
alors que la courbe DR3 reproduit fidèlement la solution de référence. L’écart entre ces
deux courbes est infime (0.006%) et n’est pas visible sur la vue agrandie de Figure 8.9b.

Concernant le profil de flux de chaleur, la précision de la méthode DR3 est encore plus
remarquable. En effet, la méthode DR2 ne parvient pas à calculer le flux de chaleur exact
alors que ce dernier est quasi-linéaire (en excluant le premières fractions de seconde où
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Méthode Température Flux de chaleur

DR2 0.41% 10.8%

DR3 0.006% 0.05%
Tableau 8.3 – Erreur relative sur la précision des méthodes DR2 et DR3 pour le cas test à forte

interaction thermique

l’effet transitoire est trop important). Au contraire, la méthode DR3 calcule un flux de
chaleur qui diffère de la solution de référence de 0, 05% seulement en erreur relative. Par
ailleurs, le profil du flux de chaleur calculé par la méthode DR2 présente une cassure
brutale à t = 0, 5 s qui, cette fois-ci, se répercute également sur le profil de température
comme la Figure 8.8a le montre. En effet, l’imposition d’un flux de chaleur linéaire en
temps n’assure pas la dérivabilité de ce dernier aux points de couplage.

Le Tableau 8.1 résume les résultats de la comparaison réalisée pour ce cas test en
termes d’erreur relative sur la précision. Dans ce cas également, la méthode DR3 permet
d’améliorer la précision sur le calcul de la température d’environ deux ordres de grandeur
et de plus de deux ordres de grandeur sur l’évaluation du flux de chaleur.
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Figure 8.9 – Comparaison entre les résultats obtenus avec la méthode DR3 et avec la méthode
DR2 et la solution de référence DR0 au bord d’attaque de l’interface pour le cas test à
forte interaction thermique.
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8.2.4 Validation de la méthode DR3 sur un cas test où l’instationnarité provient du
changement de la condition d’injection de l’écoulement fluide

Dans cette sous-section, la méthode DR3 est testée sur le cas test de la plaque plane où,
cette fois-ci, l’instationnarité du problème thermique est engendrée par le changement
de la condition d’injection de l’écoulement fluide. L’objectif est de valider la prédiction
flux-température utilisée pas la méthode DR3 dans le cas où la température de référence
du fluide Tref varie au cours du temps.

8.2.4.1 Description du cas test

La géométrie et les maillages du cas test précédent (cf. section 8.2.3) ont été réutilisés
pour cette validation. Le cas test est illustré sur la Figure 8.10.

Une température constante de 1000 K est imposée le long de la surface inférieure du
domaine solide. Des profils de température et vitesse variant en temps sont appliqués
à l’injection du domaine fluide. Ils sont présentés sur la Figure 8.11. Quatre points de
fonctionnement du système ont été choisis :

— t = 0 s : T∞ = 1000 K et V∞ = 100 m/s ;
— t = 0, 6 s : T∞ = 1200 K et V∞ = 120 m/s ;
— t = 0, 9 s : T∞ = 1200 K et V∞ = 120 m/s ;
— t = 3 s : T∞ = 1100 K et V∞ = 110 m/s.

Ces points de fonctionnement coïncident avec les instants de couplage où les problèmes
fluide et solide sont couplés dans les calculs utilisant les méthodes DR2 et DR3. Entre ces
points de fonctionnement la variation temporelle des conditions de fonctionnement entre
les instants de couplage est considérée comme linéaire. Cette hypothèse est utilisée pour
la réalisation du calcul de référence et pour la variation de la température de référence
Tref lorsque la prédiction linéaire flux-température (cf. Équation (8.7)) de la méthode DR3

est employée.
Les principaux paramètres caractérisant le problème thermique sont indiqués dans le

Tableau 8.4. Les valeurs des paramètres thermiques choisies élèvent le nombre de Biot à
17, 1. Il s’agit donc d’un calcul à forte interaction thermique.

k [W/(mK)] ρCp [J/(Km3)] ∆ys [m] ∆ts [s] Ds Bi

0, 1 1, 7 · 106 2, 7 · 10−5 6 · 10−3 0, 48 17, 1

Tableau 8.4 – Paramètres caractérisant le problème à forte interaction thermique

8.2.4.2 Comparaison des résultats avec la solution de référence

Les graphiques sur la Figure 8.12 montrent la comparaison des résultats obtenus en
utilisant les méthodes DR2 et DR3 avec la solution de référence DR0.



8.2 amélioration de la précision en modifiant la prédiction du flux de chaleur 161

Solide

FluideZone tampon

x

y

T = 1000 K

Interface de couplage

Λs = 3 mm

L = 350 mm

U∞ = f(t)

T∞ = f(t)

Paroi adiabatique

150 mm

Figure 8.10 – Schématisation du cas test de la plaque plane. La température et la vitesse caracté-
risant l’injection de l’écoulement fluide évoluent dans le temps.
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Figure 8.11 – Variation temporelle de la température et de la vitesse imposées dans la condition
d’injection du domaine fluide.



162 amélioration de la précision des calculs aérothermiques transitoires

Méthode Température Flux de chaleur

DR2 1, 21% 35.65%

DR3 0.36% 19.65%
Tableau 8.5 – Erreur relative sur la précision des méthodes DR2 et DR3 pour le cas test où l’insta-

tionnarité vient de la condition d’injection.

Concernant l’évolution de la température (cf. Figure 8.9a), les trois profils sont similaires
jusqu’au troisième point de fonctionnement (t = 0, 9 s). À partir de cet instant, le profil
de température calculé par la méthode DR2 s’éloigne de la solution de référence, alors
que le profil de référence et celui calculé par la méthode DR3 restent superposés. L’écart
entre les courbes DR2 et DR0 est de 1, 21% en erreur relative qui correspond à un écart
absolu de 13, 5 K. L’écart relatif entre les courbes DR3 et DR0 est de 0, 36% (3, 8 K).

Un comportement similaire se vérifie sur le calcul du flux de chaleur comme la Figure
8.12b le montre. L’écart entre le profil du flux de chaleur calculé avec la méthode DR2 et la
solution de référence augmente à partir de t = 0, 9 s, alors que celui entre DR3 et DR0 reste
faible. En effet, la méthode DR2 donne une solution satisfaisante dans la première partie
du calcul car le profil de référence du flux de chaleur est quasi-linéaire. Au contraire,
dans la deuxième partie du calcul où la non-linéarité du profil du flux de chaleur est
plus marquée, la méthode DR2 s’éloigne de la solution de référence, alors que la méthode
DR3 réussit à bien capturer cette non-linéarité.

En zoomant le graphique du flux de chaleur vers la première partie du calcul (cf.
Figure 8.12c), les profils calculés par les deux méthodes ne sont pas superposés avec la
solution de référence. En effet, la méthode DR3 surestime le flux de chaleur, alors que
la méthode DR2 le sous-estime. Cela montre les limites de la méthode DR3 lorsque la
température de référence n’est pas aisément accessible. Dans cette partie du calcul, la
variation de Tref est considérable (200 K en 0, 6 s).

Le Tableau 8.5 résume les résultats de la comparaison réalisée pour ce cas test en terme
d’erreur relative sur la précision. La méthode DR3 permet d’améliorer la précision sur
la température d’au moins un ordre de grandeur, tandis que la précision est deux fois
meilleure sur le flux de chaleur. Ce gain limité de la méthode DR3 sur la méthode DR2

est dû à la variation de la température du fluide au cours du temps qui remet en cause
l’utilisation de la prédiction linéaire flux-température basée sur la loi de refroidissement
de Newton.
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Figure 8.12 – Comparaison entre les résultats obtenus avec la méthode DR3 et avec la méthode
DR2 et la solution de référence DR0 au bord d’attaque de l’interface pour le cas test
où l’instationnarité vient de la condition d’injection.
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8.3 conclusions

Dans ce chapitre, la précision des différentes méthodes de prédiction a été analysée en
la comparant à une solution de référence.

Les principales caractéristiques de chaque méthode étudiée sont résumées dans le
Tableau 8.6.

La méthode DR0 est utilisée afin de produire la solution de référence. Elle couple
les problèmes fluide et solide à chaque itération solide via l’algorithme instationnaire-
instationnaire, ce qui élimine la nécessite de prédire les états fluides et le besoin de
mettre en œvre une méthode itérative. En effet, l’utilisation de la méthode de couplage
Dirichlet-Neumann et d’une très petite période de couplage assure le respect du critère
cft (Continuité Flux-Température) à l’interface.

La méthode DR1 est la méthode classique de prédiction utilisée dans la littérature
lorsque le régime transitoire aérothermique est résolu à l’aide de l’algorithme quasi-
instationnaire. Cet algorithme emploie une prédiction linéaire en temps du flux de
chaleur et de la température provenant du solveur fluide. Cette combinaison engendre
une dépendance de la solution (Ts (t) et qs (t)) à la valeur du coefficient de couplage αf
(cf. Chapitre 7).

La méthode DR2 a été développée afin de supprimer la dépendance au coefficient de
couplage. Cette méthode se base sur l’utilisation du profil de température calculé par le
solveur solide à l’itération de couplage précédente au lieu d’employer une prédiction
linéaire en temps de la température fluide. De plus, afin de réduire davantage cette
dépendance, il faut faire attention à appliquer la quadrature de Gauss aux valeurs aux
points de Gauss et non aux centres des éléments, pratique commune dans le couplage
fluide-structure. Ainsi, la méthode DR2 ne présente pas une dépendance de la solution
au coefficient de couplage mais elle est inexacte car elle ne parvient pas à capturer la
non-linéarité du flux de chaleur.

La méthode DR3 a donc été développée afin d’améliorer la précision dans la pré-
diction du flux de chaleur fluide. Cette méthode se base sur une prédiction linéaire
flux-température mise en place à partir de la loi de refroidissement de Newton. La
méthode DR3 réussit à améliorer notablement la précision dans la résolution du régime
transitoire des problèmes couplés aérothermiques. Cependant, cette méthode est moins
robuste que la méthode DR2 lorsque les températures aux deux instants de couplage sont
proches, ce qui peut déstabiliser le problème couplé.

La méthode DR3 a été étudiée et comparée avec la méthode DR2 sur trois cas test :
deux caractérisés par la provenance de l’instationnarité d’une surface du domaine solide
et un caractérisé par l’instationnarité provenant de l’injection de l’écoulement. Sur les
premiers deux cas test, la méthode DR3 a donné des résultats d’au moins deux ordres
de grandeur plus précis que la méthode DR2. Sur le troisième cas test, la méthode DR3

fournit également des résultats plus précis que la méthode DR2. Cependant, dans ce cas,
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Méthode ∆tc
Sous-

itérations
qf Tf

Méthode à
l’interface

DR0 ∆ts Non qf -
Dirichlet-
Neumann

DR1 ∆tc Oui intert (qf) intert (Tf)
Dirichlet-

Robin

DR2 ∆tc Oui intert (qf) Ts
Dirichlet-

Robin

DR3 ∆tc Oui interT (qf) Ts
Dirichlet-

Robin
Tableau 8.6 – Résumé des principales caractéristiques des méthodes de prédiction étudiées

le gain en précision est limité par l’omission de la condition (Tref = const) requise par la
loi de refroidissement de Newton sur laquelle la prédiction linéaire flux-température de
la méthode DR3 se base.





9 C O U P L A G E A É R OT H E R M I Q U E
T R A N S I TO I R E S U R D E S C O N F I G U R AT I O N S
Q U A S I - I N D U S T R I E L L E S

Dans ce chapitre, la méthode de résolution des problèmes couplés aérothermiques en
régime transitoire, développée dans le chapitre 7 puis améliorée au chapitre 8, est testée
sur des configurations quasi-industrielles. Dans la littérature plusieurs études du régime
transitoire de disques de turbine ou de compresseur aéronautiques au cours d’un vol
complet ont été réalisées (Sun, Chew, Hills, Volkov et al., 2010 ; Ganine, Javiya et al., 2012 ;
Sun, Chew, Hills, Lewis et al., 2012). La plupart de ces études ont montré la nécessité de
coupler les problèmes fluide et solide sur une période de temps faible (typiquement le
temps caractéristique du solide) afin de calculer avec une précision acceptable le régime
transitoire.

L’objectif de ce chapitre est de vérifier si la méthode développée pendant cette thèse
présente autant de précision sur des configurations plus complexes par rapport au cas
académique de la plaque plane analysé jusqu’à présent. En particulier, nous voulons
vérifier si l’utilisation d’une meilleure prédiction des états fluides (méthode DR3 introduite
dans le chapitre 8), permet de réduire le nombre d’instants de couplage nécessaire pour
atteindre une solution suffisamment précise.

La première configuration quasi-industrielle est celle d’un disque de turbine haute-
pression (HP) refroidi par un écoulement d’air (cf. Section 9.1). La Section 9.2 est dédiée
à la validation de la méthode de couplage sur un circuit de refroidissement d’un tambour
de compresseur axial à haute pression chauffé au niveau du carter extérieur.

9.1 validation sur un cas de disque de turbine aéro-
nautique hp refroidi par un écoulement d’air

Cette section est dédiée à la validation de la méthode DR3 sur un cas test quasi-
industriel. Il s’agit d’un disque de turbine HP refroidi par un écoulement d’air pendant
environ 30 minutes (1700 s). Dans ce système, la présence d’un circuit de refroidissement
est essentiel afin de limiter la diffusion dans le disque d’une quantité considérable de
chaleur provenant des aubes en contact avec le circuit primaire du moteur. Les aubes
de turbine de nouvelle génération sont composée d’un superalliage à base de nickel et
revêtues d’une barrière thermique comme la zircone : elles sont donc très résistantes aux
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Z

p = 2, 5MPa
T = 800 K

p = 2MPa

T = f (t)

Solide

Fluide

Point 3
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Point 1

Figure 9.1 – Schéma du cas test du disque de turbine HP. La température imposée à la surface
supérieure du domaine solide évolue dans le temps.

hautes températures (T ≈ 1800 K). De plus, elles sont généralement refroidies par de
l’air froid qui circule dans de petits canaux internes. En revanche, le disque de turbine
sous-adjacent est moins protégé thermiquement et généralement fabriqué en titane ou en
superalliage moins résistant afin de réduire son coût de production.

9.1.1 Description du cas test

Le cas test est présenté sur la Figure 9.1. L’écoulement fluide est représenté en bleu et
le domaine solide en gris. Cette configuration a déjà été utilisée à l’ONERA dans le cadre
d’une collaboration avec l’entreprise Andheo. Cependant, les maillages ont été modifiés
car ils ne répondaient pas aux critères requis par la méthode de couplage. En particulier,
le maillages fluide a été raffiné près des parois (∆yf = 1, 6 · 10−5) pour atteindre une
taille de la première maille fluide satisfaisante (y+ ≈ 1).

Le problème fluide a été traité via une résolution antisymétrique. Une différence de
pression égal à 0, 5 MPa a été imposée entre l’entrée et la sortie de l’écoulement fluide.
Ce dernier est injecté dans le système à la température de 800 K. Ces conditions de
fonctionnement engendrent un nombre de Mach qui varie entre 0 et 0, 65 comme le
montre la Figure 9.2. Le nombre de Reynolds caractérisant le cas test est égal à 2, 3 · 104.
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Figure 9.2 – Champ du nombre de Mach dans le domaine fluide.

Le domaine solide est composé d’un maillage non structuré avec une taille de maille à
l’interface d’environ 0, 001 m. La conductivité thermique du solide vaut 13, 6 W/(mK)
et la capacité thermique volumique est égale à 1, 36 · 106 J/(Km3). Ces valeurs rentrent
dans la plage des propriétés thermiques d’un superalliage.

Sur la surface supérieure du disque (cf. Figure 9.1), un profil de température qui varie
au cours du temps est imposé. Ce profil est représenté sur la Figure 9.3. Sur cette figure,
les 11 points de fonctionnement sont indiqués par des petits cercles. Entre ces instants,
la température varie linéairement en temps. Le profil de température présente un large
éventail de fonctionnement du système thermique, allant de rampes raides croissantes
et décroissantes de température (régimes de décollage et d’atterrissage) à des longues
périodes où la température est maintenue constante (plateaux représentant un régime de
croisière).

Le Tableau 9.1 résume les principaux paramètres caractérisant le cas test. Le pas de
temps utilisé pour l’intégration temporelle de la diffusion solide (∆ts = 0, 001 s) a été
calculé en imposant le nombre de Fourier égal à 50. Le nombre de Biot caractérisant
l’interaction thermique est de 2, 5, il s’agit alors d’une interaction modérée-forte.

Le critère de convergence choisi pour ce cas test est le suivant :

∆Ts < ε ε = 0, 1 K (9.1)
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Figure 9.3 – Variation temporelle de la température imposée à la surface supérieure du disque.
Les instants de couplage sont représentés par des petits cercles.

k [W/(mK)] ρCp [J/(Km3)] ∆ys [m] ∆ts [s] Ds Bi

13, 6 1, 36 · 106 0, 001 5 50 2, 5

Tableau 9.1 – Paramètres caractérisant le problème thermique pour le cas du disque de turbine
HP

9.1.2 Validation de la méthode de couplage

Les méthodes présentées dans le chapitre 7 et améliorées dans le chapitre 8 sont testées
dans cette section sur le disque de turbine HP présenté dans le paragraphe précédent.
L’évolution de la température est étudiée aux trois points de l’interface fluide-structure
indiqués sur la Figure 9.1.

9.1.2.1 Solution de référence

Afin de valider les calculs il est nécessaire de comparer les résultats obtenus avec
une solution de référence. Cependant, nous n’avons pas pu calculer cette solution de
référence via un algorithme instationnaire-instationnaire comme nous l’avons fait dans
les chapitres 7 et 8 à cause du temps de calcul considérable nécessaire pour la réaliser. À
cela s’ajoute le temps limité de calcul permis par le calculateur et l’absence d’un système
fiable de reprise des calculs couplés. Ainsi, en l’absence d’une solution de référence nous
avons opté pour la réalisation d’une quasi solution de référence obtenue en couplant le
plus souvent possible les problèmes fluide et solide via l’algorithme quasi-instationnaire
associé à la méthode DR3. En effet, cette méthode s’est avérée très précise pour le calcul
de l’évolution de la charge thermique lorsque des périodes de couplage ∆tc faibles sont
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utilisées. Dans la section 8.2 une période de couplage égale à 0, 5 s a été employée, ce qui
correspond à un nombre de Fourier de 250.

Dans un premier temps nous avons utilisé une période de couplage égale à 1 s. En une
semaine de calcul (temps maximal à disposition), cette simulation a permis de simuler
seulement 950 secondes sur les 1700 secondes requises. Afin de terminer le calcul de la
solution de référence (1700 secondes), la période de couplage a été augmenté à 10 s.

Les graphiques de la Figure 9.4 comparent l’évolution de la température obtenue
par les deux calculs aux trois points de l’interface (cf. Figure 9.1). Les courbes sont
superposées pour chacun des points étudiés. Le Tableau 9.2 montre l’erreur relative entre
les deux courbes. L’erreur maximale n’est que de 0, 008% et se produit au Point 2.

Ce résultat nous permet d’accepter la solution obtenue avec la période de couplage de
10 s comme solution de référence. Les temps de calcul que nous venons de mentionner
montrent l’impossibilité de réaliser des calculs transitoires sur une longue période de
temps si l’on dispose pas d’un algorithme fiable et d’une stratégie adéquate. Insistons
également sur le fait que cette solution de référence a été calculée via l’algorithme quasi-
instationnaire. En particulier, nous soulignons le fait que ce dernier néglige l’effet du
régime transitoire de l’écoulement fluide sur le calcul de l’évolution temporelle de la
charge thermique dans le solide.

Point Erreur relative

Point 1 0, 004%

Point 2 0.008%

Point 3 0, 004%
Tableau 9.2 – Erreur relative entre les deux profils de température obtenus avec des périodes de

couplage égales à 1 s et 10 s.
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Figure 9.4 – Comparaison des profils de température obtenus avec des périodes de couplage
égales à 1 s et 10 s.
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9.1.2.2 Comparaison des résultats obtenus par la méthode avec la solution de référence

Les graphiques de la Figure 9.5 montrent la comparaison des profils de température
calculés par les méthodes DR2 et DR3 avec la solution de référence présentée dans le
paragraphe précédent. Le comportement des deux méthodes est différent suivant le point
de l’interface étudié.

Au Point 1 (cf. Figure 9.5a) la méthode DR3 réussit à reproduire suffisamment bien le
profil de température de référence. Cependant, dans la zone du plateau où la température
imposée sur la surface supérieure du disque est constante (entre 250 s et 1000 s) la
méthode DR3 s’éloigne de la référence. En effet, cette zone (plateau) est caractérisée par
une très longue période de couplage (750 s). La méthode DR2 présente un profil de
température encore plus éloigné de la solution de référence, en particulier à hauteur du
plateau.

Au contraire, au Point 2 (cf. Figure 9.5b), la méthode DR2 s’avère plus précise que la
méthode DR3. Cependant, aucune des deux méthodes ne réussit à calculer une évolution
de température similaire à celle de la solution de référence.

Au Point 3 (cf. Figure 9.5c) le comportement est similaire à celui du Point 2. La solution
de référence n’est atteinte par aucune des deux méthodes.

Le Tableau 9.3 résume ces résultats en terme d’erreur relative vis-à-vis de la solution
de référence. On peut remarquer qu’aux Points 2 et 3 la méthode DR3 est plus précise
dans les zones de rampe (variation de la température entre deux instants de couplage, cf.
Figure 9.3) alors que la méthode DR2 l’est sur le plateau. Ainsi, nous avons supposé que
ce comportement peut être dû au terme de relaxation de la condition de Robin utilisée
dans les deux méthodes (cf. Équations (8.3) et (8.8)) qui devient prédominant sur le flux
de chaleur. En effet, aux Points 2 et 3, l’échange thermique entre le fluide et le solide est
plus faible qu’au Point 1 qui est le plus proche de la source de chaleur (surface supérieure
du disque). Afin de vérifier cette supposition, nous avons réduit le critère de convergence
de 0, 1 K à 0, 01 K, ce qui implique une réduction du terme de relaxation d’un ordre de
grandeur entraînant une augmentation du temps de calcul.

La Figure 9.6 montre les résultats obtenus aux point 2 et 3 avec ce critère de convergence
en les comparant aux résultats précédents et à la solution de référence. Avec un critère de
convergence 10 fois plus petit, l’écart entre le profil de température obtenu et la solution

Méthode Point 1 Point 2 Point 3

DR2 0, 55% 0, 55% 0, 12%

DR3 0, 14% 1, 21% 0, 17%
Tableau 9.3 – Erreur relative sur la précision des méthodes DR2 et DR3 aux trois points de l’inter-

face étudiés.
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Référence
DR2
DR3

, Instants de couplage

(c) Point 3

Figure 9.5 – Comparaison entre les profils de températures obtenus avec les méthodes DR2 et
DR3 et la solution de référence.
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Figure 9.6 – Comparaison entre les profils de température obtenus par la méthode DR3 avec deux
valeurs du critère de convergence (0, 1 K et 0, 01 K) et la solution de référence.

Méthode
Critère de

convergence ε
Point 1 Point 2 Point 3

DR3 0, 1 K 0, 14% 1, 21% 0, 17%

DR3 0, 01 K 0, 07% 0, 02% 0, 02%
Tableau 9.4 – Erreur relative sur la précision de la méthode DR3 par rapport à la solution de

référence aux trois points de l’interface étudiés pour deux valeurs du critère de
convergence (0, 1 K et 0, 01 K).

de référence se réduit considérablement, en particulier au Point 2 (cf. Figure 9.6a). Au
Point 3 (cf. Figure 9.6b), un comportement étrange se présente sur la deuxième pointe du
profil de température (autour de 1400 s). Cependant cette erreur reste modique (0, 2 K en
erreur absolue).

Le Tableau 9.4 résume ces nouveaux résultats en terme d’erreur relative vis-à-vis de la
solution de référence. En réduisant le critère de convergence à 0, 01 K, l’erreur relative
maximale (0, 07%) se situe cette fois-ci au Point 1, ce qui est logique car c’est le point où
l’échange thermique est le plus important.

La méthode DR3 s’est avérée suffisamment précise pour le calcul du régime transitoire
d’un problème aérothermique, alors que seuls 11 instants sur les 170 instants de couplage
de la solution de référence ont été utilisés. Cependant, lorsque l’échange thermique
est faible, le terme de relaxation de la condition de Robin peut entraîner des erreurs
numériques. Ces erreurs peuvent être limitées en réduisant le critère de convergence, ce
qui n’est pas toujours envisageable lorsqu’on traite des problèmes complexes.
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Une autre solution possible est d’augmenter les instants de couplage. Cette solution est
présentée ci-dessous. Jusqu’à présent, nous avons choisi comme instants de couplage, les
instants où un changement de pente du profil de température se vérifie (points temporelles
de cassure, cf. Figure 9.3). Ici, des instants de couplage supplémentaires sont ajoutés afin
d’en étudier l’effet sur la précision.

Dans un premier temps, nous avons placé ces instants de couplage entre deux points
temporels de cassure suivant une distribution arbitraire où la période de couplage est
calculée comme suit :

∆ti = i · 2i∆tmin (9.2)

avec i l’index de l’instant de couplage ajouté à l’exception du premier qui est placé à une
distance temporelle de ∆tmin = 0, 05 s, c’est-à-dire 100 fois plus petit que celui utilisé
jusqu’à présent (5 s). Cette période a été calculée en imposant Ds = 0, 5. Cette relation
permet de couvrir un long intervalle de temps avec moins d’instants de couplage tout
en assurant de faibles périodes de couplage dans la premier partie de l’intervalle. Le
pas de temps de la résolution du régime transitoire solide augmente au fur à mesure
que la période de couplage augmente jusqu’à atteindre la limite supérieure de 5 s,
correspondant à un nombre de Fourier de 50. Avec l’application de cette distribution, le
nombre total d’instants de couplage est 48 au lieu des 11 instants utilisés dans les calculs
précédents. Le critère de convergence utilisé reste inchangé (0, 1 K).

Les graphiques sur la Figure 9.7 montrent les résultats de cette simulation utilisant
la méthode DR3 comparés avec ceux obtenus précédemment (cf. Figure 9.5) et avec la
solution de référence. Les profils de température calculés avec 48 instants de couplage
sont très similaires à ceux de la solution de référence. L’ajout d’instants de couplage
supplémentaires permet ainsi d’obtenir une solution nettement plus précise. Ce choix
permet également d’éviter les erreurs survenues aux points 2 et 3 suite au choix d’un
critère de convergence élevé (cf. Figures 9.7b et 9.5c). Par ailleurs, le profil de température
au Point 2 ne présente pas la pointe de température produite lorsque le critère de
convergence est réduit (cf. Figure 9.6b).

Toutefois, l’application de cette distribution arbitraire engendre l’ajout de nombreux
instants de couplage dans un intervalle de temps plutôt petit. Dans ce cas particulier, 4

instants de couplage ont été ajoutés à seulement 50 s au-delà des points temporels de
cassure. À ce titre, nous avons testé deux autres distributions permettant de réduire le
nombre d’instants de couplage :

— Distribution arbitraire décrite par l’Éq. (9.2) avec le premier instant de couplage
situé à une distance temporelle plus grande (∆tmin = 50 s) calculée en imposant
Ds = 500 (16 instants de couplage) ;

— Distribution linéaire de raison 2. Le premier instant de couplage est situé à la
distance temporelle de 50 s également calculée en imposant Ds = 500 (21 instants
de couplage).
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Figure 9.7 – Comparaison entre les profils de températures obtenus avec DR3 en utilisant 48 et 11

instants de couplage et la solution de référence.
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Les graphiques de la Figure 9.8 montrent les profils de température calculés avec
ces dernières distributions des instants de couplage en les comparant avec les résultats
précédents (11 et 48 instants de couplages) et avec la solution de référence. Ces deux
distributions permettent de calculer des profils de température assez précis aux trois
points de l’interface étudiés. Au point 3 (cf. Figure 9.8c), l’écart des deux nouveaux
profils (16 et 21 instants de couplage) avec la solution de référence est plus remarqué.
La distribution arbitraire à 16 instants de couplage sous-estime la température sur le
plateau (entre 250 s et 1000 s), alors que la distribution linéaire (21 instants) la surestime.
Cependant, cet écart n’est que de 0, 1 K, ce qui correspond au critère de convergence
utilisé. L’écart est alors acceptable pour le niveau de précision requis.

Afin de comparer les différentes distributions étudiées, la Figure 9.9 présente un
zoom sur les profils de température au Point 1 de la Figure 9.8 au niveau du plateau
de température. Le profil calculé avec la distribution arbitraire initiale (48 instants de
couplage) reste le plus précis. Cependant, la distribution linéaire avec Ds = 500 (21

instants) permet d’atteindre une précision suffisante avec moins de la moitié des instants
de couplage. Au contraire, la distribution arbitraire avec Ds = 500 (16 instants de
couplage) ne permet pas d’obtenir le niveau de précision requis. En effet, cette dernière
distribution place un seul instant de couplage à 300 s sur le plateau allant de 250 s à
1000 s, ce qui conduit à une précision satisfaisante dans la première partie du plateau
mais à un écart croissant dans la deuxième partie. Dans cette zone, la période de couplage
est égale à 600 s. Toutefois, l’ajout d’un seul instant de couplage sur le plateau a permis
de réduire de plus de la moitié l’écart avec la solution de référence par rapport au profil
obtenu sans le point supplémentaire (11 instants de couplage).

Le Tableau 9.5 et la Figure 9.10 résument la comparaison précédente respectivement
en termes d’erreur relative et de temps de calcul. Le meilleur niveau de précision est
obtenu avec la distribution caractérisée par un nombre majeur d’instants de couplage
(48 instants). Le calcul avec la distribution linéaire s’avère deux fois moins précis mais la
solution est obtenue 3 heures avant (19 heures de calcul). Ce temps de calcul coïncide avec
le temps de calcul nécessaire à la méthode DR3 sans instants de couplage supplémentaires
(11 instants). Ainsi, l’ajout de 10 instants de couplage n’a pas impacté le temps de calcul
qui est resté environ le même. Par ailleurs, le calcul avec 16 instants de couplage a été
plus rapide que le calcul à 11 instants de couplage. Ceci est dû à la convergence plus
rapide des processus itératifs liée à une meilleure prédiction des états fluides lorsque la
période de couplage est petite. En effet, la Figure 9.11, présentant le nombre d’itérations
nécessaires pour atteindre la convergence à chaque instant de couplage, montre que la
méthode DR3 sans instants de couplage supplémentaires rencontre plus de difficultés à
converger qu’en utilisant plus d’instants de couplage.

En conclusion, la combinaison de l’algorithme quasi-instationnaire avec la méthode
DR3 permet d’atteindre une solution suffisamment précise en réduisant d’au moins 63%
le temps de calcul par rapport à la solution de référence avec ∆tc = 10 s et de 93% par
rapport à celle avec ∆tc = 1 s.

http://www.rapport-gratuit.com/
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Figure 9.8 – Comparaison entre les profils de températures obtenus avec DR3 en utilisant diffé-
rentes distributions d’instants de couplage et la solution de référence.
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Figure 9.9 – Comparaison entre les profils de températures obtenus avec DR3 en utilisant diffé-
rentes distributions d’instants de couplage et la solution de référence. Zoom sur le
plateau de température au Point 1.

Distribution

Position du
premier instant

de couplage
supplémentaire

Nombre
d’instants de

couplage
Point 1 Point 2 Point 3

- - 11 0, 14% 1, 21% 0, 17%

arbitraire 0, 5 s (Ds = 0, 5) 48 0.02% 0.01% 0.005%

arbitraire 50 s (Ds = 500) 16 0.06% 0.03% 0.013%

linéaire 50 s (Ds = 500) 21 0, 04% 0, 02% 0, 01%
Tableau 9.5 – Erreur relative sur la précision de la méthode DR3 par rapport à la solution de

référence aux trois points de l’interface étudiés pour différentes distributions
d’instants de couplage.
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Figure 9.10 – Comparaison entre les temps de calcul (en heures) pour chaque calcul effectué en
incluant les calculs de référence. Le temps nécessaire afin de terminer le calcul de
référence (∆tc = 1 s) a été calculé par extrapolation linéaire.
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Figure 9.11 – Comparaison entre les nombres d’itérations nécessaires pour atteindre la conver-
gence du processus itératif pour chaque distribution d’instants de couplage étudiée.
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9.2 validation sur un cas de tambour d’un compresseur
aéronautique hp refroidi par un écoulement d’air

Dans cette section, la méthode de couplage est validée sur un cas de tambour de
compresseur haute-pression (HP) aéronautique. Cette configuration a été construite à
l’Université de Sussex dans le cadre d’un projet européen (ICAS-GT), détaillé dans Smout
et al., 2002, avec deux arbres coaxiaux à entraînement indépendant (cf. Figure 9.12).
L’installation expérimentale a été décrite en détail dans Alexiou et Mathioudakis, 2009.
L’arbre extérieur comprend deux disques et un cône d’entraînement pour représenter la
partie arrière d’un disque de compresseur axial à haute pression. Ce dernier est chauffé
au niveau du carter extérieur.

9.2.1 Description du cas test

La Figure 9.12 montre une représentation schématique de l’installation expérimentale
incluant les sondes et les capteurs utilisés pour mesurer le régime transitoire thermique
du système. Toutefois, ces mesures ne sont pas publiques, ce qui nous a conduit à définir
nous-même les points de fonctionnement du système.

La Figure 9.13 présente la configuration ainsi que les conditions de fonctionnement.
Ce problème 2D en rotation a été résolu en axisymétrique. Les deux disques et le carter
extérieur sont en titane et l’arbre en acier. Entre ces deux parties solides, un écoulement
fluide a la fonction de les refroidir. L’écoulement d’air entre dans le système avec un
débit de 0, 2 Kg/s et une température de 400 K. L’air quitte le système par deux sorties
situées à l’extrémité opposée de l’injection. Le solveur fluide utilisé pour résoudre ce
problème est Fluent (Fluent, 2019). Afin de mettre en communication le solveur Fluent
avec Z-set, la librairie de couplage OpenPalm (OpenPalm, 2019), développée au Cerfacs,
est utilisée. L’interpolation spatiale entre les interfaces fluide et solide est réalisée par la
librairie CWIPI. Le modèle de turbulence k−ω SST (Shear Stress Transport) qui emploie
la formulation k−ω dans la couche limite et la formulation k− ε à l’extérieur (Menter,
1993) est mis en œuvre. Pour la discrétisation des flux un schéma du deuxième ordre a
été utilisé.

La vitesse de rotation du système varie au cours du temps (cf. Figure 9.14a). La Figure
9.14b montre l’évolution temporelle de la température imposée au carter (surface supé-
rieure en titane) et à l’arbre de rotation (surface inférieure en acier). Sur ces graphiques (cf.
Figure 9.14) les points représentent les points de fonctionnement du système disponibles
correspondant aux instants de couplage. Entre ces instants l’évolution de la condition
aux limites est supposée linéaire.

Les deux surfaces couplées de la configuration sont représentées sur la Figure 9.15a.
L’implémentation de l’algorithme de couplage, décrite dans l’Annexe D, a été modifiée
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Figure 9.12 – Représentation schématique du tambour du compresseur HP utilisé dans le projet
ICAS-GT (Smout et al., 2002)

T = 400 K
ṁ = 0, 2 Kg/s

Titane

Fluide

T = ft (t)

T = fa (t)

Ω = f (t)

Acier

Figure 9.13 – Schématisation du cas test du tambour de compresseur HP. La température impo-
sée à la surface supérieure et inférieure du domaine solide évolue dans le temps.
La vitesse de rotation du système évolue également dans le temps.
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Surface de couplage
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couplage
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(a) Surfaces de couplage (en vert et en rouge) (b) Maillages fluide et solide

Figure 9.15 – Surfaces de couplage et maillages fluide et solide du cas test du tambour de
compresseur HP.
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afin de pouvoir prendre en compte plusieurs surfaces couplées. Les autres surfaces du
problème sont adiabatiques.

Les maillages solide et fluide sont présentés sur la Figure 9.15b. Le maillage fluide a
été raffiné à la paroi afin d’obtenir y+ ≈ 1.

Le Tableau 9.6 affiche les principaux paramètres thermiques caractérisant le problème
aérothermique. La présence de deux matériaux différents composant le solide donnent
lieu à des nombres de Biot et des nombres de Fourier différents. En effet, le pas de temps
choisi permet de suivre rigoureusement l’évolution thermique dans la partie en titane,
alors qu’il est moins adapté à la diffusion thermique dans l’acier qui est plus rapide.

Matériau k [W/(mK)] ρCp [J/(Km3)] ∆ys [m] ∆ts [s] Ds Bi

Titane 7, 72 2, 64 · 106 0, 001 4 0, 17 9

Acier 50 3, 9 · 106 0, 001 4 50 1, 3

Tableau 9.6 – Paramètres caractérisant le problème thermique sur le cas du tambour de compres-
seur HP.

Le critère de convergence choisi pour ce cas test est le suivant :

∆Ts < ε ε = 0, 3 K (9.3)

9.2.2 Validation de la méthode de couplage

La précision obtenue par la méthode DR3 avec les différentes distributions de points
étudiées pour le cas test précédent (cf. §9.1) a été comparée à la solution de référence.
Comme dans le cas précédent, la solution de référence a été obtenue en couplant les
problèmes fluide et solide toutes les 10 secondes.

La Figure 9.16 montre le champ de température de la solution de référence aux instants
de couplage. À t = 300 s, les domaines fluide et solide sont à la température initiale
d’équilibre d’environ 400 K (température d’injection du fluide). À partir de cet instant, la
température imposée aux surfaces solides (disque et arbre) augmente jusqu’à atteindre
la température maximale en injectant de la chaleur dans le système. Ainsi, l’écoulement
près des parois commence à se chauffer (t = 600 s, cf. Figure 9.16b). Les conditions
aux limites ne varient pas pendant 1300 secondes (1er plateau) et ensuite le régime
du compresseur baisse. Après cette étape, pendant 3300 secondes (2ème plateau) les
conditions aux limites ne changent pas. Cette zone correspond à la phase de croisière.
Pendant cette période, l’écoulement fluide réussit à contenir la diffusion thermique dans
les deux disques immergés. Enfin, une réduction rapide du régime du système permet de
revenir aux conditions initiales. Pendant cette période (entre t = 6600 s et t = 7200 s), la
chaleur stagne dans les deux premières cavités ce qui montre que la circulation d’air est
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insuffisante pour refroidir correctement le système (cf. Figures 9.16f et 9.16g). Par ailleurs,
cette stagnation est marquée dans le calcul par la présence de parois adiabatiques qui
empêchent l’évacuation de la chaleur.

Les graphiques sur la Figure 9.17 présentent la comparaison des résultats de la méthode
DR3 en utilisant différentes distributions des instants de couplage avec la solution de
référence. La comparaison a été réalisée sur 4 points montrés sur la Figure 9.12 :

— Point situé à l’extrémité du deuxième disque (Point 2) ;
— Point situé dans la deuxième cavité (Point 7) ;
— Point situé sur l’extrémité du cône (Point 12) ;
— Point situé sur l’arbre en acier (Point S3).
Les distributions des instants de couplage étudiées sont les suivantes :
— Couplage aux seuls points temporels de fonctionnement ou de cassure (8 instants

de couplage) ;
— Distribution arbitraire (94 instants de couplage) définie par l’équation (9.2). Le

premier instant de couplage est situé à 0, 04 s du point de fonctionnement. Cette
période de couplage a été calculée en imposant Ds = 0, 5.

— Distribution linéaire de raison 2 (30 instants de couplage). Le premier instant de
couplage t1 est situé à 40 s du point de fonctionnement. Cette période de couplage
a été calculée en imposant Ds = 500.

La Figure 9.17a présente la comparaison des profils de température calculés avec les
précédentes distributions à l’extrémité du deuxième disque (Point 2 de Figure 9.12). Le
calcul couplant les problèmes fluide et solide aux seuls points de fonctionnement (8
instants de couplage) ne réussit pas à capturer l’évolution de l’interaction aérothermique.
L’écart est très important sur les plateaux de température (périodes où les conditions
aux limites ne varient pas). En particulier, la température calculée pendant le deuxième
plateau (entre 2400 s et 5700 s) est sous-estimée, ce qui engendre une surestimation de
la durée de vie du système et donc sa possible rupture anticipée. L’utilisation des deux
autres distributions permet de calculer un profil de température similaire à celui de
référence. De plus, la distribution linéaire emploie trois fois moins d’instants de couplage
que la distribution arbitraire.

Concernant le Point 7 (cf. Figure 9.17b), les différents profils de température sont
très similaires. En effet, ce point se situe sur la paroi de la deuxième cavité et il est
situé à proximité de la surface supérieure du disque, où une condition aux limites de
température imposée est appliquée. Dans cet endroit, la circulation d’air est limitée,
ce qui implique un effet prépondérant de la diffusion solide sur l’échange thermique
entre le solide et le fluide. La Figure 9.18 présente un zoom de cette comparaison entre
5500 s et 5750 s. Les distributions à 30 et 94 instants de couplage maintiennent une
erreur absolue inférieure au critère de convergence (0, 3 K). La Figure 9.18 nous permet
également de visualiser les plusieurs instants de couplage ajoutés par la distribution
arbitraire en proximité du point de fonctionnement à t = 5700 s.
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(a) t = 300 s (b) t = 600 s

(c) t = 1800 s (d) t = 2400 s

(e) t = 5700 s (f ) t = 6600 s

(g) t = 7200 s

Figure 9.16 – Champs de température dans le fluide et dans les solides aux différents instants
de couplage.
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Figure 9.17 – Comparaison entre les profils de températures obtenus avec DR3 en utilisant
différentes distributions d’instants de couplage et la solution de référence sur le
cas du tambour de compresseur HP.
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Figure 9.18 – Comparaison entre les profils de température obtenus avec DR3 en utilisant diffé-
rentes distributions d’instants de couplage et la solution de référence. Zoom sur le
plateau de température au Point 7

La Figure 9.17c montre les profils de température calculés au Point 12 qui est situé
dans le cône du compresseur. Le résultat obtenu en utilisant 11 instants de couplage
est incorrect. Comme pour le Point 2, la température à partir du deuxième plateau
est sous-estimée. Au contraire, les distributions arbitraires (94 instants) et linéaire (30

instants) donnent des profils de température suffisamment précis. En particulier, la
distribution linéaire conduit à une précision supérieure pendant certaines périodes à
celle de la distribution arbitraire, alors qu’elle utilise un nombre inférieur d’instants de
couplage.

Les profils de température calculés au Point S3, situé sur l’arbre de rotation en acier,
sont présentés sur la Figure 9.17d. Ici, les différents profils sont équivalents car il s’agit
du même phénomène vu pour le Point 7. En effet, l’arbre de rotation est en acier qui est
caractérisé par une diffusion thermique très rapide. Ainsi, l’évolution de la température
en ce point est similaire à l’évolution de la température imposée sur la surface inférieure
de l’arbre (cf. 9.14b).

Le Tableau 9.7 montre l’erreur relative sur la précision du calcul du profil de tempéra-
ture obtenue avec les différentes distributions d’instants de couplage. L’erreur relative
est présentée pour les quatre points étudiés. La méthode DR3 sans distribution d’instants
de couplage supplémentaires (8 instants) présente des erreurs relatives importants aux
points 2 et 12, où on a une erreur absolue respectivement de 14 K et 19, 5 K. Au contraire,
les deux distributions (arbitraire et linéaire) montrent de meilleurs résultats. L’erreur
relative est inférieure à 1% en tous points. Par exemple, avec la distribution arbitraire le
profil de température calculé au Point 2 diffère de la solution de référence de seulement
0, 29% en erreur relative, ce qui correspond à un écart absolu de 1, 3 K. À ce même
point, l’utilisation de la distribution linéaire engendre une erreur relative légèrement
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Distribution

Position du
premier instant

de couplage
supplémentaire

Nombre
d’instants

de
couplage

Point 2 Point 7

Point
12

Point
S3

- - 8 3, 5% 0, 5% 4, 3% 0.04%

arbitraire 0, 4 s (Ds = 0, 5) 94 0, 29% 0, 44% 0.46% 0.04%

linéaire 40 s (Ds = 500) 30 0, 67% 0.41% 0.43% 0.04%
Tableau 9.7 – Erreur relative sur la précision de la méthode DR3 par rapport à la solution de

référence aux quatre points étudiés pour différentes distributions d’instants de
couplage.

plus importante (0, 67%), donc un écart absolu de 2, 8 K. Au point 12, la distribution
linéaire s’avère légèrement plus précise que la distribution arbitraire. Aux Points 7 et
S3, les différents calculs montrent une précision suffisante dans le calcul de l’évolution
thermique.

Les écarts de température entre la solution calculée par la méthode DR3 et la solution
de référence est plus importante sur ce cas test que sur le cas du disque de turbine HP (cf.
Tableau 9.5 dans la Section 9.1). Dans le cas test du disque de turbine HP, l’instationnairité
provient seulement de l’évolution de la température imposée sur une surface du domaine
solide, alors que dans le cas du tambour de compresseur HP, l’instationnairité provient
du solide et du fluide. En effet, dans ce dernier cas, l’instationnairité provient de la
variation de la température imposée sur le deux parois solides (cf. Figure 9.14b), mais
également du changement de la vitesse de rotation du système (cf. Figure 9.14a), ce qui
impacte évidemment l’écoulement. Cette réduction de la précision a été déjà mise en
évidence dans le cas de la plaque plane (cf. Chapitre 8), où la géométrie était plus simple
et le régime transitoire étudié largement plus petit (1 s).

Par ailleurs, dans l’application de la méthode DR3 (cf. Éq. (8.7)) sur le cas du tambour de
compresseur HP, nous avons supposé une température de référence Tref constante, alors
qu’elle ne l’est pas. En effet, sa variation est engendrée par le changement de la vitesse
de rotation mais avant tout par sa géométrie complexe. Par exemple, la température de
référence dans les deux premières cavités n’est pas égale à la température de la veine
fluide à proximité des extrémités des deux disques.

La mauvaise estimation de la température de référence engendre aussi une mauvaise
estimation du coefficient d’échange thermique h utilisé comme coefficient optimal de
couplage (cf. Éq. 7.15). Dans la littérature, plusieurs approches pour mieux estimer le
coefficient d’échange thermique ont été proposée. Degiovanni et Remy, 2016 proposent
une impédance généralisée qui a l’avantage d’être intrinsèque au problème convectif
(indépendance des conditions aux limites et propriétés thermiques du solide). Cependant,
cette impédance est difficile à calculer pour des géométries complexes. Afin de stabiliser
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Figure 9.19 – Comparaison entre les temps de calcul (en heures) pour chaque calcul effectué en
incluant les calcul de référence.

ce problème aérothermique, il a été alors nécessaire d’utiliser un coefficient de couplage
qui est un multiple de h :

αf = 10α
(opt)
f = 10h (9.4)

La Figure 9.19 compare le temps de calcul (en heures) de chaque simulation. La
réalisation de la solution de référence en couplant les problèmes fluide et solide toutes
les 10 secondes a pris 54 heures. La réalisation des autres calculs qui couplent les
deux problèmes avec une fréquence plus faible ont eu besoin de nettement moins de
temps. La méthode DR3 sans instants de couplage supplémentaires (8 instants) a utilisée
4 heures de calculs, alors que l’utilisation des distributions arbitraire et linéaire ont
eu besoin respectivement de 3, 5 et 3 heures de calcul. L’ajout d’instants de couplage
supplémentaires, en plus d’améliorer la précision du calcul, permet aussi de réduire le
temps de calcul. Comme déjà dit précédemment pour le disque de turbine (cf. Section
9.1), l’état fluide est plus simple à prédire sur une courte période de couplage que sur
une période très longue. Ainsi, le processus itératif converge en moins d’itérations et ce
d’autant plus que la période de couplage est courte comme le montre la Figure 9.20. En
comparant les distributions arbitraire et linéaire, l’ajout de trois fois plus d’instants de
couplage comporte une augmentation du temps de calcul de 30 minutes seulement en
contrepartie d’une meilleur précision.
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Figure 9.20 – Comparaison entre les nombre d’itérations nécessaires à atteindre la convergence
du processus itératif pour chaque distribution d’instants de couplage étudiée.

9.3 conclusion

Dans ce chapitre nous avons analysé l’efficacité de la méthode DR3, en termes de
précision et de temps de calcul, à simuler le régime transitoire thermique pendant une
longue période de temps sur des configurations quasi-industrielles.

Deux configurations ont été étudiées : un disque de turbine HP et un tambour de
compresseur HP. Sur les deux configurations, la méthode DR3 couplant seulement aux
points de cassure (instants où les conditions aux limites changent) a montré une précision
limitée vis-à-vis de la solution de référence surtout lorsque la période de couplage était
longue (plateau - régime de croisière).

Afin d’augmenter le degré de précision, il est possible de réduire le critère de conver-
gence, ce qui malheureusement entraîne une augmentation notable du temps du calcul.

Nous avons montré que cet objectif (l’augmentation de la précision) peut être accompli
en ajoutant des instants de couplage supplémentaires. Cette approche n’impacte pas de
façon significative le temps de calcul. On a d’ailleurs prouvé que l’ajout d’instants de
couplage, répartis de façon appropriée, peut même le réduire. Cette réduction est due à
la convergence plus rapide des processus itératifs grâce à une meilleure efficacité de la
prédiction flux-température sur une faible période de couplage.

Dans ce chapitre, nous avons testé plusieurs distributions d’instants de couplage. Une
distribution arbitraire (cf. Éq. (9.2)) avec le premier instant de couplage très près du
dernier point temporel de fonctionnement (Ds = 0, 5) est très précise mais légèrement
plus coûteuse en temps de calcul. En revanche, une distribution linéaire de raison 2

avec le premier instant de couplage supplémentaire situé après une période calculée
en imposant Ds = 500 se relève suffisamment précise, avec un temps de calcul égal ou
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inférieur à celui consacré au calcul sans aucune distribution (couplage aux seuls points
de fonctionnement).

Comme nous l’avons déjà mentionné dans le chapitre précédent, lorsque la condition
d’injection de l’écoulement varie dans le temps ou dans le cas d’une géométrie complexe
(le tambour de compresseur HP par exemple), la méthode DR3 est moins précise. La
principale difficulté dans l’application de cette méthode est l’identification d’une tempé-
rature de référence qui soit adaptée pour tous les points de l’interface fluide-structure
pendant toute la durée du calcul. En effet, un choix pertinent de la température de
référence est essentiel dans l’application de la prédiction flux-température basée sur la
loi de refroidissement de Newton.

Une mauvaise estimation de la température de référence engendre aussi un calcul
imprécis du coefficient d’échange thermique nécessaire à la stabilisation du calcul couplé.
Il a fallu alors augmenter cette valeur afin de pouvoir stabiliser les calculs.





C O N C L U S I O N S

Ce travail de thèse a permis d’analyser des problèmes multiphysiques complexes
tels que les interactions thermiques fluide-structure. Plus particulièrement, l’objectif
de ce travail a été d’étudier la précision et la stabilité des méthodologies de couplage
aérothermique.

Une étude bibliographique a permis de lister les approches de résolution des problèmes
multiphysiques et de mettre en avant leurs avantages et leurs inconvénients. L’approche
partitionnée a été retenue. Cette approche consiste dans un premier temps à résoudre
les différentes physiques de manière indépendante puis à réaliser des échanges de
quantités pariétales de manière à garantir la continuité à l’interface. Cette approche est la
plus utilisée de part sa modularité qui permet la réutilisation de solveurs préexistants.
Cependant, des nombreuse instabilités numériques peuvent apparaître. En effet, une
accumulation d’énergie due au décalage temporel entre la résolution des différentes
physiques a lieu au niveau de l’interface. Ce décalage peut être très important dans le
cas de l’interaction thermique fluide-structure puisque les constantes de temps associées
à chacune des physique diffèrent de plusieurs ordres de grandeur.

La première partie de la thèse a été dédiée à la stabilité de la résolution des problèmes
aérothermiques sur la base d’une approche partitionnée. Dans la littérature, plusieurs
études de stabilité soulignent le bon comportement numérique de la condition de Robin à
l’interface fluide-structure. En particulier, une méthode optimale, basée sur un modèle 1D,
a été développée récemment à l’ONERA. Cette méthode définit avec précision la stabilité
d’un problème aérothermique couplé à partir des principaux paramètres physiques et
numériques en jeu. Elle fournit notamment l’expression analytique du coefficient optimal
α
(opt)
f à utiliser dans la condition de Robin pour stabiliser le problème couplé et assurer

une convergence rapide.
Dans le cadre de ces travaux de thèse, la méthode optimale développée à l’ONERA a été

analysée pour la première fois pour différentes intensités de l’interaction thermique entre
l’écoulement et le solide. L’intensité de l’interaction thermique peut être évaluée via le
nombre de Biot numérique Biν, nombre adimensionnel qui a été défini pour la première
fois dans cette thèse. Une étude théorique de la méthode a mis en évidence l’effet des
principaux paramètres physiques et numériques sur la stabilité. Plus particulièrement,
l’effet déstabilisant d’un maillage raffiné et l’effet stabilisant d’une longue période de
couplage ont été montrés et quantifiés.

D’un point de vue numérique, la méthode a été testée sur le cas d’une plaque plane
chauffée par un écoulement fluide. L’utilisation de la méthode Dirichlet-Robin optimale
s’est avérée appropriée pour la stabilisation des problèmes à intensité thermique faible et
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modérée. Elle ne parvient cependant pas à stabiliser les problèmes aérothermiques où
l’interaction thermique est élevée. En effet, l’application de cette méthode, basée sur un
modèle 1D, sur des configurations multidimensionnelles peut conduire à l’instabilité du
problème couplé.

Pour éviter l’apparition d’instabilités, une première solution a consisté à utiliser un
coefficient de sécurité (Errera, Moretti, Salem et al., 2019). Une deuxième solution a
consisté à mettre en place une autre condition d’interface (Moretti, Errera et al., 2018).
Ce changement conduit à la condition d’interface Neumann-Robin pour les interactions
fortes.

Cette condition a été ainsi analysée sur les plan théorique et numérique. Sur le plan
théorique, il a été démontré que la période de couplage n’a que très peu d’impact sur la
stabilité du problème couplé. De plus, une valeur "idéale" du raffinement est observée,
mais des raffinements extrêmes conduisent à une convergence très lente. Ce résultat
a été mis en lumière pour la première fois dans le cadre de cette thèse et n’a encore
jamais été publié. Sur le plan numérique, la méthode Neumann-Robin a également été
testée sur le cas test de la plaque plane. Cela a confirmé qu’elle est appropriée pour
la stabilisation des problèmes aérothermiques à forte interaction thermique. Pour des
valeurs plus faibles du nombre de Biot numérique, elle a cependant montré un potentiel
de stabilisation moins important qu’avec la condition Dirichlet-Robin.

Les méthodes Dirichlet-Robin et Neumann-Robin sont ainsi complémentaires. Ainsi,
en choisissant la méthode adéquate, on peut stabiliser un problème aérothermique quelle
que soit l’intensité de l’interaction thermique. Toutefois, l’identification préalable de
l’intensité de l’interaction thermique peut s’avérer difficile lorsqu’on traite des problèmes
complexes telles que les configurations industrielles. Il a alors été nécessaire d’examiner
la famille des schémas intermédiaires entre les conditions extrêmes Neumann-Robin et
Dirichlet-Robin, soit les conditions d’interface Robin-Robin. Cette méthode (Robin-Robin)
consiste à appliquer la condition de Robin aux deux cotés de l’interface fluide-structure.
Toutefois, la condition de Robin n’est pas forcément présente dans les solveurs de
mécanique des fluides. Nous avons alors développé et validé la condition de Robin dans
le solveur elsA en collaboration avec l’équipe qui s’occupe de son développement.

L’étude de stabilité de la méthode Robin-Robin aboutit à une relation optimale entre
les deux coefficients de couplage. Cependant, cette relation contient deux variables et il
existe alors un nombre infini de couples de coefficients optimaux. Une relation empirique
a été proposée permettant d’assurer une résolution stable et rapide du problème couplé.
Cependant, cette relation a été testée sur un cas particulier et rien ne garantit qu’elle soit
généralisable.

Sur le plan numérique, le résultat d’un balayage des coefficients de couplage a été
comparé au modèle de stabilité théorique pour deux valeurs différentes de l’intensité
thermique. Dans les deux cas, les résultats numériques s’accordent parfaitement avec le
modèle théorique. Toutefois, à part le potentiel de cette méthode à s’adapter au problème
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thermique étudié en choisissant convenablement les valeurs des deux coefficients de
couplage, le gain sur la rapidité est infime.

En conclusion, la méthode Dirichlet-Robin optimale, avec un éventuel coefficient de
sécurité, se révèle la méthode la plus fiable et la plus simple à mettre en place au niveau
industriel.

Ensuite, nous avons voulu étudier l’effet de la prise en compte du rayonnement dans
la stabilité du problème aérothermique. En effet, le rayonnement joue un rôle important
dans l’échange thermique des conduits internes à haute température.

Une analyse de stabilité a montré que le rayonnement contribue négativement à la
stabilité. Une nouvelle expression du coefficient de couplage capable de stabiliser un
problème aérothermique avec rayonnement a été recherchée. Cette nouvelle méthode de
couplage a été testée sur un cas de canal 2D avec des résultats en accord avec le modèle
théorique. Nous avons notamment montré que le coefficient optimal calculé sans prendre
en compte le rayonnement peut ne pas stabiliser un problème aérothermique incluant le
rayonnement. Cependant, nous n’avons pas comparé le résultat de ce couplage avec une
solution de référence car la précision de ce type de calcul ne fait pas partie des objectifs
de la thèse.

Dans la deuxième partie de la thèse, nous nous sommes intéressés à la résolution des
problèmes aérothermiques en régime transitoire via l’algorithme quasi-instationnaire.
Concernant la stabilité, seule la méthode Dirichlet-Robin a été étudiée de manière à
mettre en évidence les zones de stabilité et le coefficient optimal. Ces derniers sont
fonction du coefficient d’échange thermique h souvent difficile à estimer. En effet, il est
obtenu à partir de la loi de refroidissement de Newton qui requiert certaines conditions
qui ne sont généralement pas vérifiées dans la plupart des systèmes réels.

Après avoir implémenté l’algorithme quasi-instationnaire, ce dernier a été analysé
sur le cas test de la plaque plane. Une dépendance de la solution avec le coefficient de
couplage a été observée. Elle est liée au terme de relaxation de la condition de Robin dans
la prédiction linéaire (méthode classique) des états fluides qui ne s’annule pas lorsque la
convergence est atteinte.

Ainsi, des modifications dans la prédiction des états fluides ont été réalisées. Elles ont
conduit à une réduction de la dépendance de la solution au coefficient de couplage. Une
réduction supplémentaire est possible grâce à la correcte intégration de la condition de
Robin sur l’interface solide. La méthode résultante, appelée DR2, a ensuite été validée en
comparant le résultat obtenu à une solution de référence (très coûteuse). Elle a montré
l’inaptitude de la prédiction linéaire à reproduire le caractère non-linéaire de la charge
thermique.

Nous avons ainsi développé une prédiction flux-température basée sur la loi de refroi-
dissement de Newton, qui a permis d’atteindre une précision satisfaisante. Cependant,
cette méthode, nommée DR3, est moins robuste que la méthode DR2 et, par ailleurs, le
degré de précision se réduit lorsque la température de référence (température fluide loin
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de l’interface) varie en espace et en temps, ce qui invalide les hypothèses de la loi de
Newton. Ces résultats sur la précision du couplage aérothermique en régime transitoire
ont été soumis au Journal of Computational Physics.

Enfin, l’algorithme quasi-instationnaire combiné à la méthode DR3 a été appliqué à
deux configurations quasi-industrielles dans le cadre de l’étude de l’interaction thermique
sur des longues périodes de temps. Les deux configurations sont un disque de turbine
HP (1700 s) et un tambour de compresseur HP (7200 s). Dans les deux cas, le calcul de
l’évolution de l’échange thermique est suffisamment précis lorsque la période de couplage
est faible. Il a donc été nécessaire d’ajouter des points de couplage supplémentaires. Ces
points ont été distribués en fonction de la valeur du nombre de Fourier.

L’ajout de points de couplage a permis d’améliorer la précision sans augmenter le
temps de calcul. En effet, le processus itératif converge plus rapidement lorsque la
période de couplage est faible car la prédiction flux-température est alors plus précise.
Dans le cas du tambour de compresseur HP, le calcul de l’évolution thermique s’est
cependant avéré moins précis. En effet, ce cas test est caractérisé par une température du
fluide (température de référence) qui varie considérablement en espace et en temps, ce
qui invalide la loi de refroidissement de Newton dans la prédiction flux-température.



P E R S P E C T I V E S

Dans ce travaux de thèse nous avons choisi de retenir la méthode Dirichlet-Robin pour
la stabilité de problèmes aérothermiques, en utilisant un coefficient de sécurité dans le
cas d’une interaction thermique forte. Ce choix a été adopté face à la difficulté de la
mise en place de la méthode Robin-Robin qui nécessite la détermination d’un couple de
coefficients optimaux. Cependant, nous considérons que cette méthode pourrait devenir
intéressante dans un avenir proche lorsque la condition de Robin sera plus répandue
dans les solveurs CFD. Des études supplémentaires peuvent ainsi être conduites sur la
détermination automatisée d’un couple de coefficients optimaux basée sur des critères
physiques et non plus sur une loi empirique.

Une autre voie à explorer est l’extension du couplage de codes à d’autres phénomènes
physiques. Au cours de ces travaux nous avons commencé à étudier des problèmes aéro-
thermiques de plus en plus complexes insérant le rayonnement et on devrait poursuivre
dans cette voie en prenant en compte de plus en plus de phénomènes complexes et
en premier lieu, la déformation de la structure. Toutefois, la complexité du problème
doit être justifiée physiquement. En effet, l’effet de la déformation des structures raides,
comme par exemple les aubes des turbines aéronautiques, sur l’échange thermique est
négligeable. De même, il ne semble pas nécessaire d’étudier l’effet du rayonnement sur
des cas caractérisés par des températures modérées.

L’effet de la prise en compte du rayonnement a été étudié avec la méthode Dirichlet-
Robin. Il serait également intéressant d’analyser son impact sur la stabilité des méthodes
Neumann-Robin et Robin-Robin. Par ailleurs, la précision du couplage aérothermique
avec rayonnement devrait à l’avenir être analysée par comparaison avec une solution de
référence.

Concernant la résolution des problèmes aérothermiques via l’algorithme quasi-
instationnaire, les principaux problèmes rencontrés (de stabilité et de précision) sont dus
à la mauvaise estimation du coefficient d’échange thermique. Cette mauvaise estimation
est liée au non-respect de la condition (Tref = const) requise par la loi de refroidissement
de Newton. Des études peuvent alors être conduites concernant l’identification locale
et automatisée de la température de référence la plus appropriée quel que soit le point
de l’interface de couplage. On pourrait aussi substituer à la loi de Newton d’autres
approches, plus complexes mais plus prometteuses.

Enfin, dans un futur un peu plus lointain, on peut imaginer de modéliser une ou
plusieurs physiques avec des modèles réduits permettant de réduire considérablement le
temps de calcul des problèmes aérothermiques.
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A A N A LY S E D E S TA B I L I T É

Dans cette annexe, les études de stabilité (pour le couplage stationnaire et transitoire)
sur lesquelles le modèle 1-D est basé sont détaillées.

Ces études ont déjà été présentées par Errera et Chemin, 2013 dans le cas du régime
stationnaire. Cependant, nous les reproduisons à nouveau car elles nous permettent
d’introduire alors aisément le terme de rayonnement.

Pour le régime transitoire, nous reproduisons aussi l’étude déjà menée à bien par
Errera, Lazareff et al., 2017 de manière à souligner les différences entre les deux approches.
Dans ce dernier cas, le rayonnement n’est pas pris en compte.

a.1 couplage stationnaire

a.1.1 Dirichlet-Robin

y
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Figure A.1 – Étude de stabilité pour le couplage stationnaire : discrétisation pour le modèle 1-D

La figure A.1 montre la discrétisation des domaines fluide et solide sur laquelle est
basée l’étude de stabilité. Nous considérons que les domaines fluide et solide sont couplés
via l’algorithme CSS. Soit [tn, tn+1] l’intervalle de temps, une condition de Dirichlet
(température imposée) est appliquée sur l’interface de couplage fluide :

Tn+10+ = Tn0− j = 0+ (A.1)
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Coté solide, la condition de Robin est employée :

qn+10− = −qn+10+ +αn+1f

(
Tn+10− − Tn+10+

)
j = 0− (A.2)

En adoptant les notations et les normales de la Figure A.1, les flux s’écrivent :

q0+ = −
λf

∆yf/2
(T0+ − T1) (A.3)

q0− = −
λs

∆ys
(T0− − T−1) = −

λs

Λs
(T0− − T−J) (A.4)

L’équation A.4 est valide seulement dans le cas d’une résolution stationnaire du problème
thermique dans le solide. Pour avoir un étude de stabilité plus générale et complète, il
est possible de prendre en considération le type de condition aux limites imposé à la
surface du solide loin de l’interface (j = −J) en supposant qu’une condition de Robin y
est appliquée :

q−J = qext +αext (Text − T−J) (A.5)

où l’indice "ext" indique les quantités externes imposées au système. La typologie de la
condition limite est donnée par le coefficient de couplage αext :

— La condition de Dirichlet est obtenue avec αext =∞ qui implique T−J = Text ;
— La condition de Neumann est obtenue avec αext = 0 qui implique q−J = qext ;
— Une condition mixte est obtenue avec αext > 0. Ceci est utile dans le cas où un flux

convectif est imposé (comme −q−J = h (T−J − Text) qui est obtenu en imposant
(qext, αext) = (0, h)).

L’équation précédente peut être réécrite de la manière suivante :

−
λs

Λs
(T0− − T−J) +αext (T−J − Text) = qext (A.6)

En explicitant T−J nous obtenons :

T−J =

λs
Λs
T0− +αextText + qext

λs
Λs

+αext
(A.7)

En substituant l’Eq. A.7 dans A.4, cette dernière devient :

q0− = −
λs

Λs
(T0− − T−J) = −

λs

Λs

(
T0− −

λs
Λs
T0− +αextText + qext

λs
Λs

+αext

)

=

λs
Λs
αext

λs
Λs

+αext
T0− + const (A.8)
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Nous avons rassemblé les termes qui ne sont pas fonction des variables internes au
système dans une constante car ils n’entrent pas en jeu dans l’analyse modale. Afin de
simplifier la lecture des équations, on introduit le paramètre β :

β =
αext

λs
Λs

+αext
(A.9)

et on obtient :
q0− =

βλs

Λs
T0− + const (A.10)

Maintenant que nous avons défini une nouvelle expression du flux de chaleur à l’interface
du domaine solide, nous pouvons revenir au système d’équations initiales. Nous allons
combiner les équations A.2 et A.4 (pour simplifier la notation les indices temporels des
coefficients de couplage m’apparaissent pas dans les équations suivantes).

−
βλs

Λs
Tn+10− = −qn+10+ +αf

(
Tn+10− − Tn+10+

)
+ const (A.11)

En ajoutant l’équation A.3 et en explicitant Tn+10− nous pouvons écrire :

Tn+10− =

(
αf −

2λf
∆yf

)
Tn+10+ + 2λf

∆yf
Tn+11

αf +
βλs
Λs

+ const (A.12)

Enfin, en combinant les équations A.1 et A.12 nous obtenons :

Tn+10− =

(
αf −

2λf
∆yf

)
Tn0− + 2λf

∆yf
Tn+11(

αf +
βλs
Λs

) + const (A.13)

Afin de mener une analyse de stabilité de l’interface couplée nous avons employé la
théorie de Godunov-Ryabenkii qui introduit la solution du mode normal à l’interface en
considérant les valeurs propres de la forme :

Tnj

{
zn−1κ

j
f j > 0

znκ
j
s j 6 0

(A.14)

où z et κ sont respectivement les facteurs d’amplification temporelle et spatiale.
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Dans le domaine fluide la solution est calculée dans le temps en utilisant l’équation
discrétisée suivante. Une méthode de différences finies centrées est utilisée pour la
discrétisation spatiale et une formulation implicite pour la discrétisation temporelle :

ρCf
∆t

(
Tn+1j − Tnj

)
=

λf

∆x2f

(
Tn+1j+1 − 2Tn+1j + Tn+1j−1

)
(A.15)

(
Tn+1j − Tnj

)
= Df

(
Tn+1j+1 − 2Tn+1j + Tn+1j−1

)
(A.16)

(A.17)

avec Df le nombre de Fourier défini par la relation suivante :

Df =
λf∆t

ρCp∆y
2
f

(A.18)

En substituant l’Équation A.14, nous obtenons :

(z− 1) κf = zDf
(
κ2f − 2κf + 1

)
(A.19)

κ2f −

(
2+

z− 1

zDf

)
κf + 1 = 0 (A.20)

La résolution de cette équation quadratique nous donne deux racines complexes :

κ±f =
1

2


2+ z− 1

Dz
±
√(

2+
z− 1

Dz

)2
− 4


 (A.21)

Afin d’éviter une croissance exponentielle de la solution lorsque j→∞, il est nécessaire
que κf (Df, z) 6 1 pour toutes les valeurs réelles de Df et complexes de z. L’équation
caractérisée par le signe moins satisfait toujours cette condition. Alors nous avons :

κf (Df, z) =
1

2


2+ z− 1

Dz
−

√(
2+

z− 1

Dz

)2
− 4


 (A.22)

Dans le domaine solide nous considérons l’état stationnaire :
(
Tn+1j+1 − 2Tn+1j + Tn+1j−1

)
= 0 (A.23)
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En substituant comme précédemment les définitions de l’Équation A.14 :

κ2s − 2κs + 1 = 0 (A.24)

(κs − 1)
2 = 0 (A.25)

κs = 1 (A.26)

Maintenant pour obtenir l’expression du facteur d’amplification temporelle z, nous allons
substituer la nouvelle définition de la température (cf. Éq. A.14) dans l’Équation A.13 :

Tn+10− =

2λf
∆yf

Tn+11 +
(
αf −

2λf
∆yf

)
Tn0−(

αf +
βλs
Λs

) + const (A.27)

zn+1κ0s =

2λf
∆yf

znκf +
(
αf −

2λf
∆yf

)
znκ0s(

αf +
βλs
Λs

) (A.28)

Finalement, on obtient l’expression du facteur d’amplification temporelle pour un pro-
blème stationnaire dans le cas où la méthode Dirichlet-Robin est utilisée :

z =

2λf
∆yf(

αf +
βλs
Λs

)κf +

(
αf −

2λf
∆yf

)

(
αf +

βλs
Λs

) (A.29)

a.1.1.1 Coefficient de couplage optimal

Pour avoir l’expression du coefficient de couplage optimal il est nécessaire de résoudre
l’équation suivante :

|g(z = −1)| = |g(z = 1)| (A.30)

En effet, au coefficient optimal, les deux branches (Neumann et Dirichlet) prennent la
même valeur. En substituant l’expression du facteur d’amplification temporelle (cf. Éq.
A.29 ) dans l’équation précédente, on obtient :

∣∣∣∣∣∣

2λf
∆yf

κf (−1) −
(
2λf
∆yf

−α
(opt)
f

)

(
α
(opt)
f + βλs

Λs

)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

2λf
∆yf

κf (1) −
(
2λf
∆yf

−α
(opt)
f

)

(
α
(opt)
f + βλs

Λs

)

∣∣∣∣∣∣
(A.31)
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À partir de l’Équation A.21 il est facile d’obtenir les expressions de κf (−1) et κf (1) et
donc l’équation devient :
∣∣∣∣∣∣
2λf
∆yf


1+ 1

Df
−

√(
1+

1

Df

)2
− 1


−

(
2λf
∆yf

−α
(opt)
f

)∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
2λf
∆yf

−

(
2λf
∆yf

−α
(opt)
f

)∣∣∣∣

(A.32)∣∣∣∣∣∣
2λf
∆yf


 1

Df
−

√(
1+

1

Df

)2
− 1


+α

(opt)
f

∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣α(opt)
f

∣∣∣ (A.33)

Le terme entre crochets est strictement négatif, alors l’expression du coefficient de
couplage optimal pour la méthode Dirichlet-Robin est :

α
(opt)
f =

λf
∆yf



√(

1

Df

)2
− 1−

1

Df


 (A.34)

a.1.2 Robin-Robin

Dans cette section nous allons développer l’étude de stabilité pour la méthode de
Robin-Robin. Pour cela nous reprenons l’étude de stabilité réalisée pour la méthode
Dirichlet-Robin dans la Section A.1.1 mais en remplaçant la condition de Dirichlet coté
fluide (cf. Éq. A.1) par la condition de Robin :

qn+10+ = −qn+10− +αn+1s

(
Tn+10+ − Tn+10−

)
j = 0+ (A.35)

La nouvelle expression de l’Équation A.13, qui est maintenant la combinaison de l’Équa-
tion A.12 avec la nouvelle Équation A.35, devient :

2λf
∆yf

(
Tn+11 − Tn+10+

)
= −qn0− +αns

(
Tn+10+ − Tn0−

)
(A.36)

En ajoutant l’Équation A.3 et en explicitant Tn+10− nous pouvons écrire :

Tn+10+ =

(
αs −

βλs
Λs

)
Tn0− + 2λf

∆yf
Tn+11

αs +
2λf
∆yf

+ const (A.37)



A.1 couplage stationnaire 207

Enfin, en combinant les Équations A.12 et A.37 nous obtenons :

Tn+10− =

(
αf −

2λf
∆yf

)(
αs −

βλs
Λs

)
Tn0− + 2λf

∆yf
(αf +αs) T

n+1
1(

αf +
βλs
Λs

)(
αs +

2λf
∆yf

) + const (A.38)

En utilisant la décomposition de la température en produit des facteurs d’amplification
temporelle et spatiale décrite à l’Équation A.14, on obtient l’expression du facteur
d’amplification temporelle :

zn+1κ0s =

(
αf −

2λf
∆yf

)(
αs −

βλs
Λs

)

(
αf +

βλs
Λs

)(
αs +

2λf
∆yf

)znκ0s +
2λf
∆yf

(αf +αs)(
αf +

βλs
Λs

)(
αs +

2λf
∆yf

)znκf (A.39)

z =

2λf
∆yf

(αf +αs)(
αf +

βλs
Λs

)(
αs +

2λf
∆yf

)κf +

(
αf −

2λf
∆yf

)(
αs −

βλs
Λs

)

(
αf +

βλs
Λs

)(
αs +

2λf
∆yf

) (A.40)

z =

2λf
∆yf

(αf +αs) κf +
(
αf −

2λf
∆yf

)(
αs −

βλs
Λs

)

(
αf +

βλs
Λs

)(
αs +

2λf
∆yf

) (A.41)

En introduisant les définitions de Kf et Ks (cf. Éq. (2.39)), l’expression du facteur d’am-
plification temporelle devient le suivant :

g (z) =
Kf (αs +αf) κf − (Kf −αf) (αs −Ks)

(Kf +αs) (Ks +αf)
(A.42)

a.1.2.1 Coefficient de couplage optimal

Le coefficient optimal est l’intersection entre la branche de Neumann et la branche de
Dirichlet :

|g (z = −1) | = |g (z = 1) | (A.43)

où

|g (z = −1) | = −

Kf (αs +αf)

(
1+ 1

D −

√(
1+ 1

D

)2
− 1

)
+ (Kf −αf) (Ks −αs)

(Kf +αs) (Ks +αf)
(A.44a)

|g (z = 1) | =
Kf (αs +αf) + (Kf −αf) (Ks −αs)

(Kf +αs) (Ks +αf)
(A.44b)
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Dans (A.44a) nous retrouvons l’expression du nombre de Fourier normalisé :

Df = 1+
1

D
−

√(
1+

1

D

)2
− 1 (A.45)

L’Équation (A.43) est une équation à deux variables :

−
Kf (αs +αf)Df + (Kf −αf) (Ks −αs)

(Kf +αs) (Ks +αf)
=
Kf (αs +αf) + (Kf −αf) (Ks −αs)

(Kf +αs) (Ks +αf)
(A.46)

Kf (αs +αf)
(
−Df − 1

)
− 2 (Kf −αf) (Ks −αs) = 0 (A.47)

Il est possible de faire apparaître dans cette équation le coefficient optimal pour la
condition de Dirichlet-Robin (cf. Équation (2.49)) qui sera noté α(opt)

DR :

α
(opt)
DR =

Kf
2

(
1− Df

)
(A.48)

Alors, l’Équation (A.47) devient :

(αs +αf)
(
α
(opt)
DR −Kf

)
− (Kf −αf) (Ks −αs) = 0 (A.49)

ou (cf. Annexe A.1.2.1 pour plus de détails) :

(αs +αf)
(
α
(opt)
DR +Ks

)
− (Kf +αs) (Ks +αf) = 0 (A.50)

qui donne les relations entre αf = f(αs) et αs = f(αf) :

αf =
Ks (αs +Kf) −αs

(
α
(opt)
DR +Ks

)

α
(opt)
DR +Ks −Kf −αs

(A.51)

αs =
αf

(
Kf −Ks −α

(opt)
DR

)
+KsKf

α
(opt)
DR −αf

(A.52)

Dans le chapitre 5 nous avons étudié l’influence du choix de ces coefficients sur la
convergence du calcul.

Il est possible de démontrer aisément que si l’Équation (A.50) est respectée, le facteur
d’amplification temporelle est toujours inférieur à 1. En effet, soit g(opt) le facteur d’am-
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plification temporelle calculé en respectant l’Équation (A.50), alors, en combinant les
Équations (A.49) et (A.44b), nous obtenons :

|g(opt) (z = 1) | =
Kf (αs +αf) + (αs +αf)

(
α
(opt)−Kf
DR

)

(Kf +αs) (Ks +αf)
=

(αs +αf)α
(opt)
DR

(Kf +αs) (Ks +αf)
(A.53)

Enfin, en combinant l’Équation (A.53) avec (A.50), |g(opt) (z = 1) | devient :

|g(opt) (z = 1) | =
(αs +αf)α

(opt)
DR

(αs +αf)
(
α
(opt)
DR +Ks

) =
α
(opt)
DR

α
(opt)
DR +Ks

< 1 (A.54)

qui est toujours inférieur à 1 car la conductance du solide Ks est toujours positive.

a.2 couplage stationnaire avec rayonnement

Dans cette section, la méthode Robin-Robin optimale pour stabiliser un problème
aérothermique avec rayonnement est développée. La condition de Robin discrétisée selon
le schéma 1D de la Figure A.1 est exprimée pour le fluide comme suit :

qn+10+ = −qn0− +αns−R
(
Tn+10+ − Tn0−

)
+ hR

(
Tn+10+ − Tref

)
j = 0+ (A.55)

et sur le coté solide :

qn+10− = −qn+10+ +αn+1f−R

(
Tn+10− − Tn+10+

)
+ hR

(
Tn+10+ − Tref

)
j = 0− (A.56)

Supposons que les flux de chaleur q sont de signe opposé à l’interface :

q0+ =
λf

∆yf/2
(T1 − T0+) = Kf (T1 − T0+) (A.57)

q0− = −
λs

Λs
(T0− − T−1) = −Ks (T0− − T−J) = βKsT0− + const (A.58)

Nous avons appliqué le même raisonnement fait dans la section A.1.1 pour T−J.
En combinant les équations (A.57) et (A.58) dans (A.55), on obtient :

Kf
(
Tn+11 − Tn+10+

)
= βKsT

n
0− +αs−R

(
Tn+10+ − Tn0−

)
+ hR

(
Tn+10+ − Tref

)
+ const (A.59)

Tn+10+ =
1

Kf +αs−R + hR
[
(αs−R −βKs) T

n
0− +KfT

n+1
1 + hRTref

]
+ const (A.60)
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De même, pour l’Équation (A.56) on obtient :

βKsT
n
0− = −Kf

(
Tn+11 − Tn+10+

)
+αf−R

(
Tn+10− − Tn+10+

)
+ hR

(
Tn+10+ − Tref

)
+ const

(A.61)

Tn+10− = −
1

βKs +αf−R

[(
Kf −αf−R + h

R
)
Tn+10+ −KfT

n+1
1 − hRTref

]
+ const (A.62)

En combinant les Équations (A.60) et (A.62) la relation suivante est obtenue :

Tn+10− =
(βKs −αs−R)

(
Kf −αf−R + h

R
)

(Ks +αf−R) (Kf +αs−R + hR)
Tn0− +

(αs−R +αf−R)Kf
(βKs +αf−R) (Kf +αs−R + hR)

(A.63)

Enfin, en décomposant la température en modes propres (cf. Équation (A.14)) on
parvient à l’expression du facteur d’amplification temporelle suivante :

z =
(αf−R +αs−R)Kf

(Kf +αs−R + h) (Ks +αf−R)
κf +

(Ks −αs−R) (Kf −αf−R + h)

(Kf +αs−R + h) (Ks +αf−R)
(A.64)

À partir de l’Équation A.64, les expressions du facteur d’amplification temporelle pour
les méthodes Dirichlet-Robin et Neumann-Robin sont :

— Dirichlet-Robin (αs−R →∞) :

z =
Kf

(Ks +αf−R)
κf −

(Kf −αf−R + h)

(Ks +αf−R)
(A.65)

— Neumann-Robin (αs−R = 0) :

z =
αf−RKf

(Kf + h) (Ks +αf−R)
κf +

Ks (Kf −αf−R + h)

(Kf + h) (Ks +αf−R)
(A.66)

Dans ces travaux de thèse, seule la méthode Dirichlet-Robin a été analysée. Le coeffi-
cient optimal de la méthode Dirichlet-Robin est situé à l’intersection de la branche de
Neumann avec celle de Dirichlet. Cette intersection est obtenue en résolvant l’égalité
suivante :

|g(z = −1)| = |g(z = 1)| (A.67)
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En combinant l’Équation (A.65) avec l’Équation (3.3), l’équation précédente (A.67) de-
vient :

∣∣∣∣
Kf

(Ks +αf−R)
Df −

(Kf −αf−R + h)

(Ks +αf−R)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

Kf
(Ks +αf−R)

−
(Kf −αf−R + h)

(Ks +αf−R)

∣∣∣∣ (A.68)

Kf
(
Df − 1

)
− hR +α

(opt)
f−R = hR −α

(opt)
f−R (A.69)

α
(opt)
f−R = h+

Kf
2

(
1− Df

)
α
(opt)
f−R = h+α

(opt)
f (A.70)

où α(opt)
f est le coefficient optimal de la méthode Dirichlet-Robin sans prise en compte

du rayonnement (cf. Équation (2.49)).

a.3 couplage transitoire

L’étude de stabilité pour le couplage transitoire présenté par Errera, Lazareff et al., 2017

est très similaire à celle réalisée pour le couplage stationnaire. Cette fois nous résolvons le
problème de thermique transitoire dans le solide et l’état stationnaire pour l’écoulement
fluide.

La figure A.2 montre la discrétisation des deux domaines avec laquelle nous allons
tirer les équations nécessaires pour l’étude de stabilité.

yΩs

Méthode des élements finis

0Ω f

Méthode des volumes finis

Interface SolideFluide

0−

n fns

0+

j
••
21

•
∆ys

C.L. externe

Tre f• •••
−1−2−3

∆y f

Figure A.2 – Étude de stabilité pour le couplage transitoire : discrétisation pour le modèle 1-D

Dans le cas d’une condition de Robin imposée sur les deux domaines on obtient la
formulation générale suivante :{

q̂f −αsT̂f = −qs −αfTs Condition de Robin dans le fluide

q̂s −αfT̂s = −qf −αfTf Condition de Robin dans le solide
(A.71)
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qn+10+ = −qn0− +αnf
(
Tn+10+ − Tn0−

)
sur j = 0+ (A.72a)

qn+10− = −qn+10+ +αn+1s

(
Tn+10− − Tn+10+

)
sur j = 0− (A.72b)

avec les définitions des flux de chaleur suivantes :

q0+ = −
λs

∆ys
(T0+ − T1) = −Ks (T0+ − T1) (A.73a)

q0− =
2λf
∆yf

(
T−1/2 − T0−

)
= h (Tref − T0−) (A.73b)

En combinant les Équations A.72b et A.73a et en négligeant l’exposant temporel des
coefficients de couplage par souci de simplicité, nous obtenons :

(Ks +αf) T
n+1
0+ = qn0− +KsT

n+1
1 +αfT

n
0− (A.74)

En remplaçant qn0− (cf. Éq. A.73b) nous obtenons l’expression de Tn+10+ :

Tn+10+ =
KsT

n+1
1 + (αf − h) T

n
0− + hTref

Ks +αf
(A.75)

Maintenant nous allons combiner les équations A.72a et A.73b :

(h+αs) T
n+1
0− = qn+10+ +αsT

n+1
0+ + hTref (A.76)

En remplaçant la définition de qn+10+ (Éq. A.73a) nous parvenons à l’expression de Tn+10− :

Tn+10− =
−(Ks −αs) T

n+1
0+ +KsT

n+1
1 + hTref

h+αs
(A.77)

Ceci nous permet de remplacer la définition de Tn+10+ (Éq. A.75) dans l’expression de Tn+10−

(Éq. A.77) afin d’obtenir l’équation définissant le facteur d’amplification temporelle :

Tn+10− =
−(Ks −αs)

h+αs

[
KsT

n+1
1 + (αf − h) T

n
0− + hTref

Ks +αf

]
+
KsT

n+1
1 + hTref
h+αs

(A.78)

Tn+10− =
Ks (αf +αs)

(h+αs) (Ks +αf)
Tn+11 −

(Ks −αs) (αf − h)

(h+αs) (Ks +αf)
Tn0− +

h (αf +αs) Tref
(h+αs) (Ks +αf)

(A.79)
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Comme pour l’étude de stabilité stationnaire, nous avons employé la théorie de Godunov-
Ryabenkii qui introduit la solution du mode normal à l’interface en considérant les
valeurs propres de la forme :

Tnj

{
zn−1κ

j
s j > 0

znκ
j
f j 6 0

(A.80)

où z et κ sont respectivement les facteur d’amplification temporelle et spatiale.
Cette fois, la solution solide est calculée temporellement en utilisant une différences

finies centrées pour la discrétisation spatiale et une formulation implicite pour la discréti-
sation temporelle :

(
Tn+1j − Tnj

)
= Ds

(
Tn+1j+1 − 2Tn+1j + Tn+1j−1

)
(A.81)

où Ds est nombre de Fourier défini par :

Ds =
λs∆ts

ρCp∆y2s
(A.82)

avec ∆ts le pas de temps de résolution de la diffusion dans le solide, ρ la densité du
solide et Cp la capacité thermique solide.

En substituant la définition de la température définie à Équation A.80, nous obtenons :

(z− 1) κs = zDs
(
κ2s − 2κs + 1

)
(A.83)

κ2s −

(
2+

z− 1

zDs

)
κs + 1 = 0 (A.84)

La résolution de cette équation quadratique nous donne deux racines complexes :

κ±s =
1

2


2+ z− 1

Dsz
±
√(

2+
z− 1

Dsz

)2
− 4


 (A.85)

Afin d’éviter une croissance exponentielle de la solution lorsque j→∞, il est nécessaire
que κs (Ds, z) 6 1 pour toutes les valeurs réelles de Df et complexes de z. L’expression
caractérisé par le signe moins satisfait toujours cette condition. Alors nous avons :

κf (Ds, z) =
1

2


2+ z− 1

Dsz
−

√(
2+

z− 1

Dsz

)2
− 4


 (A.86)
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Dans le domaine fluide nous considérons des états stationnaires :

2λf
∆yf

(
Tn+1−1/2 − T

n+1
0−

)
= h

(
Tref − T

n+1
0−

)
(A.87)

(
2λf
∆y

− h

)
Tn+10− =

2λf
∆yf

Tn+1−1/2 − hTref (A.88)

En substituant comme précédemment les définitions de l’Équation A.80 :

√
κf =

2λf
∆yf

− h

2λf
∆yf

= 1−
h
2λf
∆yf

(A.89)

Nous arrivons à la définition du facteur amplification spatiale pour le fluide :

κf =
1

(
1− h

2λf
∆yf

)2 (A.90)

Maintenant pour obtenir l’expression du facteur d’amplification temporelle z, nous
allons substituer la nouvelle définition de la température (cf. Éq. A.80) dans l’Équation
A.79 :

Tn+10− =
Ks (αf +αs)

(h+αs) (Ks +αf)
Tn+11 +

(Ks −αs) (h−αf)

(h+αs) (Ks +αf)
Tn0− + const (A.91)

zn+1κ0f =
Ks (αf +αs)

(h+αs) (Ks +αf)
znκs −

(Ks −αs) (h−αf)

(h+αs) (Ks +αf)
znκ0f + const (A.92)

Finalement, on obtient l’expression du facteur d’amplification temporelle pour un pro-
blème transitoire dans le cas où la méthode Robin-Robin est utilisée :

z =
Ks (αf +αs)

(h+αs) (Ks +αf)
κs −

(Ks −αs) (h−αf)

(h+αs) (Ks +αf)
(A.93)



B D É M O N S T R AT I O N S M AT H É M AT I Q U E S

Dans cette annexe, les différentes démonstrations faites au cours de la thèse sont
détaillées.

b.1 étude théorique de la méthode dirichlet-robin

b.1.1 Effet de la taille de la première maille fluide sur la stabilité

Ici nous montrons l’effet de la résolution de la couche limite sur le nombre de Biot
numérique, c’est-à-dire pour ∆yf → 0 :

lim
∆yf→0

Biν = lim
∆yf→0

Bi∆
(
1− Df

)
= lim
∆yf→0

Bi∆
(
1−

Df
1+ Df +

√
1+ 2Df

)
(B.1)

où Bi∆ = Kf
Ks

=
2λf
∆yf
λs
Λs

et Df = af∆t

∆y2
= λf∆t

ρcp∆y
2 Si nous prenons Bi∆ = 2λfΛs

λs
1
∆y = B

∆y et

Df = λf∆t
ρcp

1
∆y2

= C
∆y2

, nous obtenons :

lim
∆yf→0

Biν = lim
∆yf→0

Bi∆
(
1−

Df
1+ Df +

√
1+ 2Df

)
= lim
∆yf→0

B

∆y


1−

C
∆y2

1+ C
∆y2

+
√
1+ 2 C

∆y2




(B.2)
La limite de Df est dans un premier temps recherchée :

lim
∆yf→0

Df = lim
∆yf→0

Df
1+ Df +

√
1+ 2Df

= lim
∆yf→0

C
∆y2

1+ C
∆y2

+
√
1+ 2 C

∆y2

=

= lim
∆yf→0

C

∆y2 +C+
√
∆y4 + 2C∆y2

= 1 (B.3)
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Ensuite, la limite du nombre de Biot numérique Biν est calculée :

lim
∆yf→0

Biν = lim
∆yf→0

Bi∆
(
1−

Df
1+ Df +

√
1+ 2Df

)
=

= lim
∆yf→0

B

∆y

(
1−

C

∆y2 +C+
√
∆y4 + 2C∆y2

)
=

= lim
∆yf→0

B

∆y

(
∆y2 +

√
∆y4 + 2C∆y2

∆y2 +C+
√
∆y4 + 2C∆y2

)
=

= lim
∆yf→0

B

(
∆y+

√
∆y2 + 2C

∆y2 +C+
√
∆y4 + 2C∆y2

)
=

= B
2

C
=
2λfΛf
λs

√
2ρcp

λf∆t
=
2λfΛf
λs

√
2

af∆t
(B.4)

Avec un raisonnement similaire l’expression de α(opt)
f dans le cas de Dirichlet-Robin

est :

α
(opt)
f =

Kf

1+
√
1+ 2Df

(B.5)

lim
∆y→0

α
(opt)
f = lim

∆y→0
Kf

1+
√
1+ 2Df

(B.6)

où Kf = 2λf
∆y et Df = af∆t

∆y2

lim
∆y→0

Kf

1+
√
1+ 2Df

= lim
∆y→0

2λf
∆y

1+
√
1+ 2af∆t

∆y2

= lim
∆y→0

2λf
1

∆y+
√
∆y2 + 2af∆t

=

= 2λf lim
∆y→0

1

∆y+
√
∆y2 + 2af∆t

= 2λf
1√
2af∆t

=
2λf√
2af∆t

(B.7)

Cette formule peut être également écrite de la façon suivante :

lim
∆y→0

α
(opt)
f =

2λf√
2af∆t

=
2λf√
2 λfρCp∆t

=

√
2λfρCp√
∆t

=

√
2Ef√
∆t

(B.8)

où Ef =
√
λfρCp est l’efficacité thermique, c’est-à-dire la capacité à échanger de l’énergie

thermique avec son environnement (Errera, Moretti, Salem et al., 2019).



C VA L I DAT I O N D E L A C O N D I T I O N D E R O B I N
DA N S E L S A V I A U N E C O M PA R A I S O N
AV E C L E C O U P L A G E C E D R E - Z S E T

Dans cette annexe, nous allons réaliser la même étude paramétrique que celle présentée
à la section 5.3 mais cette fois-ci, l’écoulement fluide est modélisé avec le logicien CEDRE
(Calcul d’Écoulements Diphasiques Réactifs pour l’Énergétique).

CEDRE est la plateforme de simulation numérique pour l’énergétique de l’ONERA.
Cette plateforme a été conçue pour traiter les écoulements complexes rencontrés dans le
domaine de l’énergétique et de la propulsion en prenant en compte une grande variété
de phénomènes physico-chimiques et les mécanismes de couplage associés. CEDRE est
un solveur d’équation LES ou RANS et il utilise des maillages non-structurés généraux,
qui permettent une grande souplesse dans la prise en compte des effets technologiques
les plus complexes.

Cette étude a été réalisée pour valider l’implémentation en forme "explicite" dans
elsA lors d’un couplage aérothermique. En effet, le solveur fluide CEDRE possède
une condition aux limites Robin implémentée en forme "implicite" car il est doté, à la
différence d’elsA, d’éléments surfaciques aptes à l’application directe d’une condition
aux limites de type Dirichlet.

L’étude paramétrique a été réalisée sur le cas test décrit au paragraphe 3.3 avec les
conditions thermiques utilisées dans l’étude avec elsA (cf. §5.3). Nous avons traité le cas
où Biν = 6, 85 et ensuite le cas où Biν = 127.

La Figure C.1 montre la comparaison entre l’étude paramétrique réalisée avec un
couplage CEDRE-Zset (Figure C.1a) et celle effectuée via le couplage elsA-Zset (Figure
C.1b). La première est composée de 304 calculs (16 valeurs de αs et 19 de αf) au lieu
de 1344 qui est le nombre de calculs effectué avec le couplage elsA-Zset. Malgré le
nombre de calculs nettement inférieur de l’étude paramétrique CEDRE-Zset, cette étude
présente des résultats proches de ceux obtenus avec elsA (en termes de stabilité de la
méthode Robin-Robin). Les deux études présentent également une zone d’instabilité
déformée lorsque αs est plus faible. En effet, théoriquement la zone instable est délimitée
par la courbe α(opt)

f (αs) (cf. Figure 5.1b). Des valeurs du résidu en norme infini de la
température à l’interface solide (cf. Éq 3.18) sont présentes en haut à droite (méthode
Dirichlet-Dirichlet) et en bas à gauche (méthode Neumann-Neumann) de la Figure C.1a.

Cette étude montre que l’utilisation de la condition de Robin "explicite" et l’utilisation
de la condition de Robin "implicite" ont un effet similaire sur la stabilité du problème
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218 comparaison avec le couplage aérothermique cedre-zset

(a) Résultat du balayage avec CEDRE (b) Résultat du balayage avec elsA

Figure C.1 – Comparaison du comportement de la méthode Dirichlet-Robin vis-à-vis de la varia-
tion des coefficients de couplage αf et αs dans le cas d’un couplage CEDRE-Zset (à
gauche) et dans le cas d’un couplage elsA-Zset (à droite). Cas test à Biν = 6, 85.

couplé. La condition de Robin dans elsA a alors été également validée en terme de
stabilité.

Pour aller plus loin dans cette validation, la même étude a été menée sur un cas
à interaction thermique forte (Biν = 127). La Figure C.2 montre la comparaison des
deux études paramétriques. Dans ce cas également l’étude paramétrique effectuée via le
couplage CEDRE-Zset est constituée de 475 calculs (25 valeurs de αs et 19 de αf) au lieu
de 1700 pour le couplage elsA-Zset.

La similitude des deux études paramétriques est nette. Les deux exhibent une zone
instable plus marquée pour αs faible et des résidus plus élevés vers le coin nord-est de la
figure (méthode Dirichlet-Dirichlet).
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(a) Résultat du balayage avec CEDRE (b) Résultat du balayage avec elsA

Figure C.2 – Comparaison du comportement de la méthode Dirichlet-Robin vis-à-vis de la varia-
tion des coefficients de couplage αf et αs dans le cas d’un couplage CEDRE-Zset (à
gauche) et dans le cas d’un couplage elsA-Zset (à droite). Cas test à Biν = 127.





D I M P L É M E N TAT I O N D E L’A LG O R I T H M E D E
C O U P L A G E Q U A S I - I N S TAT I O N N A I R E
DA N S L E S O LV E U R Z-S E T

L’algorithme de couplage a été implémenté dans un plugin du code solide Z-set. Dans
Z-set il est possible d’ajouter des nouvelles fonctionnalités à l’aide de plugins, ce qui évite
de modifier le cœur du logiciel.

La Figure D.1 schématise les principales étapes d’un calcul générique réalisé par Z-set.
Le schéma a été réalisé pour un calcul de mécanique du solide mais il est également
utilisable pour un calcul thermique.

Dans Z-set, il est possible d’implémenter un algorithme de couplage via l’objet
COUPLED_PROBLEM_COMPONENT qui régit les différentes étapes du calcul. Cet objet per-
met, par exemple, de modifier les actions à réaliser avant et après chaque incrément
(start_increment et end_increment) mais aussi l’écriture des fichiers contenant les champs
résultants ou encore les fichiers de reprise du calcul.

Pour l’implémentation de l’algorithme quasi-instationnaire (cf. Figure 1.8), la plupart
des modifications ont été effectuées dans la fonction end_increment. Dans cette fonction,
si t = tc +∆tc, on vérifie d’abord si le critère de convergence a été atteint et, ensuite,
si ce dernier n’a pas été atteint, on appelle le moteur de couplage. Z-set envoie alors la
température à l’interface au solveur fluide et il attend de recevoir les nouveaux champs
thermiques (température et flux de chaleur). Une fois ces nouveaux champs reçus, ils sont
stockés dans un objet (STACK_OF_TIMED_VECTOR_FIELD) qui permet d’ordonner temporel-
lement les champs et de pouvoir faire des opérations élémentaires avec (interpolation
linéaire, quadratique, etc...). Si le critère de convergence n’a pas été atteint, il est néces-
saire d’informer le code solide pour qu’il recommence le calcul à partir du dernier instant
où le couplage a convergé, c’est-à-dire lorsque t = tc. Puisque le code Z-set ne dispose
pas d’une telle fonction, il a été nécessaire de contourner cette carence en modifiant
le résultat de la vérification du résidu ‖R‖ pendant la résolution du processus itératif
réalisée dans l’incrément (cf. Fig. D.1). En effet, si le processus itératif n’a pas convergé,
Z-set refait le calcul à partir du dernier incrément enregistré dans le fichier de reprise.
En résumant, cette démarche est composée de deux étapes :

— Écriture dans le fichier de reprise des instants où l’algorithme a convergé, le dernier
est t = tc (fonction manage_restart) ;

— Si le critère de convergence du couplage est atteint, le processus itératif a convergé.
Dans le cas contraire, le calcul doit être refait à partir du dernier instant présent
dans le fichier de reprise (t = tc). Ceci a été codé dans la fonction reset.
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222 implémentation de l’algorithme de couplage quasi-instationnaire

Dans l’objet COUPLED_PROBLEM_COMPONENT, nous avons également implémenté les fonc-
tions permettant de calculer les coefficients de couplage de la méthode générale Robin-
Robin (αf et αs). Ces coefficients, qui sont traités dans la section 7.1 sont calculés en
fonction des quantités pariétales reçues du solveur fluide.

Concernant l’application des conditions aux limites, elles sont gérées par l’objet BC. Cet
objet est unique à chaque surface où la condition limite est imposée. C’est dans cet objet
que les différentes prédictions traitées au cours des chapitres 7 et 8 sont implémentées.
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Global initialization

N
e
w

to
n

 l
o
o
p

Increment n initialization

 

Time = Time_ini+Δt
Boundary condition update
External parameter update
un = equilibrium from prev. time step
Δu0 = 0 or init_d_dof
i=0   (iteration index)

T
im

e
 l
o
o
p

||R|| is small
enough

Increment finalization

Write output
Write restart

yes

no
R is decreasing

& i<maxiter 

yes

no

retry with 
Δt=Δt/2

i=i+1

Problem finalization

Time<Time_end
yes

no

un+1 = un + Δui

Δui  ↦ Δε
Δε    ↦ Δσ , K
un+1 ↦ Fint , Fext

Ri+1 = Fext - Fint

Δui+1 = K-1 Ri+1

start_increment

verification

initialize

init_problem

after_mesh_setup

(many others)

start_iteration

end_iteration

end_problem

end_increment(ir)

output_data
write_restart

manage_restart

reset

Time_ini = Time
n = n+1
Δt = ... (is adapted if needed)

before_mesh_build

load(inp)

before_material
after_material

output_data

Input parameters
Mesh
Material
MPI
Time_ini=0 (or rst)
Δt = ...
init dof & matrix

read_restart

Figure D.1 – Schématisation des principales étapes du code Z-set parcourues afin de réaliser un
calcul générique.
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RÉSUMÉ

Ces travaux s’inscrivent dans la résolution de problèmes couplés aérothermiques. Il s’agit notamment d’améliorer les
méthodes de couplage en termes de précision et de robustesse. La stabilité du couplage aérothermique en régime
permanent a été d’abord étudiée (couplage faible). Un nombre de Biot numérique a été défini ce qui permet d’évaluer l’in-
tensité de l’interaction thermique fluide-structure. Plusieurs méthodes (Dirichlet-Robin, Neumann-Robin et Robin-Robin)
ont été étudiées et leur domaine de validité a été défini. La méthode Dirichlet-Robin avec un coefficient de sécurité s’est
avérée la plus robuste et simple à mettre en œvre. La prise en compte du rayonnement implique une déstabilisation ma-
jeure du problème aérothermique. La méthode de stabilisation a donc été modifiée afin de pouvoir stabiliser ce type de
calcul. Dans un deuxième temps, la résolution de problèmes couplés aérothermiques en régime transitoire a été étudiée
via l’algorithme partitionné quasi-instationnaire. Il s’agit d’une procédure itérative (couplage fort) entre le solide en régime
transitoire et des état fluides en régime stationnaire, assurant ainsi l’égalité des flux de chaleur et de la température
à chaque instant de couplage. La précision de cet algorithme a été analysée et améliorée. Enfin, l’algorithme quasi-
instationnaire a été analysé sur des problèmes aérothermiques quasi-industriels de disques de turbine et compresseur
aéronautiques.

MOTS CLÉS

Couplage aérothermique, interaction fluide-structure, stabilité, précision, conditions aux limites, turboma-
chines.

ABSTRACT

This work deals with the solution of coupled aerothermal problems. The aim of the work is to improve the accuracy and
robustness of the coupling techniques. The stability of the aerothermal coupling for steady state problems is first studied
(weak coupling). A numerical Biot number is defined, which allows to evaluate the intensity of the fluid-structure thermal
interaction. Several methods (Dirichlet-Robin, Neumann-Robin and Robin-Robin) are studied and their ranges of validity
are defined. The Dirichlet-Robin method with a safety coefficient, which presents the easiest implementation, proves to
be the most robust. Taking radiation into account implies a major destabilization of the aerothermal problem. Thus, the
stabilization method is modified in order to be able to stabilize this type of calculation. In the second part, the solution
of coupled aerothermal problems in the transient regime is studied using the quasidynamic partitioned algorithm. This
is an iterative procedure (strong coupling) between the thermal problem in the solid solved in the transient regime and
the flow field at the steady state, thus ensuring equal heat flux and temperature at each coupling time. The accuracy of
this algorithm is analysed and improved. Finally, the quasi-dynamic algorithm is analysed on quasi-industrial aerothermal
problems of aeronautical compressor and turbine discs.

KEYWORDS

Aerothermal coupling (CHT), fluid-structure interaction, stability, precision, boundary conditions, turbomachi-
nery.
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