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INTRODUCTION

L’écoulement des fluides en présence d’un obstacle est largement utilisé dans
I’industrie, et son application est extrémement variée. Beaucoup de travaux de
recherche ont été réalisés pour modéliser I'écoulement autour des obstacles Nous
pouvons les rencontrer dans le cas des problémes d’environnement liés a la
dispersion des polluants a travers les routes, les ailettes de refroidissement des engins
thermiques, les chicanes des échangeurs de chaleur ou des capteurs solaires, les
canalisations urbaines, etc.. Pour cela, plusieurs expériences dans le domaine ont été
réalisées et confrontées aux méthodes numériques. Pour cette derniére une large
gamme de méthodes mathématiques ont été développées afin de s’approcher de la
réalit¢ de 1’écoulement et de fournir le maximum d’information qui peuvent se

produire.

La problématique est la suivante: Comment se comporte alors un

écoulement face a un obstacle ?

L’étude de I’écoulement autour d’un obstacle peut se faire suivant deux

approches:

L’approche numérique ou I’on simule 1’écoulement en s’appuyant sur un
modele mathématique; et I’approche expérimentale ou on doit acquérir des mesures

sur un banc d’essai.

- L’approche numérique consiste a discrétiser 1’équation gouvernant 1’écoulement

par une méthode numerique en utilisant différentes formulations ;

- L’approche expérimentale peut étre traitée suivant deux aspects, le premier aspect
est qualitatif ou on utilise les techniques de visualisation pour analyser les différentes
structures tourbillonnaires naissantes au sein de 1’écoulement. Le deuxiéme aspect

est quantitatif ou les zones de recirculation en aval de 1’obstacle sont quantifiées en



fonction des paramétres dynamiques de 1’écoulement tels que le nombre de

Reynolds.

Ce qui nous intéresse ici c’est I’approche numérique. Ceci nous ameéne a
notre travail intitulé : «Simulation numérique d’un écoulement face a un obstacle

cylindrique par la méthode des éléments finis ».

L’objectif principal de ce mémoire est de développer un code de simulation
numeérique afin de déterminer les parametres(vitesse et pression) d’un écoulement

face a un obstacle.

La structure de ce travail est divisée en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré & une étude théorique ou nous allons décrire
la méthode des éléments finis, suivi par 1’ établissement des équations de Navier
stokes.

Dans le deuxiéme chapitre de ce mémoire nous allons citer les matériels
utilisés puis développer la méthode de résolution du probléme .

Au dernier chapitre, nous allons donner les résultats suivis par des

discussions. Enfin, ce travail s’achévera par une conclusion et une perspective



CHAPITRE 1 : GENERALITES
1.1 Description de la méthode des éléments finis
La méthode des éléments-finis (MEF) est une méthode d’approximation numérique

de solutions de problémes aux limites statiques ou dynamiques tels que :

— La diffusion thermique.

—La mécanique des milieux continus (solides et fluides).

—L’ électromagnétisme.
mais en fait, tous les problémes d’’equations aux dérivées partielles (EDP) aux
limites se résolvent par le MEF. Il s’agit, comme dans toutes les méthodes
numériques, de trouver une approximation discrete. Bref, la résolution d’un probléme
différentiel aux limites linéaire, a toujours besoin d’ une formulation variationnelle
associée équivalente et c¢’est ainsi que nous pouvons calculer une approximation
de la solution en projetant sur un espace de dimensions finies, ce qui revient a
résoudre un systeme linéaire(Grégoire Allaire Analyse Numérique et
optimisation)[10]
1.1.1 Principe général

Considérons un domaine Q (typiquement une portion de I'espace) dont la
frontiere est notée 6Q ou X. Nous cherchons a déterminer une fonction u définie sur
Q, qui est une solution d'une équation aux dérivées partielles (EDP) pour des
conditions aux limites données. La méthode des éléments finis (MEF) permet de
résoudre de maniére discrete et approchée ce probléme ; nous cherchons une solution
approchée « suffisamment » fiable.( Méthode des éléments-finis par I’exemple
Daniel Choi LMNO Groupe Mécanique Modélisation Mathématique et Numérique
Université de Caen, Bld Maréchal Juin, 14032 Caen Cedex, France. Version Avril
2010) [1]

La discrétisation consiste a « découper » le domaine Q, c'est-a-dire a chercher
une solution du probléme sur un domaine polygonal ou polyédrique par morceaux ; il
y a donc une redéfinition de la géométrie. Une fois la géométrie approchée, il faut
choisir un espace d'approximation de la solution du probléme. Dans la MEF, cet
espace est défini a l'aide du maillage du domaine (ce qui explique aussi pourquoi il
est nécessaire d'approcher la géométrie). Le maillage du domaine permet d'en définir

un pavage dont les paveés sont les éléments finis.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Ensemble_de_d%C3%A9finition
https://fr.wikipedia.org/wiki/Conditions_aux_limites
https://fr.wikipedia.org/wiki/Polygone
https://fr.wikipedia.org/wiki/Poly%C3%A8dre
https://fr.wikipedia.org/wiki/Maillage
https://fr.wikipedia.org/wiki/Pavage

Sur chacun des éléments finis, il est possible de linéariser I'EDP, c'est-a-dire
de remplacer I'équation aux dérivées partielles par un systeme d'‘équations linéaires,
par approximation. Ce systéme d'équations lineaires peut se décrire par une matrice ;
il y a donc une matrice par element fini. Cependant, les conditions aux frontieres sont
définies sur les frontieres du systeme global et pas sur les frontieres de chaque
élément fini ; il est donc impossible de résoudre indépendamment chaque systeme.
Les matrices sont donc réunies au sein d'une matrice globale. Le systéme d'équations
linéaires global est résolu par I'ordinateur (des systéemes simples peuvent étre résolus
a la main et constituent en général des exercices d'apprentissage).

L'EDP est résolue aux nceuds du maillage, c'est-a-dire que la solution est
calculée en des points donnés (résolution discrete) et non en chaque point du
domaine Q. Cela nécessite de pouvoir interpoler, c'est-a-dire déterminer les valeurs
en tout point a partir des valeurs connues en certains points. On utilise en général des
fonctions polynomiales.( Projet : Cours DEA C++ et éléments finis. Présenté a
I’'Université Pierre et Marie Curie (Paris VI) par Nadia MHIOUAH et Eric
DALISSIER) [3]

Un élément fini est la donnée d'une cellule élémentaire et de fonctions de base
de I'espace d'approximation dont le support est I'élément qui est défini de maniére a

étre interpolant

Nous voyons ici poindre trois sources derreur, c'est-a-dire d'écart entre la

solution calculée et les valeurs réelles :

o la modélisation de la réalité : le domaine Q correspond en général a des
pieces matérielles, le calcul se fonde sur des versions idéales (sans défaut) des
piéces, de la matiére et des conditions aux limites ; cette source d'erreur n'est
pas spécifique a la méthode des élements finis, et peut étre prise en compte
par la méthode contrainte-résistance ;

o la géométrie idéale et continue est remplacée par une géométrie discrete, et
les valeurs sont interpolées entre des points ; plus les points sont espaces, plus
la fonction d'interpolation risque de s'écarter de la réalité, mais a I'inverse, un
maillage trop fin conduit a des temps de calculs extrémement longs et

nécessite des ressources informatiques (en particulier mémoire vive)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Lin%C3%A9arisation
https://fr.wikipedia.org/wiki/Syst%C3%A8me_d%27%C3%A9quations_lin%C3%A9aires
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_polyn%C3%B4me
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9thode_contrainte-r%C3%A9sistance
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9moire_vive

importante, il faut donc trouver un compromis entre codt du calcul et
précision des résultats ;
o s'agissant de calcul numérique, il se produit inévitablement des erreurs

d'arrondi, les nombres étant représentés par un nombre fini d'octets.

Toute I'nabileté de I'ingénieur consiste a maitriser ces erreurs notamment :

o en simplifiant la géométrie (defeaturing), en enlevant des détails qui se
situent loin des zones que I'on veut étudier et ayant une faible influence sur le
résultat ;

« en choisissant des maillages adaptés, par exemple, des maillages de type
poutre pour des pieces élancées, ou de type coque pour des piéces fines, en
découpant la piéce pour pouvoir faire des maillages réguliers sur certaines
zones, en affinant le maillage dans les zones critiques. ..

e enayant un regard critique sur le résultat.

Bien qu'il existe de nombreux logiciels exploitant cette méthode et permettant de

« résoudre » des problemes dans divers domaines, il est important que I'utilisateur ait
une bonne idée de ce qu'il fait, notamment quant au choix du maillage et du type
d'éléments qui doivent étre adaptés au probleme posé : aucun logiciel ne fait tout
pour l'utilisateur, et il faut toujours garder un ceil critique vis-a-vis de solutions
approchées. Pour cela il existe des indicateurs d'erreur et des estimateurs d'erreur qui
permettent d'ajuster les différents parametres.

Une fois la solution trouvée, il reste cependant a déterminer les caractéristiques
de la méthode ainsi développée, notamment l'unicité de I'éventuelle solution ou
encore la stabilité numérique du schéma de résolution. Il est essentiel de trouver une
estimation juste de l'erreur liée a la discrétisation et montrer que la méthode ainsi
écrite converge, ¢’est-a-dire que I'erreur tend vers 0 si la finesse du maillage tend elle
aussi vers 0.

Dans le cas d'une EDP linéaire avec opérateur symétrique (comme I'est
I'opérateur laplacien), il s'agit finalement de résoudre une équation algébrique
lineaire, inversible dans le meilleur des cas.

1.1.2 Maillage et discreétisation
» Maillage
La méthode des éléments finis repose sur un découpage de I'espace selon un

maillage. D'habitude I'on choisit un maillage carré ou triangulaire mais rien n'interdit


https://fr.wikipedia.org/wiki/Erreur_d%27arrondi
https://fr.wikipedia.org/wiki/Erreur_d%27arrondi
https://fr.wikipedia.org/w/index.php?title=Indicateurs_d%27erreur&action=edit&redlink=1
https://fr.wikipedia.org/w/index.php?title=Estimateurs_d%27erreur&action=edit&redlink=1

de choisir des maillages plus complexes. Il n'est pas non plus nécessaire que le
maillage soit régulier et lI'on a tendance a resserrer le maillage prés des endroits
d'intérét (par exemple aux endroits ou I'on pense que la solution va beaucoup varier) ;
cependant, il faut veiller a avoir des eéléments faiblement distordus (se rapprocher
d'un polygone régulier). Plus ce maillage est resserré, plus la solution que I'on obtient
par la méthode des éléments finis sera précise et proche de la « vraie » solution de
I'équation aux dérivées partielles.(Grégoire Allaire Analyse Numérique et
optimisation) [10]

Nous appelons traditionnellement h la plus grande dimension d'un élément (le
diametre de la sphere dans laquelle s'inscrit I'élément), et p le degré du polynéme
décrivant le coté ou l'aréte (p = 1 pour des cotés/arétes droits, p = 2 pour des

cotés/aréte présentant une courbure).

Dans I'idéal, le maillage doit donc épouser les contours 6Q du domaine. Si 6 est

courbe, alors on peut :

« soit utiliser des éléments plus petits, on parle de raffinement de type h ;
o soit utiliser des éléments dont les cbtés (en 2D) ou arétes (en 3D) sont

courbes, on parle de raffinement de type p.

Lorsque le degré des polyndémes p est €levé, on parle de méthode des éléments

spectraux.

Nous devons apres prendre une base de fonctions « adaptées » au maillage.
Plusieurs choix sont alors possibles. En général, les fonctions de base utilisées pour
les éléments finis sont interpolantes, c'est-a-dire que les valeurs nodales sont les

valeurs des grandeurs inconnues aux nceuds.
> Discrétisation

Soit le maillage M et la base b=(e1,..en)associée. Puisque la condition de
Dirichlet impose des fonctions nulles aux bords, on utilise uniquement la sous-base b
limitée aux points intérieurs de Q(Cahouet J. and Chabard J. P. . Somefast 3-D

solvers for the generalized Stokes) [18] .


https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9thode_des_%C3%A9l%C3%A9ments_spectraux
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9thode_des_%C3%A9l%C3%A9ments_spectraux

Nous cherchons la solution u du probléme discrétisé ainsi :

ueVllvveVvau,v)=L(v)

Avec \/ 0 espace discret ; a(u,v) bilinéaire en Vv et L(v) linéaire en v

Or dans cet espace discrétise, dire que tout vecteur v veérifie la proposition

précédente est equivalent a dire que tous les vecteurs de la base vérifient la
proposition. Si I'on décompose la solution udans la base des e, intérieurs, en

composantes u, , on obtient :

Vje [1,...n]_zn:uia(ei,ej) =L(e;)

L'idee est que quand le maillage se resserre et que le nombre de fonctions de

base n tend vers I'infini (et que I'espace engendré par cette base V° tend vers Vo), les

solutions un devront converger vers la solution u de I'équation aux dérivées partielles

de départ.

1.1.3 :Linéarisation

Sur chacun des éléments finis, il est possible de linéariser I'EDP, c'est-a-dire
de remplacer I'équation aux dérivées partielles par un systéme d'équations linéaires,
par approximation. Ce systeme d'équations linéaires peut se décrire par une matrice ;
il y adonc une matrice par élément fini. Cependant, les conditions aux frontieres sont
définies sur les frontiéres du systeme global et pas sur les frontieres de chaque
élément fini ; il est donc impossible de résoudre indépendamment chaque systéme.
Les matrices sont donc réunies au sein d'une matrice globale. Le systeme d'équations
linéaires global est résolu par I'ordinateur (des systéemes simples peuvent étre résolus
a la main et constituent en géneral des exercices d'apprentissage).

L'EDP est résolue aux nceuds du maillage, c'est-a-dire que la solution est calculée
en des points donnés (résolution discréte) et non en chaque point du domaine Q. Cela
nécessite de pouvoir interpoler, c'est-a-dire déterminer les valeurs en tout point a
partir des valeurs connues en certains points. Les fonctions polynomiales sont

généralement utilisée .


https://fr.wikipedia.org/wiki/Lin%C3%A9arisation
https://fr.wikipedia.org/wiki/Syst%C3%A8me_d%27%C3%A9quations_lin%C3%A9aires
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_polyn%C3%B4me

Un élément fini est la donnée d'une cellule élémentaire et de fonctions de base de
I'espace d'approximation dont le support est I'élément, et défini de maniére a étre
interpolant (Sébastien Tordeux et Victor Péron : Analyse numérique fondamentale.
UNIVERSITE DE PAU, MASTER 1 MMS, 2013-2014. http
://stordeux.perso.univpau.fr/fCOURS/ANL1.pdf)[6]

1.2 Equations de Navier Stokes

Les équations de Navier-Stokes est 1'une des plus importantes de toute la
physique. Si elle n’a pas la chance d’étre aussi connue que E = m.c?, elle nous sert
pourtant a prédire la météo, simuler les océans, optimiser les ailes des avions et
méme améliorer le réalisme des jeux vidéos. Le principal objectif de ces équations
est de décrire le mouvement des fluides visqueux newtoniennes. Puisqu’un fluide
peut étre un liquide ou un gaz, nous comprenons que les équations de Navier-Stokes
concernent beaucoup de phénomeénes qui nous entourent. Nous allons établir ces
équations a partir de 1’équation de continuité et de conservation de la quantité de

mouvement.

1.2.1 Quelques outils différentiels et intégraux

Nous allons rappeler quelques outils utiles sur les opérateurs différentiels
intervenant en mécanique des fluides et les différentes formules d’intégration et

dérivation utilisées pour la modélisation des équations de Navier-Stokes.

» Opérateurs différentiels

Soit un domaine Q c R?,d >1 ,de frontiére dQ réguliére . . On considére

les fonctions v:Q —>R et u:Q—R? réguliére avec u(x) = (ul,..... ud) pour x =
(X1,.... Xd) € R
Nous allons définir alors les opérateurs différentiels suivants

- Opérateur V. ("nabla") :

o Vv=|—, . N e RY est le gradient de v(vecteur)
0%, OX4



o
[8u} %% | |
e Vu=|— =| : . ¢ | est la matrice Jacobienne
0%, OX4

de u(taille dxd)

d
e UVU=Du SX—U e RY est un vecteur
i=1 i

- Divergence :

d
e divu= Z% e R est un scalaire
i OX;

e Si M = M(x) désigne une matrice de taille d x d définie pour xR

,alors

_ d M, d oM, : & M
divM = Z Yo Z 91T eR%st un vecteur et (divM)=>—2 pour
70X 7 OX, 70X

1<i<d
40U g
- Laplacien (vectoriel): ZW € R" est un vecteur
i=1 i

On a aussi les formules suivantes :

Au =div(Vu)

div(v.u) =v.divu +Vvu

V(f.g)= fVvg+gVf (fetgsontdes fonctions scalaires)

» Formulesd’intégration

- Formules de Green:

Pour toutes fonctions scalairesv,w: Q — R — R réguliéres, on a

—J' Awvdx = J.VwVvdx— I a—vch , ou n est la normale unitaire extérieure a X2 .
n
Q Q 9]

Pour toutes fonctions vectorielles V,W: Q<R - R réguliéres, on a

—IAW.de:IVW :VVdx - .[aaﬂVdé , ou n est la normale unitaire extérieure a
n
Q Q X

Q.

d d
Avec VWZVV:ZZ%.%
i1 = OX; OX;



» Formules de la divergence :

Pour toute fonction vectorielle v:Q c R* — R? réguliére, on a

jdiwdx = jv.nd& , oU n est la normale unitaire extérieure a oQ
Q X

Pour toute fonction vectorielle v:Qc R® - R et f :Q— R réguliére, on a

_[ fdivvdx = fv.Vf dx + j fv.nds , ol n est la normale unitaire extérieure & 50
Q

30 o0
» Formule de transport de Reynolds
Equation de Jacobi. Soit une fonction vectorielle u:QxR* — R? réguliére
avec QcR? . Le flot X associé a u (encore appelé fonction caractéristique)est
défini comme la solution du probléme de Cauchy

:I_);(r;t, X)=u(X(z;t,%),7)

X(t;t,x)=x
La caractéristique X (t;t, x) = x représente la position a I’instant 7 d’une particule se

trouvant en xa l’instant t

1.2.2 Equation de continuité
Il est facile d'imaginer que dans tout volume, en l'absence de sources ou de

puits, tout ce qui entre doit sortir et inversement. C'est ce qu'illustrent ces équations
de conservation . Considérons un volume élémentaire, fixé dans l'espace, de fluide
de densité p. La masse de ce volume élémentaire s'écrit :

m=pA,.A A, (1.1)
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PY, A

AZ b

= ¥

Figure 1: Ecoulement unidirectionnel

Considerons, pour simplifier, un écoulement unidirectionnel (selon Ox par exemple)
a travers ce volume. Le débit massique (flux de masse) s'écrit dans la direction Ox
(ce qui entre est positif, ce qui sort est négatif):

- debit massique entrant:

A 1.2
Ql =—"= pl'ul'Ay'Az ( )
At
- debit sortant:
Q,=p, U, A A, (1.3)

D'ou la variation de masse, a l'intérieur du volume élémentaire, par unité de temps:

A(pA,A,A 1.4
ﬂ=M=p1.ul.Ay.Az — Py, A A, .4
A'[ At

Les dimensions du volume fluide étant supposées constantes dans le petit

intervalle de temps considéré, il vient:

ﬁ _ P~ P, (1.5)

Qui peut s'ecrire si les dimensions du volume tendent vers l'infiniment petit:
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op __a(pu) (1.6)

ot OX

Appliquant ce méme raisonnement dans les 3 directions, nous pouvons alors
écrire I'équation de conservation de la masse (aussi appelée equation de continuité):

9p  9py)  o(pv)  o(pw) _ 1.7
ot ox oy oz

Soit

op (1.8)
—+V.(ou)=0
- (pu)

Une convergence (divergence) doit étre compensée par une compression
(dilatation) du fluide.

La dérivee totale de la masse volumique po(x,y,z,t) s'‘écrit:

d_pza_p+ua_p+va_p+wa_p (1 9)

dt ot ox oy oz

En combinant ces deux équations on obtient:

dp u v ow (1.10)
—+p| —+—+—|=0

dt OX oy oz

Soit

9 pvi-0 @1

Pour un fluide incompressible le premier terme est nul et I'équation de
continuité pour un fluide incompressible s'écrit:
ou oV ow
—t—t+—=
ox oy oz

0 (1. 12)

1.2.3 Equation de conservation de la quantité de mouvement
L’équation de conservation de la quantit¢ de mouvement se déduit de la
relation fondamentale de la dynamique (Arnold ReuskenNumericalMethods for the

Navier-Stokes equationsJanuary 6, 2012) [2]

ma=>"F (1.13)
Les forces extérieures agissant sur Q(t) sont :
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- Poids du volume de fluide : J' pgdVv

0

- Force agissant sur la surface : J' T(n)dS ot n normale & extérieur a I'(t)
r(t)

T est une contrainte liée aux force de pression et une contrainte liée aux effets
Visqueux.
Soit :

[ T(yds = [ s(myds (1. 14)
r(t) r(t)
OU & est un tenseur de contrainte

En utilisant le théoréme de transport pour une grandeur vectorielle, le
théoréme de la divergence, 1’équation de continuité et la définition de la dérivée
particulaire.

L’équation de conservation de quantité de mouvement est de la forme :

p(gt_hwaj _pG+Va .19
Pour obtenir 1I’équation de Navier stokes nous allons introduire la loi de

comportement pour le tenseurs de contraintes.

La loi de comportement de fluide se traduit par une relation entre les contraintes et la

déformation .La loi de comportement la plus simple est une loi linéaire de la forme

(Jacques PADET, 2008)[8] :

§=—pl=+ndivﬁl=+2y3 (1. 16)
Avec D = 1[Vu +(Vu)' ]
2
n : viscosité de dilatation de fluide
Donc I’équation de Navier Stokes sous forme tensorielle s’écrit :
(1.17)

p@t_hwaj G+ pl +ydiviil +24D)
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Remarque : Lorsque 77diV\7|_ n’est pas négligeable, c’est-a-dire que la masse

volumique est fortement variable, on admet assez souvent la relation de stokes

n= ‘% 4 (Jacques PADET, 2008)[8]

Donc :
Uu -=-) = = = = ~ou (1.18)
yo a—u+u.V.u =pg+V|-pl+ndivul +ﬂ(%+—’)
ot ox; o
Pour tous fluides incompressibles divu =0 :
Pour alléger I’écriture nous allons omettre les vecteurs, donc on a :
(1.19)

p(aat—u+(uV)uJ+Vp—yAu =f avecf =pg

Nous considérons ici I’écoulement dans un plan horizontal donc =0
Finalement 1’équation qui décrit I’écoulement d’un fluide visqueuse incompressible
est définie par :

Vu=0 (1. 20)

p(%+(uV)u)+Vp—yAu =0
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CHAPITRE 2 : MATERIELS ET METHODES

Dans ce chapitre nous allons décrire les outils numériques pour que nous
puissions traiter les équations précédentes et aprés nous allons présenter les méthodes

de discrétisation de ces equations.

2.1 Matériels

2.1.1 Matlab

Matlab est un logiciel de calcul numérique produit par MathWorks. Il est
disponible sur plusieurs plateformes. Matlab est un langage simple et trés efficace,
optimisé pour le traitement des matrices, d’ou son nom. Matlab contient également
une interface graphique puissante, ainsi qu’une grande variété d’algorithmes
scientifiques. Nous pouvons enrichir Matlab en ajoutant des « toolbox », profilées
pour des applications particuliéres (traitement des images, analyses statistiques,
optimisation, etc.).

Dans ce mémoire nous allons utiliser le logiciel matlab pour représenter la

variation du coefficient de trainée en fonction de nombre de Reynolds.

2.1.2 Free fem++

Free fem++ est un logiciel Open Source gratuit permettant de résoudre
numériquement des équations différentielles par éléments finis. Il posséde son propre
langage de script, inspiré du C++, pour décrire le type de probléme différentiel, les
équations aux dérivées partielles et les conditions initiales et aux limites. Il peut ainsi
résoudre des problemes dits multi-physiques, présentant des non-linéarités, en bi-
comme en tri-dimensionnel, sur des maillages pouvant aller au million de nceuds
(ordinateur de calcul standard) jusqu'a quelques milliards de nceuds (gros systéme

multiprocesseurs dédié au calcul).

2.2 Méthodes

2.2.1 Position du probléme

Soit un fluide incompressible de vitesse ueH'(Q)® et de pression
pel?(Q) , solution des équations de Navier-Stokes incompressibles dans un

domaine de R® L’objectif ici ¢’ est de déterminer les paramétres(vitesse et pression)
de I’ écoulement face a I’obstacle. L’écoulement va de la gauche vers la droite
(Fig.2)
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Vu=0 (2.1

p(%+(uV)u)+Vp—yAu =0

I

Figure 2: Présentation du domaine

Définissons les bords du domaine en utilisant la figure 2 :

I', le bord inférieur

I', le bord de sortie

I", le bord superieur

', le bord d'entrée

I'; le bord de I’obstacle

Avec les conditions aux bords notre systéme d’équations devient :

2.2
p(z—l:+(uV)uj+Vp—yAu:O (2-2)
Vu=0
U, =uy, =u =0
Ur, = 9(x)

Afin de mettre en évidence le rapport des forces de viscosité vAu sur les

forces d’inertie (u.V) U , il est nécessaire d’écrire les équations de Navier-Stokes sous

forme adimensionnalisée. Nous allons introduire une vitesse caractéristique U€ IR de
I’écoulement étudié ainsi qu’une longueur caractéristique L .Considérons alors le

temps caractéristique T =L /U et posons :

X = ;f:%;u(x,f)zg; p(x,f): D(X,zt)

X
L
Dans ce cas notre systéme d’équations devient :
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Vu=0 (2.3)
a—u+(uV)u—iAu +Vp=0
ot R

e

Omettons les tildes et remplagons Ri =y donc nos équations deviennent :

Vu=0 (2. 4)

68—[:+(uv)u—vAu+Vp:0

2.2.2 Discrétisation en temps

Nous allons d’abord définir la caractéristique X = X (z;t,x) associée au

champ de vitesse u, verifiant :

(;—);(r;t,x):u(X(r;t,x),r) 2.5)

X(t;t,x) =x

La caractéristique X (t;t, x) = x représente la position a I’instant 7 d’une particule se

trouvant en xa l’instant t. L’introduction des caractéristiques permet de faire
apparaitre la dérivée matérielle de la vitesse dans les équations de Navier-Stokes et

d’absorber ainsi la non linéarité. On a :

d dXx 0 2.6
d—f[u(X(r;t, X),7)]= (E(m’ x).Vju(X(r;t, x),r)+a—l;(x (z:t,%),7) (2.6)

ux@e).e], =S 27)

D’aprées la relation (2.7) 1’équation (2.4) devient :
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di[u(X(r;t,x),r)]  +Vp-pAu=0 (2-9)
T =t

Vu=0
U, =Uy =U, =0
Up, =g(x)

Passons maintenant a la discrétisation

n+l _pgn n 2 6)
u At.tJ OX" | G Aut =0 (

Vum—lzo
un+1 :un+1r :un+lr :0

Iy 3 5

u™, =9((n+1)7)

Posons At =7 et considérons I’approximation

n+l _pgn n 2. 7)

U U oX +Vpn+l—ﬂAUn+l =0 (
T

Vun+l :O

n+l

Lll-1

U™, = g((n+1)7)

n+1 n+l
=u" =u, =0

2.2.3 Formulation variationnelle

Les équations linéaires correspondent a la recherche du minimum d’une
fonctionnelle grace au théoréme de Lax-Milgram.cf(A1)
Soient :

- L%(Q) I’espace des fonctions de carré sommable sur () muni du produit

scalaire : (u,v) = I uvdQ et la norme correspondant |v|, = (v,v)"*
Q

Hl(Q)I{V/VELZ(Q),gﬂELZ(Q),i=1,...m} muni de la  norme
X.

N
OX

2 \1/2
ilo

m
||v||1—[|v|§+zl
i=

18



- Hy(@)={v/ve H'(Q)}, v respectant les conditions limites muni de la

2\V2
0

- VZ{V/VE (HY(Q))",V.v = 0} Pour veV on note |v|} = i”vi I
i=1

norme

i=1

- | OV
||v||1[zé—xl

Nous obtenons la formulation variationnelle de notre probléme en multipliant

(2.8) par une fonction veV (fonction test) et en intégrant sur (€2):

(2.8)
Vp"! — pAu™ (vdQ =0

Un+l_U nOXn
- 4
o T

J'Vu”“dQ =0

Q

n+l n+1 n+1
r,=U T, =Uu" =0

U™ = g((n+1)7)

u

Avec :
(Au™,v)= IZZ:AUQ”vde
=

k=1

| iv.(VuQ*l)vde
Q

k=1

= IZZ:V.(Vu£+le)dQ - J.ZZ:Vuk”“Vvde
Q

k=1 O k=1

= J‘Zz:VuQ*lvkn.dF - jiVuQ”Vvde

r k=1 k=1

ou n est le vecteur unitaire normal extérieur a la frontiére T

(Vp,v)= Iva.dQ
Q
= jv.(pv)dg—j pv.vdQ
Q Q
= j pv.ndl“—_[ pV.vdQ
r Q

Comme veV ;c’est ‘adire Vv=0 et v. =0 il vient (Vp,v)=0 et nous avons la

formulation variationnelle
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2.9
E(Unﬂ—UnOXn,V)-I-a(UrHl,V)-I-b(V, pn+l) =0 ( )
T
b(Un+l,q) :O
Un+11-1 — un+1r3 — un+1r5 — O

U™ = g((n+1)7)

n+1

vet b(v, p"™) = —j p"VV + _[ (p"t.n)v
n Q oQ

Avec a(u™*,v) = vj Vu"™vy -y f u
Q

o

Definition des espaces V, et M,

Donnons nous une triangulisation réguliére de Q et définissons ©Q, =U™ T,
etnotons v',ie{l,....nbv} les sommets de cette triangulation.
Avec T, élément du triangulation.

Definissons alors les espaces discrets V, et M, par :

V, =¥, <Co(Q): VK eL..nbv, < P*)
M, :{Vh ECO(Qh);Vk e{L..nbt}v, ‘Tke Pl}

ou P* désigne I'espace vectoriel des polyndmes de deux variables de degré global
inférieur ou égal a k.

Les fonctions de V, sont entierement determinées par leurs valeurs en chacun
des sommetsV',i e {1, ..... nbv—l} ainsi qu'aux points milieux de toutes les arétes
du maillage. La dimension de I'espace V,, est égale au nombre total nbv+nbe-1 (ou
nbe désigne le nombre d'arétes) des nceuds du maillage. Les fonctions de M, , elles,

sont entierement déterminées par leurs valeurs en chacun des sommets

v‘,ie{l, ..... nbv—-1} . La dimension deM est égale au nombre total nbv  des

sommets du maillage

Fonctions de base

Une base de M, est formée des fonctions de M, qui valent 1 en un nceud et
0 pour tous les autres.

Dans le cas des polyndmes de degré 1 (P') , nous pouvons utiliser les coordonnées
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barycentriques des sommets des triangles comme fonctions de base. Nous noterons

Alie {O,...Z} la fonction de base associée aux sommets v' du maillage vérifiant :

v(i, j) e{0,.. 28 4 (v!) = 5

Nous obtenons donc par calcul :

Ao =1=-X =X, (2.10)
A=%

A =%

Avec X =(x;,X,) un point du maillage

Remarque : Les coordonnées barycentriques sont conservées par transformation
affine.Cf (A2).

Une base de V, est formee des fonctions de V, qui valent 1 en un nceud et 0
pour tous les autres.

Nous noterons ¢',i e{O,...Z} la fonction de base associée aux sommets vi du
maillage, etg™,ie{0,..2} la fonction de base associée aux milieux des arétes
d'indice i du maillage. Par analogie, le milieu de la i-eme aréte sera aussi noté vi,

avec i e {35} On déduit donc :

(i, j) €{0,..5F;¢ (V) =5,

& =4 (22, -1) (2.11)
¢ =4(24-1)

¢, = 4(24,-1)

¢y =444,

¢ =444,

¢s =40/,

Posons uy, = z ug' (), v, =4'(x) . p, :Z pA(X) et g, =2'(x)

i=1

Donc passons maintenant a la discrétisation

nbt

b(uh ' qh) = _z diVUthdX
k=1

21



nbt nbv+nbe

= J.div 2 ug' (92’ (x)

i=1

nbv-+nbe nbt

= > u Z—dlv¢ ()1 (x)

i=1l

b(uy, ) = Bij U (2.12)

avec B; (BX,B )ou B, :—nzbt:awﬂ'(x) et B, = nzm:agi'(x)

k=1

b(v,, p,) = J'F phv.n.dl“—f P, V.y,.dQ or_[r p,v.ndl'=0
Q

nbt

= —Zj p,V.v,.dx

k=1 T
nbt nbv .
== [ 2 PAKIVH (0
k=1 T« i=1
nbv nbt

=2 [-A()V.4 (x)dx

i=1 k=1 T
b(v,, p,) =B; P (2.13)
a(u,,v,) = v.[Auhvth
Q

= —vjVuhvh.ndF + vj VuththorIVuhvh.ndF =0
r Q r

nbv+nbe

=y j V 2 ug (x).Ve (x)dx

nbv-+nbe nbi

—v Z zj Vo' (X)V ! (x)dx

a(u,,v,) =AU (2.14)

B(Uh —U,0X )’Vh} :%|:n t f(n f ug (- f eui<15i(x)oXJ¢"(x)dx}

i=1 i=1

:nv+: eu —ZI¢ (X)¢ (X)dX_nfeu _ZJ.¢ (X)OX ¢ (X)dX
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(2. 15)

1
[;(uh —uhoX),Vh} =C,U-f;

D’apres (2.15) et (2.16) on a:

(A; +CjU — f;, posons (A; +C;) =R, donc I’équation (2.10) devient :
R,U™+BP"™ = f (2.16)
B,U™ =0

Sous forme matricielle on a :

®, BI)(U™) (f, 2.17)
Bij 0 ' Pn+l - 0

Nous résolvons le probléme de Navier Stokes sans pénalité. La méthode

itérative classique de Uzawa est décrite par lI'algorithme suivante :

Aty on se donne p."
On calcul u; a partir de :

UP"=R*(f -BP*") (2. 18)

puis on détermine P™" a partir de :
Phl,n — PnO,n +0€BU£’n (2 19)
ou0<a<2

VK ([P — PR <107

Solution U\"; P*"
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CHAPITRE 3 : RESULTATS ET DISCUSSIONS
3.1 Résultats

Le domaine d’écoulement est illustrée par la figure 3 ci-dessous :

yA

A

L
Figure 3: Repérage du domaine

Le profil de vitesse a I’entrée est défini par :

0 Hz

avec U (vitesse d’entrée) et H =0,41[m]

Nous avons aussi :
D=0,1[m] (diametre du cylindre)
L=2,2 [m] (longueur du domaine rectangulaire)

Les coordonnées du centre du cylindre est (0,2 ;0,2)

3.1.1 Situations observées avec des vitesses spécifiques

» Champ de vitesse et de pression pour une vitesse d’entrée

U, =0,15(m/s) ce qui correspond a R, =10
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e Champ de vitesses :

.Is-:-Vall.l.e
-0.00396202
B .00zE2a61
B oiiGisz
B 0194009

0 058320
0 066 1266
B 07a0143
0 0217019 ||
B0 0204205
0 0272771
105065
112352
. 12064
[ IREE ]
B 126215
0144003
151701
B 150578
0167366
175153
[ IRERIES]
[ IR Ellge]
B 193516
0 206304
0 214002
[ k]
B 2eaaT |
[ IerERE
B 245342
0 25303
B 2603217
0 268605
[l
B0 22418
0 21068
[ ]

Figure 4: : Champ de vitesse pour une vitesse d’entrée Um=0,15

A droite de la figure 4 nous observons la palette de couleur qui caractérise la
distribution du champ de vitesses dans le domaine.
Nous pouvons remarquer une accélération de la vitesse entre 1’espace paroi-obstacle,

ceci est d0 a la diminution de la section du passage du fluide
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e Champ de pression

50 alue
BIRIEEN R

[
B 254023

W1.c05z2

W1.77E5
[ IR
11737
B 2676
B 45615
B 62554
[ R

[ ERENER
W47
[ ERNES
1137
B o505
B 15004
B 31540
[T
[ TR
B 5276 -
[ R
. 15622
55577
B 50516
B 57455
[
.01z
. 15272
B .a5211
521

Figure 5: Champ de pression pour une vitesse d’entrée Um=0,15

A droite de la figure 5 nous observons la palette de couleur qui caractérise la
distribution du champ de pression dans le domaine.
La légére chute de pression de I’entrée a la sortie due au frottement du fluide avec les

parois de I’obstacle et de canal est mise en évidence.
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» Champ de vitesse et de pression pour une vitesse d’entrée

U,, =1,5(m/s) ce qui correspond a R, =100

e Champ de vitesse :

.IsoValuz

- 00265423
0 0352266
0106995
W .17ET6e

[ AR
W0 631147
[ ARSI
W0 s24654
B0 S96453
W ogzas
[ s
W17
W.13352
Wi 2553
W 2T
Wi 39354
Wi 4706
W 54227
Wi 61414

W 63501
Wi 7576
Wi 52945
Wi sz
Wi 572
B 04476
W 11652
W 13320
W 26006
W s3Es
W 4056

W 47557
B 54714
W 61301
W f0062
[

Figure 6: Champ de vitesse pour une vitesse d’entrée Um=1,5
A droite de la figure 6 nous observons la palette de couleur qui caractérise la
distribution du champ de vitesses dans le domaine.
Les forces d’inertie qui augmentent et empéchent la couche limite de rester attachée

au cylindre et commence a favoriser une dépression dans la zone de sillage
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e Champ de pression

50 alue
.I—I:I.ZISZ'FS'E
B-0.0113440
0 2aei0z

W 5T
B Fa0s7
B oz
B 25046
B 5014

B 75614
[ S
B 25504
B 5000
[
B 010ss
B 2612
[
B FesT —
7 01467
[
7 51656
Bl 75751
B 01545
B 2604
B 5205
[ R r
B 04

B 27510
B 52413

Figure 7: : Champ de pression pour une vitesse d’entrée Um=1,5

A droite de la figure 7 nous observons la palette de couleur qui caractérise la
distribution du champ de pression dans le domaine.
La légere chute de pression de ’entrée a la sortie due au frottement du fluide avec les

parois de I’obstacle et de canal est mise en évidence.
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» Champ de vitesse et de pression pour une vitesse d’entrée

U, =15(m/s) ce qui correspond a R, =1000

e Champ de vitesse :

s0Walue
- 0. 441658

[ IR
[ TIESET:
WL 7aTss

B 26054
[
W 75207
[T
W 24z
W 55577
Wi 7242
[ TR
Wiz 2255
Wi 571
[ TERR L
[ e
Wi 2077
Wi 5553
[ R
L7 e
[ ERE

[ e
[ ERER
[ A
[ IR
1517
R
B 409
W4 1545
45001
W5 G457
[ AR
[ AR
[ A
s cas

Figure 8:: Champ de vitesse pour une vitesse d’entrée Um=1,5
A droite de la figure 8 nous observons la palette de couleur qui caractérise la
distribution du champ de vitesses dans le domaine.
L’écoulement devient instationnaire. Les différentes perturbations possibles ne

peuvent plus étre amorties et une instabilité se déclenche
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e Champ de pression

S0 alue
BhRRRRE]

512246
- 46 6946

- 5.02477
B 0294704
B z2510

B =6517
WL 4051

Wi 1251

Bt 545

B 275

B 505

50 525

B 165

[
[
B 0549
[ R
[ R
[
B 5748
[
[
L0465
WL0G 095
WL 725
Wii5 255
[ R
Wiz4515

Figure 9: Champ de pression pour une vitesse d’entrée 1,5

A droite de la figure 9 nous observons la palette de couleur qui caractérise la
distribution du champ de pression dans le domaine.
La Iégere chute de pression de I’entrée a la sortie due au frottement du fluide avec les

parois de I’obstacle et de canal est mise en évidence.
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3.1.2 Coefficient de trainée du cylindre en fonction de nombre de Reynolds

Le coefficient de trainée d'un corps, en mécanique des fluides, en
aerodynamique ou en hydrodynamique permet de quantifier la force de résistance
d'une surface
(M. Coutanceau, J.R. Defaye).[15]

Pour calculer le coefficient de trainée, nous utilisons la formule suivante :

C, - pULzD (3.2)
Ou la force F est obtenue par la simulation numérique et Cp le coefficient de trainée ,
D le diametre du cylindre, p la masse volumique du fluide et U la vitesse en entrée du
domaine.

A l'aide du logiciel Matlab, nous pouvons alors tracer la courbe C, = f (Re)

T T T T T

== Evolution du coefficient de trainée en fonction du Reynolds

3 25t 1
20- -
1SF 1
10 ~
5— -
0 '} 2l £ - Vi

-1 0 1 2 3 4 H
10 10 10 10 10 10 10

nombre de Reynolds

Figure 10: Coefficient de trainée en fonction de Reynolds

3.2 Discussions

L’ obstacles utilisés est le cylindre, malgré la simplicit¢ de la géométrie
cylindrique, I’écoulement fait intervenir des mécanismes complexes. Ceci a SUsCité

beaucoup d’intérét pour la communauté scientifique.
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3.2.1 Différent régime de I’écoulement autour du cylindre

L’écoulement d’un fluide est considéré incompressible et obéit aux équations
de Navier Stokes. L’adimensionnalisation de ces équations avec une échelle de
vitesse U, et une échelle de longueur D implique que 1’écoulement dépend du
nombre de Reynold et des conditions limites initiales. L’écoulement autour d’un
cylindre est présenté dans ce paragraphe pour des conditions limites telles que la
surface du cylindre est la plus lisse possible. Dans ces conditions, 1’écoulement

autour du cylindre dépend uniquement du nombre du Reynolds défini par :

R, = YD avec U, = 21;’” ,v (viscosité cinématique du fluide) et D (diamétre du
14
cylindre)

Ce nombre adimensionnel caractérise le rapport entre les forces d’inertie et

les forces visqueuses.
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» PourU_ =0,15

On a R, =10,I’écoulement est dit rampant. Les forces de viscosité étant

prépondérantes, le fluide reste « attaché » au cylindre et il n’y a pas de décollement
(I. Khabbouchi, M.S. Guellouz )[9]. L’écoulement est symétrique par rapport a 1’axe
central du courant (axe longitudinal) et également entre I’amont et I’aval du cylindre
La figure 5 précédente nous donne le champ de vecteurs vitesses dans le domaine

étudié avec Re=10.

vILE

Figure 11: Vecteur champ de vitesse pour Re=10
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» PourU =15

Nous avons R, =100 les forces d’inertie qui augmentent et empéchent la

couche limite de rester attachée au cylindre et commence a favoriser une dépression
dans la zone de sillage (Fig 6 précédent). Ainsi, nous observons un decollement de
chaque coté du cylindre(l. Khabbouchi, M.S. Guellouz )[9]. Le point de décollement
se déplace vers I’amont du cylindre quand le nombre de Reynolds augmente
.L’écoulement est stable et reste stationnaire et symétrique par rapport a l’axe
longitudinal. En aval du décollement, se forment deux lobes presque symétriques de
recirculation contrarotatifs attachés au cylindre. Le point de rattachement, qui est
défini comme le lieu ou la vitesse longitudinale est nulle sur I’axe central du sillage,

s’¢loigne du cylindre quand le nombre de Reynolds augmente.
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Figure 12: Vecteur Champ de vitesses pour Re=100
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»> PourU =15

Nous avons R, =1000 1’¢écoulement devient instationnaire. Les différentes
perturbations possibles ne peuvent plus étre amorties et une instabilité se déclenche
(Fig 8 précédent)(l. Khabbouchi, M.S. Guellouz )[9]. Les deux tourbillons perdent
leur symétrie par rapport a 1’axe longitudinal, se détache du cylindre et sont

connectés dans le sillage pour former ’allée tourbillonnaire de VVon-Karman

Figure 13: Vecteur champ de vitesse pour Re=1000
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3.2.2 Champ de vitesses et champ de pression

» Champ de vitesses

Les figures (4,6 et 8) précédent montrent les contours ainsi que le champ de
la grandeur de la vitesse et les lignes de courant autour de 1’obstacle cylindrique . A
I’entrée, la vitesse est uniforme (profil de vitesse imposée), comme condition aux

limites.

Nous pouvons remarquer une accélération de la vitesse entre 1’espace paroi-
obstacle, ceci est d0 a la diminution de la section du passage du fluide(M.
Coutanceau, J.R. Defaye, Circular cylinderwake configurations: a flow

visualization)[15]

. La, il y a une conversion d’énergie du fluide provoquant un coefficient de
frottement important. Puis en aval de 1’obstacle et selon le régime et le nombre de
Reynolds apparait un écoulement particulier et entrainant a chaque fois un nouveau

point de décollement du fluide avec évidence de changement de la zone de sillage.

Nous pouvons noter aussi que le fluide se détache de I’obstacle en fonction

du Nombre de Reynolds.

» Champ de pression

Les figures (5,7 et 9) précédent montrent les contours de la pression statique
dans le domaine d’étude. La légere chute de pression de I’entrée a la sortie due au
frottement du fluide avec les parois de I’obstacle et de canal est mise en évidence. Le
ralentissement de 1’écoulement en aval du cylindre induit un gradient de pression
inverse (Schafer M. and Turek S. Benchmark computations of laminar flow around a
cylinder. Notes Numer. FluidMech., 52:547-566, 1996) [19].

Ce dernier produit un écoulement de retour qui dévie 1’écoulement incident
et cause ainsi un décollement de chaque coté du cylindre. Plus le nombre de
Reynolds augmente, plus les points de décollements remontent vers le point d’arrét
amont. Les deux couches minces décollées de part et d’autre du cylindre se
rejoignent a une certaine distance du point d’arrét en aval du cylindre, sur I’axe de

symeétrie.
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3.2.3 Comparaison

Dans cette derniere paragraphe nous allons comparer le coefficient de trainée

théorique a celle que nous avons vue précédemment.

La figure ci-dessous représente le Coefficient de trainée en fonction de Reynolds issu
de la littérature cf.(G.Durand, J.E.Wesfried, P.Jenffer.)[5]

BU TS ok ) TR | TR Rl | T I B | M ERY R ) TR E ok | L AL |

Coefficient de trainée en fonction du Re

Cd

D Lraanul gl PRI E R TIT] N W T T Lol 1 =TT

10 10 10 10 10 10 10 10 10

Figure 14: Coefficient de trainée en fonction de Reynolds issue de la littérature
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En superposant les courbes précédentes, le résultat est le suivant :

60 U Ml 1 9 al i M
—*— Evolution du coefficient de trainée en fonction du Reynolds

& T Trainée expérimentale

50

40

0 A daual o anaad a1 iUl Y Y ST - m
-1 0 1 2 3 4 H 6 7
10 10 10 10 10 10 10 10 10
nombre de Reynolds

Figure 15: comparaison entre Cp expérimentale et littérature

Les résultats semblent bien coller avec les résultats de la littérature ce qui est
satisfaisant pour la suite de notre projet. Pour améliorer ces résultats, il faudrait
obtenir plus de points, c'est-a-dire refaire plus de simulations, mais avec un maillage

plus raffiné que celui employé.
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CONCLUSION

L’étude des écoulements laminaires autour d’un obstacle cylindrique a été
I’objectif du présent travail. La simulation numérique par Free fem++ a été adoptée
pour un écoulement instationnaire d’un fluide newtonien et incompressible en régime
laminaire.

Nous avons adopté cette simulation numérique par la MEF. Aprés avoir
décrit la MEF, nous avons établi les équations de Navier Stokes qui décrit le
mouvement du fluide en question. En tant que simulation numérique nous avons cité
les matériels nécessaires afin de détailler la méthode de résolution de 1’équation de

Navier Stokes.

Ce travail, nous a permis de tirer de tres riches observations pour différents
nombres de Reynolds. Pour Re=10 , un écoulement rampant est examiné. Puis a
partir de Re =100 les forces d’inertiec augmentent et empéchent la couche limite de
rester attachée au cylindre et pour Re =1000,1’écoulement devient instationnaire
c'est-a-dire que les différentes perturbations possibles ne peuvent plus étre amorties
et une instabilité se déclenche

Les résultats du champ du pression nous a aussi permis de tracer la courbe de
coefficient de trainée en fonction du nombre de Reynolds. Ce dernier a été comparé
par le coefficient de trainée théorique, et nous avons observé que les résultats restent

similaires.

Plusieurs travaux futurs, concernant la simulation numérique de 1I’écoulement
tridimensionnel, instationnaire d’un fluide newtonien et incompressible autour d’un
cylindre reste a faire. Il serait tres intéressant d’introduire les modéles de turbulence

comme perspective.
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ANNEXES
Al :Probléme variationnel abstrait : théoréme de Lax-Milgram

On considere dans cette section un espace de Hilbert V et un sous-espace

affine fermé V. <V .On note V c'est-a-dire

amn 1 €space vectoriel associé a 'V,

adm !

vu,u’ eV,,,, (U —u) eV,,,,.On a naturellement V,, <V

a

Travailler dans un espace affine signifie que le probléme aux limites n’est pas
homogene. Nous allons voir que via une translation il est facile de se ramener a un
probleme aux limites homogeénes. Néanmoins il est important en pratique de

considérer les probléemes non homogene
théoreme de Lax-Milgram :

Soit a(., .) une forme bilinéaire continue sur V et soit L une forme linaire

définie et continue sur V , définissant le probléme variationnel abstrait suivant :

(i)

Trouveru eV, telque
a(u,u”—u)=LU" —u)vu' eV,

Si a est coercive sur V

admh ?

c'est-a-dire 3 ¢ >0 telle que
a(v,v) 2 c|v|, W eV,q,,alors (i) est un probléme bien posé,

Si de plus a est symétrique, alors I'unique solution de (i) minimise dansV,,,

la fonctionnelle dite d’’energie :
J(v) =%a(v,v) —L(v) autrement dit J(u) <J(U*)Vu' eV,
Az : Coordonnées barycentriques(relatif a un triangle)

Les coordonnées barycentrique d’un point X[Xxij e R? par rapport aux
2

sommets &, (i =1,3) d’un triangle sont les solutions du systeme linéaire :
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La transformation affine

Soit T le triangle de référence qui a pour sommets les points :
1 2 3

a =(,0);a =(0,1);a =(0,0)

Soit T un triangle non-dégénéré de sommets a*,a®,a’ . Il existe une et une

seule

matrice inversible B, de R** etun seul vecteur b, de R” tels que

v1si§3,a‘=BTai+bT

En effet, i = 3 donne b, =a® et i = 1, i = 2 donnent la colonne i de B, :
Bl =a'—a’ . Donc B, est inversible si et seulement si T n'est pas dégénéré. On

note K I'application

affine de R®dans R?

VxeR? x=F (X)=B, x+b;

F, est inversible, car B, l'estet VxeR? x=F (x) =B, x+b;
De plus,

T =F.(T) .Ondéduit, [ f(x)dx=[T,[[ f (x)dx
K T
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SIMULATION NUMERIQUE D’UN ECOULEMENT FACE A UN OBSTACLE
CYLINDRIQUE PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

Résumé :

Ce travail de mémoire, a pour but d’étudier le comportement de 1’écoulement du fluide
autour d’un obstacle cylindrique, vu a sa large application industrielle. Pour avoir plus
d’information sur le phénomeéne d’écoulement bidimensionnel en régime laminaire, une
étude a été entamé par simulation numérique. Dans ce cas, on a développé un code afin

de déterminer les parameétres (vitesse et pression) d’un écoulement face a 1’obstacle.
Mots clés : écoulement laminaire, fluide, obstacle cylindrique, simulation.

NUMERICAL SIMULATION OF A FLOW FACING A CYLINDRICAL
OBSTACLE BY THE METHOD OF FINITE ELEMENTS

Abstract :

The aim of this work is to studying the behaviour of the flow of fluid around cylindrical

obstacle, having regarded its wide range of industrial applications.

In order to get more informations about two-dimensional flow phenomena with laminar
rate, it was decided to organise a study based on digital simulation.
In this case, we have developed a simulation code to determinate parameters (speed,

pressure) of a flow faced an obstacle.

keywords : laminar rate, cylindrical obstacle, simulation, fluid
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