ACRONYMES

EBG : Electromagnetic Band Gap (Bande interdite électromagnétique).

BIE : Bande Interdite Electromagnétique.

FSS : Frequency Selective Surface (Surface sélective en fréquence).

SER : Surface équivalente radar.

PEC : Perfect Electric Conductor (Electrique parfait conducteur).

PMC : Perfect Magnetic Conductor (Magnétique parfait conducteur).

PBC : Periodic Boundary Conditions (Conditions limites périodiques).

PML : Perfectly Matched Layer (Couche absorbante parfaite).

TEM : Transverse Electric and Magnetic.

PRS : Partial Reflector Surface (Surface partiellement réflective )

FDTD : Finite-Difference Time-Domain (Différence finie dans le domaine temporelle)

MDOA : Minimum Degree Ordering Algorithm (Algorithme du degré minimum d’ordon-
nancement)

YSM : Yale sparse matrix (Format de Yale des matrices creuses)

FMM : Fourier Modal Method.

RCWA : Rigorous Coupled-Wave Analysis ( Analyse rigoureuse d’ondes couplées)

LU : Lower, Upper (descente, remonté).

IRAM : Implicitly Restarted Arnoldi Method (redémarrage implicite de la méthode d’Ar-
noldi).

GMRES : Generalized minimal residual method (méthode généralisée du résidu mini-
mum).

MKL : Math Kernel Library http ://software.intel.com/en-us/intel-mkl/


http://software.intel.com/en-us/intel-mkl/

NOTATIONS

A : Longueur d’onde exprimée en métre.

C : Vitesse de la lumiére dans le vide exprimée en métres par seconde.
ko : Nombre d’onde dans le vide en radians par métre.
w : Pulsation en radians par seconde.

€0 : Permittivité du vide.

€, : Permittivité relative du matériau.

€ : Permittivité effective du matériau.

o : Perméabilité du vide.

: Permeéabilité relative du matériau.

: Perméabilité effective du matériau.
Densité de charges électriques.

: Conductivité électrique.

: Vecteur densité de courant.

Vecteur position. r = (z,y, z) € R3.

: Vecteur d’induction électrique.

: Vecteur d’induction magnétique.

: Vecteur champ électrique.

: Vecteur champ magnétique.

: Vecteur amplitude du champ électrique E.
: Normale extérieure.

: Opérateur différentiel Nabla.

.ou diwv : Divergence.

: Produit vectoriel, ou produit cartésien.

qx 44 B80T 3% =F

x : Rotationnel.

A : Opérateur Laplacien scalaire.

A : Opérateur Laplacien vectoriel.

O : Opérateur vectoriel de I’équation des ondes (défini équation (4.11) section I1.1.1).
® : Produit tensoriel.

m, : Masse d’un électron.

F, : Fréquence de collision.

j : Nombre complexe, j2 = —1.

DL : Degrés de liberté.

W, : Fonction de base de Nedelec d’ordre 0 d’indice p.
W: (Wy,...,Wp,).

Q) : Domaine ouvert (Q fermé de Q).

Q, : Triangulation de €.

‘H : Espace solution.

‘H, : Espace de dimension finie dense dans H .


http://fr.wikipedia.org/wiki/Nabla
http://fr.wikipedia.org/wiki/Divergence_(analyse_vectorielle)
http://fr.wikipedia.org/wiki/Produit_vectoriel
http://fr.wikipedia.org/wiki/Produit_cart�sien
http://fr.wikipedia.org/wiki/Rotationnel
http://fr.wikipedia.org/wiki/Op�rateur_laplacien
http://fr.wikipedia.org/wiki/Op�rateur_laplacien
http://fr.wikipedia.org/wiki/Produit_tensoriel

h : maxgeq, hi ot hy est le diamétre du tétraedre K.

L?(Q2) : Espace des fonctions de carré sommable dans €.

HY(Q) : {u € L(Q):Vi=l.n, 2 ¢ L?(Q)} .

(H(2))? : Fonctions vectorielles a valeurs dans R?(Q) tel que chaque composante appar-
tient & H'(Q).

H} () : Sous-espace vectoriel de H'(Q) obtenu par la complétion des fonctions C*() a
support compact dans 2.

<, > : Produit scalaire hermitien.

||./lcc : Norme infinie d'un vecteur v € C": ||V||o = max (|v1],...,|vn]).

H* : Transposée conjuguée de H.

HT : Transposée de H.

0 : Distribution de Dirac, aussi appelée par abus de langage fonction ¢ de Dirac.

Ar, : Aréte de numéro p.

B : Fin de démonstration.
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LOGICIELS UTILISES

Gid : Mailleur avec interface graphique.

Tecplot : Outil de visualisation 3d, mis en ceuvre pour la cartographie des champs.
Gnuplot : Traceur de courbe & partir de fichiers textes organisés.

Gimp : Dessin et conversion d’images.

Latex : Outil de traitement de texte.

Word : Outil de traitement de texte.

Power Point : Outil de traitement de texte pour les présentations.

PPTM : Outil de post traitement de Maillage [1].
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I Introduction générale

I.1 Contexte de I’étude

Nous allons, dans cette partie, introduire le contexte par le biais d’exemples d’applica-
tions connues. Auparavant, nous pouvons nous appuyer sur les travaux récents de Juslan
Lo[2], effectués au laboratoire Laplace pour situer I’historique et le contexte propres au mé-
tamatériaux pour ’électromagnétisme. "Historiquement, nous trouvons la trace d’utilisation
des structures périodiques ou répétitives pour controler la propagation d’une onde aussi loin
qu’au XIXéme siécle avec les travaux de Lord Rayleigh en 1887|3]. Lorsque nous alternons
une succession de couches diélectriques transparentes d’indices de réfraction différents, une
lumiére incidente a la surface de ces multicouches peut se trouver complétement réfléchie par
des phénomeénes d’interférences successives. Ce phénomeéne peut s’interpréter de la maniére
suivante : sur l'interface de chaque couche, la lumiére est partiellement réfléchie, si I’espace-
ment entre chaque couche est périodique, les réflexions successives finissent par annuler la
propagation de I'onde lumineuse au sein de ces couches. Le miroir de Bragg mis au point par
William Lawrence Bragg est un parfait exemple de ’exploitation de ce phénoméne en une di-
mension. Le concept du controle de 'onde par des structures périodiques comme nous venons
de le décrire émerge donc du domaine photonique et 1’on parlait alors de matériaux a bande
interdite photonique (BIP), ou de cristaux photoniques. Le principe s’est ensuite rapidement
étendu aux longueurs d’ondes supérieures, donnant lieu aux cristaux électromagnétiques, qui
sont plus couramment appelés les matériaux a bande interdite électromagnétique (BIE). En
effet, les équations de Maxwell obéissent a une loi d’échelle, et les mémes propriétés peuvent
par conséquent étre observées quelle que soit la longueur d’onde [4]. En fait, ces matériaux
BIE sont classés sous une famille de matériaux plus large, dénommés métamatériaux. Ces
métamatériaux doivent leurs propriétés intéressantes plus a leur structuration interne qu’a
leur composition chimique. Mises a part les structures BIE, les autres types de métamatériaux
sont classés selon la propriété exotique qui est mise en avant [5] :

— Les matériaux dits & main gauche (LHM) sont des métamatériaux qui possédent un

indice de réfraction négatif ou la loi de Snell-Descartes est inversée |6, 7].

— Les surfaces a haute impédance sont des métamatériaux qui annulent les ondes de
surface car I'impédance de surface de la structure est plus importante que 'impédance
en espace libre [8].

— Les métamatériaux phononiques traitent des structures périodiques pour les ondes
acoustiques, qui plus récemment encore, trouvent une application pour les ondes sis-
miques dans les travaux de Farhat et al. [9]. Il s’agit alors de créer une "cape d’invi-
sibilité" pour protéger une batisse contre les ondes sismiques. Pour ces différents mé-
tamatériaux, nous distinguons dans la plupart des cas le régime d’homogénéisation ot
la structuration est de dimension trés inférieure a la longueur d’onde (régime "méta")
et ol au contraire, elle est du méme ordre de grandeur que la longueur d’onde. Les

structures BIE se classifient plutot dans le dernier cas. Dans le domaine des micro-

15



ondes et des hyperfréquences, les propriétés exotiques d'une structure a bande interdite
électromagnétique (Panisotropie, la réfraction négative, la bande interdite) regoivent
des attentions particuliérement importantes pour les applications dans les dispositifs
de télécommunications (antennes, téléphones mobiles, GPS haute précision ete[10])."
Extrait de de la thése de Juslan Lo "Etude de la reconfigurabilité d’une structure a
bande interdite électromagnétique (BIE) métallique par plasmas de décharge" pages
6-7[2].

Nous allons maintenant énoncer des exemples d’applications qui illustrent certaines possibi-

lités des structures périodiques.
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1.2 Etat de Part non exhaustif pour les structures périodiques

Cette partie traite d’abord du cas général des surfaces sélectives en fréquence (FSS) dans la
section [.2.1. Ensuite des exemples d’applications pour la conception d’antennes sont abordés
dans les sections 1.2.2, 1.2.3 et [.2.4 et la section [.2.5 aborde un cas original d’application

pratique au blindage électromagnétique.

I.2.1 Surfaces sélectives en fréquence (FSS) [13]

A partir des années 1960, pour des applications militaires liées & la conception d’an-
tennes, les surfaces sélectives en fréquence ont fait I'objet de diverses études [11, 12]. L'une
des propriétés trés utilisée par les FSS est le filtrage fréquentiel. Aprés passage de 'onde
électromagnétique a travers la F'SS, certaines fréquences sont transmises tandis que d’autres
sont réfléchies. Les filtres sont utilisés pour atténuer les signaux indésirables et limiter les
phénoménes d’interférence. Les F'SS sont en général constituées d’éléments métalliques et di-
électriques arrangés en réseaux périodiques planaires (cf Fig 1.1). La réaction d’une FSS face
a une excitation est déterminée par la géométrie des motifs périodisés, par leurs propriétés
de dispersion et par le pas du réseau. Les propriétés de dispersion des FSS sont généralement

établies lorsque 1’on considére des surfaces infinies.

Fig 1.I Réseau bidimensionnel périodique de patchs métalliques ([13] page 5).

Si on excite la F'SS par une onde plane de longueur d’onde A, on peut configurer certains
éléments pour qu’ils réfléchissent ’onde incidente avec un déphasage. Les phénomeénes de
résonance apparaissent quand la taille effective des éléments du réseau est un multiple de la
longueur d’onde d’excitation [14, 15]. De plus, on sait que 1'on peut agir sur ces déphasages
par la modification des tailles et des formes des éléments. Ainsi, on peut par exemple arranger
les éléments Fig 1.1 pour que la somme des ondes réfléchies sur chacun des patchs forme une
onde cohérente. Cest le principe du réflecteur de Marconi et Franklin[16]. Ils ont d’abord
contribuer en 1919 & I’élaboration d’un réflecteur parabolique qui utilise des sections de fil
demi-longueur d’onde.

En plus des différentes caractéristiques déja énoncées, les propriétés de résonance d’une

FSS dépendent de I'angle d’incidence. Trouver des solutions pour réduire cette dépendance
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a constitué un enjeu majeur dans beaucoup d’applications qui utilisent les FSS notamment
pour controler les caractéristiques d’une antenne.

Les FSS peuvent aussi permettre de rendre des objets non détectables par des radars.
Elles peuvent notamment étre insérées dans les Radomes qui sont principalement congus
pour protéger une antenne des intempéries. Dans ce cas, la FSS sera utilisée par exemple
comme un filtre passe-bande qui réduit la surface équivalente radar (SER) d’une antenne en

dehors de sa bande de fréquence de fonctionnement.

Fig 2.1 Radomes rigides au Centre des Opérations de Cryptologie, Misawa, Japon [18§].

Cette derniére application nous renvoie a la notion de furtivité qui doit permettre d’opé-
rer a I'insu des radars d’'un ennemi potentiel ce qui a toujours constitué un objectif de la
technologie militaire (voir Fig 3.I). Dans la méme idée que pour le raddéme le but est de
restreindre la capacité de détection, en recouvrant les objets a cacher par des FSS.

Fig 3.1 Avion F-117 furtif[19].
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1.2.2 Surfaces HIS

Les surfaces HIS[20] sont utilisées pour limiter les ondes de surfaces. En effet elles peuvent

étre insérées entre deux antennes afin de limiter les effets de couplage [21].

Taille des cellules = <& A

Fig 4.1 Surface haute impédance (H.I.S)[22].

La taille des motifs périodisés est trés petite devant la longueur d’onde d’étude de ces
matériaux (de l'ordre de A/100). Dans ce régime, la lumiére ne voit pas la structuration,
de telle sorte que l'on peut considérer le milieu comme un milieu effectif, avec un indice
de réfraction moyen. Autrement dit, on homogénéise le milieu périodique. Mais attention, ce
type de modélisation simplifie la réalité physique des surfaces a haute impédance qui peuvent
entrer en résonance alors qu’elles sont éclairées par des longueurs d’ondes d’observation treés

grandes devant la taille des éléments périodisés [20].

1.2.3 Antennes EBG [23]

Les antennes EBG sont composées, comme on le voit sur le dessin Fig 5.1, d'un réflecteur
métallique devant lequel est installé un élément rayonnant comme par exemple un dipole.
Au-dessus du dipole on dispose un panneau partiellement réflecteur (PRS) sur lequel sont
dessinés des motifs périodiques. L’avantage principal de cette antenne est qu’elle contribue
a un accroissement de la directivité. L’inconvénient est que sa largeur de bande est étroite.

Une des solutions pour augmenter la largeur de bande est d’augmenter le nombre de PRS [23].

Metallic EBG strucutre
-

Taille des cellules = ~

B>~

Reflector
Fig 5. Antenne EBG|24].

Pour ce type de dispositif la taille des motifs périodisés est de I'ordre de la longueur
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d’onde d’étude. Ainsi on ne peut pas homogénéiser ce type de structure.

1.2.4 Reéseaux de tiges diélectriques

Les réseaux périodiques de tiges diélectriques sont des structures & Bandes interdites élec-

tromagnétiques (BIE).

O 4 -
d

X

Fig 6.1 Réseaux de tiges diélectriques de pas a.

La permittivité et le rayon des tiges vont influencer les propriétés de bande interdite
qui s’averent particulierement utiles pour piéger ou guider I'énergie, par le biais de cavités
(défaut ponctuel) ou de guides d’ondes (défaut étendu, ou linéaire). On peut ainsi construire
des dispositifs rayonnants en exploitant les modes de surface qui se propagent a l'interface

entre I'air et les tiges de surface qui ont un rayon plus petit que le rayon des tiges du réseau
[25, 26] :

0 10 20 30 ¢ 10 20
z/a zla

Fig 7.1 Modification des tiges de surface [25].

Fig 7.1 (a) un trou dans le réseau de tiges permet d’abord de guider I’énergie. Ensuite
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Fig 7.1 (b) les tiges de surface ont un rayon deux fois plus petit que les autres tiges, ce qui
permet de faire apparaitre de 1’énergie a linterface entre l'air et le dispositif. Fig 7.1 (c)
le décalage des tiges de rayon inférieur permet de rendre le mode de surface radiatif. Ce
type de dispositif a fait 'objet d’une étude approfondie dans la thése de Stéphane Varault
[26]. 11 permet aussi de créer des structures plus complexes telles que des coupleurs, des
multiplexeurs, ou méme des interférométres. Evidemment un bon nombre de technologies ont
déja été réalisées pour accomplir ces fonctions de maniére efficace. Cependant, 1'utilisation des
matériaux a bande interdite électromagnétique permet de réaliser plusieurs de ces fonctions
avec un méme support. Cela peut constituer un avantage dans le cadre de caractérisations

expérimentales.

1.2.5 Isolant aux ondes Wifi

L’institut Polytechnique de Grenoble[27] a mis au point un papier peint qui filtre les ondes
électromagnétiques des téléphones portables et systémes wifi. Ce type de dispositif peut étre
utilisé pour limiter I'exposition aux ondes de certaines parties d’'une habitation. Ce papier
peint peut aussi permettre de sécuriser sa connexion wifi au piratage externe. Il est composé
de motifs métalliques qui sont imprimés sur le papier peint. Les propriétés de filtrage sont

dues a la taille et a la forme des motifs périodisés.

Fig 8.1 Papier électromagnétiquement isolant composé de motifs périodiques|27].

Certains points restent a éclaircir au sujet de ce dispositif. Par exemple nous ne savons pas
dans quelle mesure le milieu sur lequel est posé le papier influence ses propriétés. Si le mur
est humide par exemple. Les tailles différentes des motifs imbriqués semblent nous indiquer
qu’il y a plusieurs échelles correspondant sans doute a plusieurs fréquences absorbées. Mal-
heureusement ces suppositions ne peuvent pas étre vérifiées puisqu’il n’y a pas de publication

scientifique a ce sujet a notre connaissance.
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I.3 Problématique

Au cours de cette étude, nous allons nous intéresser a la mise en ceuvre d’un modéle nu-
mérique dédié a la caractérisation des structures a bande interdite électromagnétique (BIE).
Ces structures sont constituées d’un arrangement périodique de divers matériaux en trois di-
mensions. Leur propriété la plus utilisée est I'existence d’une bande de fréquence dans laquelle
la structure est électromagnétiquement opaque. De plus, d’autres propriétés peu communes
pour les matériaux plus classiques (anisotropie, indice de réfraction négatif) offrent la possi-
bilité de controler la propagation des ondes électromagnétiques au sein d’'une structure BIE
de fagon plus sophistiquée. On s’intéresse notamment & la propagation des ondes de surface
a l'interface entre I’air et une structure périodique. Beaucoup d’outils de simulation existent
mais ils peuvent comporter des facteurs limitant.

— La difficulté a traiter des structures anisotropes et a géométrie complexe.

— La difficulté a pouvoir interpréter les résultats obtenus a cause de 'inaccessibilité a des

indicateurs qui garantissent la qualité de la résolution.

— La difficulté a traiter des structures dispersives.

On peut classer les méthodes existantes en deux familles :

— Les méthodes analytiques (cf section 11.3) dont la modélisation découle principalement

de considérations physiques.

— Les méthodes numériques (cf sections I1.4 1.5 et III) dont la modélisation découle

principalement de découpages temporels ou spatiaux.

Quelle que soit la méthode utilisée, la précision des résultats numériques est conditionnée
par le nombre d’inconnues et 1’organisation de ’espace mémoire. Ces facteurs auront bien

str une influence sur le temps de calcul et la mémoire requise.
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I.4 Objectifs

L objectif de la these a été de développer un outil de résolution par éléments finis en
maitrisant tous les paramétres d’entrée et de sortie afin de caractériser la propagation mo-
dale dans une structure périodique infinie avec le moins de facteurs limitants possibles. On
doit pouvoir ainsi traiter des structures périodiques infinies hétérogenes, anisotropes, sans
contraintes géométriques. Notre outil doit aussi permettre dans un second temps de caracté-
riser les solutions pouvant se propager a linterface air-structure qu’on appelle les "modes de

surface”.

Fig 9.1 Exemple d’une structure périodique a forme complexe[28|.

Durant la thése, nous nous sommes intéressés aux parameétres de résolution qui nous
donnent des renseignements indispensables a l'interprétation des résultats. Nous avons en-
visagé la possibilité de traiter des matériaux périodiques dispersifs en injectant un modéle
type Debye ou Drude|29, 30| dans la formulation. Nous avons aussi cherché & optimiser les
algorithmes de stockage et de résolution des systémes linéaires afin de minimiser le temps de
calcul et I'espace mémoire utilisé. Les études conduites au cours de cette thése ont abouti
a la production d’un code utilisable dans I’environnement de calcul FACTOPO initialement
développé & FTONERA|31]. Pour atteindre les objectifs définis il a fallu modéliser correcte-
ment le probléme éléments finis en développant un outil d’abord capable de calculer des
modes propres dans des cavités métalliques|[32]. Nous avons pu observer I'existence de va-
leurs propres nulles que nous avons éliminées grace a la transformation Shift and Invert [33].
Parmi ces valeurs propres nulles il existe des solutions parasites définies dans la section [V.5.1
que nous avons éliminées dans les problémes de cavités métalliques en développant un al-
gorithme automatique décrit dans [34] et dans la section IV.5.2. Ensuite la possibilité de
traiter les structures périodiques a été permise via l'introduction de conditions aux limites
de type Floquet [35]. L’algorithme d’élimination automatique de solutions parasites utilisé
initialement pour les problémes de cavités métalliques n’est pas toujours possible quand on

introduit ces conditions limites[36]. Nous nous sommes alors contentés d’éliminer toutes les
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valeurs propres nulles en développant l'algorithme décrit dans la section [V.4. En paralléle
avec cette approche nous avons optimisé le stockage des matrices creuses abordé dans la

section I'V.6 et la résolution des systémes matriciels en combinant les librairies informatiques
ARPACK]33| et PARDISO [37].
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1.5 Plan de I’étude

Dans une premiére partie nous allons présenter le contexte de I’étude et les bases théo-
riques indispensables pour la compréhension du manuscrit. Dans une deuxiéme partie nous
présentons les méthodes déja existantes de caractérisation des structures EBG en précisant
leurs atouts et leurs points faibles. Ensuite nous parlons des bases théoriques de la mé-
thode des éléments finis en expliquant quelles transformations sont nécessaires pour traiter
les structures périodiques. Dans une quatriéme partie nous présentons les algorithmes de
calcul et les réglages nécessaires pour résoudre le probléme et interpréter les solutions. Dans
une cinquiéme partie nous présentons des résultats de validation ainsi que de nouvelles in-
terprétations possibles pour la caractérisation des modes de surface. Enfin nous concluons et

donnons des perspectives a I’ensemble de ce travail.

1.6 Conclusion

Dans la section I.1 nous avons présenté les propriétés et les possibilités d’utilisation des
structures EBG. Ensuite section 1.2 nous avons présenté les applications principales qui jus-
tifient I'intérét de la méthode que nous développons. Pour modéliser la propagation dans ces
structures il est nécessaire de bien comprendre la théorie de Floquet que nous allons aborder
dans le chapitre suivant. Cette théorie est complétée par des outils de représentation issus de
I’étude des cristaux photoniques. A partir de la section 1.3 nous allons lister les qualités et les
défauts de toutes les méthodes existantes afin de les comparer entre elles et nous présentons

la méthode que nous développons par la suite.
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II Etat de lart des méthodes d’analyse des structures

périodiques

II.1 Théorie de floquet
I1.1.1 Introduction

La théorie de Floquet est la théorie essentielle utilisée pour la modélisation de la pro-
pagation dans une structure périodique dans une ou plusieurs directions. Dans la premiére
partie I1.1.2 nous présentons tout d’abord son principe en traitant le cas simple de la pro-
pagation dans des structures périodiques ayant leurs directions de périodicités confondues
avec les axes du repére cartésien. Ensuite partie I1.1.5 nous traitons le cas ou une direction
de périodicité n’est pas confondue avec un des axes du repére cartésien. Finalement, dans la
section I1.1.7 nous énongons des considérations sur les cristaux photoniques afin d’introduire
la notion de diagramme de bandes dans la section [1.1.8. Toutes les grandeurs sont définies
dans R?® x R’. On note par E(r,t) et H(r,t) les champs solutions a valeurs dans C3. On
suppose par la suite que les champs sont des solutions physiquement acceptables des équa-
tions de Maxwell. De tels champs doivent posséder un énergie électromagnétique localement
bornée, ce qui entraine qu’ils doivent étre de carré localement sommable. On se place dans
un domaine infiniment périodique et ouvert de R3 noté . Dans €, les équations de Maxwell

peuvent alors s’écrire[38] :

Maxwell Faraday V x E+ 2 (uH) =0

Maxwell Gauss V.(eE) =p, p€R

Conservation du flux magnétique V.(uH) =0
Maxwell Ampere V x H — %(EE) -J=0,JeC?

Dans le cas général, () est un domaine hétérogeéne et linéaire comportant des matériaux

a pertes et €, u sont des matrices hermitiennes. Des définitions plus précises de € et p sont

1

données en annexe A.2. Dans la suite, on pose e+ = % (respectivement p~' = 1), parce que

1
dans la majorité des cas traités, € et u sont des nombres complexes. Si on Vgut garder le
plus de généralité possible, il suffit de remplacer % (respectivement l%) par la matrice [¢]~!
(respectivement [u]™!) dans tout ce qui suit. On appelle Qs € Q la région de I'espace de
laquelle est observée la périodicité. On suppose 2, est un ouvert de €2 qui ne comporte pas
de charge ni de courant donc p = 0 et J = 0. On suppose aussi que dans Qups, €, = €/€g et

o = i/ 1o sont constants et réels. On peut alors écrire :

V x H(r,t) — EOET%E(I', t) =0, r € Qps. (1.IT)
w + /Lo%H(I‘, t) =0, r € Qups. (2.11)
Lo
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Les équations (1.IT) et (2.II) sont a prendre au sens des distributions [39]. Autrement dit,
elles incluent les conditions aux limites sur les interfaces entre les matériaux, en I’occurence la
continuité des composantes tangentielles du champ électrique (cf annexe A.1). En combinant

(1.I1) et (2.11) et en posant C' = —~— on obtient alors :
€00

rhly 07
GC’“; B=0=0E=0, rcQy, (3.11)

Ou O est 'opérateur défini par :

AE +

2
eritr O” (4.I)

O—A
T o oy

Pour une amplitude complexe £;donne, on définit le champ d’une onde plane incidente :
Ei(z,y,2,1) = £ ki = (ki kiy, kiz), T = (2,9, 2). (5.1T)
E;(z,y, z,t) est une solution triviale de (3.1T) lorsque |k;||* = g—ierm.

I1.1.2 Périodicité selon un axe

On veut par exemple déterminer les solutions de propagations le long d’une structure
périodique selon 'axe (Ox) de période d. Prenons le cas d’un réseau de fentes métalliques.

On considére une onde plane [40] incidente dans le plan du vecteur d’ondes :
k; = (k;sin(6), —k; cos(),0)

On suppose que la projection d’'une onde plane dans le plan z = 0 fait un angle 6 avec la
normale et génére une ou plusieurs ondes. Comme dans la relation (5.1I) la composante du

champ électrique (F;). est donnée par :

(Ez>z(xa Y, 2, t) — gizej(—wt—lgi.ﬁ — gie—jwt.ej(kiy.cos(ﬁ)—kiz.sin(O)).

Q

Lobs

Fig 1.II Réseau périodique de fentes métalliques selon I’axe Ox.
On suppose que le domaine d’observation €1, est le demi espace supérieur contenu dans
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'air. On peut alors écrire [41] de fagon abusive que la solution représentant le champ total

E(z,y,z,t) = Ei(z,y,2,t) + E.(x,y, z,t) (& condition qu’elle existe) vérifie :
E(z,y,2,t) = O Y(Ei(z,y,2,1), (2,9,2) =1 € Qups

Ou lopérateur O est 'opérateur vectoriel de I’équation des ondes défini par (4.11).
Autrement dit la solution E(z,y, z,t) du probléme électromagnétique dans s est I'image
réciproque de l'onde incidente E;(x,y, z,t) par 'opérateur 0J. Comme cet opérateur est li-

néaire et invariant par translation de longueur d selon (Ox) on peut écrire :
E(z+d,y,2t) = O YEi(z + d,y, 2, 1)) = e " OOYE, (2,9, 2,1))

Ceci revient en fait a dire que l'opérateur des ondes est invariant par translation mais la
condition initiale change puisque 1'onde incidente est décalée. En définissant Eq(z,y, z,t) =
E(z,y, z, t)ejki'“in(e) on peut facilement vérifier que Eq est périodique en x de période d. On

peut donc écrire Eq sous forme d’une série de Fourier :

+oo
Eo(z,y,2,t) = Y B.(y, 2, 1) (B0

avec

7 1 d : 2nm

En(y7zat) = C_Z/ E()(l’,y,z,t)ej(iT)xdm

0
Et donc
S j i 2nm
E(r,y,2,1) = ) Buly, 2, )/ @m0 avee G, = = =(2,9,2) =1 € Q. (6.11)

Remarque 11.1. Soit f une fonction intégrable & valeur dans R.

Dans la suite de la thése, toutes les fonctions sont intégrables et si la variable
temps n’est pas précisée, c’est que ’on considére les transformées de Fourier des
grandeurs étudiées.

La transformée de Fourier que nous utilisons pour passer du domaine temporel au domaine

fréquentiel s’écrit :

~

F(f) we flw) = \/LQ_W/_ Oof(t) e I dt.

Et par conséquent :
0

S f(@) = —jwf(w)

11.1.3 Exemple d’une structure bi-périodique simple

On peut étendre ce résultat a une structure périodique dans deux directions et invariante

dans la direction z. Comme le probléme est périodique 1’étude se limite & une cellule de base.
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Tous les points P dans le domaine périodique infini ont un point P correspondant dans le
domaine rouge et si I’on connait la valeur du champ E dans ce domaine, toutes les solutions

dans le domaine périodique peuvent étre reproduites en utilisant les conditions de Floquet.

EC0 Oo|lo|o o
ki‘
O O O O O
A
@] O @ Q Q
T (0.dy)
T (dx.0

c o]0 |0 O

Fig 2.I En rouge cellule unitaire d’une structure périodique dans deux directions.
T, = (dx,O) Ty = (0 dy) k; = (klzvkzyao)

Plus précisément :
I(m,n) € Z*, P =P +mT; +nT,

. E(P) = E(P)e 7 (mTi+nTa) 4 (7.11)

La fonction Eg = ™ (k”)E est périodique en x et y et le champs E s’écrit comme une série

pseudo-périodique [41] :

E(z,y, 2 f Z L ) (8.11)

n=—00 M=—00

de  pdy o
/ / Eo(z,y, 2 (( et y Y )dxdy
0

Définition. Dans la suite du document, on appelle "cellule de base" la cellule de référence sur

| D ( z

" d,d,

laquelle tous les calculs sont effectués. Grace aux relations de déphasage (7.11), les valeurs
des champs obtenus sur la cellule de base peuvent étre étendus sur I’ensemble de la structure

périodique infinie.

1I.1.4 Floquet 3d

On peut étendre ce résultat a la périodicité dans les trois directions de I'espace. En effet
les systémes auxquels nous nous intéressons sont périodiques dans deux voire trois directions.
Supposons que le domaine est périodique dans trois directions d’espace (x,y,z) de périodes

respectives (dy, da, d3). En considérant une onde incidente de vecteur d’onde k; = (kiy, kiy, kiz)
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et le champ total solution E, la fonction Eq(z,y, z) définie par
Eo(z,y,2) = E(x,y, 2)e/F=® ek gihi=z
est développable en série de Fourier 3D soit :

R 2mn 2mm 2mp

l‘ Ys =z Z Z Z EnmpeJGmnpr G”mp :( dl ’ d2 ’ dg )7 r= (ZE,y,Z)

nN=—00 Mm=—00 p=—00

dy do d.
By = 1 / / / 3Eo(:v,y,Z)e’jG”mP""dxdydz
d1d2d3 0 0 0

Donc le champ total solution E est développable en série pseudo-périodique :

—+00 —+00

E(z,y, 2z Z Z Z B,ype? (Grme—ki)x (9.1T)

nN=—00 M=—00 p=—00

I1.1.5 Périodicité selon une droite vectorielle

On peut étendre le cas & des périodicités inclinées selon une ou plusieurs droites vectorielles

qui ne sont pas alignées avec les axes du repére cartésien. Soit la droite vectorielle

A = Vect (sin(f) cos(¢), sin(#) sin(¢), cos(0)) = Vect (tan(f) cos(¢), tan(d) sin(¢), 1)

vV

Fig 3.I1 Périodicité selon une droite vectorielle.

Comme dans la section précédente I1.1.2 'opérateur des ondes (OJ) est linéaire et invariant

par translation de longueur d dans Qs selon la droite vectorielle et on peut écrire en notant
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d=dcosh :
E (ZE + ndsin(0) cos(¢), y + nd. sin(0) sin(@), z + ndcos(@)) =

E (z + ndtan(0) cos(¢), y + nd. tan(0) sin(¢), z + nd) =

e—j(ki.(nd tan(0) cos(¢),nd. tan(0) sin(¢),nd)) |:|—1 (Ez (ZE, n Z))

E(JZ, Y, 2, 25)6—3'(ki.(ndtan(9) cos(¢),nd. tan(6) Sin(¢)7nd))’ (JZ, v, Z) =1 € Qps

Donc en posant :
Eo(z,y,2) = E(z,y, z)e/*7

Alors E vérifie :
E, (x + ndsin(0) cos(¢), y + nd. sin(f) sin(¢), z + ndcos(@)) =
Eo (x 4+ ndtan(0) cos(¢), y + nd. tan(0) sin(¢), z + nd) = Eo(z, vy, 2)

I1.1.5.1 Développement en série de Fourier
Avec un exemple de la littérature[42] on va expliciter les conditions de Floquet grace au

développement en série de Fourier selon deux axes non perpendiculaires.

dy.col(y) ¥

éki) ax

Fig 4.11 Cellules périodiques le long de deux axes non perpendiculaires.

Fig 4.1 on constate clairement qu’une onde qui arrive sous n’importe qu’elle incidence
translatée de

(m.dz+n. cot(vy)dy) e, + n.dye,,

voit un probléme identique au probléme non translaté. On a alors :
E(z + n.dy cot(y) +mdz,y + n.dy, z) = E(x, y, z)e 7 Ki-(ndycot(y)+mdzn.dy,0))

La fonction Eq définie par Eq(z,y, 2) = E(z, y, 2)et7Fiz+kiuy) est périodique dans la direction
Ox et la direction y = tan(vyx). Ey est donc développable en série de Fourier sur la surface
[, (z = h fixé dans la cellule de base) selon ces deux directions et sa restriction a I’ensemble

I', peut s’écrire :
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Eo(z,y,h)1r, = F(z — cot(7)y,y)1r,, Eo(x + cot(v)y,y, h)1r, = F(z,y)1r,

La fonction F est périodique en x et en y de période dz et dy.

2mw.m _ 27.n
dr T ody

En posant o = cot(y), u = (n,m) € Z* sa transformée de Fourier est :

R dy dz ]
F(u,v) = da:dy/ /0 Eo(z + ay,y, h)e ) dady

En effectuant d’abord l'intégration par rapport a x

" 1 dy da .
F(u,v) = dxdy/o e 7% {/ﬂ Eo(z + ay, v, h)e_ﬁ“”dx} dy

On peut faire le changement de variable z 4+ ay = s

d dr+a
F(u,v) = L / ye*j”y {/ yEO(s Y h)ej”“j“"‘yds} dy
’ dxdy J, N "7

y
L’intégrale en fonction de la variable s est la transformée de Fourier d’une ligne horizontale
de I'image Eq(s,y,h). On lui fait subir un déphasage ¢/“*¥ correspondant a une translation

de longueur .

d dr+o
F(u,v) = ! / ’ e Jvytivay / ’ Eo(s,y, h)e "ds| dy
dzdy J, ay

F(u,v) est la transformée de Fourier de Ey(s,y, h) calculée pour u et (v — am)

A A~

F(u,v) = Eo(u,v — ua, h)

+oo
27r m 27.n
E E dx z+ dy y)

n=—0o0 m=——0oQ

avec

~ 1 dy ]27rny+j27rm ay d$+0¢’y - 2m.m
Fon(h) = a E Eo(s,y, h)e & ds| d

On en déduit I'expression du champs E sur I,

Blo. ) = Flo—cot()yp)e 00 = 3 35 B, (et (oo

n=—0o0 m=——0oo

(10.11)

Plus généralement si une fonction est périodique selon trois axes non alignés avec les axes
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du repére cartésien. Le champ E peut s’écrire :

+o0 +o0
I’ y7 Z Z nmpe Gﬂ"nmp klz)x""(Gynmp_kiy)y+(G27zmp_kiz)z) (1111)

P=—00 N=—00 M=—00

Ou les valeurs de (G G

a franchir dans les directions de périodicité pour passer d’une maille & une autre. Plus pré-

G.,.,) dépendent des angles entre les axes et des distances

Tnmp? Ynmp)

cisément les vecteurs (Gu,,os Gynmys Gonmy)s (R, p) € Z* sont combinaisons linéaires des
vecteurs de base du réseau réciproque de Bravais|[43| que nous allons définir sections 11.1.7.2
et 11.1.7.3.

I1.1.6 Conclusion

Dans cette partie nous avons présenté quelles sont les conséquences de la théorie de
Floquet sur la modélisation des structures périodiques. Nous allons maintenant introduire le
vocabulaire classique initialement utilisé pour traiter les cristaux photoniques qui sont des
structures périodiques particuliéres. Ce vocabulaire aura une utilité pour la compréhension

précise du diagramme de bandes qui est défini dans la section I1.1.8.

I1.1.7 Considérations sur les cristaux photoniques

I1.1.7.1 Introduction
Les définitions utilisées pour les cristaux photoniques sont transposables a toutes les struc-
tures périodiques c¢’est pourquoi nous allons briévement énoncer ces définitions et expliquer

comment nous allons les utiliser.

I1.1.7.2 Réseau de Bravais et maille primitive

Dans le domaine de la cristallographie, on définit un réseau de Bravais [43] comme une
distribution périodique de noeuds dans l'espace. Les nceuds sont des sommets de la maille
primitive qui est le motif géométrique le plus petit permettant de reconstruire le réseau
cristallin infini par translations successives dans les directions de périodicité.

Fig 5.1 (&,Db) vecteurs de bases du réseau de Bravais[44] d’un réseau de tiges décalées.
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I1.1.7.3 Reéseau réciproque
Le réseau réciproque d’un réseau de Bravais est défini par I’ensemble des vecteurs G tels

JGR — 1 pour tous les vecteurs position R du réseau de Bravais. Le réseau réciproque

que e
est un réseau de Bravais dont le réseau réciproque est le réseau de Bravais de départ.

Cette définition est directement liée a la périodicité des éléments du réseau de Bravais. En
effet soit p(r) une grandeur invariante par translation d’un vecteur R du réseau de Bravais

p(r+R) = p(r).

Cette fonction périodique peut étre décomposée en série de Fourier, soit

1
‘S Cel” Secell

p(r) = che(j(}.r) avec pg = ,O(I‘)e(jG'r)dr

G

Ou |Scell| est la surface de la cellule élémentaire. L’espace réciproque est défini par les

vecteurs du réseau réciproque.
I1.1.7.4 Maille de Wigner-Seitz
Une maille primitive peut aussi étre obtenue en tracant les lignes qui relient un noceud

donné & ses voisins, puis les plans médians de ces segments. La zone délimitée de cette ma-
niére s’appelle la maille primitive de Wigner-Seitz.

®
/ 1N\

N/
o

Fig 6.1 Maille de Wigner-Seitz[45] d’un réseau de tiges décalées.

La premiére zone de Brillouin est définie de maniére unique par la méthode permettant
de construire la maille de Wigner-Seitz. La zone de Brillouin peut étre encore réduite pour

des raisons de symétrie en zone de Brillouin irréductible.
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Fig 7.11 Zone de Brillouin[46]. Fig 8II I'XM : Zone de Brillouin irréductible

correspondante.
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Fig 9.1T Zone de Brillouin, Fig 10.II 'XM : Zone de Brillouin irréductible

correspondante.

Dans nos calculs nous ferons en sorte que la cellule de base de la structure périodique soit
incluse dans un rectangle ou un parallélépipéde (ou sur une ligne pour un réseau 1d). Par
exemple pour traiter la structure figure Fig 7.11 la cellule de base et la zone de Brillouin seront

identiques. Mais pour traiter la structure Fig 9.11 on choisira la cellule de base suivante :

Fig 11.IT Cellule de base du réseau de tiges
décalé Fig 9.11 en gris.

Fig 12.I1 '’ XM : Zone de "balayage"
correspondante.

Comme la premiére zone Fig 11.11 n’est plus la zone de Brillouin, on appellera la deuxiéme
zone Fig 12.11 : zone de "balayage". La zone de Brillouin irréductible ou de "balayage" repré-
sente pour nos expériences des directions incidentes définies par le vecteur d’onde de 'onde
plane incidente. Pour une étude compléte, la zone de balayage doit comporter suffisamment
de directions incidentes pour connaitre le comportement de ’ensemble de la structure face a

une excitation.

I1.1.7.5 Conclusion

Nous venons d’exposer briévement quelques notions indispensables sur les cristaux photo-
niques. Elles sont transposables a I’étude des structures périodiques en général. Notamment
nous avons vu que I’étude de la structure périodique se limite a une zone de Brillouin irré-
ductible ou de "balayage". Ainsi cette zone est ’espace permettant de tracer le diagramme

de bandes que nous allons définir dans la section I1.1.8 suivante.
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I1.1.8 Diagramme de bandes

I1.1.8.1 Introduction
Le diagramme de bandes est un outil qui permet de connaitre la bande interdite de la

structure périodique. Autrement dit on peut identifier les directions "aveugles" pour lesquelles
il n’y a pas de propagation possible dans la structure. L’autre utilité du diagramme de bande

qui est étudiée section V.4 est de pouvoir y lire des modes guidés ou de surface grace a une

signature spécifique.

I1.1.8.2 Présentation

Pour une direction de propagation définie par le vecteur d’onde incident, on reporte un
nombre donné de modes propres qui peuvent se propager dans la structure. Les modes propres
sont des solutions fréquentielles des équations de Maxwell, ils peuvent étre exprimés dans plu-
sieurs unités : Hertz, rad/m... Ce diagramme s’appelle diagramme de bandes ou diagramme
de dispersion. Dans une structure périodique en 1d, 2d et 3d il est utile de connaitre le
diagramme de dispersion dans plusieurs directions de propagation. Pour des raisons de pé-

riodicité dans le matériau on se limite a I’étude de la cellule de base du motif périodisé (cf

section précédente 11.1.7).

11.1.8.3 Exemple de plaques périodiques infinies selon ’axe Ox

=
ul

T

\

Bande interdite

kO (rad/m)

=
o

Fig 13.11 La cellule de base est le cube de hauteur
Dx =Dy =Dz =02m, d=0.1m. 0wz we wWa w3 W2  2ZW3  BuB T

Les caractéristiques des Deux matériaux sont Phase (rad)-----> Ox direction
€1 =1 = o =1 et e =9. Fig 14.1I Diagramme de bandes correspondant.

Soit k; = (kiz, kiy, ki) le vecteur d’onde du champ incident E;. La structure Fig 13.11 est
périodique dans la direction Ox et est invariante donc périodique dans les directions Oy, Oz.

Par analogie avec la formule (9.11) on peut écrire le champ total comme :

. . ke 2nm 2mm 2pw
E(aj7 y’ 2’) = Z Z Z Enmpej(GnmP kz) avec G’I’me = ( DX s DY y DZ )’

Les déphasages selon les trois axes du repere cartésien ¢, ¢,, ¢, sont exprimés en radian et
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sont respectivement égaux a :
¢m = szx = kiaz-DX7 ¢y = szy = kiy-DY7 (,bz = szz = kiz-DZ

Ou Ty, Ty, T, sont les vecteurs de translation entre les faces en regard dans les directions

de périodicité (cf Fig 13.11). Dans le diagramme Fig 14.11 sont représentées les solutions en

rad/m en fonction de la phase ¢, . Comme la structure est infinie dans les directions Oz et

Oy, les valeurs obtenues seront invariantes par variation de k; dans ces directions et donc k;,

et k;, sont fixés a zéro. D’autre part pour éviter une situation déja rencontrée a cause de la
r

périodicité, k;, ne doit varier que dans l'intervalle [_i’ i]' Si k;, appartient & l'intervalle

] on peut facilement comprendre qu’on obtiendra des solutions symétriques par

=55 bx
rapport a 0 et donc U'intervalle d’étude peut encore étre réduit a [0, D—”X] ce qui revient a faire
varier la phase ¢, = k;. T, de 0 a 7. Sur certains diagrammes les phases seront indiquées alors
que sur d’autre c’est la norme et la direction du vecteur k;. On observe une bande interdite
entre six et neuf rad/m. Pour plus de précision on pourra se reporter a la section V ou les

zones de balayage sont détaillées pour chaque cas traité.

I1.1.8.4 Conclusion
Apres avoir briévement rappelé les fondements de la théorie de Floquet et les outils qui en
découlent, nous allons aborder les différentes méthodes permettant de traiter les problémes

périodiques.
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I1.2 Différentes fagcon d’aborder la propagation dans les structures
périodiques

Nous allons voir dans la suite du document qu’il existe deux facons différentes de connaitre

les propriétés de bandes interdites d’une structure périodique :

1. La premiére consiste a chercher directement les modes propres de la cellule de base

périodisée grace aux conditions limites de Floquet (cf section I1.1).

2. La deuxiéme consiste a introduire une source explicite et a regarder les coefficients de

transmission et de réflexion pour une fréquence incidente donnée.

Remarque 11.2. 1. La premiére méthode suppose que la cellule de base est "fermée" par des
conditions limites sur toutes ses faces extérieures. Les conditions de fermeture peuvent
étre des conditions périodiques, des conditions métalliques ou des conditions absor-
bantes (cf section I11.3). Dans ce cas il n’y a pas de source explicite extérieure, bien que
les conditions de Floquet supposent ’existence implicite d’une onde plane incidente (cf
section 11.1.8). La formulation de cette méthode aboutit & un probléme de calcul de

valeurs propres et donc les solutions modales sont multiples & chaque calcul.

2. La deuxiéme méthode introduit une source de type onde plane, ainsi cette technique
nécessite 'existence d’un demi-espace ouvert. Cette méthode ne peut pas gérer les
problémes périodiques dans les trois directions de ’espace. En revanche, elle s’applique
trés bien pour les milieux mono ou bi-périodiques. La formulation de cette méthode
aboutit & un probléme de résolution de systéme linéaire avec second membre conduisant
a un champ électrique solution pour une fréquence donnée. Une mise en ceuvre de celle
ci pour des simulations de SER d’antennes réseaux est proposée dans [47] et [48] et

pour les calculs de rayonnement d’antenne réseau dans [42].

Nous allons dans la suite présenter les méthodes une & une pour finir sur la méthode que
nous développons dans le chapitre [1I. Nous expliquons aussi comment choisir une méthode
en fonction de la structure traitée. Pour toutes les méthodes, nous abordons quand c’est

possible les deux types de modélisation que I'on vient de présenter :

1. Avec source explicite conduisant & la résolution d’un systéme linéaire avec second

membre.

2. Sans source explicite ce qui aboutit a la résolution d’un probléme de calcul de valeurs

propres.
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II.3 Meéthodes analytiques modales
I1.3.1 Introduction

Les méthodes analytiques modales utilisent la décomposition en séries de Floquet (cf
section I1.1) de la solution du probléme périodique recherchée. 11 existe (cf remarque 11.2)

deux fagons de traiter le probléme.

1. La méthode des ondes planes [419]. Les conditions aux limites de la cellule de base sont

périodiques dans les trois directions de 1’espace et il n’y a pas de source explicite.

2. La méthode RCWA|52, 51| pour Rigorous Coupled-Wave Analysis. Cette méthode né-

cessite 'introduction d’une source explicite.

11.3.2 Meéthode des ondes planes

On suppose que la structure est périodique selon trois directions non nécessairement
confondues avec les axes du repére cartésien. On peut alors, aprés changements successifs de
repére, écrire le champ E comme une série pseudo-périodique. Si on se place dans le cas le
plus général ou les directions de périodicité ne sont pas confondues avec les trois axes du

repére cartésien, alors d’aprés les notations définies équation (11.11) :

+00 +0o0
.ZU y’ g g nmpe G%nmp Zz)m+(Gynmp_kiy)y+(G2nmp_kiZ)Z)

P=—00 N=—00 M=—00
On en déduit les expressions de E et H :

“+00 “+o00 —+00 “+oo

E- Y Y 3 Be(@oo) mo 35S S A oGk

P=—00 N=—00 M=—00 P=—00 N=—00 M=—00

Si p et e désignent respectivement la perméabilité et la permittivité effective des milieux

étudiés alors les équations de Maxwell harmoniques en champs E et H peuvent s’écrire[3§] :
VXE—-jouuH=0, VxH=—jweE+1J (12.11)

On considére qu'il n’y a pas de charges ni de courant dans le milieu (J = 0 et p = 0). Et
comme :
V x Enmpej((Gnmp_ki).r) = ](Gnmp —k; ) X Enmpe ((Gnmp k) )
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On en déduit que :

Z Z Z nmp ~ X Enmpe ((Gnmp_ki)-r) _I_jwﬂﬂnmpej((cnmp—ki),r) _ 0

P=—00 N=—00 M=—00

A~ A~

= §(Grmp — ki) X Epp = +jwptHpmp, 7(Grmp — ki) X Hymp = —jweBnm, ¥(n,m,p) € Z

(13.11)
= (Gmp — ki) Bomp = (Gmp — ki) Hyppp = 0 Y(n,m,p) € Z (14.11)
= VE=VH=0. (15.11)

Ceci est équivalent & dire que la solution s’écrit comme étant la superposition d’ondes planes
[40]. A cette écriture un peu lourde on préfére dans la littérature [49] une écriture plus
condensé en remplagant G, par un vecteur noté G appartenant au réseau réciproque (cf

section 11.1.7.3) noté R.R les quantités s’écrivent alors :

Ef)=E(r) = ) B (@ r) g S fiel ((G-kox).

GeR.R GeR.R

Et donc les relations (13.11) et (14.11) deviennent :
V x Boe! (G901) _ (@ 1) x el (6-k0)

et
(G—k)E;=(G-k)H;=0 VG € R.R. (16.11)

11.3.2.1 Résolution en champ E

On suppose que la perméabilité relative u, = 1 et que la permittivité relative €, sont
constantes par morceaux et périodiques selon trois directions données par les vecteurs de
base du réseau de Bravais (cf section 11.1.7.2). Ainsi €, s’écrit sous forme d’une série de

Fourier :

e (r) = Z éqe’ (Gr),

GeR.R

On en déduit I'expression :

’ "_1..
ETE = E EG/EGHG ((G +G k). r) .
G'\G"eR.R

Soit kg = wy/€opro. En transformant 'équations (12.11), I’équation de Maxwell en champ E

pour un milieu non dispersif s’écrit [38] :

V x (V x E) = k2, E
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et comme
V x (V x EGeJ‘((G*kW)) — (G -k) x (G- k) x Egg((cfki).r))?

on en déduit en reportant dans I’équation de Maxwell en champ E et en identifiant les

coeflicients de Fourier de la fonction nulle que :

(G — kl) X ((G — kl) X Eg) + ]{8 Z éG/EG// = 0.
G'+G"=G

En remarquant que G’ = G — G” on peut écrire :

(G — kz> X ((G — kz) X Eg> + I{J(Q) Z gG—G”EG” =0 VG € R.R.
G"eR.R

— —

En appliquant la formule du double produit vectoriel (4 A (VA @) = (4 - wW)¥ — (4 - U)W ) on

obtient alors :

((G - kz)Eg)(G — kz) - HG - kiHQEG + kg Z €G—G"EG” =0 VG € R.R.
G"eR.R

Mais I’équation se simplifie d’aprés la relation (16.11). Ce qui donne :

IG -k |"Be =k > éc-aBEer =0 VG € R.R.
G'"eR.R

Ce systéeme infini d’équations aboutit & un systéme matriciel infini dont les inconnues
sont les composantes des vecteurs Eg. Si on tronque ce systéme en restreignant le réseau

réciproque a N éléments, on obtient un systéme matriciel du type :

1
AX = - MX (17.11)
kg
Ou X est le vecteur Egl, e ,EGN, A est une matrice de dimension 3N x 3N avec des

coefficients égaux trois par trois sur une méme ligne :
Aij = 6(Gi — Gy)
Et M est la matrice diagonale 3N x 3N composée des matrices par bloc :
|G —k;||*I5x3, G € R.R

Remarque 11.3. Comme nous venons de le voir le nombre d’inconnues est égal & 3 x N ot
N désigne le nombres d’ondes planes de la série de Floquet. En théorie ce systéme doit étre
infini, mais en le tronquant on commet évidemment des erreurs numériques. Plus le nombre

d’ondes planes est grand plus on a de chance de se rapprocher de la solution réelle. D’autre
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part, le probléme (17.1T) revient & calculer les valeurs propres de la matrice AM ! et donc

nécessite 'inversion de la matrice M.

I1.3.2.2 Résolution en champs H L’équation en champs H s’écrit

V xH

€r

Vv x ( ) = kgﬂrH
Ou p, est la perméabilité relative du milieu étudié. On utilise cette fois-ci la transformée de

la fonction inverse de €, :

€r

Ensuite le principe est le méme que pour ’équation du champ électrique E que l'on vient
d’établir. On pourra regarder la démonstration détaillée en [49, 26].

Pour les structures canoniques comme les tiges diélectriques cylindriques, la permittivité
relative €, a une valeur constante différente de un dans le cylindre. On peut alors facilement

calculer la transformée de de Fourier a I’aide des fonctions de Bessel [49, 26].

Mais pour une cellule de base avec une géométrie plus complexe(non canonique) il faut

calculer la transformer de Fourier des coefficients ¢, dont le terme :

1
B |Scell| Jseen

e er(r)eJG‘rdr
doit étre calculé grace aux formules numériques d’approximation d’intégrales en découpant
en pixels la forme "non canonique". En d’autres termes, on calcule la transformée de Fourier

discréte de la permittivité.

Fig 15.11 Exemple de géométrie non canonique :
coupe 2d d’un réseau de tiges en forme d’étoile.

Remarque 11.4. Si on essaie de traiter des structures périodiques & forme non canonique, on
accumule alors les erreurs dues a la troncature du nombre d’ondes planes et les erreurs sur le

calcul de l'intégrale de la transformée de Fourier de la permittivité relative. En effet lorsqu’il
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y a de forts contrastes d’indices entre les matériaux qui constituent la structure modélisée, il
faut garder beaucoup de termes dans la décomposition de Fourier de la permittivité (ce qui
revient a faire sa transformée de Fourier discréte sur un grand nombre de termes) car il faut
prendre en compte correctement les fortes discontinuités aux interfaces entre matériaux. Il
est alors difficile de savoir quel est le nombre minimum de termes & garder dans la série de
Fourier pour avoir une précision acceptable. D’autre part, garder un grand nombre de termes
dans la série de Fourier peut étre trés handicapant en termes de ressources mémoire et de

temps de calcul.

Remarque 11.5. Il est possible de traiter des matériaux dispersifs en faisant dépendre la
permittivité de la pulsation (cf section VI.2) mais la taille du probléme de calcul de modes

propres est multiplié par deux au minimum.

I1.3.3 Présentation de la méthode RCWA [52, 51]

La méthode RCWA [50, 52, 53] (RCWA, pour Rigorous Coupled Wave Analysis) est un
algorithme qui permet de calculer des coefficients de réflexion et de transmission de structures
bi-périodiques. Dans le méme genre, la méthode FMM [54] (FMM, pour Fourier Modal
Method) est une adaptation de la méthode RCWA quand les deux vecteurs de périodicité
ne sont pas orthogonaux [54|. Ces méthodes utilisent un découpage spatial dans la direction
orthogonale au réseau. Fig 16.11 on considére une structure bi-périodique en (x, y) de périodes
respectives 17 et T5. Le nombre de couches du découpage spatial est noté Nbo. Dans chacune

de ces couches, la permittivité est bi-périodique et supposée invariante en z.

Fig 16.11 Exemple simplifié de modélisation d’une structure bipériodique par la méthode RCWA. 1l y a trois
matériaux différents (un par couleur) et cing couches (Nbe = 5) ([51] page 37).
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Pour 1 < p < Nb¢, (x,y) € R?, z € [z, 2,41[, on note :

e(:c,y, Z) = G(SL’, Y, zp)v = €P<x7y)

La source est une onde plane localisée au bord de la derniére couche Nbo (2 sur la figure
Fig 16.1I). Son vecteur d’onde incident est noté k; = (kiz, kiy, ki»). Dans chaque couche p,

on écrit les champs E et H sous forme de séries pseudo-périodiques comme dans ’équation
(8.11) :

:l? Y,z f Z anx—&-,@my), l‘ Y, 2 f Z anx-i-ﬂmy)

o o (18.11)

avec 9 9
™ m™m
___kima m:—_kz
T b 15 v

On écrit aussi la décomposition en série de Fourier de la permittivité €, [51] :

i Z 6an6 2;; +2;;") (19.1T)

n=—oo0 Mm=—0o0

Les expressions (18.11) et (19.II) sont ensuite injectées dans les équations de Maxwell
harmoniques que 1'on va écrire dans chaque couche p € [1,... Nbc] en imposant des conditions
de continuité aux interfaces. On obtient alors un systéme différentiel du premier ordre en z
[51]

— : =M, : (20.11)

Les coefficients de la permittivité €, ,,, interviennent dans I’expression de la matrice M,,.

En posant :

d
U(z) = : l'équation (20.1T) s'écrit EU(Z) = M,U(z) (21.11)

Afin de pouvoir intégrer cette équation différentielle, il faut tronquer le systéme et pour
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2 € [2p, Zpt1], la solution de (20.11) est :

U(z) = exp{(z — 2)M,}U(2)

La continuité du champ aux interfaces entre les couches nous permet d’écrire :

U(2p11) = exp{(zpr1 — 2) M, }U(2,).

On peut alors relier les champs de part et d’autre de la couche p. Ainsi les composantes du
champ de la derniére couche U(zyy,. ) seront reliées aux composantes du champ de la premiére

couche U(z) [52] :
Nbe

Utene) = [T eonllepm = A} Ue) (22.11)

Cette expression se calcule en diagonalisant ou trigonalisant (si elles ne sont pas diagonali-
sables) les matrices M,,, p € [1,... Nbc]. La premiére couche et la derniére couche sont les
milieux d’observation. Ces milieux sont supposés homogénes et uniformes et donc les champs
E et H y vérifient les équations de Helmoltz. Autrement dit pour z € [2np.—1, Znbe [U[215 22]

on peut écrire [51] :

+00 +oo
ACY Z (oneeina)y g2 (3 Z jerlomatinn)y — o (23.11)

n=—0o0 m—=——0oQ n=—00 m=——0oo

Ou k2, = w?eu avec € et p la permittivité et la perméabilité des milieux d’observations.
Comme l'opérateur A est linéaire, on déduit que chaque coefficient Enm(z) de la série de
(23.11) vérifie une équation de Helmoltz dont les solutions s’écrivent soit comme un terme

incident ou "entrant" noté B; (2), soit comme un terme réfléchi ou "sortant" noté E,, (2)
[51] :

A~

A —F. e vmz E — R etimmz — a2 _ 732
Eln'm (Z) - E'ln'me "m ) ET’VL’"L (Z) - Ernrn T avec ’Ynm \/k:obs an 6771

Cette écriture nous permet de donner une autre formulation du champ E dans les milieux

d’observation :

E(z,y,z f Z o el (na =) f Z s tnutnmz) (04 Ty

NnN=—0o0 M=—0o0 nN=—00 M=—00

Remarque 11.6. L’écriture équation (24.11) est générale pour un champ E contenu dans un
milieu homogeéne duquel on peut observer une structure bi-périodique. Cette écriture est
utilisée quand on veut exprimer une condition limite de radiation sur la limite supérieur ou

inférieur d’'un domaine bi-périodique (cf section VI1.2.2.4)
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I1.3.3.1 Exemple d’écriture des conditions limites

Considérons par exemple que les deux milieux d’observation la couche 1 et la couche Nbo
solent de lair, et que la source k; = (kiz, kiy, ki») soit dans la couche Nbc. Soit Eq et Epy,
les champs dans la couche 1 et dans la couche Nb¢. Leur expression est donnée par (24.11)

et leur nombre d’onde d’observation est ko, = ko = w?egpp. Si on appelle Wy, et W les

coordonnées (..., B; ....E, . ...);, I =1 Nbcde Eyy. et B alors on peut écrire [52] :
1 Egll
0 :
o
W O | w ' (25.11)

Nbe — A Nb ) 1= .
-~ e 0
ENbe 0

En effet pour Epp,, le champ incident est connu et c’est une onde plane d’amplitude choisie
égale & 1 et pour E; il n’y a pas de réflexion si on considére que toute ’énergie est dissipée
dans air.

En effectuant la transformation nécessaire pour passer des coordonnées Uy, (respecti-
vement Uy ) aux coordonnées Wy, (respectivement W) défines en (21.11) et (25.11), on peut
1

alors retrouver les coefficients de réflexion (ENtc, ... ENc et d’incidence (E} ... E

par la résolution d'un systéme linéaire construit a partir de la relation (11.I1I).

I1.3.4 Intéréts des méthodes modales

— Ces méthodes sont relativement faciles & coder sur des géométries canoniques.

— Quand on traite des géométries simples la solution converge pour un nombre d’in-
connues relativement peu élevé. Dans ce cas, bien que les matrices soient pleines (cf
remarque 11.3), les ressources informatiques utilisées pour un calcul sont donc réduites
par rapport aux autres méthodes existantes.

— Les matériaux peuvent étre dispersifs : leurs paramétres peuvent dépendre de la fré-

quence de calcul [29, 30].

I1.3.5 Aspects limitant de la méthode

— Quand on traite des géométries non canoniques la transformée de Fourier discréte de la
permittivité nécessite un découpage spatial suffisamment fin pour prendre en compte
les détails des zones discrétisées.

— Quand on traite des géométries qui comprennent des détails de taille caractéristique

trés petite devant le pas du réseau, le nombre de termes de la série de Fourier doit
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étre suffisamment grand pour assurer la convergence de la méthode. Dans ce cas, les
ressources informatiques nécessaires & un calcul deviennent pénalisantes (cf remarque
I1.4).

Quand les matériaux sont dispersifs : la taille du probléme de calcul de modes propres

est multipliée [30] comme nous le verrons par la suite.
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1.4 Meéthode FDTD (Finite-Difference Time-Domain)
I1.4.1 Principe de la méthode

C’est une méthode de calcul de différences finies, qui permet de résoudre les équations
de Maxwell dans le domaine temporel. La formulation temporelle des équations de Maxwell

peut s’écrire de la fagon suivante[55] :

V x E(r,t) = —N(]@(&I;I) pour (r,t) € R? x R

V x H(r,t) = & [Do(r,t) + Py(r, t)]

Ou E(r,t), H(r,t) et up dénotent le champ électrique, le champ magnétique la perméa-
bilité relative du vide et Py(r,t) = Pd(r — ro)e ™" représente le moment dipolaire oscillant.
P et ry sont 'amplitude et la position du moment dipolaire et ¢ la fonction de Dirac. Dy(r, t)
représente le déplacement électrique causé par la structure diélectrique des éléments pério-
diques. Le vecteur densité de courant J(r,¢) est implicitement contenu dans 1’expression de
Dy puisqu’il peut s’écrire en fonction du champ E(r,t) grace a la loi d’Ohm (cf annexe A.5).
Elle est généralement égale au produit de convolution entre le champ électrique et la fonction

[®(r,t)] représentant la réponse temporelle du diélectrique de permittivité [e(r, w)] :

+o0 ) ) , 1 too .

Dy(r,t) = 60/ O(r,t —t)E(r,t)dt , [(r,t)] = 2_/ le(r, w)]e ! dw
—0o0 T o

Pour plus de détails sur la représentation temporelle de la permittivité on peut se reporter a

l'annexe A.2.3.

Remarque I11.7. On peut facilement envisager de traiter les milieux dispersifs grace aux mo-
déles explicites type Drude (cf section VI.2.1.3 et [56]) ou Debye (cf annexe A.2.5 et [57]) en
transformant 1’expression de la permittivité en fonction de la fréquence et en appliquant la
transformée de Fourier|58]. De plus, nous pouvons faire face a d’autres cas dispersifs aussi
longtemps que la présumée dépendance en fréquence de la constante diélectrique satisfait le

principe causalité ou la relation de Kramers-Kronig [55] (cf annexe A.2.2).

De fagon classique, on peut par exemple approcher les dérivées partielles figurant dans
les équations de Maxwell par les différences finies centrées :
Gf(x,y,z,t) f(x+(5:v/2,y,z,t)—f(x—51’/2,y,z,t)

_ 2
ox N ox +o(027)

Ou dx représente le pas de discrétisation suivant la direction z. Si on appelle ot le pas de
temps, chaque composante spatiale du champ a l'instant ¢ + 6t est mise & jour & partir de la
composante calculée a partir de 'instant ¢ plus précisément nous utilisons le schéma de Yee
[59].

Remarque 11.8. Contrairement aux autres méthodes présentées et comme le schéma de Yee

est explicite, il n'y a pas ici de processus d’inversions de matrices, mais une mise a jour des
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valeurs des composantes en chaque nceuds et a chaque instant. Notons que les schémas aux

différences finies implicites nécessitent en général une inversion [60].

Les composantes électriques se calculent aux points de la cellule de Yee que I'on appelle
les noeuds électriques. Ces noeuds se situent au milieu des arétes tandis que les composantes

magnétiques se calculent aux centres des faces aussi appelés nceuds magnétiques.

Ex_
/ Hz
Ey Ey
1 Ez
Ex Hx
¥ Hy
z . | / Bz A /EV
X
Ex

Fig 17.11 Cellule de YEE[59] .

Cette répartition des composantes permet au schéma de Yee de respecter la continuité
des composantes tangentielles électriques et normales magnétiques a l'interface de deux cel-
lules. La grille FDTD est définie par les champs en chaque point du domaine discrétisé sur

I’ensemble des pas de temps réalisés. Voici un exemple de mise & jour d’une coordonnée d’un
point de la grille FDTD [58, 59, 61] :

Hy 26, k) = Hy PG5 k) ] " - 5 ]

11.4.2 Stabilité numérique

Pour éviter les instabilités numériques, le schéma doit vérifier une condition du type
[58, 61] :

1
1 1 1
Umw\/erWJFW

Ol Uppes est la vitesse maximum de propagation dans le milieu et dz, dy, dz représentent les

ot <

pas de discrétisation suivant les directions z,y et z.

11.4.3 Les problémes périodiques

L’adaptation de la FDTD aux structures périodiques a fait ’objet d’une étude approfondie
dans la theése de Belkhir Abderrahmane [61]. Tout d’abord, on applique les conditions de
Floquet (cf section I11.3.5) sur les interfaces du domaine de calcul dans le cas classique du
réseau de tiges de pas a. Soit une onde plane incidente de vecteur d’onde k; = (kiy, kiy, kiz),

les conditions de Floquet dans le plan z = 0 s’écrivent [61] :
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)edkiv-a =X <

o O O

Fig 18.II Cellule de base du réseau carré de tiges.

Ensuite on injecte une série de Floquet a l'instant ¢ = 0 et on laisse le signal se propager
pendant une durée suffisamment grande pour exciter les premiéres fréquences propres. La
série est construite a partir des vecteurs du réseau réciproque du réseau de Bravais et peut
s’écrire (cf section 11.3.2) :

Z EGej((Gfki).r)
GER.R

Aprés avoir injecté le signal, on calcule I'évolution de la densité volumique d’énergie en
fonction de la fréquence grace la transformée de Fourier du signal temporel. Le spectre obtenu
fait apparaitre des pics d’énergie qui correspondent aux fréquences propres de la structure
étudiée.

Remarque 11.9. Souvent pour que les pics soient stables, un grand nombre d’itérations tem-
porelles sont nécessaires (»10000) [61] et ceci pour chaque valeur de k; et donc pour chaque
point du diagramme de bandes. On peut alors imaginer que sur des structures maillées fine-
ment le temps de calcul pour réaliser un diagramme de bandes puisse devenir interminable.
De plus, il faut pouvoir stocker toutes les valeurs des champs aux noeuds a chaque pas de

temps ce qui peut nécessiter I'utilisation d’'un espace mémoire considérable.

I1.4.4 Intéréts

— Les structures sont faciles & mailler puisque le maillage est cubique et le codage de la
méthode est relativement simple.

— La connaissance des propriétés temporelles des matériaux suffit au codage de la FDTD
qui peut ainsi traiter des problémes non linéaires et dispersifs (cf remarque 11.7).

— Il n’y a pas ici de processus d’inversion de matrice (cf remarque 11.8).

I1.4.5 Limitations

— Le temps de calcul et ’espace mémoire qui sont utilisés par la grille FDTD peuvent de-
venir trés important notamment parce qu’ils sont liés par une condition CFL nécessaire
pour assurer la stabilité du schéma (cf remarques 11.9).

— Les cellules de Yee ne doivent pas avoir de rapports de tailles importants pour assurer
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la stabilité du schéma [58]. La taille des cubes est donc calibrée par rapport aux zones
ou le maillage doit étre raffiné.
— A chaque pas de temps, la mise a jour des conditions aux limites périodiques intro-

duisent des approximations, qui peuvent avoir une influence sur la précision du calcul.
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II.5 Meéthode des équations intégrales
I1.5.1 Introduction

Il n’y a pas, & notre connaissance, de méthode de résolution type "modes propres" qui
utilise les équations intégrales pour traiter les structures périodiques. En revanche, il existe
une méthode d’équations intégrales pour les structures bipériodiques avec I'introduction d’une
source explicite (cf remarque 11.2). Les méthodes qui font appel aux équations intégrales
sont aussi appelées Méthode des moments (MoM, [62]) ou méthode des éléments de frontiére
(BEM, pour Boundary Element Method). Ces méthodes peuvent étre adaptées aux calculs de
champs sur des structures tridimensionnelles et bipériodiques. L’adaptation de ces méthodes
a ce type de structures a notamment fait I’objet d’une étude approfondie dans la thése de
Samuel Nosal [51]. Les inconnues de ces équations sont les courants magnétiques et surfaciques
calculés aux interfaces de matériaux homogeénes (i.e dioptres). Une fois ces courants calculés,

on peut en déduire la valeur du champ en tout point de I’espace tridimensionnel.

I1.5.2 Principe de la méthode [51]

On considére un objet constitué d’'un domaine diélectrique homogene €2y, de surface ex-
térieure I'y ayant une frontiére commune avec un domaine €2, de surface extérieure I';. Une

onde plane incidente (E™¢, H"¢) est introduite dans le domaine ;.

(.1

Q] €,

Eim
KA
p = A
H ine

Fig 19.11 Diffraction d’une onde incidence par un objet tridimensionnel : les conventions adoptées ([51]
page 49).

On exprime le champ électrique dans I'espace a partir les courants magnétiques et surfa-

ciques calculés sur la surface extérieure de chaque domaine a 'aide des équations intégrales

23



EFIE (Electric Field Integral Equation) |63, 51] :

1 : 1 ,
§E1(r) =E"(r) — yym {]w,ulJl( )+ —VV Ji(r }Gl r—r)ds
'y

+— | Mi(r) x VGi(r —r')ds pour r e T
4 Jr,
1 1 , N B . (26.11)
§E2(I‘) = _E . {jUJ/J,lJQ(I' ) + w—qVV .JQ(I' )}GQ(I‘ —r )dS
1 / ’ !
—|—4— 1\/[2(1') X VGqo(r — 1 )ds pourr € I'y
7r

Les inconnues sont les grandeurs M; = E; xn;, i = 1,2 et J; = n; x H;, ¢ = 1, 2 représentant
respectivement les densités de courants magnétiques et les densités de courants électriques.

Gi(r —r'), i = 1,2 est la fonction de Green qui s’écrit de la facon suivante dans le cas
tridimensionnel [64, 51] :

edkilr|

Gl(r) = W, 1= 1,2 et kl = W/ € l; 1= 1,2

La figure Fig 20.11 représente un exemple de réseau bipériodique de périodes T et T :

Fig 20.I1 Exemple de structure bi-périodique : revétement de chambre anéchoique dont la cellule de
périodicité est constituée d’une pyramide de mousse en matériau absorbant ([51] page 7).

Ecrivons ’équation intégrale pour Eq sur I' = U, ,,,I',, ,,, sur la surface extérieure du réseau
bi-périodique représentée Fig 20.11, I'), ,,, étant la restriction de la surface extérieure a la cellule

de base I', .. Le réseau est éclairé par une onde incidente pseudo-périodique [51]

1
§E1( Eznc Z / {jWﬂlJl + —VV J1 }Gl r— I'

(27.11)
+ZE Ml(r)xVGl(r—r)ds

Fn,m
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Par un changement de variable on se raméne & une somme d’équations intégrales sur la cellule
de base I'go [51] :

SEix ) =B

—Z / {jw,ulJl( )+—VV Ji(r "4+ nTy +mT, }G1 r—r +nT1—|—mT2)d

+Z +7’LT1 —|—ng) X VGl(I'—I' +7’LT1 —|—mT2)d
F00

(28.11)
La théorie de Floquet (cf section I1.1) nous assure que les courants J; et M; sont pseudo

périodiques. On a donc [51] :
Ji (' 40T +mTy) = Iy (r )e ke TitmkiT2) N (¢ 4 n Ty +mTy) = M (¢ )e I (ki TrtmkiT2)
L’équation intégrale devient alors :

1 . 1 . ’ ] ’ ’ ~ ’ ’
SE) =E() - = | {jomdi() + ivv T ()G (x —1)ds
] Too ! [51]  (29.00)

+— M;(r') x VGy(r —r )ds

47T To.0

Ot Gy est appelée fonction de Green 3D-bipériodique [51, 64]. Son expression est [51] :

) Ve

¢ ]klrm inki TitmkiT2) = avec 1, = v/ (nTy + )2 + (mTo + y)? + 22,
(30.11)
et k; le vecteur d’onde de I'onde plane incidente. Ensuite, une fois la formulation écrite,
on applique la méthode des moments en écrivant les courants M; et J; comme combinaisons
linéaires des fonctions de base du type RWG (de Rao-Wilton-Glisson)[65], pour finalement
obtenir le systéme linéaire & résoudre. On calcule donc le champ sur la surface pour une

fréquence incidente donnée.

Remarque 11.10. On peut combiner cette méthode avec des équations intégrales volumiques

[66, 51] mais on ne pourra pas traiter de domaines constitués d’un matériau anisotrope.

I1.5.3 Intéréts

— Le maillage surfacique demande beaucoup moins de degrés de liberté par rapport & un
maillage volumique utilisé dans les autres méthodes numériques (FEM, FDTD).

— Les calculs s’effectuant aux interfaces des domaines, il n’est pas nécessaire d’introduire
de conditions aux limites absorbantes pour modéliser 'atténuation des sources exté-
rieures.

— L’expression de la périodicité se reporte uniquement sur la formulation et ne nécessite

pas l'introduction de conditions aux limites supplémentaires.
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— Cette méthode est tres performante pour le calcul de la diffraction par des surfaces
sélectives en fréquence sans épaisseur placées dans des empilements de couches diélec-
triques, notamment les radomes et I’exemple du méta-papier isolant (cf section 1.2.5).

— Les matériaux peuvent étre dispersifs : leurs parameétres peuvent dépendre de la fré-

quence de calcul.

I1.5.4 Limitations

La résolution des équations intégrales sur la structure périodique infinie nécessite le
calcul de la fonction de Green bipériodique qui s’écrit sous la forme d’une série double
et lentement convergente [51].

— La matrice du systéme linéaire est pleine et donc prend beaucoup de temps a inverser.
— On est limité & certains matériaux : linéaires homogénes isotropes et PEC.

— A cause de a la formulation des équations intégrales (26.11), on peut avoir des problémes

pour traiter les fréquences proches de zéro.

I1.6 Conclusion

Dans cette section, nous avons sommairement présenté la plupart des méthodes existantes
permettant de connaitre les propriétés de bandes interdites d’une structure périodique. Nous
avons également abordé leurs qualités et leurs défauts respectifs. Dans nos travaux, nous
décidons de nous focaliser sur la méthode des éléments finis pour ses qualités évoquées en
[11.4, son aspect innovant et parce qu’elle utilise un environnement qui s’inscrit dans une
suite de travaux de recherche |67, 31]. Dans la section suivante, nous allons donc traiter les

différents aspects théoriques de sa mise en ceuvre.
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III La méthode des éléments finis

IT11.1 Introduction

La méthode des éléments finis, initialement utilisée pour résoudre numériquement des
équations aux dérivées partielles, est bien connue|68| et permet, entre autre, de résoudre
les équations de Maxwell fréquentielles. Notre démarche consiste & modifier la formulation
classique des éléments finis par ’ajout de conditions aux limites particuliéres que nous allons
détailler. Nous proposons notamment une description originale des conditions limites Maitre-
esclave dans la section I11.3.5 et une nouvelle adaptation des conditions limites absorbantes
pour les problémes de modes propres dans la section [11.3.3.

Les propriétés de bande interdite des structures périodiques peuvent étre obtenues de

plusieurs fagons avec la méthode des éléments finis.

1. La premiére méthode consiste a résoudre le probléme périodique en calculant le champ

solution a chaque fréquence donnée.

2. La deuxiéme méthode calcule les modes propres solutions dans la cellule de base du

réseau périodisé a l'aide des conditions de Floquet (cf section I1.1).

La premiére méthode nécessite I'existence d’un demi-espace ouvert (cf remarque 11.2)
et aboutit a la résolution d’un systéme linéaire construit a partir de la formulation varia-
tionnelle des équations de Maxwell (cf section [11.2). Dans cette thése nous avons choisi de
développer la deuxiéme méthode appliquée dans un premier temps a des problémes de cavités
métalliques puis étendue a des réseaux périodiques infinis. Cette méthode a déja fait 'objet
d’une étude dans [35] mais tous les algorithmes utilisés n’y sont pas clairement détaillés. Or
seule une connaissance précise de ’ensemble des parameétres de résolution nous permet une

interprétation exacte des résultats obtenus.
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I11.2 Formulation variationnelle
I11.2.1 Introduction

La formulation variationnelle est le point de départ de la méthode de Galerkin|[69] qui
permet de calculer les solutions des équations de Maxwell dans le domaine fréquentiel. On
a choisi une formulation générale qui s’inspire de [32]. On se place dans un domaine {2
hétérogene linéaire et on suppose que € et p sont des matrices hermitiennes définies positives.
Les problémes liés a I’existence des solutions ne sont pas abordés dans cette section puisqu’ils
dépendent des conditions aux limites imposées aux bords du domaine 02 qui ne sont pas

précisées dans cette section afin de garder une vision globale.

Définition. On note H(curl,2) 'espace défini par :
H(curl,) = {u e L*(Q)? V xu € L*(Q)%}.

C’est un espace de Hilbert pour la norme

VIlullzeoy + 19 a2y

et les solutions au sens des distributions|39] appartiennent & un sous espace de H (curl, 2)

noté H qui dépend des conditions limites imposées sur 0S2.

Pour une meilleure visibilité on rappelle les équations de Maxwell en régime harmonique|3§] :

Maxwell Faraday V x E — jwpH =0
Maxwell Gauss V.(eE) = p

Conservation du flux magnétique V.(uH) =0
Maxwell Ampere V x H = —jweE 4+ J

(1.111)

On considére dans un premier temps qu’il n’y a pas de charge circulant dans le milieu (J = 0).
Le cas d’existence d’un vecteur de densité de courant non nul est traité section VI.2.1.2. En

combinant Maxwell Ampére et Maxwell Faraday on obtient :

E H
VX ) = w’E, VX(VX

V x (
i €

) = w?uH.

On multiplie ensuite par une fonction test ¢ € H et on intégre sur un domaine {2 de frontiére

0f) qui a une normale sortante v :

/VX(VXE).go:/wQeE.cp, /Vx (VXH).go:/wQ,uH.go (2.I11)
Q H O Q € Q

Remarque 111.1. Les fonctions ¢ et E sont a valeurs dans R® mais les transformations que
nous aborderons dans le cadre des structures périodiques section II1.3.5 introduirons des

déphasages complexes dans la formulation (2.111). Dans ce cas 'espace H sera muni d’une
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structure hermitienne et la formulation (2.111) s’écriera :

Q H Q Q € Q

Ou ¢* représente le complexe conjugué de . Cette formulation sera rappelée quand les
déphasages complexes seront introduit section [11.3.5. Pour le moment les fonctions ¢ et E
restent & valeur dans R3, mais pour ne pas perdre en généralité nous gardons la notation

complexe.

Sachant que V.(AxB) = (VxA)B—(V xB).A et que [, V.A = [, Av, on obtient :

/Qchp*.(V:E):/szeE.go*—/aQ((VXE) X %) v

1
/chp

1 /Qw2uH-<p*—/m ((VXH)W*)-V

Comme A.(B x C) = C.(A x B) on obtient :

/Qngo*.(V;E):/Qw%E.cp*—/m (v x (2B o

/QVXQO*-(V:H)z/QwQMH-SO*—[m (VX(VXH))-cp*

En utilisant les notations €, = %, la perméabilité magnétique relative u, = M—‘z, le nombre

et

et

d’ondes kg = & = wy/Eopo et I'impédence d’onde caractéristique du vide Zy = 1/’;—g, les

équations peuvent alors s’écrire[32] :

E E
/ V x ¢*.V e k?,/ ¢, E.* —/ (v x (V x )" (4.I11)
Q Hor Q Bl) Hor
. V xH V xH
/ Vx| Het - / (v x (~220)) " (5.111)
Q €r Q ) €r

Remarque 111.2. En remplacant les termes de bord a l'aide des équations de Maxwell, on a
une formulation variationnelle équivalente aux formulations précédentes (4.111) et (5.111). En

champs H :

V xH ko
/ngo GX =kt ,uTHcp +37 (v x E).¢*
T o0

Et en champs E[42] :

V xE
/ V X ¢*. e ké/ 6 E.p" — jkOZO/ (v x H).* (6.111)
Q Hor Q Fol9)
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Ainsi le probléme variationnel pour une résolution d’inconnue E devient :

(Vo €M, a(B,¢) =k +m(E, @)

. VXE V x E .
avec a(E,sO)Z/QVXsO- m +/aﬂ (v x( )", (7.111)

et m(E, ) = / e E."

\ Q

Remarque I11.3. Dans les problémes de modes propres que nous traitons, les conditions aux
limites sont soit des conditions de type métal parfait (cf sectionlIl.3.2), soit des conditions
périodiques (cf section 1.V). Ces deux types de conditions aux limites annulent les termes

d’intégration de bords sur 0 dans ’équation (7.I11) (cf remarque I11.11).

Pour la résolution en champ H il suffit d’inverser la permittivité relative €, et la perméa-
bilité relative p, dans le probléme variationnel (7.111).

Dans la suite de la thése la formulation variationnelle utilisée est celle définie par I’équation
(7.11T) d’inconnue E.

I11.2.2 Assemblage des matrices via la méthode de Galerkin

I11.2.2.1 Introduction
Dans cette section nous indiquons comment se construisent les matrices du probléme élé-
ments finis avec la méthode de Galerkin a partir de la formulation variationnelle établie

équation (7.111) pour les milieux non dispersifs.

I11.2.2.2 Construction du probléme variationnel approché

Nous présentons ici une approche euristique de la construction des matrices éléments finis
issues du probléme variationnel défini en (7.11T). Un algorithme général de construction des
matrices est ici donné comme repére de tous les problémes que nous allons aborder. Les
solutions sont cherchées dans un espace de dimension finie H;, qui est dense dans ’espace H
quand le pas du maillage h tend vers 0. Dans €2, le champ solution E € H est approché par
E € H,, qui est une combinaison linéaire de fonctions de base d’arétes de Nedelec[70] d’ordre
0 (cf annexe A.3) (Wy,...,W,,...Wp.) = W ot DL désigne le nombre d’inconnues. La
discrétisation de Q2 est nomé €2,. Ainsi si on note par e, 'inconnue représentant la circulation

de E sur chaque aréte Ar,, on a :

DL
E~E=) ¢W,=(c,...,ep)" W, ¢, = / E (8.I11)
p=1 Ar,

Le probléme variationnel approché dans H;, s’écrit alors :

Trouver e,, p € [1...DL] tel que
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a(B,W,) =kZ+m(E,W,), ¢=1...DL

DL DL (9.11T)
= Zep*a(Wp,Wq) = ngek «*m(W,,W,), ¢g=1...DL.
p=1 p=1
ot a(,) et m(,) sont les formes bilinéaires définies équation (7.111).
En posant X = (ey,...epy) on obtient :
AX = kIMX
(10.I11)

A= (A>qp = a(vvpvVvq)q,pe[lmDL]7 M = (M)qp = m(wpqu)q,pe[lmDL}'

Les modes propres sont les solutions (k2,X) d probléme (10.I1I). Lorsqu’il y a une source
explicite introduite sur 9, on peut, pour une valeur de k2 connue, résoudre le probléme

(10.III) qui s’écrit alors comme le systéme linéaire :
(A — k2M)X = Eine (11.I11)

Ou E™¢ est un vecteur qui contient les termes du champ incidents. Plus de détails sont donnés
sur la construction de E™¢, section VI1.2.2. Les matrices A et M y sont modifiées via I'ajout

de conditions aux limites que nous allons introduire dans la section I11.3.

Remarque 111.4. Le choix des fonctions Nedelec d’ordre 0 est fait pour des raisons de facilité
d’implémentation. Mais on pourrait trés bien monter en ordre en choisissant des éléments de
Nedelec d’ordre 1[71]. Ce qui aurait pour conséquence de passer a 20 fonctions de base par
tétraédre et d’améliorer la précision par rapport a 'ordre 0 pour un méme maillage donné.
Cependant, comme le nombre de fonction de base est plus grand pour l'ordre 1, le temps

d’assemblage des matrices élémentaires (cf annexe A.4) est aussi augmenté.

Remarque 111.5. Les termes de bords :

[T

Sont nuls si I'intersection des supports de W, et de W, n’appartient pas & J€2. De plus
I'intersection des supports de W, et de W, doit étre contenue dans un méme triangle. Pour
les calculs a I'intérieur du domaine €2, les termes d’intégrales surfaciques vont disparaitre. En
effet lorsqu’on considére deux tétraédres collés 'un a 'autre les deux normales respectives de
la face commune ont des sens opposés et comme la composante tangentielle des fonctions de

base est continue a 'interface, les éléments surfaciques calculés s’annulent deux a deux.

Remarque T11.6. Lorsque €, et u, ' sont des matrices hermitiennes définies positives la matrice
assemblée M est toujours définie positive. En effet, d’aprés la décomposition de Schur|72]

e, = UDU*, avec D une matrice diagonale réelle définie positive et U une matrice unitaire.
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On pose alors :

et on définit le produit scalaire :
< W, Wy >= (W)W, = (e W,) (Ve W,)
Ensuite on pose W = (Wy,... Wpy), on peut définir le produit tensoriel :
(WaW),, =< W, W, >= (Ve W,)"(Ve, Wy).

Un élément de H;, s’écrit alors X' W et on a :
XX =X ([ WOW)X = [ (VaW'X)'(VaW'X) > 0
Q Q

S’il n’y a pas de terme de bord la matrice A est semi-définie positive parce qu’elle peut
s’écrire a I'aide d’un produit tensoriel V. x W@V x W (défini avec '), mais son noyau
est non nul. En effet la décomposition discréte de Helmholtz|73, 74] nous assure qu’il existe
un vecteur U € (H'(Q))? dérivant d’un potentiel vecteur V. € H(curl,Q) et un potentiel
scalaire ¢ € H'(Q) tel que :

E=U+Vg, telque VU=0et U=V x V.

Le noyau de A contient alors les champs E = X"W qui ont une composante rotationnelle
nulle (i.e U = 0). Cependant, comme M est inversible, la matrice A — oM l'est aussi, mais

elle est rarement définie positive lorsque o est positif réel.

Le calcul numérique des matrices élémentaires et des fonctions de base est résumé en

annexe A .4.

I11.2.3 Conclusion

Nous avons présenté dans cette section comment se modélisent les problémes éléments finis
quand les milieux traités ne sont pas dispersifs. Nous allons aborder dans la section suivante
I11.3 les différentes conditions limites associées a la formulation (10.I1T). Des méthodes pour

traiter les milieux dispersifs sont abordées en perspective dans les sections VI.2 et VI.2.2.
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II1.3 Conditions aux limites pour la résolution mode propre
II1.3.1 Introduction

Les conditions limites ont des conséquences importantes sur la formulation variationnelle
(7.I1I) et sur l'assemblage des matrices (cf section I11.2.2). Nous commengons d’abord par
énoncer des conditions aux limites classiques section [11.3.2 pour ensuite développer des
conditions limites plus spécifiques et adaptées a nos problémes sections [11.3.3, I11.3.5. Dans
les perspectives, section VI.2.2 les conditions aux limites avec présence d’une source explicite

sont détaillées.

I11.3.2 Conducteur parfait

La condition de conducteur parfait est traduite par le fait que la composante tangentielle
du champs électrique est nulle sur le bord domaine. Ceci s’explique parce que le champ dans
le milieu métallique est nul et qu’il y a continuité du champ tangent a l'interface (cf annexe
A.1). Nous allons voir que cette propriété peut aussi s’expliquer grace a la loi d’Ohm (cf

annexe A.D) :

Fig 1.III Décomposition du champs selon les composantes normale et tangentielle.

En adoptant les conventions définies Fig 1.I1I et en appliquant la loi d’ohm (cf Annexe

A.5) sur la surface extérieur 052, on a alors :
Jloa = 0.Elon

En décomposant le champ E selon sa composante normale et sa composante tangentielle, on

en déduit :
Joa. T

e

E‘QQ = ETT—|— ENN = ET = E‘agT =

Par définition d’un conducteur parfait, o, est supposée infinie et J|gq. 7T fini, donc Er = 0.
En considérant le vecteur v normal & la surface on remarque que v = N et donc la relation

de conducteur parfait peut aussi s’écrire :

Exv=E;T xv=0
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D’aprés I'équation (8.111) le champ approché E € H, est une combinaison linéaire de
fonctions de base d’arétes de Nedelec|70| d’ordre 0 W, p € [1,...DL] ou DL désigne le

nombre d’inconnues et e, représente la circulation de E sur chaque aréte Ar, :

E:E:Zepwp,ep:/ E
p=1 Ar,

Remarque 111.7. Pour les conditions limites du type conducteur parfait, les incon-
nues sont nulles sur les arétes situées sur le matériaux PEC. En effet soit a; et a;
les sommets de I'aréte Ar, située sur une face PEC. Le chemin de a; & a; est paramétré par

v(t) = ta; + (1 — t)a; et Vintégrale le long de ce chemin du champs E s'écrit :
~ 1 o~
/ E= / E(y(t)).a;aj dt = e, = 0.
Ar, 0

I11.3.3 Couches absorbantes (PML) pour le solveur mode propre

II1.3.3.1 Présentation et formulation

Les zones absorbantes parfaitement adaptées appelées PML sont utilisées essentiellement
pour limiter la réflection des ondes solutions au bord du domaine de calcul et ainsi simuler
un espace libre. Il existe une autre modélisation possible des conditions PML qui est abordée
dans la section suivante I11.3.4, mais nous avons choisi la formulation proposée dans [75]
parce qu’elle est plus simple & mettre en ceuvre et que le réglage des paramétres est plus
intuitif. L’idée est de multiplier la perméabilité et la permittivité par un tenseur v défini en

(12.111) et permettant de simuler 'absorption d’une onde plane dans le milieu PML :

o O

V= (12.111)

o O 2
o o O

c

On considére alors un milieu 2d (Ozz) et une zone PML absorbante dans la direction Oz
Fig 2.111. Pour annuler la premiére réflection entre I'air et le milieu PML alors les coefficients
devront vérifier [75] :

a=b=

1
- 13.111
- (13.111)
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z=0
Fig 2.III Parcours d’une onde dans un milieu absorbant. La relation (13.III) annule la premiére réflexion.

Fig 2.111, on considére une onde plane qui se propage dans le milieu absorbant. Le champ

incident a pour expression :

Ei(fl}’ Z) g geijko(005(91)2+Sin(0i)x)

Si on pose a = o — j 3, 'onde plane transmise dans le milieu PML a pour expression [75] :
Et(l’, Z) _ gefkoﬁcos(@t)zefjko(sin(é‘t)eraCos(@tz)) avec kO = wy/Eofto (14]:[:[)

L’absorption est donc contrélée par le coefficient 5. Pour que la zone PML ne perturbe pas
le champ solution dans l'air, il est nécessaire que [ ne soit pas choisi trop grand. Ainsi la
variation d’indice entre 1’air et la PML ne sera pas importante et on peut considérer Fig 2.111
que 6; = 6; = 0, = 0. Par conséquent d’aprés 'équation (14.111), le coefficient |R(0)| de

réflexion 'onde aprés le passage de I'onde dans la zone PML est égal a :
[R(6)] = [Q(8)]e 2o, (15.111)

|Q(0)] étant le coefficient de réflexion de la surface qui termine la PML. Si cette surface est
du métal on peut alors prendre |Q(6)| = 1. Dans ce cas nous pouvons alors déterminer la
constante § qui controle 'absorption dans 'équation (15.111) afin d’obtenir un coefficient de

réflexion inférieur a 1% :

In(10)

— 2Bdkg cos(f) < In(107%) = 8 > Todcos(8)

(16.111)

Il apparait donc que le coefficient v dépend des directions d’ondes incidentes et qu’il est in-

déterminé pour les ondes rasantes § = /2 et quand la zone PML est trop petite (d trop petit).

I11.3.3.2 Cas particuliers pour le solveur mode propre

L’onde incidente absorbée a une longueur d’onde et une fréquence respectivement égales

65



2T Ck
N=", Fi=——
k‘o 2T
Lors d’un calcul de modes propres, on obtient plusieurs fréquences solutions. On doit alors
choisir un coefficient 5(16.111) de sorte que toutes solutions soient absorbées. Or d’aprés

(16.11I) pour que 'absorption soit suffisante il faut :

In(10) ~ C'ln(10)
kodcos()  2mFidcos(f)

8>

Soit Fj,, la fréquence minimum absorbée et k;,, le nombre d’onde correspondant. Si on pose :

~ CIn(10)  In(10)
- 21Ey,dcos(6)  kimdcos(6)

g (17.111)

Alors toutes les fréquences supérieurs a Fj,, seront absorbées. Pour que l'absorption soit
suffisamment efficace et que le coefficient § ne soit pas choisi trop grand pour éviter une
absorption trop efficace qui pourrait perturber ’ensemble des solutions, la longueur de la
PML d doit étre plus grande qu’une longueur notée d;,, définie de la fagon suivante :

)\im C 2w

> . — — — .
d 2 dim = — rT T (18.111)

Il est aussi possible d’appliquer ce type de PML pour des problémes a pulsation fixe mais
il existe une formulation plus adaptée qui consiste & complexifier les variables dans les zones

PML [76]. On en énonce rapidement le principe dans la section suivante 111.3.4.

I11.3.4 Autre formulation des PML : complexification des coordonnées

Une fagon classique de coder les conditions PML a été mise en ceuvre dans [76]. Si une

onde plane se propage suivant ’axe Ox son expression est :
E(z,t) = el Twi-kia),

On veut que 'onde s’atténue dans la direction Oz. Pour ce faire on prolonge analytiquement

la variable d’espace x dans ’espace complexe :
F=5—jf (@)
L’expression de 'onde plane dans cet espace devient alors :
E(7,t) = EdTwizkim)—kinf (@), (19.111)

On voit bien apparaitre une atténuation selon ’axe des = a condition que la fonction f soit

croissante. On veut que cette atténuation ne dépende pas de I'onde incidente. On va donc
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choisir
f(z) = kfgx(x)~
Ou g, est une fonction croissante.

D’autre part on peut calculer la dérivée par rapport a cette nouvelle variable :

G, w01 0 10
ks Qj_l_j%k_@ﬁx_sxﬁx‘

On étend alors ce résultat aux trois directions de l’espace et on réécrit les équations de

Maxwell Harmonique en introduisant 'opérateur rotationel modifié :

0 5—2182 S%J@y
+0z 0 Fox|=Vx=N(Vx)L)
g—;ay S%@x 0

<
X
I

Avec
S, 0 0 .
0o S, 0 , 5.5, 5.
0 0 G5,

Pour plus de clarté, on rappelle les équations de Maxwell :

Maxwell Faraday V x E — jwpuH = 0,
Maxwell Ampere V x H = —jweE.

En posant :
SyS:
. U
E=LE H=LH N 'L'=T=| 0 &%= g
0 0 S

Les équations de Maxwell deviennent :
VXE=jwTuH, VxH=—jwTeE

= [Tu] 'V xE = jwH = V x ([T 'V x E) = Ww?[T¢E

On voit dans cette écriture, que pour implémenter ces PML, il faut multiplier la permitti-
vité et la perméabilité par la matrice T dont les coefficients varies en fonction de la position
spatiale. Cette formulation permet de construire une zone parfaitement adaptée et progres-
sivement absorbante contrairement aux PML de la section I11.3.3 qui sont constantes dans
tous le milieu absorbant. Cependant une zone absorbante constante permet de définir plus

facilement une fréquence minimum d’absorption dans le cas d’une résolution "mode propre".

IT1.3.5 Conditions aux limites Maitre-esclave
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I11.3.5.1 Introduction
Les conditions aux limites de Floquet pour la méthode des éléments finis[35] sont aussi
connues sous le nom de conditions Maitre-esclave. Le domaine d’étude est réduit a la cellule

de base €2 qui est contenue dans un parallélépipéde rectangle représenté Fig 3.111.

Fig 3.III Représentation du domaine 2 contenant le motif de base de la structure périodique.

Les conditions limites " Maitre-esclave" se traduisent par un déphasage entre les éléments

des interfaces en regard F,, et Fy de ) dans les directions de périodicité.

I11.3.5.2 Elimination des inconnues

On rappelle comme introduit en (8.111) que :

DL
ExE=) ¢W, ¢ = / E (20.111)
p=1 Ar,

Les conditions Maitre-esclave appliquées dans la cellule de base traduisent une périodicité
infinie selon la direction de T Fig 4.111. Le déphasage entre chaque éléments des faces en
regard est égal & ¢ = k;.T. Ou k; est le vecteur d’onde de I'onde incidente sur la structure
périodique. Soit alors e, la circulation du champ E sur une aréte Ar,,. Sur Paréte Ar, en

vis & vis sur la Fig 4.111, la circulation du champ E a pour valeur e, = e=®i-Tle,
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Fig 4.II1 Déphasage entre les éléments Maitre-esclave.

Autrement dit, on supprime l'inconnue associée a I'aréte esclave Ar,. Pour pouvoir appli-
quer ces relations de déphasage, le maillage surfacique de €2}, doit avoir des éléments identiques

a une translation prés T sur les faces "Maitre-esclave" en regard comme sur la Fig 4.111.

I11.3.5.3 Déphasages multiples
Soit Ty le vecteur de translation de la face esclave 1(Fi5 sur le dessin) a la face maitre

1(F1) et Ty le vecteur de translation de la face esclave 2(Fy) a la face maitre 2(Fay,).

v

T

Fig 5.IIT Conditions aux limites " Maitre-esclave"
sur les faces du parallélépipéde contenant la cellule de base.

On considére une structure bipériodique contenue dans un parallélépipéde représenté
Fig 5.111. Les inconnues e;4(respectivement es,) sur les arétes de la face Fig (respectivement
Fag) sont égales & e 77?1 x ey, (respectivement e =792 x ey, ), ol ey, (respectivement es,,,) sont
les inconnues du champ sur la face Fy,, (respectivement Fyy,). Les déphasages ¢1 et ¢y sont
respectivement égaux a k;. Ty et k;.T5. Les inconnues de Fi,NFo sont liées aux inconnues de
Fim N Foy par un déphasage égal & — (¢ + ¢2) [42]. Il y a plusieurs possibilités pour définir

les relations entre les inconnues lorsqu’'une aréte se trouve sur Fis N Fog (zone violette sur
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la figure Fig 5.111), mais la fagon que nous présentons est celle qui permet déliminer le plus

d’inconnues et de ne pas confondre d’éléments.

Remarque 1I1.8. Si une aréte est a 'intersection d’une face 'maitre’ et d’une face ’esclave’
alors par convention c¢’est une aréte 'Slave’ puisque 'on veut éliminer le maximum d’incon-
nues. Donc, par convention, les arétes a l'intersection des faces maitre et esclave Fis N Fop,
(respectivement Fo, N Fyy, ) sont des arétes esclaves déphasées de —¢; (respectivement —¢s)

avec les arétes Fy,,, N Fyy, (respectivement Fip, N Fop, ).

Comme nous ’avons vu dans le paragraphe précédent 111.3.5.2 le maillage surfacique doit

avoir des éléments identiques qui se correspondent d’aprés les translations T et T :

Fig 6.I11 Maillage contraint non régulier sur les faces ou 1’on veut appliquer les conditions
"Maitre-esclave".

Sur la figure Fig 6.111 les faces du maillage sont structurées de fagon & ce que chaque

élément en regard soit image 1'un de l'autre par la translation des vecteurs Ty et Ts.

Remarque TI1.9. On aurait aussi pu introduire un déphasage dans une troisiéme direction

mais ’écriture du probléme est plus lourde et le principe reste le méme.

Soit S), les indices des arétes sur la face esclaves et M, les indices des arétes sur les faces
maitres. Soit N le nombre d’arétes maitres et Ng le nombre d’arétes esclaves. Soit I; les
indices des arétes internes et N; leur nombre. Sur les interfaces ou ne sont pas appliquées
les déphasages (faces du dessus et du dessous) on met une condition métallique PEC. Donc
toutes les inconnues associées au PEC sont nulles (cf remarque 111.7). Comme E s’écrit comme

la combinaison linéaire des fonctions de base associées aux arétes, d’aprés I'équation (20.111)

on a alors :
Ny Ng Ny
E = E GIiW]Z. + E GSkWSk + E 6]\4,6‘7\71\/[]c
i=1 k=1 k=1

Et donc en appliquant les relations de déphasages on a :
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Ny Ny

E = Z eIiWIi + Z My, (WMk + e—j¢WSk)

i=1 k=1
Ce qui revient a changer l'espace d’approximation [77]. En effet les fonctions de base
W . correspondantes aux arétes internes ne changeront pas tandis que les fonctions de base

correspondantes aux arétes maitres W, s’écriront :

WMk = WMk + 6_j¢W5k

Si on pose :
Wi, =Wy, Wy, =Wy, +e /W,
(21.I11)
i€[l...Ny], kell...Nyj
Le probléme variationnel défini équation (9.111) s’écrit alors :
Ny ' ~
ZB[ *O,W[, ZGM’“ WMkan)+6_]¢*a(WSk7Wq)> =
N'L
kS[Ze] «m(Wj, W +ZeMk WMk,Wq)—i—e_]‘b*m(ng,Wq))}
i=1
(q=1I1,i€[l...N))U(qg= M,k €[1...Nyl) (22.I01)
V xE V xE
avec a(E, /chp +/ (v x ( )).¢",
Hor 0 Hor

et m(E,p) = / e E.p*
0

Remarque 111.10. L’espace d’approximation est muni d’une structure hermitienne (cf re-

marque [11.1) donc :
(Wpﬂ WMk) (WZH WMk) + e (WP7 WSk)

Remarque 111.11. Soit alors T,,, un triangle sur la face maitre et 7} le triangle correspondant

sur la face esclave (T,, = Ty + T) alors on a :

V x Wy, o y V x W,
/m (VmX(T))-me— /( SX(—,Ur ))-Wps

Puisqu’il y a continuité des composantes tangentielles des fonctions de Nedelec. Par consé-
quent les intégrales surfaciques des faces maitres et esclaves vont s’annuler deux

a deux, lors de l’assemblage des matrices. Plus généralement, pour chaque terme
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a(W,, W)y, ) contenant une aréte maitre Ar,, , on trouve toujours une ou plusieurs contri-

butions de a(W,, W, ) qui annulent l'intégrale surfacique de a(W,, Wy, ).

Les inconnues seront alors toutes les arétes moins toutes les arétes sur les faces PEC moins

toutes les arétes qui sont sur les faces esclaves.

I11.3.5.4 Conséquences sur la constructions des matrices
Regardons maintenant les conséquences sur les matrices A er M construites équation
(10.111).

Pour clarifier les relations entre les éléments, on associe un déphasage ¢ & chaque aréte
des faces esclaves des faces Fig et Fos. On note par Fi, la face Ouest, Fys la face Sud, Fi,,
la face Est et Fy,, la face Nord. Si I'aréte se trouve sur la face Sud (Fo) le déphasage est
¢ = —d1, Ouest(F15) ¢ = —da, Sud-Ouest(Fis N Fog) ¢ = —(d1 + do).

On note par I l'indice des arétes internes, par F les arétes Est(sur Fi,), par O(sur
Fis) les arétes ouest, par N(sur Fyy) les arétes nord et par S(sur Fo) les arétes sud. NE
I'intersection des arétes des faces Nord-Est, SO l'intersection des arétes des faces Sud-Ouest,
SE lintersection des faces Sud-Est et NO l'intersection des faces Nord-Est. Comme nous
l'avons déja précisé (cf remarque I11.8), si une aréte est a l'intersection d’'une face maitre et
d’une face esclave alors c¢’est une aréte esclave. Donc, par convention, les arétes de la face NO
(respectivement de la face SE) sont des arétes de la face O (respectivement de la face 5).
On note par NS le nombre d’inconnues sur la face Nord moins le nombre d’inconnues sur le
segment N E. Autrement dit NS = N — NFE est égal au nombre d’inconnues sur S —SO. On
désigne ensuite par FO le nombre d’inconnues sur ¥ — N E égale au nombre d’inconnues sur
O — SO, par INS le nombre d’inconnues sur les segments Sud-Ouest et Nord-Est et par Ni
le nombre d’inconnues correspondant aux arétes internes. En regroupant les composantes, on

pose :

eI:[eIU"'?e]Ni]? eS:[6517"'7€SNs]7 eE:[6E17"‘7€EEo]J €o = 6017"‘760}30]7

€so = [65017' .. 765011\]5]7 ey = [eNp <. 7eNN5]7 ENE = [eNEU v 7€NE1N5]
X = (efv657eSanO7eN7eNE7eE)'

Ensuite on considére les différents blocs :

(AI,I)IpIq = a(WIpaqu>(p,q)€[1...NI]><[1...NI}a (AI,S)Iq,Sp = G(WIP, qu)(p,q)e[l...NI]x[1...NS} e
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Le produit AX s’écrit initialement :

Arr Ars Arso Ao Ay Arne Arg e
AS,I AS,S AS,SO As,o AS,N AS,NE AS,E €s
Asoq Asos Asoso Asoo Ason Asone Asor €s0
Aor  Aos Aoso Aoo Aon Aone Aok €o
Anr  Ans Anso Ano Ann  Avne  Ange ey
Aner Anes Aneso Aneo Anen Anene ANEE eNE
Apr Aps Apso Apo Aen Apne Arr ep

Dans ce cas les relations de déphasage s’écrivent :

€g = e_j¢1eN, ep — e_jd)QGE, €spo — e_j(¢1+¢2)eNE, (23111)

Et donc le vecteur X s’écrit :
X = er, eijd)l ey, 87J(¢1+¢)2)€]VE7 67‘7¢)2€E7 ey, eng, er

On définit alors des nouveaux blocs A p,o a partir des blocs Ap g et des relations de déphasages

entre les inconnues de 1'équation (23.111) :

AP,N = Apn +e 777 x Apg, /IE,P = App+e %% App,
AP,NE = AP,NE + e‘j(¢1+¢2) * AP,SO + e Ib2 AP,NO -+ eI 4 AP,SE (24111)

P€N,S,E, 0,50, NE]
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Ainsi le produit AX devient :

AII AI N AI,NE AI E

)

As;  Asn  Asne  Ase

)

Asoqr Ason Asons Asor [ ]
er
Aos  Aon Aone Aor
(S
AX = |Ayos Anxon Anone Anor
ENE
Asp; Aspn Aspne Aspr
€g
An g AN,N AN,NE AN,E L

Aner Anen Anene AneE

Agpr AN  Apne Apr

D’apreés [77] Pespace d’approximation a changé selon les transformations décrites équation
(21.IIT) ce qui revient a éliminer toutes les lignes correspondantes aux arétes esclaves en

effectuant les transformations par blocs suivantes :
> : — ,
Ani=Ani+eP x Agr, Apr=Agr+e®xAoy,
Anpr = Anpr + %) x Ago 1 + €% x Ayo 4 e« Agp g

= . O . L
Ang=Ang+6" x Asq, Age=Apq+e” x Aoy, (25.111)

=

ANpo = Anpg + 70192 5 Ay o+ 6992 % Ay g + ¢/ % Agp g
Q€ [N,NE, E|

. S <7 . .
Ainsi en posant X = (er,en,eng, eg) et A lamatrice A avec les nouveaux blocs construit
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par les relations (24.111) et (25.111) le produit AX devient :

Arg AI,N AI,NE AI,E e
I

> = = =

An:r  Anxny  Anxne Ang ey

AX = A% = . . .

—

Anegr Anen Anene AnNee eNE
— = = =

Apr Apx  Apye App °E

Remarque 111.12. Si les matrices initiales A et M sont symétriques semi-définies positives (ce
qui est en général le cas). Alors les matrices transformées A et M par les relations (24.11T)
et (25.111) sont hermitiennes. Autrement dit il existe une matrice de transformation R tel
que|78] :

A = RAR*, W = RMR’ (26.111)
En appelant INT ’ensemble des inconnues correspondants aux arétes qui ne sont pas sur les

faces maitres, esclaves ou métalliques on peut alors expliciter R en gardant les conventions

établies dans cette section :

INT Fls Fls N FQS FQS Flm F2m Flm N F2m

INT 1[I, 0 . . 0 0]

R= Fim 0 e, 0 0 I 0 0
Fom 0 0 entedr, 0 0 I 0
FimNFom [0 ... 0 2, .. 0 I,

Ou I désigne 'application identité.

Remarque I11.13. On a choisit ici d’inclure la structure dans un parallélépipéde rectangle mais
les conséquences des déphasages entre les faces maitres et esclaves sur les matrices éléments
finis s’écrivent de la méme facon si la structure est contenue dans un un parallélépipéde non

rectangle :

75



H
-
-

>

a

Fig 7.IIT Maille de base non rectangulaire. a, b, c sont les vecteurs de translations des faces esclaves vers
les faces maitres.

Remarque I11.14. Lors de I’assemblage des matrices il faut bien vérifier que chacune des arétes

maitres est orientée dans le méme sens que son aréte esclave correspondante.
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I11.4 1Intéréts de la méthode des éléments finis

— Les domaines peuvent avoir des tailles trés contrastées et des formes quelconques.

— Les matériaux étudiés peuvent étre de natures trés différentes : anisotropes, métaux
parfaitement conducteurs, hétérogénes etc.

— Les matériaux peuvent étre dispersifs : leurs paramétres peuvent dépendre de la fré-
quence de calcul (cf section VI.2 et VI.2.2 remarque VI.7).

— L’espace mémoire et le temps de calcul peuvent étre optimisés, car les matrices stockées

sont creuses (cf section V.6 et section IV.6.5).

II1.5 Limitations

— Contraintes géométriques sur le maillage dues aux conditions Maitre-esclave (cf section
I11.3.5).

— Nécessité de mailler trés finement dans les zones étroites (cf section IV.4.6).

— Quand les matériaux sont dispersifs : la taille du probleme de calcul de modes propres
est multipliée par un entier qui dépend de 'expression de la permittivité (cf section
VI.2).

I11.6 Conclusion

Cette section a traité de la modélisation du probléme de modes propres a partir des équa-
tions de Maxwell fréquentielles. La formulation variationnelle des équations de Maxwell est
abordée section II1.2. On énonce dans les perspectives section V1.2 la possibilité de modifier
cette formulation pour modéliser des structures dispersives. Les conditions limites particu-
liéres abordées dans la section I11.3 permettent de traiter des structures périodiques infinies
qui peuvent étre composées de matériaux parfaitement conducteurs ou absorbants sur cer-
taines faces de la frontiére du domaine de résolution. La description détaillée des conditions
limites Maitre-esclave nous a permis de clarifier 'implémentation des problémes éléments
finis périodiques. Nous avons aussi vu que, quelles que soient les conditions aux limites im-
posées aux bords du domaine, les problémes de modes propres aboutissent a la construction
d’un systéme matriciel 10.IIT que nous allons chercher a résoudre de facon optimale dans la

section suivante.
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IV  Résolution du probléme aux valeurs propres

IV.1 Définition du probléme

Dans la section précédente nous avons posé les bases théoriques nécessaires pour modéliser
les problémes périodiques avec la méthode des éléments finis. Dans cette section nous allons

décrire les méthodes de résolution du probléme qui s’écrit :
AX = k;MX (1.IV)

Ou A et M sont les matrices éléments finis précédemment définies en fonction des conditions
limites imposées au bord du domaine d’étude et X représente la circulation du champ élec-
trique E sur chaque aréte (cf équation (20.111)). Pour le calcul de diagrammes de bandes (cf
section I1.1.8) les matrices A et M dépendent des valeurs des vecteurs d’ondes incidents k;

qui permettent d’appliquer les conditions de Floquet au bord du domaine (cf section 111.3.5).

Remarque IV.1. Comme nous l'avons déja évoqué en remarque I11.6 le noyau de A est non
nul et il il existe un vecteur U € (H'(2))? dérivant d’un potentiel vecteur V- € H(curl, )
et un potentiel scalaire ¢ € H'(Q) tel que :

E=U+Vg, telque VU=0et U=V x V.

Le noyau de A contient alors les champs E =X"W qui ont une composante rotationnelle
nulle (i.e U = 0). 1l existe donc des solutions (k2, E) = (0, XTW) avec X non nul et solution
de (1.IV).

Les modes propres recherchés sont les couples (k2,X). La recherche de modes propres
correspond a une recherche de valeurs propres et vecteurs propres. En effet, supposons que

la matrice A soit inversible, le systéme (1.IV) peut alors s’écrire :

MAX = X (2.1V)
ks

Bien que la matrice A ne soit pas inversible d’aprés la remarque (IV.1), nous avons
volontairement choisi d’écrire 1'équation (2.1V) de cette fagon puisque nous devons calculer
les valeurs k% dans l'ordre croissant et les algorithmes classiques de recherche de valeurs
propres (cf section IV.2 et annexe A.6), nous permettent de calculer les solutions % dans
I'ordre décroissant. De cette fagon, les premiéres valeurs propres calculées seront les plus
petites. Or toujours d’aprés la remarque IV.1, les premiéres valeurs propres solutions de
(1.IV) sont nulles. Pour ces raisons, le systéme (2.IV) devra subir la transformation Shift and
Invert abordé section V.3, pour calculer les premiéres valeurs propres non nulles et pour
éviter d’inverser la matrice A. Dans la section V.4, on donne une description originale des

différents paramétres nécessaires a la résolution du probléme (1.IV).
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Dans la section [V.5.1, on classe les valeurs propres nulles en deux groupes :
— Les valeurs propres nulles k2 solutions de (1.IV) dont le champ solution correspondant
E = XTW est a divergence nulle (V.E = 0).
— Les valeurs propres nulles k2 solutions de (1.IV) dont le champ solution correspondant
E = X”W est & divergence non nulle (V.E # 0).
Dans la section [V.5.2, nous décrivons 'algorithme d’élimination des valeurs propres nulles
dont le champ correspondant est a divergence non nulle, que nous avons développé pour les
problémes de cavités métalliques. Les algorithmes de recherches de valeurs propres utilisés
dans nos travaux intégrent les solveurs issus des librairies ARPACK[33] et PARDISO|37].
Nous allons expliquer dans cette section comment les librairies sont combinées en détaillant
chaque algorithme utilisé. Dans la section [V.6 on explique comment nous avons manipulé la
structure des matrices A et M construites afin de minimiser les temps de calculs et ’espace

mémoire utilisé.
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IV.2 L’ algorithme de calcul des valeurs propres

IV.2.1 Introduction

La méthode que nous allons présenter dans cette section nous permet de calculer les plus
grandes valeurs propres d’une matrice de grande taille. On introduit alors les définitions

nécessaires a la bonne compréhension des algorithmes que nous allons décrire.

Définition. Soit O une matrice carrée a coefficients complexes de dimension N et vy un
vecteur quelconque de C. L’espace de Krilov d’ordre p noté K, est ’espace vectoriel engendré

par les vecteurs vy, Ovg, O?*vy, ..., 0P lvq :
_ 2 p—1
K, = span {vg, Ovy, O%vy, ..., 0P vy }.

On va noter ppq, la dimension maximale de K, pour un vy donné. D’aprés le théoréme

de Cayley Hamilton|79| pyee < n.

Proprieté IV.1. Si OPvq € K, alors OPT1v, € K, pour tout ¢ > 0 [80].

Démonstration. On démontre ce résultat par récurrence. Si pour un g > 0, OP*v, € K,

alors :

p—1
Op+qV0: E ozk(’)kvo
k=0

p—2
= OPtitly, = g Oy, + a,-10%v,
k=0
p—2 p—1 p—1
— k+1 E k _ E k
= akO Vo + ap_1 ﬁkO Vo = %(’) Vo

IV.2.1.1 Conséquence :
Si p est le plus petit entier pour lequel OPv est dépendant des vecteurs précédents, alors,

les vecteurs

2 —1
(V07OV07O VOa"'7Op VU)

sont linéairement indépendants et donc K, est de dimension g, pour tout ¢ < p. En particulier

K, est de dimension p [80].

IV.2.2 Construction de la base d’Arnoldi

Nous allons aborder dans cette section I'algorithme de construction de la base d’Arnoldi
permettant de calculer les plus grandes valeurs propres de la matrice O. Soit v; un vecteur

quelconque normé de C". Voici I'algorithme de construction du vecteur v;,; a partir des j
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premiers vecteurs de la base d’Arnoldi :

w = Ov;
fori=1to j do

*

hij = W,V; >=W.V,

w=w — h;;v; (3.1V)
end do

Vit = Hx_\l

hjt1; = [|lw]]

Les vecteurs d’Arnoldi v; sont construits par orthogonalisation des vecteurs construits
par l'algorithme de puissance itérée|81](cf annexe A.6.2). En effet, les vecteurs calculés par
'algorithme au pas j > 2 sont orthogonalisés par rapport & [vy, ..., v;_;]. Si on désire calculer
les k premiéres valeurs propres (dans I'ordre décroissant), on construit d’abord p vecteurs
d’Arnoldi, avec p suffisamment grand. Ensuite les vecteurs [v;, ..., Vv, ;] constituent une
approximation des k premiers vecteurs propres de O car chaque vecteur est orthogonal aux
autres et donc deux vecteurs propres différents sont associés a deux valeurs propres différentes.
Equation (3.1V) hy; est le coefficient d’orthogonalisation de Ov; par rapport & v; et hj,q;
est la norme du vecteur w obtenue par orthogonalisation du vecteur Ov; par rapport aux
vecteurs v;, ¢ € [1,...5 4+ 1], on en déduit [80] :

1
OVj = Z hijvi (4IV)
i=1
On définit ensuite la matrice
Vo= (V1,...,Vp). (5.1V)

V5 est une base orthonormale formée des p premiers vecteurs d’Arnoldi et donc on a [80] :
VoVs =1, (6.1V)

Dans l'algorithme ci-dessus on remarque que la base Vj est construite par orthonormalisa-
tion de l'espace [vi, Ovy, O?vy, ..., OPv,] obtenue avec le procédé de Gram-Schmidt. Aussi,

I'équation (4.1V), qui définie les relations entre les vecteurs d’Arnoldi, peut s’écrire [80] :

O‘/ZE — %+1Hp+1p (7IV)

ol Hpiq 5 représente la matrice & p colonnes et p 4 1 lignes et h;; sont les coefficients d’or-
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thonormalisation de 'équation (4.I1V), pour i < j + 1, les autres coefficients étant nuls [80] :

hl’l hLQ hl] hl’ﬁ
hQ’l h2’2 hgjj h2,ﬁ
0 hse : :  hy; : hgy
Hp15 =
hj+1,j : hj+1,p
0 ... ... ... ... 0 hpp1p

La matrice H; qui est la matrice Hp.; ;5 sans la derniére ligne vérifie d’aprés (6.1V) et (7.1V) :

h]_,]_ h]_72 hl,ﬁ—l h‘l,]j
hQ,l h272 hQ,ﬁfl hQ,ﬁ

. 0 hss - i hyp1 hs,

Gov = | O e s s
0 ... ... 0 hspa hpp

A Texception des termes situés sur la premiére sous-diagonale, la partie triangulaire in-
férieure H; est nulle. Autrement dit H; est une matrice de Hessenberg supérieure [80]. Soit
e; le vecteur de CP tel que e; = (0,0,...,0,1). En utilisant le produit tensoriel, I'équation
(7.IV) peut aussi s’écrire :

OVp = Volly + hpi1 5Vpi1 © €5 (9.1V)

et sachant que :

* JR—
Vo1 @ Vo]V = Va1 < vy, vp >,

l'identité (6.1V) nous permet alors de réécrire I'identité (9.1V) de la fagon suivante :
(O = hps15Vpe1 @ Vs = ViH; (10.1V)

La matrice V; est alors une base d’un sous-espace invariant associ¢ a O — hp 11 5Vpp1 © V.

Remarque IV.2. Nous avons vu (propriété IV.1) qu'il existe un rang p a partir duquel la
famille des vecteurs de Krilov [vi, Ovy, O?vy, ..., OPvy] est liée, ce qui est équivalent a dire

que le facteur hsy1 5 est nul. En effet si hzp15; = 0 on aura :
OV, = V;H; (11.1V)
L’égalite (11.1V) signifie que l'espace engendré par les vecteurs de Vj est stable par I'ap-
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plication linéaire associée a la matrice Q. Soit alors Z un vecteur propre associé a une valeur
propre A de Hy, V;Z est alors une approximation du vecteur propre de O associé a la valeur

propre . En effet 'identité (9.1V) nous permet d’écrire :
|OVoZ — AVZ] = (OVs — VeHR)ZI| < s Vs ol (121V)

Donc la convergence de chaque valeur propre est controlée par le réel |hz i1 5|Vt ool 23], O
25 est la derniére composante du vecteur propre Z. Soit tol une grandeur positive réelle fixée.

On considére qu’une valeur propre est acceptable si

Vs llool 25| < tol. (13.1V)

g1

Remarque IV.3. Les valeurs propres de H; peuvent étre calculées avec l'algorithme QR[82]
(cf annexe A.6.4) puisque Hj n’est pas une matrice de grande taille. La décomposition QR

de la matrice H; peut se faire facilement avec les rotations de Givens|83] (cf propriété 1V.4).

IV.2.3 Cas ou la matrice O est symétrique réelle, ou hermitienne : ’algorithme

de Lanczos.

Dans le cas particulier ot la matrice O est hermitienne, la matrice Hj I'est aussi, car :
(VXOVp)" = (Hp)" = VOV, = Hp.

Comme Hj est aussi une matrice de Hessenberg supérieure, on en déduit alors qu’elle est
tri-diagonale hermitienne. Par conséquent les coefficients h;; sont nuls, si ¢ < j —1 et le coef-
ficient hj11 ; est égal & hj ; 4, précédemment calculé. L’algorithme de construction d’une base
orthonormée des espaces de Krylov (cf définition 1V.2.1) s’appelle dans ce cas 1’algorithme de

Lanczos [84]. Soit v; un vecteur quelconque normé C" 'algorithme d’Arnoldi (3.1V) devient :

w = Ov;

* B L. B *
hjfl,j - hJJ*l - h’j,jfl
W =W —fj1;Vj
hjj =< W,v; > (14IV)
W =W — hj;V;
hjt1; = [[wl]

S W

Vit = R,

Cet algorithme permet la construction de la base V}; définie équation (5.1V), en calculant v,
a partir des seuls vecteurs v;_; et v;. Cette méthode de Lanczos associée aux algorithmes
QR et puissance itérée inverse (cf annexes A.6.3 et A.6.4) est utilisée par TONERA pour le
calcul de modes guidés TE et TM dans des sections de guides de grande taille [85, 86].

Remarque 1V.4. En se référent a la construction utilisant le produit tensoriel établie dans la
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remarque (I11.6), on peut facilement voir que lorsque € et p sont des matrices hermitiennes
complexes A et M sont des matrices hermitiennes et donc A — oM est aussi une matrice her-
mitienne. Dans ce cas, 'opérateur O de I’équation (14.1V) est hermitien et tous les coefficients
de la matrice Hjzyq 5 sont réels par construction. Malheureusement 1’algorithme de Lanczos
est proposé par la bibliothéque ARPACK que dans le cas ou A et M sont symétriques réels
ce qui arrive quand € et u sont aussi symétriques et réels. C’est dans ce cas précis que nous

avons utilisé ’algorithme de Lanczos.

Nous avons vu remarques 1V.2 et IV.3 que le calcul des valeurs propres de O nécessite
d’abord le calcul des valeurs propres de la matrice de Hessenberg supérieur H; d éfinie
équation (8.1V). Pour calculer les valeurs propres de ce type de matrices on utilise I’algorithme

QR translaté que nous allons définir dans la section suivante.

IV.2.4 Algorithme QR translaté (QR shifted)

L’ algorithme QR translaté [87] est une version optimisée de I'algorithme QRI[82] clas-
sique(cf annexe A.6.4). 11 est utilisé par ARPACK [33] lors du procédé de construction du
calcul des valeurs propres de la matrice de Hessenberg H;; (8.1V). Soit une matrice H a valeur

dans C". On construit une suite de matrices (Hy)g>o de la fagon suivante :

(

H — apl = QoRy

Hy, = RyQo + apld

H —old=0QR

o @ufts (15.1V)
Hk — Oékfd = QkRk

{ Hir = BiQp + apld = Qi1 Ry

Ou «ap est un réel a choisir a chaque pas. Un choix classique de o4 est le terme matriciel
(Hk)nn

Proprieté IV.2. Si H est trigonalisable (toujours dans C), alors quand k — oo, les matrices
Hj; construites par cet algorithme tendent vers une matrice triangulaire supérieure qui a ses
éléments diagonaux égaux aux valeurs propres de H. Cet algorithme a un intérét pour sa
rapidité de convergence mais les valeurs propres de la matrice triangulaire ne sont en général

pas dans l'ordre décroissant|87].

Proprieté IV.3. Les matrices ainsi construites sont toutes orthogonalement semblables entre

elles.

Démonstration.

Hk+1 = Rka + Ozk]d = QZQkRka + Oékfd = QZ[H}C — Oék]d]Qk + ozk]d = QZHka
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Proprieté 1IV.4. Si H est une matrice de Hessenberg complexe alors toutes les matrices Hy

construites par 'algorithme QR translaté sont de Hessenberg.

Démonstration. Etant donné une matrice de Hessenberg H complexe disposant d'une facto-
risation QR, H = QR, montrons que H = RQ est encore une matrice de Hessenberg. On

utilise les matrices de rotations de Givens complexes|88, 83, 89| définies par :

1 0 .0 0
0 c s 0 — i
G(i,j) =
0 —s5* c 0 —J
0 0 .0 1
T T
J
Comme G(i,j) est une matrice unitaire on a |c|> + |s|*> = 1 et il existe 0,6 tel que

s = sin(A)e?%, ¢ = cos(f;). On veut pouvoir éliminer les coefficients nuls de la matrice

de Hessenberg. Or, si on prend un vecteur

X = (2167, 29672, ... 2,€7%") € C"

on a: ’ ’
cxi el + swped®, k=i

G(1,))X =Y = —s*z;e7% + cx;el®, k=]
2,0k k+#i,j

Et on peut faire en sorte que y; soit nul en choisissant :

0 =tan (L), by = ¢ — ¢ = c = ———me | 5= ——tI0iT),

Appliquons alors une a une les rotations de Givens a une matrice 4 x 4 de Hessenberg

pour montrer que ’on peut annuler les coefficients sous diagonaux.

G(1,2)
—

o o =
o =
SRR
SECERS
o o o
o =
SHCEE
SHCEES
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G(3,4)

Q

©

&
o o o
SR
SRS
SECHES
|
o o o
SR
SECEES
SHCHES

Ainsi on peut écrire :
G(3,4)G(2,3)G(1,2)H = R<= H = QR , avec Q = G(1,2)G(2,3)G(3,4)

Et donc
H = RQ = RG(1,2)G(2,3)G(3,4)

et H est une matrice de Hessenberg par construction.

Proprieté 1V.5. Soit H une matrice de Hessenberg irréductible de dimension N
iehiy1;, #0Vi=1,...n—1
Alors pour tous les éléments diagonaux 7y, de la matrice R de la décomposition QR, on a :
ree > 0 Vk < n.

Donc si H est singuliére alors r,,, = 0 [89].

Démonstration. La multiplication du terme diagonal et du terme sous diagonal par la matrice

de rotation de Givens d’ordre k G(k, k + 1) s’écrit :

cos () sin(6, )e?% b\ [ 7ee
—sin(fy)e % cos(6;) Rit1 e 0
Comme les rotations de Givens conservent la norme, on a :

Irke|® = [ha? + |Psl® > [heexl®> >0

Remarque IV.5. En conséquence de la propriété [V.5, si on connait une valeur propre A de

H ., alors
H — Md = QR avec r,, = 0.

Ainsi la matrice construite a l'étape suivante H = RQ + A\ d est une matrice de Hessenberg

(cf remarque IV.4) et on a :

N - . H
H=RQ+ Mdavecr,, =0=hy, 1, =0= H = ( 01 ‘:) (16.1V)
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Ot & représente un élément quelconque de C*~!. Si on applique l'algorithme QR translaté
[82] en choisissant un coefficient a4, égal & une valeur propre de H, on peut directement

continuer 1’algorithme sur une sous matrice de Hessenberg H, représentée équation (16.1V).

IV.2.5 [Itérations successives et redémarrage

L’algorithme d’Arnoldi avec redémarrage, appelé IRAM (Implicitly Restarted Arnoldi
Method [90]) permet de maitriser la convergence de I'algorithme d’Arnoldi en optimisant
I’espace mémoire utilisé. Cette algorithme utilise la décomposition QR translaté que nous
avons vu dans la section précédente. Soit tol le réel fixé qui controle la convergence de chaque
valeur propre définie par le critére (13.1V). Soit p le nombre de vecteurs d’Arnoldi, k le

nombre de valeur propres voulues et hsy1;Vpi1 = f5.

Etape initiale. Construire une base d’Arnoldi de dimension p & partir d'un vecteur
vy € C" (cf section 1V.2.2) . On obtient alors la factorisation d’Arnoldi :

O%:%Hﬁ‘l‘fﬁ@ep

1. Calculer les valeurs propres {\; : j = 1,2,...,p} et les vecteurs propres associés {Z; :
j=1,2,...,p} de la matrice H; en utilisant un algorithme de QR classique (cf annexe
A.6.4), qui utilise les rotations de Givens|83].

2. Si au moins k valeurs propres vérifient le critére (13.1V) arréter I’algorithme, sinon faire
p — k = m itérations de Palgorithme QR translaté [87] sur la matrice H, en utilisant
les valeurs propres non désirées {)\; : j = k + 1,k +2,...,p} (cf équation (15.1V)
et remarque 1V.5 de la section 1V.2.4) dans l'ordre croissant de leur module[90] pour

obtenir
HpQp = QpHly = OVpQp = VaQpH + £ ® €;Qp

3. Redémarrage : Garder les k premiéres colonnes Qi de la matrice Q,. Calculer les k

nouveaux vecteurs d’Arnoldi Vj en posant : Vj < V;Q;.

4. Etendre la factorisation de longueur k & une factorisation de longueur p. Autrement dit

calculer les p — k vecteurs restants de V5 a partir des vecteurs Vj. Retourner en 1.

Remarque 1V.6. A chaque redémarrage, les multiplications successives par O forcent les
vecteurs a prendre la direction des vecteurs propres (cf remarque A.2) et donc 'algorithme
IRAM 4 plus de chance de converger. Pour la méme raison, il apparait aussi que, quand le
nombre de vecteurs d’Arnoldi p est grand plus le nombre de redémarrage nécessaire pour

faire converger I'algorithme TRAM est petit.

IV.2.6 Conclusion

Nous avons détaillé dans cette section les différentes étapes et paramétres de I'algorithme

de calcul des valeurs propres d’une matrice O de grande taille. La base de cet algorithme
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développé dans la librairie ARPACK][33] est I’algorithme d’Arnoldi[91] qui va subir les trans-
formations nécessaires pour résoudre nos problémes. En effet comme nous I’avons évoqué dans
la section IV.1, si la matrice A est inversible, le probléme (2.IV) suggere que O = MA™!.
Ainsi, & chaque itération de l’algorithme d’Arnoldi(3.IV) une inversion de la matrice A est

nécessaire et la construction de la base d’Arnoldi évoquée en (3.1V) devient :

Mw = Av,
fori=1to j do

_ _ *
hij = W,V; >=W.V,

end do
Vit = Hx_\l
hjt1; = [|lw]]

Equation (17.1V), par inversion de la matrice A on entend résolution du systéme linéaire
Mw = Av;. D’aprés la remarque IV.1, nous savons que la matrice A n’est pas inversible et
nous avons évoqué section V.1 qu'il existe des valeurs propres nulles de (1.IV). Par consé-
quent il est nécessaire de transformer 1’équation (2.1V) et de changer la valeur de 'opérateur

O comme cela est décrit dans la section [V.3.

89



IV.3 Transformation "Shift and Invert"
IV.3.1 Introduction

Dans la définition du probléme section I'V.1, nous avons remarqué que la matrice A a un
noyau non nul, ce qui explique la présence de valeurs propres nulles. Ainsi, le probléme de
valeurs propres (2.1V) ne peut pas étre directement résolu. Nous allons voir dans cette section
la transformation nécessaire pour capter des solutions proches d’une quantité réelle appelée
"shift" et notée o. Cette transformation nous permet de calculer les premiéres solutions non
nulles de (1.IV) en choisissant la valeur de o proche d’une quantité que nous allons détailler

dans la section ['V.4 et de construire un opérateur qui ne nécessite pas l'inversion de la matrice

A.

IV.3.2 Transformation

On suppose que la matrice A — oM est inversible ce qui est vrai dans tous les cas que
nous étudions (cf remarque 111.6). On peut alors écrire :
—Id 1
— +

(A—oM)'M = l(A—aM)—l(aJ\4—A+A) = E(A—UM)_lA

g o

Comme le probléme initial s’écrit AX = k2M X, on en déduit :

-X 2
(A—O’M)_lMX: ——l-@(A—O'M)_lMX (18.IV)

o o
Et donc le probléme de modes propres devient :

1

2

(A—oM)'MX = uX avec pu= g
0_0

(19.1V)

Le probléme (19.1V) est décalé et nécessite une inversion part rapport au probléme initial,
d’ou l'appellation "Shift and Invert". On obtient ainsi un nouveau probléme aux valeurs
propres que 'on peut résoudre par la méthode d’Arnoldi (cf section 1V.2). On calcule alors
les valeurs propres k2 & partir des valeurs propres p du probléme (19.1V) grace a la relation :

1
ki =0+ . (20.1V)

L’algorithme présenté section [V.2 permet de calculer la plus grande valeur propre p qui dans
ce cas correspond & la valeur propre k2 tel que |0 — k2| soit minimum. Ce qui nous conduit

a la propriété importante suivante :

Proprieté IV.6. La transformation "Shift and Invert" permet de calculer des valeurs propres

proches du shift o.
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IV.3.3 Conclusion

Nous venons de décrire la transformation nécessaire pour capter les solutions qui corres-
pondent a des solutions proches d’une valeur ¢ non nulle pour éviter d’inverser la matrice A
et de capter des solutions nulles. Nous allons maintenant aborder I’algorithme de calcul de va-
leurs propres afin d’introduire les paramétres de résolution du probléme transformé (19.1V).
Le choix du shift o et I'ensemble des parameétres de résolutions seront repris et explicités

dans la section suivante [V .4.
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IV.4 Paramétrisations et précision numérique
IV.4.1 Rappel

L’algorithme global doit permettre de résoudre le probléme (1.IV) en évitant de calculer
trop de valeurs propres nulles. Pour ce faire on utilise la transformation " Shift and Invert"(cf
section V.3 ) et on applique l'algorithme IRAM (cf section 1V.2.5) a I'opérateur O = (A —
oM)™'M. A chaque itération de la construction de la base d’Arnoldi (cf sectionIV.2.2), il est
nécessaire d’inverser la matrice creuse (A — oM). En effet L’algorithme de construction du

vecteur numéro j + 1 de la base d’Arnoldi s’écrit :

(A—oM)w = Mv;
fort=1to j do
h,’j =< W,V; >

end do
Vi+1 = Hz_l\
hj1y = [[wl]

A chaque itération, le systéme (A—oM)w = Mv; peut étre résolu par plusieurs méthodes que
nous avons développées et décrites dans la section (IV.6). La méthode que nous avons retenue
pour nos calculs est la méthode de résolution directe utilisée par le solveur PARDISO[37, 92.

Les valeurs propres obtenues par I’algorithme IRAM|[93] seront les valeurs les plus proches
du shift o(cf section IV.3). On rappelle dans le tableau suivant les paramétres de résolution

du probléme de modes propres (1.1V) :
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2 matrices éléments finis creuses de dimension n = DL | A and M
Déphasage entre les faces maitres et esclaves Oms = k;. T
Nombre désiré de valeurs propres k
Nombre de vecteurs d’Arnoldi D
Critere de tolérance tol
Shift proche des valeurs cherchées o

Fig 1.IV Tableau récapitulatif des paramétres de résolution principaux.

IV.4.2 Initialisation du shift

Nous allons voir que le shift o peut étre changé au cours de la résolution, mais on peut de-
viner avec plus ou moins d’exactitude quelles seront les premiéres valeurs propres en fonctions
des dimensions géométriques de la cellule de base. Dans tous les cas o doit étre suffisamment
¢éloigné de ces premiéres solutions pour ne pas capter trop de valeurs propres nulles. De plus
le rayon de convergence dépend du nombre de valeurs propres désirées k. Autrement dit, plus
k est grand plus on aura la possibilité de capter des solutions éloignées de o. On peut ap-
procher les premiéres solutions par les valeurs analytiques d’une cavité métallique de mémes
dimensions que le parallélépipéde qui contient la cellule de base (cf section 111.3.5.1). Dans

un parallélépipede rectangle les valeurs propres solutions sont donnés par la formule [94] :

7T2 p2 m2 k2

(ﬁ+l_2+ﬁ) (m, k,p) € N?

(kg)mkp =

€rfhr

Ou L, et h représentent respectivement la longueur, la largeur et la hauteur du parallélépi-

péde rectangle.

Remarque IV.7. Comme la cellule de base est contenue dans un parallélépipéde rectangle on
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peut choisir le shift initial de la fagon suivante :

o = 37 min(

1
7 (22.1V)
€r,, fbr, sONt les permittivités et les perméabilités des différents sous domaines et V; leurs

volumes respectifs.

Le parallélépipéde qui contient la cellule de base peut contenir plusieurs motifs de tailles
différentes (cf section V.4.2) qui peuvent résonner a des fréquences plus hautes que les pre-
miéres fréquences de la cavité. La longueur d’onde des premiéres valeurs propres est donc de
I'ordre de la taille des éléments résonnants. On peut aussi définir le shift o a partir de la taille
caractéristique notée d. des éléments résonnants de la cellule de base. d. est la distance entre

des motifs résonnants périodisés. Ainsi défini le shift o s’écrit en fonction de cette distance :

2T

i )2 (23.1V)

o=
Dans le cas d’une structure périodique dans une direction, d. correspond simplement au
pas du réseau. Pour une structure périodique dans 2 ou 3 directions on choisit d. égale a
la diagonale de la cellule de base pour tenir compte dans cette distance caractéristique des

éventuelles dissymétries selon les différentes directions :

Oooo /I
n dcn \d

O 0 \\\/

Fig 2.IV d. distance caractéristique d’un réseau  Fig 3.IV d, : distance caractéristique d’un
en 2 dimensions. réseau en 3 dimensions.

La distance caractéristique peut étre utilisée dans le cas ou la cellule de base comporte
plusieurs éléments de tailles différentes ce qui est le cas des super-cellules abordées dans la
section V.4.2.

Remarque 1V.8. La valeur initiale donnée a o n’est qu'une estimation est sert de point de
départ pour le solveur. C’est pourquoi nous avons laissé a 1'utilisateur la possibilité de modifier
la valeur du shift initial défini équation (22.1V) via le facteur multiplicatif K, (cf section
V.2.2) ou en donnant une valeur de d, exprimée en métre. D’autre part sa valeur varie
pendant le calcul en fonction de certains critéres que nous allons énoncer dans la section
suivante [V.4.5.
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IV.4.3 Choix du nombre de vecteur d’Arnoldi p

Les parameétres sont liés entre eux n’ont pas besoin de tous étre renseignés. La précision
numeérique va dépendre

— du critére de convergence de chaque valeur propre (IV.2) controlé par le réel tol,

— du nombre de vecteur d’Arnoldi p

— et du nombre désiré de valeurs propres k.
En raison de la structure de I'algorithme d’Arnoldi on peut facilement comprendre que p doit
étre supérieur a k et la relation (12.IV) nous permet de voir que p doit étre suffisamment
grand pour assurer que le critére de convergence (13.IV) soit satisfait (cf remarque IV.6).
C’est la raison pour laquelle nous avons décidé de lier les paramétres k et p de la facon

sulvante :

!
=

30 1

5
(0 + — ————+
0 5 10 15 20 25 30 35

Fig 4.IV Relations entre k et p.
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Fig 4.1V p est choisi plus grand que k, et p diminue quand k est grand pour optimiser
'espace mémoire utilise. ARPACK laisse la possibilité a D'utilisateur de modifier k et p
mais k doit toujours étre strictement inférieur & p. Le nombre de vecteur d’Arnoldi p doit
étre minimal pour optimiser I’espace mémoire utilisé, mais si p est choisi proche de k, des
redémarrages supplémentaires de l'algorithme [V.2.5 seront nécessaires pour qu’un nombre
suffisant de valeurs propres vérifient le critére (13.1V). Le choix le plus optimal est donc celui
qui va minimiser a la fois le nombre de redémarrage et le nombre de vecteurs d’Arnoldi p en
vérifiant le critére (13.1V) pour les k premiéres valeurs propres. Dans les problémes que nous
adressons, nous avons du prendre une décision pragmatique pour gagner du temps et pour

les résoudre de fagon automatique.

IV.4.4 Critére d’élimination des valeurs propres nulles

Pour chaque mode propre solution (A, X), on introduit le résidu € qui permettra d’éliminer

les valeurs propres nulles selon le critére :

AX - AMX||
Al

si € < tol alors (\,X) est un mode acceptable (24.1V)
Ce critére vérifie a la fois que (A, X) est bien une solution de (1.IV) et que A est non nulle. Le
réel positif tol est le méme que celui choisi pour sélectionner les valeurs propres convergentes
dans équation (13.IV). Les équations (24.1V) et (13.IV) n’ont pas de lien direct mais dans
les deux cas le réel positif tol doit étre choisi inférieur a 1073, pour assurer d’une part la
convergence des valeurs propres, et d’autre part 1’élimination des valeurs propres nulles.
Encore une fois il est sans doute possible d’optimiser le choix de tol mais nous avons du faire

un choix pragmatique qui fonctionne dans tous les cas que nous résolvons.

IV.4.5 Réglage du shift pendant le calcul

Au cours du calcul, le shift o doit étre ajusté pour éviter de capter trop de valeurs
propres nuls. On propose ici un algorithme de tri automatique qui permet de calculer tous les
points d’un diagramme de bandes sans faire interagir un utilisateur extérieur. Cette méthode
empirique fonctionne bien pour tous les cas que nous avons étudié et permet de minimiser le
nombre de redémarrage pour k de l'ordre de quelques dizaines. Voici [’algorithme de tri que

nous avons mis en ocuvre :

— Pour chaque direction incidente k; , on calcule k valeurs propres de
lopérateur O = (A — o (k)M)~* M.

— Parmi les solutions, n, vont remplir le critére d’acceptation (24.1V). Ces ny solutions
sont stockées dans le tableau qu’on appelle Val.

~ Sing < 2%k/3, 0 est augmenté, le solveur est redémarré et les valeurs obtenues ne
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sont pas conservées. On change 'ancien 0 = 0,4 en nouveau o = Ty -

1 3
Onew = max(Val) + 1 0old
— Sing = k, o est diminué, le solveur est redémarré et les valeurs obtenues ne sont pas

conservées. On change I'ancien o = 0,4 en nouveau g = ey, :

1
Onew = 7 min(Val) + 00l

— Sinon les valeurs obtenues sont conservées et affichées et on change 'ancien o = o4
Val

Ns

ns—1
Ns

en nouveau 0 = Opew Onew = Oold + ( Val d ésigne la valeur moyenne de Val )

Pour chaque incidence k;, les valeurs conservées sont stockées dans un fichier de données
dans lordre croissant (cf section V.2). Si le shift o est choisi trop petit au départ il y aura un
nombre de redémarrages nécessaires pour qu’il y ait suffisamment de solutions qui vérifient
(24.1V). Si o est choisi trop grand toutes les solutions vérifieront (24.1V), autrement dit n
est égal & k et I'algorithme est redémarré jusqu’a ce que n, < k. Ainsi le choix de la valeur

initiale du shift o va jouer un role déterminant dans le temps de calcul.

Remarque TV.9. Cet algorithme a été mis en place pour automatiser le calcul de diagrammes
de bandes. Lorsque k est de I’ordre de quelques dizaines cet algorithme ne génére pratiquement
pas de redémarrage quand le shift initial est bien choisi comme on peut I'observer dans les
résultats des sections V.3 et V.4. Cependant cette modification du shift pendant le calcul

n’est pas la seule possible et nous avons fait un choix pragmatique basé sur I’expérience.

Remarque IV.10. Nous constatons que I'ajout de conditions PML conduit a réduire le nombre
de valeurs propres nulles. Comme nous avons vu section [11.3.3 I'ajout de conditions PML
revient & multiplier la permittivité et la perméabilité par des coefficients complexes et & ajou-
ter un volume d’absorption supplémentaire. Dans ce cas la structure des matrices influence

la convergence des résultats.

IV.4.6 Considérations sur le maillage

La taille des tétraédres joue un role essentiel dans 'approximation du résultat. Des résul-
tats classiques|95] peuvent nous donner I'erreur commise localement dans le tétraédre entre la
solution véritable et la solution cherchée. Par exemple pour une triangulation 7, de ’espace
Q) et une fonction ¢ € H(rot, Q) N H*(Q)3,0 < s < 1, on a pour un tétracdre K € Ty, :

I = bl < Ch°.

Avec ¢, la solution approchée de la solution réelle ¢. Ce type de résultat peut nous donner
une idée de la taille maximale de maille & choisir mais ce n’est pas suffisant. En effet cette
approximation ne permet pas de donner d’informations sur la taille des mailles a choisir

dans les zones importantes de fort gradient de champs par exemple a proximité d’objets
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métalliques pointus. Le raffinement dans les zones étroites est indispensable pour que la réalité
physique du probléme soit correctement modélisée. En effet un maillage grossier dans les zones
étroites ou discontinues ne prendrait pas en compte les variations géométriques brutales
et ainsi remettrait en cause la validité des résultats obtenus. Afin de savoir exactement
quelle partie nous devons mailler plus finement, nous pouvons itérer sur le maillage comme
le logiciel HFSS[96] et comparer aprés chaque calcul les variations locales des solutions.
Ce processus, nous permet d’observer que les mailles plus fines doivent étre situées aux
endroits ot la géométrie est discontinue ou varie brusquement. L’inconvénient de ce type
de méthode est l'ajout d’itérations supplémentaires qui, dans certains cas, peuvent faire
exploser le temps de calcul. C’est pourquoi nous avons décidé que tous nos calculs devaient
se faire directement sur un maillage suffisamment fin pour garantir une précision physique
du résultat. Plus précisément, quand on étudie la structure autour d’'une longueur d’onde A
donnée, les zones du maillage qui ont des tailles d’arétes inférieures & Ao/10 sont les zones qui
comportent des matériaux fortement diffractants, ou les zones "étroites" ot la géométrie varie
fortement. Cette grandeur \o/10 n’est qu’une estimation globale insuffisante dans certains
cas notamment quand la taille d’'un obstacle est trés petite devant \y. Prenons I'exemple de

la surface haute impédance[20] :
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Fig 5.1V Surfaces Haute Impédance[22]. o, ,ﬁ&»
N,

Le maillage est plus fin entre les
champignons et sur les tiges qui sont  Fig 6.1V Maillage de surfaces de la cellule de base du

des zones fortement diffractantes. réseau de champignons métalliques.

Remarque TV.11. Dans le cas d’une résolution en modes propres, on obtient un spectre de
solutions comprises entre k,,;, et kpnq.. Le maillage doit étre défini par rapport a la longueur
d’onde minimale \,,;,, correspondant a la plus grande solution k,,.,. La précision du résul-
tat est alors meilleure pour les premiéres valeurs proches de k,,;, correspondantes aux plus

grandes longueurs d’ondes A4

98



IV.5 Elimination automatique des solutions parasites
IV.5.1 Introduction

Comme nous 'avons évoqué dans la section 1V.1, le probléme (1.IV) admet des valeurs
propres nuls que l'on a éliminées avec la transformation Shift and Invert abordée dans la
section V.3 et le critére de convergence (24.1V). Nous allons, dans cette section, décrire
et classer ces valeurs propres nulles selon les critéres de divergences énoncés en (26.1V).
Ensuite dans la section (IV.5.2) nous décrivons l'algorithme permettant d’éliminer les valeurs
propres nulles a divergences non nulles appelées modes propres parasites. Pour une meilleure
compréhension du phénomeéne nous étudions le cas des cavités métalliques. Nous allons voir
que dans certains cas, ces résultats sont transposables aux cas des structures périodiques. On
se place dans une cavité métallique regroupant un domaine intérieur hétérogéne non dispersif
), de frontiére parfaitement conductrice 0€) et de normale extérieure v. On suppose que la
permittivité et la perméabilité relative sont des matrices 3 x 3 hermitiennes notées [e,] et
[1tr]. L'espace de recherche des solutions H est noté Hy(curl, Q) et 'espace d’approximation
de Hy(curl, Q) est noté Hy,. On rappelle que HJ(€2) désigne le sous-espace vectoriel de H' ()
obtenu par la complétion des fonctions C'*°(2) & support compact dans Q[69]. Soit alors la

formulation dérivant des équations de Maxwell Harmonique dans € [34] :
V x ([u];'V x E) — kie,E = 0, dans Q (25.1V)

On cherche a calculer les solutions (k2, E). Si on suppose que le champ E dérive d’un potentiel
(ie E = —V¢, ¢ € H}(Q)), alors la solution kZ est nulle et en prenant la divergence de
I'équation (25.I1V) on a :

V.[e,]JE =0 dans Q

Comme cela est indiqué dans [97], on peut classer les modes propres solutions en trois

groupes :

Groupe.1 (k3, E) solutions de (25.1V) tel que k2 # 0 et V.[e,]JE =0
Groupe.2 (kZ, E) solutions de (25.1V) tel que k2 = 0 et V.[e,]E =0 (26.1V)
Groupe.3 (k2, E) solutions de (25.1V) tel que k2 = 0 et V.[e,]E # 0

Les modes propres parasites sont les solutions du Groupe.3. La transformation que nous avons
vu dans la section V.3 permet, grace au critére (24.1V) déliminer les solutions du Groupe.3 et
du Groupe.2. Dans le cas des cavités métalliques il est possible, grace a la construction d’une

contrainte discrete abordée section [V.5.2 d’éliminer seulement les solutions du Groupe.3.

IV.5.2 Elimination des modes propres parasites dans les cavités métalliques

Les modes propres parasites sont les modes solution de I’équation (26.IV) qui appar-

tiennent au Groupe.3 [34]. Pour éliminer ces solutions parasites, on transforme le probléme
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initial en ajoutant une contrainte de divergence a ’équation (25.1V) :

V X [, ] 'V x E — k2[e,]E =0, dans Q
Er =0, dans 092 (27.1IV)
V.&|E =0, dans Q

La formulation faible de I’équation (27.1V) avec contrainte (cf section I11.2) s’écrit alors :

;

a(E, @) = kim(E, @) V ¢ € Hy(curl, Q)

/ VU6 |E = (VU.[e,JE) =0 VU € H:\(Q),

oK (28.1V)
avec a(E,go):/Qngo. : ,

et m(E, ) = / e E.p

\ Q

D’aprés |74] 'espace d’approximation H;, peut s’écrire sous la forme d’une somme directe :
Hy=VII® Q avec VII = {V¢|p € HY } et Q = (VI)*

O HY;, est 'espace de dimension fini qui est dense dans Hj(Q2). Sa dimension N, est égale
au nombre total de nceuds moins les noeuds de 9€2. Dans ’H?\,n, on approche la solution en
chaque noeuds par un polynome de degré 1. Autrement dit on choisit les éléments finis P
[69]. La dimension de IT est égale & N,,, qui est égale au nombre de modes propres parasites
et les éléments de @) sont a divergence nulle [34]. Nous allons maintenant voir comment
I’on peut construire une méthode numérique efficace qui traduit la contrainte de divergence
nulle (28.1V) en s’appuyant sur le gradient discret|34] que nous allons décrire dans la section

suivante.

IV.5.2.1 Le gradient discret
On désigne par DL et N,, le nombre d’arétes et de noeuds du domaine qui ne sont pas sur
0. Soit upy, € VII N H,, alors on peut écrire [34] :

DL Ny,
> uW;=> gV (29.1V)
=1 =1

Ou W, est la fonction de Nedelec associ¢e a l'aréte Ar,, et \; la coordonnée barycentrique

associée au nceud N;. Soit I'identité :

DL Nn
/ > W, = / D aVN =, =& — & (30.IV)

dge io={j.k} j—1 dge io={j.k} 1
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Sion note par Upy, = (uy,...,upr), 2= (&,...,&nN,), alors ’équation (30.IV) peut s’écrire
[34] :
Up, = GE (3LIV)

G est 'opérateur gradient discret. L’opérateur G est une matrice de taille DL x N,, qui ne
comporte que des 1,-1 et des 0.
Considérons alors la matrice A = (A), = a(W,,, Wy,,),

la matrice M = (M), = m(W,,, W,,) et W = (W, ... Wp.)ona [34] :
up, = UL, W € VIINH, donc V x upy = 0 = a(up;, @) =0, Vo € H,,

= AGE = 0,VE € R" = AG = 0.
Im(G)* = ker(GT) = GTA=0

De plus, si on pose u, = U'W € H,;, un vecteur solution de (28.1V) alors on a [34] :
(s,[e,]Juy) =STMU, =0, ¥s=S"W ¢ VII (33.1V)

Par définition de I'opérateur G il existe ¢ € R¥» tel que S = G¢ donc la contrainte faible

de divergence nulle implique [34] :

P'GTMU, =0V c RV = GTMU, =0 (34.1V)

On en déduit d’apres (34.1V) et (32.IV) qu'un vecteur solution de (28.1V) uy = UTW vérifie
[34] :
G"(aA+BM)U, =0, o,BER B#0 (35.1V)

IV.5.2.2 Contrainte de divergence dans l’algorithme de Lanczos
Soit (p,q) € (CP¥)% Chaque itération de Palgorithme d’Arnoldi abordé dans la section
IV.2, combiné avec la transformation Shift and Invert (cf section I1V.3), nécessite de résoudre

le systéme (cf section [V.4 équation (21.1V)) :
(A—oM)p=q (36.I1V)

Remarque 1V.12. Comme la contrainte de divergence nulle va éliminer toutes les solutions
du Groupe.3 (26.1V), alors le shift o peut étre négatif pour capter les premiéres solutions du
Groupe.2 et du Groupe.1. Comme la matrice A est semi définie positive et M définie positive
(cf remarque 111.6), (A — o M) est définie positive et les algorithmes de résolution de systéme
linéaire peuvent alors étre optimisés. Par exemple pour résoudre 1’équation (36.1V) on peut
utiliser le gradient conjugué|98| qui n’a besoin que de multiplications matricielles, ou bien

'algorithme MDOA([99] et section IV.6.5.2). Pour équilibrer les coefficients des matrices on
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choisit un shift [34] :
o=—01k2,, (37.1V)
Ou k2, représente une estimation de la premiére solution non nulle. Une bonne approxima-

tion de cette solution est donnée par la relation (22.1V).

D’apres I’équation (35.1V) la contrainte de divergence peut alors s’écrire [34] :
G'(A—oM)p=GTq=0. (38.1V)
La matrice G n’est pas carrée on la sépare alors en deux parties :

Gn,
Gn.

G —

La matrice Gy, est de dimension N,, x N,,. Elle se construit en choisissant les N,, premiéres
arétes de l'identité (30.1V) de fagon a ce qu’elle soit inversible. Cette construction est détaillée

dans la section suivante IV.5.2.3. Ainsi la contrainte de divergence s’écrit [34] :

6%, Gt

Wl —o. (39.1V)
an,

Et & chaque itération d’Arnoldi on remplace le vecteur q par le vecteur :

/

q = (40.IV)

_ (GTn>_1GTCch
qn.

IV.5.2.3 Quelles arétes choisir pour construire le gradient discret ?

On rappelle que le gradient discret G' a pour dimension DL x N,, ou N, est le nombre de
noeuds et DL le nombre d’arétes de €, qui ne sont pas sur 0€2. Pour construire la matrice
Gy, ci-dessus il faut sélectionner autant d’arétes qu’il y a de noeuds a l'intérieur de €2 en

n

choisissant le premier noeud sur une face PEC :

1 e3 4 €6 7
€9 ~_ %10 €12 €5 ers
e S e
0 20 . § 14 6
H_\H\h
Cg €| €11 \m ‘BT
Eok 34 N Iﬁ\‘-a_
- 2 - 5

Fig 7.IV Choix des arétes pour construire G [34].

Sur la Fig 7. IV les arétes en noires sont correspondantes aux arétes choisis pour construire
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les N,, premiéres lignes de GG. Les algorithmes utilisés pour le choix des arétes en noires sont
détaillés en annexe A.7. Un fois les arétes choisies, il existe une fagon simple de construire la
matrice G]’\,}L qui, comme la matrice G, , n’est constituée que de 0, de 1 et de -1 (41.1V). En
effet la ligne ¢ de G]_Vi équation (40.1V) correspond au chemin & parcourir pour atteindre le
1-éme nceud depuis le nceud de référence, en tenant compte de 'orientation des arétes. Par
exemple Fig 7.1V, pour atteindre le nocud 0 nous devons passer par l'aréte ey et 'aréte e.
Ainsi la premiére ligne de la matrice G]_Vi aura le coefficient 1 dans la premiére colonne et -1

dans la deuxiéme colonne :

Gyl = (41.1V)

e e e = i e R e e
_ O O O O O O O
_ = O = O O = O

o g =t
O O O O = O O O

o O O O

—1

Remarque TV.13. Malheureusement la contrainte de divergence nulle dans 1’algorithme de
Lanczos ne peut pas étre appliquée pour les structures périodiques lorsque 'on utilise les
fonctions d’arétes de Nedelec d’ordre 0. En effet, les contraintes dues aux relations entre
les arétes maitres-esclaves ajoutées aux contraintes nécessaires sur le choix des ngeuds pour
construire G, sont trop fortes et ne permettent pas de sélectionner les arétes nécessaires.
Mais il existe d’autres techniques qui utilisent notamment la montée en ordre pour palier a

ce type de probléme [36].
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IV.6 Stockage des matrices

Par construction, les matrices éléments finis A et M définies avec la méthode de Galerkin
(cf section I11.2.2) sont creuses. En effet, pour un indice 7, les indices j pour lesquels les
coeflicients (A);; et (M);; sont non nuls correspondent a des arétes appartenant & un méme
tétraeédre K contenant ’aréte Ar;. De plus nous avons vu section [V.4 qu'une combinaison
linéaire des deux matrices doit étre inversée. A partir de ces constats, nous devons alors
trouver un moyen efficace de stocker ces matrices afin d’optimiser ’espace mémoire lors des
calculs élémentaires notamment utilisés pour résoudre les systémes linéaires de la construction
de la base d’Arnoldi équation (21.1V). Pour ce faire, on doit d’abord construire le graphe
associé aux matrices A et M. Par définition, le graphe de la matrice relie les indices des

éléments non nuls des matrices A et M

T 10 8

= "

9 1 6
=

= =

2 4 5

Fig 8. IV Graphe associé a la matrice [100].

En connaissant la structure du maillage on peut construire le graphe de la matrice. Nous
allons maintenant présenter les deux méthodes que nous avons utilisées pour stocker ces

matrices.

IV.6.1 Matrices de bandes

Les matrices creuses peuvent étre stockées sous forme de matrices de bandes. C’est-a-dire
que par une re-numérotation des inconnues on peut faire en sorte que tous les coefficients non
nuls soient autour de la diagonale. Mais avant d’expliciter I'algorithme qui permet de faire

cette transformation nous allons donner une définition plus précise d’une matrice de bandes.

Définition. Matrice de bandes

Une matrice de bandes est une matrice dont les coefficients non nuls sont stockés autour de
la diagonale. Formellement : une matrice carrée A = (a;;) d’ordre N est appelée matrice
de bandes si tous les coefficients a;; non nuls sont situés dans une bande délimitée par des

paralléles a la diagonale principale. Une telle bande est déterminée par deux entiers k; et ko
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positifs ou nuls, tels que :
CLUIO si j<i—k1 ou ]>Z+k’2

Pour réduire 'espace mémoire, on stocke les éléments au-dessus et en-dessous de la dia-
gonale sous la forme de tableaux rectangulaires.

Par exemple la matrice :

4 0 0 0 4
4 9 0 0 4
0 89 0 | est stockée sous la forme : |8
002 13 0 2 13
000 5 16 5 16

Les matrices creuses peuvent étre transformées en matrices de bandes grace a I’algorithme
de Cuthill-Mc Kee inverse qui permet de trouver la largeur de bande la plus petite possible
et ainsi stocker les éléments non nuls autour de la diagonale. Nous allons maintenant décrire

cet algorithme.

IV.6.2 Algorithme de Cuthill et Mc Kee

L’algorithme de Cuthill et Mc Kee [101] donne une numérotation des éléments du graphe
de la matrice permettant de pouvoir stocker les coefficients non nuls autour de sa diagonale.
En voici une premiére version simplifiée [100] :

— On commence par choisir un sommet.

— On numérote ses voisins en choisissant en premier ceux qui ont le moins de voisins non

encore numeérotés.

— On numérote les voisins de ses voisins qui ne sont pas encore numérotés, ...

Plus précisément cet algorithme correspond & un parcours en largeur du graphe. Chaque

sommet du graphe n’est pas visité plus d’une fois :
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Fig 9.IV Matrice et graphe de la Fig 8.1V aprés application de Cuthill-Me Kee direct[100].

La transformation de Cuthill et Mc Kee revient & minimiser les distances entre les indices
des sommets voisins. D’autre part, la distance entre les indices des sommets peut encore étre

minimisée si 'on "renverse" leur numérotation [100] :

9 10 8
4 7 5
6
2

Fig 10.IV Matrice et graphe Fig IV.9 aprés inversion des sommets [100].

el
wn

Une renumérotation dans ’ordre inverse revient a faire une symétrie par rapport a 'autre

diagonale. Cette transformation ne crée aucun zéro supplémentaire.

IV.6.2.1 Choix d’un premier sommet
Soit d(i,j) = |i — j| la distance du neeud i au nceud j, on définit 'excentricité d’un noeud
i du graphe G par :

exc(i) = max d(i,7)

L’algorithme est d’autant plus efficace que 'excentricité du premier sommet est maximale.

On construit alors un algorithme de recherche du sommet d’excentricité maximale :

1. Soit r le sommet construit a I’étape n.

2. On construit les successeurs (ou voisins) de r. Soit D(r) I'ensemble des successeurs.

106


http://www.normalesup.org/~pham/docs/tipe.pdf
http://www.normalesup.org/~pham/docs/tipe.pdf

3. On choisit alors a I’étape n + 1 le sommet i € D(r) non encore choisi, tel que exc(i)
> exc(j), V5 € D(r).

En appliquant I’Algorithme de Cuthill-Mc Kee au graphe des arétes ou nceuds du domaine,
les matrices élémentaires deviennent des matrices de bandes que I’on peut directement stocker

sous forme de tableaux.

Remarque 1V.14. Lorsque que 'on définit des conditions PEC sur I'un des bords du domaine
(cf section I11.3.2), on peut directement appliquer Cuthill-Mc Kee sur le graphe du maillage

qui ne contient pas les arétes PEC.

Le stockage de bandes a pour avantage de pouvoir inverser facilement les matrices en
codant les algorithmes directs classiques du type "descente remontée LU"[102]. De plus le
gain de mémoire est considérable lors d'un produit matrice vecteur. Bien que ce stockage
soit efficace et facile a implémenter, le stockage YSM abordé dans la section suivante [V.6.3,
qui consiste a ne ranger que les coefficients non nuls sous forme de tableaux est plus efficace
autant dans le temps de calcul d’opérations élémentaires que dans ’espace mémoire utilisé.
Cependant, les différents algorithmes LU appliqués aux matrices YSM sont plus complexes
a coder (cf section 1V.6.5). Durant le cours de la thése, I'algorithme de Cuthill et Mc Kee a
été implémenté dans un premier temps pour stocker et assembler les matrices creuses sous la
forme de matrices de bandes et ainsi permettre une implémentation classique de ’algorithme
de factorisation LU. Dans un second temps nous avons utilisé le solveur PARDISO|37]| qui
nous a permis une factorisation LU d’une matrice creuse stockée sous le format Yale Sparse

Matrix que nous allons décrire dans la section suivante.

IV.6.3 Stockage au format Yale Sparse Matrix

Grace au graphe de la matrice (cf Fig V.8 ), on peut construire les tableaux I A et JA du
format Yale Sparse Matriz [103] et ensuite assembler les coefficients non nuls stockés dans
un tableau ? La dimension de I A est égale & N + 1 ou N est le nombre total d’inconnues
tandis que les dimensions de I A et de J A sont égales aux nombres de coefficients non nuls. JA
contient l'index de la colonne de chaque élément non nul tandis que I A(7) contient la position
dans 7 du premier coefficient non nul de la ligne ¢ de A. Regardons cette construction sur

un exemple :

1 12 0 0

0 3 97 0O
A—

0 1 4 O

0O 0 11 2

Est une matrice 4 par 4 avec 8 éléments non nuls ainsi :

A =[11239714112]
IA=[13579
JA=[12232334].
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Le produit matrice de la matrice creuse A avec le vecteur Y peut alors s’écrire :

Y =0

fort=1tondo

for j = IA(i) to TA(i+1) — 1 do
Y(i) = Y (i) + A () » X(JA()))
END DO

END DO

(42.1V)

Par rapport au stockage de bandes on ne stocke ici que les coefficients non nuls des
matrices creuses. Nous avons utilisé le format YSM dans notre code ce qui a permis un gain
d’espace mémoire pendant 1’assemblage des matrices. Les algorithmes directs classiques du
type "descente remonté LU"[102] ont été optimisés grace a l'usage du solveur PARDISO|37]
qui fait partie de la bibliothéque MKL qui n’est pas open source. Pour la résolution de
systémes linéaires creux, il est aussi possible d’utiliser des méthodes itératives comme la
méthode GMRES[104] si la matrice est quelconque ot la méthode du gradient conjugué|102]
si la matrice est hermitienne définie positive. Les méthodes itératives sont faciles & mettre
en ceuvre puisqu’elles utilisent essentiellement des opérations simples comme des produits
matrices-vecteurs. Nous avons proposé une version qui utilise les méthodes itératives, mais
les temps de calcul deviennent trop grands pour une précision similaire aux résultats obtenus
avec les méthodes directes utilisées par PARDISO|[37].

IV.6.4 En résumé

Nous avons utilisé deux types de stockage :

1. Le format matrices de bandes avec I'algorithme de Cuthill et Mc Kee.

2. Le format Yale Sparse Matrix.

Nous avons utilisé trois différents types algorithmes de résolution de systéme linéaire :

1. L’algorithme de "descente remonté LU"[102| pour les matrices de bandes.

2. L’algorithme de "descente remonté LU"[102| pour les matrices creuses (cf section [V.6.5).

3. Les algorithmes itératifs GMRES[104] et le gradient conjugué [98] pour les matrices

creuses.

Notre choix définitif pour traiter nos problémes s’est porté sur 'algorithme de "descente
remonté LU"[102]| pour les matrices creuses développé par le solveur PARDISO|37]. Bien que
PARDISO ne soit pas libre et open source il permet des temps de résolution bien inférieurs
aux deux autres algorithmes énoncés. Une description plus précise de cet algorithme est

donnée dans la section suivante I1V.6.5.
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IV.6.5 Reésolution des systéme linéaires pour les matrices creuses

IV.6.5.1 Introduction

Nous avons vu section V.6 que les matrices construites sont creuses. D’autre part 1’al-
gorithme de calcul des modes propres (21.IV) nécessite de résoudre le systéme linéaire
(A —oM)w = Mv; a chaque itération. La méthode GMRES (Generalized Minimal Re-
sidual Method[104]) est une méthode itérative qui permet de résoudre un tel systéme en
utilisant la construction des vecteurs de base d’Arnoldi (cf section 1V.2.2). Cette méthode
est facile a coder parce qu’elle est construite & partir d’opérations simples tel que des pro-
duits matrice-vecteur. Mais nous avons choisi, dans un souci de recherche de performance,
d’utiliser le solveur direct PARDISOI37, 92] issu de la librairie MKL (Math Kernel Library).
Les algorithmes de factorisation LU utilisés par PARDISO sont des versions optimisées de

I’algorithme général que nous allons présenter dans cette section.

Remarque 1V.15. Habituellement, pour des matrices pleines le nombre d’opérations néces-
saires a la diagonalisation de la matrice (A — o M) est proportionnel au nombre d’opéra-
tions nécessaires pour la factorisation LU de la matrice (A — o M) qui est proportionnel a
n®. Les opérations simples de calcul sur les lignes et les colonnes d’une matrice creuse re-
quiérent une exigence de stockage informatique proportionnel au nombre de coefficients non
nuls nnz(A — o M)[105]. En se référant a l’algorithme classique "Minimum Degree Ordering
Algorithm(MDOA)"[99] (cf section suivante IV.6.5.2), on peut déduire que le nombre d’opé-
rations nécessaires a la factorisation des matrices creuses est proportionnel & n X nnz(L+U)

ot L et U désignent les matrices issues de la factorisation LU de la matrice (A — o M).

IV.6.5.2 Algorithme de factorisation LU pour les matrices creuses

L’algorithme direct de factorisation LU suivi d’une descente remontée [102], pour les ma-
trices creuses, est l'algorithme utilisé lors de la résolution de grands systémes linéaires creux.
Nous traitons des matrices sous formats YSM (cf section IV.6.3). Lors de la résolution de
grands systémes, il est commun de faire précéder la factorisation numérique par une réor-
ganisation des inconnues comme nous l’avons vu section [V.6.2. Les systémes linéaires que
nous résolvons se composent de matrices réelles symétriques non définies positives ou bien de
matrices complexes non symétriques (cf remarquelll.6). Le solveur PARDISO[37, 92] utilise
des algorithmes optimisés pour ce type de matrice. La méthode du pivot de Gauss nécessaire
pour la factorisation LU[102] génére des éléments non nuls dans les matrices construites a

chaque étape. Prenons ’exemple suivant :
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X X
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Fig 11.IV X sont les éléments initiaux non nuls, e sont les facteurs qui resteront non nuls
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Fig 11.IV Matrice creuse aprés premiére élimination de Gauss.
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et M sont les éléments non nuls créés aprés avoir éliminé les coefficients de la colonne 1.

Les algorithmes utilisés par PARDISO proposent de re-numéroter les inconnues afin de
créer le moins possible de 0 lors de la factorisation LU. Nous allons maintenant donner un

exemple de renumérotation des inconnues a travers un algorithme classique de réduction

d’éléments nuls appelé MDOA (Minimum Degree Ordering Algorithm[99]).

IV.6.5.3 Minimum Degree Ordering Algorithm(MDOA) [99]

Soit A une matrice carrée inversible de dimension N. On appelle degrés de 'inconnue i le
cardinal de I'ensemble {j € [1,N] / (A); # 0,i # j}. A chaque étape K de lalgorithme
MDOA, on permute I'inconnue de la ligne K avec I'inconnue de degrés minimum des lignes
[K ...N]J. Nous allons illustrer les différentes étapes en prenant un exemple avec N = 8 et la
matrice A définie par :

[1 X
2
3
X
A:
X X

Fig 12.IV Etape 1 permutation de la ligne 1 avec la ligne 4 et élimination des coefficients de la colonne 1.

Fig 12.1V, on échange la ligne 1 avec la ligne 4 et 'itération de GAUSS ne génére pas

d’élément non nul.

7
X

b 5

X
X
8_

Inconnues
1

0~ O UL W

degrés
3

BN NN

O =

On garde les conventions adoptées Fig 11.1V.
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Fig 13.IV Etape 2 permutation de la ligne 5 avec la ligne 3 et élimination des coefficients des colonnes 2 et

3.

Fig 13.IV on échange la pivot 5 avec la ligne 3. Les itérations de GAUSS ne générent pas

d’élément non nul.

O =
NI

e

0 0

< o b
> b

b
T X
X 8]

Inconnues
4

0 & ot

degrés
3

W = NN

X
6
X X
8

<

Fig 14.IV Etape 3 permutation de la ligne 4 avec la ligne 7 et élimination des coefficients de la colonne 4.

Fig 14.IV on échange la pivot 4 avec la ligne 7. L’itération de GAUSS ne génére pas

d’élément non nul.

O =

N e

0

0

5
X
X

0

()
b~ b e

X
8

O =

N e

0

0

0

o ot

(=]

S g e o

8

Fig 15.IV Etape 5 élimination des coefficients de la colonne 5,6,7 et 8.

Fig 15.1V Toutes les itérations de GAUSS restantes ne générent pas d’élément non nul,

pas besoin de permuter d’inconnue.

L’algorithme MDOA n’est pas toujours celui qui crée le moins de zéro. En effet, conside-
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rons la matrice B :

1 X X X 1 . .
X 2 X X 2 X X X
X X 3 X X 3 X X

X X X 4 X 0 X X 4 X ®
—s
B= X 5 X B=| X X X 5
MDOA

X 6 X X X 0 u 6 X X X

X 7 X X X 7 X X

X X 8 X X X 8 X

I X X X 9 ] X X X 9

La factorisation LU de B n’engendre pas de nouvel élément non nul alors que la matrice B

construite apreés les permutations de I'algorithme MDOA si.

Remarque 1V.16. Comme l'algorithme de Cuthill et McKee évoqué section 1V.6.2, il existe
plusieurs algorithmes de renumérotation a utiliser et & combiner suivant 1’organisation des
inconnues conditionnée par la structure du maillage. C’est le role du solveur PARDISO [92]
qui peut traiter toutes les matrices complexes creuses non symétriques, mais on observe quand

méme des temps de calculs différents en fonction de la structure du maillage.

IV.7 Conclusion

Dans cette section nous avons présenté tous les détails des algorithmes que nous avons
mis en ceuvre par 'intermédiaire des librairies ARPACK et INTEL PARDISO pour résoudre
le probléme de modes propres (1.IV). Nous avons dans un premier temps, section IV.1,
défini le probléme numérique initial des modes propres. Ensuite dans la section section V.5,
nous avons expliqué qu’il existait des valeurs propres nulles que nous devons éliminer en
transformant le probléme initial. Une fois le probléme initial transformé (cf section V.3 ),
on obtient un probléme de valeurs propres que nous résolvons avec le solveur ARPACK [33]
qui utilise des algorithmes détaillés dans la section [V.2. Les paramétres de résolution sont
repris et détaillés dans la section V.4 qui résume et analyse la méthode numérique dans son
ensemble et présente I'influence du maillage sur la validité des résultats (sous-section IV.4.6).
Dans cette section, nous insistons notamment sur le choix pragmatique des paramétres qui
permet d’obtenir des résultats valables comme nous allons le voir dans les sections V.3 et
V.4. Le probléme de valeurs propres est composé de matrices creuses que l'on stocke sous
format bande section [V.6.1 ou format YSM, IV.6.3, afin d’optimiser ’espace mémoire et le
temps de calcul. Nous observons dans la section IV.6.5 que le profil des matrices creuses a
une influence le temps de calcul qui est optimisé par 1'utilisation du solveur PARDISO|37].

Dans le chapitre V suivant, on s’intéresse a l'utilisation de la méthode que nous avons

développée pour des cas de validation et pour la caractérisation des modes de surface.
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V Validations et extensions des outils numériques utilisés

pour le calcul de diagrammes de bandes.

V.1 Introduction

Dans cette partie nous allons simuler plusieurs cas tests qui illustrent les possibilités de
I'outil que nous avons développé. Dans un premier temps nous décrivons la structure des
différents fichiers de données qui interviennent lors de ’exécution d’un programme section
V.2, dans un second temps, dans la section validation V.3, nous comparons les résultats
obtenus avec des cas de référence issus de la littérature ou d’autres méthodes. Ensuite nous
abordons les calculs permettant d’identifier et de représenter les modes de surface section

V.4, grace au calcul du diagramme de bandes.

V.2 Structure des données
V.2.1 Introduction

Avant d’énumérer les différents cas tests, nous allons montrer comment sont construits les
fichiers de données afin d’avoir une représentation générale des paramétres manipulés et de
faciliter la compréhension d’un utilisateur du code. Par convention nous nommons les fichiers
exécutables avec I'extension .z, les fichiers d’entrée avec ’extension .don, les fichiers de sortie
avec ’extension .dat et la cartographie des champs avec une extension .plt. Les exécutables se
compilent avec les librairies PARDISO|37]| et ARPACK]|33] une explication de la compilation
est donnée en annexe A.8. Les fichiers de sorties sont des fichiers .dat qui contiennent les
caractéristiques des modes propres en fréquence ou en rad/m dans 'ordre croissant pour
chaque valeur de la phase (correspondant & la norme et & la direction du vecteur d’onde

incident). Ces fichiers se lisent avec le logiciel libre Gnuplot.

V.2.2 Les fichiers d’entrée

Les fichiers d’entrée regroupent toutes les données du solveur modes propres vues section
IV.4, les données sur les conditions limites (cf section I11.3) imposées sur les différentes faces
du maillage, les propriétés volumiques des matériaux (permittivité perméabilité), les noms
des fichiers de maillage et des options relatives au diagramme de bandes. Les fichiers de
maillage devront aussi étre présents dans le dossier oul est lancée 1’exécution. Les fichiers de
maillage ont I'extension .bma qui est reconnue par notre solveur. Cette extension est obtenue
a partir du post-traitement du maillage sous format .unv avec le logiciel maison PPTM]|1].
En connaissant la structure d’un fichier .bma il est cependant possible de générer des fichiers
de maillage lisible par notre solveur sans utiliser PPTM. Lors du maillage de la structure on
devra numéroter les zones volumiques et surfaciques afin de les identifier pour faire varier les

propriétés du milieu ou de pouvoir appliquer des conditions limites sur les interfaces. Nous
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donnons ici une explication des principaux paramétres de résolution a renseigner dans les

fichiers .don :

Parameétres Signification
DV Nombre de directions du vecteur incident.
k Nombre de valeurs propres.
TB Type du diagramme de bandes (directions d’incidence).
ND Nombre de point par direction d’incidence (point tous les 7/N D).
TPML Type de PML : 1 PMLZ, 2 PMLX, 3 PMLY
K, Facteur multiplicatif du shift o (22.1V).
Fin Fréquence minimum d’absorption de la PML en Gigahertz.
tol Critére de convergence ||[AX — MX]||/|\| < tol
d.. Distance caractéristique d’un élément de la structure.

Fig 1.V Paramétres principaux du solveur.

— TB permet de choisir parmi plusieurs chemins du vecteur d’onde incident. Soit les points
du repére cartésien G(0,0,0); X(1,0,0);M(1,1,0); P(1,1,1); Y(0,1,0). Si TB = 1 le
chemin est GXMP, 2— GXMG. Des exemples seront détaillés dans les sections V.3.3
et V.4.2. Si TB=3 alors le vecteur incident varie dans la direction GY pour plusieurs
valeurs de phases dans la direction GX. Autrement dit, c’est le diagramme de bandes
projeté (cf section V.4.2) dans la direction GY.

— ND représente le pas du changement de phase ¢ = k;.T ou k; est le vecteur d’onde inci-
dent et T le vecteur de translation entre les différentes faces Master-Slave. La variation
de la phase ¢ correspond au "découpage" des abscisses du diagramme de bandes. Par
exemple si ND = 10, on calcule les solutions tous les 7/10 jusqu’a 7 ensuite on change
la direction du vecteur incident DV fois selon les directions données par le paramétre
TB.

— TPML permet d’'indiquer dans quelle direction 1’on souhaite que la PML soit absor-

114



bante. Si il n’y a pas de PML alors la valeur renseignée n’est pas utilisée. Le fichier .don
contient les codes des zones qui correspondent aux conditions limites que 1’on souhaite
imposer.

— K, le facteur multiplicatif du shift o défini par la relation (22.1V).

— F,, est la fréquence minimum d’absorption définie a la section I11.3.3 et par la relation
(17.111).

— tol le facteur permettant a la fois de contrdler la convergence des modes propres (13.1V)
et d’éliminer les solutions parasites (24.1V).

— d, est la distance caractéristique d’un élément de la structure permettant de calculer le

shift o défini par la relation (23.1V). Elle est exprimée en métre.

Remarque V.1. Soit \;,, la longueur d’onde correspondant & la fréquence Fj,,. Pour une
absorption suffisante, la hauteur de la PML doit avoir une longueur minimum égale a \;,, /4
(cf relation (18.I11)). La direction d’absorption réglée par le paramétre TPML, doit étre
confondue avec 1'axe de la hauteur de la PML, telle que définie en (18.111).

Remarque V.2. Pour configurer le shift o I'utilisateur a le choix entre les deux paramétres
d. et K,. Aprés multiplication par le facteur K, le nouveau shift o, sera lié avec d. par la
relation (23.1V) :
2m
Onew = KUU =\
=)

c
Si on choisit d’utiliser le parameétre K, le shift est déja calculé et il suffit de laisser K, =1
dans la plupart des cas simples qui contiennent un seul élément a périodiser comme dans la
section V.3.3. Si on choisit d, il faut connaitre au préalable les distances caractéristiques des
éléments périodisés. Dans les deux cas il arrive que 'on fasse plusieurs réajustement avant
de trouver une valeur qui limite le nombre d’itérations dans ’algorithme de tri (cf section
IV.4.5).

V.2.3 Calcul et représentation des champs

Dans chaque tétraédre le champ s’écrit comme combinaison linéaire des fonctions de base
de Nedelec d’ordre 0[70]. Ces fonctions de base sont définies sur chacune des 6 arétes du

tétraedre. Autrement dit, si on se place dans le tétraédre Tk le champs local solution

6

E(r) =) e, W,(r).

p=1

Une fois le probléme résolu, les valeurs de e, sont connues en chaque point du tétracdre et
aussi en chaque point de l’espace. Pour représenter le champ sur un maillage d’un plan qui
coupe le domaine périodique infini, il suffit de reporter la valeur du champ en chaque point
du maillage surfacique en reproduisant par périodicité le champ de la cellule de base grace
aux relations de déphasage de Floquet (cf section I1.1). Pour pouvoir facilement appliquer

les relations de déphasage il est préférable que le maillage surfacique soit régulier.
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Fig 2.V Exemple du module du champ électrique d’'un mode propre pour un réseau de tiges diélectriques
(une coupe transverse).
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Sur le dessin Fig 2. V, la cellule de base est la cellule encadrée en bas & gauche. Chaque
point du maillage correspond & un point de la cellule de base aprés translations successives.
Comme dans la relation (7.11) les champs des points images par translation sont déphasés

i(mxT Ty) ki ) .
](mX rhnx 2) ou T; et T, représentent les vecteurs translation selon 2

d’'un facteur e~
directions de périodicité et k; le vecteur d’onde incident. Sur les points choisis de la figure
de droite n = m = 2. Les fichiers champs ont ’extension .plt et sont lisibles par le logiciel

commercial de visualisation graphique Tecplot.

V.2.3.1 Conclusion
Dans cette partie nous avons présenté comment sont organisés les fichiers de données ainsi
que les paramétres nécessaires pour la résolution de nos problémes des modes propres. Dans

la sections V.3 et V.4 les paramétres définis section V.2.2 sont utilisés.
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V.3 Validation
V.3.1 Introduction

Dans cette section V.3, nous commencons par traiter des problémes de cavités métalliques
V.3.2, pour ensuite aborder des réseaux périodiques de cubes métalliques et de tiges diélec-
triques V.3.3. Cet ordre correspond a 'ordre dans lequel nous avons effectué les travaux de
recherche. En effet avant de nous intéresser aux structures périodiques nous avons cherché a

développer et a optimiser un solveur modes propres pour les cavités métalliques.

V.3.2 Cavités métalliques et solutions stationnaires

Dans les sections V.3.2.1 et V.3.2.2 les structures que nous étudions sont toutes fermées
par des conditions métalliques PEC (cf section I11.3.2). La résolution utilise I’élimination
automatique des modes propres parasites (cf section IV.5). Pour des raisons de gains de
mémoire et de temps de calcul, le shift o est négatif (cf remarque V.12 et I’équation (37.1V)).
Le paramétre de convergence est tol = 1072 et comme il n’y a pas de solution parasite, le
nombre de valeurs propres désirées k est égal au nombre de valeurs propres convergentes.
Autrement dit, on ne trie plus les solutions selon le critére d’élimination (24.1V). Les calculs

sont réalisés sur notre machine (PC processeur Intel(64) Xeon avec une horloge de 2.80GHz).

V.3.2.1 Cavité inhomogéne
Ce test est issu de 'article [32]. Pour valider nos résultats, nous allons comparer nos

résultats les valeurs de ky obtenues dans cette publication.

e

Fig 3.V Structure in-homogeéne.

Fig 3.V la structure étudiée est une cavité métallique qui est remplie de matériaux e, = 1
pour z € [0,0.005] et €, = 2 pour z € [0.005,0.01]. La taille totale de la Cavité :10x1x10
milimeétres, le nombre total d’arétes est 1035, le nombre arétes de bord PEC sont au nombre de
546. Le shift (37.1V) o est égal & —0.47rad.cm™" ce qui correspond & la valeur du paramétre
K, = —0.1. Le temps de calcul de 10 modes (k = 10) est de moins de 0.1 seconde et la
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mémoire maximum utilisée est de moins de 5Mb. Les solutions sont exprimées en rad.cm™! :

Analytical[106] | Article [32] | Résulats obtenus Volakis[106]
615 tétracdres | 636 tétracdres | ~ 620 tétracdres()*
(ko)101— 3.538 3.524 3.536 3.534
(ko)201=5.445 5.401 5.437 5.440
(ko)102=5.935 5.931 5.962 5.916
(ko)so1= 7.503 7.382 7.4199 7.501
(ko)202 = 7.633 7.562 7.565 7.560
(Ko)103 =8.096 8.003 8.0959 8.056

Fig 4.V Tableau comparatif de valeurs obtenues aprés un calcul de modes propres dans une cavité
inhomogéne.

Dans la Fig 4.V le symbole ()* signifie que le nombre de tétraédre n’est pas précisé dans
'article [106], alors que le nombre d’inconnue est mentionné seulement dans la partie du
volume de permittivité ¢, = 1 parce que le calcul de modes propres est effectué en supprimant
le milieu €, = 2 et en introduisant un terme de bord a 'interface. En respectant les proportions
de notre mailleur on arrive aux alentours de 620 tétraédres. L’anisotropie de la structure et
le maillage grossier sont responsables des erreurs qui deviennent plus grandes au fur et a
mesure que 'on s’éloigne des premiéres solutions. On a aussi remarqué que la structure du
maillage avait un role déterminant dans la précision des résultats obtenus. En effet, pour un
méme nombre de tétraédre les résultats obtenus seront plus proches des résultats théoriques
si le maillage est raffiné a l'interface entre les deux milieux €, = 1 et ¢, = 2. Dans le maillage
que nous avons utilisé pour établir les résultats Fig 4.V les arétes de I'interface entre les deux
milieux sont deux fois plus petites que les autres arétes. L’information du changement de
milieu se trouve essentiellement & l'interface c’est pourquoi il est nécessaire de mailler plus
finement & cet endroit. Observons maintenant ’allure des champs des deux premiers modes
sur la Fig 5.V et la Fig 6.V. Elle est conforme a ce que l'on physiquement attendre pour ce

type de structure.
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Fig 5.V Premier mode dans les plans Y=0.5mm Fig 6.V Deuxi¢éme mode dans les plans
et Z=5mm. Y=0.5mm et Z=bmm.

Grace a la géométrie simple de la cavité étudiée, ce test a permis d’affirmer que notre
outil fonctionne en comparant les résultats obtenus avec des résultats analytiques. Notre outil
permet aussi de traiter des problémes de cavités composées de géométries plus complexes. La

possibilité de traiter des géométries complexes dépend uniquement des capacités du mailleur.

V.3.2.2 Cavité incluse dans une autre

Cet exemple est intéressant puisqu’il permet de visualiser un mode nul & divergence nulle
autrement dit un mode du Groupe.2 (26.IV). Le nombre de modes du Groupe.2 est égal
au nombre total de cavités moins un [34]. En fait, ces modes sont des champs statiques
qui naissent de la différence de potentiel entre les parties métalliques indépendantes de la
structure. Voici 'exemple d'une cavité de 0.5 m de coté incluse dans une cavité de 1 m de

coté. Entre les deux cavités il y a un trou d’air :
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o
*
Fig 7.V Dimension de la structure métallique. n

nombre d’arétes totales= 11024, arétes interface Fig 8.V Module du champ électrique E du
PEC= 2316. mode nul du Groupe.2 (26.1V) et vecteur de
Poynting dans le plan Z=0.5m. L’échelle des
valeurs du champ n’est pas précisée, nous nous
intéressons aux variations locales.

Dans la Fig 8.V on peut observer un mode statique avec un champ plus fort sur les coins
du cube. Le temps de calcul constaté pour & = 15 modes est de 3 secondes et la mémoire
utilisée est 73 Mb. Le shift (37.1V) o est égal & —1.6rad/m ce qui correspond aux valeurs
K,=-0.1etd.=392m.

V.3.3 Réseaux périodiques

Dans les sections V.3.3.1 et V.3.3.2 les calculs sont effectués sur notre machine (PC
processeur intel avec une horloge de 2.80GHz). Le résidu admissible tol pour chaque valeur
propre équation (24.1V) est de 1077, A chaque itération k = 17 modes propres sont calculés.

La valeur du coefficient multiplicatif du shift K, est égale a 1.

V.3.3.1 Cubes Métalliques 3 D

On considére des cubes parfaitement conducteurs en espace libre répartis de fagon pé-
riodique dans les trois directions. La cellule de dimension initiale est le cube de hauteur
Dx=Dy=Dz=1m, la longueur du co6té du cube est w= 0.5m. Les caractéristiques ¢, 1 sont
celles de l'air soit ¢, = pu; = 1, ce cas est donc la périodisation selon les trois directions

propres de la cavité précédente :
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Fig 9.V Cube métalliques dans l’air [35].

Pour nos simulations on applique des conditions Maitre-esclave (cf section 111.3.5) dans
les 3 directions de I'espace. D’abord, on fait varier le déphasage dans la direction Ox de 0 a
7 et les déphasages dans les autres directions sont nuls. Ensuite, on fixe le déphasage dans
la direction Ox a m, dans la direction Oz & 0 et on fait varier le déphasage de la direction
Oy de 0 a 7 (intervalle [, 27| sur le schéma). Ensuite les déphasages Ox et Oy sont fixés a
7 et on fait varier le déphasage Oz de 0 a m(intervalle [27, 37 sur le schéma). Autrement dit
DV =3 et TB = 1. Les résultats sont exprimés en radian par métre et le déphasage est en

radian :
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Ko, rachm

4 5 & 1 8 Lo A
Phase (rad) %1 2 3' 4 5 6, 7 8 9. 10
Fig 10.V Résultats issus de notre résolution. Nombre h 21; 3{1_:
d’inconnues 9599. Le temps de calcul des 33
points(ND =11, DV =3 et TB =1) est de 4
minutes et 33 secondes. Mémoire maximum utilisée
152.7 Mb. Le shift o (22.1V) est égal 4 5 rad/m .

Fig 11.V Résultats tirés de [35]. Nombre d’inconnues
(arétes totales-arétes PEC)= 10344. Le temps de
calcul n’est pas précisé.

Les résultats obtenus par notre solveur Fig 10.V sont concordants avec ceux présentés dans
[35]. On pourrait trés bien remplacer les cubes métalliques par des sphéres, des pyramides

ou n’importe quelle structure 3 D que nous pouvons mailler.

V.3.3.2 Réseau de tiges diélectriques

On considére un réseau carré de tiges diélectriques infinies réparties|26| de fagon périodique
dans l'air selon 'axe Oz. L’écart a entre deux tiges est de 7mm et le diamétre des tiges est
de 4mm. Les caractéristiques €,, i, du diélectrique sont ¢, = 9.4, u, =1 :

Fig 12.V Réseau de tiges diélectriques, a = Tmm.

Dans nos simulations nous appliquons des conditions " Maitre-esclave" dans toutes les
directions de 'espace avec un déphasage variable selon les 2 axes Ox et Oy. Le déphasage

dans la direction Oz est fixé a 0.
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Remarque V.3. Comme cela est illustré Fig 13.V, I'épaisseur de la cellule de base dans la
direction OZ peut étre fine par rapport aux autres dimensions de la cellule puisque le dé-
phasage dans cette direction est fixé a 0. En effet la géométrie du motif ne varie pas dans
cette direction. On pourrait aussi directement faire ce calcul avec des éléments finis en 2

dimensions [35].

S

2

&

s.!ﬂ

!

Fig 13.V Exemple de maillage de la cellule de base du réseau de tiges.
Le longueur de la cellule de base a = 7mm et la hauteur h = Imm.

Fig 14.V et Fig 15.V on fait varier le déphasage dans la direction Ox de 0 a 7 et les
déphasages dans les autres directions sont nuls. Ensuite, on fixe le déphasage dans la direction
Ox a 7, dans la direction Oz & 0 et on fait varier le déphasage de la direction Oy de 0 a 7
(intervalle [X, M] sur le schéma). Ensuite on fait varier les déphasages dans les directions
Ox et Oy de 7 & 0 et on laisse le déphasage dans la direction Oz a 0 (intervalle [M,I'] sur le
schéma). Autrement dit DV = 3 et T'B = 2. Les résultats sont exprimés en unité normalisée
a/\:

Rapport- gratuit.com %}

LE NUMERD 1 MONDIAL DU MEMOIRES

123



0.6
alh
05
\\-
0.4
14.816 GH.
0.3 /-'T M Band Gap \ J
| 0.2
0.1 r 4
T nades ——
oF X W T
Fig 15.V Résultats issus de notre résolution.
r A i T
Fig 14.V Résultats issus de la méthode des ondes Nombre d’inconnues= 7035, temps de calcul
planes[49]. Les modes TE sont en rouge et les des 33 points (ND =11, DV =3 et TB = 2)

modes TM en bleu.

est de 46 secondes. Mémoire maximum utili-
sée 49 Mb. Le shift o (22.1V) est égal a 20.89
GHz=0.488 a/A.

Fig 15.V et Fig 14.V les résultats sont identiques. Fig 15.V nous avons ajouté des infor-
mations sur la bande interdite des modes TM qui existe pour des fréquences variants entre
11.361 GHz et 14.816 GHz . Ces résultats ont été validés expérimentalement dans notre
laboratoire[107] et le diagramme de transmission Fig 16.V confirme bien l'existence d’'une
bande interdite autour de 13 GHz. Grace au dispositif Fig 17.V, deux mesures ont été réa-
lisées a l'aide de plusieurs cornets adaptés : la premiére en l'absence de tiges (le support
étant déja en place), et la seconde en présence du réseau. Le résultat, présenté sous forme de
différence, permet de minimiser les erreurs liées aux instruments de mesure et a la présence

du support.

i

I

Afténuation (dB)

EL JB Ilﬂ 1:1 Il2 1.3 I: ll5 E‘B \l7 18
Fréquence (GHz) . , .
Fig 17.V Antenne cornet et et réseau fini de

Fig 16.V Diagramme de transmission du réseau tiges sur le banc de mesure dans la chambre
de tiges représenté Fig 17.V [107]. anéchoique de TONERA [107].

Sur la Fig 17.V les tiges ont les mémes caractéristiques (diamétre, permittivité, pas de

réseau) que celles du réseau infini étudié dans cette section.
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V.3.4 Conclusion

Dans cette partie nous montrons que les résultats obtenus avec notre outil sont fiables
par comparaisons successives avec d’autres méthodes. Nous reprenons aussi certains para-
metres de résolution, expliqués dans la section V.2, indispensables a la compréhension du
déroulement dun calcul. Dans la section V.3.3.2 une structure périodique dans 2 directions
est abordée avec la méthode des ondes planes qui est trés efficace dans ce cas puisque la géo-
métrie est canonique et les modes se calculent sur une surface orthogonale aux tiges. Dans ce
cas, notre résolution fonctionne mais nécessite plus de ressources que la méthode des ondes
planes. Dans la section V.3.3.1 une géométrie 3 D canonique comportant des matériaux PEC
est abordée. On montre que nos résultats sont concordants avec une autre mise en ceuvre
de la méthode des éléments finis et qu’il est possible de traiter des géométries non cano-
niques. Nous allons voir maintenant comment 1’outil permet de résoudre des problémes liés

aux modes de surface.
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V.4 Modes de surface et couplage inter-éléments dans un réseau

V.4.1 Introduction

Nous allons, dans la premiére partie V.4.2, décrire et tracer le diagramme de bandes
de structures périodiques appelées super cellules qui sont construites a partir de plusieurs
motifs inclus dans la cellule de base. La notion de super cellule a été introduite dans [4]
et traitée avec la méthode des ondes planes dans [26]. Les super cellules sont utilisées pour
observer des phénomeénes de guidage d’énergie ot de modes de surface. Dans la section V.4.2
nous proposons d’aborder les problématiques des super cellules avec la méthode des éléments
finis en recalculant et en visualisant des modes particuliers déja observés avec la méthode
des ondes planes pour le réseau de tiges diélectriques. Ensuite certains résultats d’analyse
des tiges diélectriques sont extrapolés aux surfaces hautes impédances section V.4.4 et & un

réseau d’antennes patchs insérées dans des cavités métalliques (section V.4.5).

V.4.2 Super-cellules et diagrammes de bandes projetés

On appelle super cellule une cellule qui contient plusieurs motifs de base. Dans le cas

classique [4, 26] les motifs de base sont les tiges infinies :

A A

o000 o0 00000 000 eee 0000 e
/909000080000 s LAl AL L AL AL AL L K 2 20 2K JE )

- <[s/ss/s/sselolo/ole/e's <o s[s/e[s[e/eleleleles’s >
e|000 0000 00SEOOSSS e 000 0o oo o000
AL L IC LI ICIC I I AL IE I AL AL AL AL IL L IC AL AL I I
LA AL L IC L I 2 2 K 20 2E 20 L AL JL AL AL A I I K A JC 2 0K

\j \J

Fig 18.V Coupe transversale d’une superstructure obtenue par répétition de la super-cellule ([26] page
202), la super-cellule est encadrée en bleu.

Par exemple on peut construire une super-cellule avec un défaut linéaire qui est un trou

et qui agit comme un guide & certaines fréquences [20] :
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Fig 19.V Super cellule avec un défaut linéaire. La distance entre chaque élément est a = 14mm et la
longueur du trou d’air au milieu est égale a a. Les rayons des tiges sont tous égaux & 0.018a = 0.252mm. La
permittivité relative des tige est €, = 11.56.

On peut aussi utiliser un défaut de surface pour fixer des ondes de surface [26] :

or PML

Fig 20.V Super-cellule avec un défaut de surface. La distance entre chaque élément est a = 14mm et le
trou d’air est égal & 2 * a. Les rayons des 2 premiéres tiges sont 0.018a et le rayon de la tige de surface est
0.009a. La permittivité relative de la tige est €, = 11.56.

Dans I'exemple Fig 20.V, on considére la structure périodique du réseau de tiges avec un
défaut de surface. La cellule de base est constituée de 2 tiges diélectriques de tailles différentes
de la tige de surface. En effet comme constaté en [26],[4] et [25], la modification de la tige de
surface permet de faire apparaitre des modes de surface (cf section 1.2.4).

On considére une excitation parallele a l'interface k;=Oy . Si on appelle C' la vitesse
de la lumiére dans le vide et w la pulsation a laquelle on étudie du milieu, la région du
diagramme de bande qui vérifie w > Ck| est appelée "cone de lumiere". Toutes les solutions
qui se situent en dessous du cone de lumiére (w < Ckjj ) sont soit des modes de surface soit
des solutions qui se propagent dans le milieu périodique [4]. On peut rajouter que les modes
qui se propagent dans 'air, et pas dans la structure, vérifient w > Ck)| et peuvent étre des

modes guidés dans un défaut introduit dans la structure. Suffisamment loin de la structure
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périodique, toutes les solutions peuvent étre considérées comme des ondes planes. La valeur
de la derniére composante du vecteur d’onde incident k;, est fixée a 0. La structure est infinie
dans la direction Oz et donc les super-cellules Fig 19.V et Fig 20.V peuvent étre trés fines
dans cette direction (cf remarque V.3). Par définition le diagramme de bandes projeté dans la
direction Oy est la superposition de plusieurs courbes k;, € [0, 7/dy| pour toutes les valeurs
de ki € [0,7/dzx] ot dy et dx désignent respectivement la largeur et la longueur de la super-
cellule étudiée. Les diagrammes de bandes projetés s’obtiennent avec le parameétre T'B = 3.
Pour localiser les modes de surfaces on doit d’abord calculer le diagramme de bandes projeté
dans la direction k; =Oy du réseau infini de tiges Fig 21.V et ensuite comparer les résultats
obtenus avec les diagrammes de bandes projeté des super-cellules Fig 22.V et Fig 25.V. Dans
un premier temps, on identifie un certain nombre de zones au-dessus et en dessous de la ligne

de lumiere w = Ck)| en rouge sur le diagramme Fig 21.V :

— Lightline
— TMZ modes

W& 3w8 W2 5w8 3Wd T8 1
Phase (rad)-------- > Qy direction

Fig 21.V Diagramme de bandes projeté du réseau de tiges infinies (Modes TM).
(On, y) = (kizdzx, kiydy) € [0,7,7/2,3 xw/4,w/4] x [0,7/12,...,7]. ND =12, DV =5et TB = 3.

r[;'S

Fig 21.V la région verte et la région jaune assemblées correspondent a la bande interdite
du B.I.LE. La zone bleue représente les solutions propagatives dans le B.I.LE. Les modes guidés
dans un défaut de la structure se propagent dans ’air mais sont évanescents dans le B.L.LE.
Ils sont donc situés dans la région verte, tandis que les modes de surface sont évanescents
dans l'air et dans le B.LLE, ils sont donc localisés dans la région jaune. La cellule de base ne
comporte qu'une seule tige (cf Fig 21. V). Dans toute cette partie Les calculs sont effectués
sur notre machine (PC processeur intel avec une horloge de 2.80GHz). Le résidu admissible
pour chaque valeur propre(24.1V) est de 1077. A chaque itération 17 modes propres sont
calculés. Observons maintenant les diagrammes de bandes projetés des super cellules dans la

direction Oy. Commengons par la super-cellule définie Fig 20.V :

128



12 Guided nodes —¥—
light line

F{Ghz)
10k

0 /10 n/5 2n/5 w2 3n/5 4n/5 n
Phase (rad) ---= Oy directicn
Fig 22.V Diagramme de bandes projeté de la super cellule Fig 19.V avec ¢, = kizdz =€ [0, 7,7/2,3 * 7/4].
ND =20, DV =4 et TB = 3. Le shift initial o est égale a 8.61 Ghz ce qui correspond & K, = 10 et
d. ~ 35bmm .

Sur la Fig 22.V le diagramme de bandes projeté dans la direction Oy de la cellule avec
le défaut linéaire représenté Fig 19.V avec k, € [0, 7, 7/2,3 % 7/4]. Le nombre d’arétes totale
est 12683. Le nombre d’arétes esclave est de 3844. Le temps de calcul total pour 4*20 points
du diagramme de Bandes est de 2 minutes et 48 secondes. La mémoire maximum utilisée est
de 62 Mb. Les modes guidés apparaissent en vert dans la bande interdite.

Pour illustrer les résultats, on peut observer les champs résultants Re(E.) et |E,| d'un

mode guidé dans le plan z=0.0005. La fréquence du mode observé est 8.58 Giga Hertz :
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Fig 23.V Fig 24.V

|E.| pour ki = m/dx , kiy = 0.67/dy. Re(E.) pour ki = 7/dx , kiyy = 0.6m/dy.

Sur les Fig 23.V et Fig 24.V les variations des champs sont indiquées sans donner leurs
valeurs. Sur la Fig 23.V le champ est localisé dans I'espace laissé par les tiges "manquantes".
Sur la Fig 24.V la propagation du mode guidé se traduit par un déroulement de la phase selon
la direction Oy, avec une évanescence de part et d’autre du trou selon Ox. Sur la Fig 25.V
le diagramme de bandes de la cellule dans la direction Oy avec le défaut de surface Fig 20.V
avec ¢, = kidx € [0,m,7/2,3 %7 /4]. Le nombre total d’arétes est 10471. Le nombre d’arétes
esclaves est de 4042. Le temps de calcul total 4*16 points du diagramme de bandes est de 1
minute 38 secondes. La mémoire maximum utilisée est de 60 Mb. Les modes de surface sont

en jaune.
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light line
Surface modes

10
F{GHz

0 /8 /4 3n/8 nf2 5n/8 3nf4d /8 mn
Phase (rad) ------- > Qv direction
Fig 25.V Diagramme de bandes projeté de la super cellule Fig 20.V avec ¢, = kipdx € [0, 7,7/2,3 x w/4].
ND =16, DV =4 et TB = 3. Le shift initial o est égal a 8.1 Ghz ce qui correspond a K, =7 et
d. >~ 3Tmm .

Pour confirmer les résultats, on peut observer les champs résultants Re(E.) and |E.| d'un

mode de surface dans le plan z=0.0005. La fréquence du mode observé est 8.51 Giga Hertz :

o O O O O O

OO.

Fig 26.V |Ez| pour ki, =0, k;y, = T /8dy. Fig 27.V Re(Ez) pour ki, =0, kyy, = T /8dy.

Sur les Fig 26.V et Fig 27.V, d’une part le mode se propage le long de la surface en
"s’accrochant" aux défauts et d’autre part le champ est évanescent de par et d’autre de la

surface.
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V.4.3 Outil complémentaire de caractérisation des ondes de surface

Comme nous venons de le voir, les ondes de surface sont des solutions se propageant a
I'interface air-BIE. Ces solutions se situent toujours en dessous du cone de lumiére dans le
diagramme de bande. Mais nous avons vu Fig.21.V que toutes les solutions qui se situent en
dessous du cone de lumiére ne sont pas nécessairement des ondes de surface. Pour discriminer
les cas ou il y a une propagation significative de 1’énergie électromagnétique le long des
directions de périodisation des cas ou I’énergie stagne, on propose d’évaluer les flux des
vecteurs de Poynting a travers les surfaces ot sont appliquées les conditions aux limites
périodiques. Afin de rendre compte de cette propagation d’énergie, on doit exploiter ces flux
en tenant compte de différentes considérations :

— Par construction le flux sortant sur une face maitre est égal au flux entrant sur la face
esclave correspondante. Il est donc inutile de définir une énergie a la fois sur les faces
maitres et les faces esclaves.

— Les différents flux des différentes faces maitres ne doivent pas pouvoir se compenser. En
effet comme le sens de propagation de I’énergie est pris en compte, sa valeur peut étre
négative sur une face maitre et positive sur une autre. Pour calculer I’énergie totale, on
effectue donc la somme de la valeur absolue des énergies de chaque face maitre.

— On doit pouvoir comparer I’énergie propagée par rapport a une valeur d’énergie stockée
contenue dans la cellule de base.

En prenant en compte tous ces critéres on définit alors la quantité :

Ny
Z\/ R(E x H*).v|
BY% = k=t

(1.V)
100/u|H|2+e|E\2
|4

Ny et vy désignent respectivement le nombre de face maitre (< 3) et la k-iéme normale
sortante de la face maitre M. Cette quantité notée comme un pourcentage n’est pas néces-
sairement inférieure & 100. Elle traduit la quantité d’énergie transmise d’une cellule a I'autre

par rapport a I’énergie stockée dans le volume représentée par / p/H* + €|E]2.
1%

Plus précisément sur chaque face maitre E% représente le rapport entre la somme des

flux des vecteurs de Poynting et I’énergie stockée dans le volume.

Remarque V.4. E% est non nul si R(E x H*).v a un signe dominant sur une des faces maitres
M,,. Autrement dit, les phénomeénes de compensation ne sont pas suffisants pour annuler £%
(cf Fig 28.V ), ce qui permet a | ka R(E x H*).v| d’étre non nulle. Par définition, les modes
de surfaces ont une propagation d’énergie non nulle entre chaque élément. Ainsi, on fixe un
seuil de E% = 1% convenable pour discriminer les "modes de surfaces" des autres modes.
En effet si E% > 1%, alors sur au moins une des faces maitres M}, il existe des vecteurs de

Poynting non nuls, qui ont des directions non orthogonales & la normale vy (cf Fig 29.V).
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V.4.3.1 Cas ou E% est nul

FREE SPACE FREE SPACE
IVH(VK 3 M, Ve
— «— \ 1
« «
E) 2 . 4
- - J
— ﬁ) — ~“TEiki) ﬁ) '(E’lzl) ’(ﬁz.)

-
-

-

My

M
k
|
Fig 28.V Les vecteurs de Poynting représentés Fig 29.V Les vecteurs de Poynting représentés
en rouge se compensent deux a deux. en rouge sont orthogonaux a la normale.

Les Fig 28.V et Fig 29.V représentent certaines directions possibles des vecteurs de Poyn-
ting de solutions se propageant a l'interface entre I’air et un réseau de billes métalliques plus
petites en surface. Ces directions annulent la quantité E% définie en (1.V). Sur la Fig 28.V
les vecteurs de Poynting se compensent. Sur la Fig 29.V| les vecteurs de Poynting sont ortho-
gonaux 4 la normale v;. Pour annuler la quantité £%, il y a aussi le cas évident des vecteurs

de Poynting nuls sur M, qui n’est pas représenté.

V.4.4 Surface Haute Impédance

Dans cette partie on s’intéresse au calcul et a la caractérisation des modes d’un réseau de
champignons métalliques posés sur un plan de masse. Ce dispositif connu pour ses propriétés
de bandes interdites pour des ondes de surface a fait 'objet d’études notamment dans [20]
et [5].

Dessin de la cellule de base

Fig 30.V Cellule de base du réseau de champignons métalliques.
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Fig 30.V La pas du réseau est de 2.4 mm, l’espacement entre les patchs est de 0.15 mm
et la largeur des vias métalliques est de 0,36 mm. Le substrat diélectrique en dessous des
plaques carrées est du téflon (e, = 2,2) et I’épaisseur totale de ces plaques est de 1,6 mm
[20]. Le domaine est fermé par un matériau PEC ou PML[75] avec un trou d’air supérieur
a 6 fois la hauteur des champignons pour simuler I'espace libre. Sa hauteur est égale 6*1.6
mm=9.6 mm. a La fréquence minimale absorbée F},, est égale & 8 GHz et la hauteur du
volume PML est approximativement \;,, /4 ~ 9.4mm (cf section 111.3.3). La PML est dans la
direction OZ (TPML=1). Le calcul du diagramme de bandes comporte certaines difficultés.
En effet premiérement 1’espace entre les champignons est trés petit comparé aux dimensions
de la structure et donc cette zone devra étre maillée trés finement pour garantir la justesse
des résultats comme nous l’avons vu dans la section [V.4.6. D’autre part, nous allons voir
que les solutions varient trés fortement au cours du calcul du diagramme de bande et la
présence d’'une PML peut modifier le nombre de solutions parasites par rapport aux cas sans
PML(cf remarque [V.10). Ainsi le nombre de redémarrage de 'algorithme de tri vu section
[V.4.5 peut devenir supérieur a 1 sur certains points du diagramme de bande et, par voie de
conséquence, le temps de calcul peut lui aussi augmenter fortement. Le diagramme de bande
obtenu avec une cellule de base fermée avec une condition PEC ou une condition PML est
globalement identique & celui obtenu par Sievenpiper|20]. Nous retrouvons bien une bande
interdite entre 12 et 15 GHz :

70 —wan PEC
| With PHL
Light line

601

F(GHz]
50(

40r

..'.t.:l

N

r X M r
Fig 31.V Diagramme de bandes de la H.I.S

Sur la Fig 31.V nous pouvons observer que si I’on applique une condition PML | tous les
modes radiatifs dans I’air ont tendance se rapprocher de la ligne de lumiére, alors que tous

les autres modes ne changent pas. Ce résultat est en bon accord avec la physique puisque

134



la PML absorbe les modes radiatifs dans ’air. Les valeurs sous le cone lumiére sont en bon
accord avec ceux présentés dans [20] .

Pour une étude plus compléte observons maintenant allure des valeurs spatiales de |E|
dans le plan de symétrie vertical ainsi que les vecteurs de Poynting associés quand le do-
maine est fermé par une condition PEC. On trace les quatre premiers modes du point M du

diagramme de bandes Fig 31.V. Le terme E% (1.V) est aussi précisé :

Fig 32.V La fréquence du mode est 8.9 GHz et E% = 1.4%.

T

48.63 GHz, et E% = 19.45% .

Fig 33.V La fréquence du mode est
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Fig 34.V La fréquence du mode est 48.52 GHz, et E% = 26%.

Sur les Fig 32.V I’énergie est localisée dans ’espace entre les surfaces métalliques. Sur les
champs Fig 33.V et Fig 34.V I’énergie est plus étalée mais encore principalement localisée
entre les surfaces métalliques. Les solutions observées sont situées en dessous du cone de
lumiére et donc elles ne sont pas propagatives dans ’air. Dans tous les cas la valeur de E% > 1
indique un passage d’énergie entre les différents éléments du réseau comme nous l'avons vu
remarque V.4. La faible valeur de E% sur la Fig 32.V s’explique par la compensation des

différents vecteurs de Poynting présents sur chaque face maitre.

V.4.5 Ondes de surfaces excités dans une antenne réseau constituée de patchs

dans des cavités

On a pu observer que les ondes de surface conduisent a des phénoménes de couplage
entre les éléments rayonnants d’un réseau, et sont la cause de directions aveugles dans les
diagrammes de rayonnement. Dans cette partie on s’intéresse a une antenne réseau constituée

de 2 patchs empilés dans une cavité parfaitement conductrice :

PBC

< <

€r=2.2+PML

Dimensions de antenne.

PEC

Fig 35.V Vue 3d de l'antenne.
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Comme dans le cas des surfaces HIS on pourrait fermer le domaine par une condition
PML mais cela n’a pas d’intérét dans notre cas puisque les solutions cherchées sont celles qui
se propagent le long de l'interface air-BIE (cf Fig 32.V ). Cependant, comme précédemment
I’espace supérieur doit étre supérieur a 6 fois la hauteur de I’antenne pour pouvoir appliquer
les raisonnements établis section V.4.2. L’ajout d’'une PML a la fin du cable permet d’empé-
cher 'apparition de solutions dues aux aller-retour de 1’énergie dans le coax. Ici encore, on
régle la longueur de la zone PML(~ 12¢m = A, /4) en fonction de la fréquence minimale
d’absorption 2.5 GHz (cf section I11.3.3). La PML est dans la direction Oz (TPML=1). Etant
donné que les antennes sont piégées dans des cavités, toutes les solutions en dessous du cone
de lumiére ne peuvent pas se propager dans la structure périodique, sauf le long de la surface
qui contient le patch supérieur. L’existence de modes de surface traduit clairement ’existence

possible de couplages inter-éléments.

12
F(GHz} e
10[ :
B §
8 - -

;—o-—*"’H_
6 7
"Trapped Mode" |
4r |2 1
Tl
réx |
2t §
Coax 6,.29nm with PHL %+ |
Light line +—
4]
I X M I

Fig 37.V Diagramme de bandes du réseau d’antennes patch.

Sur la Fig 37.V nous constatons qu’en dessous du cone de lumiére il existe des modes de
surface et des modes qui sont piégés dans la cavité qui ne voient pas le déphasage du aux
conditions périodiques Maitre-esclave(cf section I11.3.5). Ils correspondent a des lignes droites
horizontales dans le diagramme de bande Fig 37.V et leur valeur E% (1.V) est inférieure a 1.
Sous le cone de lumiére, nous pouvons observer une bande interdite entre 8,9 GHz et 9,2 GHz
ce qui signifie théoriquement que, d’aprés la section V.4.2, il ne peut pas exister de modes
de surface dans cette zone. Une étude expérimentale supplémentaire peut étre nécessaire
pour déterminer l'existence ou pas de modes de surface dans ce domaine. Maintenant nous
pouvons observer la norme du champ électrique |E\ de certains modes ainsi que le vecteur

de Poynting dans le plan y=3,775mm pour le point M du diagramme de bandes Fig 37.V.
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Le terme E% (1.V) est aussi précisé :

b

Fig 38.V 'Mode de surface’.
La fréquence du mode est 9.94 GHz et E% = 12.7%.

Fig 39.V "Mode piégé’.
La fréquence du mode est 5.67 GHz et E% ~ 0%.
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Fig 40.V 'Mode de surface’.
La fréquence du mode est 8.48 GHz et E% = 25.3%.

Fig 41.V ’Mode piégé’.
La fréquence du mode est 3.6 GHz et E% ~ 0%.
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Fig 42.V ’'Mode de surface’.
La fréquence du mode est 8.87 GHz et E% = 5.5%.

e

mﬁ %

Fig 43.V "Mode piégé’.
La fréquence du mode est 7.63 GHz et E% ~ 0.15%.
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Fig 44.V ’'Mode de surface’.
La fréquence du mode est 10.27 GHz et E% = 353%.

Fig 45.V 'Mode de surface’.
La fréquence du mode est 10.64 GHz et E% ~ 465%.

Sur les champs observés Fig 38.V, Fig 40.V, Fig 42.V, Fig 44.V, Fig 45.V les modes
de surface possédent une valeur de E% non nulle et font apparaitre un transfert d’énergie
entre chaque élément contrairement aux ’Modes piégés’ Fig 39.V, Fig 41.V, qui ont tous une
valeur E% < 0.1%. Sur la Fig 43.V on observe le premier mode qui n’est pas un ’Mode
piégé’ puisqu’il n’est pas situé sur une ligne droite du diagramme de bande Fig 37.V, mais

la quantité E% = 0.15% est trop faible pour le considérer comme un mode de surface. Sur
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les Fig 44.V et Fig 45.V les grandes valeurs de E% traduisent un fort couplage entre les

éléments.

V.4.6 Résumé des performances de calcul obtenues pour la HIS et ’antenne

réseau

Nous présentons les performances de calcul constatées pour les simulations HIS et antenne
réseau. Nous avons utilisé un processeur Intel (R) Xeon 64 bits 2,80 GHz. Nous spécifions
le temps CPU, le nombre total d’inconnues, le maximum de RAM utilisée et le nombre
d’itérations nécessaires pour calculer 33 points du diagramme de bande. Les paramétres de
résolution sont tol = 1073t k = 15 (cf section 1V.4). Pour assurer l'exactitude, le nombre
d’inconnues est grand et le maillage est fin dans les zones étroites du domaine géométrique.
Pour la HIS la maille la plus fine mesure 10~'mm (correspondant a 299 GHz) tandis que,
pour I'antenne, la maille la plus fine est 5,1072mm (correspondant a 599 GHz). Le nombre
d’inconnues est égal au nombre d’arétes total moins le nombre d’arétes PEC moins le nombre
d’arétes esclaves. Pour 'antenne et la HIS le nombre de points du diagramme de bande est
33 et les directions du vecteur incident sont les mémes. Autrement dit ND = 11, DV =
3et TB = 2 (cf section V.2). Le shift défini par (22.1V) multiplié par le K, est précisé en
derniére colonne. Le choix des paramétres qui minimisent les temps de calcul n’a parfois
pas été direct. C’est apreés plusieurs essais sur les premiéres valeurs obtenues que nous avons
réussi a limiter le nombre d’itérations essentiellement conditionné par le choix du shift initial

en Giga Hertz via la variable K, ( cf remarque IV.10 ).

Inconnues RAM Temps CPU | Itérations K, xo (GHz) d. (en mm)
Antenne 119213 5Gb 1h29m55s 33 6.8 GHz (K, = 8) 44
HIS+PML | 134486 6.8 Gb 7h34m?28s 40 29.25 GHz (K, = 6) 10.2
HIS+PEC 113818 5.734 Gb 5h40m40s 33 45 Ghz (K, = 4.5) 6.66

Bien que le nombre d’inconnues du cas antenne soit supérieur a celui du cas HIS avec
fermeture PEC, le temps de calcul est plus petit car la géométrie du maillage influe sur
Defficacité du solveur PARDISO[37](cf section IV.6.5.2 ). L’ajout d’une zone PML augmente
le nombre d’inconnues du domaine et diminue le nombre de solutions parasites (cf remarque
[V.10). Ceci peut créer un certain nombre d’itérations supplémentaires par rapport au nombre
de points (33) nécessaire pour tracer le diagramme de bandes et conduit & une augmentation

du temps de calcul (cf remarque IV.10).

V.5 Conclusion

Dans cette partie nous avons tout d’abord détaillé la structure des fichiers de données
(section V.2) afin de clarifier I'utilisation des différents parameétres de résolution. Certains
de ces parameétres ont été ensuite repris dans les deux sections suivantes V.3 et V.4. Section
V.3 nous avons validé la fiabilité de notre outil par comparaison avec d’autres résultats

classiques issus de méthodes alternatives. Enfin dans la section V.4 nous avons montré que
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notre outil permet de fournir des informations supplémentaires sur les modes de surface.
Notamment concernant le couplage mutuel entre plusieurs antennes patchs insérés dans une
cavité. L'intérét du paramétre E% permettant d’identifier les Modes piégés est également
exposé. L’exploitation de ce paramétre peut étre faite, en complément avec notre solveur
dans le cadre d'une étude de conception d’antennes réseaux. De plus, les temps de calcul
de dispositifs complexes restent abordables et on a pu constater que la forme géométrique,
I'in-homogénéité des structures étudiées et la présence de métal ne sont pas des facteurs

limitants.
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VI Conclusion et perspectives

VI.1 Conclusion générale

Reprenons les différents points qui ont été abordés au cours de la these.

Le contexte

Au début section 1.1 nous introduisons les problémes d’électromagnétisme liés aux struc-
tures périodiques.
Nous présentons section .2 des applications possibles de 'utilisation des propriétés de bandes
interdites des structures périodiques. Nous présentons comment ces propriétés peuvent étre
exploitées notamment pour la conception d’antennes et de radémes. Nous présentons notam-
ment des dispositifs capables de générer des champs appelés ondes de surface, pouvant se

propager a 'interface entre ’air et la structure périodique.

Objectifs (rappels)

L’objectif de la thése a été de développer un outil de résolution par éléments finis en
maitrisant tous les parametres d’entrée et de sortie afin de caractériser la propagation mo-
dale dans une structure périodique infinie avec le moins de facteurs limitants possibles. On
doit pouvoir ainsi traiter des structures périodiques infinies hétérogenes, anisotropes, sans
contraintes géométriques. Notre outil doit ausst permettre dans un second temps de caracté-
riser les solutions pouvant se propager a linterface air-structure qu’on appelle les "modes de

surface”.

Bilan

Aprés avoir établi le plan de travail, nous présentons la théorie de base de Floquet section
[1.1, permettant de comprendre le fonctionnement de notre outil et d’introduire le diagramme
de bande, qui est une formalisation particuliére des solutions. Il est utilisé notamment pour
afficher les propriétés de bandes interdites.

Ensuite, section 11.3,11.4 et 1.5, nous abordons les différentes méthodes existantes avec leurs
atouts et défauts respectifs.

Section Il nous détaillons la modélisation de la méthode des éléments finis pour I'outil que
nous avons développé. Nous indiquons les différentes conditions aux limites que nous pouvons
combiner pour traiter le plus de cas possibles et nous énoncons les qualités et les défauts de
la méthode. Les qualités principales énoncées sont les suivantes :

— Les domaines peuvent avoir des tailles trés contrastées et des formes quelconques et
les matériaux utilisés peuvent étre de natures trés différentes : anisotropes, métaux
parfaitement conducteurs, etc.

— L’espace mémoire et le temps de calcul peuvent étre optimisés, car les matrices stockées

sont creuses.
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— Il est envisageable de traiter les problémes dispersifs (cf section VI.2).
Les défaults principaux sont :

— Les contraintes géométriques se reportent sur le maillage.

— Quand les matériaux sont dispersifs : la taille du probléme de calcul de modes propres
est multipliée par un entier qui dépend de ’expression de la permittivité (cf section
VI.2).

Aprés, section IV, nous abordons les méthodes numériques nécessaires pour résoudre le
probléme éléments finis modélisé dans la section III. La méthode numérique est présentée
ainsi que tous les parameétres de résolution nécessaires non seulement pour comprendre et op-
timiser les algorithmes utilisés, mais aussi pour pouvoir donner une interprétation pertinente
des résultats obtenus. Nous constatons qu’il existe des valeurs propres nulles dans la section
IV.1. Parmi ces valeurs propres nulles certaines sont identifiées comme solutions parasites.
Nous indiquons d’abord comment éliminer toutes les valeurs propres nulles dans la section
[V.4 et ensuite, dans la section V.5, nous identifions les solutions parasites afin de les écarter
du résultat final. Un algorithme d’élimination automatique de ces solutions est présenté pour
les probléemes de cavités métalliques avec les fonctions de base que nous utilisons. Cet algo-
rithme ne fonctionne pas pour les problémes périodiques & moins de monter en ordre comme
c’est évoqué dans l'article [36].

Dans la derniére section V nous nous sommes d’abord intéressés a la structure des fichiers de
données afin de clarifier comment sont utilisés tous les paramétres de résolution. Ensuite nous
démontrons que notre outil est fiable en comparant des résultats obtenus par diverses mé-
thodes et en indiquant les performances de calculs qui permettent une utilisation sur un PC
classique. Plus précisément 'outil de caractérisation des structures périodiques a été validé,
optimisé et il est utilisable avec d’autres outils de 'TONERA (PPTM GID). Dans la section
V.4, nous montrons comment nos outils avec 'aide d’une nouvelle quantité (1.V), peuvent
étre utilisés pour caractériser les modes de surface. A travers tous les exemples traités on a pu
constater que la forme géométrique, I'in-homogénéité des structures étudiées et la présence

de métal ne sont pas des facteurs limitants.

Ce travail a conduit a la production d’'un code utilisable avec un ensemble d’outils de
I’ONERA, et a plusieurs publications :
En conférences

— JNM 2011 Caractérisation de surfaces EBG par la méthode des éléments finis (Poster).

— EUCAP2011 Finite element method used to characterize surface modes in electroma-

gnetic band gap structures (Présentation orale, article disponible dans la base IEEE).

— EUROEM 2012 Finite element method used to characterize surface modes in elec-
tromagnetic band gap structures (Présentation orale, article disponible dans la base
IEEE).

Dans une revue

— Computer Physics : Efficient periodic band diagram computation using a finite element
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method, Arnoldi eigensolver and sparse linear system solver.

Transition

Maintenant que nous venons de donner une conclusion générale sur ’ensemble du travail
que nous avons effectué, nous allons aborder une perspective qui est la modélisation des
problémes dispersifs. Comme nous 'avons évoqué dans la section III.1, les propriétés de
bande interdite des structures périodiques peuvent étre obtenues de plusieurs fagons avec la

méthode des éléments finis.

1. La premiére méthode consiste a résoudre le probléme périodique en calculant le champ

solution a chaque fréquence donnée.

2. La deuxiéme méthode calcule les modes propres solutions dans la cellule de base du

réseau périodisé a l'aide des conditions de Floquet.

Ainsi les milieux dispersifs peuvent étre traités avec des résolutions de modes propres dans
la section VI.2.1 et avec les problémes bipériodiques qui comportent une source explicite
section VI.2.2. Nous n’avons pas eu le temps de coder ces deux méthodes, mais nous allons
voir que leur modélisation utilise les transformations décrites section I11.3.5. Finalement dans
la section, V1.3, nous présentons quelques perspectives qui pourraient s’inscrire dans la suite
de cette thése.

VI.2 Milieux dispersifs
VI.2.1 Modélisation du probléme de modes propres pour les milieux dispersifs

VI.2.1.1 Introduction

Dans les problémes de modes propres, la pulsation du mode qui se propage dans le milieu
est une inconnue du probléme. On comprend alors que si la permittivité dépend de cette
pulsation, la formulation variationnelle (7.11T) établie section I11.2 est modifiée et ’équation
(10.I1T) est plus compliquée & résoudre. Une transformation a déja été proposée avec la
méthode des ondes planes [29, 30, 26]. Nous proposons dans cette section d’adapter cette
approche a la méthode des éléments finis. Une étude supplémentaire, que ne nous n’avons
pas menée, serait nécessaire pour affirmer que les solutions approchées tendent vers des

solutions physiques existantes.

VI.2.1.2 Milieux a pertes par conduction

On rappelle 'équation de Maxwell-Ampére|38] en régime harmonique (cf remarque 11.1) :
VH =J —jwD

Avec D l'induction électrique. Pour un milieu homogéne, il existe un tenseur réel ¢ tel que :

D = ¢cE (1.VI)
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Remarque VI.1. On a choisi volontairement de prendre £ constant pour ne pas rendre le
modéle encore plus compliqué, mais € pourrait dépendre de la fréquence. Dans ce cas modeéle

plus général est traité dans la section VI.2.1.4.

D’autre part la loi d’Ohm(cf Annexe A.5) permet d’affirmer que :
J=0.E (2.VI)

Ol o, est la conductivité électrique du matériau & pertes. Donc I’équation de Maxwell Ampére

devient :
V x H = jweE (3.VI)
Avec
.O¢
€=¢— j—O0cde, (4.VI)
w

le terme € représente Ueffet diélectrique et 22, les pertes par conduction, cdc est la zone ou le

matériau comporte des pertes par conduction (4 est la fonction de Dirac). Etant donné que
ko=¢=w 50uoetqueZO:1/’;‘—g on a:

€0 €0 Wep

Par analogie avec la formulation établie (4.I11), on peut écrire pour toute fonction test

peH:
V xE
/V gt~ kg/erE.cp*
Q Hor Q
V xE k2
:>/V X p*. . :k'gsr/E.ga*—jU O/E.cp*écdc (5.VI)
Q Hr Q weéo Ja

La formulation variationnelle ne contient pas de terme de bord. Ils sont nuls dans les pro-

blémes de modes propres (cf remarque I11.3).

Remarque V1.2. Des termes de bords sont présents dans le cas des problémes avec une source
explicite tel que nous les abordons section VI.2.2. Dans ce cas, les pertes par conduction
équation (4.VI) peuvent directement étre intégrées dans I'expression de la permittivité qui
est alors une constante complexe. En effet lorsqu’il y a une source explicite, nous calculons
des solutions pour une pulsation w donnée, alors que, dans le cas des problémes de modes

propres, la pulsation fait partie des inconnues.

L’équation (5.VI) peut aussi s’écrire :

V x E
/V X . = kgar/E.go* —janOko/ E.0*0cqe
Q % 9 Q

s

Que 'on peut encore écrire :
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avec

) . ., VXE
U(E, o) :/er.go*, V(E, ) :janO/E.go dedc, S(E, ) = / V x .
Q Q Q r

1

Aprés avoir appliqué la méthode de Galerkin on obtient alors le systéme matriciel suivant :

T(ko)x1 = (kRA — koB — C)x1 = 0 avec (A),, = U(W,, W,), (B),, =V (W,,W,),
(C>qp = S<Wp7Wq)a et E = 252121 ep Wy, X1 = le1,€2,...,epr].
(6.VI)
Remarque V1.3. Le systéme (6.VI) est un probléme de valeurs propres non linéaire. Il existe
plusieurs méthodes pour le résoudre :

— Les méthodes itératives type Newton utilisées pour trouver les zéros de la fonctionnelle
F(x1, ko) définie par :

Le vecteur U est d’abord choisi comme un vecteur de la base canonique de CPF et
ensuite, par le procédé de Gram-Schmidt, on construit U orthogonal aux vecteurs
vecteurs propres déja claculés afin d’éviter de recalculer 2 fois le méme|[108|.

— La méthode linéarisation du probléme (6.VI) en un probléme de valeur propre linéaire
de dimension supérieure[108, 109] comme nous allons 'expliquer dans la suite du do-

cument.

En effet le systéme (6.VI) peut se mettre sous la forme d’un probléme linéaire aux valeurs

propres de dimension 2 x DL :

0 Ipr

C B 0 A

X2

OX = koPX, X = [X1] 0=

, P = [IDL 0] (7.VI)

On peut conclure que pour les milieux définis par (g, 0., 1), avec un modéle dispersif 1ié

aux pertes conductives, on peut proposer une résolution qui double le nombre d’inconnues.

VI.2.1.3 Modéle de Drude

Dans certains cas, on peut expliciter la conductivité a 1’aide du modéle de Drude [56] ce
qui modifie la forme de la dispersion. Dans le modéle de Drude, on suppose qu’un électron
du matériau étudié est soumis a une force électrique eE. Ensuite, les collisions potentielles
avec les atomes du réseau sont modélisées par la force de freinage —%V pour des électrons de
masse m, se propageant a la vitesse v. L’équation du mouvement des électrons prend alors

la forme suivante :

— +—=—EE (8.\/1)



En prenant les solutions homogénes (sans second membre) de I’équation (8.VI), la vitesse

des électrons en régime transitoire s’écrit :

—t

v(t) = voe~

La vitesse initiale des électrons notées v s’atténue en fonction du temps de maniére

%. T est le temps de relaxation exprimé

exponentielle avec un facteur de décroissance F, =
en secondes et donc F, est homogéne & une fréquence que 'on l'appelle la fréquence de
collision. En régime harmonique ’équation (8.VI) permet d’obtenir I’expression de la vitesse

en fonction du champ électrique appliqué :

e

v = jw—rFyE (9.VI)
La densité de courant électrique J = —Nev se déduit alors de (9.VI) :
Ne?
J= jmeF,,E

On en déduit I'expression de la conductivité :

2
1 wyeo , Neé?
Oe(w) = — S, avec W, =
Jw 1-— jTV Mmeé€o

(10.V1)

En injectant la conductivité définie (10.VI) dans la transformation initiale des équations

de Maxwell on obtient :

wzécdc
02(1 _jFuicdc)

V X [1,] 'V x E — [kge, — JE =0, dans (11.VI)

En multipliant chaque membre de léquation (11.VI) par le terme (kg — j %5ch) on obtient :

.Fy 1 2 .Fz/ wg(scdc
(/{0 — jgécdc)v X [ur] V xE — [k0€r(/€0 — j?écdc) — ko 2 ]E = O, dans (12VI)

Remarque V1.4. cdc est la zone comportant des pertes par conduction. Quand 6.4, est partout

nulle, on retrouve bien la formulation classique non dispersive .

On multiplie ensuite par une fonction test ¢ € H et on integre en utilisant les transfor-
mations indiquée dans la section I11.2.1 sans tenir compte des termes de bords sur 02 qui

sont nuls dans les problémes que nous traitons et on obtient :

VxE F, ., VXE F ke, kow? .
kO/ V x (P* _jg / V X P - 6cdc = / [/{236,« _]—06ch - 0_2p(5cdc] E‘P
Q Q Q

r r c c
(13.VI)
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Que 'on peut aussi écrire :

avec

F, .
U<E7<P) - / €TE‘90*7 V(E7 (P) - .]6 / 5rE"P 5cdc7
Q Q

w? V xE E, V x E
W(E,cp):O_Z;/QE.go*acchr/Qv X @t S(B ) :JC /QV X PN b

On peut alors calquer sur la méthode des éléments finis, les travaux effectués pour la
méthode des ondes planes [29, 30].
Apres avoir appliqué la méthode de Galerkin sur des fonctions de base W, p € [1,... DL]

on obtient le systéme matriciel suivant :

(k§ A — k3B — koC — D)x; = 0 avec (A),, = U(W,, W,), (B),, =V(W,, W,),

DL
(Clap = W(Wy,, W), (D)gp = S(Wp,, W) et E- Z ey Wy, X1 = [er, €2,...,epi]
p=1
(15.VI)

Ce systéme peut se mettre sous la forme d’un probléme aux valeurs propres de dimension

3x DL :

X1 0 IDL 0 IDL 0 0
OX =kPX, X=|x|,0=10 0 Ipr|,P=1|0 Ipy, O
X3 D C B 0 0 A

Remarque V1.5. Pour ajouter des conditions limites périodiques il suffit d’appliquer les trans-
formations de Floquets définies par la relation (26.111) aux matrices A,B,C,D définies (15.VI).

Remarque V1.6. Encore une fois la solution du probléme (15.VI) peut aussi se calculer avec

une méthode itérative brievement présentée dans la remarque VI.3.

On peut conclure que pour les milieux définis par (e,w,, F,,, it), on peut encore proposer

une résolution qui triple le nombre d’inconnues.

VI.2.1.4 Cas général

Les cas énoncés précédemment peuvent se généraliser lorsque que e défini en (1.VI) et o
défini en (2.VI) sont des fractions rationnelles en w. A partir de la formulation variationnelle
(5.VI) on obtient un systéme multilinéaire polynomial en ko de degré d. Par exemple dans
I'équation (14.VI) d = 3. Le degré du systéme dépend de l'expression de ¢ et de o, et le

nombre d’inconnues du systéme matriciel obtenu aprés avoir appliqué la méthode de Galerkin
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est exactement égal & dx D L. Dans ce cas, il est aussi toujours possible d’utiliser les méthodes
itératives présentées remarque VI1.3. Ce type de résolution est donc possible si la permittivité
peut étre exprimée a ’aide d’une fraction rationnelle en w. Dans le cas ou il n’existe pas
d’expression formelle de la permittivité, on peut par exemple envisager de faire correspondre

un ensemble de mesures expérimentales a une fraction rationnelle.
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VI.2.2 Introduction d’une source explicite dans une structure bi-périodique

VI.2.2.1 Introduction

On cherche & modéliser un probléme bi-périodique avec une source explicite. Cette méthode
n’a pas été développée pendant la thése, mais sa construction est trées similaire a celle que nous
avons décrite dans la section [11. Un avantage significatif de cette méthode est la possibilité de

traiter les cas dispersifs (cf remarque VI.7) sans changement d’écriture du systéme linéaire.

VI1.2.2.2 Probléme bi-périodique
Pour la description, nous avons choisi de nous placer dans un milieu bi-périodique dont la

cellule de base est illustrée Fig 1.VI.

o FEC

Ny
4

Fig 1.VI Cellule de base d’un réseau périodique de patchs métalliques excités par un mode guidé. La cellule
de base est contenue dans le domaine 2 de hauteur h.

Sur la Fig 1. VI, on impose sur la face supérieure I',. une condition de radiation et la solution
y est développée en série de Floquet pseudo périodique. La source vient d’'un mode guidé
introduit sur I'yy, le reste de la face inférieure est métallisé. Rappel : PEC= Perfect Electric
Conductor et PBC= Periodic Boundary Conditions. Les conditions de Floquet annulent les
termes surfaciques sur les interfaces PBC Fig 1.VI o sont imposées les conditions limites
Maitres-esclaves (cf remarque II1.11). Pour toute fonction test ¢ définie dans un espace
approprié noté H, on peut écrire la formulation variationnelle des équations de Maxwell dans

la cellule de base € de la fagon suivante (cf section I11.2 équation (6.111)) :

V xE
/VXQO* a —k'g/GTELP*—I—]k()ZO/ (VXH)QO*+j]€020/ (I/XH)QO*:O (16VI)
Q Q r r

T w
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Remarque VI.7. Les cas dispersifs peuvent se traiter facilement puisque pour chaque pulsa-
tion w de 'onde incidente, on peut faire dépendre la permittivité et la perméabilité relative
€r, pr de w dans I'équation (16.VI). On peut par exemple intégrer des termes de pertes par
conductions dans ’expression de la permittivité comme nous I’avons vu dans le section V1.2
équations (4.VI) et (10.VI).

On rappelle, comme introduit en (8.111), que :

DL
E~E=) ¢W, ¢, :/ E (17.V1)
p=1 Ar,
On note X € CPX = (ey,...,epr). Les fonctions tests étant choisies dans l'espace d’ap-

proximation Hj, le probléme variationnel (16.VI), peut s’écrire comme un systéme linéaire

en appliquant la méthode Galerkin, comme dans ’équation (22.111) :

R(S"+ 5"+ SVYR*X = E"*

Ou R est la matrice de transformation explicitée dans I'équation (26.111), elle est néces-
saire pour appliquer les conditions de Floquet. E"¢ = (E{"™ E™ ...), k € [1,...,DL] est
le champ incident sur I'yy représenté par un vecteur de dimension DL que nous explicitons
plus tard équation (22.VI). S® désigne les termes matriciels volumiques, S” les termes ma-
triciels surfaciques sur I', et SV les termes matriciels surfaciques sur I'yy. Pour deux arétes
(Ary, Ar;), on peut déja facilement expliciter les termes matriciels (S%), :

| V x W
(S :/QV xwk.%—kg/ﬂerwkwl

VI1.2.2.3 Détail des termes sources sur I'y,

Il est nécessaire d’avoir une représentation précise de la source sur I'y,. C’est pourquoi nous
choisissons d’introduire une excitation via un guide d’onde rectangulaire ou cylindrique. Dans
un tel guide les solutions modales se calculent facilement de fagon analytique|94]. Et donc, sur
'y, le champ électrique transversal E! s’écrit comme combinaison linéaire de ces solutions

modales[110] :
+o0o

Et = eﬂozgo + Z C’ie%‘zgi (18VI)

=0
Ot 'exposant ¢ dénote le champ tangent a I'y, et les g; sont les vecteurs de la base modale
orthonormale avec leurs constantes de propagation respectives ;. Par exemple, dans le cas

d’un guide d’onde rectangulaire on a [94] :

nm

o = BT+ (e =

Ou [ et L désignent la largeur et la longueur du rectangle de la coupe transversale du guide.

Le terme e "%g; est le mode dominant qui représente le champ incident et Cj le coefficient
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de réflection de ce champs. On remarque alors que

Ci = Et.gids — 501"
T'w
Ou dy; est le symbole de Kronecker. En injectant le champ transversal E! dans les équations

de Maxwell et en notant Y; les admittances modales, le champ H? peut s’écrire :

“+o00
H' = Yoe v x gy — Y CYie' v x g; (19.V1)

i=0
En évaluant H; sur I'yy (2 = 0) on en déduit que :

“+oo

H' x v|p, = 2Yog — ZY;gi/ E'.g (20.V1)

i=0 Tw

Or E; s’écrit aussi comme combinaison linéaire de fonction d’arétes de Nedelec (cf équation
(17.VI) ), on en déduit :

DL
Ci = Z/ Wp.gids — 507;
p=1"Tw

On peut alors expliciter les termes matriciels (S");, ot (k, 1) correspondent aux indices des
arétes (Arg, Ary) :

+oo
(") =jkoZo Y Yi | Wigi | Wigi (Ar, Ar) €T} (21.VI)
1=0

'y 'y

Et le terme source E™¢ s’écrit :

B = 2jkeYy | Wi.go, Ar, € Ty (22.V1)
T'w
VI1.2.2.4 Conditions de radiation
Chaque patch du réseau infini est supposé étre excité par un champ incident d’amplitude
unitaire dans le guide d’ondes a partir de z < 0. Les déphasages entre les sources issues
des guides d’ondes produisent un faisceau dirigé selon les angles 6, et ¢y en coordonnées

sphériques. Autrement dit le vecteur d’onde incident s’écrit :
kz‘ = (kz;v, kiy7 kzz) = (k’o sin 90 COS ¢0, k?[) sin ‘90 COS ¢07 ]{?0 COS 90)

Sur I', situé a la hauteur h le champ E € H, est pseudo périodique et s’écrit comme
somme infinie de modes de Floquet [42] dans les deux directions de périodicité. On peut
alors comme dans la section I1.1.5.1, exprimer le champ sur I', lorsque les directions de

périodicités ne sont pas confondues avec les directions des axes du repére cartésien comme
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sur la figure Fig 1.VI :

Bouh Z Z ((Gonm—Fi)a+ (G —ki)w)) (23.V1)

n=—0o0 m=—0oo

Avec :
( DL 1 ( )
E,..(h) = z:;epm /rr W, (z,y,h)e dxdy
DL
= Z e, B2 (h) (24.VI)
-1
P (h) = W A J'((—Gxnm+km)z+(—G.«/nm+kz‘y)y))d d
\ avec EP (h) oy /FT p(,y, he xdy

Avec les conventions définies sur la figure Fig 1.VI et comme dans le cas traité section [1.1.5.1
G _ (27r.m 2m.n 2m.m cot(v) O)
nm

dr 7 dy dx
Par analogie avec 'argument développé pour la méthode RCWA (cf section I11.3.3 re-
marque 11.6), comme T, est contenu dans un domaine situé dans lair (e, = €y et p,. = o),

E|p. vérifie équation de Helmoltz :

;

f Z ((Garnm —Fia)z+ (G —Hi)9)) )+

n=—00 M=—00

(25.VI)

k:2 f Z G,Cnm_km)w(cynm kzy)y))) =0

n=—000 m=—0oo

Ou kg = wQEO/Lg. Comme l'opérateur A est linéaire, on en déduit que chaque coefficient
E,m(2) de la série de (25.VI) vérifie une équation de Helmoltz dont les solutions s’écrivent
soit comme un terme incident ou "entrant" noté Einm(z), soit comme un terme réfléchi ou
"sortant" noté E,, (2) :
etitnmz

B, (2) = B

tnm

e_j')/nm»z7 ETnm (Z) — E

Tnm

(26.VI)

avec rYnm \/k2 a:nm klx)Q - (Gyn'm - kly)Q

Or on ne considére que les ondes qui arrivent sur la paroi I', sont des ondes "sortantes"
se propageant selon ’axe Oz car chaque patch du réseau infini est supposé étre excité par
un champ unitaire incident dans un guide d’ondes situé sous I'yy (z<0). Le cas des ondes
entrantes se traite de facon similaire et le champ E s’écrit comme une combinaison linéaire
du champ entrant et sortant si la source est située au dessus de I',. On en déduit que :

Bom(2) = B, etmm? (27.V1)

Tnm
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Le champ E peut alors s’écrire d’une autre facon encore sur I,

E(z,y.2)|r, = Z Z £, ¢ (Gonm =)o Gunm by 10m2) (28.V1)

n=—oo0 m=—0o0

En remarquant que E,,,(h) se décompose selon les vecteurs E? (h), p € [1,... DL] dans
I'équation (24.VI) et en utilisant la relation (27.VI), on peut écrire :

DL
B, =B, (he = E, Z e,BP avec B? =EP (h)e lmmh (29.VI)
p=1
En posant Qu, = (Ga,.,. — Kiz, Gy, — Kiy, Yam) €t en utilisant les équations de Maxwell

reliant les champs E et H (1.11I), on peut, a partir de ’expression de 'expression de E sur

[, (28.VI), exprimer le champ approché v x H sur I, qui est contenu dans l'air :

( 400

v x H(z,y, 2)|r, = Z Z v X (Qun X B, )e?¥mnT =

n=—00 Mm=——0o0

(30.VI)

“+00
> Z ~Yom B, €T

\ n=—000 Mm=—0o0

Remarque VI.8. Les coordonnées selon z des fonctions de base W, (h) peuvent étre choisies
nulles parce que les inconnues sont définies par la circulation du champ le long des arétes de
T, qui est perpendiculaire & axe Oz (cf remarque 111.7). On en déduit que (Epp(h)). = 0
et I/.Ernm =0.

On peut alors expliciter les termes matriciels (S")g en utilisant les équations (16.VI),
(29.VI), (30.VI) et en choisissant (k,[) correspondant aux indices des arétes (Ary, Ar;) :

+o00
:_j Z Z TYnm Tnm/ Einmeij”'r:

- (31.VI)
—J Z Z ’Ynm (h)*ej((Gznm*kiw)WF(Gynm*kiy)y)

n=—00 m=——0o0

Ou EL (h)* est le conjugué de B! (k) défini équation (24.VI).
L’article [42] présente une méthode de calcul similaire des termes sur I'; et 'y Lexistence
et 'unicité des solutions pour cette catégorie de probléme sont expliquées dans la thése de

Pedro Ferreira|77|, pour des cas plus simples en dimension 2.

VI1I.2.3 Conclusion

Nous venons de décrire la possibilité d’introduire des modéles dispersifs dans la méthode

des éléments finis, via une augmentation du nombre d’inconnues pour la résolution modes
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propres dans la section VI.2 et 'introduction d’une source explicite dans un milieu ouvert bi-
périodique section VI.2.2. L’introduction d’une source explicite permet de traiter les milieux
dispersifs sans modification de la formulation variationnelle ce qui la rend plus efficace que la
résolution de modes propres qui nécessite I’augmentation du nombre d’inconnues. Cependant,
contrairement a cette résolution, I'introduction d’une source explicite ne permet pas de traiter
les milieux périodiques dans trois directions non colinéaires de 1’espace pour des raisons

évidentes d’accessibilité des sources. Nous allons maintenant énoncer quelques perspectives.

VI.3 Perspectives

— Comme nous venons de I’énoncer, il est envisageable de traiter des structures dispersives
en modifiant le probléme variationnel (cf section VI.2) ol en introduisant une source
explicite (section VI.2.2).

— On peut optimiser le code d’une part par la montée en ordre (cf remarque I11.4) et
d’autre part par un choix des paramétres permettant de minimiser ’espace mémoire
utilisé par l'algorithme IRAM (section IV.2.5).

— On peut envisager de coder I’élimination automatique des modes propres parasites pour
les structures périodiques (cf remarque IV.13) une fois la montée en ordre effectuée.

— On peut envisager d’essayer d’adapter les outils développés aux métamatériaux phono-
niques et a certains problémes de sismologie [9] dont la modélisation peut conduire a
des problémes de modes propres.

— Les algorithmes de factorisation des matrices creuses peuvent étre optimisés afin de
gagner en temps de calcul (cf remarque IV.16).

— Nous avons montré comment I’outil diagramme de bandes a ’aide d’une nouvelle quan-
tité(1.V), peut étre utilisé pour caractériser les modes de surface. Une perspective est

maintenant considérée pour valider notre approche par une étude expérimentale.

158



Pour aider a clarifier certains passages nous avons regroupé des résultats classiques et une

explication détaillée de certains calculs en annexe.
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A.1 Conditions d’interface entre deux milieux

Soit R3 =0, UQ, et 3 = 99, = 9y

() :{ e1(x) dans { () dans 4
eo(x)  dans Qy

(2o

Fig 1.A v normale sortante (respectivement entrante) & d€s (respectivement 9€2;) .

Soit (E, B) solutions des équations de Maxwell dans R; x R3. On suppose que les champs
solutions dans chaque région (E,, H,) € C}(R; x Q;)? p=1,2.
Soit I’équation de Maxwell Faraday :

B
VXE+88_25:0’ dans R; x R? (1L.A)

Soit ¢ une fonction & support compact dans R, x R3 et a valeur dans R®. Aprés multiplication

scalaire par ¢ et intégration de I’équation (1.A), on obtient :

OB
0= — V X E.
/R/R gtV RS

D’une part V.(E x ¢) = (V x E).¢p — (V x ¢).E. D’autre part d’aprés la formule de

Green-Ostrogradski, on a :

V.E1 = —/ El.l/ et VE2 = / EQ.V
2 o Q2 0

On obtient donc en séparant les domaines et en intégrant par partie :

0B 0B
Rt J t Ri J Q2 ot Re J X

Comme les équations de Maxwell sont vérifiées respectivement dans les milieux €2y et €2, par

les champs (Eq, B;) et (Eg, Bs) on en déduit que les deux premiers termes sont nuls et que
El XV = E2 X V. (2A)
Soit maintenant le théoréeme de Gauss et ’équation de conservation du champ magnétique :

V.(E)=p, V. (uH)=0
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Soit ¢ une fonction test définie sur R, x R?® & valeur dans R. Un raisonnement analogue a ce

O—//cpp V.(eE)p
R, JRS

Ceci donne en intégrant par parties (¢ a support compacte dans ) :

0://g0p+eE.Vgo
R, JR3

Puis en séparant les domaines on a :

_/ / Spp:/ / 61E1.V§0+/ / 62E2-v90
R JQ1UQ9 Ry JOq Rt J Q2

En appliquant la formule de Green-Ostrogradski et le théoréme de Gauss dans chaque do-

qui précede nous conduit a :

maine respectif, on obtient alors :
/ / (p(ElEl.V — EQEQ.V) =0
R; J¥

61E1.V = €2E2.V

Soit

De méme la conservation du flux magnétique nous donne :

piH v = poHy v

Récapitulatif des relations établies|38] :

€1E1.I/ = EQEQ.V (3A)
,ulHl.V = [,LQHQ.I/
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A.2 Comportement face & une excitation électrique ou magnétique
A.2.1 Permittivité et polarisation d’un diélectrique

Un matériau est qualifié de diélectrique s’il ne contient pas de charges électriques pouvant
se déplacer de fagon macroscopique. Autrement dit, ¢’est un milieu dans lequel ne se propage
pas de courant électrique. Parmi ces milieux on compte : le verre, le vide et de nombreux
plastiques. Bien qu’ils soient non conducteurs, les diélectriques peuvent interagir avec un
champ électrique. En effet on peut considérer que les atomes du matériau présente des dipodles
électrostatiques susceptibles de s’aligner selon les lignes de champs électriques. La densité
de présence de ces dipoles s’appelle la polarisation. Les causes de la présence d’effets de

polarisation peuvent étre diverses :
* Le déplacement et la déformation des nuages électroniques des atomes.
* Les déplacements d’atomes ou bien d’ions au sein du matériau.

La grandeur la plus utilisée pour caractériser un diélectrique est la permittivité relative
notée ¢€,. On peut la définir comme étant le rapport entre la capacité C, de deux électrodes

plongées dans le diélectrique et la capacité C, des mémes électrodes dans le vide :

C
_ 4.A
er C, (4.A)

¢, est donc un nombre réel sans dimension contrairement & la permittivité absolue € qui
est le produit de la constante diélectrique du vide €y par la permittivité relative :
€ = €06y

avec

€ = 8,854187.1072 F.m™!

On a mesuré que la permittivité relative des gaz est trés légérement supérieure 1 (1,00053
pour I'air) tandis que certains diélectriques pour condensateurs peuvent avoir une permittivité
relative supérieure & 1000. En général les diélectriques ont une permittivité relative n’excédant

pas la dizaine.

A.2.2 Causalité de la polarisation

Dans une modélisation réaliste, le temps intervient dans les mécanismes de polarisation.
En effet un matériau ne peut pas réagir instantanément sous 'effet d’un champ électrique.

Si on note P(¢) la polarisation d’'un matériau a 'instant ¢ on a :

P(t) =€ /t Xt —tE({)dt'. (5.A)

—00
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Autrement dit, la polarisation & l'instant t est le produit de convolution entre le champ
électrique aux instants passés et la susceptibilité électrique dépendante du temps x(At). Le
principe de causalité nous dit que la polarisation ne peut que dépendre du champ électrique
passé. Une conséquence du principe de causalité est que la limite supérieure de cette intégrale
peut étre étendue a l'infini & moins que x(At) = 0 si At < 0. Pour une réponse instantanée

on écrit la susceptibilité électrique avec la fonction de Dirac :
V(AT = y % 6(A)

D’autre part la transformée de Fourier d’un produit de convolution est le produit des
transformées de Fourier des fonctions respectives. On peut donc exprimer la polarisation en

fonction de la pulsation :

P(w) = eox(w)E(w). (6.A)

La courbe de la susceptibilité en fonction de la pulsation caractérise les propriétés de
dispersion du matériau. De plus, le fait que la polarisation ne puisse que dépendre du champ
électrique & moment antérieur (i.e y(At) = 0 si At < 0), impose les contraintes de Kramers-

Kronig sur la susceptibilité x(0) [111].

A.2.3 Permittivité électrique et champ d’induction

Le champ d’induction électrique noté D représente 'influence du champ électrique E sur
I’organisation des charges électriques d’un matériau. Soit P la polarisation et x la suscepti-

bilité électrique. Le champ d’induction électrique est par définition :
D = ¢E + P = ¢gE + x6oE = ¢E (7.A)

L’effet d’induction vient donc de la polarisation du vide et du matériau étudié. Ainsi, pour
une pulsation donnée, d’aprés 1’équation (6.A), la susceptibilité électrique est reliée a la

permittivité électrique d’un matériaux par la relation :
e(w) = (1 +x(w))eo = e-(w)eo

* Si le matériau est anisotrope, la permittivité est une matrice (¢). Dans ce cas, le champ

de vecteur D n’est pas colinéaire E.
*Si le matériau est in-homogeéne, la valeur de (€) n’est pas constante dans le matériau.

* Si le matériau est non linéaire, la relation D = e.E n’est plus valable. Cependant,

d’aprés I’équation (5.A) on peut écrire la relation (7.A) sous une forme plus générale :

t

D(r,t) = ¢ [E(r, ) +/ x(t —t)E(r, ') dt'].

—00
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A.2.4 Permittivité complexe

Dans une modélisation réaliste en régime harmonique, la permittivité est complexe. En
effet, la partie imaginaire permet de modéliser un phénomeéne d’absorption ou d’émission du
champ électromagnétique. Par opposition a la réponse du vide, la réponse d’'un matériau
normal & un champ électrique extérieur dépend généralement de la fréquence de ce champ.
Cette dépendance en fréquence refléte le fait que la polarisation d’un matériau ne répond pas
de manieére instantanée a un champ appliqué. La réponse peut arriver aprés que le champ a
été appliqué ce qui peut étre représenté par un déphasage. Pour cette raison la permittivité

contient une partie imaginaire non nulle.
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La contribution de la partie réelle de la permittivité est liée a I’énergie stockée dans le

matériau.

Atomic Electronic

| |
3 6 1(? 12 15
MW IR v uv

Fig 2.A Réponse du diélectrique en fonction de la fréquence w/27[112].

Fig 2.A € et " représentent respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de la

permittivité, en fonction de la fréquence. Plusieurs phénomeénes sont représentés Fig 2.A :
Réponse ionique et dipolaire pour les fréquences basses.
Réponse atomique et électronique pour les fréquences plus fortes.

e” représente ce qu’on appelle les pertes diélectriques. Ces pertes sont souvent trés faibles. La
partie imaginaire est donc trés petite devant la partie réelle. On parle alors parfois d’angle

de perte, exprimé en pourcentage et défini par :

7
Oc A tanod, = —
€

Cette appellation s’explique par le fait que cet angle . est I'angle formé par les vecteurs
champ électrique et déplacement électrique dans le plan complexe. Les parties réelles et
imaginaires de la permittivité ne sont pas complétement indépendantes. Elles sont reliées par

les relations de Kramers-Kronig [111].

A.2.5 Relaxation de Debye

La relaxation de Debye [57| est une réponse de la relaxation d’un ensemble de dipoles
idéaux qui n’interagissent pas entre eux, a un champ électrique alternatif extérieur. Elle
s’exprime comme une fonction de la fréquence w du champ extérieur a travers la permittivité

complexe £(w) d’'un matériau :

Ae

R e
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http://www.websters-online-dictionary.org/definitions/permittivity?cx=partner-pub-0939450753529744%3Av0qd01-tdlq&cof=FORID%3A9&ie=UTF-8&q=permittivity&sa=Search#906

Ol £, est la permittivité limite & quand la fréquence tend vers U'infinie, Ae = £, — e, ol
g5 est la permittivité statique a basse fréquence et 7 est la constante de temps caractéristique
de relaxation du diélectrique (délai entre le champ extérieur et 1'établissement d’'un état

d’équilibre dans le milieu).
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A.3 Eléments finis d’arétes de Nedelec
A.3.1 Définition locale et propriétés

Nous allons présenter les fonctions de base qui vont approcher le champ solution dans un
tétraédre :

ay

19

Fig 3.A Tétraedre.

Le tétraédre illustré Fig 3.A est constitué des quatre sommets a;, as, az, as. On définit
alors les fonctions de base W,; 4,5 € [1...4], i # j, i < j de Nedelec d’ordre 0 par|70] :

Ou \; représente la coordonnée barycentrique du point a; par rapport aux points a; =

(a1, a95,a3;) j € [1...4], i # 5 [69] (page 82). On peut exprimer les coordonnées barycen-
triques a ’aide du déterminant par exemple :

ail a2 a3 T
1 (21 Q22 Q23 Y

M,y 2) = ———
(7:9,2) 6vol(K) asy asp agz 2
1 1 1 1
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Plus précisément on a :

)\4(X) = A4J} -+ B4y + C4Z -+ D4 == V)\4X + )\4(0) (P)

Avec :
1 Q21 dAg22 (23 1 @11 Q12 Q13
Ay = By= ——
4 6vol(K) a31 Aaz2 a33]; 4 6vol(K) a31 aszz 33
1 1 1 1 1 1
1 a11 Qa2 Q13 1 11 a2 13
Cy = 6vol(K) an Qs G|, Di= )\4(()) = 6v0l(K) Q21 Q22 @23

1 1 1 as1 Q32 Gs33

Remarque A.1. Soit [;; la longueur du segment [a;,a;] i,7 € [1...4], ¢ # j, i < j. On peut
normaliser les fonctions de base en multipliant W;; par [;;. Cette transformation est utilisée
pour changer 'unité du champ solution E qui sera alors homogéne a des volts au lieu d’étre

homogeéne a des volts par meétres.

En posant X = (z,y, 2) et :
Ni(X) = Az + Biy + Ciz + D; = V. X + \i(0),

on a :

(CjA; — CiAj)x + (C;B; — CiBy)y + (C;D; — CiD;).

On en déduit que W;; peut s’écrire sous la forme : N;; x X + B. Ou :

En appliquant les formules :
V. (uxv)=—-u(Vxv)+u(Vxv)

Vx(uxv)=u(Vwv)—(u-V)v—-v.(V.u)+ (v.V)u,

on obtient les propriétés suivantes :

D’apres [113] 'espace H}, engendré par les W, p € [1... DL] est dense dans H (curl, ()
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quand la longueur des arétes tend vers 0. Rappel :

H(curl,Q) = {u € L*(Q)°, Vxu € L*(Q)*}.
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A.4 Calcul des matrices élémentaires

Nous allons maintenant calculer de facon explicite les matrices élémentaires construites
avec les fonctions de bases de Nedelec et les coordonnées barycentriques. Les fonctions de
bases sont calculées localement dans le tétraédre. Ces résultats utilisent les formules classiques
d’intégration de Gauss [114].

A.4.1 Intégration dans le tétraédre
On se place dans un tétraédre K. Dans un premier temps, on cherche les valeurs (a, aq, ag, ay)
tel que la formule :

/ P(z,y, z)dxdydz = oy P(ay) + as P(ay) + azP(ag) + oy P(ay)
K

soit exacte pour les fonctions P, =1, Po=x, P3 =y, P, = z.
En remplacant P par les P, i € [1,2,3,4] on obtient un systéme linéaire 4 x 4 qui a pour

solutions :

vol(K)
YRR

On en déduit alors les termes volumiques de la matrice A (u, = 1) définie équation (7.111) :

1 = Q09 = g = Oy =

/ (V X W”)(V X Wkl) = 4UOZ(K)N,]NM
K

Ensuite, pour calculer le terme volumique de la matrice M (e, = 1) définie équation (7.111) :

IRATE
K

V)\j.V)\l/ ANk — V)\j.V)\k/ AN — V)\i.V)\l/ AjAE + V)\i.V)\k/ AN
K K K K
Il faut intégrer des polynomes de degré 2 en utilisant la formule :

n1!n2!n3!n4!
(n1+ng +ng+ng +3)1

/ A2 AN = Guol(K)
K

En particulier on a :

_ wol(K) . s vol(K)
/K)W\k_ 50 (1 # k) et /K/\i— TH

Idée de la preuve
Il faut ajouter les points milieux des arétes pour que la formule d’intégration de Gauss soit

exacte pour les polindémes de degrés 2 de trois variables. Autrement dit on doit vérifier :

/ P(l‘, Y, z)dxdydz = qu(al) + OCQP(E_ll) + Olgp(ag) + OZ4P(52> + a5P(a3) + Oéﬁp(ﬁg)
K
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+OZ7P(&4) + O[gP(2_l4> + Ojgp(d5) —+ Oélop(dg)

Ou ay, ay, a3, ay, as, ag sont les milieux respectifs des segments :
[317 32], [32, 33], [33, 31], [al, 34], [327 34], [33, 34]
On calcul alors les valeurs «;, i € [1...10] en remplagant P par :
XY, Z, X?Y? 2 XY, YZ,XZ
On obtient alors un systémpe 10 x 10 dont les solutions sont :

—Vol(K) Vol(K)

Qg = Oy = g = Qg = (xg = (V19 =
20 ’ 5

1] = 03 = 0y = 0y =

Testons par exemple ce résultat avec la fonction A?. Comme les coordonnées barycentriques

sont des applications affines on obtient :

M@ = A{(83) = A{(a4) = 5, A(B2) = A{(as) = M(@s) = 0, A{(a;) = dus

/ , Vol(K)
Al — .
. 10

Donc finalement on obtient si i # k et j # 1 :

Donc :

vol( )

/ W, Wy = (V2. VA — VA,V — VALV, + VALV,

Sit=ketj=1:

vol vol(K)
/ Wi Wiy = / Wi |* = ( )(HW 12+ IVA?) = 2V ;. VA — — 50
Sii=ketj#1:
(K UK
/ W, Wy = vol( )(—VAj.V/\i — VALV +[[VA?) + ”O(O )w V.
K
Siitketj=1:
vol(K) 5 vol( )
KWZ-]-.WM = (= VNV = VAV + [V P) + ——=V AV
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A.5 Enoncé locale de la loi ’0Ohm

Rappelons d’abord ce qu’est la mobilité des porteurs de charge. Soit une charge ¢ soumise

a un champ électrique E. La relation fondamentale de la dynamique nous permet d’affirmer

que :
dv
2 —uE
a1
d’ou
qE

v=—1>+4+vg
m

Par conséquent la vitesse diverge et donc le vecteur densité de courant aussi car j = gn < v >
et donc l'intensité diverge, ce qui est impossible. De plus, les interactions avec le milieu
contraignent la norme de la vitesse a tendre vers une valeur limite finie. Aussi, v est colinéaire

a E (en I'absence d’induction magnétique B), et donc on a :

v=v9E

v est est appelée la mobilité de la charge ¢, elle dépend du matériau, du porteur de charge,

de la température, de ||E||... En posant o, = gny on en déduit que :

J=gnv=qgnyE=J=0.E
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A.6 Algorithmes de calcul des valeurs propres

A.6.1 Introduction

Nous énongons dans cette annexe les algorithmes classiques de calcul des valeurs propres
pour permettre une meilleure compréhension de ’algorithme d’Arnoldi décrit dans la section
IvV.2.

A.6.2 Meéthode de la puissance itérée

La méthode de la puissance itérée [81] est une méthode itérative de calcul de la valeur
propre de module maximal d’une matrice et du vecteur propre associé. Soit A une matrice
complexe (n,n). On suppose d’abord que A est diagonalisable, on note \;, (i =1,...,n) ses
valeurs propres et u;, (i = 1,...,n) ses vecteurs propres associés. Les valeurs propres seront
supposées ordonnées :

|A1] > |A2] > ... Al

Soit v un vecteur quelconque de C". v se décompose dans la base des vecteurs propres sous

la forme :

n
Vo = E a;uy, o; € R
=1

Soit
n
W = AkVO = E oz,-)\fu,-
=1

Ce qui peut s’écrire :

Wi = Aoy + ) ai(/\—)kui) (10.A)
=2 1
Comme i—l < 1 par hypothese, le vecteur wy, converge, lorsque k£ — oo, vers un vecteur de

méme direction que uy, donc vers un vecteur propre associé a la valeur propre de module
maximal. A chaque étape du calcul, on normalise les vecteurs wy par leur norme infinie. On

a alors le processus itératif de la méthode de la puissance itérée :

vg € C" donné

W1 = AVk, (1].A)
_ W41
Vi1 = Wil

On obtient a la limite en utilisant (10.A) :

[Wi[loo = [Mi] quand & — oo
vy — uj; quand k£ — oo
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On peut le voir en remarquant que pour k suffisamment grand :

[AWE[loo AT o[

\'% = -
[Wh1]]oo Wille — Moan|[uoc

Remarque A.2. Le cas général quand A est trigonalisable se démontre en écrivant vy dans la
base formée des vecteurs des sous espaces caractéristiques de A associés aux valeurs propres

respectives ); avec un ordre de multiplicité égale a u; :

n Hi
VOZE E i, oy € C

i=1 k=1
Soit A\; la plus grande valeur propre de A. Comme les sous espaces caractéristiques sont
stables par A et en utilisant la réduction de Jordan de A on peut voir que, en factorisant par
AT, A™vq prendra la direction d'un vecteur U qui est une combinaison linéaire des vecteurs du
sous espace caractéristique associé & A\;. On aura pour k suffisamment grand, en appliquant

I’algorithme ci-dessus :

[ Wit1lloo = lAws [l = AI{HH e
oo T
HWkHoo

~ )\1
AUl

Et comme AU & méme direction que U (puisque U est une direction limite), on en déduit

que ﬁ est un vecteur propre de A.

Remarque A.3. Si A est hermitienne, on peut continuer & chercher la deuxiéme plus grande

valeur propre en calculant la plus grande valeur propre de la matrice A; définie par :
Al=A—ou; @Vv*

Avec v choisit tel que vuj = 1. En effet, on vérifie que les valeurs propres de A; sont :
(M =0, A)

Ot les \; i € [1...n] sont les valeurs propres de A. Une méthode classique consiste a choisir
o = A\ et v = uy pour calculer la deuxiéme plus grande valeur propre A, et son vecteur propre
u, et ainsi de suite pour les vecteurs suivants ce qui permet de calculer les couples (valeurs-
propres, vecteurs propres) dans 'ordre décroissant. Plus précisément on calcul successivement
les matrices de déflation :

Aj+1 = Aj — o;W; (29 u;

Ce procéder s’appelle la déflation de Wiedlandt [115].

A.6.3 Puissance itérée inverse

Si on utilise ce méme algorithme pour chercher les valeurs propres de la matrice (A—aI)™!

au lieu de la matrice A ou o est appelé shift. Alors, I'algorithme de la puissance itéré va
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converger vers valeur propre la plus proche de ¢ au lieu de converger vers la valeur propre
de module maximale.

Tout d’abord remarquons que si A est diagonalisable alors A et (A — oI)™! ont les mémes
vecteurs propres. En effet si A est diagonalisable et P est la matrice formée des vecteurs

propres de A alors :

A=PDP'=A-0l=P(D—-c)P'=(A-0ol)'=PD—ol)'P,

et les valeurs propres de (A —oI)~" sont (A\; —o) ™" ot (A});eq... sont les valeurs propres
de A. Ainsi Palgorithme de la puissance itéré appliqué a (A — oI)~! converge vers la plus
grande valeur propre de (A — o)~ donc le nombre o tel que |[\; — o| soit le plus petit

possible. L’algorithme de la puissance itérée inverse s’écrit :

vg € R donné

A chaque itération on cherche wy ;1 tel que (A — ol)Wg 1 = Vg,

Wk41

A% = 5
k+1 [1Wrt1lloo

A.6.4 Calcul des valeurs propres par ’algorithme QR

L’algorithme QR de recherche de valeurs propres se construit a partir de la décomposition
QR|72] qui utilise le procédé de Gramm-Smidt. Soit A une matrice carrée de dimension n a
coefficients dans C. Soit la décomposition QR de A = Ag = Qo Ry. On construit une suite de

matrice (Ag)r>o de la fagon suivante[82] :

(

Ay = Qo Ry

Ay = RyQo = Q1 Ry
; (12.A)
A = QR

Apy1 = RiQr = Qri1 Ria

\

Proprieté A.1. Toutes les matrices Ay définies équation (12.A) sont orthogonalement sem-
blables & Ao. De plus, on a Ak+1 = (QZ ce QS)A(QD ce Qk) et Ak = (Ql N Qk)(Rk N Rl)

Par conséquent les matrices Ay construites par l'algorithme (12.A) ont toutes les mémes

valeurs propres.

Démonstration. Ay est semblable & elle méme et :

A = RyQo = QyQoRoQo = QpAcQo

On suppose la propriété vrai au rang k. D’aprés (12.A) on a :

App1 = RiQr = Q1Qr RrQr = Q1 ArQk.
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Et on a démontré les deux premiéres assertions.

On suppose ensuite que A* = (Qg...Qk)(Ry ... Ry). On a la propriété suivante :

QkAk-H = QkRka = Aka

On en déduit :

(QO e Qk+1)(Rk+l e RO) - (QO e Qk-)AkJrl(Rk e Ro) - A(Qo e Qk)(Rk’ e Ro) = Ak+1

Comme

les matrices A, on toutes les mémes valeurs propres que A; donc si A converge vers une
matrice diagonale, les éléments diagonaux sont les valeurs propres de A. Soit X € C" un

vecteur propre de Ay associé a la valeur propre A € C. On a les relations suivantes :
Donc si X est un vecteur propre de A alors Q;X est un vecteur propre de Ay ;.
|

Proprieté A.2. Les matrices de Ay définies équation (12.A) s’écrivent A; = QZAQ;C, ou les

matrices (), sont construites par ’algorithme :

Qo =1
Yit1 = AQy (13.A)
Yir1 = Q1 Bita

Autrement dit Qk+1Rk+1 est la décomposition QR de la matrice AQ,

Démonstration. Par récurrence.

A= QSAQO = A= A.

On suppose que A, = Q’,;AQk D’aprés (13.A) AQr = Qi1Rps1, done Q};AQk =
QZQkHRkH et le produit d’une matrice orthogonale ) = QZQHl et d’'une matrice tri-
angulaire supérieur R = Ry 1 = QZ HAQk. Comme la décomposition QR est unique (Hormis
le fait que 'on peut multiplier chaque colonne de Q et chaque ligne de R par -1) alors on a
d’apres (12.A) :

Api1 = R Qi Qi1 = QZ+1AQkQZQk+1 = QZHAQICH
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Proprieté A.3. Si A = Ag est symétrique alors la matrice Ay définie par I'algorithme (12.A)
est symétrique Vk.

Démonstration. D’aprés la proposition A.2 il existe Q) orthogonale tel que A, = Q*,;AQ;C

donc
V(X,Y) € (C" x C"), X"A,Y = (QuX)"A(QY) = (QkY)"A(QxX) = Y4, X

Proprieté A.4. Si A est (toujours dans C), quand k — oo alors la suite Ay
construite par 'algorithme 12.A tend vers une matrice triangulaire supérieur qui a ses élé-
ments diagonaux égaux aux valeurs propres de A. De plus, les valeurs propres de la matrice
triangulaire supérieur sont dans 'ordre décroissant le long de la diagonale. Si A est réelle
et non trigonalisable, alors A, tends vers une matrice de méme forme que la matrice de la

décomposition de Schur|72] dans R.

Démonstration. (euristique) Soit @ la matrice construite par 'algorithme (13.A) alors A, =
QrAQy-

Si on écrit Q) = [Qlk, ng] avec Q1x ayant p colonnes (p <n) alors on a :

Qi AQu, Q1 AQq

Ay = Q*AQk: = |~ ~ ~ ~
’ Q5. AQ1, Q5 AQy,

Pour plus de visibilité on rappelle algorithme (13.A) :

Qo=1
Y1 = AQy
Vi1 = Qre1 R

On voit alors que les espaces engendrés par les vecteurs des matrices Q). vérifient :
vect(Qpir) = vect(Yig1) = vect(AQy) = vect(AFQy)

Et donc si Qix converge vers un sous-espace de C™ alors AQ1 converge vers le méme sous
espace et @’Q‘kAQlk converge vers Q’Q‘k@m = 0.

Si A est trigonalisable on montre que ceci est vrai pour tout p < n et donc tous les éléments
sous-diagonaux tendent vers 0. Et comme on a vu que toutes les matrices Ay ont les mémes
valeurs propres (proposition A.1) alors on en déduit que la limite de Ay quand k — oo
a les valeurs propres de A sur sa diagonale. L’ordre décroissant s’explique par la méthode
la puissance itérée (cf annexe A.6.2) qui indique que les premiers vecteurs de Q! sont
orthogonaux entre eux et prennent la direction des vecteurs de A¥Qy qui sont les premiers

vecteurs propres de A (associé aux plus grandes valeurs propres). En particulier limy_, Q1r
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contient un vecteur propre de A. Dans le cas ou la matrice est symétrique ou hermitienne,
une transformation orthogonale conserve la symétrie dans R et 'hermiticité dans C (Car
(QAQ*)* = QAQ*) donc si les coefficients sous diagonaux tendent vers 0 alors les coefficients

sur diagonaux aussi. [ ]

A.7 Arbre couvrant de poids minimal (Minimum spanning tree)
A.7.1 Introduction

Nous allons présenter des exemples d’algorithme permettant de choisir les arétes néces-

saires pour la construction du gradient discret G défini précédemment (cf section IV.5.2.1).

A.7.2 Deéfinitions

Soit Gr un graphe connexe et non orienté, un arbre couvrant de Gr est un sous-ensemble

d’arétes constituant un arbre qui connecte tous les sommets de Gr ensemble.

Chaque aréte est ensuite pondérée d’un poids qui est une grandeur réelle positive. On
peut par exemple, identifi¢ le poids d’une aréte a sa longueur. Ensuite, la somme des poids
des arétes d’un arbre couvrant représente le poids de cet arbre. Un arbre couvrant de poids
minimal est un arbre couvrant possédant un poids inférieur ou égal a celui de tous les autres

arbres couvrants du graphe.

Fig 4.A L’arbre couvrant de poids minimal d’un graphe planaire [116].

Plus précisément si on appelle S I'ensemble des sommets d'un graphe Gr, A 'ensemble
des arétes et w I’ensemble des poids des arétes et si Gr = (5, A, w) est connexe alors un arbre
couvrant pour Gr est un sous-ensemble T' de A tel que :

e (S,T) est un graphe connexe et acyclique,

e tout sommet u € S apparait dans une aréte de T';

Et puisque T est connexe acyclique
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I’ajout d’une nouvelle aréte dans T' crée un cycle,

le retrait d’une aréte de T' le rend non connexe,
e c’est un arbre et donc entre tout couple de sommets il existe un chemin unique.

Un Arbre Couvrant de Poids Minimal (ACPM) de Gr est un arbre couvrant de poids wg =
> (uwyer W(u, v) minimal. Pour construire le gradient discret G (cf section IV.5.2.1) on doit
trouver un ’arbre couvrant de poids minimal au graphe du maillage en éléminant les éléments
des faces PEC, PMC et esclaves. Les poids des arétes peuvent étre égaux a la différence des
indices des 2 nceuds qui la constituent mais ce n’est pas la seul possibilité. Pour que les
dimensions correspondent, on doit choisir le premier noeud de 'arbre dans les éléments des
faces PEC, PMC ou esclaves. Ce premier noeuds correspond au potentiel nul : c¢’est le noeud

de référence. Voici les algorithmes classiques permettant de construire un ACPM.

A.7.3 Algorithme générique

Soit Gr = (S, A, w) un graphe pondéré. On veut construire un ACPM T.
. T =0,

. tant que T nest pas un arbre couvrant pour Gr faire

. T=TU{(u,v)}

1
2
3. Choisir une aréte (u, v) telle qu'il existe un ACPM qui inclus 7'U {(u,v)}
4
5. retourner en 2.

A.7.4 Algorithme de Prim

On désigne par A; les arétes du graphe Gr.
1. Choisir une aréte A; de poids minimal et ajouter I'aréte a 'arbre T
2. Etape n :tant que |T| # |S| — 1,

Choisir un sommet u,, qui ne crée pas de cycle (i.e u, ¢ T)

tel qu’il soit un voisin de tous les sommets déja ajoutés a l'arbre,

et tel qu’il crée une aréte de poids minimale.

3. Ajouter le sommet u, et 'aréte A, correspondante & I'arbre T" et retourner en 2.

A.7.5 Algorithme de Kruskal

On désigne par V(u,,) tous les voisins de u,, qui sont dans I’arbre T, autrement dit ce sont
tous les points des sous-arbres qui contiennent u,,.
1. Choisir une aréte A; de poids minimal puis 'ajouter a I'arbre T
2. Etape n :tant que |T| # |S| — 1,
Choisir une aréte A,, = {(un,v,)} de poids minimal qui n’est pas dans 'arbre et qui ne

créer pas de cycle i.e :

V(u,) NV(v,) =0
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3. Ajouter les sommets {(u,,v,)} et aréte A,, a l'arbre et retourner en 2.

A.8 Compilation des exécutables

On donne dans cette annexe quelques indications pour compiler un exécutable permettant
d’effectuer les calculs que nous avons vus section V.3 et V.4. Avant de compiler les différents
exécutables il faut s’assurer de posséder les librairies nécessaires :

— La bibliothéque MKL qui contient le solveur PARDISO|37] et les routines associées.

— La bibliotheque ARPACK]|33] qui contient les routines de calcul de valeurs propres par

I’algorithme d’Arnoldi.
— La bibliothéque Import bma [1] qui permet de lire les fichiers de maillage sous format

.bma .

Remarque A.4. Les bibliotheque s ARPACK et MKL se trouvent sur internet alors que Im-
port _bma est une bibliothéque développée par TONERA . Ainsi un utilisateur hors ONERA

devra développer lui-méme des routines de post-traitement et de lecture du maillage.

Remarque A.5. Les bibliothéques ARPACK et Import bma sont des librairies statiques.
Autrement dit ces librairies se lieront & I’exécutable lors de la compilation. La bibliothéque
MKL contient des librairies dynamiques qui viendront se greffer a 1’exécutable au moment
de I'exécution du programme. Et donc le chemin du répertoire ol se trouve la bibliothéque
MKL devra étre indiqué a la variable LD LIBRARY PATH ou via la commande module.

On rappelle que I'exécutable & une extension .z par convention. Les sources de 1'exé-
cutable sont I’ensemble des fichiers nécessaires pour compiler 'exécutable et les régles de
compilation les indications nécessaires a la compilation de l'exécutable. Les noms des fi-
chiers sources se trouvent dans les régles de compilation. Le nom des sources et les régles
de compilation s’éditent en général dans un fichier Makefile. Le chemin d’accés des librai-
ries statiques doit étre indiqué dans les régles de compilation via 'option du compilateur
-L. Aussi les librairies statiques qui ont l’extension l’extension .a, devront étre associées
a l'exécutable sans l'extension .a en ajoutant -l et sans faire apparaitre le préfixe [ib, si-
non tout le chemin du fichier .a doit étre indiqué. Par exemple si la librairie s’appelle
libmkl solver.a , on écrira -lmkl solver dans les régles de compilation ou bien on écrira

...chemin _de libmkl solver.a/libmkl solver.a.

Voici quelques lignes de code d'un fichier Makefile utilisé pour compiler I'exécutable

./Pard _FEM.x. (Les lignes commengants par le symbole # sont des lignes de commentaires) :

# Deéclaration de variables et attribution d’un nom de répertoire .
LIBDIR = ../lib

DIRMKL= /usr/local /intel /cmkl/11.1.064 /mkl/lib/em64t

# Déclaration de variables et attribution d’un nom de librairie .
ARPACKLIB = ../lib/libarpack  SUN4.a,
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LIBMKL = -lmkl blas95 1p64-lmkl lapack95 1p64 -WI —start-group -lmkl intel 1p64
-lmkl sequential -lmkl core -WI1,—end-group -Ipthread

# Liste des fichiers sources dont le I’exécutable dépend.

./Pard  FEM.x : Basics.o Solver Pard.o DonneesPhysiques.o jeu de parametres.o
mots_cles ELSEM3D.o groupe direct.o KeyWords tools.o nedelec.o geometrie tetra 6ddl.o
Maillage.o Allocation.o Graphe RG.o Assemblage.o Pard FEM.o

# Regles de compilation

ifort -L $LIBDIR -L $DIRMKL -0 ./Pard  FEM.x Pard  FEM.o Basics.o Solver Pard.o
DonneesPhysiques.o jeu de parametres.o mots cles  ELSEM3D.o groupe direct.o Key-
Words_ tools.o nedelec.o geometrie tetra 6ddl.o Maillage.o Allocation.o Graphe RG.o
Assemblage.o -lImport _bma $(ARPACKLIB) $(LIBMKL)
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