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Introduction

Contexte

Aujourd’hui, I’exploitation du réseau routier nécessite la prise en compte de nom-
breux critéres : rapidité, confort, sécurité, flexibilité, économie d’énergie... Il est alors
important d’optimiser au mieux 'usage du réseau afin d’en augmenter 'efficacité, ce
qui nécessite une connaissance détaillée de celui-ci et de son usage réel. Ainsi, il de-
vient indispensable de disposer de moyens efficaces et fiables permettant de mesurer
et d’évaluer 'usage réel du réseau, et tenant compte de la complexité des liens entre
ces criteres.

Les moyens utilisés pour observer et mesurer l'utilisation du réseau routier ont
connu récemment des évolutions majeures : nous sommes passés de la collecte de don-
nées agrégées obtenues grace a des équipements statiques (ex : boucles magnétiques,
radars), & des mesures beaucoup plus fines obtenues & 1'aide de boitiers connectés
aux ordinateurs de bord des véhicules. Cela a contribué a ’apparition du concept de
véhicules traceurs, assimilé & celui de capteurs mobiles explorant le réseau routier
en continu. Si jusqu’a présent, la plupart des véhicules traceurs étaient réduits a des
flottes privées (ex : bus, taxis...), le développement des smartphones a permis d’ac-
croitre le nombre de "traces" numériques laissées par les véhicules, et ainsi d’étudier
le comportement des usagers sur I’ensemble du réseau routier. Cependant, ces don-
nées trés riches ne sont pas facilement accessibles, et demandent des équipements
ou adaptateurs spéciaux : un boitier enregistreur connecté au réseau électrique sur
lequel transitent les données des capteurs (bus CAN), ou plus récemment un smart-
phone relié & ce méme réseau par un adaptateur. Avant de s’intéresser a toutes ces
données, deux mesures contiennent déja beaucoup d’information sur le trafic et le
comportement du conducteurs, et sont facilement accessibles dés lors que 1’on dispose
d’un systéme de positionnement satellitaire (GPS), a savoir la position et la vitesse
du véhicule.

La connaissance des vitesses pratiquées est une caractéristique majeure de I’'usage
réel du réseau routier. En effet, plusieurs études (Ericsson [52], Laureshyn [93]) ont
montré que le choix de la vitesse était I'une des composantes les plus importantes
du comportement des usagers de la route. La connaissance des vitesses pratiquées
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permet notamment de détecter les points noirs de circulation, d’améliorer la pré-
diction des temps de parcours, ou encore d’évaluer les effets d’une modification de
I'infrastructure (ex : ajout de ralentisseurs ou de ronds-points). Cette information
est rendue accessible grace aux véhicules traceurs qui permettent ’enregistrement en
continu des mesures de position et de vitesse des véhicules. La collecte de ces profils
de vitesse constitués de mesures de position et de vitesse, et reflétant le comporte-
ment individuel des usagers sur la route, produit de grands volumes de données ("Big
Data") et leur exploitation nécessite donc 'utilisation de méthodes appropriées.

En paralléle, la généralisation des systémes embarqués d’aide & la conduite, et
plus particuliérement les systémes d’assistance ou de contrdle de la vitesse (ex :
régulateur ou limiteur de vitesse), ainsi que développement des véhicules autonomes
(ex : Google Car), conduit a s’interroger sur la consigne de vitesse la plus pertinente &
adopter. En effet, ces systémes nécessitent de fournir au véhicule une vitesse servant
de consigne qui soit adaptée a la fois au style de conduite du conducteur (conduite
nerveuse, éco-conduite), aux conditions de trafic (trafic libre, congestion), et aux
spécificités de l'infrastructure (état des feux). Cependant, la notion de vitesse de
référence est généralement associée a de nombreux concepts qui ne reflétent pas
toujours 'usage réel du réseau. Ainsi, les limitations de vitesse constituent une borne
supérieure a ne pas dépasser, et non une consigne, et ne sont pas toujours adaptées
au contexte de conduite (trafic, visibilité...). De méme, la vitesse de conception est
difficile & calculer car elle nécessite une information trés précise de la géométrie de
la route (pente, devers...). Si, la V85, définie comme la vitesse en dessous de laquelle
circulent 85% des véhicules en conditions nominales, est actuellement la vitesse de
référence utilisée dans de nombreux domaines, celle-ci est généralement calculée de
maniére ponctuelle & partir de mesures de vitesse issues de boucles magnétiques ou de
radars. Le développement des véhicules traceurs conduit donc & s’interroger sur une
méthodologie adaptée a I'estimation d’un profil V85 ou d’un profil moyen reflétant
le comportement des usagers sur une section de route.

Objectifs

L’objectif de cette thése est de proposer une approche statistique fondée sur le
comportement longitudinal adopté par les utilisateurs de la route. Nous proposons
d’utiliser les mesures répétées de vitesse réellement pratiquées issues de véhicules
traceurs, et de développer une méthodologie statistique permettant d’extraire divers
profils de vitesse de référence, chacun étant adapté a une situation de conduite (ex :
feu rouge ou vert). En effet, la récolte des traces numériques constituées des me-
sures de vitesse et de position des véhicules, conduit & 'obtention d’une multitude
de profils spatiaux de vitesses reflétant le comportement individuel des usagers de la
route, et permet ainsi d’évaluer I'usage réel du réseau routier. En pratique, ces profils
spatiaux de vitesse correspondent & une succession de mesures horodatées de vitesse
et de position, et sont représentés par des vecteurs de R"™ ot n est un entier généra-



lement trés grand. En effet, le développement des technologies des capteurs permet
de collecter des données avec des fréquences d’échantillonnage pouvant étre trés éle-
vées, ce qui conduit a des vecteurs de grandes dimensions. Les méthodes us
de statistique multivariée ne sont alors plus adéquates (fléau de la dimensio
rélation entre les observations), et il devient nécessaire d’utiliser des méthode
appropriées au traitement des profils de vitesse.

L’originalité de notre approche consiste & représenter les profils spatia vi-
tesse par des fonctions et non par des vecteurs de R™. Cette appr; st fondée sur
I’Analyse des Données Fonctionnelles (en anglais, "Functional D 18") qui
s’est considérablement développée depuis une vingtaine d’a not ent sous
I'impulsion des travaux de J.O. Ramsay (Ramsay et Silverman te approche
fonctionnelle est particuliérement appropriée au traitement spatiaux de
vitesse afin de préserver la cohérence physique entre vitess (et implicite-
ment temps). En effet, le fait de se placer dans un cad ermet de tenir
compte de la structure sous-jacente continue de ce type , ainsi que de leurs
caractéristiques fonctionnelles : calcul des dérivées, ré traintes de forme...

ion des données brutes
e de lissage afin d’estimer
la résolution d’un probléme
cette thése, une méthodolo-
1 spatial de vitesse & partir de
ur 'utilisation des splines de lis-

Les mesures issues de capteurs étant bruitée
de nature vectorielle en objet fonctionnel nécessi
des profils spatiaux de vitesse valides, ce
de régression non paramétrique. Nous
gie permettant de construire un estimat
mesures bruitées de position et de vitesse,
sage. Cette approche correspondant & la ré n d’un probléme variationnel dans
un espace de Hilbert, permet de controler'le compromis entre la fidélité aux données
et la régularité de la solution par ique parameétre de lissage, contrairement aux
méthodes & noyau ou par polynd généralement utilisées pour I'estimation
de profils de vitesse, qui nécessitent la sélection de nombreux parameétres. De plus,
cette approche permet d’obten xpression explicite de I'estimateur, celui-ci ap-
partenant & un espace de di 1e méme si I'espace d’étude est de dimension
infinie.

Enfin, nous propos
des profils spatiaux de v
que le profil moyen ot

e méthodologie permettant de représenter 1’ensemble
ndividuels par un profil de référence représentatif tel
médian. En effet, lorsque ’on dispose de gros volume
ssaire de résumer ’ensemble des profils de vitesse par des
faciliter I’étude. Cependant, si I'utilisation d’un profil de
et d’étudier la variabilité des vitesses sur une section de
route, elle de conserver la variabilité entre les individus. Nous propo-
sons donc e probléme par la construction d’enveloppes de vitesse reflétant
la dis i esses sur une section de route donnée. L’outil proposé correspond
nsion de la notion de boites a& moustaches (ou boxplots), classiquement

vitesse de réfé
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utilisée en statistique univariée, aux données fonctionnelles.

Organisation du manuscrit

Le premier chapitre est consacré a la notion de vitesse et a I'importance de la
connaissance des vitesses pratiquées comme caractéristique de 'usage réel du réseau
routier. Nous abordons le probléme de la gestion de la vitesse et de l'impact des
vitesses excessives ou inappropriées sur la sécurité et ’environnement. Nous évo-
quons également les principales catégories de systémes d’adaptation intelligente de
la vitesse permettant d’aider les conducteurs a adopter une vitesse adéquate. Puis,
aprés une présentation des principaux indicateurs de vitesse utilisés comme référence
dans le domaine de la sécurité routiére et de la conception des routes, nous montrons
les enjeux et les problématiques d’une connaissance des vitesses pratiquées. Nous
montrons notamment que la généralisation des véhicules traceurs permet ’obtention
de profils de vitesse permettant une analyse fine du comportement du conducteur.
Enfin, aprés avoir énoncé de nombreux exemples d’application fondés sur I’étude des
profils de vitesse, nous passons en revue les différentes méthodes d’estimation de ces
profils et notons leurs limites et les problémes & résoudre.

Dans le deuxiéme chapitre, nous proposons une modélisation fonctionnelle des
profils spatiaux de vitesse. Aprés une présentation de ’analyse des données fonction-
nelles et des différentes méthodes relatives a ce type de données, nous donnons une
définition de ’espace fonctionnel des profils spatiaux de vitesse et étudions certaines
propriétés de ces fonctions. Nous montrons notamment que les profils spatiaux de
vitesse ne sont pas dérivables aux points ol la vitesse s’annule, ce qui pose le pro-
bléme de 'estimation des profils lorsque le véhicule s’arréte, et complique également
le calcul du profil moyen.

Le troisiéme chapitre est consacré aux différentes méthodes de lissage fondées
sur les splines. Aprés un rappel sur la régression non paramétrique et les principales
méthodes de lissage actuellement utilisées pour 'estimation des profils spatiaux de
vitesse, a savoir la méthode du noyau ou par polyndémes locaux, nous introduisons
la notion de splines et passons en revue les différentes méthodes de lissage fondées
sur cette approche. Nous évoquons notamment en détails les splines de régression,
les splines de lissage et les splines pénalisées, et montrons sur un jeu de données
réelles D'efficacité des splines de lissage pour I'estimation des profils temporels de
vitesse et d’accélération. Enfin, nous présentons le principe de régularisation dans
le cas particulier des espaces de Hilbert & noyau reproduisant (RKHS), et montrons
que cette généralisation des splines de lissage permet de traiter de maniére unifiée
de nombreux modéles de régression.

Dans le quatriéme chapitre, nous proposons une méthodologie permettant de
construire un estimateur d’un profil spatial de vitesse & partir de mesures bruitées



de position et de vitesse, et fondée sur l'utilisation des splines de lissage. Dans un
premier temps, nous proposons d’améliorer la qualité des mesures de position en
construisant divers estimateurs ponctuels par fenétre glissante de la position du vé-
hicule en chaque instant d’échantillonnage, et fusionnant les informations issues des
deux principaux capteurs de localisation, & savoir ’odométre et le GPS. Aprés cette
étape optionnelle de pré-traitement des données de position, nous nous intéressons a
I’étape de lissage de profils spatiaux de vitesse a partir d’observations bruitées de la
position et de la vitesse du véhicule. Nous montrons que suite a différentes contraintes
difficiles & prendre en compte dans I’estimation directe d’un profil spatial de vitesse,
il est préférable de changer d’espace d’étude, et de commencer par construire un es-
timateur de la fonction de régression représentant la distance parcourue en fonction
du temps. Nous nous ramenons ainsi & un probléme de régression non paramétrique
sous les contraintes suivantes : estimer une fonction de régression a partir d’obser-
vations bruitées sur celle-ci et sur sa dérivée, ainsi qu'une contrainte de monotonie.
Dans un premier temps, nous proposons un estimateur par spline de lissage de la
fonction représentant la distance parcourue au cours du temps, et utilisant a la fois
les mesures de position et de vitesse. Puis dans un second temps, nous proposons
de "monotoniser" cet estimateur afin d’obtenir un estimateur strictement croissant.
Nous montrons les performances et les limites de notre estimateur sur données simu-
lées et réelles.

Le cinquiéme chapitre est consacré a la construction de divers profils de vitesse
de référence représentatifs d’un ensemble de profils spatiaux de vitesse individuels.
Aprés avoir appliqué la méthode de lissage développée au chapitre précédent sur un
ensemble de profils de vitesse issu d’un jeu de données réelles relativement conséquent
(78 courbes), nous montrons I'importance de recaler les profils de vitesse, notamment
au niveau des arréts, afin d’obtenir un profil moyen représentatif. La section étudiée
comprenant un stop et un feu de signalisation, nous proposons d’utiliser un aligne-
ment par landmarks et de distinguer les cas feu rouge/feu vert afin de construire un
profil moyen pour chacune de ces situations de conduite. Nous proposons également
la construction d’enveloppes de vitesse reflétant la dispersion des vitesses, fondée
sur une extension de la notion de boites & moustaches (ou boxplots), classiquement
utilisée en statistique univariée, aux données fonctionnelles. Enfin, nous proposons
un exemple d’application & I’étude de I’éco-conduite.

Finalement, trois annexes concluent ce manuscrit. La premiére annexe décrit les
moyens embarqués pour acquérir la position et la vitesse du véhicule et définit les
différents termes techniques en usage dans le contexte automobile. La seconde est
consacrée & l'estimation par fenétre glissante de la position du véhicule a partir de
I’'odométre et du GPS, et contient Ioriginal d’un article sur ce sujet, actuellement en
attente d’acceptation. Enfin, la troisiéme est consacrée a 1’éco-conduite, thématique
sur laquelle j’ai travaillé avant et en paralléle de cette thése, et présente les travaux
et les publications scientifiques réalisées sur ce sujet.






Chapitre 1

La connaissance des vitesses
pratiquées : vers une approche
statistique basée sur 1’étude des
profils de vitesses

Ce premier chapitre est consacré & la notion de vitesse et aux différents indica-
teurs associés. En effet, si la vitesse est un parameétre essentiel du domaine routier, ses
définitions sont nombreuses et varient énormément selon les différents intervenants
du systéme routier. De plus, les moyens de mesure de la vitesse sont nombreux et
permettent, selon 'usage, d’obtenir des mesures ponctuelles ou continues des vitesses
pratiquées.

Dans une premiére partie, nous abordons le probléme de la gestion de la vitesse.
En effet, si la vitesse présente de nombreux avantages en terme de mobilité et de
réduction des temps de parcours, elle a également des conséquences néfastes sur la
sécurité et sur I’environnement. Nous évoquons les liens entre les vitesses excessives
et le risque d’accidents ainsi que leur gravité. Nous abordons également 'impact de la
vitesse sur la consommation de carburant et sur les émissions de gaz a effet de serre.
Puis, nous présentons les différents systémes d’aide a la conduite qui permettent
d’inciter ou d’obliger les conducteurs a respecter les limitations de vitesse et a rouler
aux vitesses appropriées.

Dans une seconde partie, nous explicitons les principaux indicateurs de vitesse
utilisés comme référence dans le domaine de la sécurité routiére et de la conception
des routes. Nous définissons la V85 qui est actuellement la vitesse dite de référence,
puis nous présentons les différentes régles de fixation des limitations de vitesse ainsi
que les différents modéles utilisés pour définir les vitesses de conception.

Enfin, dans une derniére partie, nous abordons I'importance de la connaissance
des vitesses pratiquées, et présentons les différents moyens de mesure des vitesses
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pratiquées ainsi que les différents indicateurs permettant de les analyser. En effet, le
choix de la vitesse est 'une des composantes les plus importantes du comportement
des usagers de la route, et le développement des moyens de mesures a permis de
collecter des mesures continues de vitesse tout au long d’un trajet. Ces mesures
continues conduisent & 1’étude des profils de vitesse, permettant ainsi d’analyser
finement le comportement des conducteurs. Nous passons en revue différents types
d’applications fondées sur I'analyse des profils de vitesse, puis nous présentons les
différentes méthodes d’estimation de ces profils de vitesse.

1.1 La gestion de la vitesse : problématique et enjeux

1.1.1 Le role de la vitesse

La vitesse est un paramétre déterminant du risque routier et de nombreuses
études continuent & porter leur attention sur le théme de la vitesse. En effet, le choix
de la vitesse est une caractéristique importante du comportement du conducteur et
est influencé par de nombreux facteurs : facteurs relatifs au conducteur (age, sexe,
alcoolémie, fatigue...), au véhicule (catégorie, puissance...), a la route (géométrie,
adhérence...), et a environnement en général (conditions de trafic, conditions mé-
téorologiques, limitations de vitesse...). L’amélioration des réseaux routiers et des
performances des véhicules a permis une augmentation des vitesses de déplacement.
Cependant, si cette augmentation des vitesses a contribué a 'amélioration de la mo-
bilité et a la réduction des temps de parcours, elle a également eu des conséquences
néfastes sur la sécurité routiére (accidentologie) et sur ’environnement (émissions de
gaz d’échappement, nuisances sonores). La plupart des pays ont admis la nécessité de
faire face a ce dilemme de la vitesse et a agir contre les vitesses dites excessives, i.e.
les vitesses supérieures aux vitesses réglementaires mais également les vitesses trop
élevées par rapport aux conditions locales (route, trafic, infrastructure, environne-
ment). Ainsi, de nombreuses stratégies de gestion de la vitesse ont été mises en place
afin de faire circuler les véhicules & des vitesses appropriées sur I’ensemble du réseau
routier. A ce propos, le rapport "Gestion de la vitesse" de 'OCDE [117] contient
une bonne revue des différentes mesures de gestion de la vitesse (aménagement de
I'infrastructure, signalisation, contrdle-sanction...).

1.1.2 Vitesse et sécurité

La vitesse joue un role important dans les accidents de la route. En effet, si la
vitesse n’est pas toujours la cause des accidents, elle est cependant I’'un des principaux
facteurs de risque et de gravité des accidents. Ainsi, selon les chiffres de la sécurité
routiére, le bilan provisoire pour I'année 2012 en France fait état de 60 556 accidents
corporels et de 3 645 personnes tués sur les routes, et il semblerait qu’environ 26 %
des accidents mortels aient pour cause identifiée la vitesse (source : http://www.
securite-routiere.gouv.fr). Les principaux facteurs de risque liés & une vitesse
élevée sont une diminution du temps de réaction, une augmentation de la distance
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FIGURE 1.1 - Relation entre vitesse et accidents : a) relation entre vitesse moyenne
et accidents (source : Nilsson [115]; extrait de : OCDE [117]) ; b) relation entre écart
de vitesse a la moyenne et nombre d’accidents (source : Solomon [158]).

d’arrét et une réduction du champ de vision. De nombreux chercheurs ont étudié le
lien entre vitesse et accidents, dont Particle de Aarts et Van Schagen [1]| propose une
revue assez compléte sur le sujet. L’un des modéles les plus répandus est le modéle
puissance proposé par Nilsson (Nilsson [114] et Nilsson [115]) qui modélise les effets
d’un changement de la vitesse moyenne sur le nombre d’accidents comme lillustre
la figure 1.1.a.

D’apreés ce modeéle, une augmentation de 5 % de la vitesse moyenne entraine une
hausse d’environ 10 % du nombre total d’accidents corporels et de 20 % du nombre
d’accidents mortels, méme si d’autres facteurs tels que I’environnement, l'infrastruc-
ture, ainsi que le facteur humain doivent également étre pris en compte. D’autres
études ont montré un effet de I'hétérogénéité des vitesses sur le taux d’accidents.
Solomon [158] a notamment montré que la relation entre I’écart a la vitesse moyenne
et le risque d’accident était caractérisée par une courbe en U (figure 1.1.b), méme
si des études plus récentes (Kloeden et al. [89]) ont un regard plus critique sur les
effets d’une vitesse inférieure a la vitesse moyenne sur le risque d’accident.

1.1.3 Vitesse et environnement

Si, comme nous venons de le voir & la section précédente, les vitesses excessives
ont des conséquences néfastes sur la sécurité, elles ont aussi un impact sur I’environ-
nement. En effet, les émissions des véhicules contiennent divers polluants tels que le
monoxyde de carbone (CO), les hydrocarbures (HC) et les oxydes d’azote (NO,),
dont la quantité varie selon la vitesse. De maniére générale, les émissions sont opti-
misées pour une vitesse constante comprise entre 50 et 70 km/h comme l'illustre la
figure 1.2.
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FIGURE 1.2 - Variations de la consommation et des émissions de polluants selon la
vitesse (source : Rakha et Ding [124]).

La vitesse et plus généralement le mode de conduite ont également un impact
sur la consommation de carburant. Ainsi, une conduite agressive avec de fortes ac-
célérations et/ou décélérations peut entrainer une hausse allant jusqu’a 30 % de
carburant. Afin de réduire la consommation et les émissions de polluant, un nouveau
style de conduite appelé eco-conduite est apparu depuis quelques années et consiste
en une sollicitation modérée du véhicule basée sur un ensemble de régles telles que le
maintien d’une vitesse constante, 'anticipation du trafic ou 'utilisation du frein mo-
teur (http://www.ecodrive.org). L’éco-conduite sera abordée plus en détails dans
I’annexe C de la thése.

La modélisation de la consommation et des émissions des véhicules est également
un sujet étudié par de nombreux chercheurs, et le lien avec la vitesse est évidemment
la base de ces modéles. Ainsi, la plupart des modéles macroscopiques sont basés
essentiellement sur la vitesse moyenne du trafic, et les modéles microscopiques sont
basés sur la vitesse et I'accélération instantanées du véhicule (Rakha et Ding [124],
Luu [101] section 2.2).

1.1.4 Systémes d’adaptation intelligente de la vitesse (ISA)

Nous venons de voir aux sections précédentes que les vitesses excessives avaient
des conséquences néfastes sur 'environnement et la sécurité. A inverse, si le cas
extréme d’une vitesse de 0 km/h permet de réduire a néant les inconvénients de la
vitesse, ce n’est évidemment pas la solution adéquate. La difficulté consiste donc a
trouver une vitesse appropriée résultant d’un compromis entre sécurité et mobilité. Si
les différentes politiques de controle-sanction (ex : radars fixes et mobiles) ont permis
de réduire les excés de vitesse et d’améliorer la sécurité routiére, de nombreuses
recherches sont faites sur les systémes dits "d’adaptation intelligente de la vitesse"
(ISA, "Intelligent Speed Adaptation system") afin d’aider les conducteurs a respecter
les limitations de vitesse et & rouler aux vitesses appropriées. Les systémes ISA
peuvent étre divisées en deux catégories : les systémes d’assistance a la vitesse, dits
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ISA informatif volontaire
Activé par le conducteur.

Assistance a la vitesse : IS4 informatif

*  Affiche la limitation de vitesse.

ISA informatif obligatoire
*  Avertit le condueteur en cas d’exces de vitesse, Activé en permanence.

Controle de la vitesse : IS4 actif

IS4 actif volontaire

*  Affiche la linutation de vitesse. Activé par le conducteur.

Dans une version simplifi¢e, le
conducteur peut fixer la vitesse
maximale (limiteur de vitesse
adaptatif).

*  Avertit le conducteur en cas d’excés de vitesse.

*  Modific la vitesse du vehicule, en agissant sur
I'alimentation en carburant et. éventuellement. en
intervenant directement sur le svstéme de freinage.

1S4 actif obligatoire

Activé en permanence.

F1GURE 1.3 - Types de systémes ISA (source : OCDE [117]).

informatifs, qui consistent a informer le conducteur par une alerte visuelle et/ou
sonore de la limitation de vitesse ou de la vitesse appropriée, et les systémes de
controle de la vitesse, dits actifs, qui agissent directement sur le systéme d’injection,
le systéme de freinage ou la pédale d’accélérateur afin de réduire la vitesse du véhicule
(voir figure 1.3).

Si certains systémes consistent & informer ou imposer au conducteur la vitesse li-
mite autorisée (ex : projet SpeedAlert, ou projet LAVIA), d’autres systémes prennent
en compte la géométrie de la route ou les conditions météorologiques (Gallen et al.
[66]). Un bon apergu des différents systémes européens est donné dans Ehrlich [49]
et OCDE [117] (chap. 10). Cependant, le déploiement de ces systémes reste encore
limité car leur implantation pose des problémes de mise en oeuvre (acquisition et
maintien de la base de données des limitations de vitesse) et des problémes juri-
diques (responsabilité en cas d’accidents). De plus, si les avantages de ces systémes
du point de vue de la sécurité semblent acquis, les effets sur la consommation de
carburant ne sont pas toujours positifs (Saint Pierre et Ehrlich [141]).

Enfin, notons également le développement de systémes d’aide & 1’éco-conduite
(EDAS, "FEcological Driving Assistance System") dont I'objectif est d’informer ou
d’assister le conducteur afin de limiter sa consommation de carburant. Dans la caté-
gorie des systémes informatifs, on peut citer les travaux de Luu [101] dont I'objectif
est de suggérer au conducteur une vitesse approprié & la route et & son environ-
nement tout en tenant compte de la consommation de carburant. Dans la catégo-
rie des systémes actifs, on peut citer les travaux d’Hellstrom [78] dont I'objectif
est la conception d’un régulateur de vitesse pour poids lourds tenant compte de la
consommation de carburant. Enfin, citons également le projet européen "ecoDriver"
(http://www.ecodriver-project.eu), qui a débuté en octobre 2011, et dont I'un

11


http://www.ecodriver-project.eu

CHAPITRE 1 : La connaissance des vitesses pratiquées : vers une approche
statistique basée sur I’étude des profils de vitesses

des objectifs est de tester ’acceptabilité de différents systémes d’aide & 1’éco-conduite
(systémes embarqués et nomades).

1.2 Les principaux indicateurs de vitesse

Afin de limiter les vitesses excessives, il est nécessaire de disposer d’une vitesse
de référence caractérisant la vitesse appropriée a adopter. Par exemple, les systémes
ISA nécessitent de fournir au conducteur une vitesse de référence afin de l'aider a
rouler aux vitesses appropriées. Une question se pose alors : quel indicateur de vi-
tesse choisir comme vitesse de référence ? En effet, la notion de vitesse de référence
est généralement associée & de nombreux concepts tels que la vitesse moyenne, la
V85, la vitesse réglementaire, la vitesse de conception... La difficulté est que la no-
tion de vitesse de référence n’est pas la méme pour tous les acteurs de la route.
Par exemple, pour le gestionnaire routier chargé de I'entretien des routes, la vitesse
appropriée sera liée & la notion d’adhérence du véhicule sur la route, alors que pour
le concessionnaire autoroutier la notion de fluidité du trafic devra également étre
prise en compte. De plus, un méme indicateur de vitesse peut étre défini de plusieurs
maniéres. Ainsi, en 1998, le programme de recherche américain "National Coope-
rative Highway Research Program" (NCHRP) financa un projet de recherche afin
d’étudier les différents concepts liés a la vitesse de conception ("design speed"), la
vitesse pratiquée ("operating speed") et la vitesse réglementaire ("posted speed"). Le
rapport résultant dénommé "NCHRP Report 504" (Fitzpatrick et al. [59]) passe en
revue les différentes définitions associées a ces concepts. Le tableau 1.4 extrait de
Ogle [118] d’apres Fitzpatrick et al. [59], contient les définitions publiées dans le
manuel MUTCD ("Manual on Uniform Traffic Control Devices") (2000) qui définit
les normes utilisées par les gestionnaires des routes nationales américaines, et dans
le célebre "Livre vert" ("Policy on Geometric Design of Highways and Streets", AA-
SHTO Green Book) (2001) qui porte sur la conception des routes et autoroutes.
Nous explicitons dans les sections suivantes les principaux indicateurs de vitesse uti-
lisés comme référence dans le domaine de la sécurité routiére et de la conception des
routes.

1.2.1 La V85, la vitesse de référence ?

La V85 est actuellement la vitesse de référence utilisée dans de nombreux do-
maines allant de la conception des routes a la définition des vitesses réglementaires.
Elle est définie de maniére générale comme le 85°™¢ centile des vitesses pratiquées.
Cependant, la V85 peut prendre des valeurs trés différentes selon le type de véhicule
considéré (tous types ou uniquement les véhicules légers (VL)) et selon les conditions
de trafic (trafic libre ou contraint). Ainsi, le SETRA [152] définit la V85 comme la
vitesse en dessous de laquelle circulent 85 % des véhicules légers libres (i.e. dont le
temps inter-véhiculaire est supérieur a 4 s). Généralement, la V85 est une mesure
ponctuelle calculée & partir de mesures de vitesses issues de boucles magnétiques
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Measure Reference Definition

Operating MUTCD | Operating Speed — a speed at which a typical vehicle or
Speed 2000 the overall ftraffic operates. Operating speed may be
defined with speed values such as the average. pace. or
gs™ percentile speeds.
AASHTO | Operating Speed is the speed at which drivers are
Green Book | observed operating their wvehicles during free-flow
2001 conditions. The 85® percentile of the distribution of
observed speeds is the most frequently used measure of
the operating speed associated with a particular location or
geometric feature.

8s™ MUTCD 85™ Percentile Speed — The speed at or below which 85
Percentile 2000 percent of the motorized vehicles travel.
Speed
Average MUTCD Average Speed — The summation of the instantaneous or
Speed 2000 spot-measured speeds at a specific location of vehicles

divided by the number of vehicles observed.

Pace Speed MUTCD Pace Speed — The highest speed within a specific range of

2000 speeds that represents more vehicles than in any other like

range of speed. The range of speeds typically used is 10

kmv/hr or 10 mph.

Design MUTCD The Design Speed is a selected speed used to determine

Speed 2000 the various geometric design features of the roadway.

AASHTO | The Design Speed is a selected speed used to determine

Green Book | the various geometric design features of the roadway.

2001 Provisions:

e The assumed design speed should be logical for
the topography, adjacent land use, and highway
functional classification (paraphrased).

e “All of the pertinent features of the highway
should be related to the design speed to obtain a
balanced design.”

e “Above-minimum design values should be used
where feasible...”

e “The design speed chosen should be consistent
with the speed a driver is likely to expect.”

e “The speed selected for design should fit the travel
desires and habits of nearly all driers...The design
speed chosen should be a high-percentile
value...ie.. nearly all inclusive... whenever
feasible.”

F1GURE 1.4 - Tableau des définitions des différentes notions de vitesse (source :
Fitzpatrick et al. [59]; extrait de : Ogle [118]).
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FIGURE 1.5 - Exemple de profil de vitesse avant (en gris) et aprés recalage (en
rouge) & partir de mesures ponctuelles de V85 (disques rouges) (source : Edgar [48]).

ou de radars (voir section 1.3.2 pour plus de détails sur ces capteurs). Reste alors
le probléme de l'estimation d’un profil de vitesse V85 afin d’étendre la notion de
V85 au niveau d’un itinéraire. Si le développement des véhicules traceurs et des
smartphones facilite I’accés & des données de vitesse et de position tout au long d’un
itinéraire (voir section 1.3.2), il existe peu d’études sur I'estimation d’un profil V85.
Une solution simple proposée par Louah 98], puis reprise dans Edgar [48] et Gallen
[65], consiste & fusionner des mesures issues de dispositifs de bord de voie avec des
mesures obtenues en continu avec un véhicule instrumenté. Le principe général de
cette méthode consiste a recaler chaque profil de vitesse individuel & partir d’une
mesure ponctuelle de V85 comme l'illustre la figure 1.5.

Cependant cette méthode repose sur deux hypothéses fondamentales qui limitent
son utilisation : d’une part, le comportement du conducteur doit étre uniforme tout
au long du trajet, et d’autre part, les zones de géne (dépassement, feu stop...) ne
doivent pas étre prises en compte. Nous proposerons au chapitre 5 d’étendre ’esti-
mation d’un profil V85 & la construction d’enveloppes de vitesse reflétant la dispersion
des vitesses pratiquées sur une section de route donnée.

Enfin, notons que si la V85 a été définie ici & partir des vitesses pratiquées,
elle peut également étre estimée & partir d’'un modéle basé sur les caractéristiques
géométriques de la route (voir section 1.2.3).

1.2.2 Vitesses réglementaires

Les limitations de vitesse sont utilisées afin d’informer les usagers des vitesses
appropriées d’un point de vue sécuritaire. Généralement, la vitesse réglementaire
correspond & la vitesse maximale de sécurité pour les véhicules légers dans des condi-
tions "normales" de circulation. Les limitations générales de vitesse varient selon le
type de route et doivent tenir compte de la sécurité, de la mobilité, et de plus en
plus de I'environnement (voir figure 1.6).
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Vitesses appropriées répondant aux objectifs spécifiés

Fonction et catégorie P . Economie Qualité de vie
Securite Environnement e s . .
de routes et mobilité des riverains

Routes et grands 50-60-70 km/h 30-60 km/h Haut de la Bas de la fourchette

axes urbains fourchette des des vitesses

Résean urbain de Réduction a Vitesses optimales ence  Vifesses Importante lorsque

grande qualité, congu 30’1(mfh en qm concerne les Trafic local et trafic la zone adjacente est

pour supporter le présence de SImiss1ons. de transit. Dans de a usage résidentiel.

trafic de transit. nombreux nombreux cas. zones Nécessité de gérer
usagers commerciales et les vitesses en
vulnérables. résidentielles. fonction de la

Nécessité d'équilibrer  pollution

les besoins de séeurité  atmosphérique. des

et de mobilité. nuisances sonores et
de Ieffet de

coupure.

Routes principales 70-90 km/h 60-90 km/h

de rase campagne

Hors autoroutes Selon la qua]ité3 Importantes.
interurbaines Réduction de la

vitesse dans les
virages et les
intersections.

Congues pour le trafic
de transit local.

1. Certaines autorités fixent des limitations de vitesse plus élevées sur une partie de ce réseau.
2. Il n’existe pas de résultats de recherche suffisants pour définir une limitation de vitesse.
3. Plus la qualité de la route est mauvaise, en termes de virages et d’intersections. plus la vitesse doit étre faible.

FIGURE 1.6 - Vitesses appropriées pour différents types de routes (source : OCDE
[117]).
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De plus, selon les pays, elles peuvent également varier selon le type de véhicule
(ex : vitesses spécifiques pour les poids lourds), le type de conducteurs (ex : vitesses
spécifiques pour les jeunes conducteurs) ou les conditions météorologiques (ex : vi-
tesses spécifiques en cas de pluie ou de brouillard). Enfin, certaines limitations de
vitesse peuvent également étre fixés temporairement comme par exemple en France
dans le cas de pics de pollution ou en cas de fort trafic. Il existe également des limita-
tions de vitesse locales fixées dans les zones a risque (nombreux accidents). En effet,
les limitations générales de vitesse ne reflétent pas toujours certaines caractéristiques
de la route, ce qui nécessite une information plus spécifique dans certaines zones. Si
ces limitations locales de vitesse ont souvent été déterminés a partir de la vitesse V85
ou & partir de vitesses moyennes comme en Grande-Bretagne, il est recommandé de
tenir compte du risque et de fixer une vitesse inférieure a la vitesse enregistrant un
risque d’accident moyen (OCDE [117]). Cependant, pour étre réellement efficaces, ces
limitations de vitesse doivent rester crédibles pour les usagers. Plusieurs études ont
comparées les vitesses pratiquées par rapport aux vitesse réglementaires. Ces études
montrent que la vitesse V85 est généralement supérieure a la vitesse réglementaire.
Par exemple, Fitzpatrick et al. [59] établit le modéle de régression linéaire suivant
pour la vitesse V85 (exprimée en mph, 1 mph=1.61 km/h) :

V85 = 7.675 + 0.98 x Posted Speed Limit. (1.1)

Cette équation montre que, en moyenne, la vitesse V85 est supérieure de 7.675 mph
(i.e. 12.35 km/h) a la vitesse réglementaire. Les résultats de cette étude montrent
également que pour tous types de routes confondus, le meilleur modéle reliant un
percentile des vitesses a la vitesse réglementaire est celui associé a la vitesse V50,
bien que le choix du meilleur modéle varie énormément lorsque l'on distingue les
différents types de routes (Fitzpatrick et al. [59] Table 24).

1.2.3 Vitesses de conception

A Torigine, la vitesse de conception permet de fixer les caractéristiques géomé-
triques minimales des routes afin d’assurer aux usagers des conditions satisfaisantes
d’adhérence, de stabilité, de visibilité... (SETRA [151]). Cependant, depuis les an-
nées 80, les normes de conception géométrique des projets routiers ont évolué dans
de nombreux pays, et la prise en compte des vitesses pratiquées se généralise afin
d’assurer une cohérence entre les comportement supposées et les comportements réels
(SETRA [153]). En effet, pour qu’elle soit lisible par I'usager, une route de doit pas
présenter de trop grandes différences entre la vitesse de conception, la vitesse limite
et la vitesse réellement pratiquée par les usagers. De plus, la vitesse de conception
ne doit jamais étre inférieure a la vitesse réglementaire. Ces critéres nécessitent donc
une bonne connaissance des vitesses pratiquées, et plus particuliérement de la vitesse
V85. Cependant, si la V85 peut étre déterminée par des mesures sur les itinéraires
existants, elle ne peut étre qu’estimée pour les projets neufs, & partir de formules
établies pour chaque type de route en fonction des principales caractéristiques géo-
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Type de route Vs théorique Vitesse
(km/h) réglementaire (km/h)
Autoroute 150 130
2x2 voies en interurbain 120 110
2 voies (6 a 7 m) ou 3 voies 102 90
2 voies (5 m) 92 90

FIGURE 1.7 - Vitesses V85 estimées et vitesses réglementaires pour différents types
de routes (source : SETRA [151]).

métriques (rayon du virage, degré de courbure...). Une revue des différents modeles
établis est donnée dans ’étude bibliographique de Louah [99] réalisé par le CETE de
I’Ouest pour le compte du SETRA, on citera également le rapport de 2008 du SE-
TRA [152] dont I'objectif était une vérification des formules établies dans le rapport
de 1986 (SETRA [153]) pour les virages sur les 2 voies (6 et 7 m) et les 3 voies. La
figure 1.7 donnent les principales valeurs de V85 estimées pour différents types de
routes, mais il est dorénavant recommandé d’appliquer le principe d’écrétement a la
vitesse réglementaire (excepté pour la visibilité en carrefour plan ou c’est la V85 qui
est prise en compte pour des impératifs de sécurité).

1.3 La connaissance des vitesse pratiquées : enjeux et
problématiques

La connaissance et la maitrise des vitesses pratiquées est une composante fonda-
mentale des objectifs de sécurité routiére, de mobilité et de protection de I’environne-
ment. En effet, du point de vue de la sécurité, connaitre les vitesses réelles des usagers
permet de détecter les zones critiques du réseau routier et d’y remédier par une mo-
dification de l'infrastructure ou par une signalisation appropriée. La connaissance
des vitesses pratiquées permet également d’améliorer la connaissance des temps de
parcours qui est un indicateur important permettant d’évaluer les conditions d’ex-
ploitation du réseau et d’informer les usagers de 1'état du trafic (Maza [108], Allain
[4]). La vitesse est également un bon indicateur du comportement du conducteur et
de ses interactions avec son environnement et avec les autres usagers. Nous abordons
plus en détails ce sujet dans les sections suivantes, et nous explicitons également
les différents moyens de collecte de mesures des vitesses pratiquées et les différentes
méthodes permettant d’analyser ces mesures de vitesses.

1.3.1 La vitesse comme indicateur du comportement du conducteur

Le comportement des conducteurs sur la route est un phénoméne complexe qui
est influencé par de nombreux facteurs : facteurs relatifs au conducteur (4ge, sexe,
alcoolémie, fatigue...), au véhicule (catégorie, puissance...), a la route (géométrie,
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FIGURE 1.8 - Facteurs influencant le comportement du conducteur (source : Erics-
son [52]).

adhérence...), et a environnement en général (conditions de trafic, conditions mé-
téorologiques, limitations de vitesse...) (figure 1.8). Ces nombreux facteurs impliquent
une grande variabilité des comportements de conduite comme l'illustre 1’étude réali-
sée en Suede par Ericsson [52].

Plusieurs parameétres relatifs a ’accélération ou la décélération du véhicule ainsi
qu’au régime moteur peuvent étre analysés pour caractériser le comportement du
conducteur, mais les indicateurs de vitesse comme la vitesse moyenne sont les plus
couramment utilisés (Ericsson [52], Ericsson [51]). En effet, le choix de la vitesse est
I'une des composantes les plus importantes du comportement des usagers de la route.
L’article de Laureshyn [93] contient une bonne revue des différentes études utilisant
un indicateur basé sur la vitesse, ces études portant principalement sur la sécurité
mais également sur I’environnement. Nous verrons notamment dans les sections sui-
vantes que les profils de vitesse sont des indicateurs trés riches en information et
permettent une analyse fine du comportement du conducteur.

1.3.2 Développement des moyens de mesures : d’une mesure ponc-
tuelle & une mesure continue

Les moyens utilisés pour observer et mesurer 'utilisation du réseau routier, et
en particulier les vitesses pratiquées, ont connu récemment des évolutions majeures :
nous sommes passés de la collecte de données agrégées obtenues grace a des équipe-
ments statiques, & des mesures beaucoup plus fines enregistrées a I'aide de boitiers
connectés aux ordinateurs de bord des véhicules (données CAN). En effet, jusqu’a
présent, la plupart des capteurs utilisés permettent d’obtenir une mesure unique-
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ment ponctuelle des vitesses pratiquées. Parmi les capteurs les plus fréquemment
utilisés, on peut citer les boucles magnétiques qui sont les capteurs les plus utilisés
notamment sur le réseau autoroutier (stations SIREDO), les tubes pneumatiques
utilisés pour des mesures temporaires sur des voies & faible trafic, et les radars a effet
Doppler-Fizeau qui permettent d’obtenir la vitesse instantanée des véhicules en un
point précis. Les capteurs vidéos permettent d’étendre les mesures a 1’étude d’une
courte section (ex : carrefour), cependant leurs performances sont trés dépendantes
des conditions météorologiques et de la luminosité, et I'extraction des mesures de
vitesse nécessite un lourd travail de traitement d’images (Laureshyn et Ardo [94]).
Pour plus de détails sur ces capteurs, le lecteur est invité a consulter le livre de Klein
[88] ou le site du ministére frangais des transports consacré aux transports intelli-
gents (http://www.transport-intelligent.net).

L’étude des vitesses pratiquées sur de longues sections devient possible avec la
généralisation des véhicules traceurs. Ces véhicules instrumentés peuvent étre consi-
dérés comme des capteurs mobiles explorant le réseau en continu. L’instrumentation
de ces véhicules peut étre légére (GPS, smartphone) mais peut également étre plus
lourde (boitier enregistreur connecté au bus CAN, radar, caméras...). Une descrip-
tion des différents types d’instrumentation et des principaux capteurs est donnée
dans 'annexe A. Par exemple, I’analyse de 1’état du trafic nécessite de recueillir la
position, la vitesse et le sens de déplacement des véhicules et de les transférer en
temps réel & un opérateur de données de trafic. L’étude de ces données issues de
véhicules traceurs, et appelées "Floating Car Data" (FCD), correspond générale-
ment & une analyse en temps réel de traces de véhicules composées de la position
GPS de chacun des véhicules au cours du temps (Allain [4] chap. 4). Une nouvelle
source de données issues des réseaux des opérateurs de téléphonie mobile, et appelées
"Floating Mobile Data" (FMD), est également utilisée pour l'analyse du trafic. Le
principe consiste & exploiter de maniére anonyme les données issues des téléphones
portables, chaque mobile en communication devenant source d’information, et & lo-
caliser par triangulation le mobile dans une cellule du réseau GSM. Le fournisseur
d’informations trafic Médiamobile s’est notamment associé a 'opérateur de télépho-
nie mobile Orange, afin d’enrichir les services V-Trafic édités par Médiamobile grace a
la technologie FMD développée par Orange. Une expérimentation nommeée TraficZen
a également eu lieu & Toulouse en 2010 associant la technologie FMD d’Orange avec
les données de boucles magnétiques d’ASF (Autoroutes du Sud de la France). On
peut ainsi noter que si jusqu’a présent, la plupart des véhicules traceurs étaient réduit
a des flottes privées (bus, taxis...) et n’étaient donc pas représentatif de I’ensemble
du réseau routier, le développement des smartphones permet de faciliter I’accés aux
vitesses pratiquées par les usagers sur ’ensemble du réseau routier.
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a) Agrégation sur le temps/espace. b) Agrégation sur les individus.

FIGURE 1.9 - Deux types d’agrégation des profils de vitesse (source : Laureshyn
93]).

1.3.3 Vers une analyse fine du comportement du conducteur : I’étude
des profils de vitesse

Le développement des moyens de mesures des vitesses pratiquées a permis une
évolution des indicateurs statistiques utilisés dans les différentes études. En effet,
si les capteurs classiquement utilisés comme les boucles magnétiques et les radars
permettent d’obtenir uniquement une mesure ponctuelle de la vitesse, I'utilisation des
capteurs vidéos et plus particuliérement des véhicules traceurs permet d’obtenir une
mesure continue de la vitesse. Ces mesures continues de vitesse permettent d’obtenir,
selon 'usage, des profils temporels de vitesses (vitesse en fonction du temps), ou des
profils spatiaux de vitesse (vitesse en fonction de la position). Ces profils de vitesse
sont riches d’information car ils permettent d’étudier le comportement individuel des
usagers sur la route, contrairement & une vitesse moyenne obtenue en un point qui ne
refléte pas les variations de vitesse entre les individus. Dans le cas de gros volume de
données, il est cependant nécessaire de résumer I’ensemble des profils de vitesse par
des indicateurs agrégés afin d’en faciliter ’étude. On distingue généralement deux
types d’agrégation illustrés a la figure 1.9.

La premiére méthode consiste & représenter chaque profil individuel par un in-
dicateur agrégé (moyenne, médiane...). Cependant, cette méthode ne permet pas de
garder le caractére continu des données de vitesse méme si la variabilité entre les
individus est conservée. Une autre méthode plus utilisée consiste a représenter I’en-
semble des profils de vitesse par un profil de vitesse représentatif (profil moyen, profil
V85...). Dans ce cas, les variations de vitesses au cours du trajet (ou au cours du
temps) sont conservées mais on perd la variabilité entre les individus. Nous verrons
au chapitre 6, une fagon de combiner ces deux approches en utilisant des "boxplots"
fonctionnels (boites & moustaches étendues aux données fonctionnelles).

Afin de montrer la richesse de I’étude des profils de vitesse, nous proposons d’énoncer
quelques exemples d’études utilisant ce type de données.

Une premiére application de I’étude des profils de vitesse est ’analyse et la pré-
vision du trafic routier. Sur ce sujet, on peut citer les théses de Maza [108] puis de
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Allain [4] issues d’une convention entre 'université Paul Sabatier de Toulouse et la
société Médiamobile, qui ont permis I’élaboration de méthodes de prévision & court
terme & partir de I’étude de profils de vitesse temporels. On peut également citer
larticle de Quiroga et Bullock [122] décrivant une méthode de prévision de temps de
parcours a partir de profils spatiaux de vitesse obtenus & partir de véhicules traceurs
équipés de GPS. Enfin, les travaux de Ko et al. [91] utilisent les profils de vitesses
pour caractériser les temps d’arréts en distinguant la phase de décélération, la phase
d’arrét du véhicule, et la phase d’accélération jusqu’a la vitesse de croisiére.

Une autre application est ’étude de I'impact d’une modification de l'infrastruc-
ture. Par exemple, les études de Barbosa et al. [14] et de Moreno et Garcia [112]
montrent I'impact de I'ajout de ralentisseurs ou de chicanes sur les vitesses prati-
quées obtenues & partir de tubes pneumatiques pour la premiére étude, et a partir de
véhicules traceurs équipés de GPS pour la seconde. Hyden et Varhelyi [80] utilisent
des capteurs vidéos pour obtenir des profils spatiaux de vitesses et étudier les effets
de I'ajout de rond-points sur la sécurité et sur les émissions de gaz. Laureshyn et al.
[95] utilisent également la vidéo, mais pour étudier le comportement des conducteurs
& une intersection lorsque le véhicule tourne a gauche. Dans cette étude, les profils
spatiaux de vitesse sont considérés comme des vecteurs et différentes méthodes de
classification sont comparés.

Dans le domaine de la sécurité routiére, ’observation de la conduite en situation
naturelle tend a remplacer les expérimentations sur simulateurs ou sur circuits fermés.
Ces études appelées couramment "Naturalistic Driving Studies" (NDS) consistent
a recueillir les "traces" numériques d’un ensemble de conducteurs dans leurs dé-
placements quotidiens effectués avec leur propre véhicule, sans qu’aucune consigne
particuliére ne leur soit donnée. Cette collecte de données réalisée sur une grande
échelle et sur une période de temps longue (1 an par exemple) permet notamment de
mettre en évidence des situations de conflits ou de presque-accident afin de détecter
les points noirs du réseau et d’anticiper le risque d’accident. Le rapport de master du
finlandais Nygard [116] utilise les profils de vitesse et les profils dérivées, i.e. les pro-
fils d’accélération et les profils de jerks (dérivée de l'accélération) pour caractériser
les situations de conflits correspondant & un freinage brusque (pics dans le profil de
jerk). En effet, des études plus récentes ont montré que le jerk était un bon indicateur
des comportements a risque (Bagdadi et Varhelyi [13]). Les rapport de thése de Ogle
[118] et Boonsiripant [22] étudient également les situations de presque-accidents a
partir de I’étude des vitesses pratiquées. Les données sont issues d’une étude de type
NDS, "the Commute Atlanta program", avec plus de 460 véhicules traceurs observés
pendant 1 an (en 2004) & Atlanta. L’étude de Ogle [118] est consacrée aux excés de
vitesse, alors que I’étude de Boonsiripant [22] s’intéresse aux variations de vitesses
comme mesure du risque.

Toujours dans le domaine de la sécurité, I’étude des profils de vitesse permet
d’évaluer les effets de I'utilisation d’un systéme ISA sur le comportement du conduc-
teur. Par exemple, le sujet de I'étude de Comte [30] porte sur I’évaluation d’un
limiteur de vitesse (projet européen MASTER) a partir de profils de vitesse obtenus
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a partir d’un simulateur de conduite. On peut également citer les travaux de Varhe-
lyi et al. [168] qui calculent un profil de vitesse moyen afin d’étudier les effets d’un
systéme ISA actif agissant sur la pédale d’accélérateur ("Active Accelerator Pedal")
sur la sécurité et sur le comportement du conducteur.

L’étude des profils de vitesse est également utilisée dans un objectif environne-
mental. L’étude de Mandava et al. [105] porte sur la conception d'un systéme ISA
informatif donnant une vitesse de consigne calculée en fonction de 1’état des feux afin
de réduire la consommation de carburant. On peut citer également les travaux de
Kerper et al. [84] du groupe Volkswagen basés sur I'analyse des traces des véhicules
(profils de vitesse) afin de prédire I’état des feux et de donner une consigne de vitesse
adaptée au conducteur dans le but de réduire sa consommation de carburant.

Enfin, le calcul d’un profil V85 a partir de plusieurs profils de vitesse individuels
est un outil important pour les gestionnaires routiers. La connaissance du profil V85
permet notamment de calculer les distances de visibilité que I'infrastructure doit offrir
aux usagers, de vérifier la crédibilité des limitations de vitesse et d’analyser la sécurité
d’un itinéraire (exemple d’application dans Violette et al. [170]). Le profil V85 peut
également étre utilisé dans le cadre de la réalisation d’un systéme ISA. Ainsi, dans
le cadre du projet DIVAS, Gallen et al. [66] proposent d’utiliser le profil V85 obtenu
en conditions idéales de circulation (route séche, bonne visibilité atmosphérique)
et calculé avec la méthode de Louah [98] présentée a la section 1.2.1, puis de le
modifier en cas de conditions dégradés (pluie, brouillard) en tenant compte du risque
(probabilité d’accident et gravité).

1.3.4 Estimation des profils de vitesse : revue et limites des mé-
thodes actuelles

La précision des données de vitesse et de position est trés importante dans I’étude
des profils de vitesse. En effet, une erreur de positionnement ou de vitesse peut im-
pliquer de graves conséquences dans les résultats d’une étude sur la sécurité. Les
données issues de capteurs n’étant pas toujours trés précises, il est nécessaire de
chercher & minimiser les erreurs de mesures en calculant un estimateur du "vrai"
profil de vitesse. Cette étape de pré-traitement des données est généralement appe-
lée étape de lissage. Plusieurs études ont été consacrées a ’estimation de profils de
vitesse ainsi qu’a 'estimation de profils d’accélération ou de jerks. Nous proposons
dans la suite de cette section, de passer en revue les différentes méthodes de lissage
utilisées en pratique et de noter leurs limites.

L’article de Bratt et Ericsson [24] (1999) propose d’utiliser la méthode des po-
lyndémes locaux pour estimer les profils temporels de vitesse et d’accélération. Cette
méthode est proposée comme une alternative a l’estimation par moyenne mobile
couramment utilisée en pratique pour estimer la vitesse mais inappropriée au calcul
de la dérivée (estimateur du profil d’accélération instable). Les données de vitesses
sont mesurées sur un véhicule équipé d’un enregistreur de données qui récupérent
les mesures de vitesse dérivées de I'odométre (vitesse CAN (voir annexe A)) avec
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une fréquence d’échantillonnage de 10 Hz (i.e. 10 mes/s). Bratt et Ericsson [24] pro-
posent d’utiliser un estimateur par polynémes locaux avec les paramétres suivants :
noyau d’Epanechnikov, degré p=2 pour 'estimation du profil de vitesse et p=3 pour
le profil d’accélération, et selection de la fenétre de lissage en utilisant une procédure
développée par Ruppert et al. [139] basée sur une minimisation de lerreur quadra-
tique moyenne (cf. section 3.1.3 pour plus de détails sur I'estimation par polynomes
locaux). La fonction de variance ainsi que le biais des estimateurs de la vitesse et de
I’accélération sont représentés sur deux jeux de données. Cette étude montre que le
profil de vitesse estimé n’est pas trés lisse lorsque les erreurs de mesures de vitesse
sont importantes (figure 2(a) dans Bratt et Ericsson [24]) et que les pics d’accéléra-
tion ont tendance & étre sur-lissés. Les auteurs soulignent également le probléme du
temps de calcul qui peut étre long pour de gros jeux de données avec cette méthode,
et proposent en conclusion de tester d’autres méthodes de lissage comme les splines
de régression ou les ondelettes.

Rakha et al. [125] proposent de comparer différentes méthodes de lissage afin
d’estimer un profil temporel de vitesse et un profil d’accélération & partir de mesures
de vitesses issues d’'un GPS (avec une fréquence de 1 Hz), dans l'objectif d’estimer la
consommation de carburant et les émissions de gaz. En effet, les auteurs soulignent
que si la précision des mesures de vitesses des GPS actuels (I’article datant de 2001)
est sensé étre de l'ordre de 1 m/s, les données sont réguliérement entachées d’er-
reurs plus importantes. Dans un premier temps, les auteurs comparent différentes
méthodes d’estimation de D'accélération obtenue par des techniques de différentia-
tion numeérique ("backward-difference", "forward-difference" et "central-difference")
(Burden et Faires [26] chap. 4). Puis différentes méthodes de lissage sont compa-
rées : "data trimming", lissage exponentiel simple, estimateur & noyau en utilisant
le noyau d’Epanechnikov, et une version robuste du lissage exponentiel et de 1’es-
timateur a noyau. Les méthodes robustes qui consistent & mettre un poids nul sur
les valeurs aberrantes (valeurs de vitesse et d’accélération irréalisables) donnent les
meilleurs résultats mais ces méthodes nécessitent de prédéfinir une zone de valeurs
acceptables.

Les travaux de Jun et al. |82] consistent également en une comparaison de diffé-
rentes méthodes de lissage afin d’estimer des profils temporels de vitesse et d’accélé-
ration & partir de mesures GPS. Les mesures de vitesses sont issues d’'un GPS avec
une fréquence de 1 Hz et sont obtenues par effet Doppler, donc indépendantes des
mesures de position du véhicule (voir annexe A pour plus de détails). Les auteurs
comparent trois méthodes de lissage afin d’estimer le profil de vitesse : la méthode
des polynémes locaux avec une fonction de poids constante, un degré égal a 2 pour les
polyndmes et une fenétre de lissage de 3 s; 'estimateur de Nadaraya-Watson avec un
noyau gaussien et une fenétre de lissage de 3 s (cf. section 3.1.2 pour plus de détails) ;
et un filtre de Kalman modifié. Les valeurs estimées sont comparées aux valeurs de vi-
tesses dérivées de I'odomeétre ("Vehicle Speed Sensor", VSS). Les résultats montrent
que 'estimateur & noyau n’est pas un bon estimateur en général. L’estimateur par
polynémes locaux corrige bien les valeurs aberrantes, mais a tendance & affecter les
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valeurs fiables situées & proximité de ces valeurs et a sur-estimer ou sous-estimer les
vitesses. Enfin, le filtre de Kalman modifié est un bon estimateur des vitesses mais
tend & étre affecté par les valeurs aberrantes. L’étude s’intéresse également a ’esti-
mation du profil d’accélération et de la distance parcourue et conclut que le filtre
de Kalman modifié présente les meilleurs résultats et requiert le moins de temps de
calcul.

Dans des études plus récentes, certains auteurs confirment le choix de Bratt et
Ericsson [24] d’utiliser la méthode des polynémes locaux pour estimer les vitesses
(Ko et al. [91], Laureshyn et Ardé [94]) méme si le choix des différents parameétres
(choix du noyau et de la fenétre de lissage essentiellement) n’est pas toujours facile,
et soulignent le probléme du calcul des dérivées premiéres et secondes correspondant
aux valeurs d’accélération et de jerk (voir Bagdadi et Varhelyi [13] pour le calcul
des valeurs de jerk). En effet, les erreurs d’estimation sont amplifiés lors du passage
a la dérivée et le calcul par différentiation numérique rajoute des erreurs dans les
valeurs des dérivées. Andersson [6] propose d’estimer les valeurs de vitesse aprés un
lissage de la distance parcourue en fonction du temps puis un calcul de la dérivée
par "backward-difference", et met en évidence I'importance du choix de la fréquence
d’échantillonnage dans le calcul des vitesses : une fréquence trop élevée entraine un
profil de vitesse trés bruité, alors qu’une fréquence trop faible entraine un profil de
vitesse trop lissé.

Apreés I'étape de lissage, des difficultés apparaissent également dans le calcul d’un
profil de vitesse de référence (profil moyen ou profil V85). Les travaux du CETE
Normandie-Centre (Violette et al. [170]) et du groupe Volkswagen (Kerper et al.
[84]) mettent en évidence le probléme du décalage des profils spatiaux de vitesse,
notamment au niveau des arréts (tous les véhicules ne s’arrétent pas exactement au
méme endroit). Le calcul d’un profil de référence nécessite donc de recaler au préa-
lable 'ensemble des profils de vitesse. Si Violette et al. [170] proposent une méthode
basique basée sur une simple translation des profils, Kerper et al. [84] proposent
une méthode plus élaborée. En effet, leur méthode consiste dans un premier temps,
a discriminer les conducteurs qui s’arrétent au feu (feu rouge) et ceux qui ne s’ar-
rétent pas (feu vert) par classification des profils de vitesse en utilisant la distance
"Dynamic Time Warping" (DTW), puis dans la classe des conducteurs qui se sont
arrétés, les profils de vitesse sont recalés par un algorithme développé par les auteurs
et basé sur une minimisation de la distance euclidienne. Ces travaux montrent que le
probléme du recalage de profils de vitesse est un probléme qui nécessite d’étre traité
afin de pouvoir calculer des profils agrégés crédibles & partir d’un ensemble de profils
de vitesse individuels (figure 1.9 b.). Ce probléme sera abordé au chapitre 5.

1.4 Bilan et perspectives

Nous avons montré que la connaissance des vitesses pratiquées était essentielle
a la fois d’un point de vue sécuritaire et environnemental, mais également pour
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I’analyse et la prévision du trafic. En effet, le choix de la vitesse est une caractéris-
tique importante du comportement du conducteur et est influencé par de nombreux
facteurs relatifs au conducteur, au véhicule, a la route et & son environnement. L’in-
formation des vitesses réellement pratiquées devient accessible avec la généralisation
des "véhicules traceurs". Ces véhicules équipés d’'un GPS peuvent étre vus comme
des capteurs mobiles explorant le réseau routier en continu et sont capables de trans-
mettre leur position et leur vitesse. Les informations recueillies par ces véhicules
sont riches d’enseignement pour connaitre 1’'usage réel du réseau et peuvent a ce titre
intéresser les gestionnaires d’infrastructures comme les fournisseurs d’outils de navi-
gation (Navteq et TeleAtlas). Si jusqu’a présent, la majorité des véhicules traceurs
étaient des flottes privées (taxis, bus) et n’étaient pas représentatif de I’ensemble du
réseau, le développement des études de conduite en situation naturelle (NDS) per-
met 'observation & grande échelle et sur une période de temps longue d’un ensemble
de conducteurs lors de ses trajets quotidiens. En outre, la généralisation des smart-
phones équipés de GPS contribue & faire croitre le nombre de "traceurs" susceptibles
de renvoyer leur position et leur vitesse en temps réel, et permet ainsi de recueillir
de l'information sur le réseau secondaire dont ’'usage est mal connu.

Nous avons vu que les profils de vitesse étaient des outils trés performants pour
I’analyse des vitesses pratiquées et étaient riches d’information pour I’étude du com-
portement des conducteurs. En effet, contrairement & un indicateur agrégé ponctuel
tel que la moyenne, les profils de vitesse permettent une analyse fine du comporte-
ment individuel des conducteurs sur de longues sections. Cependant, nous avons vu
que les mesures de vitesse et de position étaient généralement entachées d’erreurs
et qu’une étape de lissage était nécessaire afin d’obtenir une bonne estimation du
"yrai" profil de vitesse. La revue des différentes méthodes de lissage utilisées jusqu’a
maintenant a montré ’enjeu de proposer d’autres méthodes plus appropriées a ’esti-
mation des profils de vitesse et des profils dérivés (accélération et jerk). L’estimation
de la vitesse par moyenne mobile ou plus généralement par la méthode du noyau, ou
par 'utilisation d’un filtre de Kalman, ne présente généralement pas de bons résul-
tats en présence de valeurs aberrantes et pose le probléme du calcul des dérivées. En
effet, I’estimation de ’accélération ou du jerk se fait par différentiation numérique et
se pose alors le probléme du choix de la méthode ("backward", "forward" ou "cen-
tral") et de la fréquence d’échantillonnage afin de minimiser les erreurs d’estimation
qui sont amplifiées lors du passage a la dérivée. La plupart des chercheurs utilisent
actuellement la méthode des polynémes locaux qui présente 'avantage d’étre simple
et de faciliter le calcul des dérivées. Cependant, si cette méthode corrige bien les
valeurs aberrantes, elle a tendance a affecter les valeurs fiables situées a proximité
de ces valeurs aberrantes et a sur-estimer ou sous-estimer les vitesses. Des problémes
similaires apparaissent dans ’estimation des valeurs dérivées (accélération) : les pics
ont tendance & étre aplatis, ce qui est un grave probléme pour la reconnaissance des
situations a risque (presque-accidents). En outre, cette méthode exige la détermi-
nation de nombreux paramétres qu’il n’est pas toujours facile de choisir : choix du
noyau et de la fenétre de lissage. Nous avons également soulevé le probléme du calcul
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CHAPITRE 1 : La connaissance des vitesses pratiquées : vers une approche
statistique basée sur I’étude des profils de vitesses

d’un profil de vitesse de référence (profil V85 par exemple) a partir d’un ensemble de
profils de vitesse. En effet, les profils de vitesse sont décalés au niveau des arréts (tous
les véhicules ne s’arrétent pas exactement au méme endroit) et il est donc nécessaire
de les recaler avant de calculer un profil moyen ou un profil V85.

Dans les chapitres suivants, nous nous intéressons plus particuliérement a 1’es-
timation des profils spatiaux de vitesse (i.e. vitesse en fonction de la position du
véhicule) et nous proposons une méthodologie de construction d’un profil de vitesse
de référence basée sur une approche fonctionnelle, permettant de palier les difficul-
tés évoquées dans ce chapitre. Nous présentons dans un premier temps, 'intérét
d’utiliser une approche fonctionnelle et présentons une modélisation fonctionnelle
des profils spatiaux de vitesse. Puis nous présentons une méthode d’estimation des
profils spatiaux de vitesse basée sur les splines de lissage. Nous présentons également
une méthodologie de construction de divers profils de référence, chacun étant adapté
a une situation de conduite (ex : feu rouge/feu vert). Enfin, nous proposons d’étendre
la notion de profil V85 a la notion de boxplots fonctionnels afin de représenter a la
fois les variations de vitesse au cours du trajet, mais également la variabilité entre
les individus.
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Chapitre 2

Modélisation fonctionnelle des
profils spatiaux de vitesse

L’objet de ce chapitre est la modélisation fonctionnelle des profils spatiaux de
vitesse. En effet, nous avons vu au chapitre précédent que contrairement aux boucles
magnétiques qui ne fournissent que des mesures ponctuelles de la vitesse, I'utilisation
de boitiers connectés aux ordinateurs de bord des véhicules ("data-logger") permet
d’obtenir des mesures de vitesse d’'un véhicule tout au long de son trajet. Ainsi I'uti-
lisation de véhicules traceurs permet d’obtenir une mesure continue de la vitesse. En
pratique, les mesures étant observées en des instants discrétisés, ces mesures sont en
fait représentées comme des vecteurs de R™ ol n représente le nombre de mesures.
Cependant, le développement des technologies de capteurs permet d’obtenir des me-
sures avec des fréquences d’échantillonnage de plus en plus élevées. Ainsi, les données
qui circulent sur le bus CAN sont en général disponibles & une fréquence de 20 Hz,
soit 20 mesures par seconde. On est alors ramené a 1’étude de vecteurs de grande
dimension (n est trés grand), ce qui pose des difficultés d’utilisation des méthodes
classiques de statistique multivariée (fléau de la dimension, corrélation entre les ob-
servations proches...).

Une solution consiste alors & prendre en compte la structure sous-jacente continue
de ces données et a traiter les profils de vitesse comme des fonctions et non comme
des vecteurs de R™. L’étude des données fonctionnelles appelée "Analyse des Don-
nées Fonctionnelles" (AFD) s’est considérablement développée depuis une vingtaine
d’années notamment sous l'impulsion des travaux de J.O. Ramsay.

Nous présentons donc dans la premiére section de ce chapitre les avantages de
I’analyse des données fonctionnelles, ainsi que les méthodes permettant de convertir
les données vectorielles en courbes.

Puis, dans une deuxiéme section, nous explicitons d’un point de vue mathéma-
tique I'espace fonctionnel des profils spatiaux de vitesse, i.e. les fonctions représentant
la vitesse d’un véhicule en fonction de sa position. Nous proposons une définition de
ces fonctions et nous étudions certaines de leurs propriétés (continuité, dérivabilité).
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2.1 L’analyse des données fonctionnelles

2.1.1 Qu’est-ce que ’analyse des données fonctionnelles ?

De nombreuses méthodes ont été développées dans le cas ol les observations
sont des vecteurs de R"™. Cependant, le développement des technologies des capteurs
permet de collecter des données sur des grilles temporelles ou spatiales de plus en
plus fines, ce qui conduit & traiter ces données comme des courbes ou plus générale-
ment comme des fonctions de variables continues. Ces observations appelées données
fonctionnelles sont I'objet d’étude d’un nouveau domaine de la Statistique appelée
Analyse des Données Fonctionnelles (AFD ou FDA pour " Functional Data Analy-
sis" en anglais) qui s’est considérablement développé depuis une vingtaine d’années.
Si historiquement les premiers travaux sur les données fonctionnelles concernent la
décomposition de Karhunen-Loéve qui est une extension fonctionnelle de ’analyse
en composante principale (ACP) aux processus stochastiques (Deville [44], Dauxois
et Pousse [36]), les prémices de I'approche actuelle de l'analyse des données fonc-
tionnelles sont attribués notamment aux travaux de Besse [17], Grenander [70] et
Ramsay [126]. Le terme "functional data analysis" est apparu pour la premiére fois
dans Ramsay et Dalzell [127] et a été popularisé avec le premier ouvrage de Ramsay
et Silverman [129], puis avec les ouvrages de Ramsay et Silverman [130], Ramsay et
Silverman [128], Bosq [23] et Ferraty et Vieu [57].

Les données de nature fonctionnelle apparaissent dans de nombreux domaines
comme la climatologie, la chimiométrie, la biologie, le traitement du signal... Les
figures 2.1.a et 2.1.b représentent des exemples de jeux de données issus de la chi-
miométrie et de la linguistique dont les données sont disponibles sur le site associé
a l'ouvrage de Ferraty et Vieu [57] (http://www.math.univ-toulouse.fr/staph/
npfda/). La figure 2.1.a représente 215 courbes spectrométriques permettant de dé-
terminer le taux de graisse contenu dans chaque morceau de viande. Ces données sont
obtenues en mesurant pour chaque morceau de viande ’absorbance de lumiére pour
100 valeurs différentes de longueur d’onde. La figure 2.1.b concerne le probléme de
la reconnaissance vocale dont ’objectif est de pouvoir retranscrire phonétiquement
des mots et des phrases prononcés par un individu. La figure 2.1.b représente un
échantillon de 10 log-périodogrammes correspondant a 10 enregistrements sonores
pour le phonéme "sh".

En pratique, ces données continues sont observées en un ensemble fini de points
de discrétisation et peuvent donc étre traités comme des vecteurs de R™. Cependant,
si les méthodes classiques de statistique multivariée sont bien adaptées au cas oil
les points de discrétisation sont peu nombreux et relativement distants des uns des
autres, elles ne sont pas appropriées lorsque la fréquence d’échantillonnage devient
élevée. En effet, on est alors confronté a des problémes de grande dimension liés au
nombre important de points de discrétisation par rapport a la taille de 1’échantillon
(fléau de la dimension,) ainsi qu’a des problémes de corrélation entre des observations
issues d’un méme processus de nature continue. L’analyse des données fonctionnelles
permet de résoudre ces problémes en tenant compte de la structure sous-jacente
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2.1. L’analyse des données fonctionnelles

a) Courbes spectrométriques. b) Enregistrements sonores.

FI1GURE 2.1 - Exemples de données fonctionnelles : la figure a) représente un échan-
tillon de 215 courbes spectrométriques et la figure b) représente un échantillon de 10
enregistrements vocaux (log-périodogrammes) pour le phonéme "sh".

a) Courbes de croissance. b) Courbes d’accélération.

Accélération (cm/an®)

Age (amides) Age (années)

FIGURE 2.2 - Exemples de courbes de croissance : la figure a) représente les courbes
de taille de 10 filles entre 1 et 18 ans (les cercles représentant les mesures), et la
figure b) représente les courbes d’accélération associées (la courbe noire représentant
la courbe moyenne).

continue de ce type de données et permet ainsi de prendre en compte certaines
caractéristiques fonctionnelles des données : dérivées, périodicité, régularité... Par
exemple, la figure 2.2.a représente un échantillon de courbes de taille de 10 filles
pour lesquelles 31 mesures (cercles sur la figure) ont été effectuées entre 1 et 18
ans. Ces données sont extraites d’une étude californienne intitulée "Berkeley Growth
Study" et sont disponibles sur le site trés complet associé & 'ouvrage de Ramsay et
al. [131] (http://www.functionaldata.org). Certaines propriétés remarquables de
ces courbes apparaissent plus nettement sur les dérivées secondes comme le montre
la figure 2.2.b. On peut également noter sur cette figure que la courbe d’accélération
moyenne (en noir) n’est pas trés représentative des courbes observées et qu’il serait
intéressant de distinguer les variations d’amplitude et les variations temporelles (voir
Ramsay et Silverman [128] section 6.5).

Enfin, 'analyse des données fonctionnelles permet également de traiter le cas
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ou les instants d’observation varient d’un individu & 'autre, ce qui revient & un
probléme de données manquantes dans le cas d’une approche multivariée classique.
De plus, le fait de prendre en compte le caractére fonctionnel des données permet
d’ajouter certaines contraintes de forme (positivité, monotonie, convexité...) dans la
représentation fonctionnelle des données (voir chapitre 4).

2.1.2 Quand les données deviennent des courbes

La premiére étape d’une analyse de données fonctionnelle consiste & convertir les
données brutes de nature vectorielle en objet fonctionnel. Lorsque les observations
sont faites sans erreur (ou avec des erreurs négligeables), on fait une interpolation
et dans ce cas les points d’observation appartiennent a la courbe. Lorsque les ob-
servations sont bruitées, on fait du lissage ("smoothing" en anglais) et dans ce cas
les points d’observation n’appartiennent pas a la courbe. Le lissage et 'interpolation
correspondent en fait a la résolution d’un probléme de régression non paramétrique
dont les principales méthodes seront détaillées au chapitre 3.

Une procédure classique permettant pour un individu donné de représenter les
observations discrétes comme une fonction consiste a décomposer la fonction f(t)
que l'on cherche a estimer dans une base de fonctions ("basis expansion"), i.e. &
approximer f par une combinaison linéaire finie de fonctions de base :

K
F&) = err(), (2.1)

k=1
oules ¢, k =1,...,K, sont des fonctions de base initialement choisies, et ou les
coefficients ¢, k = 1,..., K, sont estimés & partir des observations et représentent

le poids de chaque fonction de base dans la construction de la fonction f. L’intérét
de cette méthode est de se ramener & un cadre d’étude de dimension finie méme si
f appartient & un espace de dimension infinie. De plus, le nombre de fonctions de
base K est généralement trés inférieur au nombre n d’observations, ce qui permet de
réduire la dimension du probléme et donc de pouvoir utiliser des méthodes classiques
de statistique multidimensionnelle sur le vecteur des coefficients estimées (c1, . . ., cx).
Il existe plusieurs choix de systémes de fonctions de base. Les principales bases sont
les suivantes :

— La base des monomes : 1, t, t2,..., est utilisée pour construire des fonctions
polynomiales. Ces fonctions de base ne sont pas trés flexibles et ne sont utilisées
que dans des cas simples.

— La base de Fourier : 1, sin(wt), cos(wt), sin(2wt), cos(2wt),..., est utilisée
pour des fonctions périodiques.

— Les bases de splines permettent de construire des fonctions splines, i.e. des
polynémes par morceaux avec conditions de continuité sur f et ses dérivées au
niveau des points de jonction appelés noeuds. Les bases de splines sont trés
flexibles et donc bien adaptées au cas de fonctions complexes non périodiques.
Les systémes de base de splines sont définis par l'ordre de la spline, et par le
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nombre et la position des noeuds. La base de splines la plus utilisée est la base
des B-splines qui présente de bonnes propriétés numériques. La définition des
splines polynomiales et 1’étude des bases de spline sont détaillées respective-
ment aux sections 3.2.1.1 et 3.2.1.2 du chapitre 3.

— Les bases d’ondelettes combinent les avantages de la base de Fourier et des
bases de splines. Elles fournissent une analyse en fréquence et permettent éga-
lement la localisation temporelle de changement abrupts. De plus, en raison de
leurs bonnes propriétés numériques, elles sont souvent utilisées en compression
d’images.

Une fois la base choisie, la principale difficulté est le choix du nombre K de
fonctions dans la base. En effet, le nombre de fonctions de base permet de controler
le degré de lissage de la fonction f et résulte d’'un compromis biais-variance : un
nombre de noeuds important conduira & une fonction interpolant les données mais
peu lisse (sur-lissage), alors qu'un faible nombre de noeuds conduira & une fonction
trop lisse ne reflétant pas assez les caractéristiques des données (sous-lissage). Le
choix du nombre de noeuds dans le cas de l'utilisation d’une base de splines est
discuté au chapitre 3.

Une autre méthode permettant de construire une fonction a partir de données
discrétes est la méthode de régularisation. Cette méthode consiste & trouver une
fonction f qui ajuste bien les données, tout en pénalisant (voire interdisant) les
solutions indésirables par ’ajout d’un terme de pénalité afin d’éviter un sur-lissage
des données. La méthode de régularisation sera étudiée en détails au chapitre 3.

2.1.3 Meéthodes d’analyse de données fonctionnelles

Contrairement & ’analyse statistique multivariée classique ot I’on manipulait des
vecteurs de R"”, la difficulté de ’analyse des données fonctionnelles est de manipuler
des fonctions. Ainsi, plutét que de considérer chaque observation comme la réalisa-
tion d’une variable aléatoire multivariée de grande dimension, celle-ci sera considérée
comme une discrétisation de la réalisation d’une variable aléatoire dite fonctionnelle,
i.e. & valeurs dans un espace de dimension infinie. L’analyse des données fonction-
nelles requiérent donc la construction de nouveaux outils théoriques et appliqués
adaptés a ’étude de variables aléatoires fonctionnelles.

La plupart des méthodes utilisées en statistique multivariée ont été adaptée au
cadre fonctionnel : le modéle linéaire, I’analyse en composantes principales, I’analyse
discriminante, ’analyse canonique... De plus, le fait de prendre en compte le ca-
ractére fonctionnel des données a permis 'apparition de nouvelles problématiques :
recalage de courbes, modéles fonctionnels définis par des équations différentielles ou
des systémes dynamiques... La richesse et la complexité des données fonctionnelles
ont conduit & un véritable engouement de la communauté scientifique envers ce type
de données et a la publication de nombreux travaux sur le sujet (Ferraty et Vieu
[58]). Nous ne détaillerons pas ici ces nombreuses méthodes et nous renvoyons le
lecteur aux ouvrages généraux de Ramsay et Silverman [130], Ramsay et Silverman
[128] et Ferraty et Vieu [57] pour un apergu des différentes méthodes, ainsi qu’a l'ar-

31



CHAPITRE 2 : Modélisation fonctionnelle des profils spatiaux de vitesse

ticle de Levitin et al. [96] pour un apergu rapide des principales méthodes. Un état
de l'art assez complet de ces méthodes est également disponible dans les théses en
francais de Conan-Guez [31] (chapitre 2) et Delsol [40] (chapitres 2 et 3). Les notions
d’alignement de courbes et de boxplots fonctionnels seront abordées au chapitre 5.

2.1.4 Conclusion

La section précédente a montré la richesse des données fonctionnelles et I'impor-
tance de prendre en compte le caractére fonctionnel de données issues d’un processus
continu. De plus, nous avons vu que la plupart des méthodes classiques de statis-
tique multivariée avaient été adaptées aux données fonctionnelles, et que ces données
avaient également permis I’apparition de nouvelles méthodes tenant compte de leurs
caractéristiques fonctionnelles. L’analyse des données fonctionnelles est particuliére-
ment bien adaptée aux profils spatiaux de vitesse et permet de tenir compte de la
richesse des données issues de véhicules traceurs. Dans la suite de cette thése, nous
nous placerons donc dans un cadre fonctionnel, et nous traiterons les profils spa-
tiaux de vitesse comme des fonctions. Ceci nécessite de proposer une modélisation
fonctionnelle des profils spatiaux de vitesse et de répondre aux questions suivantes :
Quelles sont les fonctions pouvant représenter un profil spatial de vitesse 7 Quelles
sont les propriétés de ces fonctions? Les réponses a ces questions sont I'objet de la
section suivante.

2.2 Définition et propriétés des profils spatiaux de vitesse

Afin de se placer dans le cadre de I’analyse des données fonctionnelles, nous devons
définir I'espace fonctionnel des profils spatiaux de vitesse. En effet, toute fonction
f : R — RT n’est pas un profil spatial de vitesse. Par exemple, la fonction
représentée a la figure 2.3.a n’est pas un profil spatial de vitesse puisqu’elle est nulle
sur 'intervalle [z, x9] avec 1 # x2, or un véhicule ne peut pas se déplacer si sa
vitesse est nulle. Plus surprenant, la figure 2.3.b n’est pas non plus la représentation
d’un profil spatial de vitesse. En effet, nous allons voir & la section suivante qu’une
telle fonction affine par morceaux n’est pas un profil spatial de vitesse.

On propose donc dans cette section de définir ’ensemble des fonctions pouvant
étre la représentation d’un profil spatial de vitesse et d’étudier les propriétés de telles
fonctions.

2.2.1 Definition de I’espace fonctionnel des profils spatiaux de vi-
tesse

En pratique, un profil spatial de vitesse est une succession de mesures horodatées
de position et de vitesse, et peut donc étre manipulé dans les 3 espaces suivants :
distanceXtemps, vitesseXtemps ou vitessexdistance. La figure 2.4 illustre le
lien entre ces 3 espaces : la distance parcourue en fonction du temps est représentée
dans l'espace distance xtemps, le profil temporel de vitesse ("time-speed profile") est
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a) Exemple 1. b) Exemple 2.
v v

T T 1

0] r1 X2 x O X1 x

FIGURE 2.3 - Exemples de fonctions qui ne sont pas des profils spatiaux de vitesse.

représenté dans l'espace vitessextemps, et le profil spatial de vitesse ("space-speed
profile") est représenté dans ’espace vitessexdistance.

Nous proposons de définir I'espace fonctionnel des profils spatiaux de vitesse de
la maniére suivante :

Définition 2.1. Soit z; € RT. Alors Uespace des profils spatiauz de vitesse sur
[0,z¢], noté Essp, est défini de la maniere suivante :

Essp = {vg : [0,z7] — RT tel qu’il existe un réel positif T et une fonction C?
croissante F : [0,T] — [0,2f] avec F(0) = 0 tels que

vs(z) = F' o F1(z), z € [0, 2]},

o F' est la dérivée de F par rapport a t, et F~1 est Uinverse généralisée de F définie
par F~Y(x) =inf{t € [0,T], F(t) =z} pour tout z € [0,z ].

Dans cette définition, les réels positifs x5 et T' représentent respectivement la
longueur et le temps de parcours de la section étudiée. La fonction croissante F' :
[0,7] — [0,xf] représente la distance parcourue en fonction du temps (espace
distancextemps), et sa dérivée F'(t) représente le profil temporel de vitesse (es-
pace vitessextemps). Le profil spatial de vitesse vg (espace vitessexdistance)
se déduit des deux fonctions précédentes par la transformation suivante : vg(z) =
(F'(F~1)(z)), ott F~1 est I'inverse généralisée de F' (voir section 2.2.2.1 pour les pro-
priétés de l'inverse généralisée). Le diagramme de la figure 2.5 illustre le lien entre
ces 3 espaces en utilisant les notations de la définition 2.1.

Remarque 2.1.

La condition que F : [0,T] —» [0, 2] soit C? est ici arbitraire et permet d’obtenir un
profil temporel d’accélération, correspondant a la fonction F”(t), qui soit continu.
Dans ce manuscrit, nous ne nous intéresserons pas aux dérivées de I’ d’ordre supérieur
a 2. Cependant, il est possible d’'imposer que la fonction F soit C™ avec m > 2, voire
méme C™.

Exemple 2.1.
La fonction définie par vg(x) = 2/z pour = € [0, z¢] est un profil spatial de vitesse.
En effet, il existe un réel T € R* tel que la fonction F : [0,7] — [0,z ] définie
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Distance versus time Time-speed profile (speed vs time)
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FIGURE 2.4 - Lien entre les trois espaces : [distanceXxtemps, vitesseXtemps| et
[vitessexdistance].
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Temps

F/ /F1 F'

Distance > Vitesse

vs=F oF~!

FIGURE 2.5 - Diagramme fonctionnel illustrant la définition des profils spatiaux de
vitesse.

par F(t) = t? vérifie les conditions de la définition 2.1 puisque pour tout ¢ € [0, 7],
F'(t) = 2t, pour tout = € [0,z¢], F~1(z) = V&, F(0) = 0, et pour tout = € [0, ],
vg(z) = (F' o F71)(z).

Exemple 2.2.

On pose vg(x) = ax + b, avec a # 0, b # 0, et = € [0,zf]. On considére la fonction
F :[0,T] — [0,z définie par F(t) = exp(at) — b/a. On a pour tout t € [0,77,
F'(t) = a exp(at), et pour tout z € [0,z¢], F~1(z) = (1/a) log(x+b/a). La condition
F(0) = 0 étant vérifie pour a = b, on en déduit que vg(s) = ax + b est un profil
spatial de vitesse si a = b.

Remarque 2.2.
De la relation & F(F~!(z)) = vg(z), on déduit en posant z = F~1(x), I'équation
suivante : p

S () = us(F(2). (2:2)
Si vg est continue, on se raméne alors & une équation différentielle autonome du
1¢* ordre de la forme 3’ = f(y) (voir par exemple dans Demailly [41]). Ainsi, connais-
sant le profil spatial de vitesse vg, trouver la fonction F' associée représentant la
distance parcourue en fonction du temps revient & résoudre I’équation différentielle
(2.2). Sous certaines hypothéses de régularité sur vg, I'équation différentielle (2.2)
avec la condition initiale F'(0) = 0 admet une unique solution (Théoréme de Cauchy-
Lipschitz).

Exemple 2.3 (Contre-exemple).
Supposons que pour z € [0, ], vs(x) = Az avec X # 0. On en déduit alors que

dv  dvdx
Or, a partir de 'équation a(t) = Av(t), si on pose & = dx/dt, on se raméne a

I'équation différentielle du 2"¢ ordre suivante : & — A& = 0. En posant y = &, on
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se raméne en fait & une équation différentielle du 1¢ ordre §y — Ay = 0, dont la
solution est de la forme y = Kexp(At) on K est une constante. On en déduit donc
que z(t) = (K/A)exp(At). Si on pose comme condition initiale (0) = 0, on en déduit
que K = 0 et donc que 'unique solution est z(t) = 0 pour tout ¢ € [0,7]. On en
déduit donc que les fonctions linéaires de la forme vg(x) = Az avec A # 0 ne sont
pas des profils spatiaux de vitesse.

On déduit des exemples 2.2 et 2.3 que les fonctions affines par morceaux ne sont
pas des profils spatiaux de vitesse. En effet, d’aprés 'exemple 2.2, les seules fonctions
affines qui sont des profils spatiaux de vitesse appartenant a l’espace Eggp (i.e. avec la
condition initiale F'(0) = 0) sont de la forme vg(z) = ax + a avec a # 0. Cependant
ces fonctions ne s’annulent pas sur Uintervalle [0,zy], avec xy > 0 (ces fonctions
s’annulent uniquement en x = —1), excluant tout arrét du véhicule sur [0, z] (cas
ou la vitesse s’annule). De plus, 'exemple 2.3 montre que dans le cas ol vg est une
fonction linéaire, la seule solution de I’équation différentielle (2.2) avec la condition
initiale F'(0) = 0 est la fonction nulle F'(¢) = 0. Ainsi, une interpolation linéaire des
données de vitesse dans ’espace vitessexdistance est a4 exclure, bien que cette
méthode soit couramment utilisée en pratique.

2.2.2 Propriétés des profils spatiaux de vitesse

Nous avons défini & la définition 2.1 les fonctions correspondant & des profils
spatiaux de vitesse. On propose alors d’étudier certaines propriétés de ces fonctions.
Une premiére propriété évidente est la positivité des profils spatiaux de vitesse.

Théoréme 2.1. Toute fonction vg € Eggp est positive.

Démonstration. Toute fonction vg € Eggp étant définie par vg(z) = F/(F~(z)) ot
F' est une fonction croissante, on en déduit que vg est une fonction positive, i.e.
Vo € [0,zf], vs(z)>0. O

Avant d’étudier les propriétés de continuité et de dérivabilité des profils spatiaux
de vitesse, nous allons commencer par énoncer certaines propriétés de l'inverse géné-
ralisée.

2.2.2.1 Préliminaires : propriétés de ’inverse généralisée

Commengons par énoncer quelques rappels sur la fonction réciproque d’une fonc-
tion.

Définition 2.2. Soit I un intervalle de R et soit f une fonction bijective de I sur J
ot J est un intervalle de R. On appelle fonction réciproque de f application, notée
Y, définie sur J par f~1(y) =z ot x est l'unique élément de I tel que f(x) = y.

Proposition 2.1. Soit I un intervalle de R et soit f une fonction définie sur I,
continue et strictement monotone. Alors f réalise une bijection de I sur J = f(I) qui
est un intervalle de R et sa fonction réciproque f~' vérifie les propriétés suivantes :
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1. f~1 est strictement monotone de J sur I, de méme sens de variation que f.

2. 71 est continue sur J.

3. Si f est dérivable sur I et ne s’annule pas sur I, alors f~1 est dérivable sur J
et (f~1) = W

Lorsqu’une fonction f définie de I sur J est continue et monotone (non stric-
tement), sa fonction réciproque n’est pas définie (puisque f n’est pas bijective).
Cependant, on peut définir son inverse généralisée f~!, définie pour tout y € J par
fHz) = inf{x € I, f(z) = y}. Cette notion d’inverse généralisée (ou pseudo-
inverse) généralise la notion de réciproque d’une fonction continue, et on a alors les
propriétés suivantes :

Théoréme 2.2. Soit F': [0,T] — [0, x¢] une fonction continue croissante d’inverse
généralisée F~1 définie par :

Vo € [0,xf], FY(z) = inf{t € [0,T], F(t) = x}.

Alors on a les propriétés suivantes :
1. FoF~ ' =idyg,,.
2.Vte[0,T,F 1o F(t) <t
3. F~1 est strictement croissante.

4. Pour tout t € [0,T] et tout x € [0,z¢], on a léquivalence suivante :

Ft)>z e t>F (x).

5. F~1 est continue & gauche.

Démonstration.

1. Soit z € [0,z4]. On pose t = F~!(z). Par définition de F~!(z) comme borne
inférieure, il existe une suite (¢,) de [0, 7] de limite ¢ avec F'(t,) = z. Par continuité
de F et passage a la limite quand n — +00, on en déduit que F(t) = z. On obtient
donc que : Vz € [0, 2], F o F~!(z) = .

2. Soit t € [0,T] et = F(t). Par définition de F~!(z), on a F~1(x) < ¢, soit
F1lo F(t) <t.

3. Soient x1 et x5 appartenant & [0, x ] avec 1 < 2. Supposons F~Yz1) > F~Y(x9).
Alors par la croissance de F, on a F(F~1(z1)) > F(F~'(x2)), soit 21 > x3 ce
qui est impossible. Donc F~1(z1) < F~!(z2). On en déduit donc que F~1 est
strictement croissante.

4. Soient t € [0,T] et © € [0,x]. Si F(t) > z, alors comme F~! est croissante
d’aprés 3, on a F~to F(t) > F~1(x). Or d’aprés 2, t > F~1o F(t), soit t > F~1(x).
Réciproquement, sit > F~!(x), alors comme F est croissante, on a F'(t) > Fo F~1(x),
soit F(t) > x d’aprés 1.
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5. Soit z € [0,z ¢]. On distingue 2 cas :

1¢* cas : F~!(x) appartient & un intervalle ouvert sur lequel F' n’est pas constante.
Dans ce cas, F' coincide localement avec une fonction ¢ strictement croissante conti-
nue. Or selon les théorémes usuels, ¢! est continue en , donc continue a gauche en
x. Donc F~! est également continue & gauche.

20me  cas @ Fl(x) est lextrémité gauche d’un intervalle fermé sur lequel F est

constante.

Alors il existe t; < F~l(x) tel que F A ry ,

soit continue et strictement croissante ¢/

sur [t1, F~Y(x)]. Sur [F~Y(z),T], on peut ’

remplacer F' par une fonction ¢ conti- T /———F

nue et strictement croissante (figure 2.6). Ft)l-- b

La fonction 1 définie sur [t1,7T] coinci- o

dant avec F sur [t;, F~1(z)] et avec ¢ A F—Il(a:) .

sur [F~1(x),T] est continue et stricte-

ment croissante sur [t1, 7. FIGURE 2.6 - Cas ou F~!(z)
est l'extrémité gauche d’un in-
tervalle fermé sur lequel F' est
constante.

D’apreés les théorémes usuels, sa réciproque est continue en z, et donc continue a
gauche en . La fonction F coincidant avec  sur [t1, F~1(z)], on en déduit également
que sa réciproque F~! est continue & gauche en x.

O

Remarque 2.3.

. F~1 o F n’est pas toujours égal a idjo 1)
En effet, dans 'exemple illustré a la figure
2.7,0on a F~1o F(ty) =t; # to. Ainsi, on
a seulement la propriété 2 du théoréme
précédent : Vt € [0,T], F~1o F(t) < t.

FIGURE 2.7 - Casoil F~loF =
id[o, ] n’est pas vrai.

2. Soit x € [0,z¢]. F~! est discontinue & droite en x si Jt, # t4 tel que F(t,) =
F(t3) = x (i.e. il existe un "plateau" en x).
En effet, soit A = {t € [0,T], F(t) = z}. On note t, = inf(A) et t; = sup(A) (figure
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2.8).

Montrons dans un premier temps que A A F()

est un intervalle fermé.

On a F(ty) = F(ty) = F(x) par conti-

nuité de F en ¢, et en t5. Donc F == | T

est constante sur [ty,tq]. D’autre part, | P

V't < tg,on a F(t) < Fltg) (ca.r . tlg tld Y

si F(t) = F(tg), ty n'est plus un mi-

norant de A). De méme, V¢ > tg4, on a FIGURE 2.8 - Démonstration
F(t) > F(tg). On en déduit donc que A de la non continuité a droite de
est un intervalle fermé (non singleton). Pl

1(z) par définition de F~1. De plus, F coincide sur un
) avec une fonction continue strictement croissante.
=t4. Or tg # F~'(z). Donc F~! n’est pas continue

Ainsi A = [tg, tq] avec tg = F~
certain intervalle [tq,t'] (¢ >
On en déduit que lim F~1(z

:v—m
' >z

t
")
& droite en x.

2.2.2.2 Continuité des profils spatiaux de vitesse

Lemme 2.1. Soit zg € [0, 2] un point de discontinuité de F~*. Alors la vitesse est
nulle en ce point, i.e. vg(xg) = F' o F~1(x9) = 0.

Démonstration. Soit zg € [0,z ] un point de discontinuité de F~1. On se raméne au
cas 2 de la remarque 2.3. Alors F~1(xq) = t, ol [ty,t4] est intervalle sur lequel F
est constante et égale & z. On en déduit que F)(t,) = 0, et comme F est supposée
dérivable, on a également F}(t,) = 0. Finalement, F'(ty) = 0. Donc F’o F~!(xq) = 0
(ou vg(zp) = 0). O

Remarque 2.4. La réciproque est fausse (exemple d’un point d’inflexion en ).

Théoréme 2.3. Toute fonction vg : [0,z 7] — R appartenant a Uespace des profils
spatiauz de vitesse Egsp défini en 2.1 est continue sur [0, xf].

Démonstration. Soit xg € [0,zf]. On distingue deux cas :

1e* cas : xp est un point de continuité de F~1.

Alors par composition de deux fonctions continues, on en déduit que F’ o F~1 est

continue en xg.

2¢me cas : xo est un point de discontinuité de F~1.

(vs)g(z0) = Il'l)rgo vg(z) = xli_)ng}g F'o F~1(x). On reprend les notations du lemme 2.1,
T<To r<xo

ie. F~Yxg) = t, ol [ty,t4) est Dintervalle sur lequel F est constante et égale a

xo. Lorsque x — x9 par valeurs inférieures, ¢ — ¢, par valeurs inférieures. Or
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lim F'(t) = 0 car F' = 0 sur [ty,t4] et F' est continue en t4. Donc (vg)y(z9) = 0. De

t=tg

t<tg
meéme, (vg)q(xo) = wli_}rgg vg(x) = ml'ggo F' o F~1(z). Or lorsque © — z par valeurs
>0 r>T0
supérieures, t — t, par valeurs supérieures, et tlg? F'(t) = 0 car F' = 0 sur [tg, tq).
t>ty
Donc (vg)4(zo) = 0. Et comme, d’aprés le lemme 2.1, on a vg(xg) = 0, on en déduit
que vg est continue en x. ]

2.2.2.3 Dérivabilité des profils spatiaux de vitesse

Commengons par étudier le cas ol la vitesse n’est jamais nulle, ce qui correspond
au cas ou le véhicule ne s’arréte pas.

Théoréme 2.4. Soit vs : [0,2¢] — R appartenant a lespace des profils spatiauz
de vitesse Esgp défini en 2.1. Soit Hy = {x € [0,zf],vs(x) > 0}. Alors vs est
dérivable sur H .

Démonstration. Soit xg € Hy,i.e. vg(zg) = F'oF~!(x9) > 0. On note tg = F~1(xo).
Alors F'(tg) # 0, et comme F est dérivable en ty (par définition de Eggp), on en
déduit que F~! est dérivable en F(tg) = x¢. D’autre part, F étant de classe C2,
F’ est dérivable en tg = F~1(xq). Donc d’aprés le théoréme de dérivabilité d’une
fonction composée, on en déduit que vg = F' o F~! est dérivable en z. 0

Théoréme 2.5. Soit vg : [0,2¢] — R appartenant a Uespace des profils spatiauz
de vitesse Essp défini en 2.1. Soit Hy = {x € [0,xf],vs(x) = 0}. On introduit les
hypothéses suivantes :

(Hy) F estde classe C? sur[0,T), strictement croissante, 3t €]0, T tel que F'(to) =
F"(to) existe avec F" (tg) # 0.

(Hy) F est de classe C? sur [0,T), croissante, Itg,t1 €]0, T, to # t1 tel que F'(t) = 0
sur [to, t1], et la fonction G définie sur [0,T — (t1 — to)] par :

pourt <tg, G(t)= F(t)
pourt >tyg, G(t) = F(t+t1 —to)

vérifie les hypotheéses (Hy).

Si F vérifie les hypotheses (H1) ou (H3), alors vs = F' o F~1 nest pas dérivable sur
Hy.

Démonstration.

1e7 cas : On suppose que F' vérifie les hypothéses (Hy).

On définit zg tel que tg = F~!(zg). Comme F'(tg) = 0, on a vg(xg) = 0, i.e. zg € Ho.
Sous les hypothéses (H1), on peut appliquer la formule de Taylor-Young a F” : pour
tout f dans un voisinage de g, on a

F'(to +0) = F'(to) + 0F" (to) + %F”’(to) + 02%¢(0), ot £(f) — 0 quand 6 — 0.
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Or F'(typ) = 0. Ainsi, si on avait F”(ty) # 0, F' changerait de signe en tg, ce
qui contredirait la stricte monotonie de F. Donc nécessairement F”(tg) = 0. Alors
F'(ty + 6) ol %F’”(to) (car F"(tg) # 0 par hypothése).
On pose h = F(tg + 0) — F(tp). On applique la formule de Taylor-Young a F' :
h = F(to+0) — F(ty) = OF'(to) + & F"(to) + & F"(to) + 6%’ (8) on €' () — 0 quand
0 — 0. Afin d’étudier la dérivabilité de vs en x(, on forme alors le taux d’accroisse-
ment suivant : )
vs(zo+h)—vs(z0) _ F'(to+0)=F'(to) G F"(to)
h — F(to+60)—F(to) 0—0 %F’”(to)
limite quand 6 — 0. Cependant ceci ne prouve pas qu’il soit également sans limite
quand A — 0.
On raisonne alors par l'absurde. Supposons que WL}W hjo ¢ € R. Alors,

= %. Le taux d’accroissement est sans

par définition,

Ve > 0, Ja > 0 tel que |h|<a:>|w—f|<s.

Or F est continue en ty, donc 38 > 0 tel que |t — to| < B = |F(t) — F(ty)| < «, ou
encore |0| < B = |F(to+0) — F(ty) | < .

~~

h
On en déduit que Ve > 0, 38 > 0 tel que 0] < f = |w — /| < g, ce qui
signifie que le taux d’accroissement aurait une limite £ € R lorsque 8 — 0, ce qui est
contradictoire. On en déduit que sous les hypothéses (H7), vg n’est pas dérivable en
xg.

2éme cas : On suppose que F' vérifie les hypothéses (Ha).

Comme dans le 1¢" cas, on définit xq tel Az
que tg = F~Y(z0). La courbe représenta-
tive de G : G F

— coincide avec celle de F sur [0, tg],
— se déduit de celle de F par la trans-
lation de vecteur (to — t1) @ sur

[to, T — (t1 — to)]. 0 to  t 7
La fonction G définit donc le méme mou-
vement que la fonction F' mais en faisant FIGURE 2.9 - Illustration des
abstraction de la période de temps [to, t1] hypothéses 2.
pendant laquelle il y a immobilité (figure

2.9).

Ainsi c’est le méme taux d’accroissement qui intervient, et donc si vg n’est pas
dérivable en xy pour I'un des mouvements, elle ne I'est pas pour 'autre. Autrement
dit, le résultat de (Hy) ou F/ = 0 en un seul point ¢y s’étend au cas plus général
ou F’ est nulle sur un intervalle [tg,t1] (to # 1), sous réserve des hypothéses (H;)
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exprimées sur la fonction G. 0

Remarque 2.5. Dans le cas ou F' vérifie les hypothéses (Hs), Uexistence de F"(tg)
n’est pas nécessaire. En effet, nous verrons dans l'exemple 2.5, un cas ou F' est
croissante, constante et égal & xg sur [to,t1] (to # t1), et F"'(to) n’est pas définie, et
ol vg n’est pas dérivable en xy. Ainsi existence de F"(t() n’est pas une hypothése
restrictive. Plus généralement, les hypothéses (Hy) et (Hs) ne sont pas restrictives
et sont satisfaites dans la plupart des cas.

Ce théoréme montre que les profils spatiaux de vitesse ne sont pas dérivables aux
points ou la vitesse est nulle (points correspondant aux arréts du véhicule). Dun
point de vue géométrique, on peut étudier la forme de la courbe représentative d’un
profil spatial de vitesse au voisinage d’un tel point. Si on considére xy € Hy (i.e.
vs(zp) =0), on a:

vs(zo + h) —vs(xo) +oo sih— 0"
— . _ .
h —00 sih—0

Ainsi, on a une demi-tangente paralléle AUs

a laxe des y en xg. Autrement dit, la

courbe représentative de vg présente un A

point de rebroussement de premiére es- :

péce au point (zg,0) (figure 2.10). |

|
|
>
0] o T
FIGURE 2.10 - Point de re-
broussement.

Exemple 2.4.

Ft)=(t—1)3+1out € [0,2] (figure x = F(t)

2.11). Py I "

On prend ici t¢ = 1 et donc !

o = F(to) = 1. |

Les hypothéses (H7) du théoréme 2.5 sont - ! !

satisfaites : F est de classe C2 (méme : :

C), strictement croissante, F’'(1) = 0, ! :

" : /" _ / I '

F"(1) existe (F"'(t) = 6) avec F'(1) # 0. 0 3 24
FiGUure 2.11 - Exemple de
fonction F vérifiant les hypo-
theses (H1).
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Ona F'(t) =3(t — 1)% et
FlYz)=(z—1)3 +1,don
v(z) = (F' o F~1)(z) = 3(z — 1) non
dérivable en 1 (figure 2.12). De plus, si on
pose x =1+ h, on a:
vs(l+h)=vs(1) _ ghd

h h

1

+oo sih— 0"

—o0 sih—0"

Donc on obtient bien un point de rebrous-
sement de premiére espéce au point (1, 0).

:3h_% — {

[NCY A SO

0 1

8

FIGURE 2.12 - Profil de vitesse
associé.

Exemple 2.5.
Extension de ’exemple 2.4 dans le cas ou F” est nulle sur un intervalle [to, t1] (to # t1).

Soit F' : [0,3] — R illustrée a la figure x=F(t)
2.13 et définie par :
t—12+1 sit<1
Fiy=¢ 1 sil<t<2.
(t—22+1 sit>2
La fonction G définie sur [0,2] par : : ;
G(t):{F(t) sit<1 0 1 2 3t

F(t+1) sit>1

FiGure 2.13 - E le d
est la fonction étudiée a 'exemple 2.4. xempre ¢e

fonction F vérifiant les hypo-
theéses (H2).

Etudions la dérivabilité de vg = F' o F~1 sur [0, 3].
On commence par montrer que F' est dérivable sur [0, 3] :

3(t—1)% sit<1
F't)=X 0 sil<t<2.
3(t—2)2 sit>2

Pour ¢ = 1, les dérivées a gauche et a droite sont F,(1) = Fj(1) = 0. Donc F' est
dérivable en 1 avec F’'(1) = 0. De méme, on montre que F est dérivable en 2 avec
F’(2) = 0. Ainsi, F est dérivable sur [0, 3] avec

3(t—1)2 sit<1
F't)=< 0 si1<t<2.
3(t—2)% sit>2

On montre également que F” existe sur [0, 3] avec :
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6(t—1) sit<1
F'(t)y=X 0 sil<t<2,
6(t—2) sit>2

et que F” est continue. Donc F est de classe C2. L’étude de F” donne :

6 sit<l1
F'"t)y=¢q 0 sil<t<2,
6 sit>2

avec I)'(1) = 6 # F;'(1) = 0 et F"(2) = 6 # F;"(2) = 0. Donc en particulier, F""'
n’est pas définie pour t = 1.

Enfin, on étudie la dérivabilité de vg = F' o F~ L.

En utilisant I'expression de F”, on en déduit 'expression de vg = F' o F~1 :
3(3@—1)% siz<1

3(z—1)3 siz>1"

On retrouve donc la fonction vg obtenue & ’exemple 2.4. Donc vg n’est pas dérivable
en xg = 1.

vs —

2.2.3 Somme de deux profils spatiaux de vitesse

Proposition 2.2. Soit v1 et vo deux profils spatiaux de vitesse appartenant ¢ Egsp
et définis sur [0,x¢]. Soit Fy : [0,T1] — [0,2f] la fonction associée a vy telle que
vi(x) = F] o F[ ' (x) et vérifiant les hypothéses (Hy) ou (Hy) du théoreme 2.5. Soit
xo € [0,x¢] tel que vi(xg) = 0 et va(xg) > 0. Alors la somme vy + vo n'est pas un
profil spatial de vitesse.

Démonstration. Soit vy et vy appartenant a Esgp et définis sur [0,2¢]. Par defi-
nition, il existe 71,75 € RT et il existe deux fonctions Fy : [0,T1] — [0, zy]
et F» : [0,T5] — [0,zy] de classe C?, croissantes et nulles en zéro telles que
vi(x) = F| o Fy Y (z) et va(x) = Fyo Fy'(z). On suppose que Fy vérifie les hy-
pothéses (H1) ou (Hz) du théoréme 2.5, et on pose xg € [0,zf] tel que vi(zg) =0
et va(xg) > 0. Alors, d’aprés les théorémes 2.4 et 2.5, v n’est pas dérivable en xg et
v9 est dérivable en xq. Si on étudie les taux d’accroissement respectifs de v et v9 en
T, on a :

v1($o+h)—vl(xo)_> +oo sih— 0t
h —o0 sih—=0""

car la courbe représentative de vy présente un point de rebroussement de premiére
espéce au point (z,0), et

’Uz(xo + h) — ’Ug(x())

—f¢c€Rquand h—0
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2.3. Conclusion

par définition de la dérivabilité. Ainsi, si on étudie le taux d’accroissement de la
somme v1 + v9 en g, on obtient :

(vl + Uz)($0 + h) — (Ul + 7)2)(.580)
h

vi(zo + h) —vi(xg) . vo(mo + h) — va(z0) +oo sih— 0"
+ — . .
h h —o0 sih—0

Donc la courbe représentative de la fonction v; + vo présente un point de rebrous-
sement de premiére espéce au point (zg,0). Autrement dit, la fonction v1 4 vo n’est
pas dérivable en xg. Or (v1 + v2)(xp) > 0 et on a montré que les profils spatiaux de
vitesse étaient dérivables sur Hy = {z € [0,z¢],vs(x) > 0} (th. 2.4). On en déduit
donc que la somme v; 4 v n’est pas un profil spatial de vitesse. O

Cette proposition montre que la somme de deux profils spatiaux de vitesse n’est
pas to