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INTRODUCTION

Introduction

Les ouvrages hydrauliques en terre, tels que les digues ou les barrages, sont
assujettis a 1’érosion (qualifiée de progressive), pouvant provoquer leur rupture
complete. Suivant le phénomeéne responsable de l'initiation de I'érosion, qui va
créer une breche se développant dans le corps de l'ouvrage, on distingue une
érosion externe et une interne a 'ouvrage. Nous nous focaliserons sur le premier
type d’érosion (érosion externe), apparaissant principalement lors de surverses,
c'est-a-dire quand la hauteur d’eau dépasse la créte de I'ouvrage, provoquant ainsi
un écoulement sur le parement aval, qui va initier 1’érosion.

Les phénomeénes impliqués dans une surverse sont complexes, variés, et
instationnaires. On peut en effet distinguer, principalement, une érosion due a
I’écoulement d’eau lui-méme, qui va détacher des particules du sol, une érosion due
a des glissements de pente devenues instables, et les effets des infiltrations d’eau
dans le corps de 'ouvrage.

Les modeles actuels de simulation numérique de 1’érosion progressive des ouvrages
en terre, des plus simples aux plus sophistiqués, sont basés sur le couplage d'un
modeéle hydraulique et d'un modele de transport solide issu de I'hydraulique
fluviale. Ces modeles n’ont aucun caractere prédictif. Des erreurs de 'ordre de 50%
sur les débits déversés a l'aval sont couramment rencontrées. La cinétique de
rupture ne peut pas étre appréhendée par ces modeles. Leur faiblesse tient d'une
part aux modeles hydrauliques, beaucoup trop simples, ainsi qu’a 'utilisation, des
formules de transport solide, hors de leur cadre d’application.

Dans ce travail, la description est limitée a 1’écoulement. Ni les glissements de
pente, ni linfiltration ne sont pris en compte. L’écoulement est décrit par les
équations de bilan de masse et les équations du mouvement. Les aspects turbulent
et diphasique sont considérés. Les lois de comportement de volume (viscosité,
diffusion) sont complétées par la loi d’érosion locale reliant le débit local érodé a la
contrainte de cisaillement. Les conditions de saut a I'interface solide/fluide donnent
la cinétique d’érosion.

Le premier chapitre est celui du contexte général dans lequel s’inscrit ce travail.
Les principes de base de l’érosion hydraulique sont rappelés, ainsi que les
principales formules d’érosion ou de transport existantes, et l'influence d’une
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concentration de sédiments sur I’écoulement. Les phénomeénes rencontrés lors
d’une surverse, puis les principales modélisations existantes, sont décrits.

Les chapitres 2 et 3 présentent, respectivement, le modele de description de
I’écoulement fluide diphasique turbulent, et les conditions particuliéres a I'interface
eau/sol, ainsi que les lois d’érosion.

Le chapitre 4 est consacré a la simplification des modeles présentés dans le cas
d’un écoulement stationnaire parabolique.

Le chapitre 5 est relatif a la résolution numérique.

Les chapitres 6 et 7 présentent les résultats obtenus pour un écoulement de couche
limite, et un écoulement a surface libre.

Le chapitre 8 résume le travail accompli, propose quelques améliorations, et
expérimentations possibles.



CHAPITRE 1. LE CONTEXTE

Chapitre 1

Le contexte

1.1 Erosion, transport, sédimentation

1.1.1 Généralités

L’érosion en milieu naturel est représentée par 1’évolution du relief. Les actions
exercées par les écouleménts d’eau gravitaires, les glaciers, les différents agents
atmosphériques, ont faconnées sur des temps géologiques tres longs la crotite
terrestre telle que nous.la connaissons aujourd’hui.

On parle aussi sodvent d’érosion et de sédimentation comme l’ensemble des
processus d’érosion, de transport, et de dépots de particules solides.

Les phénoménesgmaturels impliquant ces actions complémentaires sont tres
nombreux. Les particules solides peuvent aussi bien étre des grains de sables,
transportés par le vent (déplacement de dunes), ou par ’eau (dunes sur les plages,
dunes sous-marines,»lit d’'une riviere, d’'un fleuve), que des flocons de neige
(formation dé “econgeres), des aérosols, des particules de polluant, voir de
gouttelettes 'd’eau arrachées aux vagues par le vent.

Remarquons_que pour les exemples cités précédemment les phénomenes d’érosion
prennent place sur des temps courts, comparés aux temps géologiques.

Outre cet aspect de modelage du relief, aujourd’hui, les phénomenes d’érosion, de
transport, et de dépot de matieres solides peuvent étre a l'origine de désordres
technologiques ou environnementaux.
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L’activité humaine a en effet fortement modifiée son milieu naturel (déforestation,
controle des cours d’eau, terrassement, routes, ponts, tunnels), et sous certaines
circonstances, la plupart du temps liées a un excédent d’eau (crues), des taux
d’érosion cent fois supérieurs aux taux normaux (ou géologiques) peuvent
apparaitre et causer d'importants dégats.

C’est ce qui peut arriver, dans le cas qui nous intéresse, pendant une rupture
progressive de barrage ou de digue, lors d’'une surverse (quand la hauteur d’eau
dépasse la créte de I'ouvrage et s’écoule sur son parement aval).

Nous nous limiterons ici a I’étude de 1’érosion hydraulique des sols. Le paragraphe
suivant présente les principes de base, issus de ’hydraulique fluviale.

1.1.2 Erosion des sols par I’eau : principes de base

La plupart des modeles de description et de quantification de I’érosion des sols par
leau sont issus de I’hydraulique fluviale. Dans ces conditions de faibles pentes et
de faibles vitesses du fluide, plusieurs modes de transport solide sont différenciés.

Notion de transport solide en hydraulique fluviale : charriage et suspension

Dans tous les cours d’eau a fond naturel, sauf en cas de fond rocheux, les sédiments
constitutifs du lit sont susceptibles d’étre mis en mouvement sous l'action des
forces hydrodynamiques exercées par I'écoulement d’eau. Dans les cours d’eau
fluviaux, a faible pente, deux modes de transport de sédiments sont rencontrés,
suivant la taille des particules : le charriage et la suspension.

- h_"“gﬁﬁ—————__________g__

I v PANICHE e .-:ru,r:l.rnr-'::n" In.'rrn:.:-;.-rar

Q h fe.t) i G-':__Hpm reule en TNEPE R
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= \‘\.

iz 1}

e P I

Figure 1.1 : Schéma des modes de transport, d’aprés Graf et Altinakar (dans
Ildefonse et al. (1997)).

Dans un transport par charriage, I'effet des forces hydrodynamiques exercées par
Iécoulement d’eau se traduit sur les particules sédimentaires par un mouvement
de roulement, ou de glissement sur le fond du cours d’eau, ou encore de saltation,
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cest a dire de succession de petits sauts au cours desquels les particules se
séparent du lit durant de trés courtes périodes. Dans un transport par suspension,
les particules fines peuvent étre maintenues dans le corps de 1’écoulement sur de
longues distances, sans reprendre contact avec le lit, notamment sous l'effet des
fluctuations verticales de la vitesse. La séparation entre charriage et suspension
dépend donc de la taille des particules, et de I'écoulement : une particule charriée
dans un écoulement peut étre en suspension dans un autre.

Les modes de transport solide présentés ci-dessus ont été observés dans des
conditions d’hydraulique fluviale. Dans le cas qui nous intéresse, d'un écoulement
au dessus d’'une digue, caractérisé par des pentes et des vitesses fortes, nous ne
savons pas si il est significatif de différencier ces différents modes de transport
(charriage, saltation, reptation...). Il existe en effet relativement peu
d’informations sur ces types d’écoulements dans la littérature. La seule chose que
Pon puisse dire, quant a ces écoulements a fortes pentes, comparés a des
écoulements fluviaux, est relative aux valeurs maximales de concentrations en
sédiments qui peuvent étre atteintes. Ainsi, pour fixer les idées, alors qu’a 1% de
pente les concentrations solides maximales possibles sont de I'ordre de 0.1%, a 10%
de pente, ces concentrations peuvent atteindre des valeurs de l'ordre de 10%
(Ildefonse et al. (1997)).

Effets du transport solide

e
Hydraulique Transport solide Morphologie
«—— A 2
6
5
4 Géométrie 3
Et <
Rugosité

Figure 1.2 : Interactions entre phase liquide et phase solide, d’apres Ildefonse et al.
(1997).

Des lors qu’il y a transport de sédiments, il existe des interactions entre la phase
liquide et la phase solide. Ces interactions sont décrites par la figure précédente
(Figure 1.2) : (1) Action de l'eau sur le matériau, provoquant un transport de
sédiments. (2) Effet du transport de sédiments sur la morphologie par dépét ou
érosion, entrainant enfoncement, élargissement ou rétrécissement, voire
changement radical du lit d’écoulement. (3) Ces modifications morphologiques
s’accompagnent de modifications de la rugosité, de la pente, de la géométrie de la
section en travers, lesquelles entrainent une modification du régime d’écoulement
(4), et une modification de la quantité de matériaux transportés (5).
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(6) Perturbation plus ou moins forte de I’écoulement liquide par la présence de la
phase solide en transport.

Si les phénomeénes liés au transport solide (érosion, dépot, glissement...) sont
suffisamment faibles, les variations de la morphologie ou leur influence sur
I’hydraulique seront elles-mémes suffisamment faibles pour que l'on puisse
négliger le transport solide dans les calculs hydrauliques, et ainsi assimiler
Iécoulement a un écoulement sur fond fixe, a ’échelle de la crue. En revanche, plus
le transport solide est intense, ou plus la concentration solide est importante,
moins il est admissible de négliger la phase solide, ou méme de traiter phase
liquide et phase solide de facon indépendante. Smart et Jaeggi, (dans Ildefonse et
al. (1997)) ont mis en évidence qu'a partir d'une pente de 7 %, la hauteur
d’écoulement, pour un débit liquide donné s’écoulant sur un lit affouillable, devient
significativement supérieure a ce qu’elle devrait étre si de I'eau seule s’écoulait. Le
supplément de hauteur est a attribuer a la présence de sédiment dans ’eau, qui ne
peut donc plus étre négligée dans le calcul de la hauteur d’écoulement. Pour leur
part, Graf et Altinakar (Ildefonse et al. (1997)) considerent que si pour des
concentrations volumiques trés inférieures a 1 %, un écoulement gravitaire eau-
sédiment constitue un mélange newtonien, en revanche cela n’est plus le cas pour
des concentrations volumiques supérieures a 8 %.

1.2 Modélisation de I’érosion et du transport

1.2.1 Seuil de contrainte critique

N

Shields fut le premier a décrire le seuil de contrainte de cisaillement, a partir
duquel des particules individuelles (non cohésives), posées sur un lit sédimentaire
composé de particules sphériques et de méme taille, se mettent en mouvement sous
un écoulement d’eau unidirectionnel (Brunone (1997)). Pour cela, il considéra la
particule soumise a deux forces: la force d’entrainement due a 1’écoulement,
proportionnelle a sa section, et son poids déjaugé. Il en déduisit expérimentalement
la valeur du seuil de contrainte en fonction du nombre de Reynolds de la particule.
La contrainte critique de Shields est :

7,=0.05(p, -p)ed (1.1)

ou P, et p, sont respectivement la masse volumique de la particule et de 'eau, g la
gravité, et d le diametre de la particule.

Ainsi, pour une particule de sable (o, = 2650 kg/m*), de diameétre d =0.001 m, la
contrainte tangentielle a appliquer sur la particule pour la mettre en mouvement
est de l'ordre du Pascal (7, = 0.81 Pa).

Le seuil de contrainte défini par Shields correspond en fait a linitiation de
Pérosion. Mais d’autres concepts de seuil de contrainte critique existent (Dey
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(1999)) : TUSWES propose un seuil de contrainte pour lequel une mise en
mouvement général des particules du lit est observée ; pour des sédiments de
petites tailles, le concept de mouvement général fut remplacé par une valeur
minimum du flux érodé.

Un autre type de concept est basé sur le mouvement des particules du lit. Kramer
(dans Dey (1999)) définit ainsi quatre configurations différentes de contraintes
agissant sur le lit de sédiments : (1) aucune particule ne bouge, pas de transport ;
(2) quelques unes des plus petites particules sont en mouvement dans des zones
isolées, transport faible ; (3) quelques particules de tailles moyennes sont en
mouvement, transport moyen; (4) des particules de toutes tailles sont en
mouvement, transport général. Kramer souligne la difficulté de délimiter
clairement ces différents régimes, mais définit le seuil de contrainte comme la
contrainte qui initie le transport général.

MacEwan et Heald (2001) préconise plutot la représentation du seuil de contrainte
par une distribution de valeurs et non une valeur unique (qui n’existe pas en tant
que seuil distinct pour l'initiation de I’érosion). Ils soulignent aussi I'importance de
Parrangement des grains de sédiments dans le lit. Un grain protégé par d’autres
nécessitera une contrainte de mise en mouvement supérieure.

De nombreuses études numériques et expérimentales existent quand a la force
nécessaire pour initier le mouvement dune particule sous un écoulement
permanent uniforme unidirectionnel. Selon les auteurs, les forces prises en compte
sont :

- la force de trainée (dans le sens de ’écoulement), le poids déjaugé (orienté suivant
la verticale descendante), la force de portance (due aux effets de cisaillement de
I’écoulement, et a la rotation de la particule (effet Magnus)) pour Dey (1999) ;

- la force de portance et le poids déjaugé pour MacEwan et Heald (2001). Ils
négligent les forces de portance car elles sont, pour les tailles de particules qu’ils
considerent du second ordre, comparées aux forces de trainée.

Les valeurs obtenues 'ont été dans des configurations particulieres (taille de grains
uniforme, arrangement spécial des grains), qui sont souvent tres éloignées des
conditions réels du milieu naturel. Pour tous les travaux présentés ici (numériques
ou expérimentaux), le sol n’est pratiquement pas incliné. Les effets de la pente ne
sont pas pris en compte.

La valeur de la contrainte critique de Shields correspond a la contrainte nécessaire
a la mise en mouvement d'une particule sphérique, ayant un certain diametre,
posée sur des particules identiques disposées horizontalement.

Dans les situations naturelles les conditions sont beaucoup plus complexes. Les
digues sont constituées de matériaux empruntés dans les environs de l'ouvrage.
Une digue est donc généralement composée de matériaux tres différents aussi bien
en taille, en masse volumique qu’en structure (cohésifs ou non). Il apparait donc
difficile d’utiliser la valeur seuil de contrainte d'une taille de particule pour un tel
matériau. De plus lors de la construction d’'une digue, le sol est compacté, donc les
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différents grains de sédiments constituant le sol ont subi de nombreux
réarrangements.

On peut trouver dans la littérature quelques exemples d’études de situations plus
complexes ou plus réalistes. L’augmentation de I'inclinaison du sol semble
diminuer la contrainte de cisaillement critique nécessaire au décollement d’'une
particule (Meunier (1991)). A I'inverse Mitchener et Torfs (1996) ont montré que
Iajout de matériaux cohésifs a du sable augmente la résistance du sol a ’érosion et
réduit les quantités érodées. Les réarrangements entre grains de différentes tailles
ont tendance a augmenter la résistance du sol a 1’érosion, MacEwan et Heald
(2001).

On peut donc déja s’interroger a ce niveau sur la pertinence de la valeur de la
contrainte critique de Shields, donnée en (1.1), quant a son utilisation pour des
matériaux réels, tels que ceux rencontrés dans une digue ou un barrage en terre.

Par analogie avec les matériaux non cohésifs, on définit pour un matériau cohésif
une contrainte critique 7, a partir de laquelle I’érosion se produit (Partheniades
(1965)). Celle-ci n’est pas reliée de maniére simple aux caractéristiques
géomécaniques du sol (angle de frottement interne, cohésion), voir par exemple El
Ganaoui (2002).

1.2.2 Quantification des quantités érodées

Il existe de nombreuses formules pour évaluer la quantité de sédiments
transportée, Chanson (1999), Ildefonse et al. (1997). En fait, les approches
semblent différentes suivant le matériau (cohésif ou non cohésif), et cette différence
reléve plus de 'histoire que d’'un raisonnement scientifique.

Pour les matériaux non cohésifs, 'approche est globale. La quantité maximum de
sédiments transportée est reliée a la différence entre la contrainte de cisaillement
de I’écoulement et la contrainte critique. Les expressions sont le plus souvent du

type :

_ I,
QS _/](T_

c

) siT,>T, (1.2)

ou Q. est le débit solide unitaire par unité de largeur du lit (m?s), 7, est la
contrainte de cisaillement de ’écoulement, 7, est la contrainte critique, et A et n
sont deux parametres. La loi de Du Boys (1879) est la plus ancienne (n=1, A et T,
sont deux parameétres).

La loi de Meyer-Peter-Miiller (1948) est 'une des plus utilisées :
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n—z

2
A=8(s—1)gd (1)
r = p.(s—1)gdx;

ol 7. est la contrainte adimensionnée de Shields. Ce parameétre a été évalué a
I, =0.047. Cette formule a été établie pour des pentes faibles (inférieures a 2%),
dans des conditions particulieres d’écoulement et de granulométrie.

De nombreux auteurs ont proposé des formules de transport par charriage sur des
pentes plus importantes. Les expressions proposées font alors explicitement
intervenir I'angle de la pente. Ainsi, la contrainte critique de la formule de Smart
et Jaeggi (1983) est :

I, = 0.0SCOSO'(I— tanaj

tan ¢

ou @ est 'angle de frottement interne du sol non cohésif, et @ la pente.

La contrainte critique 7. n’est plus une constante matérielle dans ce type
d’approche. Ceci n’est pas surprenant, car on ne s’est pas intéressé aux quantités
localement érodée ou déposée.

Toutes ces formules de transport sont essentiellement empiriques. Leur domaine
de validité est donc, au sens strict, limité aux conditions expérimentales ayant
permis de les établir. Ces conditions expérimentales sont généralement les
suivantes :

- essais a la capacité maximale de transport : ’'alimentation solide amont de ces
essais était réglée au maximum de ce que pouvait évacuer vers l'aval le bief
modélisé, compte tenu de sa pente et du débit liquide qui le traversait.

- essais réalisés en régime permanent : 'apport solide amont de ces essais était
généralement ajusté de fagon que la pente du canal modeéle ne varie pas pendant
Pexpérimentation, réalisée a un débit liquide donné et stabilisé.

- essais réalisés en canal uniforme.

- essais réalisés en canal contraint latéralement : tous ces essais ont été réalisés
dans des canaux suffisamment étroits pour que l’écoulement soit contraint
latéralement et occupe donc toute la largeur du canal.

Ainsi, ces formules n’ont aucune approche locale des phénomenes. Elles donnent un
résultat global (débit unitaire par unité de largeur) pour une configuration
d’écoulement donnée.

Le débit global transporté intervient alors dans 1’équation de conservation de
masse solide, intégrée sur la dimension transversale, et permet de calculer la
position du fond z(2) :
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aQs — %_

ou p est la porosité du matériel formant le sol.

Pour les sols cohésifs, 'approche semble un peu différente. Le taux d’érosion par
unité de surface de sol E est relié a la différence 7, — 7. par des expressions qui
sont le plus souvent de la forme :

T, "
E:M(T—b—lj si 1,>T, (1.4)

c

ou M et n sont deux parametres. La contrainte critique du sol 7, est une constante
matérielle, susceptible de dépendre de la profondeur (du fait de la consolidation des
sédiments). La loi de Partheniades (n=1) est la plus utilisée.

Le taux d’érosion intervient dans l’équation de conservation de masse solide
intégrée sur la dimension transversale :

d(ch) +0(chu)

ot n F (1.5)

ou c¢ est la concentration de sédiments fins en suspension, 2 I'épaisseur moyenne de
Pécoulement, et u la vitesse moyenne.

Toutes les formules présentées ici (matériaux cohésifs et non cohésifs) sont donc
des lois empiriques de débit érodé par unité de surface (ou de largeur du lit) en
fonction des valeurs moyennes de vitesse et de hauteur de ’écoulement. Elles sont
ainsi souvent utilisées avec des modeles hydrauliques de type St-Venant, pour
lesquels le frottement de 'eau sur le sol est donné par des lois empiriques (formule
de Manning, CIGB (1998)).

Certains auteurs ont essayé de quantifier 1’érosion griace a des modeéles a deux
couches superposées, I'une fortement chargée pres du sol, et 1'autre beaucoup moins
(Singh et Prasad (1982)). Il est nécessaire alors de prescrire de facon empirique
I'échange de masse entre ces deux couches. Il apparait donc que dans ce cadre
classique d’écoulement quasi 1D, l'essentiel du phénoméne étudié n'est pas un
résultat du calcul, mais plutét une donnée.

10
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1.2.3 Comportement, rhéologie

A partir d’'une concentration volumique en sédiments supérieure a 8%, un mélange
eau-sédiment n’est plus newtonien ; il faut alors tenir compte de la présence des
sédiments dans ’écoulement.

Suivant la quantité de matiere solide transportée dans 1’écoulement, les approches
choisies pour la modélisation sont différentes. Alors que pour de faibles
concentrations en sédiments, on considere I’écoulement biphasique (car la vitesse
de Teau et des sédiments peut étre tres différente), pour des écoulements
hyperconcentrés (concentrations comprises entre 1 et 30%) on considére plutét le
mélange, d’'un point de vue comportemental, comme monophasique. Tout se passe
comme si 'on avait affaire a un seul fluide (trés) visqueux.

Nous présentons ces différentes approches dans ce qui suit.

1.2.3.1 Ecoulements a faible concentration en sédiments

On écrit souvent la viscosité d'un tel mélange sous la forme :
H= U Hy (1.6)

ou W est la viscosité dynamique du mélange, £, la viscosité dynamique du fluide
porteur, et 4 la viscosité relative, qui tient compte des sédiments.

Plusieurs approches différentes ont conduit a des expressions du type (Tableau
1-1:

_ @ j“’
= 1-= (1.7
# ( @,

ou @, représente la fraction volumique maximum, et ¢ un parametre positif.
Cette expression rend compte de 'augmentation de viscosité avec la concentration.

@, q
Théorie des Milieux Effectifs 0.40 1
Extension de la Théorie d’Einstein 0.60 1.5
Théorie de Mooney, équation de Krieger @, 2.5¢,
Principe de Minimum d’énergie dissipée par viscosité @, 2

Tableau 1-1 : Parametres de I'équation (1.7), d’apres Ildefonse et al. (1997).

Notons que pour des sphéres monodispersées, 'empilement maximum correspond a
Parrangement cubique faces centrées, @... =0.74. Mais 'expérience donne plutét
des valeurs proches de l'arrangement dense aléatoire (random close packing),
Ghep = 0.637.

Une formule relativement semblable est proposée par Leighton et Acrivos (1986) :

_ 1.5¢ )2
= 1+— (1.8)
H ( 1-9g/g,

11



CHAPITRE 1. LE CONTEXTE

ou @, =0.58.

Ainsi, la viscosité dépendant localement de la quantité de sédiments qui s’y trouve,
il apparait primordial de s’intéresser aux phénomeénes de diffusion par dispersion
des sédiments au sein du fluide.

De tels écoulements présentent souvent une répartition particuliere des sédiments
au sein de I’écoulement ; variable suivant l'intensité de I’écoulement, suivant la
taille et la densité des particules...

Les phénomeénes responsables de la migration des particules dans le fluide peuvent
alors étre :

- la diffusion turbulente, due a la turbulence régnant dans 1’écoulement, qui a
plutot tendance a distribuer les sédiments dans I’épaisseur de I'écoulement ;

- la gravité, si les sédiments sont plus lourds que le fluide ; ils auront alors
tendance a rester prés de la paroi, et a moins diffuser dans ’épaisseur de
I’écoulement ;

- les gradients de vitesse. Leighton et Acrivos (1986) et (1987) ont en effet montré
I'existence de tels flux (dans les deux directions perpendiculaires a I’écoulement),
dans des écoulements non turbulents.

Nous reviendrons sur la diffusion des particules dans les chapitres suivants.

Dans le cas particulier, d'un écoulement bidimensionnel permanent a I’équilibre, il
est possible de calculer analytiquement la répartition des sédiments dans
I’écoulement. On considere pour cela que le flux ascendant des particules, di a la
turbulence, compense exactement le flux descendant da a la gravité (exprimé grace
a une vitesse de chute semblable a la vitesse de Stokes). On obtient alors la formule
de Rouse (voir par exemple, Graf et Cellino (2002)).

1.2.3.2 Ecoulements a forte concentration en sédiments

Pour ces écoulements, deux types de modeles distincts existent: des modéles
viscoplastiques pour les matériaux plutot cohésifs, et des modeles granulaires pour
les matériaux plutot non cohésifs, (Ildefonse et al. (1997)).

Modele viscoplastique :
Cette premiere approche consiste a considérer les écoulements hyperconcentrés
comme des fluides a seuil, dont la loi de comportement est du type :

=0, d r<r,
{y quan (1.9)

r=7.+ /(). quand y>0

ou ) est le gradient de vitesse, 7 la contrainte tangentielle et 7, le seuil de
contrainte. f est une fonction croissante de ) qui s’annule en 0.

12



CHAPITRE 1. LE CONTEXTE

Le plus simple de ces modeles est le modele de Bingham, ot f est une fonction
linéaire de ) dans laquelle le coefficient de proportionnalité est la viscosité
plastique. On peut aussi citer le modéle de Herschel-Bulkley, de la forme :

=1, +Ky" (1.10)

ou K et n sont deux parametres (pour des suspensions le parametre n est en
général inférieur a 0.5).

Dans la méme catégorie, on peut citer le modele quadratique de O’Brien et Julien
(Julien et Lan (1991)), plus sophistiqué afin de décrire une plus large gamme de
comportements possibles. En effet ce modele prend en compte la cohésion entre les
particules, les interactions visqueuses entre les particules et le fluide porteur, les
impacts des particules et la turbulence.

Modele granulaire :

A partir de mesures expérimentales, effectuées au rhéometre concentrique
cylindrique, Bagnold (Hunt et al. (2002)) a étudié, pour une large gamme de
concentrations solides, de viscosités du fluide et de taux de cisaillement, les
propriétés rhéologiques de suspensions liquide/solide.

Il a ainsi mis en évidence 'existence de plusieurs régimes d’écoulement, en fonction
d’'un parametre N, nommé nombre de Bagnold. Ce parametre est défini comme :

N _ pd2A1/2y
U

avec [ viscosité dynamique du fluide, ) le taux de cisaillement, p la densité du
mélange liquide/solide (le solide et le liquide ont ici la méme densité) et A la
concentration linéique, définit comme le rapport entre le diamétre du grain et la
distance de séparation moyenne entre grain.

r=1[(a/0)" -1]

ou @, est la concentration volumique maximum possible.
Ainsi, pour des valeurs de N<40, Bagnold définit un régime « macro visqueux », ou
frictionnel, pour lequel les contraintes tangentielles (et normales) varient comme :

r = Ay? (1.11)

Alors que pour N>450, le régime est dit inertiel, ou collisionnel, et les contraintes
tangentielles (et normales) varient alors comme :

T =pd’A*y? (1.12)

13



CHAPITRE 1. LE CONTEXTE

Les contraintes sont donc indépendantes de la viscosité du fluide mais dépendent
du carré du taux de cisaillement et du carré de A (cela est comme un écoulement
turbulent ou I’échelle de turbulence est liée a la taille des grains).

Un régime transitoire existe entre ces deux valeurs limites de N, il est appelé
régime lubrifié.

Les résultats de Bagnold furent obtenus avec des particules solides de méme
densité que le fluide, ces résultats ont, par la suite, été étendus aux écoulements de
particules denses en utilisant la masse volumique des sédiments a la place de la
masse volumique solide/fluide.

1.3 Modélisation de la rupture progressive d'une digue
par surverse

Nous nous intéressons ici a une situation particuliere d’érosion, qui survient lors de
crues, sur des ouvrages en terre tels que des barrages ou digues. Il est important de
préciser que l'on ne s’intéresse qu'a des ouvrages en terre, dont la rupture
éventuelle est qualifiée de progressive, a opposer aux ouvrages en béton dont la
rupture est instantanée, CIGB (1998).

Apres une premiére partie consacrée aux phénomeénes physiques impliqués dans
cette situation, nous donnerons les différentes modélisations existantes quant a
leur description, et leurs résultats. Cela nous ameénera naturellement a nous poser
quelques questions sur la pertinence de ces approches, et a proposer un autre type
d’approche.

1.3.1 Erosion des ouvrages en terre

La surverse d’'une digue ou d’'un barrage en terre se produit lors d'une crue, lorsque
la hauteur d’eau en amont de 'ouvrage devient supérieure a la hauteur de créte. La
lame d’eau excédentaire s’écoule alors sur le parement aval de louvrage
provoquant 1’érosion de celui-ci. Si les conditions hydrauliques le permettent, il se
forme une bréche qui peut amener a la rupture complete de la retenue.

De facon idéalisée, on distingue, suivant la nature, cohésive ou non cohésive, du
matériau composant 'ouvrage, deux types de phénoménes d’érosion amenant a la
formation d’'une breche.

Matériaux non cohésifs

Visser (1994) dans Yoro (1999) décrit les phases de développement d’'une breche
dans une digue de sable soumise a une surverse. Il distingue 5 phases, Figure 1.3.
Le développement de la breche allant de la créte de la digue au bas de la pente
aval:

14
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a) I’érosion est verticale et se limite a la pente aval. L’angle [ de la pente de la
bréche varie de [, a B. (angle critique) ;
b) la bréche progresse vers 'amont en conservant un angle de pente f..

L’érosion gagne la créte de la digue avec une largeur de bréche qui diminue d’aval
en amont. La pente latérale de la breche prend une valeur @;

c) la largeur de créte augmente par affaissement du sommet de la digue dans
la breche et elle devient constante sur toute la largeur de créte. La pente latérale
de la breche reste égale a @ sur tout le long de la bréche ;

d) apres le creusement de la digue dans toute sa largeur, ’érosion se poursuit
verticalement et horizontalement, la breche s’élargit ;

e) la bréche continue a se développer jusqu’a ce que I’écoulement devienne trop
faible.

L’angle [, est définit comme linclinaison de la pente aval par rapport a
I'horizontale. L’angle [, est ’angle maximum que peut atteindre la pente tout en
restant stable sous I’écoulement. L’inclinaison des pentes latérales de la breche est
appelée @.

A la suite de ses expériences, Visser associe aux variations de l'angle [ une
érosion de type transport sédimentaire, et a I'angle @ une érosion due a des
glissements de pente.

Il apparait que le développement d’'une bréche dans un ouvrage homogéne non
cohésif est lié a deux types d’érosion. Dans un premier temps, il se produit une
érosion verticale, « assimilable » a du transport sédimentaire. Cette érosion se
poursuit jusqu’'au substratum. Ensuite, ’érosion verticale est suivie ou
accompagnée d’une érosion latérale, conduite par des glissements de pente,
provenant de 'instabilité des bords de la breche.

Figure 1.3 : Cinématique de développement d’une bréche dans un ouvrage en
matériaux non cohésifs, d’apres Visser (1995).

Matériaux cohésifs
Ralston (dans Wahl (1998)) souligne que la nature cohésive du milieu n’autorise
pas une érosion uniforme le long de la pente de 'ouvrage. L’érosion s’initie en un
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point de 'ouvrage, puis se développe a partir de celui-ci. Les discontinuités sont des
lieux privilégiés d’érosion car elles perturbent I’écoulement et le rendent turbulent.
En milieu cohésif, la breche est issue d’'une érosion par Headcut (érosion de blocs).
La Figure 1.4 illustre ce type d’érosion. Il se forme initialement un premier headcut
dans la moitié inférieure de la pente aval. Ce headcut progresse alors vers la créte
de I'ouvrage. D’apres Stein et Julien (1993) (dans Wahl (1998)), cette progression
peut se faire suivant deux modes différents :
- la partie amont de I’headcut subit un glissement (headcut) rotationnel, qui va
tendre a aplatir 'ouvrage pendant que ses matériaux sont emmenés par l'eau ;
- érosion remonte jusqu’a la créte par palier. Cette érosion en marche d’escalier
est due a la construction par couches compactées successives du barrage ou de la
digue.
Ainsi, la progression de I’'headcut, Figure 1.4, est une combinaison de :

- I'instabilité de la face verticale, sous I'action combinée de I’écoulement, et
des forces de pesanteur ;

- des fissures qui se forment parallelement a la face verticale et des poussées
hydrauliques dans ces fissures ;

- de I’érosion du pied de la face verticale.
Ralston explique I’érosion en pied du headcut par I'impact du jet provoqué par le
décollement de la lame d’eau. Cet impact crée d’'une part des turbulences dans I'’eau
et induit d’autre part des contraintes dans la partie horizontale du sol. La
combinaison de ces effets augmente I’érosion au pied. Comme la hauteur de chute
de la lame d’eau grandit avec 1’érosion, les effets du jet s’accentuent.

Figure 1.4 : Progression d'un Headcut.

Bien que ces deux descriptions soient des schématisations simplifiées de la réalité,
elles permettent de comprendre les aspects fondamentaux du probléeme.

Ainsi la rupture progressive d'un ouvrage en terre est la conséquence de trois
phénomeénes principaux :

- le premier est 1'érosion locale provoquée par 1'écoulement d'eau, qui exerce un
frottement sur le sol, et qui se charge progressivement de particules solides ;
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- le second est le glissement de massifs de sol devenus instables (glissement de
pente), lorsque 1'érosion a conduit a des pentes trop importantes ;

- le troisiéme est l'infiltration d’eau dans le corps de l'ouvrage, qui diminue la
résistance de celui-ci, et le fragilise.

Ces différents phénomenes rendent 1’évolution tridimensionnelle et fortement
instationnaire.

1.3.2 Etat de ’art

Le but des modeles numériques est I’évaluation des risques, pour les personnes
comme pour les biens, en cas de rupture d’'un ouvrage. Il s’agit donc de déterminer
en fonction du temps la forme de la breche, pour un hydrogramme de crue donné,
qui permet alors I’évaluation des débits déversés vers I'aval.

Il existe cinq types de modeles de modélisation de la formation d'une breche lors
d’une surverse, répertoriés d’apres CIGB (1998).

1.3.2.1 Modeéle 1: Bréche considérée comme un seuil avec une loi donnée
d’élargissement

C’est ’'approche la plus simple, elle fut suggérée en premier par Fread et Harbaugh
(1973). La forme de la breche est donnée a priori : triangulaire ou trapézoidale. La
largeur finale de la breche, son temps d’évolution et le débit dans la breche sont
déterminés par des formules empiriques fonctions des caractéristiques de 'ouvrage
et des conditions hydrauliques. Ces modeles sont calés sur des cas réels issus de
bases de données.

Voyons par exemple les formules proposées par Froehlich (1987) :

B =9.5k,(VH)"*
T =0.597 47 =

(1.13)

avec :
B largeur finale de la bréeche (en pieds),

T durée de rupture (en heures),

k, =1 pour une surverse,

V est le volume d’eau (en acre-feet) au dessus du fond de la breche,
H est la hauteur d’eau (en pieds) au dessus du fond de la bréche.

Remarque : la largeur de la bréche est généralement égale a environ la hauteur du
barrage. L’erreur moyenne d’estimation est de 54 % pour B et de 70 % pour T.
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1.3.2.2 Modele 2 : Breche considérée comme un seuil avec élargissement modélisé
de la bréche

Ce modele differe du précédent en ce sens qu’il ne nécessite pas une loi, fixée a
Pavance, d’élargissement de la breche. A la place, on suppose que le degré d’érosion
est proportionnel a la contrainte moyenne de cisaillement sur la surface de la
breche.

tearits J':

Figure 1.5 : Géométrie de la bréeche dans les modeles 1 et 2, d’aprées CIGB (1998).

Christophano (1965) (dans Walh (1998)) fut probablement le premier a développer
ce type de modele : il relie la force d’entrainement de 1’écoulement a travers la
breche a la force de cisaillement sur les particules de terre de la base de la breche.
Il obtient ainsi le taux d’érosion du lit de la bréche en fonction du débit d’eau
traversant la breche. Il suppose la breche de largeur de base constante avec le
temps et toujours de forme trapézoidale. L’'inclinaison des pentes de breche est
supposée égale a 'angle du sol au repos, et I'inclinaison du fond de la breche égale a
Pangle de frottement interne du sol considéré. Mais la présence dun coefficient
arbitraire dans ce modele, sans aucune réalité physique, rendit critiquable ses
prédictions.

Harris et Wagner (1967) (dans CIGB (1998) et Fread (1991)) ont traité ce probleme
en supposant la breche sujette a I'érosion, parabolique. Le débit a travers la bréche
est approximé grace a une formule de déversoir, et le transport sédimentaire
calculé par I’équation de Schoklitsch. Le modeéle requiert en plus de la taille des
grains de sédiments, les caractéristiques géométriques de la breche et une valeur
seuil de débit pour initier 1’érosion.

Le modele BRDAM, du Bureau of Reclamation, présenté par Brown et Rogers
(1977, 1981) est basé sur le travail de Harris et Wagner, il est capable de simuler
P’érosion due a la surverse comme a un renard.

Le modéle du National Weather Service, DAMBRK, développé par Fread (1977) est
un modeéle paramétrique qui peut manier des formes de bréches rectangulaires,
triangulaires ou trapézoidales. La breche est supposée s’agrandir verticalement a
un taux prédéterminé pendant que I'épuisement de I'eau du réservoir est décrite
par une simple équation de continuité. Pour étre utilisé, le modele nécessite la
définition de la géométrie finale de la breche, ainsi que la durée du temps de
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rupture. Ces exigences réduisent le modele a un moyen d’identifier les différents
événements possibles et non le plus probable.

Le modeéle BREACH est une amélioration de DAMBRK. 1l fut présenté par Fread
en 1984 (Fread (1991)) et contribua a améliorer les techniques de simulation de
rupture des barrages (digues) en terre. Ce modele est itératif, basé sur un
écoulement uniforme et quasi-stationnaire sur un déversoir a large seuil. Le
transport sédimentaire est estimé par la formule de Meyer-Peter-Miiller modifiée
par Smart. Outre les effets de I’érosion, ce modele prend en compte les évolutions
de la breche qui résultent de I'instabilité des pentes de la breche, des glissements et
du cisaillement possibles dans le haut de la pente. Il permet aussi d’attribuer des
matériaux différents au noyau du barrage, en surface du barrage et sur la pente
aval. La base de la bréeche est supposée étre toujours parallele a la face aval du
barrage. La limite principale du modele vient de la difficulté a estimer les valeurs
de la contrainte de cisaillement critique pour I’érosion et la largeur finale de la
breche, qui sont deux données nécessaires.

Le modele de Singh et Scarlatos (1988), BEED est trées semblable a ceux
précédemment cités. La vidange du réservoir est décrite par une simple équation
de conservation de la masse de I'’eau, I’écoulement est considéré quasi-stationnaire
sur la face aval du barrage et le débit a travers la breche est calculé comme celui
d’'un déversoir a large seuil. Le modele est capable de simuler des ruptures
progressives d'un barrage homogéne en terre avec des formes de breches
rectangulaires, triangulaires ou trapézoidales. La taille et la forme de la breche
initiale doivent étre fournies comme conditions initiales. La formule de transport
sédimentaire d’Einstein-Brown estime le processus d’érosion pendant que la
méthode des « contours » (Chugaev, 1964) est appliquée a la stabilité des pentes
sous l'action des forces de percolation. L’érosion latérale de la breche est supposée
se produire de telle fagcon que le rapport de la hauteur sur la largeur a la base de la
bréche reste constant. De plus, la largeur de breche sur la face aval est toujours
prise égale a la largeur de la breche a la créte.

1.3.2.3 Modéle 3 : Bréche considérée comme un seuil avec chenal érodable a 'aval

Cette approche, proposée par Giuseppeti et Molinaro (1989), considere la bréche
comme un chenal de pente uniforme et de section réguliére (triangulaire avant que
la breche atteigne la fondation du barrage, puis trapézoidale). La bréche adoptée
est schématisée sur la Figure 1.6. Le débit sur la bréche est calculé, en imposant la
condition critique au seuil de la bréche, au moyen des formules d’évacuateur de
crue, la profondeur et la vitesse de I'écoulement au pied du barrage au moyen de
I’équation de Bernoulli. Dans ce modele, on suppose que le courant d’eau atteint sa
capacité maximale de transport de sédiments au pied du barrage. Dans ces
conditions, le débit du volume solide peut étre calculé, via quelques
approximations, en utilisant la formule connue du transport sédimentaire en
riviere (formule d’Einstein-Brown). Ensuite, I’évolution des dimensions de la bréche
est déterminée au moyen d’une équation de conservation des matériaux du
barrage.
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On suppose que le temps d’évolution de la breche est suffisamment long, pour
considérer ’écoulement le long de la bréeche comme quasi-stationnaire.

b) front view c) plan view

Figure 1.6 : Géométrie de la bréeche dans le modele 3, d’apres CIGB (1998).

1.3.2.4 Modele 4 : Bréche entiére considérée comme un chenal érodable

Ce modele est le plus avancé parmi ceux proposés et appliqués. L’écoulement le
long du chenal de la breche est calculé a partir des équations de Saint-Venant,
tandis que I’évolution de la bréche est modélisée suivant une équation de continuité
des sédiments, appelée également équation d’Exner.

L’équation d’Exner est la suivante :

00, .\ _ 0z _

avec (,, le taux de transport sédimentaire (kg/s), p la porosité du matériel formant
le lit, B la largeur moyenne du chenal, 0, la masse volumique du matériau solide
et z élévation du lit.

Cette équation permet le calcul de la variation d’élévation du lit en fonction du
taux de transport des sédiments et des propriétés du matériau du lit.

Dans le modele de Lou (dans Reiter et al. (1998) et Wahl (1998)), le domaine
hydrodynamique est simulé par les équations de Saint-Venant (instationnaires)
dont le terme d’inertie a été négligé. Le mécanisme du transport des sédiments est
approché par une relation simplifiée, mais la présence d’'un coefficient empirique
réduit le domaine d’application de ce modéle.

Ponce et Tsivoglou (1981) ont développé le travail de Lou. Considérant les
conditions critiques de 1’écoulement a la bréeche, le débit sortant est calculé grace
aux équations completes de I'hydrodynamique. Le transport des sédiments est
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estimé par la formule de Meyer-Peter-Miiller. Pour la morphologie de la breche, le
modele inclut une composante qui relie la géométrie de la section transversale de la
breche au débit passant par le barrage. Cette relation, entre la largeur au sommet
et la vitesse de I’écoulement, ajoute un degré de liberté pour représenter de fagon
plus réaliste le développement vertical et latéral de la breche. Cette relation est
appliquée de l'initiation de I'érosion jusqu'a 'apparition du pic de décharge, apres
quoi la breche reste constante. De plus, un petit écoulement, limité, doit étre défini
comme condition initiale, sur la face aval du barrage (au départ, le débit sortant
sera fonction de la taille du petit ruisseau défini précédemment). Mais le point
faible de ce modeéle reste la détermination du taux de croissance de la largeur du
sommet de la breche.

1.3.2.5 Modele 5 : Ouverture d’'une bréche dans un barrage en remblai, considérée
comme un processus par étapes : érosion, rupture et transport des
matériaux du barrage. Ouverture de breche suivant deux phases
1.Breche initiale 2.Erosion latérale

Les essais sur modeles physiques et les observations au cours de ruptures de
barrages en terre montrent que le processus d’ouverture de la breche est fortement
influencé par I'hétérogénéité du remblai (noyau étanche). Pour les barrages créant
des retenues de grande capacité, la rupture initiale est une breche en forme de V ;
la seconde phase de rupture est constituée par une érosion latérale.
Les parameétres influencant la vitesse d’érosion sont :

- la protection existant sur le talus aval du barrage ;

- le type et les dimensions du noyau étanche du barrage ;

- les matériaux constituant le remblai et les filtres.
Apres le début de rupture par submersion et érosion de surface, le processus
d’érosion est une combinaison d’érosion locale du corps du barrage au contact avec
le courant d’eau et de rupture des parois latérales de la breche. En général, le
noyau d’étanchéité résiste mieux a I’érosion que les autres matériaux du barrage.
Le noyau ou des parties de celui-ci se rompent apres que les matériaux support ont
été emportés par érosion. Le processus par étapes, érosion — glissement — rupture —
transport, continue, jusqu'a ce que les facteurs suivant de limitation interviennent :

- la fondation ou les appuis présentant une résistance a I’érosion limitent la
poursuite de celle-ci ;

- le plan d’eau dans le réservoir a baissé jusqu’au niveau limite de stockage ;

- la capacité d’écoulement dans la vallée a l'aval du barrage devient un
facteur de limitation et les conditions de remous influencent I'écoulement a travers
la breche et le processus d’érosion.
Un modele de ce type (Embankment Dam BREACH : EDBREACH) a été développé
dans le cadre d’un projet de coopération Sino-Finlandais (Reiter et al., 1993). Ainsi
dans EDBREACH, tous les parametres et facteurs cités précédemment sont pris en
considération. La hauteur et la vitesse de I’écoulement au pied du barrage sont
calculées au moyen de I'’équation de Bernoulli, le transport sédimentaire au moyen
de la formule de Meyer-Peter-Miiller, et I'angle d’inclinaison des pentes de la

21



CHAPITRE 1. LE CONTEXTE

breche dépend de I'angle de frottement interne du matériau suivant une formule
simple. Par contre, ce modele est le seul a considérer ’écoulement sur le barrage
divisé en trois régimes d’écoulement : un écoulement subcritique de 'amont a la
créte du barrage, supercritique sur la face aval du barrage et finalement
subcritique du pied du barrage a I’aval, 1a ou les effets des remous se font sentir.

Ainsi, tous ces modeles de simulation numérique de I’érosion hydraulique, des plus
simples aux plus sophistiqués, sont basés sur le couplage d'un modele hydraulique
et d'un modele de transport solide.

Le modele hydraulique est, suivant la finesse de la modélisation, le modele de
Bernoulli avec quelques hypothéses hydrauliques, le modele de Saint Venant
unidimensionnel ou bidimensionnel ou de Navier Stockes. Cependant les équations
de Navier-Stokes avec turbulence, utilisées pour I'’étude des rivieres ne semblent
pas encore avoir été utilisées pour la rupture progressive des barrages en remblai.
Le modeéle de transport solide va, suivant la finesse de la modélisation, d'un simple
modele de charriage des particules solides suivant une évolution de la géométrie de
Pouvrage fixée (et en général éloignée de la réalité), a un modele de charriage et de
suspension intégré a une équation de conservation du débit solide. Les seuls
modeles de transport solide disponibles sont des modéles empiriques. En
particulier, tous les modeles de transport solide par charriage sont issus
d’expérimentations dans le cadre de I'hydraulique fluviale (par exemple : les
formules de Meyer-Peter-Miiller, d’Einstein, de Schoklitsch...).

Outre ce couplage d'un modeéle hydraulique et de transport solide, certaines
modélisations, toutes ne le font pas, tiennent aussi compte de 1’érosion par
instabilité des pentes. On a vu précédemment que ce phénomene pouvait jouer un
role important, pour I'érosion latérale sur sols non cohésifs, et pour I’érosion par
blocs sur sols cohésifs. Il apparait donc primordial de ne pas négliger ce
phénomene.

1.3.3 Discussion et propositions

Il est internationalement reconnu (Morris et Hassan (2002), Morris (1998))
quaucun des modeles présentés précédemment n’est capable de prédire
précisément, et correctement la cinétique de développement de la bréche dans le
corps de louvrage. L'erreur relative des résultats, donnés par ces modeles, est en
effet de I'ordre de plus ou moins 50%, pour I’estimation des débits liquides déversés
vers 'aval, et reste tres supérieure pour I'estimation des temps de rupture.

Les raisons de cette incapacité a décrire correctement le développement d’une
breche dans les ouvrages hydrauliques sont multiples :

- le manque de données existantes, de terrain comme de laboratoire ;

- le manque de compréhension des nombreux phénomeénes impliqués, et de leurs
interactions ;
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- la trop grande simplicité des modeles hydrauliques utilisés, et I'utilisation, hors
de leur cadre d’application, des formules de transport solide, issues de
I’hydraulique fluviale.

Dans ces conditions, vu I’état actuel des connaissances, il apparait nécessaire de
revenir a un niveau d’étude beaucoup plus fondamental, plus local des différents
phénomeénes impliqués, et de leurs interactions. On peut en effet penser que le
caractéere diphasique et turbulent de I'écoulement, totalement négligé dans les
modeles présentés, jouent un roéle sur I’érosion. De plus, les phénomenes d’érosion,
considérés dans ces modeles de facon globale pour l'ouvrage, mériteraient une
description plus locale ; il n’est en effet pas idiot de penser que I'érosion ne se fait
pas uniformément sur tout 'ouvrage. De méme, les interactions entre ’écoulement
et le sol, compléetement négligées dans ces approches, mériteraient une description
plus fine et détaillée.

Aussi, nous proposons ici une étude locale des phénomeénes de I'érosion hydraulique
des sols. Pour cela, nous supposons que 1’érosion, en tant que phénomeéne local, est
seulement due aux contraintes mécaniques exercées localement par I'’écoulement
du fluide sur le solide. Pour une configuration d’écoulement relativement simple,
nous considérons un écoulement bidimensionnel, stationnaire dans des axes liés a
la paroi (I'instationnarité des phénomenes rendrait la résolution trop compliquée),
diphasique, turbulent avec le point de vue de type couche limite. Les équations
dynamiques et les équations de la masse (deux phases avec diffusion de 'une par
rapport a 'autre) sont résolues simultanément. Une condition a l'interface eau-sol
est déduite des équations de Navier-Stokes simplifiées, et d'une condition d’érosion
si la contrainte pariétale dépasse un certain seuil critique. Nous proposons ici de
généraliser cette notion de seuil de contrainte critique a un matériau et non plus a
une particule. En effet si I'on considére le matériau relativement homogéne a une
échelle mésoscopique, on peut d'une facon globale définir une contrainte critique
caractéristique du matériau, qui peut tenir compte de sa cohésion, étre fonction de
sa teneur en eau, et de la contrainte normale exercée par le fluide sur le sol. Dans
ce cas, la donnée de cette fonction est une sorte de limite de « plasticité
généralisée » du matériau ou solide qu’est le sol.

Remarque : Nous négligerons dans notre modélisation les phénomeénes de dépot des
sédiments. En effet dans la configuration d’écoulement qui nous intéresse,
écoulement a forte pente sur une digue, ces phénomeénes sont trés peu présents,
toute la matiére arrachée par I’écoulement est emmenée par ’écoulement. Ainsi, si
dépot il y a, il se produira a ’aval de 'ouvrage, cela ne nous concerne donc pas ici.
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Chapitre 2

Représentation
thermodynamique d'un milieu a
deux phases en mouvement

On considére un milieu diphasique constitué d’'une phase liquide et d’'une phase
solide dispersée. Des exemples de tels milieux sont les écoulements de liquides avec
des bulles ou des particules solides, des écoulements de suspensions dans un gaz,
des écoulements de grains de solides, des milieux poreux traversés par une phase
liquide, etc. ...

Ce milieu, si la concentration en particules solides n’est pas trop importante, aura
un comportement assimilable a celui d’'un fluide. On pourra donc écrire pour ce
milieu des équations bilans semblables a celles d'un fluide, ou méme a un mélange
de fluides (voir par exemple Kataoka (1986), Nigmatulin (1990)).

Par contre, ce milieu possédant de nombreuses discontinuités (en nombre fini),
dues au moins au saut de masse volumique (éventuellement de température et
d’énergie interne massique) lorsqu’on passe d’'une phase a 'autre, il faudra prendre
certaines précautions pour écrire les équations de bilans.

Une autre caractéristique de ces milieux est leur caractere intrinséquement
aléatoire : les tailles, les formes des grains, leurs vitesses et leurs positions, ne
pourront pas étre considérées comme parfaitement connues. Ceci vient du fait que
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les conditions initiales des évolutions, et les conditions aux limites ne peuvent pas
étre controlées parfaitement, c'est-a-dire a I'échelle de 'inclusion ou du grain. Il est
probable que les perturbations des conditions aux limites et initiales entrainent des
perturbations encore plus importantes dans ’écoulement. On peut dire alors que ce
sont des écoulements «turbulents », mais ici cette turbulence ne nécessite pas
forcément une vitesse d’écoulement grande (associée a un nombre de Reynolds
critique).

Le fait que ce caractere aléatoire existe, et ne peut étre évité par des précautions
expérimentales classiques, incite a batir une représentation utilisant la
statistique : on sera intéressé par les évolutions de certaines «grandeurs
moyennes », puis des variances des fluctuations autour de ces moyennes, puis de
corrélations entre les fluctuations de plusieurs grandeurs, et finalement par la
connaissance des densités de probabilité multidimensionnelles des fluctuations de
ces grandeurs. On cherchera donc a avoir des représentations théoriques de ces
quantités, et des équations qu’elles doivent satisfaire. Ces grandeurs statistiques
perdent par définition le caractere aléatoire des grandeurs réelles, et donc leur
comportement instable, et par suite leurs difficultés a étre calculées.

Bien sur, elles constituent une connaissance un peu dégradée des phénomenes.

2.1 Equations de bilans instantanées d’un milieu continu
par morceaux

On considére 'espace rempli d'un milieu « continu par morceaux », c'est-a-dire que
chaque phase est continue, mais il y a des discontinuités lorsqu’on passe d’une
phase a I'autre.

Localement, dans I'une ou I'autre des phases continues, les équations d’état sont
toujours celles que l'on connait, comme si la phase était seule. Mais en ce qui
concerne les équations de bilan, la présence de discontinuités possibles demande un
réexamen.

Afin d’établir des équations de bilan valables localement dans ce milieu discontinu,
on définit une fonction indicatrice de chaque phase i, @. @ sera égale a 1 si on est
dans l’espace occupé par la phase i, zéro ailleurs. Cette fonction est donc
discontinue, et toutes les équations que l'on va écrire devront donc étre prise au
sens des distributions.

Dans chaque phase i, on note 0, la masse volumique, u., la vitesse instantanée de
composante @, Ugﬁ le tenseur des contraintes de Cauchy. Ces grandeurs sont
définies en tout point de la phase i mais pas ailleurs. En les multipliant par @, on
obtient des grandeurs définies dans tout l'espace, et égales aux grandeurs
correspondantes dans la phase en question.

Pour chacune des deux phases (milieu continu simple), la connaissance des
variables extensives 0, u. et ¢ (énergie interne massique), sera suffisante a leur
description, étant donné que la pression, le tenseur des contraintes, et la
température pourront étre définis a partir de ces grandeurs extensives (voir
Nigmatulin (1990)).
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2.1.1 Equations instantanées de chaque phase

Nous pouvons donc écrire 'équation locale de conservation de la masse de la phase
i, sans changement d’état entre phase, comme :

a a i —
3 (Pa)*+ 5 (P ) =0 @.1)

L’équation locale de conservation de la quantité de mouvement pour la phase i
s’écrit :

0 4 0 0
a1 (P )+ 5= (Papieies) = 5 (900 ) + P9g + ToprsO] (2.2)

ou le dernier terme représente le terme de force de contact a l'interface entre la
phase i et le reste, et le terme g, la composante [ de la gravité.

Dans le dernier terme de (2.2), O est une fonction de type Dirac qui est la surface
de contact entre la phase i et le reste (j), par unité de volume. nj; est la normale
extérieure a la surface de la phase i, elle est supposée étre définie partout sur cette
surface. Au sens des distributions on a :

,__0¢g
n/;é_ 5, (2.3)

En premier lieu, le terme des forces de contact devrait étre écrit —0yzn;0;, c'est-a-

dire la force exercée par la phase j, par I'intermédiaire de I'interface sur la phase i

(nous négligeons les tensions de surface). Mais comme cette force est égale a
0,410, la force exercée par la phase i sur l'interface, on peut décrire les forces de

contact avec 0,; lui méme.

En effet :

Jo=_pi
avec 71 ng.
On définit I'énergie totale massique comme la somme de I’énergie interne massique
et de 'énergie cinétique massique :

e = +lu[’,u; (2.5)
2
Nous n’en aurons pas besoin dans notre modélisation, mais cela permet de
compléter I'exposé.
On peut alors écrire le bilan locale de conservation de I'énergie totale massique
comme :
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a i a i i a . i i i i Ni i i,,0 Ni

o (Pwel )+ s—(Pguael) = 5—(~qid +ATepu ) + PAL U + 4.5, + g5, (2.6)
a a

ou j¢ représente le flux de chaleur dans la phase i. Le terme ¢'J! est le flux de

chaleur (normal a I'interface) par unité de surface, qui entre dans la phase i et qui

provient de la phase j face a i au point considéré. Ce flux est exactement opposé a

celui qui sort de la phase i au point de l'interface considéré. Ainsi :

q. =—jon; 2.7

Si on se donne des lois pour la partie réversible des g,;, et la partie irréversible de
j2 et 0O.;, compte tenu de la nature interne de chaque phase, ce systéme

S

d’équations est fermé. On peut alors tout calculer a partir des conditions aux
limites et initiales (et en particulier suivre les évolutions des ¢). Cependant la
présence de discontinuités et de la fonction de Dirac J' rend ce calcul plutot
délicat.

2.1.2 Equations instantanées du mélange

On peut tirer des équations précédentes les bilans pour le mélange, le milieu
constitué des deux phases. Ainsi, on définit :

P=>.04 (2.8)

ici O est encore une fonction discontinue, égale a 'un des 0, suivant la phase
considérée.
De méme, on définit :

2
Pug = O (2.9)
i=1
et

2
pe, = pigel (2.10)
i=1

On obtient alors en sommant les équations bilan de la premiere partie :
le bilan local de la conservation de la masse du mélange :

—(p)+i(pua) =0 (2.11)

0x,

le bilan local de la conservation de quantité de mouvement du mélange :
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9 9 0 (&
E(p”ﬁ)+07(p”a”ﬁ):aT(;(QUaﬁj-'—pgﬁ (2.12)

On peut remarquer que dans cette derniére équation la somme des forces de
contact a disparu ; elles sont en effet égales et opposées en chaque point de contact
sur l'interface (car nous avons négligé les tensions de surface).

Le bilan local de la conservation de I’énergie totale du mélange :

0 0 0 2 2 o
E( pe, ) + g( puge ) = g( ‘Z, @jg + ;440'2/3“}3 ) + Pgplp (2.13)

a

La encore, les termes d’échanges d’énergie entre phases disparaissent, car égaux et
OpPpPOSés.

Ces équations bilan présentent comme précédemment des discontinuités qui les
rendent délicates a résoudre; elles font par contre disparaitre toutes les
interactions entre phases, ce qui simplifie les équations.

2.2 Equations de bilan moyennées du fluide a deux
phases

Pour éviter la difficulté de se trouver devant des variables qui peuvent avoir des
comportements discontinus ou en pic de Dirac, et pour lisser les perturbations
aléatoires dues a notre mauvaise connaissance des conditions aux limites ou
initiales, nous allons, comme en turbulence, définir un milieu moyenné qui fera
disparaitre ces comportements singuliers.

Nous allons tout d’abord, comme dans la partie précédente, écrire les équations de
bilan moyennées pour chacune des phases, puis pour le mélange.

2.2.1 Equations moyennées de chaque phase

2.2.1.1 Définitions des valeurs moyennes

Plusieurs types de moyenne existent pour faire disparaitre les discontinuités du
milieu. On peut, soit définir une moyenne statistique, en un point, réalisée sur N
expériences ou le méme écoulement a deux phases se produit avec des petites
différences sur la position initiale des deux phases, soit faire une moyenne sur un
petit volume autour d’un point. C’est cette deuxieme approche que nous allons
présenter.

Soit V un volume, assez petit par rapport a I'échelle du milieu mais grand par
rapport a I’échelle des particules impliquées. On définit alors la masse volumique
moyenne de phase i dans le volume V :

p.=pg= % ([ pgav (2.14)
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Avec cette définition, on voit que E peut prendre de facon continue toutes les
valeurs comprises entre 0 et 0. . La masse volumique ainsi définie n’étant pas
constante, il est préférable pour les autres variables extensives de définir une
moyenne pondérée par la masse volumique moyenne. Ainsi, on définit la vitesse
moyenne de la phase i dans V comme :

upy = Py Il e (2.15)

T

De méme pour I’énergie interne :

=i M — J.J..[V 'oi@eidv (216)

e =

o [ omn

On définit encore la fraction volumique occupée par la phase i :

P :%J.J-J-dev (2.17)

et la fraction massique de la phase i, dans le mélange contenu dans V :

Eé: J.J.V’Oi@dv - E_:é

T
= l

On peut aussi définir :

—a_ (|| podr 5 o9 (2.19)

qui représente la masse de la phase i dans le volume occugaé par i. Ainsi, si la phase
i est a masse volumique constante on aura simplement o, = p,.

2 . il P . . P .
On définit u, , écart entre la vitesse instantanée de la phase i et sa moyenne, ou
fluctuation :

ul, =ul —u (2.20)

On peut de méme, écrire I’énergie massique instantanée comme la somme d’une
valeur moyenne et d’'une valeur fluctuante.
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Nous allons maintenant moyenner les équations de bilan de chacune des phases,
pour obtenir des équations de bilan sur les variables moyennées définies
précédemment.

2.2.1.2 Equations moyennées de chaque phase

L’équation locale de conservation de la masse de la phase i, (i=1, 2) est :

2 (o) + () =0 221

ot

Grace aux définitions précédentes, on peut écrire :

- S, S
piiy = pap (' +uuy )y +10 )

= Pugup + Puy up + Pgug g + Oy ug (2.22)

_ ~ e s i
= PQugp + Piuy g T PiPup g T PPy Up

pgu = pgu, - pgul, =0 (2.23)

donc

i iui = itil\i/l’/l\i/-i- (gl i’ui’
p(ﬂua B /0¢ a”p p(ﬂua B (224)

_ - - _— .y .
= PiQugiip + PPuq ug

En utilisant le résultat précédent, on obtient pour ’équation locale de conservation
de quantité de mouvement de la phase :

0/— —~ 0 |— ~—~ 0 - — —~ _—
(P )+ 5Pt ) = g( AT — PQuiuly |+ PPg s + Tognydl (2.25)

On voit apparaitre dans cette derniere équation un terme de contraintes
additionnelles, il est d au fait que dans la phase i il existe des fluctuations de

vitesse qui sont corrélées.

Avec la méme démarche, on peut moyenner ’équation (2.6) de I'énergie :
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0 —~ 0 —— 7\ - d 0 i -0, i i O

sl pae )+ 5 (pauiel ) =5 ~0ié + @ous; = el |+ Pagpuy + (=3 + Topt )1,
(2.26)

Si T'on fait ce méme calcul, en décomposant I’énergie totale en énergie interne et

énergie cinétique, on obtient pour le terme supplémentaire de flux d’énergie de
I’équation (2.26) :

il it — t't' /0144 t't't' it
PPuz e = pPQu, e _uﬁuﬁ a +101@u/?u u/? (227)

La encore ce terme additionnel est di aux corrélations des fluctuations de vitesse
et d’énergie.

Il suffit alors de trouver des lois pour les moyennes des flux (irréversibles), et pour
les termes supplémentaires dis aux fluctuations, en plus des équations d’état, en
fonction des variables extensives moyennes, pour fermer le systéme d’équations.

2.2.2 Equations moyennées du mélange

On cherche maintenant a écrire les équations de bilan moyennées pour le milieu
complet, constitué des deux phases. Deux méthodes sont possibles pour cela, on
peut soit moyenner les équations de bilan instantanées du mélange, soit sommer
les équations de bilan moyennées de chacune des phases. Les résultats seront
équivalents mais utiliseront des notations différentes.

A partir des équations (2.11), (2.12) et (2.13) et en écrivant :

n

Ug =Ug " Ug (2.28)

e =e —e (2.29)

on obtient, 'équation locale de conservation de la masse du mélange :

%(;’)%i (pu,)=0 (2.30)

L’équation locale de conservation de quantité de mouvement du mélange est :

——— —_———— o~ 2 - —
P )+ o) = | S o ey 20

L’équation locale de la conservation de I’énergie totale moyenne est :
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950V + 2 (e ) =2 S0 + 3 oty - pug'e
ot t axa a®t axa ~ Ja ~ ap” B a *t

n

j + 0g s (2.32)

On peut aussi sommer les équations moyennées de chaque phase, pour cela on
définit :
- la masse volumique du mélange

0=p +p, (2.33)
- la vitesse moyenne du mélange

DU, = pul + pyul (2.34)
- 'énergie totale moyenne du mélange:

pe. = pe +pe (2.35)

Si 'on définit au!, la différence de vitesse moyenne entre la phase i et le milieu
complet :

—~  ~

AUy =ul —u, (2.36)
On obtient pour I'équation locale de conservation de quantité de mouvement du
mélange :

2

0 (——~ 0 (——~ d (< - — T e . —
E(puﬁ)+07(puauﬁ) :GT(Z:I:QU;M —Z:I:pi(zgu; uly _;’Q(QA%A%)Jr'Ogﬁ(Z'Sﬂ

C’est la méme équation que (2.31), mais avec des définitions un peu différentes.
On pourrait faire de méme pour 1’énergie, et on obtiendrait un terme de flux de
diffusion de I'énergie un peu différent.

Pour pouvoir utiliser le systeme d’équations (2.212), (2.30), (2.31) (ou (2.37)) et (2.32)

, il faut avoir des relations qui « modélisent » > @oi, et pu,'uy", c'est-a-dire en

. . i=) .
donnent une expression en fonction des variables déja existantes dans les

équations. De méme pour uN; de (2.21), pour @JY et les termes analogues de
Iéquation d’énergie.

C’est tres compliqué dans le cas général. Pour notre cas particulier, cela est
présenté dans le paragraphe suivant.
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2.3 Choix de la modélisation du milieu diphasique

Nous considérons un écoulement d’eau chargé en particules solides dispersées ; les
variables relatives a l'eau et aux sédiments seront indicées respectivement e et s
(au lieu de 1 et 2 dans les équations précédentes).

Comme nous l'avons vu dans les parties précédentes, plusieurs niveaux de
modélisation sont possibles pour décrire un tel milieu diphasique.

Il est possible d’écrire les bilans de masse, de quantité de mouvement et d’énergie
pour chacune des phases (avec des termes pour traduire les interactions entre
phases). Le nombre d’inconnues peut alors étre important, et les termes
d’interaction entre phase ne sont pas forcément connus. Il est en fait plus simple, et
suffisant pour la plupart des systémes « pas trop compliqués », de s’intéresser aux
équations de bilan du mélange (comme s’il s’agissait d’'un fluide simple, formé de
différents constituants) et de I'’équation de conservation de I'une des phases. Le
nombre d’inconnues est ainsi réduit pour la vitesse (on ne considére qu’'une vitesse,
celle du mélange), mais il est nécessaire d’avoir des modeéles pour la diffusion, d’'une
espece par rapport a l'autre, et pour le tenseur des contraintes, qui devra tenir
compte de ces différences de composition dans le mélange.

Nous ne nous intéressons pas a la température du milieu, ainsi I’équation d’énergie
ne sera pas utilisée dans notre modélisation.

2.3.1 Choix des équations

Les masses volumiques de 'eau et du sable, p, et p,, sont constantes.
On définit la fraction massique de sédiments dans le mélange Y :

Y=¢ (2.38)

et la fraction volumique de sédiments dans le mélange ¢

c=q (2.39)
tel que
p.c=pY (2.40)
Il s’ensuit que :
_ 1
p=pcrp(l-c)=+ ] (2.41)
—Y+—(1-Y)

s e

L’expression de la vitesse moyenne du mélange (2.34) est :
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pu, = peuy +p,(1-c)ug (2.42)

Les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement pour le
mélange sont :

3(P) 5 (p) =0 2
0=\, 0 (——~\_ 0 _
E(p”‘ﬂ)Jr@(p”a”ﬁ):@(%)Wgﬁ 2.44)

ou
Tap = P0os *+ Bap = Puig g’ (2.45)

La décomposition du tenseur des contraintes de Cauchy 0., en parties sphérique
et déviatorique s’écrit :

1
Top =Top =~ POy » P =300 (2.46)

Les équations précédentes nous permettent de décrire le mouvement moyen du
mélange, mais ne nous apprennent rien sur sa composition moyenne. L'équation de
conservation de la masse des sédiments s’écrit :

0 /— 0 (—,~
—(pr)+=—(pru;) =0 2.47
5 (A7) Ox, \Pla (247)
Elle fait apparaitre la vitesse moyenne des sédiments, que l'on ne connait pas,
puisque l'on a fait le choix de ne pas écrire I’équation de quantité de mouvement
pour cette phase. On écrit alors cette derniére équation, avec la vitesse moyenne du
mélange, comme :

2 (or)+ (v, ) = (-2 (2.48)

ou J)* = pYau, est un flux de diffusion a modéliser, et ou au) est donnée par
(2.36).

Si 'on se donne des lois pour les flux de diffusion, de masse et de quantité de

mouvement, la résolution des équations (2.43), (2.44) et (2.48) nous donnera donc
acces a la vitesse moyenne locale du mélange et a sa composition moyenne locale.
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2.3.2 Choix des lois pour les flux

Ces écoulements diphasiques ont un caractére turbulent, di aux fluctuations de
vitesse, de densité, et de 'imparfaite connaissance des conditions initiales et des
conditions aux limites... Il nous est donc apparu logique d’utiliser des descriptions
et des lois semblables a celles utilisées en turbulence. Différents niveaux de
modélisation, plus ou moins complexes, existent.

La modélisation la plus simple consiste a écrire le tenseur des contraintes
visqueuses et le flux de diffusion grace aux lois de Newton et de Fick (obtenues
grace a la thermodynamique des processus irréversibles), a partir des variables
moyennes, mais avec des coefficients de viscosité et de diffusion effectifs. Ce
concept de viscosité effective pour décrire des écoulements turbulents fut introduit
en 1877 par Boussinesq. Les flux ont la méme forme que pour des écoulements de
fluides simples en laminaire, et c’est seulement le coefficient effectif qui rend
compte de 'aspect turbulent des phénomenes.

Il existe plusieurs facons de modéliser ces coefficients effectifs.

La loi de Fick (pour le flux de diffusion), et la loi de Newton (pour les contraintes
visqueuses) sont :

_ oy
JPs = -pPD,; o (2.49)

o~ (ou, ou,) 2 (ou,
Top = Hey [—axﬁ + —axa ] gﬂgff [_axy j (2.50)

Une autre approche, plus complexe, consiste a écrire les équations vérifiées par ces
flux a partir des équations instantanées de chaque phase. Mais ces équations font
apparaitre de nouveaux termes de corrélations, entre les fluctuations des
différentes variables, qu’il faudra modéliser. Comme on le voit quelque soit le degré
de complexité de la modélisation de ces flux, il faudra toujours trouver des lois de
fermeture (i.e de comportement), nécessaires a la résolution des équations.

On peut trouver une description complete des différents modeles de fermeture en
turbulence monophasique dans Chassaing (2000).

2.3.2.1 La viscosité effective

Les modeles les plus simples sont les modeles algébriques du premier ordre. Ils
consistent en fait a relier les corrélations doubles (de vitesses fluctuantes) ou plus
généralement les flux turbulents aux inconnues principales que sont les grandeurs
moyennes. On limite ainsi le champ des grandeurs inconnues principales aux
seules valeurs moyennes des fonctions de I'’écoulement.
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La viscosité effective constante est le modéle le plus simple. Avec une loi de type
longueur de mélange (Prandtl), la viscosité effective est fonction du taux de

déformation :
_, |1
My = Pl Eii (2.51)

ou [ est une longueur caractéristique, et d est :

1( 0u, , Oug ) _10u,
2( 0x; Ox, 30x,

[ISW
I

2.3.2.2 Le coefficient de diffusion effectif

Le plus simple consiste a le calculer par I'intermédiaire de la viscosité effective, et
d’un nombre sans dimension, le nombre de Schmidt :

— My

(2.52)
pD,;

Sceff

Le nombre de Schmidt représente le rapport des temps caractéristiques de la
diffusion de la masse et de la diffusion de la quantité de mouvement. Il existe peu
d’informations dans la littérature sur les valeurs du nombre de Schmidt dans de
tels écoulements. Mais si I'on admet que la diffusion est faite par les mémes
« tourbillons » que ceux qui produisent le frottement turbulent, cela correspond a
Sc; =1.

Cette approche, qui consiste a relier le flux de diffusion au gradient de
concentration moyenne, est la plus simple. Mais elle ne tient pas compte de la
sédimentation, ou de l'effet de la gravité sur les particules plus lourdes que 'eau,
des chocs entre particules, des gradients de vitesse.

Une solution trés couramment utilisée pour tenir compte de la sédimentation des
particules (Graf et Celino (2001), Kowacs (1998)), consiste a introduire la vitesse de
chute d’'une particule dans I’équation de conservation de masse des sédiments.
Ainsi, en bidimensionnel, si 'axe x est horizontal dans le sens de I'écoulement,
perpendiculaire a 'axe y, on écrit :

0 /— 0 /— ~ 0 /—, [~ 0 0
E(pY)+a(pYu)+@(pY(v—vs)):_x(—Jf”S)+@(—Jf’”S) (2.53)

ou v, est la vitesse de Stokes, c'est-a-dire la vitesse de chute d’une particule isolée,
sous son propre poids, dans un liquide visqueux au repos.

Nous n’utiliserons pas cette approche. On peut en effet penser que cette vitesse n’a
plus vraiment de sens dans un écoulement turbulent. Elle reflete I'égalité de la
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force de trainée agissant sur la particule, avec son poids déjaugé dans la direction
opposée. Or une particule en suspension dans un écoulement peut étre soumise a
de nombreuses forces. Suivant les conditions d’écoulements, et les caractéristiques
des particules, toutes ne sont pas présentes en méme temps et avec le méme ordre
de grandeur : le poids déjaugé, vertical descendant, la force de trainée, dans le sens
de I’écoulement, la force de portance, ascendante, due aux gradients de vitesses
dans I’écoulement, et aux effets de rotation de la particule (effet Magnus) (voir Dey
1999), et éventuellement des forces additives dues aux chocs entre particules. Dans
certains cas particuliers, ces forces se compensent, et la particule peut alors
acquérir une position d’équilibre a lintérieur de I'écoulement : effet Segré-
Silbergerg (Joseph et Ocando (2002)).

Aussi, des modélisations plus complexes sont possibles, permettant au flux de
diffusion de dépendre de nombreuses quantités et non plus seulement du gradient
de fraction massique moyenne.

Les études récentes sur les écoulements turbulents (Février et Simonin (1998),
Greimann et Holly (2001)) permettent d’obtenir une équation pour au,, 'écart
entre la vitesse moyenne des sédiments et la vitesse moyenne du mélange, a partir
des équations de chaque phase. On peut alors résoudre cette équation, ou la
simplifier, pour obtenir une loi différentielle, donc non locale, pour cette vitesse et
donc pour le flux de diffusion.

Les équations de chaque phase :
Pour 'eau, la conservation de la masse et de la quantité de mouvement

0 0 ~\ _
ar((1=e)p)+ g ={(1=c)pig ) =0 (2.54)
v ey e 0P e_ 9 (- :
(1 c)pe at +(1 C)loeuﬁ axﬁ - (1 c)axa+(1 C)pega+la axﬁ((l C)pe aﬁ)
(2.55)

Pour les sédiments, la conservation de la masse et de la quantité de mouvement

Ocp, , 0 ~\ -
e (cous)=0 (2.56)
a ~Juy __ O . _ 0 .
C'OSO_ +cpup ox, = caxa +cp.g, t 1 ox, (cps aﬁ) (2.57)
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Dans ces équations

Rip =uguy (2.58)

représente les corrélations de vitesses du fluide, les tensions de Reynolds;

Ris = uyujy (2.59)
représente les corrélations de vitesses des particules; et
I =-I¢ (2.60)

est la part du taux de transfert de quantité de mouvement aux interfaces, qui reste
apres la soustraction de la contribution de la pression moyenne.

A partir de ces équations on peut écrire une équation pour la vitesse de diffusion
des sédiments (voir Annexe II) :

Qauy .~ dauy du, AL
P 31; ””S”ﬂaATu.: Cp“"ﬂaz +(C§ jaf *la
J
9 (c,o(R +au; AM) 'OXR )—R 9 (C'OS)
axﬁ s\ ap £ p P ox,\ p
(2.61)

ou Ry = (l—c)pe(Raﬁ +aug Auﬂ)+cps(Raﬁ +au;, Auﬂ)

On peut résoudre cette équation telle quelle, ce qui nécessite des calculs
numériques compliqués. Par contre si I'on suppose que les termes de production et
de dissipation sont prédominants devant tous les autres, cela la simplifie
fortement.

Dans tous les cas, il faudra connaitre Rgﬁ (et R.z); que 'on peut soit modéliser,
soit calculer a partir d'une équation a ajouter. On pourrait aussi écrire ’équation
pour Rgﬁ , n’en garder que les termes de production et de dissipation, et en obtenir
ainsi, apres quelques simplifications, une relation algébrique.

Ainsi, on va supposer que dans I'équation (2.61) les termes de production et de
dissipation sont prédominants. Cette hypothése signifie en fait que les effets locaux
Iemportent sur les effets non locaux (en d’autres termes I'écoulement n’a pas de
mémoire).

L’équation simplifiée est alors :
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o Ou, (e O o OY _
cp, Ay %, +( ) Cjaxa +1, =Ry ox, =0 (2.62)

Le terme [, représente en fait les forces de trainée induite par l'eau sur les
sédiments. Son expression (Février et Simonin (2000)) est :

~ o~

1 1
]; = _cps Z__]:‘<Vr,i >2 = _Cps Z__F(u; - ut(; - vd,a ) (263)

12 12

C’est une expression linéaire, proportionnelle a la différence entre la vitesse
moyenne des sédiments, et la vitesse moyenne de I’eau, telle qu’elle est vue par les
sédiments, ce qui inclut v, , (Février et Simonin (2000)).

Comme on le voit, cette équation introduit des temps caractéristiques.

Ici, 75 est le temps caractéristique a ’échelle du grain de sédiment (semblable au
temps de Stokes), il dépend de sa taille si chaque grain est indépendant des autres
dans son mouvement. Si il y a beaucoup de grains, et s’ils peuvent se déplacer par
groupes, il faut définir une nouvelle taille du groupe, ce qui donne un autre 7;.

Par ailleurs, v,, qui est liée a la dispersion turbulente du solide dans l'eau
lorsqu’il est réparti de facon non homogéne, nécessite un autre temps
caractéristique a ’échelle de la turbulence.

L’équation (2.62) nous permet finalement d’obtenir une formule algébrique pour la
vitesse de diffusion du sable.

2.3.3 Conclusion

Nous rappelons ici le systeme d’équations a résoudre, mais par raison de lisibilité,
les opérateurs de moyenne ne sont, et ne seront plus, représentés dans les
équations. Il ne faut pourtant pas oublier que toutes les grandeurs calculées sont
des grandeurs moyennes !

Les équations qui nous intéressent sont alors :

- la conservation de la masse du mélange

0 0
E(P)"’OT(P%):O (2.64)
- la conservation de la masse des sédiments
a a —_ i _7Dt,s
E(py)J’E(pY””)_axa( J2) (2.65)

- la conservation de la quantité de mouvement du mélange
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9 o . 0

0 ,
E(P“ﬁ)‘*g(p“a”ﬁ):_axﬁ T (765) + P25 (2.66)
- les lois de comportements pour les flux
e oY
Jclr)‘ - _/ODgff E (267)
.o Ou, Oug) 2 Ou,
oo e =

Avec les équations (2.64) (2.65) et (2.66), et les modélisations (2.67) et (2.68), on
peut calculer un écoulement a deux phases sur le sol (d'une forme donnée) a partir
de conditions aux limites et initiales données. Pour pouvoir le faire, il faut préciser
ces conditions, et en particulier, pour un probleme d’érosion la condition a la limite
au sol qui concerne I'érosion, c’est ce que nous allons voir dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Conditions a l'interface liquide /
solide, et modele d’érosion

Un modeéle d’érosion peut étre défini comme une relation explicitant les échanges
de matiére entre un milieu solide et un milieu fluide a leur interface.

De tels systémes physiques, constitués de deux (ou plus) corps de constitutions
différentes, sont courant dans la nature. Dans de tels cas, deux phases (ou plus)
sont présentes dans le systéeme, et sont séparées I'une de 'autre par une région tres
fine, I'interface. L’interface constitue donc, au plus faible ordre d’approximation, un
emplacement de discontinuités possibles de masse volumique, de porosité, de
contraintes, ou de vitesse...

Ainsi si 'on veut décrire le sol érodable et le fluide de facon continue et couplée, il
est nécessaire de considérer I'interface sédiment/eau comme une frontiére interne
au systeme, a travers laquelle le transport de particules est non seulement
possible, mais est une part fondamentale du modele.

Il s’agira donc de considérer I'interface comme une frontiére interne au systéme et
d’y exprimer les conditions de flux et de concentration (Boudreau (1997)).
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3.1 Principe

Nous considérons un écoulement d’eau sur un sol érodable. Ainsi de la matiere
solide peut étre arrachée au sol et entrainée par la suite par ’écoulement d’eau.
Nous devons donc séparer ces deux domaines dont la nature et le comportement
seront différents, I'un solide érodable, ’'autre liquide qui recevra le débit érodé du
sol, par une interface poreuse que nous appellerons [ .

A travers cette interface nous considérons que la matiere érodée subit une
transition discontinue d’état, le débit érodé passe d'un état solide juste sous
I'interface a un état fluide juste au dessus (Zhang et Campbell (1992), Capart
(2000)). Au dessus de l'interface, le mélange eau/particules est considéré comme un
fluide alors qu’il est considéré comme un solide juste au dessous, par définition.

3.2 Conditions a l'interface

Nous présentons Figure 3.1 le schéma de l'interface entre le milieu solide et le
milieu fluide.

Milieu fluide (+)
(eau + particules)

3

>
—
S|

Milieu solide (-)
(sol imbibé d’eau)

Figure 3.1 : Schéma de I'interface entre les deux milieux.

Le vecteur 7 est un vecteur unitaire perpendiculaire a ' orienté du solide vers le
fluide, voir Figure 3.1.

Nous faisons les hypothéses suivantes :

- l'interface [ est d’épaisseur nulle, c’est seulement une surface de séparation
entre les deux milieux solide et liquide ;

- ¢'il y a érosion le débit érodé m qui traverse I'interface est perpendiculaire a celle-
ci;

- ’érosion provoque un déplacement (une régression) de I'interface dans la direction
opposée a 7 ; si v, est la vitesse de déplacement de I'interface, on a :

V, = =V, 3.1
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- siil y a dépot de sédiments sur I'interface, celle-ci se déplace alors suivant 7.

Nous définissons les quantités générales suivantes, ou X est la position d'un point
appartenant a l'interface :

a' (%) =lima (% +|]7) (3.2)

=1

a” (%) =lima( - |¢|7) (3.3)

—

<3

Ainsi, a” (X) représente la quantité a au point X dans le fluide (juste au dessus de
I'interface), alors que a™ (X) est son équivalent dans le solide (juste au dessous de
I'interface).

Définir de telles quantités va nous permettre d’écrire les lois de bilans de part et
d’autre de I'interface lorsqu’il y a érosion ou dépot de sédiments. Pour cela nous
allons utiliser les équations de Rankine-Hugoniot ou d'Hadamard, exprimant les
lois de conservations locales a travers l'interface.

Relations de Rankine-Hugoniot
La démarche suivie pour obtenir ces équations de saut est présentée en Annexe V,
nous 'appliquons ici & nos équations de bilan.

Ainsi, la premiére de ces lois exprime la conservation de la masse totale a travers
I'interface :

[o(i-7,)EH]=0 (3.4)

La suivante exprime la conservation de la masse des sédiments a travers
I'interface :

[(py(i-%)+J)Gi]=0 (3.5)

J représente ici le flux de diffusion.
Et finalement la conservation de quantité de mouvement a travers l'interface est :

[(g-piD(i-%))G]=0 (3.6)

Si 'on appelle m le débit érodé qui traverse l'interface, on peut écrire d’apres (3.4)
que :

m=p (i -v,)0 (3.7)
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m=p" (i*-v,)HE (3.8)

Cela signifie que le débit érodé qui vient du milieu solide est égal a celui qui rentre
dans le milieu fluide. Il existera alors un saut de vitesse a 'interface du matériau
la traversant, seulement si il existe un saut de masse volumique du matériau a
I'interface.

Cette définition de m permet de réécrire (3.5) comme :

(/7 =7 )Gi=m(y -v") (3.9)
ou J* et J™ sont respectivement les flux de diffusion juste au dessus et en dessous
de l'interface.

Nous allons maintenant projeter ’équation (3.6) dans les directions normale et
tangente a . On définit 7 le vecteur tangenta I' ; 7 [ =0.

[ido-piD(i-7,))G]=0 (3.10)

[7dg-pi0(i-%))G]=0 (3.11)

On décompose g Lfi en une partie normale et tangentielle :

glbi=on+rt (3.12)
avec par définition :
o=nlolx
. (3.13)
r=t ol

On obtient alors une relation entre les contraintes normales et tangentielles de
part et d’autre de l'interface :

ot -0 =m(i*-u )G (3.14)

rt-r =m(ut-a )0 (3.15)

Ces équations permettent de relier les valeurs des variables de part et d’autre de
I'interface, mais une quantité importante reste encore inconnue : il s’agit du débit
érodé m . La partie qui suit va nous permettre de déterminer cette quantité a
partir des conditions hydrauliques régnant dans ’écoulement fluide au dessus de
I'interface.
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Comme le montrent ces équations, il existe a linterface de nombreuses
discontinuités, de contraintes, de concentration, de masse volumique et de vitesse.
En fait certaines discontinuités, comme celle de la vitesse, peuvent étre
supprimées, en modélisant d’une facon particuliere le milieu solide. En effet, si 'on
consideére le sol complétement immobile, ou comme un milieu poreux suivant la loi
de Darcy, il y aura des discontinuités de vitesse a l'interface. Par contre si I'on
utilise la correction de Brinkman dans le milieu poreux (Ochoa-Tapia et Whitaker
(1995) ; Kuznetsov (1997)), le saut de vitesse disparait.

3.3 Loi d’érosion

Une loi d’érosion doit relier la quantité de matiere arrachée au sol, le débit érodé,
aux efforts hydrauliques exercés par I’écoulement.

Ces lois sont généralement des lois de seuil, la contrainte tangentielle exercée par
le fluide doit en effet étre supérieure ou égale a la résistance critique du sol pour
que I’érosion se produise.

Nous proposons d’utiliser deux lois d’érosion :

- une premiére, explicite et tres simple, relie de fagon linéaire le débit érodé a la
différence des contraintes de résistance critique et subie par le sol ;

- une deuxiéme, implicite, suppose que le sol ne peut supporter une contrainte
tangentielle supérieure a sa résistance propre. Le débit érodé sera alors calculé de
facon a vérifier ce critere.

3.3.1 Loi linéaire

Nous appelons 7. la contrainte tangentielle critique caractéristique du sol ; et 7, la
contrainte tangentielle exercée par le fluide sur la paroi (I'interface) (7, =7"), dont
la valeur absolue peut s’écrire :

2 2
|rb|:\/QEﬁ - (7, ) (3.16)
La loi d’érosion linéaire s’écrit :
. [0 si|n,|<T,
= , (3.17)
K (|7,|=7.) sinon

ou K, en s/m, est un parametre. Il représente la facon dont réagit le sol aux
sollicitations du fluide, plus K est grand et plus le sol «répond vite» a ces
sollicitations. Ce parameétre introduit implicitement un temps caractéristique.

Cette loi d’érosion est trés semblable a celles de Parthéniades (1965) et Ariathurai
(1986).
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Une amélioration possible de cette loi pourrait tenir compte des contraintes
normales (pression et fluctuations de vitesse) exercées par le fluide sur I'interface.
Soit O ces contraintes normales, on peut alors remplacer la contrainte critique
par:

I.=T,+0tan@ (3.18)

ou @ est un angle caractéristique du matériau.

3.3.2 Loi implicite

Dans cette approche, nous supposons que le sol ne peut supporter une contrainte
tangentielle supérieure a sa contrainte critique. Ainsi si ’érosion se produit, la
contrainte exercée par le fluide sera obligatoirement égale a la valeur critique de
résistance du sol.

Cette loi ne peut s’écrire de fagon explicite, mais on peut 'exprimer comme :

120, (|7,]-7.)<0
" (17 _()) (3.19)

(|t -7.)
Il s’agit d’une loi d’érosion de type limite de plasticité.

Cette loi implicite est en fait le cas limite de la loi linéaire présentée précédemment
avec un coefficient K infini. Ainsi 72 ayant une valeur finie et K étant infini
entraine que la différence des contraintes tende vers 0.

Les lois d’érosion présentées ci-dessus sont purement mécaniques (action de la
contrainte au sol). De plus, nous considérons que la valeur de la contrainte critique
du sol est une constante. Ces modéles sont donc trés simples, il ne représente
qu’une tentative de description du phénomeéne d’érosion.

De nombreuses améliorations sont possibles.

On peut en effet penser que la résistance du sol a I'érosion dépende aussi de son
degré d’imbibition en eau. Un sol sec s’érodera moins facilement qu'un sol saturé
(suivant le type de matériau, mais cela est vrai dans le cas de matériau comme
largile). On pourrait alors calculer le taux d’infiltration d’eau dans le sol
(écoulement dans un milieu poreux, loi de Darcy), et faire dépendre la contrainte
critique de la quantité d’eau présente dans le sol.

3.3.3 Loi d’érosion « chimique »

Avec ce méme raisonnement, on pourrait imaginer des lois d’érosion « chimique »,
pour lesquelles I’érosion se produit, non pas en fonction de la contrainte exercée au
sol, mais en fonction d’'un degré d’imbibition critique du sol. Ainsi, pour des valeurs
inférieures a une fraction massique critique d’eau dans le sol, il n’y a pas érosion,
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alors que pour des valeurs (supérieures ou) égales les particules de sol se détachent
de celui-ci.

Avec ce dernier type de modele, la condition a la limite sur 'interface de la fraction
massique est connue, c’est justement la valeur de la fraction massique critique. On
peut alors en déduire une formule explicite pour le débit érodé a partir des
équations de saut a 'interface précédemment présentées.

Si l'on appelle Y. la fraction massique critique d’eau dans le sol, pour laquelle les
particules se détachent, on peut écrire d’apres (3.9) :

(J*-J)Gi

A (3.20)

m =

or Y~ estalors égal a Y., J~ est le flux d’infiltration d’eau dans le sol (que 'on doit
connaitre).

De nombreuses améliorations sont donc possibles, notamment en couplant ces deux
types de modeles, 'un mécanique, I’autre plus chimique.

La loi de dép6t n’a pas été introduite. Elle ne sera pas considérée. Pourtant dans
certaines circonstances le dépdt peut étre important. Des lois de dépot de type seuil
existent. On peut citer par exemple la Loi de Krone (dans Tester et al. (2001)) :

T,
D= (1 ——ijsc , T,<T, (3.21)

Tcd

ou D est le flux de dépot, v, la vitesse de chute dune particule, ¢ la fraction
volumique en sédiment et 7., la contrainte critique de dépot. Mais ce type de loi est
plutét valable pour des écoulements peu turbulents : dans des estuaires, des lacs,
etc.
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Chapitre 4

Cas particulier: Ecoulement
permanent, bidimensionnel,
parabolique

Les équations et les modeles d’érosion présentés dans les deux chapitres précédents
sont d’ordre général et peuvent donc étre utilisés comme tels. Mais la résolution
complete des équations de Navier-Stokes étant relativement compliquée, nous nous
sommes limités a '’étude de cas beaucoup plus simples.

Le probleme que nous avons a traiter ici concerne 1’érosion des digues par surverse.
Comme nous I'avons vu dans le Chapitre 1, les phénomeénes liés a une surverse
sont plutot tridimensionnels et instationnaires, et la résolution de ces problémes
n’est pas chose aisée.

Une fois que le niveau de ’eau a atteint la hauteur de créte et que 'eau s’écoule sur
le parement aval, trois phénomeénes principaux vont jouer sur I'éventuelle
destruction de la digue :

- I’érosion du sol par ’eau, qui arrache des petits grains a la surface ;

- l'infiltration de I'eau dans le sol des deux cotés de la digue, qui va modifier la
composition et la résistance du sol ;
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- le glissement des pentes sous leur propre poids, indépendamment ou non des
efforts que I'écoulement d’eau leur fait subir. Ce phénomene peut étre fonction de
la teneur en eau du sol ; donc a relier aux infiltrations dans le sol.

Les deux derniers phénomeénes sont instationnaires, par essence, dans tous leurs
aspects. Le premier est aussi instationnaire, mais si 'on se place dans des axes liés
au sol, on peut penser que I'’écoulement qui est au dessus se comporte en régime
quasi-stationnaire, c'est-a-dire qu’il y a en permanence, et de facon réguliere,
érosion et transport de sédiments. A vrai dire, ceci est une supposition ; on peut
aussi imaginer que I’écoulement reste instationnaire, avec des oscillations par
rapport a la surface.

Nous allons donc limiter notre étude a la représentation théorique du premier
phénomene d’érosion précédemment cité, ’arrachage de sédiments a la surface par
Pécoulement d’eau, en cherchant seulement des régimes stationnaires par rapport
a la surface du sol. Cette modélisation sera réalisée en écoulement bidimensionnel,
et nous nous limiterons aux cas ou l’écoulement n’a pas de recirculation, qui
seraient dues a des courbures importantes de la surface en cours d’érosion.

Deux types d’écoulements seront considérés, dans la méme configuration, (Figure
4.1):

- écoulement a hauteur d’eau infinie (écoulement de type couche limite sur fond
plan) ;

- écoulement a surface libre.

Figure 4.1 : Représentation de 'écoulement considéré (hauteur d’eau infinie).

Ainsi dans ces configurations d’écoulement bidimensionnel permanent sur un sol
plat (c'est-a-dire peu courbé mais pas forcement horizontal), il apparait approprié
d’utiliser les équations dites « de couche ».
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Cette partie va simplifier les équations générales dans le cas particulier d'un
écoulement permanent bidimensionnel parabolique.

Rappelons ici que la paroi solide s’érodant, on ne peut considérer I'écoulement
comme permanent que si I'on se place dans des axes liés a la surface (qui régresse).
C’est ce que nous allons faire, en supposant que les termes d’inertie dis a la vitesse
de régression du sol sont négligeables.

Nous allons tout d’abord présenter les équations parabolisées de Navier-Stokes.
Leur obtention rigoureuse a partir des équations completes est donnée en Annexe
I. Ces équations seront par la suite utilisées dans le cas d'un écoulement turbulent
(Schlichting (1978), Chassaing (2000)).

Nous présentons ensuite les différentes conditions aux limites, en commencant tout
d’abord, par les conditions communes aux deux types d’écoulements considérés
(hauteur infinie et surface libre), a I'entrée et a I'interface sol/fluide. Puis, nous
donnons, pour chaque type d’écoulement, les conditions particulieres a la limite
supérieure, et le gradient de pression longitudinal qui en découle.

Nous donnons, finalement, les différentes lois de comportement utilisées dans
notre étude. Il s’agira de présenter différents modeles pour les coefficients de
viscosité effective et de diffusion effective.

4.1 Les équations parabolisées de Navier-Stokes

4.1.1 Le systeme d’équations

La démarche suivie pour obtenir ces équations diphasiques, pour un écoulement a
hauteur d’eau infini, et un écoulement a surface libre, est présentée en Annexe I.
Ces équations sont :

Conservation de la masse totale :

3o+ 2 =0 4.1
X dy

Conservation de la quantité de mouvement sur x :

0 , ., 0 0 Ou) Op .
_ + — = —_ _
i (pou”) 3 (ouv) ay(”ay ) i + pgsina (4.2)
Conservation de la quantité de mouvement sur y :
dp _
— + pgcosa =0 (4.3)
0y

Conservation de la masse des particules :
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0 s oy 2 2 £V
a(pYu) +$(va) = ay(Sc ay) (4.4)

Remarques :

Ces équations, « classiques » en écoulement de couche limite monophasique, sont
souvent écrites sans les termes de gravité.

Un terme supplémentaire di aux tensions de Reynolds est a ajouter a I'équation
(4.3) dans le cas d'un écoulement turbulent. Ceci sera présenter dans le Chapitre 5
en 5.3.3.3.

4.1.2 Ecoulement bidimensionnel parabolique

Dans la configuration qui nous intéresse ici, d’écoulement dit de « couche », I’ordre
de grandeur de la vitesse de I'’écoulement dans la direction x est beaucoup plus
important que celui dans la direction y, perpendiculaire a I'’écoulement. Les
variations principales dans I'écoulement se propagent de I'aval vers 'amont : les
propriétés physiques de 1’écoulement en un point donné ne dépendent que des
conditions amont a ce point, et non des conditions aval. Cela n’est vrai que si la
convection prédomine sur la diffusion, mais si le débit de 'écoulement est assez
important cela sera toujours vérifié. Evidemment les phénomeénes de recirculation
seront impossibles.

L’'influence de la pression dans les équations est habituellement elliptique ; mais
I'équation (4.3) permet de calculer p(x,y) = pgcosa(y—-y,)+p,, ou p, est la
pression en un point y, a 'extérieur de la couche de fluide, qui doit étre donnée car
elle n’est pas une caractéristique interne. Donc si 'on connait p,, le gradient de
pression suivant x est connu, et le systéme résultant est parabolique.

Typiquement, les écoulements de type couche limite plans ou axisymétriques le
long d’'une paroi, les écoulements en conduite, les jets ou les couches de mélanges,
les écoulements a surface libre (sous certaines restrictions) sont tous des
écoulements bidimensionnels paraboliques.

La solution pour des problemes de ce type est obtenue en se donnant les valeurs
initiales (amont) des variables (vitesse, fractions massiques des éventuelles especes
considérées, masse volumique...) et en avancant pas a pas dans la direction aval.
Pour chaque pas en avant, la distribution des variables dans la direction
perpendiculaire a I’écoulement est calculée en un point donné dans la direction de
Pécoulement. Ainsi on est amené a résoudre un probléme unidimensionnel a
chaque pas.

La résolution des équations de quantité de mouvement et de continuité ne présente
aucun probléeme particulier. Le gradient de pression suivant x doit étre connu.
Grace a ce gradient de pression, ’équation de quantité de mouvement suivant x est
résolue afin d’obtenir la vitesse suivant x. La vitesse sur y peut ensuite étre
calculée grace a I’équation de continuité. Les équations de conservation de la masse
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des différentes espéeces chimiques éventuellement présentes servent finalement a
calculer les fractions massiques de celles-ci.

Remarque importante :

Ces équations parabolisées peuvent donc étre utilisées pour un écoulement a
surface libre si les hypothéses précédemment citées restent valables. C'est-a-dire
que I’écoulement est a grand nombre de Reynolds ; les vitesses longitudinnales sont
trés supérieures aux vitesses orthogonales; les variations dans le sens de
I’écoulement (suivant x) de pente, de hauteur de la surface libre et de vitesses sont
lentes (les gradients suivant y sont trés supérieurs aux gradients suivant x), et
I’écoulement n’a pas de recirculation.

Nous choisirons donc a surface libre des configurations d’écoulement ou ses
hypotheses sont vérifiées.

La partie qui suit présente les différentes conditions aux limites nécessaires a la
résolution de ces équations, notamment le calcul du gradient de pression suivant x.

4.2 Conditions aux limites

Nous rappelons ici toutes les conditions aux limites, communes et particulieres a
chaque type d’écoulement, certaines ont aussi été présentées en Annexe I.

4.2.1 Conditions communes aux deux types d’écoulement considérés

4.2.1.1 A lentrée

Comme nous l'avons dit précédemment, il est nécessaire de donner les valeurs
initiales des variables en x = 0.
Nous donnons donc en entrée un profil initial de vitesse :

u(0,y)=uy () (4.5)

ce profil pouvant étre linéaire, parabolique...
Ainsi que la valeur initiale de la fraction massique de sédiments dans
Pécoulement :

Y(0,y)=0 (4.6)

Elle est prise nulle, I'’écoulement est constitué d’eau pure (mais pourrait ne pas
Pétre).
4.2.1.2 A Tl'interface

On réécrit en bidimensionnel les équations obtenues dans le Chapitre 3.
Comme d’habitude en mécanique des fluides, on écrit la condition de non
glissement de la vitesse longitudinale :
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u(x,0)=0 4.7

Les conditions qui vont suivre sont reprises de la premiere partie du Chapitre 3.

Il existe par contre une différence notable entre ces équations générales, et celles
que nous avons choisies de résoudre. En effet dans le Chapitre 3, I'interface avait
une vitesse de déplacement propre nommeée v,. Cette vitesse de déplacement peut
étre interprétée comme une vitesse de régression de l'interface si elle s’érode, ou
comme une vitesse de progression si les particules érodées sédimentent ; cette
vitesse étant exprimée dans des axes fixes.

Or dans notre modele, les axes sont liés a l'interface. C'est-a-dire qu’en cas de
régression de l'interface, ou paroi, due a l’érosion, I'axe des abscisses suivra
I'interface dans sa régression ; 'axe des x restant « collé » a la paroi. Ainsi, v, sera
cette fois prise égale a zéro dans les relations de Rankine-Hugoniot. Mais nous
pourrons toujours avoir acces a cette vitesse ainsi qu’a la vitesse débitante dans
P’écoulement par I'intermédiaire du débit érodé qui traverse I'interface 7.

On peut en effet écrire grace a la relation de Rankine-Hugoniot (3.4) :

- que la vitesse de déplacement de I'interface est :

Vv, = —— (4.8)

- que la vitesse du fluide sortant de I'interface est :

m

0

v(x,0)= (4.9)

+

(On voit que si I’érosion est nulle, la paroi ne se déplace pas et aucun débit ne sort
du sol.)

Dans le sol, la partie inférieure a l'interface, nous négligeons les phénomenes de
diffusion J~ =0 ; le sol est considéré comme saturé en eau. L’équation (3.9) devient
alors :

JrGi=m(Y -Y") (4.10)

Que l'on peut réécrire, si 'on modélise les processus de diffusion par la loi de Fick,
comme :

‘PDeﬂ)O%(x,O)=n'1(Yg—Y(x,0)) (4.11)

ou Y, est la fraction massique de sédiment dans le sol (¥, =Y").
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Nous rappelons dans notre cas particulier la loi d’érosion linéaire :

} ou
0 si ,ue_ﬁa—j <T.
= /0 (4.12)

Ou .
K(,ueﬁr — | —7, | sinon
7oy ),
Pour le deuxiéme modele d’érosion, on a :

(4.13)
. Oou _
o), 7n )0
0

Remarques :

- On peut se poser la question de la validité des équations de couche limite lors des
phénomenes d’érosion, la paroi va en effet se déformer et ne plus rester plane. Mais
en fait ces équations restent valables si le sol n’est pas trop courbé (faible variation
de la courbure avec x), ce que nous considérons.

- Dans notre modele, on ne calcule pas les caractéristiques du sol. On les suppose
connues et constantes, et on considere en particulier le sol immobile.

4.2.2 Ecoulement a hauteur d’eau infinie

Les limites supérieures de la vitesse et de la fraction massique de sédiments sont
données par les valeurs de celles-ci dans I’écoulement externe a la couche limite.
On a donc:

limu(x,y) = u,(x) (4.14)
Y0
limY(x,y)=0 (4.15)
y—vDO

Apres quelques calculs, a partir de 1’équation (4.3) et des caractéristiques de
Iécoulement externe, présentés en 1.2.2 de ’Annexe I, on exprime le gradient de
pression longitudinal de I’équation de quantité de mouvement comme :

e, [ 5P s
Feie LU, F. +peg{s1na'+cosa'ax£(pe ljdy} (4.16)

1 , Péquati u uv x (4. acri es éliminati u
Finalement, 1’équation du mouvement en x (4.2) s’écrit, aprés élimination d
gradient de pression dans le cas d'une hauteur d’écoulement infinie :
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S o)+ 2 (o) = 5 St )+ pan, 5 j +(p- p)gsing + pgeosa (4.17)
avec
p=-p.3 j[p%—ljdy
. _I%dy (4.18)
.
==(p, _pe)l(pf)p,,j a

On constate trois origines du terme source :

- 'action du gradient de vitesse extérieure ;

- Paction directe des forces de gravité longitudinale due au supplément de poids
propre lorsque I’écoulement est chargé en particules ; cette action est nulle sur fond
plat (a = 0), ou lorsque la concentration est nulle (¥ = 0), ou lorsque les particules
ont méme masse volumique que le fluide (p, = p,);

- laction indirecte, a travers la pression, des forces de gravité transversales a
Iécoulement, dues au gradient longitudinal de masse volumique de I'écoulement
situé au dessus; ce gradient longitudinal de masse volumique reflete le gradient
longitudinal de concentration solide; cette action est nulle lorsque la concentration
est nulle (Y =0) ou lorsque les particules ont méme masse volumique que le fluide
L =p.).

Nous discuterons de l'influence de ces termes dans les chapitres consacrés aux
résultats numériques.

Remarque :
Pour obtenir I'expression en gradient de concentration, on a utilisé le résultat
dp _d( ,1 ,d (1 dp
——=— —|=p—| = |+2—F= 4.19
ay dY(pp] Pavlp ) “ar (4.19)
et
i(lj:i_i (4.20)
ay\ p P P

qui permet d’écrire que :

9P 5 - o[ P
= p»( pepsj (4.21)
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4.2.3 Ecoulement a surface libre

Dans ce cas, on ne peut pas donner la valeur des variables a la surface (conditions
aux limites de type Dirichlet), o y = 4, mais simplement donner la valeur de leur
gradient suivant la direction perpendiculaire a I’écoulement (conditions de
Neumann). Ces conditions sont :

%(x,h) -0 (4.22)

qui traduit le fait que 'on néglige les frottements exercés par I'air sur la surface de
I’écoulement, et :

%(x,h) -0 (4.23)

qui traduit le fait qu’il n’y a pas d’échange de matiere solide au niveau de la
surface.

Le gradient longitudinal de pression est dans ce cas (calculs en 1.3.2 de I’Annexe I),
en supposant la pression a la surface constante (égale a la pression
atmosphérique) :

(4.24)

Finalement, I'équation du mouvement en x (4.2) s’écrit, aprés élimination du
gradient de pression dans le cas d'un écoulement a surface libre :

i(,Ouz) —(,Ou)— ( Ou )+pgsina'—gphcosaa—h+[)gcosa' (4.25)
Ox 6 Ox

°’|b

h(x)
h(x) 2

— p_\ oY

=—(p, pe)l(pepsj 5

ou 'on a noté p,(x) = o(x,h(x)).
On constate trois origines du terme source :
- Paction du gradient d’épaisseur d’écoulement 0/ / Ox ;

(4.26)
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- laction directe des forces de gravité longitudinale due au poids propre du
mélange; cette action est nulle sur fond plat (a = 0);

- 'action indirecte, a travers la pression, des forces de gravité transversales a
I’écoulement, dues au gradient longitudinal de masse volumique de 1’écoulement
situé au dessus; ce gradient longitudinal de masse volumique refléte le gradient
longitudinal de concentration solide; cette action est nulle lorsque la concentration
est nulle (Y =0) ou lorsque les particules ont méme masse volumique que le fluide

(o, =p.).

4.3 Lois de comportement

Nous allons reprendre les lois définies dans le Chapitre 2, dans le cas particulier de
notre écoulement de « couche ».

4.3.1 Coefficient de viscosité

4.3.1.1 Viscosité constante

Afin de bien comprendre les phénomeénes mis en jeu par notre modele, et dans le
but de simplifier la modélisation, nous avons choisi un coefficient de viscosité
effective constant. Mais pour «tenir compte du caractere turbulent» de cet
écoulement (les écoulements naturels considérés étant plutét turbulents), nous
avons choisie une valeur de viscosité treés supérieure a sa valeur en écoulement
laminaire. On pourrait parler d’écoulement pseudo-turbulent. Ainsi, nous prenons :

Uy = apU,h, (4.27)

ou a est une constante numérique inférieure a l'unité, /, et U, respectivement la
hauteur, et la vitesse d’entrée de ’écoulement.

4.3.1.2 Longueur de mélange de Prandtl

Ecoulement de type couche limite
Dans le modele de longueur de mélange de Prandtl, la viscosité effective est définie
comme :

/’Ieff = /’Ilam + plli

Oou
E‘ (4.28)

ou /, estla longueur locale de mélange, définie a partir de la distance a la paroi :

| =

m

{Ky si Ky <Ay (4.29)

A0y 49 81 KY > A0y 49
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ou K =0,435 est la constante de Von Karman et A =0,09 et J,, 'épaisseur de la
couche limite, définie comme u(J,q ) = 0.99u,, .

Cette expression de la longueur de mélange n’est valable que dans le cas d’un
écoulement a hauteur d’eau infinie, ou I'on peut définir 9, .

Ecoulement a surface libre

Dans le cas d’'un écoulement a surface libre la définition de la longueur de mélange
sera quelque peu différente (d’apres Kovacs (1998)) :

Pour un écoulement a surface libre d’eau pure :

1/2
I, = Ky(l —%j (4.30)

ou A est 'ordonnée de la surface libre.

Cette formulation de la longueur de mélange ne tient pas compte de la présence des
sédiments, Kovacs (1998) propose une amélioration de la longueur de mélange en
tenant compte.

Rugosité de paroi

La viscosité définie comme précédemment n’est valable que dans la zone externe de
la couche (voir une partie de la zone tampon). Car tres prés de la paroi, dans la
sous-couche visqueuse, la diffusion turbulente est négligeable et tout le transfert
diffusif se fait par 'intermédiaire de la viscosité moléculaire v, .

Ainsi dans la couche logarithmique (zone pour laquelle la contrainte est constante
et due seulement a la diffusion turbulente), on écrit la vitesse de 1’écoulement
comme :

u* =%ln(y+E) =%1n(y+) +C (4.31)
L _u
u — —
Us
. _ Yl
y - l/lam (432)

Pour l'instant rien n’a été dit quant a 1’état de surface de la paroi. On considere
maintenant un fond rugueux composé de rugosités de taille caractéristique #,.
Dans le cas ou la paroi est constituée de particules de solide, /, sera pris égale au
diametre des particules, si les particules sont mono-disperses, ou proportionnel au
diametre moyen si elles sont poly-disperses.
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Plusieurs types d’écoulement sont possibles suivant la valeur de #4,. Pour les

définir, on introduit le nombre de Reynolds caractéristique de I'écoulement du
fond :

R = u.h,

(4.33)

l/lam

Pour R. <5, on parle de régime hydrodynamiquement lisse. Les rugosités du fond
sont entierement plongées dans la sous-couche visqueuse, et I'écoulement n’en
ressent aucun effet.

Pour 5 <R, <70, le régime est dit transitoire.

Pour R. > 70, le régime est rugueux. Les rugosités du fond dépassent de la sous-
couche visqueuse, et influencent alors ’écoulement.

Suivant les régimes, la valeur de la constante C de (4.31) prend les différentes
valeurs (Schlichting (1978), Cousteix (1989)) :
Pour le régime hydrauliquement lisse, on a :

C:15+%m(hm) (4.34)

lam

Pour le régime rugueux, on a :

c:&s—%m(hmj (4.35)

lam

On peut alors en déduire la valeur de E, dans (4.31), en fonction de C suivant le
régime considéré.
Nous reparlerons des rugosités de paroi dans les chapitres dédiés aux résultats.

Remarque : Dans le modéle a longueur de mélange, la contrainte tangentielle est
reliée au carré du taux de cisaillement. Une formule du méme genre fut proposée
par Bagnold (Hunt et al. (2002)), pour une suspension liquide/particules cisaillée
dans le régime collisionnel. Mais chez Bagnold, la longueur de mélange n’est pas
donnée par I’écoulement mais simplement par le diametre du grain.

4.3.2 Coefficient de diffusion

4.3.2.1 Diffusion constante

La encore, dans le but de simplifier le probleme a étudier, et n’ayant que peu de
données expérimentales sur sa valeur, nous avons choisi :

D ..
se =Pl —4 (4.36)

/'Ieff
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4.3.2.2 Loi différentielle de diffusion

Nous avons vu au deuxiéme chapitre comment trouver une loi différentielle de
diffusion a partir des équations de chaque phase.

Nous présentons ici seulement le résultat final donnant l’expression du flux de
diffusion, tous les calculs sont présentés dans la deuxiéme partie de I’Annexe II Loi
Différentielle de Diffusion.

Son expression est :

JDt :_T{;(l_c)p€|:_(cps‘ _ jap RT aY TIZ ps ac

y 0 0 dy ] ay le(l— ) 12”5:‘ (4.37)

Qui devient, en approximant R,,; et RyTy (voir Annexe II) :

h(1-¢)p (c,o jap [Ou) oy .1, p (auj ac}
g =10 7Py [P +1.700 O e P yp (4.38)
’ P { P oy P oy ) oy T (1-e) dy ) oy

Comme on le voit, cette approche est beaucoup plus riche physiquement que le
modele ou le nombre de Schmidt est pris égal a I'unité. Le flux de diffusion est ainsi
lié non seulement au gradient de concentration, mais aussi au gradient de pression
orthogonal, par I'intermédiaire de deux temps caractéristiques. Ici, 7/, est le temps
caractéristique a I’échelle du grain de sédiment (semblable au temps de Stokes), il
dépend de sa taille si chaque grain est indépendant des autres dans son
mouvement. Mais si il y a beaucoup de grains, et s’ils peuvent se déplacer par
groupes, il faut définir une nouvelle taille du groupe, ce qui donne un autre 7/; ...

T{, est un temps caractéristique a I’échelle de la turbulence.

Il est possible a partir de I'expression (4.38) de donner l'influence des différents
termes du membre de droite sur la diffusion. En effet, le flux de diffusion total est
ici positif (les sédiments proviennent de la paroi, leur gradient de concentration en
y est donc négatif). Or si 'on regarde les signes des trois termes constituants le flux
de diffusion total, on voit que le premier terme, lié au gradient de pression
orthogonal, est négatif ; alors que les deux autres, liés au gradient de concentration
en sédiments, sont positifs. Ainsi, les deux derniers termes du membre de droite du
flux de diffusion (lié chacun & un des deux temps caractéristiques), auront plutot
tendance a favoriser la diffusion des sédiments dans 1’écoulement (vers les y
positif), alors que le premier terme, lié a la gravité, aura I'effet inverse.

Choix des temps caractéristiques :
Pour 7/,, temps caractéristique de I'inertie de la particule, nous prendrons le temps
de Stokes proposé par Kaftori et al. (dans Mazumder (2000)) :

d:?
T{; —_ ps s

=_%s 4.39
18peVlam ( )
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Griemann et Holly (2001) proposent un temps caractéristique semblable fonction
de la fraction volumique en sédiments, pour des milieux concentrés.

Pour le temps caractéristique a I’échelle de la turbulence 7j,, on peut le définir a
partir de la viscosité turbulente, Février et Simonin (2000) :

Oou

Vy = Bkt{, =1, N (4.40)

ou B est une constante numérique a fixer. Ainsi, dans notre cas particulier
d’écoulement, 7|, s’écrit :

I, = 4.41
12 B au ( )

dy

Prise en compte du nouveau flux de diffusion :

Nous allons en fait déduire un nombre de Schmidt de I'’équation (4.38), et c’est par
I'intermédiaire de ce nombre de Schmidt que le nouveau flux de diffusion sera
calculé.

Pour cela, on va écrire le flux de diffusion sous la forme :

J) =-pD or

arn (4.42)

Ainsi, a partir de (4.38) et de (4.42), on peut exprimer l'inverse du nombre de
Schmidt comme :

1 _pDy r@(l—c)p{ (cp, ]ap z(aujzaY I, P (a)
= = - Lo |-+ 1Tp0 | — | =+ Al
Scy My oY P o P\ay) o T - Oy

ay Her

(4.43)

Vu la valeur de la viscosité effective, et en développant les termes, on obtient :

Oou
L _ (e _Nwli=c)pdp  ti(l=c)p|oul . Pp.|3y|0c
Scejf - C( 1] al ay+17 0 ay + 12 p2 alay(444)
ay'u‘fﬁ 3

A partir des définitions des temps caractéristiques présentés en (4.40) et (4.41), on
en déduit :
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1 - &_ Tlg(l_c)pea_p TS(I_C)pe a_l/l ' pspe %
Sey = c( 1j—ay 3 +1.7—p 3 + A4 —zalay (4.45)
ay Her dy

Nous avons, pour cette derniére formulation, simplement remplacé 7/, par sa
valeur, et introduit la valeur de la constante B dans la constante A que nous
nommerons désormais A’. Cela permet de faire disparaitre le gradient de vitesse du
dernier terme de droite.

Nous devons a ce niveau préciser les conditions nécessaires a l'utilisation de la
formule (4.45). En effet, le nombre de Schmidt (ou le coefficient de diffusion) se doit
d’étre positif ! Les gradients de fraction volumique, ou massique, étant négatifs (la
quantité de sédiments est plus importante prés de la paroi), ainsi que le gradient
de pression (pris ici égal a —pgcosa), on s’apercoit alors que dans (4.45), le
premier terme du membre de droite est toujours négatif, et les deux autres sont
toujours positifs (remarquons que le dernier terme de droite & une valeur tres
proche de 'unité).

Ainsi, le premier terme, lié au gradient de pression orthogonale, négatif, a
tendance a diminuer la diffusion alors que les deux autres termes a ’augmenter.
Nous verrons dans les chapitres consacrés aux résultats, que cette restriction,
quant au signe positif du nombre de Schmidt, limite la gamme des parametres
utilisables, notamment au niveau du diameétre des grains.

Méme si pour nos calculs, nous nous sommes limités a des valeurs des parameétres
donnant globalement un nombre de Schmidt positif dans tout ’écoulement, il se
peut que localement, sur un ou deux points du maillage, un nombre de Schmidt
négatif apparaisse. Cela arrive, pratiquement toujours, au sommet de la couche, ou
les gradients de vitesse sont plus faibles (donc la viscosité effective) ; entrainant
ainsi une prédominance du terme lié au gradient de pression, sur les deux autres.
Une valeur négative du nombre de Schmidt n’étant pas acceptable, nous devons
dans ce cas faire un choix.

Aussi, quand un nombre de Schmidt négatif apparait sur un point du maillage,
nous calculons le flux de diffusion correspondant en ce point ; si ce flux est inférieur
a 1% du flux maximum dans la couche (a I'abscisse considérée), nous fixons en ce
point le nombre de Schmidt égal a un (nous faisons ainsi au maximum, une erreur
inférieure a 1% sur le calcul du flux de diffusion). Si le flux de diffusion locale est
supérieur a 1% du flux maximum, le calcul est arrété et nous ne présentons pas de
résultat dans ce cas.

Cette approximation peut paraitre un peu grossiére, mais comme nous I'avons dit,
dans les calculs que nous présenterons, le seul point ou ce probleme se posera sera
le dernier point au sommet de la couche. Mais comme les fractions massiques en
sédiments au sommet de la couche seront toujours beaucoup plus faibles que les
autres, et que ce qui se passe en ce point n’a aucune influence sur la région proche
de la paroi, 'approximation faite n’aura en fait aucune influence sur les résultats.
Nous en reparlerons dans les chapitres dédiés aux résultats.
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Remarque :
Comme nous I'avons dit, nous prenons ici le gradient de pression orthogonal égal a
—pgcosa . En toute rigueur, ce gradient est :

op _ _ _0/ =
Oy_ pgcosa ay(pv ) (4.46)

Nous avons en fait préféré négliger ce deuxieme terme, car il présentait des
variations en y (dues a des problemes de discrétisation), qui rendait la formule du
nombre de Schmidt différentielle beaucoup plus délicate a utiliser. De plus, ce
deuxieéme terme est d’habitude tres inférieur au terme di a la gravité.

Nous reviendrons sur ce flux de diffusion dans les chapitres suivants.
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Chapitre 5

Résolution numérique

5.1 Choix du systéme de coordonnées

On rappelle la définition de la fonction de courant:

oy
0 —
pur __ay
oy
vl = —
g Ox

(5.1)

Dans ces équations (5.1), et dans les trois suivantes, 'exposant O est nul si
I’écoulement est plan bidimensionnel, et égal a 1 si 'écoulement est axisymétrique.

Dans le cas qui nous intéresse J est nul.

Notre probleme comporte 3 équations aux dérivées partielles a résoudre. Or il est
bien connu, voir par exemple Patankar et Spalding (1970), que l'on peut
s’affranchir de I'équation de continuité, en choisissant le systéme de coordonnées

(x,¢) alaplace de (x,y).
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En effet :
0 0 _
a(W)*a(PV)-O
i(a_‘/’}ri _a_‘/’j -0
Ox\ dy dy X
0=0

Dans le systéme de coordonnées (x,{/) l'équation de continuité est ainsi
automatiquement satisfaite.

Le systéme de coordonnées a une importance particuliere dans une procédure de
volume fini, ou 'on ne s’intéresse aux valeurs des variables dépendantes que sur
un nombre de points finis, arrangés en maillage dans le systéme de coordonnées
choisies. Le plus simple serait d’utiliser un maillage rectangulaire dans les
coordonnées ( x,y), ou méme mieux (x,{/) qui supprime une équation a résoudre.
Il est facile de voir que ce choix est désavantageux pour I'étude des problemes de
couche limite, dont I’épaisseur d’habitude croit dans la direction aval et ou le débit
augmente en fonction de x. Ainsi si I’espace entre les mailles est tel qu'un nombre
relativement important de points est dans I'épaisseur de la couche limite a ’entrée
amont, alors cette distribution des points sera excessivement fine et inutile a la
sortie aval. De méme un maillage destiné a la sortie aval de 1’écoulement sera
beaucoup trop grossier pour la région amont et entrainera une perte de précision.
La solution idéale serait d’avoir un maillage qui s’adapte a la région de couche
limite. Cela peut se faire en utilisant w comme variable transverse.

Ce choix combine les avantages de l'utilisation des coordonnées de fonction de
courant avec ceux de restreindre la couche limite a un intervalle fini de valeurs de
@. On définit w comme :

w=(Y -y, )/(‘//E -4;) (5.2)

ou Y, et Y, sont les valeurs de la fonction de courant aux frontiéres I et E ,ainsi
w vaut zéro a la frontiere I et un a E. On peut prendre {, et ¢/, comme fonctions
de x, afin, outre d’assurer I'efficacité de la résolution numérique, de ramener toutes
les importantes variations des variables dépendantes dans une gamme de @
comprise entre zéro et un.

A partir de ces définitions, on peut exprimer y en fonction de w, comme :

y(@)= (g -w)| aco (5.3)

o pl@)u(@)
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A

Surface E

Surface I

Axe de symétrie

Figure 5.1 : Le systeme de coordonnées.

A partir de la définition de {/,on a :

dy .
L= —pPm,

ay .
= -1,

(5.4)

(5.5)

ou m,; et m; sont les taux de transfert de masse a travers les surfaces I et E. ni,
est le débit surfacique que la couche limite acquiert de la part de 1’écoulement

extérieur, et n, celui qui arrive di a ’érosion.

On va tout d’abord écrire les équations dans le systéme de coordonnées (x,¢/) :

Conservation de la masse des sédiments :

or _ 0 [rpuy oY
ox OJY O O

Conservation de la quantité de mouvement du mélange :

a_u = i[ }/'25 a_u] —_ Ld_P
ox op\” PPyl oudx

Puis, dans le systéme de coordonnées ( x,w) :
Conservation de la masse des sédiments :

(5.6)

5.7
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0_Y+{V,5mf +C(.)(VEJ}1'15 —]/‘1577"11 )} (1) 4 _ 0 {(wrzapu/'leff a_Y} (58)

Ox (‘;UE R4 ) a_w - a_w e~ )zas,e.tf ow

(On peut écrire la méme équation pour la conservation de la masse d’eau en
remplacant Y par (1-Y))
Conservation de la quantité de mouvement du mélange :

ou (s + vy =i )} ou _ i{ 7 putly a_”} LA (59)
Ox (‘//E _‘//1) dw Ow (‘//E 2, )2aw pu dx .
Ces équations s’écrivent en fait sous la méme forme :
99 99 _0 0_¢’]
ax+(“+b“’)aw'aw[caw +d (5.10)
ou :
a :’”16”'11/(1/15 -4) (5.11)
b= (rfmg =1l )/(@e —4,) (5.12)
c=rpuply [(Yr —4,)?0y (5.13)

Ici @ représente les variables dépendantes et d est nul, excepté pour 'équation de
quantité de mouvement ou :

_1dP

d = E% (5.14)

La définition exacte de P, dans cette derniére équation, sera donnée dans la
derniére partie.

Remarque : I’équation de I’enthalpie, voir de k ’énergie cinétique de turbulence et
de £ la dissipation turbulente, peuvent aussi s’écrire sous la méme forme (les

termes sources différant, suivant la variable considérée).

5.2 Résolution du systeme d’équation

5.2.1 Schéma numérique

La méthode de discrétisation des équations a proprement dite ne sera pas
présentée ici, on peut la trouver dans Patankar et Spalding (1970) (voir aussi
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Patankar 1980). Nous présentons par contre, un peu plus loin, les modifications
principales apportées au programme original « Genmix », issu de Patankar et
Spalding (1970).

5.2.2 Résolution

Dans notre probleme parabolique, les valeurs des variables a une abscisse donnée
ne dépendent que des conditions amont. On peut en effet montrer que pour un
nombre de Peclet assez élévé (> 10) (le nombre de Peclet est le rapport entre le
temps de diffusion de la masse et le temps de convection de la masse), c'est-a-dire
lorsque la convection est prédominante sur la diffusion, les conditions aval n’ont
aucune influence sur 'amont.

On peut donc avancer pas a pas en résolvant pour chaque x, les valeurs des
différentes variables sur w. La discrétisation des équations par la méthode des
volumes finis nous donne des équations algébriques, reliant seulement 3
inconnues, de la forme :

@ =49, +Bg., +( (5.15)

ou @ =@(wi)) eti=2,.,N-1.

On peut transformer cette derniéere équation sous la forme :

@ =A4'¢.,+B (5.16)
avec :
A = L,
1=B4,,

B' —_ BiBi'—l +Cl

i —m (5.17)
4, = 4,
B, =Bq+C,

Une fois écrit sous cette forme, la résolution est tres simple. Il suffit de calculer les
coefficients A et B/ pour [=2,..,N —1; ensuite on calcule les valeurs de @ a
partir de 'équation (5.16) par des substitutions successives en commencant par ¢, .
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5.3 Modifications importantes apportées au code de
calcul

5.3.1 Profils d’entrée

Dans la version original du code de calcul que nous utilisons, les profils initiaux de
vitesse, de concentration, etc., étaient données en data, constants par blocs suivant
les valeurs de w. Les profils initiaux étaient donc tous constants par morceaux (3
au maximum) sur lintervalle [0,1] décrit par w. Ensuite pour la résolution
numérique, les équations sont intégrées sur des petits volumes (méthode des
volumes finis) suivant @. La correspondance entre y et w n’étant calculée qu’en
fin de boucle, a chaque pas en abscisses.

Or il était beaucoup plus pratique et plus réaliste de rentrer des profils,
notamment de vitesse, ayant des formes plus « continues » (cela permet aussi de
faciliter I'établissement numérique des profils, et d’éviter des profils trop
irréalistes).

Nous avons donc rajouté au début du code, quelques lignes permettant de définir
les profils de vitesse, concentration,..., en fonction de la variable y. On calcule
ensuite les w correspondants, griace aux variables précédemment initialisées. La
procédure de calcul se poursuit ensuite normalement.

5.3.2 Calcul du débit érodé

Avant de dire comment nous calculons le débit érodé, il est préférable de décrire un
peu la procédure itérative du calcul, présentée sur la Figure 5.2.

Cette figure, tres simplifiée, montre dans quel ordre et ou sont calculées les
différentes variables.

La lettre I représente la numérotation des points du maillage en ordonnées ; ainsi
u(I)=u(w(l)). On a alors noté u(/) la vitesse, 4, (1) la viscosité effective,
si(I) le terme source pour la vitesse, Sc, (/) le nombre de Schmidt effectif,
Y (1) la fraction massique de sédiments, y(/) lordonnée correspondante a w(1),
p (1) la masse volumique du mélange, en I.

DP représente le gradient de pression suivant x, T1 et TIF sont des coefficients
permettant d’ajuster les valeurs de la contrainte et de la fraction massique de
sédiments pres de la paroi. dx est le pas d’avancement en x, numéroté par istep.

On peut aussi remarquer que les débits surfaciques en E et I sont calculés en début
de boucle.
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—— Main —
des variables...
> I’h[
mp
dx
l —— Phvs —
— Solve y ,Ue/f(l), sz(l)
DP > (1), 1 4—/ ------------------
_______ P v Sc (1)
i) s N Wall ——
istep =istep +1 |~ 77
< x=x+dx ™ A T
1- Y(I) ) p—
Distan
p(1)
< y(l)
—— Output —
Sortie des
résultats

Figure 5.2 : Principe itératif de la résolution.

5.3.2.1 K fini

On note dorénavant rm le débit surfacique #i, .

Dans ce cas, le calcul de m est tres simple.

Comme nous le verrons plus tard, nous laissons le profil de vitesse s’établir sur une
certaine distance, dstart, avant de commencer I’érosion.

Soit . x; I'indice de la premieére abscisse supérieure ou égale a dstart. On notera avec
ce méme indice 'ensemble des valeurs des variables dépendantes calculées au
point x; (u,,Y,y,...). On a alors le débit érodé a I'abscisse x,, m, =0; il a en effet
été calculé en x = x,_, < dstart.

Par contre a la boucle suivante :
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Si 7,),27. on aura 7y, = f(7,).)=0. Les variables calculées en x,,,, vitesse,
fraction massique, seront alors fonction de ce débit érodé m,,. On aura donc en
sortie, le calcul du débit érodé et de ses conséquences sur I'écoulement.

On réitere ensuite cette opération au pas suivant...

Remarque : Il peut arriver, lors du calcul, que le débit érodé m oscille d'une valeur
positive a une valeur nulle lors de 'avancement pas a pas. On peut éviter cela en
diminuant le pas d’avancement suivant x, mais il est vrai que pour des fortes
valeurs de K (qui dépendent des parameétres du calcul) ces oscillations perdurent et
peuvent amener le calcul a de faux résultats.

5.3.2.2 Kinfini

Dans ce cas il est nécessaire de faire des itérations sur le débit érodé, Figure 5.3,
afin de trouver celui qui donnera en sortie de boucle une contrainte au sol (exercée
par l’écoulement) égale a la contrainte critique du matériau le constituant. On
cherche donc 7 tel que (7, —7,) =0.

c

Ainsi, si k est 'indice d’itération sur la valeur du débit érodé, on cherche :

mk/(rb(mk)_rc):f(mk)

0 (5.18)

Afin d’initialiser le processus itératif, il est nécessaire de se donner une valeur
initiale du débit érodé.

Valeur initiale de m :

Approximation de la valeur initiale présentée en Annexe IV :

20
— ['Ueff”f’ _1) (5.19)
yP yPTc

ou l'indice P dénote un point tres prés de la paroi dans le fluide.

Cette premiere valeur de m va avoir des conséquences sur l’écoulement,
notamment sur la contrainte pariétaler, (r1,) .
Une fois que 7,(71,) est connu, on en déduit une valeur pour 7, :

si 7,(m)>T71.,alors m, =m, +rm r>0
{ b( 1) c 2 1 1 (520)

si 7,(m)<rt,,alors m,=m —r'm ' >0
On refait donc une boucle avec m, choisi en (5.20), on obtient alors 7,(71,). Une

fois ces quatre premieres valeurs obtenues on peut converger vers la solution en
calculant le n1,,, suivant avec la formule de Newton Raphston :

;_((”nii)) (5.21)

My =Ny =
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On arrétera alors le processus itératif sur #1, lorsque :

|Tb(mk) _Tc| <€
T

c

(5.22)

avec £ K 1.
Main
k=kl+1 > iy, = v
Solve Pt
DP - e
J ou(l), si(l) a7
Tb(mk)
T, (m ) -1, e
si b( k) c >c \_\\\‘
TC
|
sinon

istep = istep +1

x=x+dx

|

Figure 5.3 : Modifications apportées au code pour le calcul du modele d’érosion K
infini.

L’équation (5.21) exprimée avec la Méthode de la sécante devient :

o (n()-1)
b = 1 (Z’b(mk)_rb(mk‘l)j

my = m_

(5.23)

Cette méthode converge tres vite, il faut moins d’une dizaine de boucles itératives a
chaque pas pour trouver la bonne valeur du débit érodé.
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5.3.3 Calcul du gradient de pression et du terme source

Comme nous l'avons vu dans la premiere partie de ce chapitre, les équations
peuvent toutes s’écrire sous la méme forme (5.10), au terme source prés ; ce qui
permet de résoudre toutes les équations avec le méme schéma. Aussi dans
Iéquation de quantité de mouvement (5.9), nous avons écrit les termes sources sous
la forme :

1 dP

Nous allons maintenant exprimer la valeur de d suivant les conditions
d’écoulement.

Pour des raisons de lisibilité, les variables écrites précédemment sous la forme
X(I)=X(a(I)) seront dorénavant notées X,. Ces deux notations sont
équivalentes.

5.3.3.1 Hauteur infinie

D’origine, le terme source d était défini comme :

__L1dp_1 Ot (o _ -
d= pu dx - pu peuex ax +(p pe)g51na] (525)

De plus le terme DP introduit dans la Figure 5.2 est :
Ou,,
DP = -pu, —=dx (5.26)
Ox

Ainsi, le terme source, si, correspondant a (5.25), discrétisé et intégré sur le volume
de contréle s’écrit :

sij=2—— [ gsina(p, - p,)dx - DP] (5.27)

Or nous avons vu, qu’en toute rigueur, le terme source doit s’écrire (Chapitre 4) :

3 Ou,, B . 0= P _)
o dx - P, o +(p-p.)gsina ,Oegcosafaxj.y(pe ljdy](5.28)

Il nous faut donc ajouter la contribution du terme en cosa au terme source.

Il y a dans ce dernier terme, en cosa, de I’équation (5.28) une dérivée par rapport
a x d’'une fonction dépendant de y. Cette dérivée partielle par rapport a x doit donc
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étre calculée a y constant. Or dans notre programme, le systéme de coordonnées est
(x,w), ainsi a I donné (/) est constant tout au long du calcul mais pas y(7).
La dérivée partielle en x (& y constant) d'une fonction f en y dans des axes (x,w),
est alors :

)-£)-2)%)

On tient ainsi compte de la variation en x de y.

On discrétise et calcule ce terme comme :

(0 ~ _ [N ,O(x,)7) j ~
P _Ng=(PEF) 1), (5.30)
L(pe ) v, ( 2 g

e

Remarquons que 'on peut remplacer la borne supérieure de I'intégrale de gauche
oo, par y(N) la limite supérieure de la couche limite, car au dessus de y(N) on se
situe dans 1’écoulement potentiel constitué d’eau pure. Ainsi au dessus de y(N)
I'intégrale définit en (5.30) est nulle.

D’apres la formule des trapezes :

N-1 ) __2
[, (p(xy j =2 (v -y, (p’”+p’ pﬁ] (5.31)
Vi J=1

p. 2.

D’ou I'expression compléte de la dérivée suivant x :

O (PN (Vi)=Y (&_j
axjy'(Pe ljdy_( dx 0, b+

N-1

P =2p, v P =2p, (5.32)
S () 2L 720 | 500220272
X J=1 x—dx

J=1 2pe 2pe
dx

On va appeler droy(l) I'intégrale calculée en(5.31), et DY1(I) le terme di aux
variations de y en fonction de x :

2 ( p _ljdy _ droy,). = droy, )., DY1, (5.33)
Yi

Ox E dx dx

L’expression compléte du terme source devient alors :

si; =

1
E(w[” - )[gsina(p, - p.)dx —DP - p,g(cosa)DY]1,

(5.34)
p[ul - peg(cos a)( droyl )x - d’"oy[ )x—dx ) :|
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5.3.3.2 Surface libre

On a vu que 'on pouvait écrire :

Op(x,y) _ 0 [ h

s =gl ety

On doit discrétiser cette équation :
h(x) , R ,
[, pleydy'= [ p(x.y(D))dy

Si ’on utilise la formule des trapézes, on en déduit :

N-1
YN ' ,O'+ +,0
7 eV = 3 =0 ) 2252
J=l

Yi

Yr

%(I”p(x,y')dy') = [—y’ ) — e )p, +

< 1 p,+1 +p; - 1 _ p,-+1 +p;
y1+1 ] yj+l 2
J=I X j=1 x—dx

dx

On appelle dro(I) I'intégrale calculée en (5.37) et DY2(I) 'autre terme :

Q[ ¢ dro,). —dro,) _, . DY2,
E(J.v P, )dy) dx ¥ dx

Si ’'on réécrit 'expression de d dans ce cas :

1 0 (=
d=—-— ina —gcosa — dy
pu[pgsm geosas- [ p y]
Donc, I'expression du terme source est :

si; =

p[l/l] - g(COS a)( dro[ )x - dro[ )x—dx )

Avec DP :

P = -p,gsinadx

1
~ 2(601+1 — )[gsina(p, - p,)dx — DP - pg(cosa)DY?2,

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)
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5.3.3.3 Contribution de la turbulence au gradient de pression

En toute rigueur, les équations de couche limite que nous avons présentées sont
incomplétes dans le cas d’'une couche limite turbulente. Un terme da aux
fluctuations de vitesse doit en effet étre ajouté au gradient de pression orthogonal :

op _ _ _0( =
Oy_ pgcosa ay(pv ) (5.43)

On réitere les calculs effectués dans le Chapitre 4 du gradient de pression
longitudinal.

p(x.7)=po(x)=~geosa[ pdi~| pv* | (5.44)

On dérive cette équation par rapport a x, on fait ensuite tendre y vers l'infini pour
en déduire la valeur de p,(x), et I'on trouve :

op _ Ou,,
a - peuex ax

+pegsina+gcosaai_[pd)7—i(pv'z) ) (5.45)
i J Ox v

On rappelle que les tensions de Reynolds sont nulles a la paroi (dans la sous couche
visqueuse) et a I'infini (dans I’écoulement extérieure (fluide parfait)).

En premiére approximation, et avec les variables utilisées dans notre probléeme, on
peut exprimer le terme des —0v’ comme proportionnel & I’énergie cinétique
turbulente :

En effet dans une couche limite sur plaque plane lisse, on a les relations suivantes
(Chassaing, 2000) :

Ou

Vo |—| = —u"v' = 0.3k (5.46)
dy

eff

avec k I’énergie cinétique turbulente définie comme :

_ urz +V'2 +W'2

k 5.47
3 (5.47)
On a aussi en premiére approximation :

k=u?=2" (5.48)

D’ol1 on peut exprimer en premiére approximation :

— 1 Ou ou Y

= — | —|=1.7pI}| — 5.49
pv 0.6 Hey dy Pin dy ( )

Le terme source a ajouter a I’équation de quantité de mouvement est donc :
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o) =g ree(3) )

Ce terme n’était pas pris en compte dans la version originel du code de calcul, ses
effets étant la plupart du temps relativement peu importants (si le profil de vitesse
évolue lentement suivant x). Mais dans le cas d’'un écoulement avec érosion, on
peut supposer qu’il peut apparaitre de fortes variations en x, notamment de masse

volumique.
On appelle :

Ainsi,

2
1.7,01,%,(%) ] = pturb, (5.51)

i(,ov_z) ) _ pturb,), — pturb, ) _,
y

Ox dx
(5.52)
_ [ Vi )x )i )x_dx j( pturb,,, )x — pturb,_, )x )
dx Yist = Via

Ces termes sont calculés dans Phys, apres la viscosité (/) et bien sur avant le
terme source si(/), voir Figure 5.3. Nous initialisons cette nouvelle variable lors
de la premieére boucle, son effet n’est donc pris en compte qu’a partir du deuxieme
pas du calcul.
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Chapitre 6

Résultats a hauteur d’eau
infinie dans un écoulement a
vitesse constante

Avant de s’intéresser a un écoulement au dessus d’une digue, nous allons tout
d’abord étudier les propriétés de la modélisation que nous avons proposée dans une
situation plus académique : il s’agit d’'un écoulement de type couche limite sur une
paroi sous une trés grande hauteur d’eau. La vitesse de ’écoulement au dessus de
la couche limite (Ue) sera prise constante, quelle que soit I'inclinaison de la paroi.
Dans la premiere partie, nous allons étudier la modélisation a viscosité effective
constante, et dans la seconde partie, celle du type longueur de mélange.

6.1 Résultats a viscosité effective constante

6.1.1 Sans érosion

Comme nous 'avons dit précédemment il est nécessaire de donner un profil initial
de vitesse a I'entrée du domaine de calcul. Il est possible de donner différents types
de profils: parabolique, linéaire ou logarithmique, par exemple... On sait
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cependant, qu'une couche limite sans érosion montre aprés une certaine distance
un profil caractéristique (auto-similaire), qui ne dépend que de la vitesse extérieure
et d'une épaisseur caractéristique. C’est ce profil que nous allons considérer comme
profil initial pour notre cas avec érosion. Pour l'obtenir directement dans nos
calculs, nous allons laisser une certaine distance d’établissement sans érosion, pour
activer ensuite le modele d’érosion. Méme si sur les courbes on a 'impression que
trées rapidement 1’écoulement atteint le profil d’équilibre auto-similaire, la
comparaison des profils de contraintes au sein de I’écoulement nous a décidé a
choisir une distance d’établissement de I'écoulement égale a quinze fois la hauteur
d’entrée (voir (6.3)

Figure 6.1, avec profil initial parabolique, Figure 6.2 et Figure 6.3).

On définit :
x= X 6.1
x A (6.1)
Y
yE = (6.2)
50,99
ou 0, est I'épaisseur classique de la couche limite ;
u
U*=— 6.3
U (6.3)

Figure 6.1 : Evolution du profil de vitesse avec un profil initial parabolique.
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« x* =0, LIN o
* %%;6 i
o x*=0, LOG wx #
0.8 , w5 i
+ X' = 0, PARA *Xxgzooo +++++
2 X <& +
0 6 - X* = 15, LIN XXX);OOO ++++
H - 5 * <><> +
. —x* =15, LOG o
X < +
y —x* =15, PARA| et T
0.4 - W0 o7
Pl o
PR + ¥
0.2 - e
Koo +
XO*OO
%%
O T T T T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
U'k

Figure 6.2 : Comparaison des profils de vitesse initiaux et & x* = x/h, =15.

On définit aussi:

T
r*=— (6.4)
pU;
1 -
—x* =15, PARA
0871 % < x* =15, LIN
0.6
y*
0.4
0.2 ~
D T T T T T 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
*
T

Figure 6.3 : Comparaison des profils de contraintes a x* = 15.

Une fois le profil établi on retrouve bien les résultats classiques de couche limite
laminaire : I'épaisseur de la couche limite augmente proportionnellement a la
racine carré de x, et le frottement pariétal décroit comme l'inverse de cette méme
racine, Figure 6.4.

Q99 =5 % (6.5)

83



CHAPITRE 6. RESULTATS A HAUTEUR D’EAU INFINIE DANS UN ECOULEMENT A VITESSE
CONSTANTE

T, =%pr £ (6.6)

35 4

"

25 A

20
ﬂcp**

0 T T T 1

0 50 100 150 200
X'k

Figure 6.4 : Variation de la contrainte au sol multipliée par racine de x ( Tp\/; ),
fonction de x*.

Avec nos valeurs des parametres, voir Tableau 6-1, on retrouve bien
I'approximation (6.6), sur la Figure 6.4.

6.1.2 Erosion de sédiments de méme masse volumique que 'eau sur un
sol horizontal

Nous allons maintenant étudier le phénomeéne d’érosion sur un sol horizontal, dans
le cas particulier ou les sédiments ont méme masse volumique que l'eau. Cela
permet de s’affranchir de tous les termes sources de 1’équation de quantité de
mouvement, liés au gradient de pression.

Pour les valeurs des parametres retenus issues de la littérature (voir Tableau 6-1),
la valeur de K notamment (de 'ordre de 10e-5 a 10e-3, Ariathurai et Arulanandan
(1986)), les résultats obtenus sont tres peu différents du cas sans érosion (en ce qui
concerne la contrainte au sol, et les profils de vitesse). Par contre si 'on augmente
notablement K, ou si l'on wutilise le modele d’érosion «limite plastique »
(correspondant au cas limite K infini), le débit érodé augmentant, les effets sur
I’écoulement sont plus visibles.

Pour un sol composé de sédiments non cohésifs, la contrainte critique 7, peut étre
identifiée avec la valeur du parameétre de Shields 7, =0.05( 0, — p,) gd , ou d est le
diametre moyen des particules. Pour les matériaux cohésifs 7, se réfere a une
contrainte critique d’érosion, par analogie avec les sédiments non cohésifs
(Partheniades 1965).

Nous avons choisi par la suite une contrainte critique 7, =10 Pa.
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U,=1m/s , h =0.1m
p, =1000 kg/m* |, p, =1000 kg/m’

H=Hpuh , 1 =a=0.1
pPD =Scu , Sc=1

r,=10Pa

Tableau 6-1 : Valeurs des parameétres pour 'application numérique.

Nous présentons les résultats obtenus avec 3 valeurs de K : K=0.1, K=1.0 et K infini
(modele plastique). Les autres valeurs des parameétres sont celles du Tableau 6-1.
Ce choix de valeurs numériques n’a pas d'importance sur les discussions. Lorsque
nous présentons les résultats sous forme adimensionnée, les courbes sont tout a
fait générales et n’en dépendent plus.
La Figure 6.5 présente la vitesse de régression du sol en fonction de x*, pour les
différents K.
On rappelle la définition de Vs, la vitesse de régression du sol :

ye =" (6.7)

P

que nous avons adimensionnée comme :

Vs* =Vs '% (6.8)

1.4 -

.24
: Kinfini

0.8

Vs*
-
I
—
o

0.6 -

0.4 -

0.2

0 50 100 150 200 250
¥+

Figure 6.5 : Comparaison pour 3 cas (K=0.1, K=1.0, K infini) de la vitesse de
régression du sol en fonction de x*.
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Comme on le voit I'érosion forte au début (suivant la valeur de K) diminue
progressivement avec x* pour s’annuler a une certaine distance dstop mesurée a
partir du début de I’érosion. Ce premier résultat est treés important, cela signifie
que dans cette configuration les débits érodés sont finis, ’érosion se produit sur
une distance limitée que 'on peut calculer.

Les vitesses de régression présentées ici sont adimensionnées, avec les valeurs du
Tableau 6-1, on a Vs =0.1 Vs * enm/s . Ainsi, on voit que les maxima des vitesses
de régression du sol, sont de l'ordre de 0.1 m/s pour le modeéle limite K infini, de
0.015 m/s pour K = 1.0 s/m et de 0.0015 m/s pour K = 0.1 s/m.

Si I'on s’intéresse a la contrainte au sol dans ces différents cas, on a :

K= 0.1, no erosion

0.5 \K infini
0 T T T T

0 50 100 150 200 250
X‘it

Figure 6.6 : Comparaison de la contrainte au sol, pour 3 K et sans érosion.

Sur cette Figure 6.6, on voit que les courbes de contrainte au sol sans érosion et
avec érosion pour K=0.1 s/m sont pratiquement confondues. En fait pour ces faibles
valeurs de K le débit érodé est tellement faible qu’il n’influence que treés peu
Iécoulement. Par contre pour K=1.0 s/m on voit que l’érosion provoque une
diminution de la contrainte au sol ; de méme pour le cas limite K infini ou la
contrainte prend la valeur critique de résistance du sol (fixée a 7. =10 Pa). La
distance dstop est alors atteinte lorsque 7, devient inférieur a 7,

Le fait que le débit local érodé m diminue jusqu’a s’annuler, lorsque x* augmente,
s’explique par la diminution normale de la contrainte au sol : dans le cas sans
érosion, cette diminution est due a ’épaississement de la couche limite, mais il y a
en plus une diminution de la contrainte due a I’érosion elle méme. Cette diminution
de la contrainte a la paroi due a une injection de matiere a travers celle-ci est bien
connue. On peut par exemple citer les études théoriques de Schlichting (1960),
Akcay et Yikselen (1999), ou les études expérimentales de Cheng et Chiew (1998).

Nous allons maintenant regarder les profils de fraction massique de sédiments au
sein de ’écoulement pour K=0.1 et K infini. Les abscisses données pour les profils
(x**) sont mesurées a partir du début de I'érosion (une fois que le profil de vitesse
est complétement établi), x ** = x *—15.
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On voit bien que les fractions massiques de la Figure 6.8 sont beaucoup plus
importantes que celles de la Figure 6.7. A x**=0, I’érosion vient juste de commencer
et les sédiments n’ont pas encore pu diffuser dans 1’écoulement, leur fraction
massique est donc assez importante prés du sol et presque nulle ailleurs.

Ensuite I’érosion décroit doucement et les particules diffusent dans la couche, les
profils sont donc plus étalés. Puis I'érosion s’arrétant a peu prés vers x*=100, la
valeur maximum de la fraction massique va avoir tendance a diminuer, da a la
diffusion des sédiments dans la couche et a 'apport d’eau pure au sommet de la
couche.

o x** =

a4 X =50
* X** =100
—x** =200

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
Y*

Figure 6.7 : Evolution du profil de fraction massique de sédiment, K=0.1 s/m.

0 T : T AT T T T T =
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8
Y*

Figure 6.8 : Evolution du profil de fraction massique de sédiments, modéle
d’érosion plastique (K infini).

Comme nous l'avons vu, I’érosion pour des K assez importants provoque une chute
de la contrainte au sol. Ce phénomeéne est difficilement visible sur les profils de
vitesse des calculs précédents, on peut tout de méme l'accentuer en diminuant la
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contrainte critique du sol. Nous présentons sur la Figure 6.9 ’évolution des profils
de vitesse avec la loi d’érosion plastique et 7. =5 Pa.

Dans cette figure, I'abscisse x**= 0-eps correspond a l’abscisse située juste avant
que I’érosion ne commence. On voit bien alors comment lorsqu’elle débute, 1’érosion
déforme le profil de vitesse : le frottement au sol est proportionnel a du/dy, et 'on
voit bien cette pente diminuer lorsque x** augmente, particulierement au début de
P’érosion.

1
—x** = 0-eps
081 | y*=0
a4 X*=50
0.6 - * X =100 M,A
¥ AKQKAK
> a b
| ‘XAX‘X 5o
04 “XAX‘XDDDD
A A o
AA,}Q’?E‘XA;DDDD
0.2 - Lastinoz
bt BT
O T T T T
1] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
U-Fv

Figure 6.9 : Evolution du profil de vitesse, K infini, T, =5 Pa.

Les parametres qui jouent dans ce cas, ou le fluide et le solide ont méme masse
volumique, sont, outre le profil d’entrée qui déterminera la valeur de la contrainte
a la paroi, la valeur de la constante de la loi d’érosion K, la valeur de la contrainte
critique du sol, et la valeur de la viscosité.

Pour comprendre globalement l'influence de ces parameétres nous nous sommes
intéressés au débit total érodé, depuis x**=0 jusqu’a dstop, adimensionné par un
débit de référence.

On définit le débit total érodé comme :

0, = jo"”"”mdx, ot Q% = [)Qﬁ (6.9)
et
I = pr;z (6.10)
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Figure 6.10 : Comparaison du débit total érodé, pour plusieurs K, en fonction de 7,.

-+ K=1.0
= K=0.1

Qe*

0.01

Figure 6.11 : Variation du débit total, fonction de f/* pour deux K, 7, =10Pa.

Nous présentons sur la Figure 6.10, ’évolution du débit total érodé en fonction de
la valeur de la contrainte critique du sol, et sur la Figure 6.11 I’évolution de ce
méme débit en fonction de la viscosité effective.

Il est évident, Figure 6.10, que le débit érodé sera d’autant plus important que la
contrainte critique sera faible. On peut noter, que cette augmentation n’est pas
linéaire en fonction de 7, et est d’autant plus importante que la valeur de K est
élevée, et que numériquement une valeur de K égale a 10 s/m, donne des résultats
trés proches de ceux du modele K infini.

De méme, Figure 6.11, le débit érodé augmente avec la valeur de la viscosité
effective, et la valeur de K. On comprend alors la limite de notre approche
consistant a se fixer la valeur de la viscosité effective, les résultats sont en effet
tres dépendants de cette valeur !
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6.1.3 Erosion avec sédiments plus lourds que I’eau sur sol horizontal

Dans le paragraphe précédent, les masses volumiques des deux phases étant
égales, les termes sources de I'équation de quantité de mouvement étaient nuls.
Ainsi, la répartition spatiale des sédiments dans 1’écoulement n’avait aucune
influence sur celui-ci (traceurs). Nous allons maintenant étudier I'influence du
gradient de pression longitudinal (incluant tous les termes sources), di a la
différence des masses volumiques des deux phases, a la gravité, et de la répartition
des sédiments dans la couche fluide.

Comme nous I'avons vu, le gradient de pression suivant x est le terme source de
Iéquation de quantité de mouvement. Il est nécessaire de connaitre sa valeur pour
que le probleme soit parabolique, et que I'on puisse résoudre les équations en
avancant par itérations dans la direction x. Nous avons vu que son expression,
exprimée grace aux conditions extérieures a la couche, était :

_Op _ Ou,, L im P )
Fi P, e p,gsina ,Oegcosa'ax.[(pe ljdy (6.11)

Le terme source de ’équation de quantité de mouvement peut alors s’écrire :

source = pP,u,,

o
Oty +(p—pe)gsina'—,oegcosaij‘(ﬁ—ljdj/ (6.12)
Ox oxJ\ p,

Par choix, nous avons pris la vitesse extérieure constante en x. Dans ce cas, en
observant les termes composant le terme source, on peut prédire différentes
évolutions de I’écoulement. Pour un écoulement sur sol horizontal, le seul terme
pouvant étre non nul est le dernier, si 0 # p, bien sur. Ainsi, quand I’érosion
débute, on suppose que la masse volumique des sédiments o, > 0, , un gradient de
masse volumique suivant x va apparaitre. Dans ce cas 1a, le terme source sera
négatif, ralentissant 1’écoulement, voire méme provoquant un décollement de
couche limite (ce qui arrétera la résolution numérique d’ailleurs).

Sur un sol incliné par contre, a ce terme s’ajoutera le deuxieéme terme qui lui sera
positif. Il existera ainsi une compétition entre ces deux termes, qui suivant les
conditions ralentiront ou accéléreront 'écoulement.

Regardons tout d’abord l'effet de la masse volumique des sédiments, pour une
érosion sur sol horizontal.

Nous présentons respectivement Figure 6.12 et Figure 6.13 les variations des
vitesses de régression du sol, et des contraintes a la paroi en fonction de x*, pour
deux valeurs de la masse volumique des sédiments ( 0, * est le rapport de la masse
volumique des sédiments sur celui de I'eau).
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0 50 100 150 200

*

Figure 6.12 : Comparaison de la vitesse de régression du sol, fonction de x* pour
deux p;, K =0.1 s/m.

Tp/Tc

0-5 T T T
0 50 100 150 200

Figure 6.13 : Comparaison de la contrainte au sol, fonction de x* pour deux o, ,
K =0.1 s/m.

Avant que I’érosion ne commence la contrainte a la paroi est évidemment la méme
quelque soit la masse volumique des sédiments ; de ce fait, la premiere valeur du
débit local érodé 71 sera elle aussi semblable pour les deux valeurs de Q. Par
contre la vitesse de régression du sol, définie en (6.7) dépend de la masse
volumique du sol, prise ici égale a la masse volumique des sédiments considérés.
Ainsi, la toute premiére valeur de Vs* pour 0, =1 sera égale a 2.7 fois celle de
p. =2.7 (voir Figure 6.12). Théoriquement, si la contrainte a la paroi décroissait
de la méme facon avec x*, quelque soit 0, le rapport initial entre les vitesses de
régression de p, =1 et P, =2.7 resterait constant et égal a 2.7 jusqu’a dstop, et les
débits totaux érodés seraient les mémes.

Or on voit clairement sur la Figure 6.13 que la courbe 0 =2.7, comparée a la
courbe p; =1, présente une diminution notable de la contrainte & la paroi, dés le
début de I’érosion (puis les deux courbes convergent vers x*=100). Cette diminution
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brusque de la contrainte, est due a une diminution de la vitesse, sous l'effet du
terme source (6.12), négatif. En effet, 'apparition des premiers sédiments érodés
dans le fluide provoque de forts gradients positifs suivant x de la masse volumique
du mélange. Ces gradients de masse volumique (et donc de concentration en
sédiments), importants au début de I'érosion, auront ensuite des effets négligeables
(sous l'action de la diffusion et de la diminution du débit local érodé).

Il apparait donc, a travers cet exemple, que 'augmentation de la masse volumique
des sédiments diminue la vitesse de régression du sol et le débit total érodé.

Nous présentons Figure 6.14 I'évolution du débit total érodé en fonction de la
masse volumique des sédiments, pour deux valeurs de K.

0.045
0.04 -
0.035 M
0.03 -
« 0.025 -
C 0.02 -
0.015 -
0.01 -

0.005 -

U T T T
1 1.5 2 25 3

ps*

=K=0.1
-~ K=0.01

Figure 6.14 : Débit total érodé, fonction de o, * pour deux valeurs de K.

On voit bien, pour K=0.1 s/m, la diminution de Qe* avec p, *(le débit érodé
diminue de 20% entre p.*=1 et p,*=2.7), expliquée par les deux figures
précédentes. Par contre pour K=0.01 s/m (donc aussi tous les K inférieurs), la
variation de la masse volumique des sédiments n’a pratiquement pas d’influence
sur le débit total ; la quantité de matiére érodée est trop faible pour modifier
Iécoulement.

Nous n’avons pu, sur cette derniere figure présenter des résultats pour des K
supérieurs a 0.1 s/m. En effet pour des valeurs de K >0.1s/m, et de p, > p,,
I’érosion provoque de tres forts gradients de concentrations, qui par I'intermédiaire
du terme source, provoquent un décollement de la couche limite ; la résolution
numérique s’arréte alors. Pour illustrer cela, nous présentons, Figure 6.15, le profil
de vitesse juste avant le décollement pour K =1.0 s/m et p, =1100 kg/m’. On voit
d’ailleurs que le décollement se produit a une distance trés proche du début de
Pérosion (dstart=(x**=15)).
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Figure 6.15 : Comparaison de deux profils de vitesse, sans et juste avant le
décollement de la couche limite.

Ce phénomene de décollement nous empéche de conserver comme valable les
hypotheses de Couche Limite, et ne nous permet pas de tester les valeurs de K
supérieures ou égales a 'unité, pour notre choix de o, * et de sol horizontal.

Cette forte sensibilité de I’écoulement au décollement est en fait liée au choix que
nous avons fait quant a la vitesse extérieure de I’écoulement, supposée constante.
Une augmentation de cette vitesse avec x permettrait en effet de contre balancer
cet effet de décollement. Nous reviendrons sur ce point par la suite.

6.1.4 Erosion avec sédiments plus lourds que I’eau sur sol incliné

Nous allons maintenant étudier, I'influence de la pente du sol sur I’érosion et
I’écoulement. Comme nous l'avons dit dans la partie précédente, I'inclinaison du
sol, qui est exprimée dans I'équation de quantité de mouvement par le terme en
sin @ , est un terme source toujours positif.

6.1.4.1 Etude des phénomenes

Nous prenons les valeurs des parametres présentées au Tableau 6-2 et nous
réalisons des calculs successifs en augmentant progressivement PIangle
d’inclinaison du sol.

u,=1m/s , h,=0.1m , ¥, =0.6
o, =1000 kg/m* , p, = 2650 kg/m’

M= puh, , i =a=0.1
pPD = Scu , Sc=1

r,=10Pa , K =0.1s/m

Tableau 6-2 : Parameétres de référence.
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Nous présentons sur la Figure 6.16 I'évolution du débit érodé total et de la distance
d’érosion, tous deux adimensionnés par leur valeur respective sur sol horizontal, en
fonction de ’'angle de la pente.

4.5
4 -
3.5
3 -

= dstop/dstop(ref)
-+ Qe/Qe(ref)

Figure 6.16 : Evolution du débit total érodé et de la distance d’érosion en fonction
de ’angle de la pente.

Le fait d’accroitre tres légerement I'inclinaison du sol provoque au début une faible
augmentation des débits et distances d’érosion, puis a partir d'un angle, que nous
appellerons angle critique, les débits et distances deviennent infinis (I’érosion ne
s’arréte plus mais s’accélere!). Cet angle critique délimite donc deux régimes
différents d’érosion, I'un ou I’érosion est finie, en quantité et en longueur, 'autre ou
P’érosion est « infinie ».

On présente sur la figure suivante I'évolution de la vitesse de régression du sol en
fonction de x, pour deux angles, inférieur et supérieur, a ’'angle critique.

0 500 1000 1500 2000
X

Figure 6.17 : Comparaison de la vitesse de régression du sol en fonction de x**,
pour deux valeurs d’angle encadrant I’angle limite.
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Sur la figure ci-dessus (Figure 6.17), I’évolution de la vitesse de régression du sol
pour a =5.2° est du méme type que celle présentée précédemment sans
inclinaison du sol, elle est décroissante avec x (méme si elle est légérement
supérieure et se produit sur une distance plus importante que pour un sol
horizontal, voir Figure 6.16). Par contre, pour un angle tres faiblement supérieur,
la vitesse de régression du sol diminue normalement, puis vers x*=100, elle
augmente faiblement puis tres fortement (I'érosion s’amplifie).

Nous présentons, Figure 6.18, les courbes de contraintes au sol correspondantes.
De la méme facon que sur la figure précédente, (la vitesse de régression du sol
variant linéairement avec la contrainte), la contrainte au sol poura = 5.2° décroit
et devient inférieure a 7, vers x*=400, alors qu’elle décroit jusqu'a 7, =1.25 7, vers
x*=300, pour fortement raugmenter ensuite, poura =5.7°.

Tp/Tc

0 500 1000 1500 2000
X*

Figure 6.18 : Evolution de la contrainte au sol en fonction de x*, pour deux angles
de part et d’autre du seuil.

Pour mieux comprendre les phénoménes mis en jeu, nous allons présenter les
profils de vitesse pour ces deux angles de pente.

1 &

0.8 - sl
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. - x** = 2000
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Figure 6.19 : Evolution des profils de vitesse, a = 5.2°.
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Figure 6.20 : Evolution des profils de vitesse, @ =5.7°.

Sur ces deux figures (Figure 6.19 et Figure 6.20), on comprend tres facilement le
role du terme lié a l'inclinaison du sol, il accélére 1’écoulement. L’accélération reste
faible pour les angles inférieurs a I'angle critique, et ne permet pas une reprise de
Pérosion (une augmentation suffisante de la contrainte au sol). Pour des angles
supérieurs a ’angle critique, par contre, 'accélération de I'écoulement est beaucoup
plus importante provoquant une augmentation de la contrainte et donc une
amplification de I'érosion (qui accroit 'accélération de I’écoulement...). Dans ce
deuxiéme cas, le débit érodé local, comme 1’accélération de I’écoulement, n’auront
de cesse d’augmenter avec x.

Les profils de fraction massique de sédiments dans ces deux cas seront bien
évidemment tres différents. Avant I'angle critique, ’évolution des profils sera tres
semblable a celle présentée Figure 6.7 (avec des valeurs légerement supérieures)
voir Figure 6.21 ; apres 'angle critique 'apport de sédiments par le sol ne cessant
d’augmenter les profils auront des fractions massiques beaucoup plus importantes,
augmentant avec x, concentrées prés du sol, Figure 6.22.

1
—x™=0
0-8 e X** = 200
& X =500
0.6 X" = 1000
N - X = 2000
0.4
0.2
0 s T h T T
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

v*

Figure 6.21 : Evolution des profils de fraction massique de sédiments, a =5.2°.
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Figure 6.22 : Evolution des profils de fraction massique de sédiments, a =5.7°.

Avant le seuil, comme dans le cas horizontal, les profils de fraction massique
commencent par croitre ; puis une fois I’érosion finie, 'apport de fluide pur de la
couche externe les fait progressivement diminuer. Par contre, apres le seuil,
I’érosion ne cesse d’augmenter avec x, la fraction massique de sédiments augmente
donc elle aussi. On remarque aussi, sur la Figure 6.22, a la forme des profils, que
les sédiments sont tres peu diffusés dans I'écoulement ; on a donc une couche tres
chargée en sédiments prés du sol, et une couche beaucoup moins chargée au
dessus. Si 'on regarde maintenant les courbes de I’évolution des profils de vitesse a
la lumiere des profils de fraction massique, on s’apercoit que l'accélération des
profils de vitesse est a relier directement a la présence des sédiments. Ainsi avant
le seuil, les sédiments étant a peu prés uniformément diffusés dans plus de la
moitié de la couche, le maximum du profil de vitesse apparait au milieu de
I’écoulement. Par contre, apres le seuil, les sédiments étant concentrés prés de la
paroi, le maximum de vitesse (et donc l'accélération maximum) se retrouve lui
aussi prés de la paroi.

Il apparait tentant d’appeler ces écoulements, des écoulements gravitaires (car
accélérés par la gravité).

Sur la Figure 6.22, a partir de x*=2000, on a des fractions massiques en sédiments
trés importantes. Mais si 'on tracait ces profils pour des x* beaucoup plus grands,
on verrait la fraction massique de sédiments Y*=Y/Yg augmenter jusqu’a 'unité,
tout d’abord preés du sol, puis sur une épaisseur de plus en plus importante. Il est
clair que notre modeéle a viscosité constante cesse d’étre valide si les concentrations
en sédiments sont importantes. Nous ne pouvons en effet correctement modéliser
un écoulement de « boue », avec une viscosité constante.

En effet nous savons, par 'expérience, qu’'a partir d’'une fraction volumique de
sédiments égale a 8%, la présence des sédiments joue sur le comportement du
fluide et doit étre prise en compte.
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6.1.4.2 Etude de I'angle critique

La valeur de l'angle critique (Figure 6.16), a partir duquel I'érosion devient
illimitée a l'aval, dépend évidemment des conditions hydrauliques choisies, mais
aussi de la contrainte critique du sol, du K considéré, de la masse volumique des
sédiments (de tous les parametres en fait).

Nous présentons sur la figure suivante, une approximation de l'angle critique
suivant K, les autres parametres étant fixés aux valeurs du Tableau 6-2.

80 -
Erosion illimitée et 70
Ecoulement gravitaire 60 -

o’

Erosion limitee

Decollement ¢l 10 1

T T 0
0.001 0.01 0.1 1
K*Ue

Figure 6.23 : Angle critique en fonction de K*Ue.

On voit sur cette figure l'influence trés importante de K sur ’angle critique. Pour
des faibles K, K < 0.005 s/m, il n’existe pas d’angle critique, le débit érodé est trop
faible pour accélérer suffisamment I'écoulement (quelque soit la pente). De cette
valeur de K a 0.1 s/m, 'angle critique diminue fortement. Plus le débit local érodé
est important et plus la pente nécessaire a ’accélération de I’écoulement est faible.
Pour les valeurs de K supérieures a 0.1 s/m, nous avons vu qu’il risquait d’y avoir
décollement de la couche limite, c’est la zone hachurée de la Figure 6.23. Dans ce
cas il est nécessaire d’avoir une pente forte pour éviter le décollement ; ce qui nous
situe directement dans le régime d’érosion s’amplifiant. Nous n’avons donc pas
acces, avec les parametres choisis, au régime d’érosion finie, pour des K supérieurs
a 0.1 s/m.

On peut bien sur jouer sur les parametres pour éviter le décollement de la couche
limite :

- prendre une contrainte critique 7. supérieure, qui diminuera le débit érodé local
(et global) ;

- prendre un coefficient de diffusion plus grand (un nombre de Schmidt plus petit),
qui en répartissant de facon plus homogene les sédiments dans la couche, aura
tendance a diminuer les gradients de masse volumique suivant x pres de la paroi.
Mais cela reste tres anecdotique, car pour des K supérieurs a 'unité, le décollement
reste inévitable.
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Figure 6.24 : Angle critique en fonction du nombre de Schmidt, pour deux valeurs
de 7..

La Figure 6.24 représente l'influence du nombre de Schmidt sur 'angle critique
séparant les deux régimes d’érosion, pour deux contraintes critiques du sol.

Comme on le voit plus le nombre de Schmidt est faible (plus la diffusion est
importante), plus I'angle critique est important. Cela peut étre dit différemment :
pour un angle de pente donné (non nul), plus le nombre de Schmidt est petit, plus
le débit érodé le sera aussi. En fait les sédiments étant diffusés de facon plus
uniforme dans la couche, I'accélération se fera elle aussi sur toute ’épaisseur de la
couche (et ne sera pas localisée pres du sol), le profil sera donc moins accéléré
localement, et le frottement au sol sera moins fort.

L’influence de la contrainte critique, a conditions hydrauliques semblables, sur
Pangle critique est évidente. Plus la contrainte critique sera faible, plus le débit
érodé sera important, et plus ’'angle nécessaire a accélérer ’écoulement sera petit.

Remarque :

Dans notre modélisation, nous avons choisi de nous donner le gradient de pression
suivant x en fonction des conditions hydrauliques extérieures a la couche limite.
Notre parameétre de contréle est alors la vitesse extérieure, que nous avons choisie
comme constante en fonction de x. Nous venons de voir que ce choix pouvait poser
des problemes de décollement de la couche limite, notamment pour des valeurs de
K supérieures a 0.1 s/m.

Nous aurions pu, pour éviter cela, prendre directement le gradient de pression
suivant x comme parametre de calcul, sans se préoccuper de la valeur suivant x de
la vitesse extérieure correspondante. (De plus, on peut penser
qu'expérimentalement il est plus simple de mesurer une différence de pression, que
I’évolution d’une vitesse).

Dans ce cas, ’équation de quantité de mouvement sera simplement :
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Ou Ou_ _Op_ 0 Ou .
,Oua+,0v—— 6x+6y(ﬂeﬁ6y)+pgsma (6.13)

ou 'on se donnera une valeur pour le gradient de pression. On voit alors que les
phénomeénes précédents, d’accélération ou de décollement, se produiront de la
méme facon, mais dépendront de la valeur choisie de ce gradient de pression,
comparée a p0gsinQ qui est un terme source toujours positif.

6.2 Résultats du modele a longueur de mélange

Nous allons dans cette partie, ou la viscosité effective est calculée par le modele a
longueur de mélange, suivre la méme démarche que la partie précédente. Les
phénomeénes impliqués (qualitativement) restant les mémes, la présentation des
résultats sera moins étoffée que précédemment.

Quant a la comparaison quantitative des deux modeles sur les débits érodés,
viscosité constante et modele a longueur de mélange, elle reste difficile. En effet,
les deux modeles ont des lois de comportement différentes. Ainsi, et méme sans
érosion, ils ne donneront pas les mémes profils de vitesse, ni les mémes
contraintes, pour une méme vitesse extérieure et le méme profil initial. De plus les
évolutions d’épaisseur de la couche limite, de contraintes suivant les abscisses sont
différentes. Il apparait dans ces conditions assez difficiles de comparer des débits
érodés puisqu’on « ne contrdle pas vraiment » le débit du fluide érodant le sol.

6.2.1 Sans érosion

La viscosité effective calculée a partir de la longueur de mélange
(I = min(K ,0.10 ) ), avec les constantes numériques choisies, est, au début, tres
inférieure a la valeur constante choisie pour les calculs précédents; pour les
mémes parametres hydrauliques, la contrainte au sol (et dans I'écoulement) sera
donc trés inférieure au cas viscosité effective constante. Elle va augmenter plus
loin, mais globalement l'effet est moins fort. Pour retrouver une situation
semblable, deux possibilités s’offraient donc a nous, soit garder les mémes
parametres hydrauliques, et donc diminuer notablement la contrainte critique du
sol ; soit choisir les parametres hydrauliques afin de pouvoir utiliser les mémes
valeurs de contraintes critiques que précédemment. Nous avons choisi la deuxiéme
approche.

Ainsi, nous avons da notablement augmenter la vitesse extérieure, a 3.5 m/s (les
autres parametres restant inchangés), afin d’atteindre des valeurs de contraintes
au sol de l'ordre de 10 Pa.

Nous présentons, sur la figure suivante, la contrainte a la paroi en fonction de x*.
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Figure 6.25 : Evolution de la contrainte pariétale avec x*.

Elle croit fortement sur une distance a peu prés égale a 100*he, puis une fois le
profil établi elle décroit tres lentement, comparée au cas quasi-laminaire. La
distance d’établissement du profil de vitesse est prise ici égale a 300*he.

Nous présentons sur la Figure 6.26, deux exemples de profils de vitesse apres
établissement. Leur variation est treés faible suivant x, mais réelle : 'autosimilarité
est plus longue a obtenir.

On définit a partir de la distance d’établissement du profil :

(x=3004,)
h

x**=x*-300 = (6.14)

e

0.9 -

0.8 1 —x* =300
0.7 - + X* = 3000
0.6 -
.05
0.4 -
0.3 -
0.2 -
0.1 -

U*

Figure 6.26 : Evolution des profils de vitesse apres établissement.

101



CHAPITRE 6. RESULTATS A HAUTEUR D’EAU INFINIE DANS UN ECOULEMENT A VITESSE
CONSTANTE

6.2.2 Erosion de sédiments de méme masse volumique que I'eau sur un
sol horizontal

Nous donnons dans le Tableau 6-3 les valeurs choisies des parametres.

U,=35m/s, h,=0.1m
p, =1000 kg/m* , p, =1000 kg/m’
pPD = Scu , Sc=1

7., =10 Pa

Tableau 6-3 : Valeurs des parametres pour 'application numérique.

Nous présentons ici I'évolution de la vitesse de régression du sol en fonction de x
pour plusieurs valeurs de K, Figure 6.27.

0.08

0.06 -

K infini

0.04

Vs*

0.02 -

0 500 1000 1500 2000 2500

X

Figure 6.27 : Comparaison pour 3 cas (K=0.1, K=1.0, K infini) de la vitesse de
régression du sol en fonction de x**.

Nous le voyons sur cette figure, comme précédemment, 1’érosion forte au début
(suivant les valeurs de K) diminue progressivement avec x**, pour s’annuler a une
certaine distance. L’érosion est, ici encore, finie.

On peut directement comparer cette figure a la Figure 6.5, du cas a viscosité
effective constante. On s’apercoit alors que les vitesses de régression du sol
obtenues avec le modele a longueur de mélange sont 10 fois inférieures a celles
obtenues avec une viscosité effective constante. Mais cette comparaison n’a pas
trop de sens, en effet nous avons vu, dans la premiére partie, que les quantités
érodées dépendaient énormément de la valeur de la viscosité effective choisie. De
plus la contrainte a la paroi juste avant I’érosion n’a pas la méme valeur dans les
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deux modeles : en effet,7, /7, = 2.7 sur la Figure 6.6, alors que 7,/7, =1.25 sur la
Figure 6.28 (sur cette figure nous avons choisi de présenter la valeur de la
contrainte a la paroi avant le début de I'érosion, d’ou les x** négatifs).

1.3
124
i
3 1.1+
t_)
1 -
K infini
0.9 T T T T T
-100 400 900 1400 1900 2400

Figure 6.28 : Comparaison pour 3 cas (K=0.1, K=1.0, K infini) de la contrainte au
sol en fonction de x**.

Sur la figure ci-dessus, la courbe K=0.1 s/m présente un saut de contrainte au
début de I'érosion, alors qu’elle n’en présentait pas sur la Figure 6.6.

Le choix que nous avons fait, d’adimensionner les abscisses par la hauteur d’entrée
he, permet de facilement calculer les valeurs non-adimensionnées, mais ne tient
pas compte de I'épaississement de la couche limite pendant I'établissement du
profil de vitesse. Pour étre plus rigoureux, il faudrait comparer dstop non pas a he,
mais a la hauteur de la couche limite au début de 1’érosion (a x = dstart) ; de méme
le débit total érodé. C’est ce que nous faisons dans le tableau suivant.

dstop 0,
h(dstart) h(dstart) pU h(dstart)
M = cste K=0.1 0.7629 m 12.16 5.28 10-3
M = cste K=10 0.7629 m 10.8 3.58 10-2
M = cste K infini 0.7629 m 8.14 8.110-2
LdM K=0.1 0.5642 m 390.07 8.06 10-3
LdM K=10 0.5642 m 355.16 3.73 10-2
LdM K infini 0.5642 m 320.79 6.3 10-2

Tableau 6-4 : Comparaison des distances et débits totaux érodés des deux modeles

de viscosité présentés (LdM : Longueur de Mélange).
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La décroissance de la contrainte a la paroi d'un écoulement turbulent de couche
limite est plus lente qu’en écoulement laminaire (de méme que I'épaississement de
la couche limite), aussi il est normal d’avoir des distances d’érosion beaucoup plus
longues dans le deuxieéme cas. Etonnamment, les débits érodés sont tres proches,
alors que les contraintes au sol, notamment au début n’ont pas la méme valeur. Les
distances d’érosion évoluent aussi de la méme fagon, elles diminuent avec K.

Nous ne présentons pas dans cette partie d’autres résultats, ils seraient en effet
qualitativement semblables a la premiere partie de ce chapitre (nous parlerons de
I'influence de la contrainte critique lorsque nous introduiront la rugosité du sol).
Des profils de vitesse et de concentration seront aussi présentés par la suite.

6.2.3 Erosion avec sédiments plus lourds que I’eau sur sol horizontal

Il est bien connu que les couches limites turbulentes résistent bien mieux aux
gradients de pression négatifs que les couches limites laminaires : en effet, le
transport de quantité de mouvement par convection est bien plus efficace que par
diffusion. L’apport de quantité de mouvement vers les zones de faible vitesse pres
de la paroi est ainsi plus important et retarde (voir empéche) I'inversion du sens de
P’écoulement.

C’est bien ce que nous observons : il ne se produit en effet plus de décollement de la
couche limite, sauf bien sur si ’écart entre la contrainte critique et la contrainte au
sol est tres importante pour un K grand (> 10 s/m).

Comme précédemment nous allons étudier I'influence de la masse volumique des
sédiments, sur I’érosion et donc I’écoulement, au travers des différents termes de
I’équation de quantité de mouvement, sur un sol horizontal.

Nous rappelons I'expression de I'équation de quantité de mouvement :

LIS DU YR AN S
ax(pu )+ay(puv) _ay(:uejf ay) Ox +,0gsma' (615)
avec :

P e, 02 )53 ) )

Fe O, pe +pegs1na+pegcosaax£(pe ljdy P pv )y (6.16)

Les valeurs des parameétres sont celles du Tableau 6-3, exceptée la masse
. L 1. C * Lo,

volumique des sédiments dont la valeur, p, =1 et p, = 2.7, sera précisée sur les

figures.

Nous présentons Figure 6.29 les vitesses de régression du sol correspondantes.

Comme sur la Figure 6.12, pour les mémes raisons, la vitesse de régression du sol

diminue avec p, .
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Nous présentons Figure 6.30 les contraintes pariétales en fonction de x**
correspondantes. Contrairement a la Figure 6.13, on voit qu'augmenter la masse
volumique des sédiments augmente la contrainte pariétale, aussi le débit érodé
local, 71, est donc lui aussi augmenté (mais la vitesse de régression du sol, étant
divisée par la valeur de la masse volumique dans le sol, reste inférieure).

0.02

0 500 1000 1500 2000 2500

£ 23

Figure 6.29 : Comparaison de la vitesse de régression du sol pour deux valeurs de
p., K =1.0 s/m.

0-95 T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500

Figure 6.30 : Comparaison de la contrainte au sol pour deux valeurs de p,, K = 1.0
s/m.

Dans cette configuration, le modele de longueur de mélange donne donc des
résultats opposés au premier modele présenté. Pratiquement du début de 1’érosion
jusqu’a dstop, la contrainte pariétale de o, = 2.7 est supérieure a celle de p, =1.

Dans cette situation d’écoulement horizontal, le terme source est obligatoirement
négatif (ou nul si p, =1), on s’attend donc & une diminution de la contrainte au sol.
Or nous observons le phénoméne opposé. D’aprés 1’équation (6.15), cette
augmentation de la contrainte, due a la présence de sédiments lourds, ne peut
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s’expliquer que par une augmentation de la viscosité effective, ou par une
augmentation des termes d’advection (de la quantité de mouvement).

Nous étudions maintenant le débit total érodé en fonction de p, pour différents K,
Figure 6.31. Le cas « K infini, bis » présenté sur cette figure correspond au méme
calcul que « K infini » mais la viscosité est calculée a partir de la masse volumique
de 'eau et non a partir de la masse volumique locale du mélange (la viscosité ne
tient pas compte de la présence des sédiments dans le fluide) ; ., = oI, |0u/dy|.

0.7

—— K infini
0.6 - | = K infini, bis
= K=10
0.5 - e K=01
« 0.4 -
ij P
0.3
02 LW
0.1 -
0 T T T
1 1.5 2.5 3

ps- ©

Figure 6.31 : Débit érodé total en fonction de p, * pour 4 cas.

Figure 6.31, contrairement a la Figure 6.14, le débit total érodé augmente avec la
masse volumique des sédiments (cette augmentation reste faible pour
K <£0.1s/m). On peut se rendre compte que cette augmentation est due pour
partie au fait que 0 joue dans la formule de longueur de mélange, mais ce n’est
pas la seule raison. L’autre raison est donc 'augmentation de 1’advection (de la
quantité de mouvement) due a la présence des sédiments.

Remarque : le dernier terme de droite, dii aux fluctuations des vitesses, de
I’équation (6.16) est négligeable, il diminue de moins d’1 % le débit total érodé.
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6.2.4 Erosion de sédiments plus lourds que I’eau sur sol incliné

u,=35m/s , h,=0.1m , Yé =0.6
P, =1000 kg/m’® , p = 2650 kg/m’
pPD =Scu , Sc=1

r,=10Pa

Tableau 6-5 : Valeurs des parameétres des applications numériques.

Comme dans la premieére partie, il existe, pour un jeu de parametres donné, un
angle de pente critique séparant deux régimes d’érosion distincts. Avec les valeurs
de parametres du Tableau 6-5, en faisant varier la valeur de K, on trace la figure
suivante :

L’

Erosion illimitée
Ecoulement gravitaire

Erosion limitée

0.001 0.01 10 100

Figure 6.32 : Angle critique de pente en fonction de K*Ue.

Cette figure, Figure 6.32, est trés semblable a la Figure 6.23. Remarquons que,
comme dit précédemment, il n’y a plus de décollement de I’écoulement et I'on peut
réaliser des calculs avec des valeurs de K plus élevées.(Attention ! Le dernier point
de la Figure 6.32, d’abscisse K*Ue = 20, correspond a K infini, il n’est donc pas
exact).

Remarques :

- lorsqu’on calcule le débit érodé avec des K supérieurs a 1 s/m, cela provoque des
oscillations du débit érodé, qu'on ne peut supprimer méme avec un pas tres faible.
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Ces problemes n’arrivent pas a K infini, car le processus de calcul du débit érodé
est différent.

- dans le régime d’érosion illimitée, le débit local augmentant fortement avec x, les
décollements de la couche limite sont fréquents.

On retrouve les mémes phénomeénes d’accélération du profil de vitesse que
précédemment ; par contre les courbes sont un peu différentes avec cette viscosité.

1
= x*=0
e o x** = 2000
. x** = 10000
© X** = 30000
0.6 -
*
>
0.4 -
0.2 -
0 T T
0 0.2 0.4

Figure 6.33 : Profils de vitesse, K infini, avant le seuil.
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Figure 6.34 : Profils de vitesse, K = 0.1 s/m, apres le seuil.
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Figure 6.37 : Profils de fraction massique de sédiments, K infini, apres seuil.
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Ainsi, pour les profils de vitesse, Figure 6.34 et Figure 6.35, pour de faibles K, le
profil est accéléré pres du sol, car la concentration en sédiments y est maximum ;
par contre pour K infini, on impose la contrainte au sol, le profil n’est donc pas libre
de se déformer prés du sol, ainsi 'accélération a lieu plus haut dans la couche (ou
la concentration en sédiments reste tout de méme importante).

Les profils de fraction massique de sédiments, Figure 6.36 et Figure 6.37, sont
quelques peu différents de ceux présentés avec le modele a viscosité effective
constante. Dans la premiére partie, le nombre de Schmidt étant constant, lui aussi,
la valeur du coefficient de diffusion était la méme dans toute I'épaisseur de la
couche. Ici, le nombre de Schmidt est toujours constant, pris égal a un, mais la
valeur de la viscosité effective ne l'est plus. Prés de la paroi, dans la couche
logarithmique, la viscosité est relativement faible et croissante avec y. Ainsi, le
coefficient de diffusion sera, lui aussi, relativement faible pres de la paroi, ce qui
aura pour effet d’'y maintenir une concentration en sédiments élevée.

C’est bien ce que nous observons sur les deux premiers profils de la Figure 6.36, (a
x**%=0 et x**=2000), et sur la Figure 6.37. La fraction massique de sédiments, tres
faible au sommet de la couche, augmente progressivement lorsqu’on se rapproche
du sol, puis tres fortement lorsqu’on atteint la paroi.

6.2.5 Influence de la rugosité du sol

Tous les calculs présentés dans cette partie ont été réalisés dans les conditions du
régime hydrauliquement lisse (voir Chapitre 4). La valeur de la constante E choisie
(E =9) correspond en effet, vu les conditions hydrauliques que nous nous sommes
imposées, a une hauteur de rugosité comprise entre 10e-6 et 10e-5 meétres. Nous
nous proposons maintenant de faire varier la taille des rugosités de la paroi (c'est-
a-dire le diametre des grains constituant le sol).

Nous n’allons pas, ici, refaire tous les calculs précédents; mais simplement
présenter pour un jeu de parametres les effets de la taille des rugosités sur
P’érosion.

Pour cela, nous reprenons les valeurs des parameétres du Tableau 6-5, sur un sol
horizontal, et nous comparons, sans et avec érosion, deux longueurs de rugosités,
avec celle utilisée précédemment dans les calculs (ces deux longueurs de rugosité
sont choisies assez élevées afin de se situer dans le régime hydrauliquement
rugueux).

Nous présentons, Figure 6.38, ’évolution de la contrainte a la paroi en fonction de

x* pour trois longueurs de rugosité, et Figure 6.39 les profils de vitesse
adimensionnés correspondants, a x*=3000.
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Figure 6.38 : Evolution de la contrainte au sol en fonction de x*, pour trois
hauteurs de rugosité.
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Figure 6.39 : Comparaison des profils de vitesse a x* = 3000, pour trois hauteurs de
rugosité.

Le fait d’augmenter la rugosité de la paroi a donc deux effets, visibles sur les deux
figures précédentes.

Tout d’abord I'effet pratique des rugosités de surface est d’augmenter la contrainte
pariétale ; D'évolution avec x reste la méme, mais comparées au cas
hydrauliquement lisse (hs=8. 10e-6 m), la contrainte pariétale est globalement
multipliée par 1.3 pour As=3.5. 10e-4 m, et par 1.45 pour hs=1.0. 10e-3 m.

Ensuite, les vitesses dans la région externe de la couche limite diminuent.

Ainsi, augmenter la taille des rugosités de paroi, en gardant la contrainte critique
constante, revient numériquement, & mémes rugosités de paroi, a diminuer la
contrainte critique du sol.
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Nous présentons, pour ces trois longueurs de rugosité de paroi, les vitesses de
régression du sol en fonction de x** ; pour ce calcul, K= 0.1 s/met 7, =10 Pa.

hs=1.10e-3m

hs =35 10e-4 m

hs=8. 10e-6 m

0 T T T T T ST

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000
x)'r'i'

Figure 6.40 : Vitesse de régression du sol pour trois rugosités différentes.

A partir de ce calcul, on compare, comme dans le Tableau 6-1, les distances et
débits d’érosion, adimensionnés non pas par la hauteur d’entrée de 1’écoulement,
mais par la hauteur de la couche au début de I'érosion (h(dstart)), dans le Tableau
6-6, ci-dessous.

dstop 0,
h(dstart) h(dstart) pU h(dstart)
hs = 8. 10e-6 m 0.565 m 390.9 8.29 10-3
hs = 3.5 10e-4 m 0.642 m 3738.8 1.17 10-1
hs = 1. 10e-3 m 0.679 m 7478.1 2.38 10-1

Tableau 6-6 : Comparaison des distances et débits d’érosion pour trois longueurs de
rugosité.

Nous avons vu qu'augmenter la rugosité augmente la contrainte a la paroi, ainsi, a
contrainte critique fixée, cela va accroitre le débit local érodé ; et la diminution
naturelle de la contrainte pariétale d'une couche limite turbulente étant lente, cela
va tres fortement accroitre la distance d’érosion, Figure 6.40.

Nous ne présenterons pas, ici, d’autres résultats numériques. Les phénomeénes sont

exactement les mémes que ceux présentés précédemment. La rugosité augmentant
simplement la contrainte pariétale, les débits érodés seront donc plus importants
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ainsi que la distance d’érosion. On peut donc évaluer l'effet des rugosités en
reprenant les calculs précédents avec une contrainte critique plus faible.

6.2.6 Etude du modéle turbulent a diffusion différentielle

Dans cette partie, nous calculons localement la valeur du nombre de Schmidt par la
formule présentée a la fin du chapitre précédent.

Il existe deux parametres dans cette formule du flux de diffusion, le diametre des
particules, relatif au temps de Stokes, et la constante A’, relative au temps
caractéristique de la turbulence.

6.2.6.1 Variation du diameétre des sédiments

Nous reprenons ici les parameétres numériques du Tableau 6-5, sur un sol
horizontal, avec A’=1 et K=0.1 s/m.

Nous avons alors testé la formule de diffusion différentielle, pour plusieurs tailles
de particules. Mais, nous en avons brievement parlé dans le chapitre précédent,
sous certaines conditions, le nombre de Schmidt (le coefficient de diffusion) peut
devenir négatif et entrainer des résultats erronés. Il s’avere en fait, qu’avec les
valeurs choisies des parametres, seuls des diametres de particules de l'ordre de
10e-4 m donnent des résultats satisfaisants. Pour des valeurs supérieures, le
coefficient de diffusion devient négatif pour de trés nombreux points du maillage,
ne nous permettant pas de considérer les résultats obtenus comme corrects.

Dans ces conditions, cela signifie donc que I'hypotheése « production = dissipation »
n’est pas vérifiée pour des diameétres de particules supérieurs a 4.0 10e-4 m, mais
qu’il faut alors considérer les effets non locaux.

Nous présentons sur les trois figures suivantes, les résultats avec érosion pour trois
diametres différents de grains, et pour un nombre de Schmidt constant, égal a un.
La taille des rugosités de paroi est prise égale a 3.5 10e-4 m ; elle ne sera pas
modifiée, comme le diametre des particules érodées, afin de permettre une
comparaison plus facile de I'effet du diametre des sédiments sur ’érosion (en effet
modifier la rugosité de la paroi, méme faiblement, aurait modifié la contrainte
pariétale et donc les débits érodés).

Les annotations sur les courbes sont les mémes de la Figure 6.41 a la Figure 6.45 ;
elles sont définies comme :

(1) nombre de Schmidt constant égal a un ;

(2) nombre de Schmidt différentiel, d, =2.0 10e =4 m ;

(3) nombre de Schmidt différentiel, d, =3.0 10e—4 m ;

(4) nombre de Schmidt différentiel, d, =3.5 10e—4 m.

113



CHAPITRE 6. RESULTATS A HAUTEUR D’EAU INFINIE DANS UN ECOULEMENT A VITESSE
CONSTANTE

0.004
0.0035 ~

0.003 -

4)
@)

0.0025 -

0.002 -

Vs*

0.0015 - (@)
0.001 - (1

0.0005 -

0 T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
X**

Figure 6.41 : Evolution de la vitesse de régression du sol.

Comme nous 'avons dit précédemment, la gamme des diametres utilisables avec
cette approche est fortement réduite. On voit en effet que pour des diametres de
grains inférieurs a 2.0 10e-4 m les écarts avec le Schmidt constant sont tres faibles,
et pour des diametres supérieurs a 4.0 10e-4 m le calcul du coefficient de diffusion
« diverge ».
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Figure 6.42 : Evolution de la contrainte a la paroi avec x**.

Ainsi, sur ces deux figures, on voit clairement qu’augmenter le diametre des
particules érodées augmente le débit érodé et la distance d’érosion. Pour le plus
faible diametre, 2.0 10e-4 m, courbe (2), I'évolution de la vitesse de régression du
sol (donc de la contrainte) est trés semblable, méme si elle est légérement
supérieure, a la courbe (1). Par contre, pour la courbe (4), aprés une décroissance
habituelle de la vitesse de régression du sol (et de la contrainte pariétale) jusqu’a
x**=10, on voit une réaugmentation de cette vitesse jusqu’a x**=150. Apres cette
abscisse, on retrouve une décroissance normale avec x**.
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Pour expliquer ces différents comportements, nous présentons Figure 6.43
I’évolution avec x** de la fraction massique des sédiments a la paroi, pour ces
quatre cas.

Comme nous l'avons déja dit, ce nouveau coefficient de diffusion différentiel
(calculé localement) tient compte du gradient de pression perpendiculaire a
I’écoulement, lié a la gravité. Ainsi, plus les grains de sédiments seront gros, plus
ils seront lourds (& méme densité), ils auront donc tendance a moins diffuser dans
la couche, et a rester pres de la paroi. C’est bien ce que nous observons, des le début
de I’érosion, les fractions massiques de sédiments augmentent d’autant plus que le
diametre des particules considérées est important. Cette diffusion préférentielle
des grains, vers la paroi, continue d’ailleurs tout au long de ’écoulement.
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Figure 6.43 : Evolution de la fraction massique de sédiments a la paroi.

Ainsi, comme dans la partie 6.2.3, 'augmentation des débits érodés s’explique par
une augmentation locale, pres de la paroi, de la fraction massique en sédiments,
qui accroit la quantité de mouvement (’advection), et dans une moindre mesure la
viscosité effective, provoquant une augmentation de la contrainte pariétale.

On peut vérifier cela, sur la Figure 6.44. Alors que pour un nombre de Schmidt égal
a lunité, et K=0.1 s/m, les quantités érodées sont trop faibles pour réagir
notablement a la variation de la densité des sédiments, dés que l'on concentre
localement pres de la paroi les sédiments érodés (en augmentant leur diametre), on
agit fortement sur le débit (local et total) érodé.
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Figure 6.44 : Variation du débit total érodé jusqu’a x**=2700, en fonction de la
masse volumique des sédiments.

Nous présentons figure suivante trois profils de fraction massique de sédiments
pour x**=2700, correspondant aux Figure 6.41 a Figure 6.43.
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Figure 6.45 : Comparaison des profils de fraction massique en sédiments, a
x**=2700.

Ainsi, plus les particules sont grosses et lourdes, moins elles diffusent, et restent
donc prés de la paroi. On remarque d’ailleurs que pour y*<0.1, la diffusion
différentielle augmente la concentration en sédiments, alors que pour y*>0.1, elle
la diminue (méme si les débits érodés sont plus importants) ; on peut alors parler
d’une concentration préférentielle des sédiments pres du sol.
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Remarques importantes :

- les calculs présentés précédemment ont été réalisés sur des distances,
relativement, réduites. Nous n’avons en effet jamais représenté dstop sur ces
figures. Il s’avere en fait que pour des x** supérieurs, I’épaississement de la couche
limite, et la diminution de I’érosion, diminuent les gradients de vitesse, et de
fraction massique, provoquant la «divergence » de notre calcul du nombre de
Schmidt.

- de méme, pour des raisons semblables, I'influence de la pente n’a pu étre testée.
En effet 'accélération des profils de vitesse a l'intérieur de la couche, provoque
localement une diminution des gradients de vitesse (au niveau du maximum) qui
met en défaut notre formule de coefficient de diffusion. On comprend tout de méme
que la diffusion préférentielle des sédiments prés de la paroi, en augmentant le
débit érodé, va diminuer, pour un jeu donné de parametres, 'angle critique de
pente nécessaire a 'amplification de 1’érosion.

6.2.6.2 Variation de la constante A’

Comme nous 'avons dit la constante A’ est relative au temps caractéristique de la
turbulence, elle est liée dans la formule du nombre de Schmidt & un terme toujours
positif. Ainsi augmenter A’, augmentera la valeur du nombre de Schmidt, donc la
diffusion dans la couche (et vice versa).

Nous prenons les valeurs des parametres du Tableau 6-5, pour un sol horizontal
(avec la méme rugosité de paroi que précédemment) avec d, =2.0 10e —4 m, et
faisons varier A’.

0 T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

X

Figure 6.46 : Vitesse de régression du sol en fonction de x**, pour plusieurs valeurs
deA’, d, =2.0 10e —4 m.

On retrouve alors les mémes effets, pour les mémes raisons, lorsqu’on diminue A’,
que lorsqu’on augmente le diametre des particules érodées.
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Cela se comprend bien sur la Figure 6.47. Plus A’ est faible et plus la fraction
massique de sédiments est importante prés du sol, pour y*<0.1; cette tendance
s'inversant dans la partie supérieure de la couche.
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Figure 6.47 : Comparaison des profils de fraction massique a x**=2700.

6.3 Conclusion

Comparaisons générales des résultats :

Dans ce chapitre, nous avons donc présenté les résultats de notre modélisation du
phénomeéne d’érosion, dans le cas d’'un écoulement de type couche limite a vitesse
extérieure constante, pour deux modeles de viscosité effective.

Nous avons ainsi pu mettre en évidence un ensemble de phénomeénes,
qualitativement semblables pour les deux modeles de viscosité effective.

En effet :

- I’érosion ('injection de matiére a travers l'interface solide/fluide) provoque une
diminution de la contrainte a la paroi exercée par le fluide. (A cette diminution due
a I’érosion elle méme, s’ajoute la diminution naturelle due a 1’épaississement de la
couche limite) ;

- un débit local érodé trop important peut, par l'action des forces de gravité
perpendiculaires a 'écoulement, provoquer un décollement de la couche limite (cela
fut surtout observé pour les écoulements a viscosité effective constante) ;

- sur sol horizontal, I’érosion est finie, c'est-a-dire qu’elle s’effectue sur une distance
limitée (le débit total érodé résultant ’est donc aussi) ;

- I'inclinaison du sol (dans le sens de I'écoulement), pour des sédiments plus lourds
que l'eau, augmente les distances d’érosion et les débits érodés ;

- pour un jeu de parameétres donnés, et des sédiments plus lourds que l'eau, il existe
un angle d’inclinaison du sol (appelé ici angle critique) qui délimite deux régimes
d’érosion tres distincts. Pour des valeurs de pente inférieures a cet angle, comme
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pour un sol horizontal, ’érosion est finie, en quantité et en longueur ; alors que
pour des angles supérieurs, aprés une décroissance normale, I'érosion s’amplifie
pour ne jamais s’arréter. Rappelons ici, que ces phénomeénes s’expliquent par
I’'accélération des profils de vitesse a I'intérieur de la couche, due a la gravité ;

- la concentration préférentielle des sédiments (de densité supérieure a ’'eau) pres
de la paroi accroit les distances et débits érodés, cet effet étant plus marqué pour
des pentes du sol non nulles. Cela augmente en effet, localement pres de la paroi, la
quantité de mouvement, et 'accélération de ’écoulement si le sol est incliné.

Quelques différences existent tout de méme quant aux résultats obtenus par ces
deux modeles de viscosité, mais elles sont principalement attribuables au
comportement propre de ces modeles. Ainsi :

- les profils de vitesse (accélérés ou non), les profils de concentrations ont des
formes tres différentes ;

- les distances d’érosion sont beaucoup plus longues pour le modele a longueur de
mélange (voir Tableau 6-4), la décroissance de la contrainte pariétale d’un
écoulement turbulent étant beaucoup plus lente qu'un écoulement « pseudo-
turbulent » (ou laminaire) ;

- les profils de vitesse du modele a longueur de mélange sont beaucoup moins
sensibles aux phénomeénes de décollement ;

- sur sol horizontal, augmenter la densité des sédiments érodés augmente les débits
érodés pour le modele a longueur de mélange, alors que cela les diminue pour une
viscosité constante. Cela est certainement a relier a la forme des profils de vitesse,
la quantité de mouvement est en effet, relativement, beaucoup plus importante
pres de la paroi dans le cas des profils turbulents (Longueur de mélange).

Une comparaison vraiment quantitative des résultats des deux modeles n’est ni
vraiment nécessaire, ni vraiment possible (nous en avons déja parlé).

Particularités du modele a longueur de mélange :

Viscosité effective :

Dans ce modeéle, la viscosité effective locale est calculée a partir de la masse
volumique locale du mélange. Aussi, nous avons vu que pour des débits érodés
relativement importants, de sédiments plus lourds que I'’eau, 'augmentation de la
viscosité, due a la présence des sédiments, augmente de facon non négligeable la
contrainte a la paroi, et donc I’érosion.

Rugosités de paroi :

Cela est bien connu (Schlichting 1960, Cousteix 1989), pour un méme écoulement,
plus un sol est rugueux (plus la taille des particules le constituant est importante),
plus la contrainte pariétale exercée par le fluide sur celui-ci est importante.

Ainsi, dans le cas particulier ou la contrainte critique du sol est gardée constante
(ainsi que les autres parameétres), augmenter la rugosité du sol augmente
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fortement les débits érodés et distances d’érosion, Tableau 6-6. Cet effet est surtout
marqué lorsqu’on passe dun régime hydrauliquement lisse a un régime
hydrauliquement rugueux. Ce résultat n’a pas vraiment de sens physique, en effet
pour un matériau donné (de densité supérieure a l'eau), il est clair que plus les
sédiments seront gros, plus la contrainte critique nécessaire a leur mise en
mouvement sera grande (voir Chapitre 1, contrainte critique de Shields).

Diffusion différentielle (sédiments plus lourds que I'eau) :

Nous avons présenté ici un modele pour le flux de diffusion des sédiments, lié non
seulement au gradient de concentration, mais aussi au gradient de pression
orthogonal, par I'intermédiaire de deux temps caractéristiques. Cette approche est
beaucoup plus physique que celle consistant a ajouter, a '’équation de conservation
de la masse des sédiments, la vitesse de chute d'une particule isolée (voir équation
(2.54)).

L’utilisation de ce modele reste tout de méme relativement délicate. Nous avons en
effet vu que seuls des diameétres de 'ordre de 10e-4 m permettaient d’obtenir des
résultats satisfaisants; de plus pour des distances d’érosion assez longues, ou
lorsque le profil de vitesse est localement accéléré dans la couche, la diminution,
globale ou locale, des gradients de vitesse entraine la divergence de nos calculs. Il
apparait donc que I’hypothese utilisée ici, « production égale dissipation », n’est
vérifiée que dans certaines configurations, pour une gamme tres réduite des
valeurs des parameétres. Aussi, il serait nécessaire de développer un modele de
diffusion non local, pour étudier des configurations plus générales.

Cette approche nous a tout de méme permis de montrer que la concentration
préférentielle des sédiments preés de la paroi (attention il ne s’agit pas de dépot),
avait une influence trés importante sur I’érosion. En effet, 'augmentation de la
viscosité, et de la quantité de mouvement localement pres de la paroi, augmente de
facon non négligeable les débits et distances d’érosion. Cet effet s’accentuera
d’avantage si I'inclinaison du sol est non nulle.

Ainsi, grace aux résultats de notre modélisation de 1’érosion, dans cette
configuration d’écoulement de type couche limite, nous avons pu mettre en
évidence qu’il existait de forts couplages entre les phénomeénes. Pour résumer cela,
nous pouvons dire que :

L’écoulement, lorsqu’il érode un sol, modifie celui-ci, mais est aussi modifié par le
flux local de matiere érodé. Les sédiments, une fois érodés, sont transportés par le
fluide, et, cette présence agit sur I'écoulement ; qui va a son tour agir sur les
phénomenes d’érosion. Il existe donc un fort couplage entre I'’écoulement, 1’érosion
(en tant que phénomeéne local) et le transport des sédiments par 1’écoulement ; la
pente du sol (en tant que terme source positif de 1’équation de quantité de
mouvement) jouant alors un réle trés important (moteur) dans ces interactions.
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Chapitre 7

Résultats a surface libre

Nous présentons dans ce chapitre les résultats d’écoulements a surface libre, dans
une configuration tres simple. Nous nous donnons en effet un profil initial d’entrée,
pour une hauteur donnée, et nous laissons ce profil s’écouler sur un sol
d’inclinaison constante avec les abscisses. Comme dans le chapitre précédent, nous
commencerons par le modele a viscosité effective constante, puis a longueur de
mélange.

Dans une situation d’écoulement permanent, pour une pente donnée, et sans
érosion, il existe, a débit fixé, un profil de vitesse d’équilibre indépendant de la
coordonnée longitudinale. Nous utiliserons ce profil comme profil initial de notre
calcul avec érosion. Dans ces conditions nous verrons que pour des valeurs
« raisonnables » des parametres, les contraintes a la paroi obtenues sont de I'ordre
de la centaine de Pascals ! Prendre alors une contrainte critique du sol de 'ordre de
celle de Shields aurait provoqué une érosion énorme. Aussi, on fera varier cette
contrainte critique comme n’importe quel autre parametre; on a vu dans le
premier chapitre que la valeur de Shields, correspondant au décollement dune
particule sphérique posée sur des particules semblables, était stirement tres sous-
estimée pour un sol réel, compacté, composé de différents matériaux de différentes
tailles.
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7.1 Résultats a viscosité effective constante

7.1.1 Calcul sans érosion

Dans le cas particulier ou la viscosité est constante (écoulement pseudo-turbulent)
et si l'inclinaison du sol est non nulle, il existe un profil d’équilibre que I'on peut
calculer analytiquement.

Ce profil d’équilibre est atteint lorsque les forces de gravité compensent exactement
le terme di aux contraintes visqueuses ; c'est-a-dire lorsque les termes d’advection
et de gradient de pression sont nuls (les variations suivant x et y sont nulles).

Dans cette situation d’équilibre, ’équation de quantité de mouvement sur x se
réduit donc a :

_ 0 Ou :
O—E(ﬂeﬁ»aj+pegsma (7.1)

La viscosité étant constante, on peut intégrer cette équation et I'on obtient :

_p.gsina + p.gh, sina
2y Her

u(y) = (7.2)

On a utilisé le fait que le gradient de vitesse est nul a la surface, en y=4,, A,
étant I'épaisseur de I’écoulement a I’équilibre (car on néglige le frottement avec
Pair).

On obtient alors un profil d’équilibre parabolique, ce type d’écoulement étant
dénommé « écoulement rampant ».

Pour un écoulement a surface libre le débit de I’écoulement est constant de 'amont
vers l'aval, il n’y a pas érosion. Ainsi, lorsqu’on se donne un débit d’entrée, pour
une pente non nulle, et une viscosité donnée, on détermine complétement le profil
de vitesse d’équilibre et la valeur de la contrainte au sol correspondante.

On peut des lors, partir d'un profil de vitesse quelconque et le laisser atteindre
I’équilibre avant de déclencher I’érosion, le nombre de parametres indépendants a
choisir est alors de 4 (U,,h,,sina,a). Nous avons alors testé la convergence d’'un
profil quelconque vers le profil d’équilibre. Ces résultats, comparés a ceux obtenus
en résolvant les équations de Navier-Stokes compléetes, sont présentés en Annexe
IV : Surface libre.

On peut aussi, ce qui parait plus logique, partir directement du profil d’équilibre a
Pentrée ; puisqu’on en connait la solution analytique. Dans ce cas, le nombre de
parameétres a choisir de facon indépendante n’est plus de 4, comme ci-dessus
(U,,h,,sina,a), mais de 3, car U,, qui est la vitesse a la surface, est complétement

définie a partir des 3 autres par (7.2).
En effet :
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: 2
U, =u(y=h,)=LESmah 7.3)
2/'I€ff
Uy =ap,U,h, (7.4)

Donc, si I'on se donne un angle de pente, une hauteur d’écoulement, et la valeur de
la constante a de la viscosité, la vitesse a la surface est :

U, = fgsglaa’he (7.5)

La contrainte d’équilibre au sol est :

T,. = pP.gsinah, (7.6)

C’est cette deuxiéme approche que nous avons choisie. N’ayant de toute facon
aucune information sur le réalisme de tel ou tel profil initial, cette approche nous
permet de réduire un peu le nombre de parametres (ce n’est pas important), et
facilite énormément la convergence des profils, ce qui nous arrange pour débuter
P’érosion.

Ainsi, en fixant la pente, la hauteur de I'écoulement et la constante de viscosité, on
détermine le profil d’équilibre par (7.2), que I'on peut utiliser comme profil initial.
C’est ce que nous allons faire, par contre nous I'avons vu en Annexe IV, la valeur
précédente a = 0.1 est beaucoup trop élevée, nous prendrons dorénavanta = 0.005,
qui semble « plus réaliste ».

Les parameétres sont, Tableau 7-1 :

h,=0.1m, a =10°
0, =1000 kg/m’
U= puh,, £ =a=0.005

=>U,=4126 m/s, 1,, =170.34 Pa

Tableau 7-1 : Valeurs des parametres de ’écoulement.
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En partant de ce profil, le calcul par équations de couche donne trés peu de
variations en x, mais un peu cependant ; ceci est dii a la discrétisation spatiale qui
introduit de petites erreurs dans le profil d’équilibre initial.

+ x*=0
0.8
o X*=3 :
—— x*=200
0.6
. '
-~ L
0.4 - N
E‘Eaa
-B'm-m-m
0.2 - o
—E’EIB’
E’E
0 M T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

U*

Figure 7.1 : Profil de vitesse a x* =x / he = 0, 3, 200.

0.0101

o 0.01 r
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T
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Figure 7.2 : Contrainte au sol en fonction de x* = x / he.

T; varie en fait tres peu de x=0 a l'infini, mais pour les calculs avec érosion nous
laisserons cependant une distance d’établissement du profil égale a 10*he, afin
d’effacer les petites erreurs numériques des données.

Remarque :
Pour des pentes tres faibles (a <10°), des décollements peuvent aussi apparaitre.
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7.1.2 Erosion de sédiments de méme densité que '’eau

Rappelons 1’équation de quantité de mouvement compléte pour ce type
d’écoulement :

h(x)

0 , ., 0 _ 0 Ou . 0 ~
&('Ou )+$(,0uv) = dy(ﬂeff ay)+,0gsma gcosaax ! pdy (7.7)

Cette équation posséde deux termes sources, pgsin@ qui sera toujours positif
(pente non nulle), 'autre terme source étant négatif quand la masse volumique du
mélange, et ou ’épaisseur de I’écoulement, augmentent. Nous avons vu, Chapitre 4,
que ce dernier terme source pouvait étre décomposé en la somme de deux termes.
Un moyen de connaitre l'effet de chaque terme est alors d’effectuer des calculs
d’érosion de sédiments de méme masse volumique que I’eau, nous verrons ainsi
leffet seul de 'augmentation de 1’épaisseur de I'écoulement da a 'apport du débit
érodé (le terme pgsina restant constant pour tout x). Des sédiments érodés plus
lourds que l'eau permettront alors de voir l'effet de 'augmentation de la masse
volumique locale du mélange.

Nous reprenons les valeurs des parametres présentés Tableau 7-1, avec trois
valeursde K: K =0.1s/m, K =1.0 s/m et K infini. Nous prendrons une valeur de
la contrainte critique du sol 7. égale a trois quarts de ’équilibre sans
érosion 7, =3/4 T,. ;ilestclairquesi 7, >7,,,iln’y a jamais érosion.

On définit :

=S sy | P (7.8)
Uey Tpeq

qui est la vitesse de régression du sol adimensionnée par la vitesse de frottement
d’équilibre au sol u:q. Avec les valeurs des parametres choisis, on a
u,, =0413m/s.

Nous présentons Figure 7.3, cette vitesse de régression du sol en fonction de x*,
pour trois valeurs de K.
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0.07 1
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0.05 | |
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0.01
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VS**

Figure 7.3 : Vitesse de régression du sol fonction x* pour 3 cas (K= 0.1, K=1.0, K

infini).

Comme on le voit sur les courbes ci-dessus, le débit local érodé (ou la vitesse de
régression du sol) décroit assez fortement au début de I’érosion (suivant les valeurs
de K) jusqu’a x*=30, puis apres avoir atteint un minimum, ré augmente a partir de

x*=50.

Nous présentons Figure 7.4 ’évolution des contraintes au sol correspondantes a la

figure précédente.

1.4

300

K infini

0.8 \ \
0 50 100

Figure 7.4 : Evolution de la contrainte au sol en fonction de x*, pour 3 cas (K = 0.1,
K=1.0, K infini).

On voit Figure 7.4, comme précédemment, que le début de I’érosion provoque une
chute de la contrainte au sol. Puis apres avoir atteint une valeur minimum (pour
les cas ou K n’est pas infini), la contrainte raugmente ensuite avec x* (la contrainte
au sol restant constante, égale a la valeur critique pour K infini).
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Le résultat important, et la principale différence avec le cas ou la hauteur d’eau est
infinie, est que dans cette configuration I’érosion ne se produit pas sur une distance
finie, mais sur toute la longueur de I’écoulement considérée. En effet comme nous
lavons vu sur les deux figures précédentes, aprés une diminution au début
I’érosion va constamment augmenter avec x ; on se situe en fait tout de suite dans
le régime d’érosion illimitée.

Les calculs présentés précédemment ont été refaits en supprimant le terme en
cosa de quantité de 'équation de mouvement (le terme le plus a droite de (7.7)).
Ces résultats sont alors tres peu différents de ceux présentés; on remarque
cependant une augmentation, tant locale que globale, du débit érodé, mais elle
reste inférieure a 4%. Les effets de ce terme, dus ici seulement a 'augmentation de
Iépaisseur de I'’écoulement sont donc relativement faibles pour les valeurs des
parametres choisis. Par contre si les débits érodés localement sont trés importants
(la contrainte critique est faible par rapport a la contrainte au sol d’équilibre, ou K
est grand) le terme en cosa deviendra lui aussi important (surtout au tout début
de I’érosion) et provoquera soit des oscillations de la contrainte au sol (compétition
entre le terme source positif et ce terme), soit carrément un décollement de
Iécoulement (voir Figure 7.9).

Apres la diminution de la contrainte au sol due a I’érosion, on a vu que celle-ci
raugmentait (ou du moins la vitesse de régression du sol pour K infini). Cette
augmentation s’explique par 'augmentation du débit de ’écoulement di a 1'apport
de matiere érodée. Nous présentons Figure 7.5 I'évolution de 1’épaisseur de
I’écoulement en fonction de x*, et des profils de vitesse Figure 7.6.

K infini

h/he

0 o0 100 150 200 250 300
X*

Figure 7.5 : Evolution de I’épaisseur de ’écoulement avec x*.
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Figure 7.6 : Evolutions des profils de vitesse, non adimensionné, K = 1.0 s/m.

On définit :

U =ufu(h(x)); y" =y/h(x) (7.9)

1
0.8 -
0.6 -
*
>
0.4 - \
0.2 - Ueq*
D T T T T
0 0.2 04 0.6 0.8 1

U*

Figure 7.7 : Profils de vitesse adimensionnés, K infini.

Sur la figure ci-dessus, les vitesses et les ordonnées sont adimensionnées comme en
(7.9), pour le calcul d’érosion avec K infini. Ainsi, au bout d'une certaine distance,
qui se situe dans la zone ou la contrainte pariétale raugmente, les profils de vitesse
avec érosion atteignent un nouveau profil d’équilibre différent de celui sans
érosion. Ces résultats ont été obtenus avec K infini, aussi, il est évident que pour
des K inférieurs, ces deux profils d’équilibre sont beaucoup moins différenciés.

Ainsi, I'épaisseur, et le débit de ’écoulement augmentent avec x*, Figure 7.5 ; or
I’écoulement conserve pratiquement son profil d’équilibre (ou du moins un profil
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d’équilibre) alors qu’il érode
relation avec I’épaisseur).

)

la contrainte au sol augmente donc elle aussi (en

Nous présentons Figure 7.8 I’évolution des profils de fraction massique de

sédiments ; nous avons gardé les mémes valeurs des parametres que
précédemment et K = 1.0 s/m.
—x*=10
o x*=15
% 2 x*=20
%
% %% « x* =30
B % - x*= 60
%, %, .
% + X =110
o x* =160
% % o x*=210
o, %o, %,
+++++ T, oocc ¢, o QO
i, oy o%
+++ c°o %o
—__- ++++ Oo% Oo%
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Y*

Figure 7.8 : Profils de fraction massique de sédiments, K = 1.0 s/m.

Les profils de fraction massique a surface libre sont bien sur tres différents de ceux
a hauteur d’eau infini. Tout d’abord les sédiments diffusent dans toute ’épaisseur
de l’écoulement, jusqu’a la surface. Ensuite la quantité d’eau pure dans
Iécoulement étant limitée au débit d’entrée, 'érosion va trés rapidement amener
les fractions massiques a des valeurs tres importantes. Les fractions massiques de
sédiments restent plus importantes au niveau de la paroi, car ’érosion en ameénent
constamment et la diffusion n’est pas immeédiate.

Afin d’avoir un ordre d’idée de I'importance des débits érodés, nous définissons le
débit total érodé sur la distance 200/4,, adimensionné par le débit d’entrée de
fluide :

2004, d
m ax
* o Qe — J.O

e — (7.10)
Q Qentrée ,0@ uehe

La Figure 7.9 représente le débit érodé total défini en (7.10) en fonction du rapport
entre la contrainte critique et la contrainte au sol d’équilibre. Un résultat a
remarquer est la variation linéaire du débit total érodé en fonction de la valeur de
la contrainte critique. Par contre, comme dit précédemment, pour des K importants
ou des contraintes critiques faibles, il peut y avoir décollement de I’écoulement ; les
points fléchés avec I'inscription « décollement » sont les derniers points accessibles
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aux calculs, le décollement se produisant pour une contrainte critique 1égérement
plus faible.

1.6
Décollement

S Kinfini = K=20 +K=10 N

124 ) c k=01 =K=001

14 -

0.8 -

Qe*

0.6
0.4 -
0.2

0 T T T T

0 0.2 0.4 0.6 0.3 1
Tc/Tp.eq

Figure 7.9 : Débit total érodé en fonction de 7, pour plusieurs K.

7.1.3 Erosion de sédiments plus lourds que I’eau

Nous allons maintenant étudier I'influence de la masse volumique des sédiments.
Nous présentons sur les trois figures suivantes, respectivement, les vitesses de
régression du sol, les contraintes a la paroi et les variations de 1’épaisseur de
I’écoulement en fonction de x* pour deux valeurs de P, .

0.06

" ons -

0.05 -

0.04

*
X

{ 0.03

0.02

0.01 -

Figure 7.10 : Comparaison de la vitesse de régression du sol, pour deux valeurs de
P, , avec K= 1.0 s/m.
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0.9 T T T T
0 50 100 . 150 200

Figure 7.11 : Comparaison de la contrainte au sol, pour deux valeurs de 0, , avec
K= 1.0 s/m.

Il est normal, nous en avons déja parlé dans le chapitre précédent, que la vitesse de
régression du sol, pour O, =2.7 soit inférieure a celle ou p, =1, au début de
I’érosion (si le débit érodé était constant dans les deux cas, on aurait un rapport
constant, égal a 2.7 entre les deux vitesses de régression). Par contre on voit que
I’écart entre les deux courbes diminue avec x*, et pour une distance suffisamment
grande, on verrait la courbe p, =2.7 atteindre des valeurs supérieures a la courbe
pP. =1. On remarque de plus que la courbe o, =2.7 atteint sa valeur minimum,
avant augmentation, a une distance plus faible que p; =1. Il est donc clair dans ce
cas que le débit érodé augmente avec la masse volumique des sédiments ; cela est
d’ailleurs confirmé par la Figure 7.11 (la contrainte a la paroi pour o, =2.7
devient trés rapidement supérieure a celle de o, =1).

Ce résultat était prévisible, car plus la densité de ’écoulement est importante, plus
I’écoulement sera accéléré, par 'intermédiaire du terme source positif en pgsina.

On retrouve cela sur la Figure 7.12, malgré un débit érodé plus important,

I’écoulement s’épaissit moins pour P, =2.7 que pour ©O, =1, car dans le premier
cas I’écoulement a subi une accélération plus forte.
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Figure 7.12 : Comparaison de I’épaisseur de ’écoulement, pour deux Q,, avec K=
1.0 s/m.

On présente Figure 7.13 les modifications sur le profil de vitesse dues a p, par
rapport au profil d’équilibre. Elles restent faibles, mais 'augmentation de p;
accroit légerement la déformation du profil de vitesse. Remarquons que la
contrainte critique a été abaissée afin de rendre ces effets plus visibles.

1

0.8 -

0.6 T \
x
>‘0.4 8 \

0.2 -

U*

Figure 7.13 : Comparaison des profils de vitesse a x*=210, K infini, 7. =100Pa,
pour deux valeurs de Q0 .

Nous étudions maintenant l’effet de la masse volumique des sédiments sur le débit
total érodé (sur une distance de 200*he), pour différentes valeurs de K.

Sur la Figure 7.14, le cas K infini bis correspond a un calcul effectué sans le terme
source en cosinus de I'’équation de quantité de mouvement.
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4.5
—— K infini, bis
47 | Kinfini
354 |«K=10
3] |=K=01
- K =0.01
« 2.5 1
o)
(@] 2
1.5M
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b5 =8 =55 &8 &8 8 &8 88858535 58—
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Figure 7.14 : Evolution du débit total érodé, en fonction de 0, .

On voit clairement sur cette courbe que plus la masse volumique des sédiments est
élevée plus le débit érodé sera important (mais pas forcément la vitesse de
régression du sol). Cela s’explique bien sur par la présence du terme source
pgsina qui va augmenter au fur et a mesure que I'érosion se produit.

On remarque aussi que le terme en cosinus diminue, au maximum, le débit total
érodé d’a peu pres 7%.

7.1.4 Influence des parametres

a=10°, h =01m , ¥, =06
p, =1000 kg/m* , p, = 2650 kg/m’

U= puh, , 4 =0.005
pPD =Scu , Sc=1

T./T,., =3/4, K=0.1s/m

Tableau 7-2 : Parametres de référence pour les applications numériques.

Variation de la hauteur d’entrée et de la pente.

Nous étudions tout d’abord les effets de la variation de la hauteur d’entrée, en
gardant la méme contrainte d’équilibre ; si on multiplie la hauteur d’entrée par 2,
on divisera le sinus de I'angle de pente par 2 afin de garder la méme valeur de la
contrainte au sol d’équilibre, et de 7,. Pour ces calculs le rapport de la distance
d’érosion sur la hauteur d’entrée est gardé constant et égal a 200.
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Nous présentons ces résultats sur la Figure 7.15, les débits totaux érodés ont été
divisés une premieére fois par le débit d’entrée de 1’écoulement, puis par leurs
valeurs obtenues avec les parametres de références (c'est-a-dire en fait la valeur du
débit total érodé, dépendant de la valeur de K, ou h =0.1=he(ref)). Les valeurs
correspondantes de Qe*(ref(K)), donc pour he=0.1, se voient sur la Figure 7.14.

1.06
1.05 ~
- K infini
§ 1.04 - =K=10
1 | +K=0.1
£ 1.03 -~ K=0.01
()]
g 1.02 |
o
J 1.01
1 4 =
0.99 T T T T T
0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2
he/he(ref)

Figure 7.15 : Variation du débit total érodé en fonction de la hauteur d’entrée.

Nous n’avons pu faire de calcul avec une valeur de e/ he(ref) supérieure a I'unité, il
aurait en effet fallu diminuer ’angle de pente du méme rapport. Or il s’avere que
pour des angles inférieurs a 10°, le profil ne s’établit pas (le calcul diverge).
Sur cette figure les écarts sont tres faibles ; ainsi a 4, sina = cste, les débits érodés
restent globalement constants, méme si 'augmentation de la pente (donc la
diminution de la hauteur d’entrée) a tendance a légérement les augmenter.

Nous étudions maintenant 'influence de I'inclinaison du sol, en gardant la valeur
de référence pour la hauteur d’entrée et une valeur constante pour la contrainte
critique du sol, 7, =150 Pa.

80

Figure 7.16 : Variation du débit totale érodé en fonction de la pente pour 4 valeurs
de K, 7. =150 Pa.
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(Avec la valeur de la contrainte critique choisie 7, =150 Pa, il n’y a pas érosion
pour des angles de pente inférieurs a 10°, la contrainte pariétale d’équilibre
obtenue étant inférieure a 150 Pa.)

Les débits érodés augmentent bien sur avec I'inclinaison du sol ; le terme source lié
a la gravité augmentant d’autant 'accélération de ’écoulement.

Nous n’avons pu pour cette figure présenter des calculs avec des valeurs de K
supérieurs a 2 s/m, des décollements de ’écoulement se produisant.

Nous présentons Figure 7.17 I'évolution du débit total érodé en fonction du rapport
T, / T,. - Ces calculs ont été réalisés a pente et profil initial de vitesse fixés, en
faisant varier la valeur de la contrainte critique du sol. Ces résultats sont
semblables a la Figure 7.9, (méme s’il existe une légere augmentation de 1’érosion
due a la masse volumique des sédiments, plus importante ici). La encore,
Pécoulement est tres sensible aux phénomeénes de décollement, lorsque 1’érosion

augmente.

1.8 -
1.6 -
1.4 1
1.2 1

Qe*

0.8 -
0.6
0.4 -
0.2 4

0 T \ T 7 T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tc/Tp.eq

Figure 7.17 : Débit total érodé fonction de 7., pour plusieurs valeurs de K.

Remarque a propos des Figure 7.9 et Figure 7.17 :

Ces deux figures représentent I’évolution du débit total érodé en fonction du
rapport T, / T,., - Pour obtenir ces courbes, nous avons, a conditions hydrauliques
fixées, fait varier la valeur de la contrainte critique. Nous aurions pu procéder
différemment : fixer la contrainte critique du sol et faire varier le débit d’entrée de
I’écoulement (par l'intermédiaire de he). Ainsi, pour chaque débit d’entrée, ou
hauteur d’entrée, nous aurions obtenu une contrainte au sol d’équilibre (qui
augmente avec le débit d’entrée) différente, qui nous aurait permis de tracer des
courbes équivalentes a celles présentées.

Mais puisque le débit total érodé est adimensionné par la hauteur d’entrée he, et

que cette hauteur intervient aussi dans la valeur de 7,, , les résultats sont alors
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indépendants de he. Ainsi, les deux approches de calcul précédentes sont
équivalentes ; on obtiendrait exactement les mémes courbes.

Ces deux figures peuvent donc étre interprétées de deux facons : elles représentent,
soit I'évolution de l'érosion a conditions hydrauliques fixées pour différents
matériaux (contraintes critiques), soit 1’évolution de I’érosion pour un matériau
sous différentes conditions hydrauliques.

Nous ne présentons pas I'influence de la distance d’érosion et de la viscosité, mais il
est clair que I’érosion augmente avec ces parametres.

7.2 Résultats du modele a longueur de mélange

7.2.1 Calcul sans érosion

Nous rappelons pour cette partie, I'expression de 1’équation de quantité de
mouvement, et la définition de la longueur de mélange :

9 e D o O f g B\,
ax(pu )+ ay (IOMV) - ay(:uejf ay) ax +,0gsma' (711)
0 0 thv . 0 —3
a_izgcosaajy pdy—a(pvz)y) (7.12)
1/2
l, =Ky(l—%) (7.13)

Rappel : k¥ =0.435

Afin de permettre une comparaison plus aisée entre les modeles de longueur de
mélange et a viscosité constante, nous prendrons ici les mémes conditions
hydrauliques que précédemment : méme débit d’entrée, et méme inclinaison du sol.
Pour prendre le méme débit d’entrée le plus simple est de prendre le méme profil
(d’équilibre) d’entrée que pour le cas a viscosité constante, c’est ce que nous
pensions faire. Malheureusement, si I’on prend ce profil parabolique en entrée, ce
n’est pas le profil d’équilibre dans ce cas, et I’écoulement décolle tres rapidement
lors de I’établissement du profil. Ce phénomene est dii a 'action du dernier terme
de I’équation (7.12). En effet sans ce terme I'écoulement converge parfaitement vers
son profil d’équilibre. Afin d’éviter ces problemes, nous mettons comme profil initial
un profil logarithmique de méme débit d’entrée que le profil d’équilibre précédent.
Avec un tel profil, les résultats sont exactement les méme( avec ()u sans le dernier

terme de (7.12). On peut donc penser que le terme 0 ,Ov’z) Ox n’a aucune
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influence sur I'établissement de 1’écoulement, sauf si le profil d’entrée est
parabolique, car dans ce cas ce terme empéche la convergence du profil vers son
équilibre (la convergence du profil vers I’équilibre dépend donc du choix du profil
initial).

Il existe a ce niveau un parametre supplémentaire a choisir, la longueur
caractéristique des rugosités de la paroi (la viscosité étant calculée grace au modele
a longueur de mélange, il n’est plus nécessaire de fixer sa valeur par la constante
a). Nous présentons sur la Figure 7.18 1’évolution de la contrainte a la paroi pour
trois longueurs de rugosité. Nous prenons comme profil d’entrée un profil
logarithmique de méme débit et la méme inclinaison du sol que les valeurs définies
au Tableau 7-1.

0.007

0.006 - hs =1.E-3m

0.005 - /

0.004 -

p*

* 0.003 -

0.002 - hs = 3.4E-4 m
0.001 hs=3.E-6m

(0] 200 400 600 800 1000

Figure 7.18 : Comparaison de la contrainte pariétale en fonction de x* = x/0.1, pour
trois longueurs de rugosité.

Sur cette figure, la contrainte est adimensionnée grace a la vitesse d’entrée a la
surface définie au Tableau 7-1, cela permet une comparaison directe avec la Figure
7.2.

Contrairement a la Figure 7.2, on est loin de I'équilibre au départ, ainsi, la
contrainte au sol croit plus longtemps pour atteindre une valeur d’équilibre a une
distance, qui diminue avec 'augmentation des rugosités, a peu pres égale a 400 fois
la hauteur d’entrée. Plus la longueur des rugosités est importante et plus la
contrainte pariétale I'est aussi.

Nous présentons sur la figure suivante les profils de vitesse d’équilibre,
respectivement a viscosité constante et a longueur de mélange pour trois longueurs
de rugosité, pour le méme débit d’entrée.
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Figure 7.19 : Comparaison des profils d’équilibre, viscosité constante et longueur de
mélange avec trois longueurs de rugosité.

Sur la Figure 7.19, les vitesses et ordonnées ont été adimensionnées par la vitesse
et la hauteur d’équilibre du profil parabolique. On voit clairement que la hauteur
d’équilibre des profils avec la longueur de mélange est beaucoup plus faible qu’avec
la viscosité constante, a débit donné. On remarque aussi 'importance des effets de
la rugosité ; plus les tailles de rugosité sont importantes plus la vitesse diminue et
plus I’épaisseur de I'écoulement augmente. Cela se comprend bien, plus le sol est
rugueux et plus I'’écoulement est freiné.

Nous présentons ces mémes profils de vitesse adimensionnés, comme défini en (7.9)
, Figure 7.20.

Nous prendrons dorénavant une longueur caractéristique de rugosité égale a 0.001
metre, qui représente a peu pres le diametre moyen des grains érodés.

1
— M =cste
0.8 - <~ hs= 1.E-3m
~hs=3.4E-4m
0.6 - -~—hs=3.E-6m
X
0.4
0.2 4
0 1 T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

U-ir

Figure 7.20 : Profils de vitesse d’équilibre adimensionnés.
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7.2.2 Erosion de sédiments de méme masse volumique que 'eau

Comme pour la cas a viscosité constante, nous attendons pour étudier I'érosion que
le profil s’établisse (jusqu’'a x = dstart), puis nous érodons sur une distance égale a
200 fois la hauteur d’équilibre. Aussi, il est préférable de présenter les résultats en
fonction de x**.

X T dstart
h

e,eq

(7.14)

La valeur de T, sera  prise comme précédemment égale a
TC=3/4TP,64=3/4*98.4 Pa, ce qui correspond ici a 7, =73.8Pa. Ainsi,

u;, =0.314 ms.

0.07

0.06 -

0.05 -

K infini
K=1.0
0.01 - K=0.1
0 T T T
0 50 100 150 200
X**

Figure 7.21 : Vitesse de régression du sol fonction de x** pour 3 cas (K = 0.1, = 1.0
s/m, K infini).

Nous présentons Figure 7.22 et Figure 7.23, les contraintes a la paroi, et les
variations de I’épaisseur de I’écoulement en fonction de x**, correspondantes a la
figure ci-dessus.

Il n’est pas nécessaire ici de commenter les résultats; on retrouve en effet
exactement les mémes phénomenes (évolutions) que dans la partie précédente, a
viscosité constante (Figure 7.3, Figure 7.4, Figure 7.5). Remarquons simplement,
que les vitesses de régression du sol, sont ici un peu plus faibles (le débit érodé et la
variation de I’épaisseur le sont donc aussi), et que la contrainte a la paroi varie plus
lentement que précédemment.
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Figure 7.22 : Evolution de la contrainte au sol en fonction de x**, pour 3 cas (K =

0.1, = 1.0 s/m, K infini).

14

K infini

Figure 7.23 : Evolution de I’épaisseur de I’écoulement avec x**.

Nous présentons sur la Figure 7.24 I’évolution des profils de vitesse adimensionnés.
Comme on peut le voir I’érosion déforme légerement le profil d’équilibre (comme

sur la Figure 7.7).
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Figure 7.24 : Comparaison des profils de vitesse adimensionnés, K infini.

Si I’'on s’intéresse aux profils de fraction massique de sédiments, on a pour K = 1.0
s/m, la Figure 7.25. Comparée avec la Figure 7.8, on remarque que comme dans le
chapitre 6, les concentrations en sédiments sont plus importantes au sol (cela est
di au coefficient de diffusion, qui comme la viscosité, est plus faible pres de la
paroi). Dans ce dernier cas, les fractions massiques sont moins importantes qu’a
viscosité constante, mais cela est a mettre en relation avec la quantité érodé, qui
est moins importante ici.

1 —
—x*=0
0.8 - —x=2
X =5
—x** =10
0.6 o = 20
£ X =50
0.4 X = 100
e = 150
. — x** = 200
0 T T
0.1 0.2 0

0 .3 04 0.5
Y*

Figure 7.25 : Profils de fraction massique de sédiments, K = 1.0 s/m.

Ces écoulements turbulents étant moins sensibles aux phénomeénes de décollement,
on peut tracer la Figure 7.26, en faisant varier 7, a débit d’entrée constant.

Comme dans la premiere partie de ce chapitre (Figure 7.9), le débit varie
linéairement avec la contrainte critique, sauf pour K infini qui présente une tres
forte augmentation du débit érodé pour des petites valeurs de 7.. Mais vu
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I'importance des débits érodés dans cette zone, les fractions massiques de
sédiments seront trés importantes au sein de ’écoulement ; on peut alors, encore,
se poser la question de la validité de notre modélisation dans ce cas la.

4
3.5 -
3 -« K infini
+K=10
2.5 =K=01
*
o J -+ K=0.01
I, 2
1.5
1 -
0.5 -
0
0 0.2 0.8 1

0.4 06
Tp/Tp.eq

Figure 7.26 : Débit total érodé en fonction de 7., a débit constant.

Remarque : nous avons vu ici, que I’érosion provoque, apres une certaine distance,
une augmentation de la confrainte et donc des vitesses d’écoulements. Dans cette
situation le termed ,Ov'z) Ox devient positif, il a donc tendance a accélérer

écoulement (et I'érosion). Sa ‘contribution sur le débit érodé reste faible, <1%.

7.2.3 Erosion de sédiments plus lourds que I’eau

Nous étudions maintenant l'influence de la masse volumique des sédiments sur
P’érosion.

La démarche suivie est la méme que d’habitude, nous présentons les évolutions, en
fonction de x**, des vitesses de régression du sol, Figure 7.27, des contraintes a la
paroi, Figure 7.28, et des épaisseurs de I’écoulement, Figure 7.29, pour deux
valeurs de 0, .

La encore, les résultats sont les mémes qu’a viscosité effective constante, voir pour
cela Figure 7.10, Figure 7.11 et Figure 7.12. Nous ne nous attarderons donc pas a
commenter ces courbes.

Remarquons simplement que les écarts relatifs entre les courbes de densité de
sédiments sont plus faibles ici, que dans la premiere partie du chapitre.
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Figure 7.27 : Comparaison de la vitesse de régression du sol, pour deux valeurs de
P., K =1.0 s/m.
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Figure 7.28 : Comparaison de la contrainte au sol, pour deux valeurs de p, , K = 1.0
s/m.

0.9 T
0 50 100 150 200

ok

Figure 7.29 : Comparaison de I'épaisseur de I’écoulement pour deux o, .
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Nous ne présentons pas de profil de vitesse dans ce cas, on obtiendrait des courbes
trés semblables a la Figure 7.24. Les modifications du profil de vitesse dues a
Paugmentation de la masse volumique des sédiments sont en effet faibles.

Nous tracons finalement, en fonction de ©;, le débit total érodé adimensionné, pour
différentes valeurs de K, Figure 7.30. Sur cette figure le cas K infini bis correspond
au cas K infini, mais la viscosité est calculée a partir de la masse volumique de
I'eau et non du mélange u,, = 0,0, (0u/dy).

On voit alors qu'une partie non négligeable de 'augmentation du débit érodé avec
p., provient de 'augmentation de la viscosité due & la présence des sédiments.

1

- Kinfini
08 | K infini bis

-+« K=1.0

= K=0.1
061 |«K=001
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—o = =) = = b= b= =) =) = = = = = = = g

O P! - . . - - + - . . - - + + " . . .
T

Figure 7.30 : Débit total érodé en fonction de p; .

En comparant cette figure a la Figure 7.14, on retrouve bien les mémes évolutions,
et comme nous 'avons déja dit les débits érodés sont ici plus faibles, ainsi que leurs
variations, avec la densité des sédiments.

7.2.4 Influence des parametres

Nous reprenons ici les valeurs des densités (fluide, sédiments, et sol) définies dans
le Tableau 7-2. Le débit d’entrée, constant, est le méme que précédemment ; et la
contrainte critique du sol est prise égale a 73.8 Pa (comme dans 7.2.2).

Nous étudions alors I'influence de la pente du sol sur le débit total érodé, Figure
7.31, pour plusieurs valeurs de K. (Nous attendons bien sur pour chaque valeur de
pente, ’'établissement du profil de vitesse, et érodons sur une distance égale a 200
fois la hauteur de ce profil d’équilibre).

Remarquons que nous n’avons pas pu obtenir de résultat numérique pour des
pentes inférieures a 10°, car le calcul s’arréte tres tot, lors de I'établissement du
profil, da a un décollement.

Cette figure est tres semblable a la Figure 7.16, les débits érodés avec le modele a
longueur de mélange étant plus faibles.
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Figure 7.31 : Débit total érodé en fonction de 'angle d’inclinaison du sol.

Nous ne représentons pas ici le débit érodé en fonction du rapport 7, / T, - On
obtiendrait en effet les mémes résultats que sur la Figure 7.26, avec des débits
légerement plus importants (dd a une densité de sédiments plus forte) suivant les

valeurs de K (voir pour cela la Figure 7.30).

Nous présentons finalement une comparaison des deux modeles de viscosité,
Figure 7.32.

Qe*

0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10
Kus*

Figure 7.32 : Comparaison des débits totaux érodés, en fonction de K pour les deux
modeles de viscosité.

Sur cette figure, les débits érodés ont été mesurés sur une distance égale a 200 fois
la hauteur d’équilibre (qui dépend du modele de viscosité), pour un méme débit
d’entrée, une méme contrainte critique (7, = 70 Pa), et une méme pente, a =10°.
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En abscisse K a été adimensionné par la vitesse de frottement a la paroi du profil
d’équilibre (qui dépend du modele de viscosité) :

. T,e

Ku

N

Le modele a viscosité constante est plus sensible au décollement, aussi nous
n’avons pas pu obtenir de résultats numériques pour Ku, >0.1. Le modéle a
longueur de mélange permet, quant a lui, d’accéder a des valeurs plus importantes
de Ku,, mais la compétition entre les termes sources positif et négatif (de
I’équation de quantité de mouvement) produit des oscillations du débit local érodé
pour Ku, =1.0.

Nous retrouvons bien sur cette figure ce que nous avions dit précédemment : a
méme conditions hydrauliques, et méme matériau érodable (méme contrainte
critique), les débits érodés sont beaucoup plus importants avec le modele a viscosité
effective constante.

Ce résultat est bien sur trées dépendant de la valeur de la constante a, choisie pour
calculer cette viscosité effective. Aussi, on peut penser que la valeur que nous
avons choisie ici, a=0.005, est surestimée.

7.2.5 Etude du modéle turbulent a diffusion différentielle

Nous avons mis en évidence, a la fin du chapitre précédent, partie 6.2.6, les effets
sur I'érosion de la concentration préférentielle des sédiments pres de la paroi, dis
aux effets de gravité. Nous allons, en suivant la méme démarche, réitérer cette
étude pour des écoulements a surface libre.

Pour des raisons déja explicitées, notamment la nécessité pour le nombre de
Schmidt d’étre positif, nous avons vu que cette approche ne donnait des résultats
acceptables que pour une certaine gamme de diameétres de sédiments. Apres
différents tests, il s’avere que la gamme des diameétres utilisables ici, est, comme
dans le chapitre précédent, de 'ordre de 10e-4 m.

Nous reprenons le méme débit d’entrée que précédemment, la méme pente (10°),
une taille caractéristique de rugosité égale a 3.4 10e-4 m (Figure 7.18),
u:q =0.3m/s, les densités définies dans le Tableau 7-2, une contrainte critique
7, =60 Pa et K=0.1 s/m (A’=1 pour l'instant).

En toute rigueur, nous devrions faire varier la taille des rugosités de paroi comme
le diametre des grains, défini dans le temps caractéristique de Stokes. Nous ne le
ferons pas, afin de faciliter la comparaison des différents résultats obtenus (en effet
modifier la rugosité modifie la contrainte a la paroi, donc les débits érodés...).
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7.2.5.1 Variation du diameétre des sédiments

Nous présentons ici des résultats de calculs avec érosion, pour les valeurs des
parameétres données ci-dessus. La signification des numéros annotant les courbes
est: (1) nombre de Schmidt constant égal a un ;

(2) nombre de Schmidt différentiel, d, =1.0 10e =4 m ;

3) nombre de Schmidt différentiel, d, =3.0 10e—4 m ;

4) nombre de Schmidt différentiel, d, =4.0 10e—4 m.

Nous présentons, comme d’habitude, ’évolution des vitesses de régression du sol
Figure 7.33, et les contraintes pariétales correspondantes Figure 7.34.
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Figure 7.33 : Evolution de la vitesse de régression du sol avec x**, pour quatre cas.
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Figure 7.34 : Evolution des contraintes a la paroi avec x**, pour quatre cas.

En comparant ces résultats a ceux obtenus dans le chapitre précédent, on voit
apparaitre deux différences importantes. Tout d’abord les écarts entre les
différentes courbes sont ici moindres (attention a 1’échelle !), ce qui signifie que les
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effets de concentrations préférentielles jouent moins, dans un écoulement a surface
libre ; ensuite, alors que précédemment les débits érodés augmentaient avec la
taille des particules (par rapport a la courbe Schmidt = 1), on voit apparaitre ici
deux zones, une premiere ou les débits érodés sont d’autant plus faibles que la
taille de la particule est grande (par rapport a la courbe Schmidt = 1), puis une
seconde ou cet effet s'inverse. Ainsi, la taille des sédiments accentue, au début de
P’érosion, la diminution de la contrainte (et du débit érodé), puis accentue ensuite,
son amplification.

Pour expliquer ces différences avec le chapitre 6, nous présentons Figure 7.35 la

fraction massique de sédiment a la paroi pour ces différents cas, et Figure 7.36 les
mémes courbes, avec K=1.0 s/m.
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0-05 T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
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Figure 7.35 : Evolution de la fraction massique de sédiments au sol avec x**.
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Figure 7.36 : Figure 7.35 avec K=1.0 s/m.

Nous avons fait le choix dans cette partie de fixer la valeur de K a 0.1 s/m. Cette
valeur permet en effet d’observer les phénomeénes, mais ne produit pas une érosion
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trop importante (les fractions massiques restent a des valeurs acceptables quant a
I'utilisation de notre modele de viscosité). Il s’avere que pour les phénomeénes
observés ici, les résultats du calcul avec K=1.0 s/m (Figure 7.36) sont, et ce
seulement pour la fraction massique a la paroi, beaucoup plus explicites (les autres
résultats étant semblables).

En effet, tous les calculs présentés jusqu’ici ont montré, juste apres le début de
I’érosion, une augmentation de la fraction massique a la paroi avec x (cela a été
observé sur les profils de concentrations pour les écoulements a surface libre et, au
début de I'érosion dans le cas a hauteur d’eau infinie).

Or on observe une décroissance tres nette de la fraction massique a la paroi, au
tout début de I’érosion pour les courbes (3) et (4) de la Figure 7.36.

L’explication de ce comportement particulier est tres simple. Pour les écoulements
a surface libre que nous étudions, nous avons vu que la contrainte a la paroi était
trés importante (de 'ordre de la centaine de Pascals), le gradient de vitesse a la
paroi 'est donc lui aussi. Or ce gradient apparait dans notre formule différentielle
du nombre de Schmidt (fin du chapitre 5), dans un des deux termes positifs. Ainsi
son action (par l'intermédiaire de ce terme positif) aura tendance a accroitre la
diffusion des particules de sédiments dans I'écoulement.

C’est bien ce que nous observons au début de I'érosion, le fort gradient de vitesse
régnant a la paroi entraine une tres forte diffusion des sédiments dans la couche
(loin de la paroi). Ainsi, localement prés de la paroi, la fraction massique de
sédiments diminuant, de méme que la densité moyenne du mélange, le terme
source positif pgsina, de léquation de quantité de mouvement, diminue
légerement, provoquant une chute de contrainte plus importante (que si les
sédiments étaient restés pres de la paroi).

Ce que nous venons de dire est tres bien illustré par la figure suivante, Figure
7.37 ; nous y présentons les profils de fraction massique a x**=20, c'est-a-dire dans
la zone ou I'érosion est atténuée avec le diameétre croissant des sédiments.

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14
Y*

Figure 7.37 : Profils de fraction massique de sédiment, a x**=20.
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On voit bien ici, ce que nous venons d’expliquer ; les profils de fraction massique
calculés avec notre modele turbulent de diffusion différentielle (courbes (2), (3) et
(4)) présentent pres de la paroi, une valeur plus faible (comparée a la courbe (1)),
alors qu'au dessus (pour y* =0.2) cet effet s'inverse. Cela est d’autant plus visible
que la taille des particules est grande.

Nous nous intéressons maintenant a ces mémes profils a x**=200, Figure 7.38,
dans la zone ou I'érosion augmente avec la taille des particules.

1
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Figure 7.38 : Profils de fraction massique de sédiment, a x**=200.

On retrouve ici des résultats semblables a ceux du chapitre 6 (et opposés a ceux
présentés Figure 7.37). C'est-a-dire que plus les particules sont grosses (et donc
lourdes) plus elles restent pres de la paroi. Leur concentration préférentielle pres
de la paroi augmente la masse volumique du mélange, et accentue donc les effets
du terme source lié a la gravité.

Reprenons ces explications a I'aide de la formule complete du flux de diffusion :

TF(I—c)p{ (cp )ap (aujzay r, P (au)zac}
go = -ho el - B—c 2o+ 170 | = | S+ 22l — | o [(7.16)
: P P o P ey ) oy T TE (e oy ) Oy

Nous I'avons déja dit, ce flux se décompose en trois contributions ; la premiere liée
au gradient de pression orthogonale a tendance a diminuer ce flux (car de signe
opposé), les deux autres, I'une liée au temps de Stokes, l'autre au temps
caractéristique de la turbulence, ont tendance a accroitre ce flux (dans la direction
opposée a la gravité).

Dans cette situation d’écoulement a surface libre, les gradients de vitesse sont tres
forts pres de la paroi, entrainant la prépondérance du deuxieme terme du membre
de droite de (7.16), sur les deux autres dans cette zone. Ainsi, au début de 1’érosion,
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la diffusion des sédiments n’est pratiquement due qu’a ce terme ; les autres étant
négligeables de par les faibles valeurs de concentration en sédiments.

La prépondérance de ce terme reste vérifiée (les gradients de vitesse restant
importants), tout au long de ’écoulement, dans une épaisseur allant du sol a, a peu
pres, y*=0.1. Par contre, aprés une certaine distance d’érosion, les quantités de
sédiments au sein de l'écoulement, notamment pour y*>0.1, deviennent plus
importantes, permettant ainsi au terme lié au gradient de pression de contre
balancer les deux autres. Ainsi, méme si le flux de diffusion ascendant des
sédiments est treés important pres de la paroi, il est rapidement atténué, lorsqu’on
s’éleve dans la couche, par le terme lié a la gravité (d’apres les figures présentées
précédemment, il est certainement nécessaire d’avoir une fraction massique en
sédiments minimum, pour que cet effet se fasse sentir).

Ainsi, les phénomeénes, observés précédemment en début érosion, de dispersion des
sédiments « loin de la paroi », sont exclusivement dis aux forts gradients de vitesse
régnant pres de cette paroi. C’est ce qui explique que ces phénomeénes n’ont pas été
observés dans la configuration d’écoulement a hauteur d’eau infinie, les gradients
de vitesse y sont en effet beaucoup plus faibles. La contribution du terme lié au
gradient de pression peut donc jouer un roéle plus important, dans toute la couche
et des le début de I’érosion.

Nous avons ici étudié I'influence de la taille des particules, nous allons maintenant,
comme dans le chapitre précédent, étudier I'influence de la constante A’ relative au
temps caractéristique de la turbulence.

7.2.5.2 Variation de la constante A’

Il est bien sur évident, a la vue de (7.16), que plus A’ (noté A dans cette équation,
voir Annexe II) sera grand et plus les sédiments diffuserons dans la couche,
inversement plus A’ sera petit et plus les sédiments resteront prés de la paroi
(comme dans le chapitre précédent).

Nous présentons Figure 7.39 les vitesses de régression du sol pour cinq valeurs de
A’, la valeur du diameétre est gardée constante, égale a d, =3.0 10e—4 m. Les
profils de fraction massique correspondants, a x*¥=200, sont représentés Figure
7.40.
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Figure 7.39 : Evolution de la vitesse de régression du sol avec x**, pour cinq
valeurs de A’.

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Y*

Figure 7.40 : Profils de fraction massique de sédiments, a x**=200, pour cinq
valeurs de A’.
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7.3 Application a un cas plus réel : calcul approximé d'un
écoulement au dessus d'une digue.

7.3.1 Calcul sans érosion

Dans ce chapitre, comme dans le chapitre précédent, nous avons attendu
I’établissement des profils de vitesse avant de débuter 1’érosion. Nous avons alors
vu que pour des valeurs de pente et de hauteur d’entrée «raisonnables », nous
obtenions des valeurs de contraintes a la paroi tres importantes (de I'ordre de la
centaine de Pascals). Or, il n’est pas du tout certain, dans la situation réelle d’'une
surverse de digue, que les profils de vitesse aient pu atteindre 1’équilibre
(notamment sur la pente aval). Le seul moyen de déterminer la forme exacte des
profils de vitesse sur la créte et sur la pente aval de l'ouvrage consiste alors a
réaliser le calcul complet de I’écoulement au dessus de la digue (de 'amont vers
laval), Figure 7.41.
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Figure 7.41 : Schéma de I’écoulement au dessus d’'une digue.

Nous avons alors essayé, pour plusieurs hauteurs d’entrée, plusieurs profils de
vitesse initiaux et plusieurs formes de digues, d’obtenir le champ de vitesse de
I’écoulement, a partir de nos équations parabolisées de Navier-Stokes, a surface
libre. Il s’est avéré qu’a partir de ces équations il était impossible de décrire un tel
écoulement ; en effet lors de la montée de la pente amont de la digue, toutes les
configurations étudiées présentent un décollement de I'’écoulement, qui stoppe alors
la résolution numérique.

On peut expliquer ces phénomeénes de décollement a partir de I'équation de
quantité de mouvement du fluide (sans érosion). Dans ce cas cette équation est :

0 5., 0 0 Ou) Op .
— —_ = o — | == al
Pe (pu”) + 3 (Puv) 3 ( Hey a ) 5, T Pgsing (7.17)
op _ dh
ol £.g cos a'—dx (7.18)
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Sur la pente amont de la digue, dans des axes liés a la digue, le dernier terme de
(7.17), lié a la gravité, est négatif, il a donc tendance a ralentir ’écoulement (et
peut provoquer un décollement). Ainsi, pour que I'écoulement « passe » au dessus
de la digue, il faut que la diminution de la hauteur de la surface avec x (avant
dernier terme de (7.17)) soit suffisamment importante pour contrer les effets de la
gravité. La divergence systématique de nos calculs montre que le calcul est instable
a partir de nos équations, ce qui nous a empéché de décrire correctement I’évolution
de la surface libre.

Une approche différente est alors possible ; elle consiste a se donner la variation de
la surface libre en fonction de x, calculée par un autre modeéle approché.

C’est ce que nous proposons de faire, en utilisant pour cela, le modele de Bernoulli,
avec quelques hypotheses simplificatrices. Nous ne présenterons ici que les
résultats des calculs, 'approche théorique étant expliquée en Annexe IV-2.

Nous avons alors choisi une digue, de deux metres de haut avec des pentes amont
et aval de 20°, et une hauteur d’entrée de ’écoulement de 2.2 m.

Avec ces valeurs, on trouve, d’aprés ’Annexe IV-2, que la vitesse d’entrée (supposée
constante sur I'épaisseur), pour obtenir un régime supercritique dans la pente, est
U,=6.93 10-2 m/s, et I'épaisseur de '’écoulement au sommet de la digue 2=0.133 m.
La méme hauteur obtenue par le calcul numérique est 2=0.139 m. Par contre la
formule numérique présentée en fin de I’Annexe IV-2 qui sert a calculer 1’évolution
de la hauteur, est trés sensible aux conditions initiales. Aussi la valeur théorique
de la vitesse d’entrée ne permettait pas d’obtenir un régime supercritique a I'aval,
nous avons donc pris une vitesse légerement supérieure: U,=7.66 10-2 m/s (qui
donne les résultats escomptés).

La variation de la surface libre, calculée par le modele de Bernoulli est présentée
Figure 7.42.

25

Figure 7.42 : Evolution de la surface libre au dessus de la digue, calculée par le
modeéle de Bernoulli.
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Nous pensions alors utiliser directement la variation de I’épaisseur de I'écoulement
en x, (dh/dx), donnée par Bernoulli, dans notre équation de quantité de
mouvement (7.17). Malheureusement, cette approche a divergé, 1’écoulement
subissant tout de méme un décollement.

Nous avons alors cherché le profil dp/dx & imposer a nos équations parabolisées
pour obtenir un profil de hauteur d’eau semblable a celui de la Figure 7.42, et non
pas exactement identique. Comme le modéle de Bernoulli est approché et comporte
des erreurs (en particulier dues a I’'hypotheése du profil de vitesse plat), il est inutile
de chercher a le reproduire précisément, il suffit de s’en approcher pour étre
réaliste.

Afin d’utiliser les résultats du modele de Bernoulli, nous prenons un profil de
vitesse d’entrée de méme hauteur et débit que le profil constant défini
précédemment. Ce profil est défini comme :

- linéaire de y=0 a y=0.2 m, avec u(0)=0 et ©(0.2)=8.02 10-2 m/s

- constant de y=0.2 4 y=2.2 m, avec u(y)=8.02 10-2 m/s.

Nous l'avons vu, le systeme de coordonnées que nous utilisons est lié a la paroi.
Ainsi, dans des axes liés a la surface du fond de l’écoulement, la digue
précédemment définie et montrée Figure 7.42 devient :

- une paroi d’inclinaison de -20° de x=0 4 x=5.85m ;

- une paroi horizontale de x=5.85 4 x=6.85 m ;

- une paroi d’inclinaison de 20° de x=6.85 a x=13 m.

Sur les figures suivantes, I'abscisse x représentera alors la distance parcourue en
suivant la surface de la digue, a partir de son pied amont.

25
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Figure 7.43 : Comparaison de la variation de la surface libre pour les deux modeles.

Nous présentons sur la Figure 7.43 la variation de la hauteur de la surface libre en
fonction de la distance curviligne a la digue, calculée avec le modele de Bernoulli et
avec nos équations de couche a surface libre, et viscosité effective calculée avec le
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modele de longueur de mélange. Pour ces calculs, nous avons utilisés, de x=0 a
x=5.85 m, un gradient de pression défini comme :

op _ x?
-— = (1 + (coef))pegcosa

avec (coef) un coefficient numérique supérieur a 100, dont la valeur varie par
morceaux suivant x. Puis le gradient de pression est pris nul sur la créte. Et, dans
la pente, on utilise (7.17) et (7.18) pour le calculer.

Comme nous l'avons dit, cette approche n’est pas tres rigoureuse ; elle nous fournit
cependant un ordre de grandeur des vitesses et hauteurs rencontrées dans un
écoulement au dessus d’'une digue.

Nous avons comparé sur la figure suivante, les vitesses moyennes (intégrées sur
Iépaisseur) des deux modeles utilisés; leurs évolutions sont relativement
semblables. La vitesse moyenne de (N-S parabolisées) est plus faible que
(Bernoulli) et décroissante, sur la créte de la digue. Cela peut s’expliquer par la
prise en compte, dans le premier modele, des contraintes visqueuses (qui sur sol
horizontal, vont ralentir ’écoulement). (N-S parabolisées) présente ensuite un saut
de vitesse assez important, qui s’explique par le brusque changement de pente du
sol. Sur la pente aval de la digue, les deux modeles donnent les mémes valeurs sur
une distance d’environ 1 metre, puis les deux courbes se séparent, les contraintes
visqueuses limitant 'accélération des vitesses.

— Bernoulli
~ N-S parabolisées

Umoy, m/s

Figure 7.44 : Comparaison de la vitesse moyenne pour les deux modeles.

Le résultat le plus intéressant de ce calcul est bien sur I’évolution de la contrainte a
la paroi, Figure 7.45 (nous rappelons que ces calculs ont été réalisés avec le modele
de viscosité a longueur de mélange).

La contrainte a la paroi reste faible, inférieure a 1 Pascal, sur les cinq premiers
metres ; elle atteint ensuite environ 7 Pascals en début de créte, pour décroitre
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jusqu’a 5 Pascals en fin de créte. Le brusque changement de la pente du sol a
x=6.85 m provoque dimportants changements sur les profils de vitesse (ls
s’effondrent), Figure 7.46, qui se répercutent sur la contrainte a la paroi. La
contrainte ne cesse d’augmenter ensuite avec x, prouvant ainsi que les profils de
vitesse n'ont pas encore atteint I'équilibre ; elle passe en effet de 30 Pascals en
début de pente pour atteindre 100 Pascals en pied de digue. On comprend bien
alors, que suivant la valeur de la contrainte critique du sol (si cette valeur est
comprise entre 30 et 100 Pascals), ’érosion débutera soit directement en créte de
digue, soit plus loin sur la pente, soit carrément en pied de digue, ce qui pourrait
ensuite entrainer des glissements de pente (érosion par headcut).
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Figure 7.46 : Evolution des profils de vitesse adimensionnés.
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7.3.2 Calcul avec érosion

D’apres le calcul précédent, il apparait tres probable, que lors d'une surverse de
digue, les profils de vitesse n’aient pas la distance suffisante pour atteindre leur
équilibre. Dans cette situation particuliere, si la contrainte pariétale (exercée par
I’écoulement) dépasse la valeur de résistance critique du sol lors de 'accélération
des vitesses, sur la pente aval, les évolutions du débit local érodé seront différentes
de celles présentées précédemment.

En effet, précédemment nous avons observé, en déclenchant I’érosion sur des
profils a 1’équilibre, une décroissance de la contrainte pariétale, au tout début de
I’érosion. Ce phénomene s’explique par I'importance du débit local érodé, eut égard
a I’écart relatif de la contrainte pariétale par rapport a la contrainte critique. Or, si
I’écoulement atteint la valeur de contrainte critique pendant son accélération, les
premiers débits localement érodés seront tres faibles, puisque I'écart entre la
contrainte pariétale et la contrainte critique le sera. Cette faible érosion n’aura
donc que peu d’influence sur I'écoulement qui continuera a accélérer, provoquant
une augmentation de I’érosion.

Ainsi, la vitesse de régression du sol ne présentera plus, comme précédemment,
une diminution en début d’érosion, mais au contraire, une amplification avec x.

Nous présentons pour illustrer cela, un calcul avec érosion, sur la digue définie ci-
dessus. Nos parametres de calculs sont : la contrainte critique égale a 7. =80 Pa,
le modele d’érosion K infini (afin d’avoir des débits érodés maxima), le nombre de
Schmidt égal a 1, le sol et les sédiments sont semblables au Tableau 7-2.

0.03

0.025 -
0.02 -

)

2 0.015

0.01 -

0.005 +

X, m

Figure 7.47 : Evolution de la vitesse de régression du sol Vs* (définie en (6.8)) avec
x.

Le débit local érodé augmente donc constamment avec x; avec les parametres
choisis, ona Vs =0.08 X Vs * en m/s.
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Figure 7.48 : Evolution de la contrainte, en Pascal, avec x.
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Figure 7.49 : Comparaison, avec et sans érosion, de I’épaisseur de I’écoulement
dans la pente aval de la digue.

On voit clairement sur la Figure 7.49, que I'écoulement, avec érosion, continue a
accélérer normalement au début de I’érosion, (les débits érodés étant trop faibles
pour agir sur l’écoulement) ; ensuite les débits érodés augmentant, ’épaisseur de
Iécoulement augmente elle aussi (mais 1’écoulement continue d’accélérer, du a la
pente !).

Ces phénomenes restent bien sur semblables quelque soit la valeur de K.
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7.4 Conclusion

Comparaisons générales des résultats :

Dans ce chapitre, nous avons donc présenté les résultats de notre modélisation du
phénoméne d’érosion, dans le cas d'un écoulement a surface libre, sur pente
constante (et non nulle), pour deux modeéles de viscosité effective.

Sur de nombreux points, les phénomenes observés dans la configuration de surface
libre sont semblables a ceux du chapitre précédent; a ceci prés qu’ici, un seul
régime d’érosion existe : le régime d’érosion illimité (a 'aval).

Le responsable en est bien sur la gravité (dans le sens de longitudinal),
I'inclinaison du sol. En effet, deés que I’érosion s’initie quelque part, elle accroit le
débit total de ’écoulement, qui va alors étre accéléré davantage (cela méme si les
sédiments ont méme masse volumique que le fluide).

Remarquons que cette accélération des vitesses n’est pas toujours visible des le
début de I'érosion. En effet si 'on attend I’établissement du profil de vitesse avant
d’éroder, il faudra une certaine distance, a ’écoulement pour atteindre un nouveau
profil d’équilibre (légéerement différent de celui sans érosion), qui sera alors
effectivement accéléré (sans se déformer).

Les phénomeénes obtenus ici, sont donc beaucoup moins riches physiquement, que
dans le chapitre précédent : 'érosion une fois initiée, augmente (apres une distance
d’adaptation des profils de vitesse, si le profil initial est a I'équilibre) avec la
distance parcourue vers l’aval.

Il est ainsi évident que plus la densité des sédiments, I'inclinaison du sol, le débit
d’entrée de I’écoulement, seront importants et plus I’érosion sera importante et
amplifiée.

Cette amplification de I’érosion peut d’ailleurs provoquer, comme dans le chapitre 6
et pour les mémes raisons, des décollements de I’écoulement (les profils de vitesse a
longueur de mélange y restent moins sensibles).

Nous ne revenons pas ici sur les différences des profils de vitesse et de fraction
massique, relatives aux modeéles de viscosité, ni sur la comparaison des débits
érodés, déja discutés avec la Figure 7.32.

Particularités du modeéle a longueur de mélange :

Viscosité effective et rugosités de paroi :

Les phénomenes observés, relatifs a la viscosité et aux rugosités de paroi, sont de
méme nature que dans le chapitre 6, et ne nécessitent donc pas de commentaires
supplémentaires.

Diffusion différentielle (sédiments plus lourds que I'eau) :

Comme dans le chapitre précédent, I'utilisation de ce modéle reste limitée a des
diametres de sédiments de 'ordre de 10e-4 m. Par contre les profils de vitesse se
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déformant tres peu, tout en étant accélérés, nous n’avons pas eu les problemes
précédents liés a la diminution locale des gradients de vitesse.

Cette approche nous a permis ici de mettre a jour un phénomeéne qui ne nous était
pas apparu pour des écoulements de couche limite. Nous avons en effet remarqué
que les forts gradients de vitesse régnant pres de la paroi avaient tendance a
diffuser tres fortement les sédiments dans la couche fluide au tout début de
Pérosion (cet effet étant limité ensuite par le gradient de pression orthogonal).
Aussi, dans cette situation d’écoulement a surface libre, la concentration
préférentielle des sédiments dans la couche fluide a moins d’influence sur les débits
érodés qu’en situation de couche limite (mais en a tout de méme). Le terme source,
lié a la gravité longitudinal, exprimé ici a partir de la masse volumique du mélange
P (et non a partir de (0 - p,) dans le cas d'une couche limite) a donc des valeurs
beaucoup plus homogenes (plus proches) dans toute 1’épaisseur de ’écoulement. La
concentration préférentielle des sédiments dans I’écoulement joue donc moins sur
le terme source, donc sur ’écoulement et sur 1’érosion.

On retrouve tout de méme que la présence accrue des sédiments pres de la paroi
augmente les débits érodés (et vice versa).

On comprend bien alors dans cette situation d’écoulement I'importance du role clef
joué par la pente, notamment par le couplage qu’elle permet entre I’écoulement,
I’érosion local et le transport des matiéres érodées.

Réflexion sur les résultats obtenus :

Ces résultats ameénent tout naturellement a se poser un certain nombre de
questions ; sur lesquelles nous reviendrons dans le dernier chapitre.

Nous avons en effet vu, en partant des profils d’équilibre de vitesse que les
contraintes pariétales exercées par le fluide étaient tres élevées (typiquement de
lordre de 100 Pascals). Nous ne sommes évidemment pas certain que, dans la
situation d'un écoulement a surface libre au dessus d’'une digue, les profils de
vitesse aient la distance nécessaire pour atteindre leur équilibre. Le calcul
approximatif, de la partie 7.3, tendrait d’ailleurs a confirmer cela ; et, méme si les
profils continuent a accélérer sur la pente aval de la digue, nous avons vu que les
contraintes appliquées au sol par I'écoulement restaient tres élevées (sur la pente
amont de la digue I'’écoulement est accéléré, et les vitesse obtenues en créte
d’ouvrage sont déja relativement importante : a peu preés 1 m/s, pour le calcul
présenté en 7.3).

Dans ces conditions d’écoulement, la valeur de la contrainte critique définie par
Shields (voir chapitre 1) parait excessivement faible ; avec les contraintes que nous
obtenons par nos calculs, la digue va étre littéralement balayée des le début de la
surverse. Une telle cinétique de rupture (extrémement rapide) n’est généralement
pas observée dans la réalité, typiquement les temps nécessaires a la rupture
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compléete d’'un ouvrage sont de l'ordre de quelques heures au minimum (CIGB
(1998)).

Aussi, on peut légitimement penser que la contrainte définie par Shields n’est pas
utilisable pour décrire les matériaux constituant une digue (ou un barrage). Il est
en effet treés probable que les différents arrangements entre grains, de différentes
tailles, et de différents matériaux, la compaction subie lors de la construction de
Pouvrage, I'éventuelle cohésion, ..., augmentent notablement la valeur de la
contrainte critique d’initiation de 1’érosion du matériau de la digue.

La connaissance de la valeur de la contrainte critique du sol est bien sur un aspect
fondamental de la modélisation de I’érosion d’'une digue. Mais il apparait aussi
clairement, qu’il est nécessaire de connaitre 1’évolution des profils de vitesse et des
contraintes sur toute la longueur de la digue. On peut ainsi en déduire
Iemplacement exact de l'initiation de I'érosion sur la digue (en créte, sur la pente
aval ou en pied) qui influencera énormément, en début d’érosion, la cinétique de
développement de la breche. Malheureusement de tels calculs, d’écoulement au
dessus d’'une digue, sont difficilement réalisables avec nos équations parabolisées,
il serait donc nécessaire d’utiliser les équations completes de Navier-Stokes avec
deux phases (air et eau)...
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Chapitre 8

Conclusions et perspectives

8.1 Travail accompli. Améliorations

8.1.1 Travail accompli

Représentation théorique générale

L’érosion d’un sol par un écoulement fluide est un phénomeéne complexe. En effet le
fluide agit sur le sol, qui en s’érodant va apporter une quantité plus ou moins
importante de sédiments a I'écoulement ; ces sédiments pouvant a leur tour agir
sur le fluide,...

La plupart des modeles dédiés a la description de ce type d’érosion en ont une
approche globale, et particuliere a I'hydraulique fluviale. Ainsi, les quantités
érodées sont évaluées a partir des caractéristiques moyennes de 1’écoulement, et
Pon néglige les effets diis a 'apport de sédiments sur le fluide. Sous certaines
conditions d’écoulement, notamment a fortes pentes, ces modeles de transport
apparaissent totalement incapables d’évaluer correctement les quantités érodées ;
cela peut s’expliquer par la simplicité des modélisations effectuées, qui négligent de
nombreux phénomeénes, et 'approche descriptive trop global, qui traduit en fait
notre manque de compréhension des phénomeénes.
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L’objectif de cette recherche a été d’améliorer la compréhension des phénomeénes
liés a ’érosion hydraulique des sols de fortes pentes, et des éventuelles interactions
existantes entre ces phénomenes.

Pour ce faire, il nous est apparu important de développer une approche théorique
d’ordre général, permettant une description locale, de I’érosion et de 1’écoulement
fluide (éventuellement du sol), et tenant compte de la présence des sédiments dans
ce méme fluide.

Pour décrire ainsi, localement et rigoureusement, les phénomeénes liés a 1’érosion
hydraulique, il est nécessaire :

- d’utiliser un modeéle fluide diphasique et turbulent, donnant accés aux vitesses et
densités moyennes locales (Equations de Navier-Stokes diphasiques) ;

- d’exprimer les conditions a l'interface solide/fluide, traduisant les échanges de
matieres (et de quantité de mouvement) entre les deux phases diis a I’érosion
(Relation de Rankine Hugoniot) ;

- de posséder une loi d’érosion (locale), qui permette, a partir des caractéristiques
locales du fluide, d’en déduire un débit érodé local ;

(- dans I'absolu il serait aussi nécessaire de décrire ce qu’il se passe dans le sol ;
cela ne sera pas développé ici).

Ces différents aspects furent présentés dans un cas général dans les chapitres 2 et
3.

Remarque :

- Dans de tels problemes ou deux (ou plus) phases coexistent et échangent de la
matiére a travers une interface commune, il apparait absolument nécessaire de
considérer cette interface comme une frontiére interne au systéme, et d’y exprimer
les conditions de flux et de concentrations. Ce n’est en effet que par ces conditions
que l'on pourra décrire de fagon couplée le sol et le fluide, et en déduire la cinétique
de I'interface.

Loi d’érosion

Nous avons ici proposé deux lois d’érosion. Ce sont des lois de seuil, basées sur le
principe que la contrainte tangentielle exercée par le fluide doit étre supérieure ou
égale a la résistance critique du sol pour que I’érosion se produise.

Ces lois sont bien sur tres simples, et des améliorations restent a faire (chapitre 3).
Remarquons cependant que notre loi d’érosion « K infini », parait étre une approche
relativement unique, d’apres la littérature, pour décrire des phénomeénes d’érosion.

Modeéle turbulent de diffusion différentielle

Nous avons a partir des équations de Navier-Stokes moyennées de chacune des
phases, solide et fluide, issues de Février et Simonin (2000), déduit ’équation
vérifiée par la différence des vitesses moyennes entre la phase solide et le mélange

(vitesse de diffusion des sédiments dans I'eau). A partir de cette équation, nous
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avons supposé que les termes de production et de dissipation étaient supérieurs a
tous les autres. Nous en avons alors déduit une formule algébrique différentielle du
flux de diffusion. Cette expression fait intervenir deux temps caractéristiques (a
I’échelle du ou des grains, et a ’échelle de la turbulence), et permet surtout de tenir
compte du gradient de pression orthogonal a ’écoulement, lié a la gravité. Cette
approche est donc trés riche, et beaucoup plus rigoureuse que celle consistant a
ajouter la vitesse de chute d’une particule a I'’équation de quantité de mouvement
des sédiments. Malheureusement, cette formule apparait trés délicate a utiliser, et
n’est valable pour une gamme tres réduite des valeurs des parametres (le diametre
des sédiments). Ce résultat tendrait a signifier que I’hypothese « production =
dissipation » est un peu forte, et qu’il est alors nécessaire d’avoir des modéles non
locaux, qui utilisent '’équation différentielle compléte.

Résultats numériques de la modélisation

La résolution des équations de Navier-Stokes complétes instationnaires étant
relativement difficile et nécessitant de gros moyens de calculs, nous avons étudié
deux configurations d’écoulement relativement simples, nous permettant de
notablement simplifier les équations. Avec ces équations dites de « couche », nous
avons supposé, dans des axes liés au sol, le régime d’écoulement permanent.

Nous avons alors, pour chacune des configurations d’écoulement, et pour deux
modeles de viscosité effective, étudié l'influence de chacun des parametres sur
Pérosion. Le résultat le plus important est sans doute la mise en évidence du rdle
clef joué par la gravité par I'intermédiaire de la pente du sol. On peut ainsi dire que
la pente permet un fort couplage entre 1’érosion, ’écoulement, et le transport des
sédiments érodés. On a d’ailleurs vu que la diffusion préférentielle des sédiments
dans I’écoulement provoquait des effets sur D'érosion, visibles localement et
globalement (cela s’est d’avantage vérifié dans la situation d’écoulement de couche
limite). Ce résultat était en fait prévisible puisque la gravité est un terme source
positif de I’équation de quantité de mouvement.

A surface libre, nous avons vu que, typiquement, 1’écoulement exercait une
contrainte sur le sol de I'ordre de la centaine de Pascals. Aussi, il est 1égitime de se
poser la question de la validité de la contrainte critique définie par Shields pour les
matériaux composant une digue ou un barrage. On comprend bien qu’avec une telle
valeur de contrainte critique, I'ouvrage va disparaitre des le début de 1’érosion. Il
est en fait trés probable que la contrainte critique de tels matériaux soit beaucoup
plus importante que celle de Shields ; de multiples raisons expliqueraient cela :
forte polydispersion, formes irrégulieres des grains, nature différente des
matériaux, réarrangements, compactage, cohésion...
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Critique du travail accompli

La principale critique que I'on puisse faire au sujet de ce travail est le manque de
comparaisons des résultats numériques obtenus avec des résultats expérimentaux,
voire numériques. La raison en est simple, nous n’avons pas trouvé dans la
littérature d’expériences permettant de comparaisons directes avec notre
modélisation. En effet 1a plupart des travaux expérimentaux s’intéressent plutot au
transport des sédiments qu’a leur érosion. De plus les expériences étudiant
I’érosion donnent plutot des résultats globaux des débits érodés.

Ainsi, il apparait difficile a T’heure actuelle de valider nos résultats par des
expériences déja réalisées. On peut par contre, proposer quelques expérimentations
possibles, que I'on pourrait reproduire avec notre modele ; cela est présenté un peu
plus loin.

Conclusion

La méthode numérique utilisée pour résoudre nos équations, développée par
Patankar et Spaldings (1970), est trés rapide et robuste. Le systéeme de
coordonnées utilisé permet de suivre parfaitement les évolutions d’épaisseur de
Pécoulement (dans des configurations relativement simples). Les routines en
Fortran 77, sont relativement simples et accessibles. Aussi, le code que nous avons
développé peut s’avérer étre un outils trés pratique pour développer de nouvelles
approches théoriques (flux de diffusion, lois de comportement, lois d’érosion, temps
caractéristiques...), ou évaluer I'importance d’un terme par rapport a un autre.

8.1.2 Améliorations et réflexions

Viscosité effective : Modéle a longueur de mélange

La formule de longueur de mélange que nous avons utilisée en écoulement a
surface libre, d’apres Kovacs 1998, correspond en fait a celle d'un écoulement d’eau
pure. Nous n’avons donc pas vraiment tenu compte de 'influence des sédiments sur
celle-ci. Ce méme auteur propose, dans le méme article, une amélioration de cette
formule a l'aide d’une fonction d’atténuation qui tend a diminuer la longueur de
mélange avec la concentration croissante des sédiments. Cette vision des
phénomenes ne semble pas universellement partagée.

Un autre moyen de prendre en compte 'effet les sédiments sur la viscosité existe ;
il s’agit d’utiliser un modele de fermeture a une équation.

Viscosité effective : Modele & une équation, le schéma de Prandtl-Kolmogorov

Nous avons vu dans le chapitre 5, que toutes les équations des différentes variables
s’écrivaient sous la méme forme, seul le terme source variant suivant la variable
considérée. Ainsi, il est relativement aisé d’'un point de vue numérique d’ajouter
une équation a résoudre. Il est ainsi possible d’ajouter 1’équation de 1’énergie
cinétique de turbulence du mélange, k&, que I'on peut obtenir a partir des travaux de

166



CHAPITRE 8. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Février et Simonin (2000), et d’en déduire par le schéma de Prandtl-Kolmogorov la
viscosité effective comme (Chassaing (2000)) :

ﬂeff = prl\/%

ou C, est une constante pure, et [ une échelle de longueur qui reste donnée
algébriquement.

Quelques approximations seront sans doute nécessaires, pour l'utilisation de cette
équation, mais cela permettra une description plus riche et plus compléte des
phénomenes.

De méme, l'utilisation de modeéles de fermeture a deux équations est aussi
envisageable.

Temps et longueurs caractéristiques

Comme nous l'avons vu, la description des interactions entre fluide et sédiments
fait intervenir des temps caractéristiques et la «longueur de mélange » est une
longueur caractéristique des phénomeénes. Or il est tres probable, suivant
I'intensité de la turbulence, suivant la concentration, la taille et la densité des
particules, que la présence des sédiments agissent sur la turbulence (et vice versa)
modifiant les temps et longueurs caractéristiques relatifs aux différents
phénomeénes.

Ces temps et longueurs caractéristiques ont donc un réle trés important pour
modéliser la complexité des phénomenes impliqués entre les phases. Des études
fondamentales, sur des situations simples, sont encore nécessaires pour préciser ce
qui contrdle ces temps et longueurs...

Deépdt, érosion

Nous n’avons pas, dans notre modélisation, considéré les phénomeénes de dépot des
particules sur la paroi. Nous avons en effet supposé, vu les pentes et les vitesses
considérées, que les sédiments étaient totalement entrainés par I’écoulement.

La modélisation que nous avons développée permettrait toute fois de le considérer,
a condition bien sur d’en connaitre la loi et la valeur de la contrainte critique de
dépot.

Des modifications au modéle d’érosion seraient sans doute souhaitables, vu sa
simplicité actuelle. On peut tout de méme penser que, si la contrainte tangentielle
exercée par le fluide est la seule responsable (la plus importante) des phénoménes
d’érosion, la formule que nous utilisons, reliant linéairement le débit local érodé a
la différence des contraintes (pariétale et critique), n’est pas une trop mauvaise
approximation pour une érosion locale faible (on reste en effet pres de I'équilibre).
Mais, il est possible, nous en avons déja parlé, d’introduire dans le modéle 'effet de
la contrainte normale et aussi celui de la teneur en eau du sol.
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Questions ouvertes

L’influence des fluctuations turbulentes de vitesse et de contraintes a la paroi sur
I’érosion :

déja, faire intervenir la contrainte normale dans le modéle d’érosion revient a faire
intervenir les fluctuations de vitesse, car cette contrainte normale comprend v?.
On peut se demander aussi s’il ne faudrait pas faire intervenir, en plus de la
contrainte tangentielle moyenne, les fluctuations de celle-ci. Ceci pourrait étre relié
aux phénomenes physiques connus de « burst », « sweep » a la paroi d'une couche
limite turbulente.

Le probleme de la rugosité de la paroi doit étre travaillé plus lui aussi, et on peut
méme se demander si un couplage plus intime avec le sol compact, par une couche
poreuse qui se déforme, ne serait pas nécessaire.

Projection dans le futur...

L’évolution logique (et futuriste ?) de ce travail consisterait a effectuer un calcul
d’écoulement instationnaire tridimensionnel au dessus d'une digue, avec prise en
compte de I'érosion locale qui provoquera une régression locale de I'interface sol-
eau. Pour vraiment modéliser la rupture d’'une digue, on pourrait alors coupler le
déplacement de l'interface avec un calcul de stabilité des pentes. On serait ainsi
capable de décrire en fonction du temps la cinétique de rupture de 'ouvrage.

Une telle approche sera numériquement difficile & mettre en place, il faut en effet
considérer trois phases, I'air, 'eau et le sol, avec déplacement de l'interface entre
chacune d’elle. Vu les probléemes rencontrés, dans des situations d’écoulements
diphasiques relativement simples, avec de gros logiciel de calculs tels Fluent ou
Aquilon ; de I'eau va encore couler sur les digues avant que I'on puisse utiliser une
approche aussi complete.

8.2 Validations expérimentales

Nous avons considéré pour nos applications numériques deux configurations
distinctes d’écoulement : écoulement de couche limite et écoulement a surface libre.
Il est clair que la premiére configuration est difficile a reproduire
expérimentalement, a cause de l’épaississement de la couche limite avec la
distance. La configuration a surface libre parait plus facilement reproductible, mais
nous avons vu quune pente d’au moins 10° était nécessaire a la convergence des
profils de vitesse, aussi une telle inclinaison n’est pas accessible a tous les canaux
expérimentaux.

Une derniere configuration possible, non considérée ici, est un écoulement de
poiseuille entre deux parois, la paroi inférieure étant érodable sur une distance
finie. Cette configuration parait la plus pratique et simple a utiliser, tant
numériquement, qu’expérimentalement ; on a en effet la totale maitrise du débit
d’entrée et les profils d’équilibre sont connus analytiquement. Ce type d’écoulement
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peut alors étre réalisé horizontalement, comme incliné, permettant ainsi d’étudier
I'influence de la gravité. Cela est représenté schématiquement Figure 8.1.

Une telle expérience pourrait permettre d’étudier la variation du débit local érodé
avec la distance, on pourrait aussi envisager la mesure des débits globaux érodés.
Cela permettrait de pouvoir calibrer notre modele d’érosion. Des mesures de profils
de vitesse et surtout de concentration pourraient nous permettre, a partir des
résultats numériques obtenus dans la méme configuration, d’évaluer quels termes
sont prédominants dans la diffusion des sédiments.

Sédiments

Figure 8.1 : Schéma de 2 configurations expérimentales possibles.

Un autre phénomeéne d’érosion (interne cette fois-ci, & comparer a I’érosion externe
due a la surverse) touchant les ouvrages hydrauliques peut étre décrit par notre
modele. Il s’agit du phénomeéne de renard: dans un écoulement en milieu
perméable (dans le corps de certains ouvrages), I’eau peut atteindre localement des
vitesses élevées susceptibles d’entrainer les particules fines du sol. De ce fait, le sol
étant rendu localement plus perméable, la vitesse de décharge augmente et le
phénomeéne s’amplifie. Des éléments plus gros vont étre entrainés tandis que
I’érosion progressera de maniere régressive le long d'une ligne de courant. Un
conduit se forme par ou I'’eau s’engouffre et désorganise completement le sol. C’est
le phénomeéne de renard.

Ainsi, on peut représenter un renard comme un écoulement de poiseuille
axisymétrique, dans une conduite érodable (le systeme de coordonnées que nous
utilisons permet d’étudier de tels écoulements). Expérimentalement, on peut
reproduire ce phénomene en creusant un puit dans un matériau cohésif, et en y
injectant un certain débit fluide.

Cette approche semble possible, par contre la visualisation des phénomeénes semble
plus difficile, de par I'aspect interne de cette érosion.
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Conclusion

L’érosion hydraulique des sols sur fortes pentes implique des phénomeénes
complexes et variés, qui restent encore difficiles a appréhender par la modélisation.
Il apparait d’ailleurs clairement que les modeles de transport issus de
I’hydraulique fluviale sont a proscrire pour décrire de telles situations (vis-a-vis du
modele hydraulique, beaucoup trop simple ; et de la valeur de contrainte critique
de Shields, qui parait, pour les matériaux constituant la digue, tres sous-estimée).
Nous avons dans ce travail proposé un modele de description de ’érosion, constitué
d’'un modele d’écoulement turbulent diphasique, d'une loi d’érosion locale, et de
conditions aux limites a I'interface eau/sol. La particularité de ce modele tient dans
la description locale de I’érosion.

Ce modele est relativement simple, et de nombreuses améliorations restent encore
a faire. Les résultats obtenus, numériques, montrent I'importance du couplage
entre I’érosion, le fluide, et la quantité de matériaux érodés transportés. La gravité,
dans le sens de ’écoulement, apparait comme un terme moteur de ces couplages.
Les résultats numériques obtenus n’ont pu étre comparés avec aucune expérience
existante, nous en proposons cependant qui permettraient de le faire.

La méthode numérique développée ici, a partir des travaux de Patankhar et
Spalding (1970), tres rapide et robuste pour des situations d’écoulement
relativement simples, apparait étre un outil tres utile pour tester différentes
approches théoriques nouvelles.

Il apparait clairement que des modélisations complétes du phénomene de surverse,
instationnaires et tridimensionnelles avec déplacement de l'interface eau/sol, ne
sont pas encore a l'ordre du jour. Aussi il est nécessaire de réfléchir a de nouveaux
types de modeles, dont la complexité sera limitée, utilisables par I'ingénieur.
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ANNEXE I : EQUATIONS PARABOLISEES DE NAVIER-STOKES

Annexe I : Equations parabolisées de Navier-
Stokes

Equations générales diphasiques

Les équations de champs sont :

0 [pii) =0 D
OQYpei)+00 =0 2)
Opa Da) =00 -C0p+pg ®)
On se place en écoulement bidimensionnel.
0 0
- (ou) +—(pv) =0 (4)
Ox dy
0 0 0 0 . _
a(pyu)'i'a(pYV)"'aJx"'aJy —O (5)
O o+ D oy g 2 0p O
Ox (ou™) + dy () = Ox Tu oy Fo Ox T pgsind ©)

9 O y=9; + 9, 9 _

(7)
avec
T :2;{[%0_”_1@] , T :Iu(%.p@j , T =2 (2@_1%] (8)
- 30x 30y Y dy Ox > 30y 30x
(o) o
J, = (pDax),Jy— (pDay) 9)
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Ecoulement a hauteur d’eau infinie sur plaque plane

Equations de type Couche Limite

Equations générales adimensionnelles

Analysons I'écoulement bidimensionnel stationnaire dans le plan (xOy) prés d’une
plaque plane y=0, pour un écoulement extérieur potentiel u, quon supposera
parallele a la paroi, u, pouvant étre une fonction de x. Les résultats que nous
allons obtenir resteront valables pour des parois courbes dont le rayon de courbure
est trés supérieur a I'épaisseur J de la couche limite.

(1)

Figure 1 :Schéma de I’écoulement.

Nous allons maintenant adimensionner les équations précédentes, pour cela nous
avons besoin de longueurs caractéristiques dans chacune des directions x et y.

La dimension caractéristique dans la direction parallele a I’écoulement est
localement, en un point M donné, de l'ordre de sa distance / a I'aréte. La dimension
caractéristique, perpendiculairement a 1’écoulement, est 1’épaisseur locale de la
couche limite J(/) qui est trés inférieure a /.

On peut montrer que 'on a la relation :

(1) =, ! (10)
pfue
o(!) Uy 1

~ | = 11
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ou Re est le nombre de Reynolds local obtenu en prenant la distance / a l'aréte
comme échelle de longueur et 4/, une viscosité de référence.
Nous définissons alors les variables adimensionnées suivantes :

o(!)
. _u
U ==
ue
(12)
. [ v Iy
= = 2
RO
. P
P Py
Re = prud
Hy
-
i P
-
H 1,
- H
Sc = oD (13)
st
Topu
l pfue
Pour les gradients, il vient :
9_10 9 _VRed (14)
Ox [ox oy [ Oy

Pour les termes du gradient de vitesse, il vient :

o [ ox

Ou u Ou” Ou \/—u ou" Ov 1 uwov ov uodv
_ U, , —=vJRe—~— , —= e — = 15
oy © [ dy Ox ~/Re ! (15)

Le tenseur des contraintes devient :
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r :ﬁ(%a_“*_la_v*j (16)
®  Re\30x" 30y
. M (0u 1 6v*]
T = —t———, 17
Y \/Re[ay* Re 0x” 17
T :%(%0_{6-10_{] (18)
»  Re\3dy” 30x
Le vecteur flux de diffusion devient :
. 1 4 oy
=—- —= — 1
/s (Re Sc ox” j (19
: 1 u oy
= —L — 20
J; ( 4 ay*) 20)
I1 vient donc :
a * * a >k *
c(pu )+ —(pv)=0 (21)
Ox oy
O (1 + 2o+ 2 4 Re 2 =0 22)
Ox oy ox" ° o)
0 w0 .. 0T, dp° pglsina
+ =—2 4 JRe—ZL -+~ 23
L a ( *H*V*)'*'ii( *v*v*) _ 1 ar:y + ar;V _ ap’k _ 1 ,O*glCOSO' (24)
Re 0x” P Re 0y" p VRe Ox"  dy" 0 JRe u

Equations de couche limite

Maintenant, on suppose que 1’écoulement est a grand nombre de Reynolds. Ceci

élimine d’emblée les écoulements

hyperconcentrés

(Cest a dire a forte

concentration) pour lesquels la viscosité tend vers I'infini pour une concentration de
blocage (modéles de type Krieger). On néglige les termes en 1/ Re (mais pas ceux
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en 1/~vRe). L’équation de conservation de masse totale n’est pas modifiée.
L’équation de conservation de masse des particules qui est :

Ox dy

— — 25
ox"\ ReScax” ) ay"\ Scay (25)
perd un terme et devient :
0 o . 0 .. 0 (u oy
—((pYu)+—(pW)= — 26
L’équation du mouvement en x qui est :
 (ys Loy = L[ 200 107,
Ox oy Re dx'\30x" 30y @
" 0*[6_u*+i6_v*] _Op* +,0glsma’
oy'\dy" Reox Ox u’
perd plusieurs termes et devient :
0, wwuwr, 0 .. 0 ( *au*] op° pglsina
+ = — |t 28
Enfin, 'équation du mouvement en y qui est :
vy e Dy L O [0, 1O
Re dx Re dy Redx \dy Reodx 29)
W 030 100} 0 ) e
Re dy"\39y" 30x"/ 0y +Re u°

e

perd de nombreux termes et devient :

)2 1 pglcosa
-— + =( (30)
" JRe u’

e

On note que le seul terme en 1/ v Re n’a pas été négligé.
Les équations dimensionnelles sont finalement :

9o+ Lo =0 31)
Ox oy

Y
9 oriy+2 oy =2 ( K0 j (32)
Ox oy

ay\ Sc oy
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d , 0 0( 614] op .
— +— =—| U= |-+ 33
ax(pu) ay(puv) % ,uay i pgsing (33)
op
+ pgcosa =0 (34)
0y

Détermination du gradient longitudinal de pression

L’équation du mouvement sur y (34) peut également s’écrire :
o)
—p:—pegcosa—pe(ﬁ—ljgcosa (35)
dy P.

On l'integre en y, ce qui donne :

y ~
Py = pu() = ypgeosa = pgeosal( L5 -t |y (36)
0

e

ou p,(x) estla pression en y =0, sur I'interface. On dérive en x :

d_p_%() P.gcosd — I('O(x 2 ljdj/ (37)
Ox Ox 3

e

et on fait tendre y vers I'infini :

lim a_P:ﬂ() 0,2 COSq — j(p(x’f)—ljdy (38)
~°°6x <

e

D’autre part, 'équation du mouvement (33) s’écrit, en faisant tendre y vers I'infini

00

hmmg—p—hm[ —(pu )——(pu) ( g )+pgsina’}

= —1lim pud_+pv0u + lim 9 ,ua— + gsina lim p
Ox dy dy

yow y»way yoow (39)
_ Ou 0 ( auj . .
= —hm(pu)—hm(u) - hm(pv) hm— + hm U= |+ gsinalimp
@ Jy =0y~ dy yoo
= —PsU,, aa + ,Ofgsma’

Les conditions aux limites étant :

192



ANNEXE I : EQUATIONS PARABOLISEES DE NAVIER-STOKES

limp=p,, limu=u,_, im 2 = ¢ (40)

y-x y > o y - y

Il est en outre nécessaire de supposer une régularité suffisante pour permuter
dérivation et passage a la limite. On suppose également que

limi( /,1%] =0 41
y==Qy\" Oy
et que lim(pv) tend vers zéro a I'infini :
y — 00
lim(ov) =0 42)
y -0
On obtient alors un résultat bien connu :
lim % =-pu, Oty + p.gsina (43)
y=w 0x Tox ),

Ceci nous donne le gradient de pression sur I'interface dp, / dx :

apO auex : a T p(xﬂj}) ~
Po ()= - —[| 22 - 44
N (x) =-pu,, pe + ,Oeg{sma’ + cosa'axz[( Py 1 |dy (44)
On injecte ce résultat dans ’équation (38), ce qui conduit a :
op _ Ou,, . 0 T P )
o - Peta3 " +peg{sma’+cosa’axt[(pe ljdy} (45)

Ecoulement a surface libre

Equations de couche

On note f/, la viscosité dynamique du fluide porteur et O, sa masse volumique.
On suppose que la masse volumique du mélange 0, la viscosité du mélange K sont
fonction de la fraction massique Y :

p=pp (Y), = (Y) (46)
Il n’est pas nécessaire de faire les hypothéses de Boussinesq (on néglige les

variations de p(Y) dans les équations). On se donne une échelle de longueur
longitudinale / (une jauge de la longueur d’onde longitudinale) et transversale #
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(une jauge de I'épaisseur de I'écoulement), et une vitesse de référence u, . Les
grandeurs adimensionnelles sont les suivantes

x=I,y=hy 47)

u(x,y) =uu’ (x",y") , v(x,y) = vy (xy) , p(x,y) = paulp (x',y")  (48)
ou la vitesse transversale de référence est choisie comme étant

y = ﬁu (49)

e e

Le systéme adimensionné en (x*, ") devient

0
ox”

9 PV =0 (50)

Gl * +
(pu) o

0 ... 0 .. 0 LMoY 4] Y
—(O'Yu") + W = Re' 22 |+ Reg?) " £ 1

0 0 0 2000 10V
k% % + sk ok % — R -1 | £H - 1UV +
ax*(p”” ) ay*(p”v) © ax*[” [36x* 30y*j} 52)
L 0| Lfou o' op"  pglsina
R 21 + 27Y -t 4+ <2
weey oo w (G ve e ) o2
o a* (Gu'v') + £ i (V) = Re” a* #*(au* ‘g av*) .\
Ox dy Ox oy Ox 53)
e 2 (227 100)] or gt
oy’ 39y 30x° oy’ u’

ou le nombre de Reynolds et un parametre caractéristique de I'écoulement sont

ul
Re:pfe ,g:? (54)

Hy

On suppose :

- que le nombre de Reynolds est “suffisamment grand” (pour définir un petit
parameétre);

- que la longueur d’onde / de I’écoulement est “suffisamment grande” par rapport a
son épaisseur 4 (pour définir un petit parametre) ;
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-que £=0(Re™?).

On cherche une solution a I'aide du développement asymptotique suivant

u(x,y ) =u (x7,y) +au(x",y") + O(g) (55)
Vi) =vi(xT, )+ evi(xT, ) + O(e) (56)
p(xLy)=p(xy) +ep(x7,y") + Oe)’ (687)
Y(x',y) =Y (7,7 + e (x, ) + O(e)? (58)

Il vient alors a 'ordre zéro en &

%(p;‘u;) . %(p;v;) -0 (59)

P + 2 o) = e 0L (60

2 (o) + %(pfufvf) = %(ﬂf gy ] -9, pislsing ?n" 6D
Op, _ p'ghcosa 62)

" u’
ou lon a noté pour simplifier g =p (Y,), 4 =4 (Y). Les équations
dimensionnelles pour (u,v,p,Y) en (x,y) sont alors :

2 o+ Z(pn=0 63)
Ox oy
0 e D om0 £V
a(ﬂyu) "‘a(PYV) = 6y(Sc ay) (64)
o . a[ 6uj .
2oty + oy = 2| g2 -2 o 65
ax(,OM) ay(,OMV) % H o) o pgsina (65)
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— = pgcosa

ou 'on a tenu compte du fait que :

ol 1) - o
/ )

-\

Détermination du gradient longitudinal de pression

(66)

(67)

On considére un écoulement a surface libre d’épaisseur /(x). On integre (66) en y,

ce qui donne :

p(x,3) = po(x) = gcosa| p(x, 7)dy

(68)

La pression est constante a la surface y = h(x) ( p(x,h(x)) = p,), ce qui nous donne

Dy(x) :

h(x)
Po(x) = geosa | p(x,7)dy + p,
0

En injectant ce résultat dans (68), il vient :

h(x)

p(x,) = gcosa | p(x,7)dy + p,
y

On obtient finalement en dérivant en x :

ap h(x)
o =gcosaa—x J. pdy

y

h(x)
_ 00 .. oh
= gcCOoSs a { t[ '25;; Ci)/ + /Dh 25;; }

(69)

(70)

(71)
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Annexe II : Loi différentielle de diffusion.

Les équations de bases utilisées ici sont issues de Février et Simonin, VKI, Lecture
Series 2000-06.

On appelle :
¢ la fraction volumique de sédiments,

P, et p, la masse volumique respectivement des sédiments et de I'eau,

u; la vitesse moyenne des sédiments dans la direction i,

u; la vitesse moyenne de I'eau dans la direction i,

p la pression moyenne du mélange,

I forces de trainée induite par 'eau sur les sédiments dans la direction i,

I forces de trainée induite par les sédiments sur le fluide dans la direction i,
R;; les corrélations de vitesses du fluide, les tensions de Reynolds,

R; les corrélations de vitesses des particules.

Premiére partie : Cas général.

On écrit pour chaque phase I'équation de conservation de la masse et de quantité
de mouvement.
Pour les sédiments :

dcp, 0 :
S = s — 2
Py +aXi(c,0Su,) 0 (72)
Ou; JOu! __ Op ,_ 0 s
cp 5+ epu; o “ox +cp,g +1; _axj(c'()“R"’) (73)
Pour l'eau :
2((1—(3)10 )+i((1—c),0u?)20 (74)
ot 7 ox o
o, 0 Oul _ o NOp e_ 0 (i1 e
(1-¢)p. 3 +(1-c)pus o (1 C)ax'+(1 c)p.g +1 ax.((l c)peR,-j)(75)

J i J
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On définit la masse volumique moyenne du mélange comme :
p=cp, +(l-c)p. (76)
On définit aussi la vitesse moyenne dans la direction i du mélange :
pu; = cpu; +(1-c)puf (77)

On somme les équations de quantité de mouvement de chaque phase.(73)+(75)
devient :

Ou, ou; Ou? ap 0 :
— - ¢ —1 S —L = 1- RS +cpo.R;
P tIme)puigiepuige =50+ o =5 -((1=¢) R +cp.R; ) (78)
avec par définition :
e =-I° (79)

On définit alors la vitesse de diffusion des sédiments, comme I’écart entre la vitesse
moyenne des sédiments et la vitesse moyenne du mélange :

INTREER TR TS (80)
On fait de méme pour le fluide :
aul =uf —u, (81)

Grace a ces définitions on peut écrire :

. Ouf L Ou 6u 0
(1-c)pu; Ox; tepu; x, = pu;~— o, ax S (cpuauy +(1=c) pujaus)  (82)
ou encore :
Ouf . ou? 6u 0 .
(l—c)pu i +cpu; x, = pu; —— o, ax (C,OSAM al; +(1—c),0€AujAu,-) (83)

Xj
On a utilisé le fait que par définition on a :

cp,au] +(1-c)p,auf = (84)
L’équation (78) devient alors :

Ou; Ou, 6p

a e e e s N s
5 ,Oujax = Ox + pg, — PN ((I_C)pe(Rij+Al/liAl/lj)+C,0S(Rij+Al/ll~Auj))(85)

J
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Que l'on peut réécrire comme :
Ou; Ou; _ _Op 0
—_ 4 _ ! = RT
o P T Tan P8 o (R)
avec Rl =(1-c)p, (R +auf sut) +cp, (R +au; au?)

On réécrit (73) avec u; = u; +au; :

Oau; Oau; _ Ou, Ou, op

cps at +cpsuj ax __CPSE_ p a__ca7+cpsgi +

J i

On injecte (86) dans (87) grace a la dérivée temporelle de la vitesse moyenne :

Oau; (Oau] _ a_u o _ a_p ., cp,
Cpg ot + cpsuj axj cps 7 dx . +( p cjdxi [z t— p axj
(88)

On peut alors écrire (88) comme :

WINTH Oou
0

J

(89)

i - — s 27 c_ﬁ).s‘_ ap s a s —
+c'osuj—0x. CP, alU; o, +( Cjax + I i ( ,OS(R +au; au’ )

0 s
_f;(CpJ%)

J

cp,

pR”T‘)_

(86)

—%(cpSR; )(87)

Dans cette équation on va écrire que les termes de production sont égaux aux

termes de dissipation :

~cp, alt} a”"+((’1—'0“'—cjap+I‘ %oy

7 ox yo, ox, ' 7 0x;

(90)
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Deuxieme partie : Ecoulement de couche.

En exprimant cette derniére équation dans la direction y, et dans un écoulement ou
les gradients suivant y sont prédominants, on peut écrire (90) comme :

B O (cp_ \Op 4 _ pr OY _
o7 (p j@y I =R, 5, =0 (91)

On ne garde que les termes les plus importants :

Cps ap T aY
g 2
( P jﬁy by =0 oy

Nous allons utiliser cette derniére équation pour exprimer une formule
différentielle du flux de diffusion.

I est définit comme :

1 1 )
1= =ep = (v, ), ==ep— (v v =i, (93)

12 12

Dans cette équation v, , s’exprime comme :

vy, = =D (lﬁ_ ! a(l_c))] (94)

. 1.5 cox; (l-c) ox

Comme les gradients suivant y sont prédominants, on obtient :

_ 1 dc
D””(C(l-C)ay) 99)
Avec :

Dt — G—l

12,yy 12,ym

R

12,my

(96)

Dans cette derniére équation (G, )_1 est un tenseur d’échelles de temps
caractéristique du fluide turbulent, et R,,; représente les corrélations des vitesses
du fluide et des sédiments.

Si 'on néglige 'anisotropie induite par les effets de croisement de trajectoire, on a :

97

Ainsi, on peut finalement écrire :
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T, Jc
Viy = c(1 c)Rlz’yy dy (98)
En remarquant que :
V, =V, =av’ v —av’ =y =AYy’ —av’ = ﬁmﬁ (99)
-c)p.
On peut finalement exprimer /] comme :
, 1 yo , T, Jc
I’ =——cp — S 4+ R — 100
G r{;(u—c)pfv c(1-c) ™7y (100
— cps‘p 1 TltZ ps aC
IS - — _ S =« 7S5 —_— 101
N (R o A (s R 1oy
Ainsi (92) peut étre écrite comme :
Cpsp 1 K- Cps ap T aY z-1t2 ps ac
— AV = — —c |==+Rl —+-L1 R, — 102
(1-¢)p, TI‘ZAV ( Jo, Cjay "y rh(l-c) oy (102)
Par définition, on a :
s — gDt
cpav' =J, (103)
D’ou :
p 1 Dt — cps ap T aY z-1t2 ps‘ ac
- JP = = | E=+R —+ = R 104
(1-¢)p. 5™ ( P Cjﬁy vy Trp -y gy 1Y

Il faut & ce niveau exprimer les termes R, , et R|. On pourrait écrire les
équations que vérifient ces quantités, et essayer de les simplifier (en ne gardant
que les termes de production et de dissipation)... Mais il est beaucoup plus simple
de les approximer comme proportionnels a l’énergie cinétique turbulente de
I’écoulement.

Nous avons brievement vu en 5.3.3.3 les estimations des valeurs des tensions de
Reynolds en couche limite sur plaque plane lisse (voir par exemple Chassaing,
2000). Avec une démarche similaire, nous exprimerons R, et RyTy en fonction des
variables de notre probleme.

Par définition, on a :

R =pV? (105)

201



ANNEXE II : LOI DIFFERENTIELLE DE DIFFUSION

Ainsi, comme en 5.3.3.3, on peut écrire :

a 2
R’ :1.7,03,(%] (106)
De la méme fagon, on peut écrire que :
a 2
Ry, = AL (a—ij (107)

ou A est un coefficient de proportionnalité, inférieur a 1.7. En effet les corrélations
de vitesse entre le solide et le liquide sont inférieures aux corrélations de vitesse du
mélange.

Ainsi, on peut écrire (104), en premiére approximation, comme :

TF(l—c)p{ (cp )ap (aujzay r, P (au)zac}
JP=-=2 S| - |+ LTl | - | st Al | o | 5 [(108)
: P P o P ) o T (e oy ) Oy

Nous présenterons le calcul numérique de ce terme dans le Chapitre 4.

Il y a maintenant deux temps caractéristiques différents 7/, et 7/,.
On peut définir le temps caractéristique a I'échelle de la turbulence grace a la
viscosité effective :

Oou

= B'kr}, (109)
0y

— 72
Vg =1,

(110)

-
T12_

A
ou
Oy

ou A’ est un coefficient.

Pour l'autre temps caractéristique 7/,, temps de Stokes, plusieurs choix sont
possibles. On peut le définir a I’échelle du grain, a ’échelle de groupe de grains ... :
- a I’échelle de la particule :

d2

i, O (111)

- a ’échelle de groupe de particules :

202



ANNEXE II : LOI DIFFERENTIELLE DE DIFFUSION

2
dlj f(c) (112)

r, O

ou f(c) est une fonction dépendant de la fraction volumique de solide.
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Annexe III : Ecoulement a surface libre

Les premiers essais de calcul a surface libre que nous avons effectués, nous
ameneérent a nous poser des questions quant a la validité de nos équations pour
décrire de tels écoulements. Pour les valeurs des parameétres choisies initialement,
les calculs divergeaient souvent (décollements), et quand il y avait convergence
vers le profil d’équilibre, I’évolution de la surface libre présentait parfois des
comportements peu « réalistes ». Aussi, il nous est apparu important de comparer
nos résultats, obtenus avec les équations de Navier-Stokes parabolisées, en régime
permanent, a ceux des équations de Navier-Stokes completes, instationnaires. On
pourra ainsi, si ces derniers calculs convergent vers un régime permanent, juger de
Iexactitude de nos résultats.

Pour résoudre ces équations, il est nécessaire de définir un domaine de calcul, fixe,
et de le « mailler », c'est-a-dire fixer les coordonnées des points ou seront calculer
les équations discrétisées. Nous cherchons ici a décrire en fonction du temps
Iévolution de I’épaisseur d'un écoulement a surface libre ; or le domaine de calcul
est fixe, il est donc nécessaire de décrire les deux fluides, 'air et 'eau, séparés par
une interface dont la position variera avec le temps.

Une méthode possible, pour décrire de tels écoulements diphasiques, consiste a
introduire une fonction indicatrice de phase F(x,#) (ou x est un point du domaine, et
t le temps), définie comme :

F(xt)= (113)

1 si x est dans l'air
0 six est dans l'eau

Gréace a cette fonction, on peut définir pour tout point du domaine de calcul, la
masse volumique, la vitesse, la viscosité... comme :

p(x’t):pairF(x’t)+peau[1_F(x’t)] (114)
u(x,t) =, F(xt)+i,[1-F(xt)] (115)
/’I(xﬂt):ﬂairF(x’t)+/’Ieau[1_F(‘x’t)] (116)

Ainsi, si 'on connait ’évolution de F, en temps et en espace, donnée par ’équation :
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%—f+ﬁDDF=O (117)

on peut résoudre dans tout le domaine de calcul les équations de Navier-Stokes
aussi bien dans l'air que I'eau.

Nous présentons sur la figure suivante un schéma de la configuration initiale (a

t=0) de I’écoulement considéré ; le domaine est divisé en deux parties égales d’air et
d’eau.

\ .

N
FVVYVY

Y

Paroi

Figure 2 : Schéma de la configuration initiale dans le domaine de calcul.

Pour un tel calcul, instationnaire, il est nécessaire de se donner les conditions
initiales (de vitesse, et de fonction indicatrice) dans tout le domaine, ainsi que
toutes les conditions aux limites (vitesses fixées a l'entrée, vitesses nulles a la
paroi, et conditions de Newman, aux limites supérieure et droite du domaine)

Nous n’entrerons pas d’avantage dans les détails, cela n’est pas notre propos ici.

Principe des calculs effectués avec Aquilon :

La démarche suivie pour étudier la convergence de différents profils de vitesse
dans le temps fut la suivante :

A t=0, on fixe a 'entrée, et dans tout le domaine de calcul, le profil de vitesse a
étudier (le profil de vitesse de l'air est choisi constant, de méme valeur que celle,
initiale, du fluide a la surface). En gardant constant ce profil d’entrée, on calcule
les variations temporelles et spatiales de I'écoulement dans le domaine, griace aux
équations de N-S. Entre chaque pas de temps, les variations des variables locales
sont évaluées, quand ces variations deviennent inférieures a un critere d’arrét, la
convergence numérique des profils est obtenue, et 'on arréte le calcul (la valeur du
critere d’arrét est bien sur importante quant a la précision désirée).
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Résultats des calculs a viscosité constante :

La premiére série de calculs effectuée avec Aquilon, fut faite avec notre modeéle a
viscosité effective constante, avec a=0.1 (4, =0.10,U,h,) (1a viscosité de l'air fut
prise a sa valeur laminaire). La pente reste la méme pour tous les calculs:
a =20°. Trois types de profils de vitesse furent testés, parabolique (d’équilibre),
linéaire et constant. Dans tous les cas, la convergence vers le profil d’équilibre fut
observée.

Les résultats des calculs avec profil initial d’équilibre ne seront pas présentés ; le
profil initialement a I’équilibre le reste.

Nous avons ensuite pris un profil de vitesse initial linéaire, de hauteur d’entrée
he=0.1 m, et de vitesse a la surface Ue=0.64 m/s. Nous présentons Figure 3 la
comparaison de la variation de la hauteur de la surface libre entre Aquilon et notre
code de calcul (Série 2). Nous présentons ces mémes résultats pour un profil initial
constant avec he=0.1 m et Ue=0.5 m/s Figure 4.

1.2E-01

1.0E-01 1 — Seried

8.0E-02 +

=
6.0E-02

4.0E-02 4

2.0E-02 4

0.0E+00

T
o] 05 1 15 2

Figure 3 : Evolution de la surface libre, profil initial linéaire.

1.2E-M1

— Aquilon

1.0E-01 4 —— Série2

3.0E-02 4

G.0E-02 4

=

4.0E-02

2.0E-02 4

0.0E+00 T T T

Figure 4 : Evolution de la surface libre, profil initial constant.
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Ces deux figures sont plut6ét rassurantes quant a nos résultats, méme si il apparait
clairement que les deux calculs ne convergent pas vers la méme valeur d’équilibre
(nous en parlerons dans le paragraphe suivant). Pour le profil initial linéaire, notre
calcul converge plus lentement qu’Aquilon, mais les deux courbes atteignent leur
valeur d’équilibre a des abscisses tres proches. Pour le profil constant, alors que les
résultats d’Aquilon restent trés semblables, notre calcul présente au début un
comportement quelque peu singulier, pour finalement converger vers x=1 m.

Pour un écoulement a surface libre, nous avons vu dans le chapitre 7, qu’a débit
donné (la viscosité et la pente étant fixées et connues), il correspondait un profil
d’équilibre unique calculable analytiquement. Ainsi, si Qe est le débit d’entrée, on a
les relations suivantes, pour les valeurs d’équilibre :

1
3 3
h, = (Lfgj (118)
p.gsma
p.gsinah’
U, =u(y=h)=2"""a (119)
g =u( ) 2,

Si lon calcule ces hauteurs d’équilibre pour les deux écoulements cités
précédemment, on trouve h.eq=5.67 10-2 m pour le profil initial linéaire, et
h.eq=6.07 10-2 m pour le profil initial constant. Ce sont en fait exactement les
valeurs que nous obtenons avec notre modele (!?). Par contre, la différence affichée
par Aquilon est exactement la méme pour les deux figures, elle est en effet de 0.47
10-2 m. Plusieurs raisons peuvent expliquer ce phénomene. Il est en fait
relativement difficile de déterminer exactement la position de la surface libre,
d’apres les résultats d’Aquilon. La fonction indicatrice subit en effet, au cours du
calcul, une diffusion numérique, qui « étale » I'interface ; il existe alors entre l'air et
leau des valeurs de F comprise entre 0 et I (de plus les points du maillage étant
fixes et en nombres limités, la hauteur théorique se trouve peut étre entre deux
mailles).

Apres avoir comparé avec succes nos résultats a modeéle de viscosité effective
constante, nous avons voulu tester les mémes types de calculs en utilisant cette fois
les modeles de turbulence proposés dans Aquilon.

Résultats des calculs avec modeles de turbulence :

Trois modeéles de turbulence furent utilisés : le modele de Smagorinsky, le modele
d’échelles mixtes et le modele K — £, avec un profil initial linéaire, et un constant
définis respectivement par he=0.05 m, Ue=0.916 m/s et par he=0.15 m, Ue=0.5 m/s.
Nous présentons les résultats de I'évolution de la surface libre du profil linéaire,
apres convergence, pour deux modeles de turbulence, Figure 5.
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008

— Smagorinsky
- - --Echelles mixtes

o > s Qx(m)é s 7 s s 1w
Figure 5 : Evolution de la surface libre, profil initial linéaire.

On voit tres clairement d’apres les résultats des modeles turbulents que, la
viscosité étant globalement tres inférieure a celle de la premiére partie,
Iécoulement s’accélere tres fortement et « s’étale » sur le sol. La hauteur d’équilibre
obtenue sur la Figure 5 est en effet inférieure au dixieme de la hauteur d’entrée.
Comme nous I'avons présenté Figure 2, le maillage du domaine de calcul est fixe, et
limité en nombre de mailles (40 & 50 dans la hauteur). Ainsi, lorsque I'épaisseur de
I’écoulement diminue fortement, le nombre de mailles dédiées a I'écoulement d’eau
s’en trouve fortement réduit. Dans les calculs effectués ici, une fois 1’équilibre
atteint, seulement 5 a 6 mailles se trouvaient dans I’épaisseur de 1’écoulement
d’eau ! La précision des résultats s’en trouve donc limitée (nous ne présenterons
donc pas de profils de vitesse)

A partir des profils d’entrée précédemment définis, on peut comparer les hauteurs
d’équilibre théoriques qu’on obtiendrait avec notre modele de viscosité constante
avec les résultats numériques des modeles de turbulence.

h,, , en metre

Modeles de turbulence | 4y =0.10.Uh, | ty =0.0050,U,.h,

Profil linéaire 4.88 10-3

he=0.05, Ue=0.916 4.54 10-2 1.81 10-2
7.3210-3(K —-¢)

Profil constant
he=0.15, Ue=0.5 1.1 10-2 7.95 10-2 2.93 10-2

Tableau 1 : Comparaison des hauteurs d’équilibre théoriques a viscosité constante,
et numériques pour les modeles de turbulence.
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Pour le profil initial constant, les trois modeles de turbulence convergent vers la
méme valeur d’équilibre, par contre pour le profil linéaire, le modele K —& a du
mal a converger, et son résultat differe des deux autres modeles.

Ce tableau met en tout cas en évidence que notre valeur de viscosité
Ky =0.10,U.h,, est une tres mauvaise approximation. Cette valeur est en effet
beaucoup trop forte, elle freine beaucoup trop I'’écoulement. Et, méme si les valeurs
obtenues avec f,, =0.0050,U, h4,, sont encore trés éloignées de la réalité, elles en
donnent cependant une « meilleure » approximation.

Il est de toute facon impossible d’obtenir les mémes profils de vitesse d’équilibre
avec un modele a viscosité effective constante, et avec un modele de turbulence.
Nous pourrions bien sur prendre une valeur de a encore plus faible, mais cela
augmenterait le nombre de Reynolds de notre écoulement (R, = p,U, A, / Uy ), égal a
200 si a=0.005, et notre hypothese de viscosité effective constante deviendrait
encore plus éloignée de la réalité. Aussi, nous prenons dorénavant, pour les calculs
d’écoulements a surface libre et viscosité effective constante, a=0.005.
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Annexe IV : Approximations

Approximation de la valeur initiale du débit local érodé
du modele K infini

On se place dans une zone tres proche de la paroi, entre y=0 et y=y..

Y=Y,
y,<<dx)

=0 Pt ot

On écrit alors I'équation de conservation de la masse totale, et de quantité de
mouvement, en négligeant dans celles-ci les dérivées par rapport a x, et la gravité.
On considére ici que dans une zone trés proche de la paroi, on peut négliger les
effets transverses, et que toutes les variations importantes se font suivant la
direction y. On obtient alors :

0 _
g(p")—o

O oy =2
dy a7 oy

En intégrant une fois ces équations entre y (quelconque, mais y<y,) et la paroi, on
obtient :

(120)

pv =0y, =it
pvu= g, 2 a—”} R
eff ay eff ay ,

Grace a ces deux équations, et en remplacant la contrainte a la paroi par sa valeur
seuil (avec le modele plastique m #0 < 1, =T_), on obtient :

0
Pyt = fhy # -7, (122)

que 'on peut aussi écrire :
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Py (u +te j:a—u (123)
Hor PV dy

que l'on integre entre y,, ou la vitesse suivant x est u,, et la paroi :

BV y, =In u +7,/0, (124).
eff Tc/pbvb

Finalement, un développement limité du logarithme nous donne une
approximation du débit érodé, pour le modele d’érosion K infini :

2U U
pv, ==t (_” - —1} (125)
yl yl c

Calcul du débit au dessus d'une digue

On considére I'écoulement au dessus d’une digue, représenté schématiquement par
la figure suivante.

Nous appelons h; le niveau initial du fluide, A(x) la variation avec la distance de
I’épaisseur de la couche fluide, et H(x) la hauteur de fond ; la pression a la surface
est égale a la pression atmosphérique p, . On suppose que la vitesse de
Pécoulement u(x) est uniforme dans toutes les sections verticales de I'écoulement
(on néglige les frottements visqueux).

On obtient les deux équations suivantes en écrivant la conservation du débit, et en
appliquant ’équation de Bernoulli le long d’'une ligne de courant passant prés de la
surface :

hU, :h(x)u(x) =cste=Q (126)
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1 1
Pam +5pU§ +0ghy = Py +5pu(x)2 +pg (h(x)+ H(x)) (127)

A partir de (127), on déduit :

u(0” Uy

= (M) H () + ghy (128)

Le débit étant constant, et A(x) diminuant lors de la montée de la digue (la vitesse
s’accélere), on a u(x)’ > U, (la vitesse initial est tres faible). Ainsi, on réécrit (128)
comme :

”(;‘) =g (h,~H(x)) - gh(x) (129)

On dérive alors les équations (126) et (127) par rapport a x, et on les somme :

L du() 2
a0 e

) — (130)

Supposons 1’écoulement initialement assez lent et d’épaisseur assez grande pour
que l'on ait :

U; —gh, <0 (131)

(ce qui correspond a un nombre de Froude inférieur a l'unité a l’entrée de
Pécoulement (Fr<1)).

On voit apparaitre deux comportements possibles au moment ou I'écoulement
passe au-dessus du point x,, de hauteur de fond maximum H,, telle que dH/dx =0.
L’équation (130) peut en effet étre vérifiée de deux maniéres :

1) Soit :

du(x) —0
dx

et dans ce cas, on a aussi par ’équation (126) :

dh(x) _
dx

0

Ainsi, aprés passage par le point de hauteur de fond maximum, 1’épaisseur de la
couche fluide augmente a nouveau et la vitesse rejoint sa valeur initiale U,.
(ii) Soit, :
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u(x)” = gh(x)

Dans ce cas du(x)/dx ne change plus de signe, et la vitesse continue d’augmenter
(et 'épaisseur de fluide de diminuer) apres passage par le point x,,. L’équation (130)
peut donc continuer d’étre vérifiée car u(x)’ —gh(x) devient positif et dH (x)/dx
change également de signe en passant par le point x = x,,.

On voit donc le réle clé joué par le nombre de Froude dans ces phénomenes. Dans le
cas (i), le nombre de Froude reste toujours inférieur a I'unité ; dans le cas (ii), il
augmente et passe par la valeur 1 exactement au point x,,, puis devient supérieur a
1 (écoulement supercritique).

L’écoulement qui nous intéresse, lors d’'une surverse, correspond au cas (ii), ou le
nombre de Froude est égal a 'unité au sommet de la digue. Cette condition impose
alors, si h, et H(x) sont connus, une certaine valeur pour la vitesse d’entrée U, et
pour la hauteur de I’écoulement en x,, hA(x,)=h,,.

Ainsi le débit étant constant O =AU, = h(x)u(x), on peut écrire (129) comme :

hU,
h(x)' =h(x)’ (B = H())+=~=0 (132)
ou sil'on écrit cette équation en x;:
2r 72
hy* =h,* (h, —HM)+%=O (133)

2g

Cette derniere équation possede différentes solutions suivant les valeurs de 2, et
U,. Ainsi :

2172
hUs > i(ho -H, )3 il n'existe pas de solution (134)
2g 27
. RU; _ 4 3 : _2
si 2% —2—7(h0 —HM) , 1 solution #,, —E(h0 —HM) (135)
2772
si 1Y < (h-H,) il existe?2 solutions (136)
2¢ 27

Ainsi, si I'on se donne h, et H(x); et que l'on considéere les trois équations
suivantes :
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u(xy)’ =h,g

hU, = h(x)u(x) (137)
2

u(;) = —gh(x)+ g (h, — H(x))

On en déduit :
2
hM = g(ho _HM)
138
o o [8 =) e
"TN278 T R

qui nous fournit la vitesse d’entrée de '’écoulement, et la hauteur de I’écoulement
en x,, vérifiant u(x,)’ =5, g.
On peut alors calculer h(x) par ’équation (130) réécrite comme :

dh(x) _ h(x)g dH (x) (u(x) _ h(X)gj (139)
dx u(x) dx u(x)
qui devient une fois discrétisée en x :
W) =) _ h(x)g dH j () M5z 140)
Xiop X u(x;) dx X, l u(x,)
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Annexe V : Principe d’obtention des équations de
saut a 'interface

Les calculs que nous présentons ici sont issus de Marigo (1985), on peut aussi
trouver une démarche semblable dans Graziano et Marasco (2001).

Rappel :
Soit une équation de bilan :

%J.”V, pPGdx = ”aV, J[nlda + .”.J.n PHdx (141)

ou G est une variable extensive quelconque, J le flux de diffusion de la quantité G,
et H son taux de production volumique .
Grace a différents théoremes, on peut écrire ce bilan localement comme :

(pG) +div(pG Ou)-divJ - pH =0 (142)

On considére & un instant t un volume matériel ¥, de frontiere dV, séparé en deux
ouverts disjoints V" et V;” par une surface occupant dans I'espace la position S,
d’équation f(y,£)=0.

La normale unitaire 7 a S, en un point y est :
. _ grad f

"

grad H

et la célérité normale de déplacement v, en ce point est :

-
T farad ]

La discontinuité de la fonction G en un point y de S, sera notée :

[Gl(y.t)=G(y*t)=G(y,t), avecf (r,t) =0

Avant d’obtenir les relations eulériennes de Rankine-Hugoniot sur S,, nous allons
au préalable traiter I’équation de conservation de la masse, qui dérivée par rapport
au temps devient :
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d
o=41]] s

d d
o= 411] v+ L[] o

Que l'on peut écrire grace au théoréeme de transport :
0= J‘HV;UW pldx — ”Si[[p]]vbda + -UM pu (hda

Que l'on peut écrire grace a la loi locale de conservation de la masse, valable sur
VetV  :

0= mmw div( pu ) dx - ﬂs [ o]v,da + ”{m pu (hida
Que l'on peut écrire grace a la formule de Green :
0= J.J.St[[,ou [h]da —J.J.Sl[[p]]vbda
qui devient :

0= _”s,[[ pU Jda

avec U = —u [h + v, la célérité locale.
Le théoréme de localisation fournit alors la loi locale :
Conservation de la masse sur une surface de discontinuité :

[pU]=0, U=v,-ulh
Remarque : si la vitesse u est discontinue, la célérité locale U l’est également. Par

conséquent la masse volumique p sera également discontinue de fagon a
satisfaire :

p U™ =pU =pU
ou la barre représente la moyenne.

Revenons maintenant a la loi de bilan (141).

%mn pGdx =%th+ dex+%HL pGax (143)

Que l'on peut écrire grace au théoréeme de transport :
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%mn pGax = [[ jytw( pG) dx+ | LK pGu ida - | L}[[ pGlv,da  (144)

En utilisant la formule de Green, I'équation précédente devient :

%J.”Vt PGdx = J.”V;UV;{ (pG) +div(pGOu )} dx — J.J.St[[pUG]]da (145)

On procede de la méme facon pour le terme de flux, en utilisant la formule de
Green :

Hm J[7]da = ”-[V,*UV[ div(J)dx + ”‘S[ [J][n]da (146)
Pour le terme source, on a :
mV pHdx = j j IV;UV,- pHdx (147)
D’apres (141), on peut donc écrire :
mwt{ (0G) +div(pG Ou) - div(J) —pH} d~[[ {LPUGT+[/1[n]}da = 0(148)

En utilisant la loi locale (142) applicable sur V" et V7, et le théoréme de
localisation, on obtient 'équation de bilan de Rankine-Hugoniot :

[PUG]+[J][n]=0 (149)
Que 'on peut aussi écrire d’apres ce qui précede :

pU[G]+[J][r]=0 (150)
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Contribution a la modélisation de I’érosion de fortes pentes par un

¢coulement turbulent diphasique :

Dans le but de mieux comprendre les phénomenes fondamentaux de 1’érosion hydraulique des sols,
nous ¢étudions la relation entre la quantité locale de mati¢re érodée et la contrainte locale exercée par
I’eau sur le sol. La situation considérée est celle d’un écoulement bidimensionnel stationnaire,
diphasique, turbulent, sur un sol immobile. Les équations dynamiques et les équations de conservation
de la masse sont résolues simultanément. Les équations de Rankine-Hugoniot sont utilisées pour
décrire les conditions de saut aux limites a l’interface eau-sol, et une loi d’érosion est fixée pour
quantifier la quantité de matériaux érodés. Nous considérons ici deux types de lois d’érosion, 1’une de
type limite de plasticité, et I’autre proportionnelle a la différence entre la contrainte pariétale exercée
par I’écoulement et la contrainte critique caractéristique du sol.

Ce travail nous a permis d’étudier I’influence des différents parameétres mis en jeu, en particulier
I’inclinaison du sol pour deux configurations différentes (écoulement de type couche limite et a
surface libre), et I’introduction d’une loi différentielle de diffusion turbulente, tenant compte entre
autre, du gradient de pression vertical au sein de I’écoulement et de la taille des sédiments.

Les résultats obtenus montrent 1’existence d’un fort couplage entre 1’écoulement, 1’érosion et les
sédiments érodés en suspension, et notamment, pour des écoulements de type couche limite, la mise en
¢évidence d’une pente critique du sol, a partir de laquelle 1’érosion est amplifiée par la présence des
sédiments déja érodés.

Cette mod¢élisation, qui a I’originalité¢ de proposer une description locale du phénomene d’érosion, se
veut étre un outil pratique et simple qu’il faudra chercher a confronter a des résultats expérimentaux,
pour valider les lois théoriques utilisées dans la modélisation.

Mots clefs : modélisation de 1’érosion, écoulement turbulent diphasique, couche limite, surface libre.

Contribution to strong slope erosion by turbulent flow:

To better understand the basic phenomena involved in hydraulic erosion, the influence of the eroded
mass flow rate on the velocity field of the water flow is investigated by an original theoretical model.
Here we simply consider the situation of a turbulent two-phase flow over a non-deformable solid
medium with both turbulent stresses and turbulent particles diffusion in the flow. In the reference
frame linked to the ground surface, the flow can be considered as a quasi-steady state and modelled by
the well known boundary layer equations.

The dynamic equations and the mass conservation equations are solved simultaneously. The Rankine-
Hugoniot equations are used to describe the boundary jump conditions at the interface between the
fluid and the ground, and a law of erosion is fixed to evaluate the local mass flow of eroded materials.
As we consider here a purely mechanical erosion process, we can reasonably postulate a threshold
law: the eroded mass flow rate is simply proportional to the difference between the tangential stress
induced by the flow and a critical value characteristic of the soil.

In this theoretical frame, we can study the influence of several parameters, as the sediments density or
the ground slope, for two different configurations, namely a boundary layer and a free surface flow. A
differential law of turbulent diffusion is also proposed taking into account the vertical pressure
gradient within the flow.

A strong coupling between the fluid flow, the erosion process and the eroded suspended matter is
clearly underlined. In particular, for a boundary layer flow, the existence of a critical ground slope is
found, above which the presence of the already eroded sediments amplifies the erosion that becomes
unlimited downstream.

This modelling proposes an original description of the phenomenon of local erosion. To become a
practical and simple tool, it should be confronted with experimental results and validated.

Key words: erosion modelling, two-phase turbulent flow, boundary layer, free surface.
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