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Introduction

Les probabilités de passage de la frontiére interviennent dans beaucoup de domaines : en statistique
non paramétrique ((Durbin(1971), Sen(1981)), en analyse séquentielle (Sen(1981), Siegmund(1985), (1986)),
en économeétrie (Krdamer et al.(1988)), en biologie et épidémiologie (Martin-16£(1998)) et en mathématiques
financiéres (Robert et Shortland(1997), Lin(1998)).

L’objectif de ce travail est d’évaluer la probabilité pour qu'un mouvement brownien traverse une ou deux
frontiéres données.
Ce mémoire est composé de deux chapitres.
Aprés avoir dans le chapitre 1 rappelé les concepts de base du mouvement brownien, dans le chapitre 2, nous
nous intéresserons a la partie principale de ce mémoire qui portera sur I’étude de la probabilité de passage
de la frontiére pour le mouvement brownien.
Dans ce chapitre, on suppose que W(t);>0 est un mouvement brownien standard avec E(W (t))
E(W(s),W(t)) = min(t,s). Nous considérons aussi I'intervalle [0,T] et nous notons (¢;)],, to =0 < t; <
... <tn =T la partition de I'intervalle [0, 7] de taille n > 1.
Nous sommes intéressés par les deux probabilités suivantes :

Pi = Q(b(t).T) = P{W(t) > b(t); t € [0, T}

avec b une fonction continue sur [0, 7] et vérifiant b(0) > 0.
Py = Q(alt), (1), T) = 1 — Pla(t) < W(t) < b(t);t € [0,T]}

avec a et b des fonctions continues sur [0, 7] et vérifient a(t) < b(t) Vt € [0,T]; a(0) < 0 < b(0).

Alors la probabilité de passage pour le mouvement brownien dans le cas d’une seule frontiére est donnée par
P, et celle de deux frontiéres par Ps.

Nous calculerons d’abord ces probabilités de passage pour des frontiéres linéaires par morceaux et a partir
de ces résultats nous proposerons des méthodes afin d’approximer ces probabilités dans le cas des frontiéres
quelconques.

Nous étudierons ensuite les erreurs d’approximations.

Enfin nous procéderont a des études numériques de ces probabilités de passage a partir des méthodes de
Monté Carlo et du logiciel R.
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CHAPITRE PREMIER

LE MOUVEMENT BROWNIEN

1.1 Rappels sur les processus stochastiques

1.1.1 Filtration

On va s’intéresser a des phénoménes dépendant du temps. ce qui est connu a la date ¢ est rassemblée
dans une tribu F, c’est I'information a la date ¢.

Définition 1.1. Une filtration est une famille croissante de sous tribus de F. ¢ ’est a dire que Fy C Fg pour
tout t tel que t<s;t, s € [0,4+00).

On suppose souvent que les ensembles négligeables soient contenus dans F.
La filtration est continue & droite au sens ot Fy = Nyt Fs.
Une filtration G est dite plus grosse que F' si F; C G; Vt.

1.1.2 Processus

Définition 1.2. Un processus stochastique ou (fonction aléatoire) est une famille de variables aléatoires
(Xit,t € ]0,+00[) définis sur le méme espace probabilisé.

Définition 1.3. Un processus stochastique X = (X, t > 0) est dit adapté par rapport a une filtration Fy si
X, est F; mesurable pour tout t.

Définition 1.4. On dit que le processus est a trajectoire continue ( ou est continue ) si les applications
t — Xi(w) sont continues avec w fizé.

Un processus est dit cadlag (continue a droite, pourvu de limites a gauche) si ses trajectoires sont continues
a droite, pourvy de limites a gauche. Méme définition pour caglad.

A tout processus stochastiques X = (Xy,t > 0), on associe sa filtration naturelle FX = 0{ X, s < t}.

On utilise souvent des processus prévisibles . La définition est la suivante : Soit (Q,F, P) un espace muni
d’une filtration (F;). On appelle tribu des prévisibles la tribu sur [0, 00] x 2 engendrés par les rectangles de
la forme ]s,t] x A, 0 < s <t, A€ (Fy).

Un processus est prévisible si et seulement si lapplication (t,w) — X;(w) est mesurable par rapport a la
tribu des prévisibles. Notons que les processus cag sont prévisibles.

On dit que deuz processsus X et'Y sont égaux a une modification prés si Xy = Yy ps Vt.

Deuz: processus sont égaux en loi X =Y (en loi) si pour tous (t1,te, ..., t,) et pour tout n on a

(thaXtQa ceey th) = (}/tpy;fza )}/tn)

1.1.3 Processus croissant

Définition 1.5. Un processus X = (Xy,t > 0) est un processus croissant si Ag = 0 et la fonction t — A,
est une fonction croissante. ¢ ’est a dire Ay(w) < Ag(w) V¢t < s p.s.
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Rappels sur les martingales 3

Les processus croissants sont souvent pris continus a droite.
Un processus V' = (V;,t > 0) est dit a variation bornée sur [0, 7] si

S?pZ"/tH—l _‘/%i ‘ < K.
L

Le sup étant pris sur les subdivisions 0 < g < ... <t; <t < t.
Un procéssus est dit a variation finie sur [0, 7] si

S?pz ‘ Wi-«—l_‘/%i ‘ < 0.
L

Le sup étant pris sur les subdivisions 0 < tg < ... <t; <t;411 < t.
Un processus V = (V;,t > 0) est dit a variation finie s’il est a variation finie sur [0, 7] pour tout ¢.

1.1.4 Processus gaussien

Définition 1.6. Un processus stochastique X = (Xy,t > 0) est dit gaussien si toute combinaison linéaire
finie de X = (Xy,t > 0) est une variable aléatoire gaussienne. ¢ ’est a dire V' n, Vt;, 1 <i <n ,V q
Yoy a; X; est une variable aléatoire gaussienne.

Notons qu’un processus gaussien est caracterisé par son espérance E(XyXs) et sa covariance cov(X; Xs).
L’espace gaussien engendré par un processus gausssien est le sous espace de L?(Q) formée par des variables
aléatoires gaussiennes centrées.

L ’espace gaussien engendré par un processus gaussien est le sous espace de L*(Q) engendrées par les variables
aléatoires centrées (X; — E(Xt),t > 0) . ¢ ’est a dire le sous espace formé par les combinaisons linéaires de
ces variables centrées et leurs limites en moyenne quadratique .

1.2 Rappels sur les martingales

1.2.1 Cas discret

On se donne une filtration F, (F,, C F41).
On suppose que Fy contient les ensembles négligeables.

Définition 1.7. Une suite de variables aléatoires (X,,n € N) est une F,, martingale si
— X, est intégrable, V n € N. c’est a dire que E | X, | <+00.
- X, est F,, mesurable V n € N.
- BE(Xp41/Fn) =X, VneN.

Propriété 1.1. E(X,4,/3,) =X, Vn, p e N.

Cas multidimensionnel

Une famille de vecteurs (S,,n > 0) tel que (s,) est & valeurs dans R? est une martingale si les familles
(st),n € N sont des martingales V i; 1 <i < d.

1.2.2 Cas continu

On se donne une filtration (F;) (Fs C F;) Vs < ¢.
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Rappels sur les temps d’arrét 4

Définition 1.8. Une famille de variables aléatoires (X;,t € [0,+00[) est une martingale par rapport a la
filtration (Fy) si Xy est Fy - mesurable et intégrable pour tout t et E(X;/Fs) = X5 Vs < t.

Propriété 1.2. si (X, t <T) est une martingale alors E(X;) = E(Xo) V t.
si (Xg,t € [0,400]) est une martingale, le processus est complétement déterminé par sa valeur terminale
X = E(Xp/3:.

Définition 1.9. Une famille de variables aléatoires (X, t € [0, +00]) est une surmartingale (respectivement
sousmartingale) par rapport a la filtration F; si :

— X; est Fy - mesurable et intégrable pour tout t.

- B(X:/Fs) < X5 Vs <t (respectivement E(X;/Fs) > Xs).

Propriété 1.3. Inégalité de Doob
Si (X¢,t € [0,400]) est une martingale continue alors

E(sup X,?) < 4E(X7?).
s<T

1.3 Rappels sur les temps d’arrét

1.3.1 Définition
Dans ce qui suit (F;) est une filtration et Foo = o (U Fy).

Définition 1.10. Un temps d’arrét est une variable aléatoire T & valeurs dans R U {+oo} tel que
{T<t}eF, VteR.
Une constante positive est un temps d’arrét. On associe a un temps d’arrét T la tribu (F;) dite des événements
antérieures a T définis par

Fr={AeTF/AN{T <t} € F,Vte R}.

1.3.2 Propriétés

Propriété 1.4. - Si T est un temps d’arrét, T est Fp mesurable.
- Si S et T sont des temps d’arrét, inf(T,S) est un temps d’arrét.
- 81 S etT sont des temps d’arrét tel que S < T, on a alors Fg C Fp.

Soit (X¢,t > 0) un processus et T' un temps d’arrét fini. On définit X (w) = Xp,)(w) .
Si un processus X est continue et adapté, alors Xp est Fp mesurable.
1.3.3 Théoréme d’arrét

Theoréme 1.1. Si T est un temps d’arrét et M une (i) martingale, le processus Z défini par Zy = Ming( 1)
est une (F) martingale. En particulier on a E(Mine 7)) = E(Mo).

Theoréme 1.2. théoréme d’arrét de Doob
Si M est une (F¢) martingale continue et S et T sont deux temps d’arréts tel que S <T < K , K étant une
constante finie, Mt est intégrable et E(Mr/Fs) = Mg.

Propriété 1.5. Si pour tout temps d’arrét borné T, On a E(Xr) = E(Xy), le procéssus (X) est une mar-
tingale.
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Rappels sur les variables aléatoires gaussiennes 5

Remarque 1.1. Si E(X;) = E(Xy) pour tout t le processus X n’est pas nécéssairement
Si M est une surmartingale positive et T un temps d’arrét, E(M;) < E(My) en posant

Définition 1.11. Un processus M adapté caglad est une martingale locale s’il existe croissante
de temps d’arréts T, telle que 7, — 00 et (Miy¢(t,r,),t > 0) est une martingale poug. to
Une martingale locale positive est une surmartingale .

Une martingale locale uniformément intégrable est une martingale.

1.3.4 Processus de Markov .

Définition 1.12. Soit X un processus et Fy sa filtration canonique. “ d ocessus est de Markov

st pour tout t et pour toute variable Y € Foy on a
E(Yo@t/fft) = E(YoOt/Xt)

avec 0 lopérateur de translation défini sur les applications coo w0ls = Xyts.
Donnons une autre définition.

Définition 1.13. Soit X un processus et F; sa filtration c n dit que le processus est de Markov
si pour tout n, pour toute fonction bornée F définie sur RZ, p t] <ty <..<ty

E(F(X8+t17Xs+t2) ceey Xs—i—tn)/g:s +t1aXS+t2, veey Xs+tn)/Xs~

ceci implique en particulier que pour toute foncti bornée

E(f(X:)/Fs) X,) Vt > s.

1.4 Rappels sur les variabl él)ires gaussiennes

Une variable aléatoire X a valeurs dite gaussienne (normale) centrée réduite ot normale
standard si elle admet pour densité f(z)= —— exp(—z2—2). On note X ~ N(0,1).
La transformée de Laplace de X est

On a E(X) =0, E(X?) .
Pouro >0etm € R o ] iable aléatoire réelle Y suit une loi gaussienne (m, o?) si Y vérifie
1 "une des conditions s

1. Y =0X +m ox
2. la densité de
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Le mouvement brownien 6

4. Sa transformée de Laplace est
A202

E (e,\X> — At

On a alors E(Y) =m, Var(Y) = o2

1.5 Le mouvement brownien

1.5.1 Historique

Le botaniste Robert Brown observe en 1828 le mouvement irrégulier de particules de pollen en suspension
dans l'eau. En 1877, Delsaux explique les changements incéssants de direction de trajectoires par les chocs
entre les particules de pollen et les molécules d’eau. Un mouvement de ce type est qualifié de" mouvement
au hasard".

En 1900, Bachelier, en vue d’étudier les cours de la Bourse met en évidence le caractére "markovien" du
mouvement brownien : la position d’'une particule a l'instant ¢ + s dépend de sa position en t et ne dépend
pas de sa position avant t. Il convient d’insister sur le caractére précurseur de Bachelier et le fait que la
théorie du mouvement brownien a été développée pour la Bourse avant de I’étre pour la Physique.

En 1905, Einstein détermine la densité de transition du mouvement brownien par 'intermédiaire de I’équa-
tion de la chaleur et relie ainsi le mouvement brownien et les équations aux dérivée partielles. La méme
année, Smoluchowski décrit le mouvement brownien comme une limite de promenades aléatoires.

La premeére étude mathématique rigoureuse est faite par N.Wiener qui exhibe également une démonstration
de I’ existence du brownien. P.Levy (1948) s’intéresse aux propriétés fines des trajectoires du brownien.

Depuis, le mouvement brownien continue de passionner les probabilistes, aussi bien que pour I’étude de
ses trajectoires que pour la théorie de 'intégration stochastique (Wiener,Ito ,...).

1.5.2 Deéfinitions et premiéres propriétés

Soit (2, F, P) un espace probabilis¢ et un processus B = (By,t > 0).
Définition 1.14. Un processus stochastique réel (By,t > 0) est appelé mouvement brownien standard si les
cing conditions suivantes sont satisfaites :

1. P(By=0) =1 (le mouvement brownien est isssu de l ’origine).

2. Le processus B est a accroissements indépendants. c’est a dire pour n-uple 0 < t1 < to... < t,, d’
instants, les variables aléatoires By, B, — By, ... , By, — By, | qu’on appelle les accroissements de
B sont indépendants.

3. Pour tout ti—l < ti, Bt,- - Bti—l ~ N(O,ti — ti—l)
4. Pour chaque t la variable By suit la loi N(0, ).

5. Les trajectoires t — By(w) sont continues pour presque tout w.
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Le mouvement brownien 7

Proposition 1.1. Un processus (B, t > 0) dont les trajectoires sont p.s continues est un mouvement brow-
nien si et seulement si ¢’est un processus gaussien centré de convariance inf(s,t). De plus les accroissements
B, — Bs, s <t ~N(0,t — s) et By — By indépendant de o(Xs,s < t).

Preuve.
Supposons que B satisfait aux conditions de la définition 2.11, a cause de (4) et de I'indépendance , la
relation B, = Bs + (By — Bs) se traduit an niveau des fonctions caractéristiques par

2 2
o (1) < (- st

2(4_
d’ow il suit que la fonction caractéristique de By — By est exp (—w

Pour montrer que B est gaussien, il faut montrer que pour des instants 0 =ty < ¢; < ... <, et des scalaires
a; quelconques la variable aléatoire " | a;B(t;) est gausienne mais en remplagent By, par ZZ:l(Btk —By,—1)
on voit que cette variable est une combinaison linéaire de gaussiens indépendantes et est donc gaussienne.
Finalement pour s <t

Cov(By, Bs) = E[Bs(Bs + By — Bs] = E[B,*] = s

ce qui démontre 1 ’implication directe .

Réciproquement, on peut d’abord constater que si B est un processus gaussien centré de covariance
inf(s,t), By suit une loi N(0,¢) et il reste & montrer que les accroissements sont indépendants Comme le
processus est centré gaussien, il suffit de montrer que les accroissements sont orthogonaux, soit que pour
0=ty <t1 <ty <tg <ty Cov(By, — By, B, — Bi;) = 0 or ceci résulte facilement de ’hypothése. m

Proposition 1.2. (loi temporelle du mouvement brownien)

Soit 0 <t < ...<t,.

La loi temporelle du vecteur (By,, By,,...By,) est une loi normale a n dimensions dont la densité conjointe
f(x1, 29, ...2y,) est donnée par :

1 1 (22  (z2—21)? (zp, — xn1)2>]
1,22, ...2 = = exp|l—— | —+—"--"+...F ——
fer, o2, ) 2m) 3\ /t1(t2 — 1) (tn — tn1) p[ 2 <t1 tr—t tn — tu1
_ ﬁ 1 - (i —xi—1)
— 27T(ti — ti—l) Z(tz - tz—l)
Preuve. Soit g une fonction borélienne nous avons :
E[g(Bt1>Bt2> S Btn)] = E[g(Btw (Btz - Btl) + Btw s (Btn + (Btnfl - Btn72) +.t Btl)]

= /g(y1,y2+y1,---7yn+yn_1+---+y1)

7& _ 1’/22 _ yn2
e t e ta—t1 e in—tn-1
X X X oo X ——————
\/27Tt1 \/27Tt2 -1 N 21ty — th—1
_ g(z1, T2, ...
(2m)2\/ti(ta — t1).(tn — tn—1)
1 2 _ 2 _ _ 2
X exp|—= 71 + 7@2 xl) + ...+ 7@” Ln 1)
2 1 to — 11 tp —th1

La derniére égalité s’obtient par le changement de variables : xp, =y1 +yo + ... + Yy, k= 1,2,...,n
]
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Le mouvement brownien 8

Proposition 1.3. Le vecteur (By,, By,,...By,) est centré et sa matrice de convariance est donnée

t1 t1 ... 1
t1 to ... 19
t1 to ... t,

1.5.3 Généralisation

e Le processus Xy = a + B; est un mouvement brownien issue de a.
e X est un mouvement brownien de drift p si X; = x + ut + 0By ou B est un mouvement brownien.
La variable X; est alors une variable gaussienne d ’espérance  + put et de variance o?t.

1.5.4 Construction du mouvement brownien
construction basée sur la promenade aléatoire

On peut montrer que le mouvement brownien s’obtient comme limite de promenade aléatoire renorma-
lisée.
Cette propriété est exploitée pour des simulations.
Soit, sur un espace probabilisé (2, F, P) une famille de variables aléatoire de Bernouille indépendantes équi-
distribués avec i € N* et

P(Xizl):P(Xi:_l):%

On associe a cette famille la suite (Sp,,n > 0) définie par

So=0et Sy =) 5

i=1

On dit que la suite S,, est une promenade aléatoire (Jeu de pile ou face).

On a E(sp) =0et Var(S,) =n.

On remarque que la suite (S, — Sp, m > n) est indépendante de (Sp, S1, ..., Sn) et que S, — S,, a méme loi
que Sy_n.

On procéde alors a une double renormalisation.

Soit N fixé

*On rameéne Uintervalle de temps [0, N] a [0, 1].

* On change 'echelle des valeurs prises par S,,.

Plus précisément, on définit une famille de variables aléatoires indexées par les réels de la forme %, keN,
par U £ = ﬁsk

OnaE(U%):Oet Var(U%):%.

Les propriétés d’indépendance et de stationarité de la promenade aléatoire restent vérifiées soit

-Sik>F, U% - U%/ est indépendant de (U%;p < K.

-Sik>kK,Ur — Uy ameéme loi que Uj_ .
N ~ =

on définit un processus a temps continue (U, t > 0) a partir de U en imposant a
N

la fonction t — U; d’étre affine entre % et % Pour cela N étant fixé, on remarque pour tout t € Ry, il
existe k(t) € N tel
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Le mouvement brownien 9

que % <t< k(tjz;rl et on pose

k
UtN:U%jLN(t—N)(U%—U )

Z[=

avec k = k(t)

Pour t =1, on a UlN = ﬁs n . Le théoréme central limite implique alors que UIN converge en loi vers une
variable aléatoire gaussienne centrée réduite.

On montre alors que le processus UtN converge en loi vers un mouvement brownien.

En particulier U} T B; et (Utjy, ey Ut]Z) R (Bt,, Bty .., Bt,) pour tout k-uplé (t1, 2, ...tx)

Construction basée sur les séries de Fourier

L’idée isssue de la construction éffectuée par Wiener est de décomposer le mouvement brownien en séries
de Fourier. On va décrire ici la construction d’un mouvement brownien sur [0,7]. On utilise pour cela la
famille suivante (¢ € [0,T]).

g10(t) =1
2i=D/2 i ERl cp <
Gen(t) =4 —207D/2 o By < KEL
0 sinon

Pour n > 1, k impaire
On notera ainsi pour simplifier I’ensemble des indices

| Sn=A{(k,n), k impaire ,k < 2"
’ S =UpSy

Lemma 1.1. (Qk,n)(k nyes €5t une base orthogonale de L?0,1].

Preuve. On vérifie 'orthogonalité. Pour n < n’

1 k/2m (k+1)/2"
/ (B g e (£)dt = 27 / g (£)dlt — / dt) =0
0 (k—1)/2") /2n

car gy o est d’intégrale nulle.
Pour montrer la complétude, on considére une fonction f € L?[0,1] avec f L (Gk.n)
Notons F(t) = fol f(u)du
e Par définition F(0) =0
e comme f L g19 F(1)=0
e comme f L gi1 F(3) = fll f =0 d’aprés le lemme précédant
2
e De méme F(3) = F(3)
On a ainsi montré que F' =0 p.p. On ainsi f =0 p.p (f est positive) m

(kn)es

Définition 1.15. Pour (k,n) € S, t € [0,1], on note

fk,n(t):/o G (w)du.

On a également une famille (Zk,n)(k n)es de variables aléatoires identiquement équidistribuées de loi N(0,1).
On définit alors

n

Ba) =Y > Zrmfrm(t)

m=0 (k,n)ESm
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Lemma 1.2. (B,) converge uniformément p.s sur [0, 1].

Preuve. On va montrer que p.s (By,),, ne varie pas beaucoup. Soit (an,), une suite dont nous fixerons la

valeur ultérieurement.
Zanfkn ) > an)

=P (Sup | Zkm| > 2<"+1>/2an>
k

P<Sup B (t) — Bo_1(1)] >an> - (Sup

0<t<1 0<t<1

< 2P (|Z0] > 20D )
2
S 1 TL/ 6_0’32”
Vamr an
22
< 1e s 19 - . . , . . 400 L e 2
ou on a utilisé I'inégalité obtenue par intégration par partie. fm 7 <

On cherche alors & choisir la suite (a,) de maniére a obtenir
n/2 _29n , .
°> 2 2" < oo car d’aprés le lemme de Borel -Cantelli, On aura alors

sup |B(t) — Bp-1(t)] < ayp
0<t<1

e > a, < oo car on aura alors B, converge uniformément p.s.
11 suffit ainsi de choisir a, = /7%
Notant B la limite des B,,, montrons que B est bien un mouvement brownien. Ceci équivaut ¢ montrer que
B est un processus gaussien centré de covariance E(B;B;) =t A s =1inf(t,s)

(la continuité du procéssus est une conséquence de la convergence uniforme et de la continuité des (fx.n)).
Pour 0 < t; <ty < ..ty <ty (Bn(t1),..., Bp(tx)) est un processus gaussien centré. Il en va donc de méme
de la limite.

Regardons ce qui se passe pour la variance :

E[Bn(s)Bn(t)] = Z Z Z Z ElZymZy ] fom (8) fir s (£)

m=0m'=0 (k,;m)ESy (k',m/)ESL,

— Z Z fk,m(s)fk7m(t)

m=0 (k,m)ESm

donc
E(B,By) = D fem(9) frm(t)
(k,m)€Sm
P 11 !
argyate /0 Ljo,s) (u) 1o, (u)du
e S /\ t
| |
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Le mouvement brownien 11

1.5.5 Propriétés

Soit, (By,t > 0) un mouvement brownien et FZ = o(Bs, s < t) sa filtration naturelle.

Propriété 1.6. Etant donné (B, t > 0) un mouvement brownien, les processus suivants sont également des
mouvements browniens :

— (=Bt)t>0 (propriété de symétrie)

~ (Btya — Ba)t>0 est un mouvement brownien issue de 0V a € R (propriété de Markov faible).

- (CB%),:ZO YV ¢ # 0 (propriété de SCALING)

- Le pcrocéssus B* défini par
B; =0
B: =tB:1
t
Propriété 1.7. (Propriété de Markov simple)
Soit B = (By,t > 0) un mouvement brownien et FP = o(Bs,s < t) sa filtration naturelle. Pour toute
fonction borélienne bornée et pour tout s <t

Jem(=B2)?/2(t-3) g

E[f(By)/57] = Elf(B:)/Bs] = y

¢t_s/f
Preuve. On utilise les propriétés élémentaires de I’espérance conditionnelle
E[f(B)/57 = E[f(Bs + By — By) /7] = E[f (x + By — B)lo—p,
car B est B mesurable et (B; — By) indépendant de F5.

Comme (B; — Bs) ~ N(0,t — s) on peut calculer :

Elf(z+ B~ By)] = ———— [ flz+y)e ¥ /2y

Propriété 1.8. (Propriété forte de Markov) Soit B = (B, t > 0) un mouvement brownien et T un temps
d’arrét a valeurs finies. Pour toute fonction borélienne f bornée et pour tout t > 0

B (Bran)/ 1) = Bl (Broo)/Br) = —= [ f@)e 20 s

En particulier, pour tout temps d’arrét fini T le processus {BtT = Br4¢ — Br,t > 0} est un mouvement
brownien indépendant de 9’75:,

Propriété 1.9. Soit (B:) un mouvement brownien et F; = o(Bs,s < t) sa filtration naturelle,
(Byt)t>0 est une martingale.

PROBABILITE DE PASSAGE DE LA FRONTIERE POUR LE MOUVEMENT BROWNIEN ©DAKAR
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Preuve.
— Par définition (B;) est F; mesurable.

~ Var(By) = E(B,)? — [E(B,)]> =t donc E(|Bi|*) =t < 00 = E(|By|) < oo car L? € L' donc B est
intégrable.
— On va montrer que V s <t E(B;/Fs) = Bs
Soit s < ¢.
E[(B, — Bs)/Fs] = E[B; — By car By — By indépendant de F,. Puisque By — Bs; ~ N(0,t — s) on a
E[(B; — Bs)/Fs] = E[By — Bs] = 0. ce qui entraine que :
E[B:/Fs = E[Bs/Fs] = Bs
[
Propriété 1.10. (B;% — )~ est une martingale.

Preuve.
— (By) est F; mesurable donc (B? — t2) est F; mesurable.
— E(|B? —t*|) < E(|B?|) + t or E(|B?|) = E(|B;|*) = t donc E(|B? — t?|) < 2t < oo donc (B? — t2) est
intégrable.
— soit s <t
on a E[(B; — B,)*/%| = E[(B; — Bs)*| =t —s
D’autre part, on a : E[(B; — Bs)?/F,] = E[B,?/F,] — 2B,E[B;/Fs] + B>
or E[B;/Fs] = By car (By)i>0 est une martingale donc
E|(B; — B,)?*/%] = E|B;?/%,| - B =1t —s.

d'ou E[B;?> —t/F,| = B* — s
]
Propriété 1.11. Pour tout 6 € R, (eeBt_%OQt) est une martingale.

_ 6%t
Preuve. Posons Y; = efBi—75

2

- Vt>0,0B; — %Qt est F; mesurable donc Y; = eeBt_% est F; mesurable.
2

- e =5 ( ) =5 (e %) = S pem)

2
E(e?Pt) est la tranformée de Laplace de la variable aléatoire By ~ N(0,t) donc E(efBt) = e’z" Fina-
lement on a E(|Y;]) =1 < co. Ce qui signifie que Y; est intégrable.

—soit s <t FE (ea(Bt*BS)*%ez(t*S)/Cfs) =F (ee(Bt*BS)*%eﬁ(t*s)) car (By — Bs) indépendant de F.

I (eQ(Bt—BS)—%GQ(t—s)> _ o= B (t-5) 6(Bi—B.)

02t

62¢
efBi—"3 e 2z

2
E (ea(Bt_BS)) est la tranformée de Laplace de la variable aléatoire By— B donc (ee(Bt_Bs)) — Tt
donc F (ee(Bt_Bs)_%GQ(t_5)> =1
— F (eg(Bt_Bs)_%92(t_s)/9’S> =1—F (69&—9;’56—[935—9;3]/?5) =1or e_[GBS_%} est Fg mesu-

rable
2 2 2 2
— ¢ 0B:=3°1p <e€Bt92t/3'“s> =1=F (eaBt%t/?g) = /B3
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[

1.5.6 Régularité du mouvement brownien
variation quadratique du mouvement brownien

Propriété 1.12. V s,t € R, 0 <t < t, (Ag), est une suite de subdivision de [s,t] telle que le pas de ces
subdivisions tend vers 0 alors les expréssions T™F = > (B — Bti71)2 converge en moyenne quadratique
vers (t — s).

Preuve. Nous devons montrer que E[(T?* — (t — 5)?] — 0 quand k — 0.
En se servant du fait que pour une variable N(0, o2), le moment d’ordre 4 est égal & 30* et que les accrois-
sements (B, — By, ,) sont indépendants on a :

B[(T™ — (t — )] = QZ (ti = tio1)? < 2| Ap|(t — 9)

et cette derniére tend vers 0 quand k tend vers oco.
|
Maintenant choisissons des subdivisions de telle sorte que V k, Agy1 soit plus fine que Ag. Dans ce cas
1& on obtient la convergence presque sure de T4%.
Pour simplifier on choisit Vn € N A,, = {0, 2%, ;—ﬁ, ...,t}
Propriété 1.13. Supposons que V n € N A, = {0, 2%, 5—]2, ...,t} et soit

2”

2
TA = Z (BQ% — Bt(;;l))

i=1
alors T®" converge vers t P.p.s.

Preuve.

gn on
2
E(TA) = Zl E(BQ% - Bt@;)) - Zl Var (Bz% - Bt(;l))
i= =

it ti—1)\ et
= Z(zn_ on )Zsznzt

i=1 =1

27L

Var(T?") = Zvar((B%—Bt(énl)f)

i=1
=R =
= > 3 5) =%
i=1
D’aprés 1 ’inégalité de Tchebycheff, on a :
1 3t?
Ay, 2 Any

Comme la série ) 2% converge, on peut utiliser le lemme de Borel -Cantelli qui assure que

1
P (limsup{|TA" —t| > k:}) =0.

o 1
P li T > =4 | =
<kU1 lglsup{‘ = k}> "
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et ceci assure que T2 converge P.p.s vers t. m

Non-différentiabilité

Propriété 1.14. Presque toutes les trajectoires du mouvement brownien ne sont nulle part différentiables
sur RT.

Propriété 1.15. (Propriété de Holder)
Va< % presque toutes les trajectoires du mouvement brownien sont o hélderiennes sur tout sous ensemble
compact de R. c’est a dire VT >0

|Bt - BS|

sup ——— =0 P.p.s lorsque h — 0
5,t€[0,T7;0< [t—s|<h |t — s

Propriété 1.16. Pour a > %, VT > 0 presque toutes les trajectoires du mouvement brownien ne sont pas
a-hélderiennes sur lintervalle [0,T.
1

Propriété 1.17. Pour a = 5 presque toutes les trajectoires du mouvement brownien ne sont pas o-
holderiennes.

Pour la démonstration ces propriétés voir [5]

1.5.7 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

Theoréme 1.3. Soit (B:)st>0 un mouvement brownien alors on a :

B
lim = =0 P.ps .

r—r-+00

Preuve. Soit [t] la partie entiére de t on a V¢ > 0 % = %@ +

D’aprés la loi des grands nombres on a :

Be— By
t

[t]

. B By — Bg—1 _
i e S )

On pose pour n € N*, &, = sup,cp, n+1) |Bs — By
On obtient ainsi V¢ >0 ‘w‘ < %
Comme les variables sont identiquement équidistribuées et intégrables alors d’aprés la loi des grands nombres,
on a
&n

lim =— =0
t—4+oco N

P.ps d’ou le résultat. m

Theoréme 1.4. Soit (By),~, un mouvement brownien alors on a;

: By
xll}grrloo sup % = 400 P.ps
B
lim inf =% = —c0 P.ps
r—+00 \/%
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Preuve.
Bt Bn
P 1i — = > P 1i —_— =
(pronhss)) = #((rnen )
= P < ﬂ {limsuth > M}>
men & Vi
or VM € N

B
P ({limsupn > M}) > limsup P (Bn > M\/ﬁ)
n \/ﬁ n

et
P(BnZM\/ﬁ) =P(B1>M)0

D’autres part {lim sup % > M } est un événément de la tribu asymptotique des variables aléatoires (B,, —

B,,—1) qui sont indépendants donc a pour probabilité 0 ou 1 et d’aprés ce qui précéde cela vaut 1 m

Theoréme 1.5. (loi du logarithme itéré)
Soit B = (B, t > 0) un mouvement brownien alors on a :

P limSUpL =1]=1
=0 2tIn (ln (%))
et
P liminfL =—1] =1
=0 2t In (In (%))

1.5.8 TEMPS D’ ATTEINTE

Theoréme 1.6. Soit (By),> un mouvement brownien. ¥Vt >0 a, b € R (a <0,b> 0) posons :

Su = inf{t € RT; B; & [a,b]}
T, =inf{t € R"; B; < a}
T, = inf{t € R"; B; > a}
Alors Sap, Ty, Ty sont des temps d’arrét qui sont fini P.ps.

Preuve.

P(S, = 400) P({Vt > 0; B; € [a;b]})

P({¥n > 0; B, € [a;b]})

. <n®{31+(32—31)+\/%.+(3n—Bn_l) . Uﬁ;ﬁ]})

— 0 lorsque n —» oo d’aprés le theoreme centrale limite

IN

et ceci nous donne P(S4)— o) = 0.

A2
D’autres part B3 est une F; martingale. En appliquant le théoréme d’arrét au temps d’arrét borné

inf(Ty,t) =t ATy on a
2
E ((3>‘BMT17_A (tzATb)> =1
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or Bia, < b donc on a VA >0

A2(tATy)
E <e_ 2 > > e b

En utilisant le théoréme de Lebesgue on a VA > 0

A2
E <€_2b> > e N

A%,
1{Tb<00} >e 2

et comme

donc en prenant ’espérence on obtient :
P(Ty, < 00) > e YA >0

En faisant tendre A vers 0 on obtient P(7, < +o00) = 1 et pour des raisons de symétrie du mouvement
brownien on a P(T, < +00) = 1.

[

Nous terminons ce chapitre par l'intégrale de Wiener.

1.5.9 Intégrale de Wiener

On note L(R™) I'ensemble des (classes d’équivalence ) fonctions boréliennes f de RT dans R de carré
intégrable c’est a dire f0+oo |£(s)ds < .

C’est un espace de Hilbert pour la norme || f|l2 = (f;~ f3(s))

N|=

Cas d’une fonction en escalier

: Pour f = 11,,) on pose f0+°° f(s)dBs = B, — Bs
Soit f une fonction en escalier de la forme f(x) = > i", fic11), | 4-

on pose
~+o00 n
/ f(s)dBs = Z fi1(By; — By, _y).
0 i=1
La variable aléatoire I(f) = 0+°° f(s)dBs est une variable aléatoire gausienne d’espérance nulle et de

variance f0+°° f?(s)ds. En effet I(f) est gausienne et

(Z fiea(By; — Bti1)>
=1

E
= ( fiflE(Bti - Btil))
i=1
0

car E(By, — By, ,)=0Vi=1,2,...,n

—+00

VarlI(f)] =) f2aVar(By, = By, _,) = ) f2(ti —tio) = 2 (s)ds
i=1 i=1

0
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Si f et g sont des fonctions en escalier on a : I(f +g) = I(f) + I(g) et E[I(f)I(g)] = [p+ f(s)ds
En effet

+oo
I(f+g) = /0 (f + 9)(s)dB,

— Z(fi_l + gi—l)(Bti - Bti—l)

=1

= Z fi—l(Bti - Bti&) + Zgi—l(Btz‘ - Btz‘71)
=1 i=1

= I(f)+1(g)

VarlI(f +g)] = VarlI(f) + I(9)] = Var[I(f)] + Var[I(g)] + 2E[I(f)1(9)]

or

+oo +oo

+oo
Varllf+9l = [ (f+0 s = [

0

f2(s)ds+/

+oo
2
[ s+ /0 F(s)g(s)

Cas général

On utilise un résultat trés connue en analyse : si f € L?(R™), il existe une suite de fonctions en escalier
qui converge dans L?(R*) vers f c’est & dire qui vérifie

o

lim |f — f)Pdz =0
Dans ce cas, la suite f, est de Cauchy dans L?(R*). La suite de variable aléatoire F,, = 0+°° fn(s)dBs

est une suite de Cauchy dans 1 ’espace de Hilbert L?(RT)(en effet ||Fy, — Fiull2 = || fo — fmll2 — 0 quand
(n,m — o0) donc cette suite est convergente.
La limite ne dépend que de f et non de la suite choisie.
On pose
+00 +00
10 = [ s =t [ g,
0 n—oo 0
La limite étant prise dans L?(R™T).
On dit que I(f) est 1 ’intégrale de Wiener de f par rapport a B.
Le sous espace de L?(R*) formé par les variables aléatoires f0+°° f(s)dBs coincide avec l'espace gaussien
engendré par le mouvement brownien.

Propriété

L’application f — I(f) est linéaire et isométrique de L?(RT) dans L?(w) : la linéarité signifie que
I(f+g) = I(f) + I(g) et 1 "isométrie que la norme de I(f) est égale norme de f. Autrement dit ||I(f)|* =
BTN = I = J;7 P(s)ds.

La propriété isométrique implique que E(I(f)I(g)) = [p+ f(s)g(s)ds.
Soit f € L*(R™), la variable I((f) est variable al¢atoire gaussienne centrée de variance [p, f2(s)ds appar-
tenant a gaussien engendré par (By,t > 0) et elle vérifie pour tout ¢

E (Bt . f(s)st) _ /0 " Hs)ds
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CHAPITRE DEUX

PROBABILITE DE PASSAGE DE LA FRONTIERE
POUR LE MOUVEMENT BROWNIEN

Dans ce chapitre, les frontiéres seront désignées par des fonctions.
Nous utiliserons les notations suivantes : 53; = b(t;), oy = a(t;), At; = t; —ti—1, Ax; = x;—x—1, dj = i — oy,
et (t), to=0<t <..<t, =T la partition de I'intervalle [0, 7] de taille n > 1.
on considére aussi les fonctions a et b vues dans l'introduction.

2.1 Formules explicites de la probabilité de passage

2.1.1 Cas d’une frontiére linéaire

nous allons étudier la probabilité
P =Q(t),T) = P{W(t) > b(t);t € [0,T]}

ot b est une fonction linéaire sur U'intervalle [0, 7).
Nous avons le théoréme suivant :

Theoréme 2.1. Soit b une fonction linéaire définie sur [0,T]. C’est a dire que b(t) = ut + v, v > 0,
t € [0,T] alors la probabilité de passage est donnée par

QUb(#), T) = PAW(#) > b(t),0 <t < T} = 1 — & (“{%”) + exp[—2u]® (“%”) (2.1)

ou ®=P(X <t)= \/% fioo exp(—%)dt est la fonction de répartion de la loi normale standard.
La démonstration repose sur les deux lemmes suivants.

Lemma 2.1. Soit ¢ une fonction linéaire définie sur [0,T] alors on a

2¢(0)[e(T) — ]

PW(t)>c(t),t <T/W(T)=2x|=exp|— T

(2.2)

formule de Siegmund (1986, p.375) (voir[14])

Lemma 2.2. Soit X et Y deuz variables aléatoires tel que X ~ N(0,1) et 02, m € R.
SiY =0X +m alors Y ~ N(m,d?).

Preuve. Soit Fy la fonction de répartition de X et Fx celle de X
Posons Y = o X 4+ m.
Fy(y) =P(Y <y)=P(cX +m <y)=P(X < ") = Fx (7)
ce qui entraine que :

fr(y) = Fy(y) = %fx (y - m)

o
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o
= exp | —
oV 2T P

202

@—W]

avec f(z) = \/% exp [—%} qui est la densité de la loi normale standard . m

Preuve. (du théoréme)
Introduisons d’abord le résultat suivant :

P(X1 €A, X € AQ) = / P(XQ € A2/X1 = 331)dPX1(1'1)
A

avec A et Ao appartenant aux tribus respectives A1, By et X1, Xo les variables aléatoires associées.
D’autres part on a

(Wt <ut+v,0<t<T} = {Wt)<ut+ov,t<T;W(t)<ut+uv,t=T)}
= {Wit)<ut+v,t <T;W(T) < uT + v}

Ainsi d’aprés ce qui précéde on obtient
P{W({t)>ut+0v,0<t<T} = 1—P{W({t)<ut+v,0<t<T}

ul'+v
= 1- / P{W(t) <ut+v,t <T/W(T) = z}dPr(z)

—00

avec

or d’aprés le lemme 3.1

PWEt)<ut+v,t<T/W(T)=2a} = 1—=P{W(t)>ut+v,t<T/W(T)=uz}
B <1_ [_2v[uT+v—x]}>
= OXp | =

(On a posé ¢(t) = ut + v donc ¢(0) = v et ¢(T) = uT + v)
Ce qui entraine que :

PIW(H) >ut +0,0<t<T)} = 1- /UM <1 _exp [—WD dPp()

- T
uT+v 2
= 1- exp [_z] dx
—00 V 27T 2T
uT+v

x2 2uvT + 202 — 2uzx
o V2T P [‘H} x [‘ T } o
= 1- /UT—H) L exp [—332] dx
o V27T 2T

ul'+v 1 -9 2
+ exp(—2uv)/ \/Wexp [_(:c2Tv)] dx

Puisque W(T) ~ N(0,T) donc d’aprés le lemme 3.2
W(T) = VTX avec X ~ N(0,1)
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ainsi Y& — x ~ N(0,1)

VT
Soit la variable aléatoire Zp suivant la loi N(2v,T) et fz, = \/;TTTexp [— (wg?)Q} sa densité. D’aprés le

lemme 3.2

Zp =VTX + 20 < ZTJTQU: X ~N(0,1)
En notant ¢, ¢z,. et ¢y, les fonctions de répartition respectives de X = %, Zp, et W(T), la probabilitéde
passage peut s’ écrire

P{W(t)>b(t),0<t<T} = 1-—¢w,(ul +v)+exp(—2uv)pz,(uT +v)
= 1—P[W(T) < uT + v] + exp(—2uv)P[Zp < uT + v]

(W (T) uT—I—U]
= 1—-P + ex —2uvP\/TX—|—221<uT—|—v
2 < en(-2u0)P) |
[ uT + v ul — v
= 1-P|X<—— | +exp(—2uv)P | X < ———
< T emap [x <
[ ul +v ul — v
= 1-PlX < +exp(—2uv)P | X <
| Fet-amp [x < M

— 1-0 (“Ig/;v> + exp|—2uv]® <“’T\/%”>

2.1.2 Cas d’une frontiére linéaire par morceaux

Définition 2.1. Soit (t;)I, une partition de | ’intervalle [0,T]. On dit que la fonction b est linéaire par
morceaux sur [0,T] si b est linéaire sur chaque intervalle [t;—1,t;], i =1,2,...,n.

nous avons le résultat suivant :
Theoréme 2.2. Si b est une fonction linéaire par morceaux sur [0,T] et (t;)7_, une partition de Uintervalle
[0,T] alors la probabilité de passage de la frontiére est donnée par

Q(b(t),T) = PAW(t) = b(t); t € [051]} = 1 — Eg[W(t1), W(t2), .., W(tn)] (2.3)

g(z) = le 1o, g((i) (1 — exp [—;i(ﬂiq —zi-1)(Bi — CCZ)D

avec x = (21,2, ...,Tn) ", 29 = 0, et 1(.) la fonction indicatrice.

Preuve. soit b une fonction linéaire par morceaux sur [0, 7.
D’aprés la propriété forte de Markov sur le mouvement brownien (Billingsley 1986,section 37) on a :

POV <b).0<t<T) = [ POV <blt). s £ < T/W(tr) = 21 )dP, (1)
B1
= | PAWQE) <b(t),t <ta/W(t) = a1}

X

P{W(t) < b(t),tl <t< T/W(tl) = :L‘l}dPtl (IL‘1)

avec

dPtl(ﬂjl) 1 |: 5[312:|
= exp
dry vV 2mt
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Puisque b est linéaire sur [tg,t1] = [0,¢1], D ’aprés 2.2 le premier facteur du dernier intégrale donne :

280(B1 — 961)}

P{W () < b(t),t < t1/W(t1) = 2} = 1 — exp [_ !

De plus en posant W (t1) = 1, le procéssus W (t+1¢1) — W (t1) = W(t+t1) —x1 (propriété de Markov faible)
est un mouvement brownien issu de | ’origine. Ainsi le deuxiéme facteur du dernier intégrale donne :

P{W(t) <b(t),ty <t <T/W(t1) =21} = P{(W(t) <blt+t1) —x1,t <T —t1}

= f_ﬁgwl (1 — exp [——2(517212(5273:2)})

XP{W(t) <b(t+t1) —x1,ta—t1 <t <T —t1/W(tg — t1) = x2}dPry—t, (x2)

_fb’z 1— exp[ 2(B1— wl)(ﬁfﬂ)D

to—11
XP{W(t) <b(t+t1) —x1,ta—t1 <t <T —t1/W(ta — t1) = 29 — 21 }dPpy—¢, (x2 — 21)
= ffio (1 — exp [—WD
X P{W (t) < b(t + t2) — w9, t <T — to}dPsy—, (w2 — 21)

On obtient :
P{W(t) <b(t),0<t<T}

= Ji oo (1) (1 — exp [~ 2200 )

% i 1)ooaf(w2) (1 = exp [~ 2= ) o PW(E) < bt + 1) — 2.t < T = ta}dPyy o (w2 — 21) | AP, (1)

avec

1 (1‘2 —1’1)2
dP — Tro — T = —F——¢€X — d.’L’

D’aprés Fubini ceci est équivalent a
P{W(t) <b(t),0<t<T}
2 —x 2(81—x —x
— ng 1]—oo,ﬁ1[($1) (1 — exp |:_ 50(/3;1 1):|) 1]_00752[(.%2) (1 — exp |:_ (81 t;z(fo 2):|)

XP{W(t) < b(t + t2) - l’Q,t § T— tg}dptl (xl)dptzftl (ZEQ — {L‘1) .
En appliquant les mémes étapes a la probabilité

P{W(t) <b(t+ty —x9,t <T — 1o}
et en répétant la procédure on obtient :
P{W(t) < b(t + tn—l) — Tn—1,t <1y — tn—l}

= f_ﬂgo—xnfl P{W () < b(t+ tn_1) — Zp_1,t < tn — tn1/W(tn — tn_1) = 2p}dPs, s _, (xn)

= fﬂn < b(t + th— 1) — Tp—1,t <tp —Tn— I/W(t —tn— 1) =Tn — Tp— l]dPtn—tn,1 (wn - wn—l)
= 7 (1 — exp [— (= ltfftnlz(lﬁn x”)D APy, 4,y (Tn — Ty 1)
= Jr Yoo 6l (1 — exp [_ 2(5%1;?5:3(16”7%)}) APyt (Tn — Tn-1)
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donc

P{W(t) <b(t),0 <t <T}
= o) (100 [ o) (1 o [0

X X 1]—00,,Bn[ (1 — exp [_ 2(5n—1*£n—1)(ﬂn*£n)i|) dPy, (wl)de,U (z2 — xl)“'dptn*tnfl(xn — Tp_1)

tnftn—l

= Jgn [Hznzl L)oo, ,1(2) (1 — exp [_Alti(ﬁifl —zi-1)(Bi — iUi)] )} [Tis) APy, (2 — 2i-1)
= Jgn [H?:l Lo i (24) (1 — exp {—A%i(ﬁiﬂ —zi-1)(Bi — xz)])} [T, ——Lt—exp {—%] dz;

Qﬂ(tiftl‘,l)

On reconnait la densité du vecteur (W (t1), W(ta),...., W(t,)) donnée par

n

I DR S I G
f($17$27---7$n)—i1;[1\/m p[ 2(ti—ti_1)]

(voir proposition 1.2 chapl)

Ceci entraine que

P{W(t) < b(t),0<t<T} = /Rn [ﬁ 1) oo, :( () (1 — exp |:_A2t7;(/8i1 —xi—1)(Bi — am)])]
=1

x  f(z1,x2,..xy)dz1dxs.. .dT)
= Elg(W(t1), W(t2), ..., W(tn)]

avec

g(x) = E Lo, (4) (1 — exp [— AQti (Bi—1 — xi—1)(Bi — xﬁ])
Finalement on obtient :

Qb(t), T) = P{W(t) > b(t);t € [0:¢]} = 1— P{W(t) <b(t),0<t<T}
= 1-E[g(W(t1), W(t2),..., W(tn)]

2.1.3 Cas de deux frontiéres linéaires par moceaux

Dans cette partie, nous considérons la probabilité suivante :
Py = Q(a(t),b(t),T) =1 — P{a(t) < W(t) <b(t);t € [0,T]}

avec a et b des fonctions continues sur [0, 7] et vérifient a(t) < b(t) Vt € [0,T]; a(0) < 0 < b(0).

Theoréme 2.3. Si les fonctions a, b € C[0,T] (ensemble des fonctions continues sur [0,T]) alors la proba-
bilité de passage est donnée par

Qa(t), b(t),T) = 1 — Pla(t) < W(t) < b(t):t € [0,T]} = 1 — Eg[W(t1), W(ta), ., W(ta),  (2.4)
g(:c) = H 1}0{1.’ 52[($l) X P[a(t + ti—l) —Tim1 < W(t) < b(t + ti—l) —xi—1,t < Atl/W(Atl) = Aa:,] (25)
=1
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Preuve. D’aprés la propriété forte de Markov sur le mouvement brownien(Billingsley 1986, section 37)

Pla(t) < W(t) < b(t),0 <t <T] = /Bl Pla(t) < W(t) < b(t),t1 # t < T/W(t1) = 21)dP;, (1)

1

or

Pla(t) < W(t) < b(t),t; #t < T] = Pla(t) < W(t) < b(t),t < t; < T] x Pla(t) < W(t) < b(t), ¢t < t < T]

donc on a

Pla(t) < W(t) <b(t),0 <t <T]
f ) < W(t) <bt),t <ty <T/W(t1) = z1]
XPla(t) < W(t) < b(t),t1 <t <T/W(t1) = x1]dPs, (1)
f t—i—to) —x0 < W( ) < b(t+t0) —x0,t <ty —tg < T/W(tl —t()) =12 —l‘o}
X Pla(t) < W(t) <b(t),t1 <t <T/W(t1) = z1]dP,, (1)
Posons W (t;) = x1, le procéssus W (t +t1) — W (t1) = W(t + t1) — z1 est un mouvement brownien issue
de l'origine.
Pla(t) < W(t) <b(t),t1 <t <T/W(t1) = 1]

=Pla(t+t1) —x1) < W(t) <b(t+t1) —x1,t <T —t4]

= [2T5 Pla(t+ 1) — a1 < W(t) <b(t+t1) — a1, < to — t1/W(ta — t1) = 23]
xPla(t +t1) —x1 < W () <b(t +t1) —21,t2 —t1 <t <T —t1/W(ta — t1) = z2]d Py, 4, (72)

f [a(t+t1) —x1 < W(t) < b(t+t1) —x1,t <t —t1/W(ta —t1) = 22 — 21]
XPla(t +t1) —x1 < W(t) < bt +t1) —w1,te —t; <t < T —t1/W(ta — t1) = x9 — 21]dPsy—t, (T2 — 1)
on a donc

Pla(t) < W(t) < b(t),0 <t < T]

= Jg Yay,a(z1) Pla(t +to) — x0 < W(t) < b(t +to) — w0, t < t1 —tg < T/W(t1 — to) = 21 — o]
X Jo Yangol(z2) Pla(t + 1) —x1 < W(t) < b(t +t1) — x1,t < ta — t1/W (ts — t1) = x2 — 1]
Pla(t+t) —a1 < W(t) <b(t+t) —z1,ta—t1 <t <T —t1/W(ta —t1) = 22 — 21]dPyy ¢, (v2 — 21)d P, (1)

avec g =0et tg =0
d’apres Fubini on a
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P[a(t) <W(t) < b(t),O <t< T]
= fRQ l]ah/@l[(xl)P[a(t —l—to) — T < W(t) < b(t + t()) —x0,t <ty —tg < T/W(tl — to) =T — xo]
Xl]abﬁz[(xg)P[a(t + tl) -1 < W(t) < b(t + tl) —x1,t <ty — tl/W(tQ — tl) = x9 — 1‘1]

xP[a(t + tl) —T1 < W(t) < b(t + tl) —x1,ta —t1 <t < T— tl/W(tQ — tl) = X9 — xl]dPtl (xl)dptg—tl (.%'2 —
x1)

Posons Wty —t1) = 9 — 1
Le procéssus W (t +ta) — W(ta —t1) = W(t +t2) — (v2 — 1) est un mouvement brownien issue de 'origine.
En substituant ¢ par t 4+ to — t1
on a P[a(t+t1) —x1 < W(t) < b(t+t1) —x1,ta —t1 <t < T—tl/W(tQ —tl) = I —CL’l]
= P[a(t+t2—t1+t1)—l‘1—$2+$1 < W(t) < b(t+t2—t1 +t1)—$1—$2+$1,t2—t1 < (t'f‘tg—tl) <T-— tl]
= Pla(t + ta) —xo < W(t) < b(t + t3) — x2,t < T — t9]
= [272 Pla(t + to) — w2 < W(t) < bt +t2) — w2,t <t — Lo/ W (ts — ts) = 3]
><P[a(t + t2) — X9 < W(t) < b(t + tg) —To,ly3 —to <t <T — tg/W(tg — tg) = xg]dPt3_t2 (.Tg)
f t—i—tg) — T < W( ) < b(t—l—tg) —x9,t < 13 —tg/W(tg —tQ) = I3 —.CCQ]
xP[a(t + t2> — T2 < W(t) < b(t + tz) —xo,t3 —ta <t < T — tg/W(tg — tg) = T3 — xg]dPt3_t2(x3 — .%'2)
En appliquant les mémes étapes précédentes on obtient
Pla(t) < W (t) < b(t),0 < t < T
= ng 1](11”31[(.%'1)P[a(t + to) — T < W(t) < b(t + t()) —x0,t <t1 —tg < T/W(tl — to) =T — .CL'(]]
Xl]a%BQ[(J}Q)P[a(t + tl) —x1 < W(t) < b(t + tl) — 21,6 <19 — tl/W(tz — tl) = T9 — $1]
Xl]a&ﬁ?’[(l‘g)P[a(t + tz) — T < W(t) < b(t + tz) — 2o, <13 — tQ/W(tg — tz) =3 — 1'2]
xP[a(t+t2) — X2 < W(t) < b(t+t2) —Xo,l3 —ta <t < T—tg/W(tg —tg) =23 —1'2]
dPtl (.’El)dPtQ,tl (272 — ml)dPt37t2 (333 — SCQ)

En répétant la procédure jusqu’'a n — 1 on obtient :
Pla(t + tp—2) — xp—2 < W(t) < b(t + tn—2) — xn_2)],t <T —t,_9]

ff: 11 an > Pla(t +tn—2) — xp—o < W(t) <b(t +tn—2) — Tp-2,t < tpn_1 —tn_o/W(th—1 — th—2) = Tn_1]
XP[CL(t—{—tan) —Tp—2 < W(t) < b(t+tn72) —Tp2,t <T — tan/W(tnfl _tn72) = xnfl]dptn,lftnfg (xnfl)
= ff::ll P[a(t + tn,Q) — Tp—o < W(t) < b(t + tn,Q) —Tp—2,t <Tp_1— tn,Q/W(tn,1 — tn,Q) =Tp_1— .Zn,Q]

XP[a(tthnfg)*l‘an < W(t) < b(thtn,Q)*fEn,g,t <T— tn72/W(tn71*tn72) = Ct?n,l*l‘nfg]dptn_lftn_Q (.’L’nflf
mn—2)

Ce qui entraine

Pla(t) < W(t) < b(t),0 < t < T] Ragaorf- gfafaff.cam %;

LE NUMERO | MONDIAL DU MEMOIRES
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= Jgo—1 Yaygi[(@1) Pla(t + to) — xo < W(t) < b(t +to) — xo,t < t1 —to < T/W(t1 —to) = x1 — x0]
Xl]ag,ﬁg[($2)P[a(t + tl) —x1 < W(t) < b(t + tl) —x1,t <ty — t]_/W(tQ — tl) = T9 — 1‘1]

Xl]a3,63[($3)P[a(t + t2) — T2 < W(t) < b(t + tz) —xo,t <13 — tQ/W(tg — tg) = I3 — 332]

X ... X

1}(}”7175”71[(3}”71)P[a(t + tnfz) — Tp—o < W(t) < b(t + tnfg) — Tp_2,t < tp—1 — tnfz/W(tnfl — L‘n72) =
Tp—1 — xn—Q]

XP[a(t+tnf2)_$n72 < W(t) < b(t‘i’tan)_xanat <T- tn72/W(tn71_tnf2) = $n71_$n72]dptn,1ftn,2 (xnfl_
mn—?)

XdPtl (H?l)dPtQ_tl (.fg — xl)dPt3_t2 ([133 — xg) ....... dptn—l—tn—Q (xn—l — xn_2>

En posant W (t,—1 — tn—2) = Tp—1 — Tn_2, le procéssus

W(t +tp—1— tn—2) - W(tn—l - tn—?) = W(t +itp—1— tn—2) - (wn—l - wn—Q)

est un mouvement brownien isssue de 'origine .En substituant ¢ par ¢ + t,_1 — ¢,,—2 on obtient
P[a(t + tn72) — Tp—2 < W(t) < b(t + tn72) —Tp2,t <T — tnf2/W(tn71 - 751172) =Tn-1— l‘nf2]

= Pla(t + tp-1) — xpn_1 < W(t) <b(t +tn-1) — Tp_1,t <T —ty_1]
= P[a(t + tn—l) —Tp-1 < W(t) < b(t + tn—l) — Tp-1,t < tp — tn—l]
= [0 7I Pla(t+tn) —2n—1 < W(t) < b(t+tn1) —n-1,t < tn—tn_1 /W (tn—tn_1) = a]dPs, _,_, (xn)

_fﬂn a(t + tn_1) — Tn1 < W(t) < b(t + tp_1) — Tp1,t < tn — tn1/W(tn — tn_1) = Tp — Tn_1]

dPtn,—tn,l (xn - xn—l)

Finalement nous obtenons :

Pla(t) < W(t) <b(t),0 <t <T]
= fR” l]ahﬁl[(xl)P[a(t + to) —xg < W(t) < b(t + t()) —x0,t <t —tg < T/W(tl — to) =T — 330]

X1y go(T2) Pla(t +t1) — 21 < W(t) <b(t +t1) — 21, <tg —t1/W(ta — t1) = 12 — 71]

X1y, 83[(T3) Pla(t +t2) — 20 < W(t) < b(t +t2) — x2,t < t3 —t2/W(t3 — t2) = 13 — 72]

X ... X

Bap1,80a[(@n—1)Pla(t + th—2) — 2n2 < W(t) < b(t +tn—2) — Tn-2,t < tn1 —tno/W(th-1 —tn2) =
Tn—1 — Tp—2]

X Ba[(Tn) Pla(t + tn-1) — Tn—1 < W(t) < bt +tn-1) — Tn-1,t <tn —tn1/W(tn —tn-1) = Tn — Tn-1]
XdPy, (x1)dPyy—t, (x2 — 21)dPry—t, (X3 — 22)....... AP, —t, o(Tn—1 — xn—2)dP:, 1, (Tn —Tp_1)

En posant At; =t; —t;_1 et Ax; = x; — ;-1

Pla(t) < W(t) < b(t),0 <t <T]

= fR” _ az,ﬁz[( )P[a(t + ti—l) — T < W(t) < b(t + ti—l) —xi—1,t < AtZ/W(AtZ) = A.CEZ]

PROBABILITE DE PASSAGE DE LA FRONTIERE POUR LE MOUVEMENT BROWNIEN ©DAKAR



Calcul approché de la probabilité de passage dans le cas des frontiéres quelconques 26

noo_ 1 _(wi—zi1)®
x [Ty mexp [ Q(ti_ti—l)i| dx1dxs...dzy,

= Jgn ITimy Yoy (@) Pla(t 4+ tio1) — xzio0 < W () < b(t+tio1) — zio1,t < Aty/W(At;) = Axy]

X f(x1,xe, ....ty)dr1dTs...dTy,

g(x) = H 1(a¢<xi<ﬁ¢)P[a(t + tz‘_l) - < W(t) < b(t + ti—l) —xi—1,t < AtZ/W(Atz) = A.CCZ]
=1

D’ou

Q(a(t),b(t),T) = 1—Pfa(t) < W(t) <b(t);t € [0,T]}
= 1-Eg[W(t1), W(t2), ... W(tn)]

]
Maintenant on considére le cas ou les fonctions a et b sont linéaires par morceaux.

Theoréme 2.4. Si a et b sont des fonctions linéaires par morceaux sur [0,T] avec (t;)7_, une partition de
Uintervalle [0,T) alors la probabilite de passage est donnée par

Q(a(t)v b(t), T) =1- Eg[(W(t1)7 W(t2)7 e W(tn)] (2.6)
g(IE) = H I]Ch', 51[(:62) 11— ZQ(Z’]) (27)
-1 =1
q(i,j) = exp {_AQti [jdi—1 + (cim1 — xi—1][ids + (0 — xi)]}
— €xp {— z; Jdi—1d; + di—1(0; — z3) — di(0i—1 — xi—l)]}
+ exp {_A2ti di—1 — (Bi—1 — xi—1][ids — (Bi — iﬂl)]}
— exp {—Z‘i ljdi—1d; — di—1(Bi — x;) + di(Bi—1 — $i—1)]} :

2.2 Calcul approché de la probabilité de passage dans le cas des frontiéres
quelconques

2.2.1 Cas d’une frontiére

On suppose que la fonction b est non linéaire. Notre but est d’approximer la probabilité
Q(b(t),T) = P{AW(t) = b(t); t € [0, TT}

Nous allons utiliser deux approches : La premiére approche est basée sur 1 ’idée suivante :
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Soit 0 < t; < t9... < t, = T une partition de lintervalle [0,7] et b, une suite de fonctions linéaires
par morceaux sur [0, 7] tel que by, (t;) = b(t;) aux points t;, i = 1,2,...,n.
Nous avons alors le résultat suivant :

Theoréme 2.5. Si b, converge uniformément vers b lorque n — +oo sur [0,T] alors

Q1) T) =1~ lim Eg(W(t1), W (t2), ., W(ta) (28)
& 2
g(x) = 21;[1 1)_oo, gi[(Ti) <1 — exp {_Ati(ﬂi_l —xi—1)(Bi — xz):|)
i 2
= Z]T{ 1]_00, bn(tl)[(CCrL) <1 — exp [M(bn(tll) — xifl)(bn(ti) — :L‘Z):|) .
Preuve.

Le résultat est une conséquence immédiate de la convergence uniforme de by, (t) vers b(t) et de la propriété
de continuité de la mesure de probabilité.
|

La seconde approche consiste & encadrer la probabilite Q(b(t),T) par deux probabilités de passages
définies par des fonctions linéaires par morceaux. Nous considérons le cas spécial ou b est concave ou convexe
sur [0, 7.
Soit b, une suite de fonctions linéaires par morceaux sur [0,7] tel que b,(t;) = b(t;) et b} une suite de
fonctions linéaires par morceaux sur [0, 7] definie par

s« ) bu(t) +sup << | b(t)
%@—{baw—w£ggﬁmw

Les suites de fonctions by, et b} définies ci dessus sont continues et linéaires par morceaux sur [0, 7).
De plus by, et b}, convergent uniformément vers b respectivement en dessous et dessus si b est concave et en

n(t) | sib est concave

-
— by (t) | sib est convexe

dessus et dessous si b est convexe.
Nous avons le théoréme suivant :

Theoréme 2.6.  — Si la fonction b est concave alors Q(b(t),T) vérifie
Qb (1), T) < Q(b(t), T) < Q(bn(t), T).
~ Sib est conveze alors Q(b(t), T) vérifie
Qbn(t),T) < Q(b(1), T) < Q(by,, T).
Qbn(£),T) et Q(b%(t),T) sont données par (2.3).

Preuve. Notons que si la fonction b est concave sur U'intervalle [0, 7] alors by, (t) < b(t).
Cette inégalité devient une égalité aux points t;;i = 1,2, ..., n.
D’autres part puisque b} (t) = by, (t) + supgi<p | 6(t) — bn(t) |
On a alors o
ba(t) < b(t) < B (1),

En posant : P, = P{W (t) < b,(t),t € [0,T]}; P, = P{W(t) < b} (t),t € [0,T]}
Par la monotonie de la mesure de probabilité(A C B < P(A) < P(B)) On obtient :

Py <P{W() <b(t),t € [0,T]} <P, & 1—P,<1—P{W(t)<bt),te[0,T]}<1- P,
& QL(1),T) <Q(0(1),T) < Q(ba(t),T)
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|

On démontre de la méme maniére le cas ou b est convexe sauf qu'ici on aura b(t) < by(t).

La précision de | ’approximation est donnée dans chaque cas par

| Q(n (1), T) — Q(by, (1), T) |.
Cependant il exixste une méthode tel que la précision de 'approximation soit bornée. L’idée consiste a

déterminer 1 ’entier n tel que | Q(b(t),T) — Q(by(t),T) | soit bornée par une fonction.
Nous introduisons le théoréme suivant :

Theoréme 2.7. Soit b, une suite de fonctions linéaires par morceaux tel que b,(t;) = b(t;), i = 1,2,...,n
avec b une fonction concave.
Pour tout € > 0 et entier n, si

alors on a

A = |QOB®),T)—Qbn(t),T) |

= | P[W(t) <b(t),t <T)— P[W(t) <bp(t),t <T]|
< | PW(t)<d(t)+e,t <T|—PW(t)<d(t),t<T]|
< | PW(t) <d(t) +e,t <n]—PW(t) <d(t),t <n]|
+ [ PW(t) <d(t)+en<t<T]-PW(E) <dt),n<t<T]]
= A1+ Ay
Pour tout 7 tel que 0 < n < ng
Ay = [ Q(d(t) +e,n) — Qd(t),n) |
< Qd(t) +e,n)
< P(sup W(t) > cs)

0<t<n

()

¢e = inf ¢(t) >0
0<t<no

avec

et @ la fonction de repartition de la loi normale standard.
Pour Ag notons que le procéssus W (t) — € est aussi un mouvement brownien issue de —¢ et alors si

q(u) = PIW(t) <d(t),n <t <T/W(n) = ul

[ a6 () -6 (L)
T () o)

= [ (5 ) [Lo(r)
= 2o (57) 2 (57)]

- (i)
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¢ étant la densité de la loi normale standard.

Ainsi on a :
Ay < 2_2¢<5%>+4®<2jﬁ>_2
o) ()
|

cependant on peut trouver 1 ’entier n tel que

€
sup | b(t) —by(t) |< 3
0<t<T
soit verifié.
Nous considérons le cas ou la partition de lintervalle [0,7] est uniforme (¢; =
théoréme suivant :

%) Nous avons alors le

Theoréme 2.8. Supposons que le fonction b(t) € C1[0,T] et que la dérivée premieére satisfait a la condition
de Lipschitz | b'(t) —b'(s)| < L | t—s|V s, t € [0,T]. Sibu(t;) = b(t;), t; = L i =0,1,....,n alors la
condition

sup | b(t) — ba(t) |< =
0<t<T 2

est verifiée pour tout n > %\/g
De plus si b(t) € C%([0,T]) alors la constante de Lipschitz est donnée par

L=|c"()ow= sup |"(t)].
0<t<T

Preuve. on a

On veut montrer que

T /L
pour n > 54/ 7.

) T L T2 T, T2 de
supposons quonanzf\/;énzfg Z

|
2.2.2 Cas de deux frontiéres
Nous voulons approximer la probabilité
Q(alt).b(t), T) = 1 — Pla(t) < W(t) < b(t), ¢ € [0,T]}

olt a et b sont supposées non linéaires sur [0, 7).
Nous avons le théoréme suivant :

Theoréme 2.9. Soit a,, et by, des suites de fonctions linéaires par morceauz sur [0,T] convergeant respecti-
vement de maniére uniforme vers a et b. Alors on a

Q(a(t), b(#), T) =1 — Tim P{an(t) < W(t) < ba(t), ¢ € [0, T}, (2.9)
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avec

Plan(t) <W(t) <bu(t),t € [0,T]} = Eg[(W(t1), W(t2), ... W(tn)]

ol
9(@) =[] Yan), buceoi(@i) | 1= a(i5)
i=1 j=1

Preuve. Le résultat est une conséquence immédiate de la convergence uniforme de a,(t) vers a(t) et de
by (t) vers b(t) et de la propriété de continuité de la mesure de probabilité.

[

On peut utiliser la deuxiéme approche de la section précédente pour approximer cette probabilité. On définit
ainsi de nouvelles fonctions a (t) et a,(t).

Considérons les fonctions b (t) , by, (t) définies précédamment.

Soit a’(t) , an(t) tel que

et
0t (1) = an(t) +supg<i<r | a(t) — an(t) | sia est concave
| an(t) = supgcy<r | a(t) — an(t) | sia est convexe

Alors b} (t),bn(t), af (t),an(t) s’approchent de b(t) et a(t) a 1 ’intérieur et a l'extérieur si b est concave et
a convexe.

Theoréme 2.10. La probabilité de passage Q(a(t),b(t),T) vérifie
Qan(1),b,(1), T) < Q(a(t), b(t), T) < Qan(t), bn(t), T)
ot Q(ay(t),br(t),T) et Q(an(t),bn(t),T) sont donnée par (2.6).

La précision de I'approximation est donnée par

| Q(a;(t),b;;(t),T) - Q(an(t)abn(t)aT) | .

Pour terminer cette partie nous proposons une autre méthode pour approximer Q(a(t),b(t),T). cette mé-
thode est basée sur 'idée suivante : Puisque Var[W (t)] =t, si [ti—1,t;] est suffisament petit tel que

At; < c infy, <4<y, | b(t) — a(t) | pour une constante ¢ > 0, alors la probabilité pour que W (t) franchit les
deux frontieres a(t) et b(t) sur [t;—1,t;] est trés petit et est sensiblement égal a 0 quand At; — 0.

Ainsi la probabilité conditionnelle

P[a(t + tifl) — ml;l) < W(t) < b(t + tifl) - xi,l),t < Atz/W(AtZ) = sz]

peut étre approximée par

Aa;
1-P [W(t) < A(; t4 iy — a1, t < AL /W(AL) = sz}
AB;
—P W (t) > AL t+ Bic1 —xi_1,t < Ati/w (Atz) = Ax;

=1—exp [_;ti(ai—l —xi-1) (0 — xi):| — exp {_zti(ﬁi—l —i1)(Bi — xi):| ‘

d’aprés la formule de Siegmund (1986, p.375).
Ceci conduit au théoréme suivant :
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Theoréme 2.11. Sia, b € C[0,T] et mazi<i<nAt; — 0 quand n — 0 alors on a

Qa(t),b(t), T)=1— lim Ehr(W(t1), W(t2),..., W(tn))], (2.10)

n—-+o0o
ol

h(z) = 11_11 1), ﬁi[(xi) {1 — exp |:A2ti(04il —xi-1)(a; — @) — exp[jti(ﬁil —zi-1)(Bi — xz):| } .

Avant de passer au calcul d’erreurs d’approximations nous allons donner quelques remarques.

Remarque 2.1. comme nous | ’avons vu précédemment, les fonctions a et b sont supposées continues.
cependant tous les résultats restent vrais si un ou deux des fonctions a et b sont discontinues en un nombre
fini de points sur [0,T] et tel que pour tout point de discontinuité t* on a :

lim b(t) < lim b(t)

t— (%)~ t— ()T

lim a(t)> lim a(t)
t—(t*)" t—(t*) T
Dans ce cas nous avons seulement besoin d’inclure les points de discontinuité dans la partition et de définir
les valeurs «; et [B; respectivement comme la limite a gauche et la limite a droite de a et b o; = limite a
gauche de a en t;
B; = limite a droite de b en t;
t; étant un point de discontinuité

2.3 Erreurs d’approximations

Dans cette section, nous allons proposer une régle pour choisir une partition optimale tel que les erreurs
d’approximations notées A, convergent vers 0 avec une vitesse de 0(%) Ensuite nous étudierons la lim sup
de la suite n2A,,.

2.3.1 Cas d’ une frontiére

Soit b : [0,7] — R suffisament continue par morceaux avec b(0) > 0, deux fois différentiables et soit
by, : [0,T] — R une suite de fonctions linéaires par morceaux sur [0,77] tel que by, (t;) = b(t;) avec (¢;)7
une partition de 1 ’intervalle [0, 7.

Etant donné une partition (¢;)!"_;, les t; sont appelés noeuds de la partition.
Les erreurs d’approximations sont données par :

An =] Q6. T) = Qba(), T) | =| PIW (1) < b(t),0 < t < T} — P{W(t) < b(t),0 <t < T} |.

Maintenant fixons une fonction différentiable ¢ : [0,T] — [0, +o0[ avec ¢(0) = 0.

Soit £ € [0, +o0o[ une constante. On suppose que by, vérifie | b(t) — b, (t) | < ep(t) pour tout
t e [0,T].

Nous avons le théoréme suivant :
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Theoréme 2.12. On peut trouver la partition (t;)7_, tel que

1 A()
Bn < n24\/27

0= ([ JELa) ([ o)

Nous avons besoin du lemme suivant pour la démonstration.

+0(y)

avec

Lemma 2.3. Soit uj,us des fonctions différentiables par morceaur avec uy(0) = uz(0). Soit X;(t) = W(t) —
u;i(t) et P; la loi du processus X;(t);cjo,1) alors on a

2
1Py~ Pl = 20(2) -

avec ® la fonction de répartition de la loi normale standard et o = fOT (uy () — uhy(t))dt.

Preuve.
Soit P la loi du procéessus (W (t)icpo,1]) alors P; << P et la derivee de Radon-Nikodym est donnée par

‘5; — exp </0Tu;(t)dW(t) _ /OT; (1) dt>

fOT ul(t)%dt et opp = fo uy (t)ub(t)dt alors Z; et Zs sont conjointement
) =0, Var(Z;) = ;% et C’ov( 3) = Jo wl(t)u(t)dt.Ainsi on a :

Soit Z; = f wi(t)dW (t), o

normalement distribuée avec E (Z;

1 1 1
HPI — P2H = §E <| exp(Z1 — 5012) — exp(Zz — 5(722) |>
2
= 20(5) -1
g

avec 02 = 012 + 092 — 2019 = fOT () (t) — uh(t))2dt
m Preuve. (du théoréme)

Soit ¢ : [0,T] — [0, +oo[ une fonction différentiable avec ¢(0) = 0 et une constante ¢ € [0, +00[.
Nous avons besoin de trouver la partition (¢;)i" ;.
Supposons que pour tout t € [0, 7], by, satisfait | b(¢
Posons uy(t) = b(t) — ep(t) ; ua(t) = b(t) + e (t) et

donc d ’aprés le lemme précédant on a :

) = bn(t) | < eo(t) (1)
Xi(t) = W(t) = ui(t)

Ap = [P{W({t) <b(t),0 <t <T}—P{W(t) <bp(t),0<t <T}|
| P{W(t) < u1(t),0 <t < T} — P{W(t) < ua(t),0 < t < T} |
| P(3t € [0,T]: W(t) >u(t)) — P(3t € [0,T]: W(t) > ua(?)) |

| P{3t € [0,T]: X1(t) > 0} — P{3t € [0,T] : Xo(t) > 0} |

IN

< [P - Pofl = 2@(50) -1
< - ﬂ( / ' ¢'<t>2dt)2 2)
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La derniére égalité découle 0% = fOT (uy () — uy(t))*dt = 42 fOT ¢ (t)%dt

Dans la suite nous utiliserons les symboles &~ (qui signifie approximativement égal) et o< (qui signifie pro-
portionnel ).

Puisque b est une fonction deux fois différentiables alors pour tout ¢ € [t;_1, ]

1
| b(t) —bu(t) | < 3 |07 (tic1) |At® + 0(AL?)

1
~ g ’ b’ (ti—l) ’Atiz

Donc d’aprés (1) Nous avons : & | b (t;—1) |At;* < ed(ti—1) + 0(At;?) et donc

8eh(ti1) \ 2
At~ <|b”<”>|>' ®)

Les noeuds t;, i = 1,2, ...,n sont choisis comme quantiles de la variable aléatoire de fonction de répartition
F et de densité f tel que t; = F~1(%).

n
Par concéquent
1

Aty ~ ————
nf(ti1)

combiné avec (3) cela donne

Ce qui implique que :

| b7 (ti-1) |

Donc

|07 () [/6(2)

= 4
0= T 5w 1w W
et par concéquent )
(W,
T < 0 ¢(u) ! >
Il s’ensuit que de (2) on a
e (5)

<
= n24\21

o ([ ()|

D’apr’es ce qui précéde A,, est majorée par une expréssion dependant de la fonction ¢.

I est claire que A, converge vers (0 avec une vitesse de O( z) quand n devient de plus en plus grand. =
Maintenant nous allons nous intéresser & la limite supérieure de la suite n?A,,.

Nous allons d’abord donner une définition.

avec

Définition 2.2. Soit f une densité de probabilité sur [0,T], F la fonction de répartition assocée, F~1 sa
TeCIproque .

Une partition de l'intervalle [0,T] ayant pour noeuds t; = F_l(%), 1 =1,2,...,n est appelée partition régu-
liere de taille n générée par f.
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Une partition réguliére est appelée partition uniforme si elle est générée par une distribution uniforme sur
[0,T].

Notons que les noeuds d’une partition uniforme sont equidistants.

Theoréme 2.13. Soit b: [0,T] — R une fonction deuz fois continument différentiable avec b”(0) # 0. On
se donne une fonction ¢ : [0,T] — [0, +oo[ différentiable avec ¢(0) = 0.

1
On suppose que | % |2 est intégrable et qu il existe t* € [0,T] et B > 0 tel que la fonction ¢ est non
décroissante sur [0,t*] et ¢ > B sur [t*,T).

99 l
Sib” # 0 sur [0,T] alors pour une partition réguliére (t;)I'_, générée par f o | % |2 on a

lim sup,,_, | on*Ap < A(9)

T4 27

(7)
avec A(¢) défini par (6).

Si b a seulement un nombre fini de racines sur [0,T] alors pour chaque § > 0 la densité f peut étre modifiée
dans un voisinage d ‘un de ses racines tel que | ‘on ait :

+0

limsup,,_, ; on°A, < A(9)

N
Remarque 2.2. Le theoréme 2.13 peut étre étendu a une fonction linéaire par morceaur qui n’est pas
continue . En effet soit (t;)?_, une partition réguliere de taille n et by, une fonction qui est linéaire sur
chaque intervalle [t;—1,t;] tel que pour tout t € [0,T)

Ab;
b(t) — b (t)] < sup |b(t) — b(ti—1) — (t — ti—l)r
t€[0,T] ti

alors (7) est verifié.
La preuve du theoréme 2.13 est basée sur le lemme suivant :

Lemma 2.4. Soit b une fonction deuz fois continument différentiables, ¢ : [0,T] — [0, +00] une fonction
continue avec ¢(0) =0 et f une densité sur [0,T].
Soit (t;)7, une partition réguliére générée par f.
Supposons qu’il existe des constantes Ay, Ag, t* et B > 0 tel que b” # 0 sur [0,t*], ¢ est non décroissante
sur [0,t*], ¢ > B sur [t*,T], f > Ay sur [0,T] et f2 > Ag‘%' sur [0, t*].
Posons :At; = t; — ti—1 et Ab; = b(t;) — b(ti—1) alors

2

lim sup sup ——
e t€[0,T)] ¢(t)

Ab;
At;

b(t) — b(tl;l) — (t — tifl) < 00

Preuve. Il existe un entier ng et une constante A tel que pour tout n > ng et t € [t;_1,t;] avec t; > t*,
2
n Abi
— |b(t) = b(ti_1) — (t —t;—
5o ) =t~ (e ) 3
D’autre part il existe une fonction w avec w(0) = 1 qui est continue en 0 tel que pour tout u,v € [t;—1,t;] C
[0,t*] on a

<A

|07 (w)]
b7 (v)]
Soit t € [ti—1,t;] C [0,t*] alors il existe 0; € [t;—1,t;] et 0, = 0i(v) € [ti—1,t;] tel que

b(t)—b(tiﬂ—(t—til)il;: = /t (b’@)—i?f)d“

_ Z,(H@)_Hw”%w

i—1

- /ﬁ(v—@M%%MU

ti—1

S w(Ati)
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donc

b(O) —b(ti0) = (0 — ti0) 57

t
</ [0 — 63|57 (v) | dvw(Aty)

ti—1
Par ailleurs on a

1 t
- = f(v)dv
2=
L))
> A22/ —dv
ter B0}
1 t
> 22 [ i
o) Jus
Ainsi pour t € [ti—1,t;] C [0,t*]
2 Ab, gy el = 0 @
% b(t)*b(tifl)* (t*tifl)rti A2 OJ(A 3

(S, v 2dv)

< Ay lw(Ar, SUPyefo,+] |07 (V)]
- inf,ejo,4+1 [07 (V)]

m Preuve. (théoréme) Supposons que b” # 0 sur [0, 7]

Il résulte du lemme précédant qu’il existe une constante M > 0 et un entier ng tel que pour tout n > ng et
pour tout ¢t € [0,7] on a :

M
[b(t) = ba(t)] < &(t) 5
Par ailleurs, pour tout t € [0, 7]

. o(t) b” (u)
lim sup,,_, , ,on?[b(t) — )| < e o)

Soit § > 0, t** < t et définissons :

sit < t**

<f(;f \/%du)2 + (5] Sit >

[b(t) = bu ()] < B(t)e(?)

2 2
2 2 1 T |b”(u)| 2 T t**
limsup,_, . n?A, < 2| | = / N du| +6 '(t)2dt + M? '(t)2dt
Pn—+ = n2 8(0 QZS(U) t**¢() 0 ¢()

e(t) =

o= M‘S

Alors pour n assez grand on a :

donc
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ainsi pour t** trés petit (7) est verific m

2.3.2 Cas de deux frontiéres

On se donne deux fonctions a et b [0, 7] — R suffissament continue par morceaux avec a(0) < 0 < b(0).
Soit a,, et b, deux fonction linéaire par morceaux sur (0,7 tel que an(s;) = a(s;), by (t;) = b(t;) avec (s;);,
et (t;);—, deux partitions de lintervalle [0, T7.

Les erreurs d’approximations sont données par

A, = ‘Q(a(t)’b(t)vT) - Q(an(t)vbn(t)vT)|
— [Pla(t) < W(t) < b(t),0 < t < T} — Plan(t) < W(t) < ba(t),0 < t < T}|.

Considérons les fonctions différentiables ¢,, ¢ définies comme suit :
¢a 1 [0,T] — [0, +o00] avec ¢4(0) =05 ¢y : [0,T] — [0, +00] avec ¢p(0) = 0.
Nous voulons trouver les partitions (s;);_, et (¢;);—, de lintervalle [0, 7] tel que ay,, et by, soient linéaire
respectivement sur [s;_1, ;] et sur [t;_1, t;].
D’autres part soient les fonctions ¢, et ¢, des fonctions différentiables définies comme suit ¢, : [0,7] —
[0, +00] avec ¢4(0) = 0;¢p : [0,T] — [0, 400 avec ¢5(0) =0
Soient €, et €, des constantes positives.
Ces deux fonctions vérifient respectivement

|a(t) - an(t)‘ < 5a¢a(t)a
[b(t) = bn(t)] < epp(t).
On pose 0, = 2¢, (fOT qﬁﬁl(t)th)é et op = 2g (fOT qﬁfl(t)th);.

Ainsi nous avons ) )
A, < (2@() — 1) + <2<I>() - 1) .
Oq Jp

On peut choisir une partition réguliére (s;);; générée par la densité f, o

’”

N

et (t;);, générée par

SF

1
b” 2

Nous avons alors le théoréme suivant :

Theoréme 2.14. Supposons les hypothéses du théoréme 2.13 pour a, b ,¢q et ¢p.

1

b 2
et fp x ‘%

|2

9! .
—; respectivement alors
a

Soit (si)iy et (t;);—, des partitions réguliere générées par f, o

: A(¢a) + Alds)
1 2N, <
1M SUPy,_y 4 oM < 4\/%

avee A(¢) = (f /- du ) (s oute ) et Aoy) = (Jy |Z;((Z))|du>2< I qbg(t)zdt)%

2.4 Calculs numériques

Dans cette section, nous proposons des algorithmes afin d’obtenir la valeur numérique de la probabilité
Qb(t),T) = P{W(t) = b(t),t € [0,T1]}.
On supposera que T = 1.
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2.4.1 Cas d’une frontiére linéaire

Nous avons montré que si b est linéaire sur [0,7], on a

Q. T) = POV 2 4.0 <t < T) =1 -0 (L2}t oxplzuile (M1 2.

Donc pour obtenir la valeur numérique de cette probabilité, il suffit de calculer la valeur prise par la fonction
de répartition au point x.

En application, nous considérons les quatre fonctions suivantes : 0,5t +1; —t+0,1; ¢+ 0,5; —0,1¢ + 0, 5.
La probabilité de passage pour chacune de ces fonctions est donnée dans le tableau suivant.

Le code est exposé dans la partie annexe.

Q0,5t+ 1;7) ~ 0, 1803118
Q(—t+0,1;T) ~ 0, 9816428
Q(t+0,57) ~ 0,321182

Q(—0,1t+0,5;7) ~ 0,6476748

TABLE 2.1 — Probabilité de passage de la frontiere dans le cas d’une frontiére linéaire

2.4.2 Cas d’une frontiére quelconque

On suppose ici que la partition de l'intervalle [0, T] est uniforme. c’est & dire que t; = %, i1=1,2,...n
Soit b, une fonction continue linéaire par morceaux sur [0,7] tel que b, (t;) = b(t;). Nous avons montré
précédemment(théoréme 3.2) que

Qa0 T) = PV () 2 bu(0), € 0.T)} = 1 = EglW(t), Wlt2), s W(ta)] = 1 = [ g(a)f(a)da,
- 2
g(w) = }:[1 L oo b (t)[ (%) (1 — exp [— AL (b (tiz1) — xi—1)(bn(ts) — Jiz)})
“ 2
E 1] 00 b t )[ ZT; (1 — eXp |:—Ati(b(ti_1) — .Z‘Z'_l)(b(ti) — xz)]>
et

- (zi — xi_1)2]

———————¢xp | —

i=1 z tz 1) [ 2(ti - ti—l)

qui est la densité du vecteur (W (t1), W(ta), ..., W(tn))

Nous utilisons les méthodes de Monte Carlo pour approximer cette probabilité.
Rappels sur les méthodes de Monte Carlo

Pour utiliser une méthode de Monte Carlo, on doit tout d’abord mettre sous la forme d’une espérance
la quantité que 1 ’on cherche a calculer.
A Tlissue de cette étape, il reste a calculer une quantité de la forme E(X) . Pour calculer F(X),
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il convient de savoir simuler une variable aléatoire selon la loi de X. On dispose alors d'une suite (X;)1<i<n
de N réalisation de la variable aléatoire X. Souvent on cherche a évaluer une intégrale plus générale

. /R 9@ f (@)

avec f positive, [pa f(x)dz =1 alors I = E(g(X)) ot X est une variable aléatoire & valeurs dans R? de loi
de densité f.

Ainsi on approche I par I ~ & > | g(X;) avec (X;) une suite de variables aléatoires indépendants de loi
de densité f. Par exemple Soit ¢ la fonction de répartition de la loi normale standard . Calculons

o(t) = /_t ! e 2" dx

Posons

o(t) :/R 127Te§“21]w,t](x)dxzég(x)f(x)dx

1,2
——e 27 alors

avec g(a:) = 1]7oo,t]( ) et f( ) = s
10
~ E Z 1]—00,15] (Xl

ﬁ

avec X; ~ N(0,1)
Ainsi en nous basant sur ces méthodes on a :

ig

k=1

Q(bn(t)

22

ou wy, suit la méme loi que le vecteur (W (ty), W(ta), ..., W(ty))
Considérons le vecteur Y = (y(t1),y(t2), ..., y(tn)) avec y(t;) = y(ti_1) + VhZ; o h = t; —t; 1 = L et
Z;i ~N(0,1).
Ona: y(tl) - y(tifl) = \/EZz ~ N(O, h= ti - tifl)
On en déduit que le procéssus (y(t;)) est un mouvement brownien donc Y a méme loi que (W (1), W (ta), ..., W(t,)).
Nous exposons maintenant les étapes pour obtenir la valeur de Q(b,(t),T).
L. générer wy = (y(t1), y(t2), .-, y(tn)).
2. évaluer la valeur g(y(t1),y(t2), .., y(tn)).cette valeur est notée py.

3. Répéter les étapes (1) & (2) pour k = 1,..., N et calculer P(b,(t),T) = Zk L B

Alors Q(by(t),T) peut étre approximée par Q(by(t),T) =1 — P(by(t), T)
En se basant sur ces résultat d’aprés le théoréme 3.5 pour n assez grand

Qb(1),T) ~ Q(by(t),T)

En application nous considérons les quatres fonctions suivantes : exp(—t); 1 +#; 1 +1In(1+1¢); 1 +¢2

PROBABILITE DE PASSAGE DE LA FRONTIERE POUR LE MOUVEMENT BROWNIEN ©DAKAR



Calculs numériques 39

Pour chacune de ces fonctions, nous calculons leur probabilite de passage Q(b(t),T'). Les résultats sont
donnés dans le tableau suivant avec N = 10000, T' = 1 et n prenant les valeurs 100, 500, 1000 ; 5000.

On rapelle que N est le nombre de répititions, n la taille de partition et T'=1¢, =1
Le code avec R est exposé dans la partie annexe.
n =100 n = 500 | n = 1000 n = 5000
Q(exp(—t),T) 0,5554882 | 0,5631744 | 0,5614876 | 0,5639812
Q(W1+t,T) 0,1945352 | 0,1895688 | 0,199754 | 0,2033459
Q(l1+1In(1+1¢),T) | 0,1251605 | 0,1292357 | 0,1270915 | 0,1257384
QM1 +t2,7) 0, 1456093 | 0,1449586 | 0,1501727 | 0,1429993

TABLE 2.2 — Probabilité de passage de la frontiere dans le cas d’une frontiére quelconque
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié en premier lieu un exemple de processus stochastique qui est le
mouvement brownien. Cette étude nous a permis de connaitre certaines propriétés classiques du mouvement
brownien et particuliérement la densité du vecteur (W (t1), W (ta), ..., W(t,)) qui nous a servi beaucoup dans
le chapitre 2.

La probabilité de passage de la frontiére pour le mouvement brownien a constitué le point le plus im-
portant de notre travail.
En considérant une fonction continue qui est soit linéaire sur un intervalle [0, 7], soit linéaire par morceaux
sur [0,7] de partition ¢ty < t; < ... < t,, nous avons pu obtenir une formule explicite de la probabilité de
passage correspondant a chaque situation.
Pour le cas de deux fonctions continues linéaires par morceaux et satisfaisant & certaines conditions, une
formule explicite a été proposée.
Nous sommes parvenus a donner une approximation de la probabilité de passage au cas ou les frontiéres
étaient quelconques (fonction concave, fonction convexe) en utilisant certaines propriétés classiques en ana-
lyse (convergence uniforme) et en théorie des probabilités (propriété de la monotonie sur la mesure de
probabilité).
Nous avons montré que les erreurs d’approximations A, convergeaient avec une vitesse de O(#) et que la
lim sup de la suite n?A,, était finie.
Enfin nous avons terminé ce travail par des calculs numériques rendus accessibles grace aux méthodes de
Monte Carlo programmées sous le language R.
Les probabilités de passage de la frontiéres continuent de nos jours de passsionner les probabilistes. Citons
les travaux récents de

— James C. fu sur le théme Linear and non-linear boundary crossing probabilities for brownien motion

and its application in Predicting Bankrupptcy publié le 25 aout 2011.

— Jinghai shao and Liqun Wang sur "Nonlinear boundary crossing probabilities of brownien motion with
random jumps" publié le 16 Mai 2012
Ainsi il serait trés intéressant d’étendre ces résultats dans le cas des autres processus comme les processus
de diffusion, les processus de Poisson etc...
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Annexe

Nous présentons ici les codes qui nous ont permis d’obtenir les deux tableaux. Les codes sont rédigés
avec le logiciel R.

code qui a permis de construire le tableau 2.1

Pour b(t) = 0.5t + 1
x<- pnorm(1.5, 0, 1)
y<- pnorm(-0.5, 0, 1)
Q<- 1-xtexp(-1)*y

Pour b(t) = -t 40,1
x<- pnorm(-0.9, 0, 1)
y<- pnorm(-1.1, 0, 1)
Q<- 1-x+exp(0.2)*y

Pour b(t) =t+ 0,5
x<- pnorm(1.5, 0, 1)
y<- pnorm(0.5, 0, 1)
Q<- lI-x+exp(-1)*y

Pour b(t) = —0,1t + 0,5
x<- pnorm(0.4, 0,1)
y<- pnorm(-0.6,0, 1)
Q<- 1-x+exp(0.1)*y

La fonction pnorm(z,0,1) donne la valeur de la fonction de répartition au point x.

code qui a permis d’obtenir le tableau 2.2

ALGOL1

kepil=function(t)exp(-t)
ALG11 <- function (n, T, N) {
h <- T/n;
time <- seq(from = 0, to = T, by = h);
b <- sapply(time, kepil);
p <- rep(0, times = N);
f <- rep(1, times = n);
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y <-0;

for (kin 1 :N) {

Ind <-1;

for (iin 2 :(n+1)) {

yli] <- y[i-1] + sqrt(h)*rnorm(1);

i (vl > bli) {

Ind <- 0; break;

}

g[i-l] <= 1- exp(- 2*(b[i-1] - y[i-1])*(b[i] - y[i])/b);
plk|] <- prod(Ind*f);

}

Q < 1 unlp) N: Q

ALGO2

kepi2=function(t)sqrt(1+t)

ALG22 <- function (n, T, N) {

h <- T/n;

time <- seq(from = 0, to = T, by = h);
b <- sapply(time, kepi2);

p <- rep(0, times = N);

f <- rep(1, times = n);

y <-0;

for (kin 1 :N) {

Ind <-1;

for (iin 2 :(n+1)) {

yli] <- y[i-1] + sqrt(h)*rnorm(1);

i (vl > bli) {

Ind <- 0; break;

}

g[i-l] <= 1- exp(- 2*(b[i-1] - y[i-1])*(b[i] - y[i])/b);
plk|] <- prod(Ind*f);

}

? <-1-sum(p)/N; Q

ALGO3

kepi3<-function(t)1+log(1+t)
ALG33 <- function (n, T, N) {
h <- T/n;
time <- seq(from = 0, to = T, by = h);
b <- sapply(time, kepi3);
p <- rep(0, times = N);
f <- rep(1, times = n);
y <-0;
for (kin 1 :N) {
Ind <-1;
for (iin 2 :(n+1)) {
yli] <- y[i-1] + sqrt(h)*rnorm(1);
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if (y[i] > bfi]) {

Ind <- 0; break;

g[1-1] <= 1= exp(- 2%(b[i-1] - y[i-1])*(b[i] - y[i[)/h);
i[k] <- prod(Ind*f) ;

%2 <-1-sum(p)/N; Q

ALGO4

kepid<-function(t)1-+t>

ALG44 <- function (n, T, N) {
h <- T/n;

time <- seq(from = 0, to = T, by = h);
b <- sapply(time, kepid) ;

p <- rep(0, times = N);

f <- rep(1, times = n);

y <-0;

for (kin 1:N) {

Ind <-1;

for (iin 2 :(n+1)) {

yli] <- y[i-1] + sqrt(h)*rnorm(1);
if (vl > bi]) {

Ind <- 0; break;

%[i—l] <= 1- exp(- 2*(bli-1] - y[i-1])*(b[i] - y[il)/h);
plk] <- prod(Ind*f);

% <-1-sum(p)/N; Q

Pour obtenir la valeur de la probabilité de passage Q(—oo,exp(—t)) pour n = 100, N = 200000, "= 1, on
fait appel & la fonction ALG11(100, 1, 200000)
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