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Modélisation inverse des écoulements dans un canal rectangulaive a laide du modele Muskingum

Depuis plusieurs décennies et notamment en lien avec la perspective du changement
climatique, I'eau est considérée comme une ressource rare dans de nombreuses régions
du monde du fait de la concurrence entre ses différents usages (agriculture irriguée,
industrie, utilisation domestique et loisirs). L’agriculture représente environ 70 % des
prélevements d’eau douce, chiffre pouvant atteindre 95 % dans certains pays en voie de
développement (source FAQO). De ce fait, 'amélioration de I'utilisation de I'eau en agriculture
irriguée est devenue une préoccupation majeure. Il convient a lafois de tirer la meilleure
partie de I'eau disponible pour des raisons économiques et de préserver I'environnement
en adoptant des pratiques qui sauvegardent la qualité de la ressource en eau, en limitant les
transferts des eaux souvent chargées de fertilisants et de pesticides vers les nappes.

Dans les réseaux d'irrigation I'eau s’écoule généralement par gravité dans des canaux.
Une utilisation rationnelle de I'eau pour une satisfaction des différents usages est impérative.
Cet aspect du probléme nécessite généralement une maitrise des processus qui gouvernent les
ecoulements a surface libre tels qu’ils se déroulent dans les canaux. L’étude mathématique de
la propagation des écoulements dans les canaux naturels ou artificiels a été formulée par Barré
de Saint-Venant (1871) a travers le systéme d’équations aux dérivées différentielles qui porte
son nom. Ce systéme repose sur la conservation de la masse et de la quantité de mouvement.
Compte tenu de la complexité de ces équations, une solution simplifiée est recherchée chaque
fois que cela est possible. C’est ainsi qu’'on est passé de I'équation de I'onde diffusante, a la
méthode Muskingum. En matiere de contréle des plans d'eau pour [lirrigation, et
particulierement dans la gestion et la planification des ressources en eaux la répartition spatiale
et temporelle des besoins est généralement connue. Il s’agit alors de calculer la répartition des
volumes qui leurs sont associés. Le probleme qui se pose est celui de la modélisation inverse :
pour une condition aval fixée en une section du canal, il faut déterminer la condition associée a
'amont. Ce probleme a été traité par différentes approches : équations de Saint — Venant
(Wojciech & Romuald, 2009); équation de I'onde diffusante (Koussis, Mazi, Lykoudis, &
Argiriou, 2012); équation d’Hayami (Dooge & Bruen, 2005); méthode Muskingum (Das,
2009). La méthode Muskingum a été initialement développée par McCarthy (1939), dans des
travaux de planification (contrdle) dans la riviere Muskingum (Ohio) aux USA. Elle repose sur
I'équation de continuité associée a une loi de stockage linéaire.

L’objectif de notre travail est d'utiliser la méthode Muskingum dans un probleme de
modélisation inverse des écoulements dans un canal rectangulaire d’irrigation en nous basant
sur le travail de Das (2009). Notre étude s’articule autour de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappellerons la modélisation directe des écoulements dans
un canal par la méthode Muskingum, calculer I'nydrogramme aval connaissant I'hydrogramme
amont.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudierons la modélisation inverse des écoulements dans
un canal a laide du modele Muskingum, c’est-a-dire calculer I'hydrogramme amont
connaissant I'hydrogramme aval.

Le troisiéme chapitre sera consacré a I'application de la méthode Muskingum directe a la
simulation de la propagation d’hydrogrammes de crues simples dans un canal rectangulaire en
utilisant I'équation de Henderson et de la méthode de Muskingum inverse a partir de
I’hydrogramme proposé par Wilson et déja utilisé par Das.
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CHAPITRE 1: MODELISATION DIRECTE DES
ECOULEMENTS : DE LAMONT VERS L'AVAL
PAR LA METHODE MUSKINGUM
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. LA METHODE DE MUSKINGUM

[.1. Introduction

La méthode de Muskingum est classée parmi les modeéles hydrologiques les plus utilisés
dans le calcul des propagations des crues, dites a coefficients. Elle est caractérisée par des
procédeés qui approchent par de simples relations, les fonctions complexes qui existent entre le
volume d’eau contenu dans un bief et les facteurs hydrauliques tels que le débit d’entrée, le
deébit de sortie, la hauteur d’eau et la pente. Un bief est une section d’'un canal ou d’'un cours
d’eau comprise entre deux écluses ou entre deux chutes. L’équation de Muskingum peut étre
déterminée a partir de deux équations que sont I'équation de continuité et I'’équation de stockage
ou loi empirique de stockage linéaire (Boubakeur, 2011).

l.2. L’équation de continuité
La méthode de Muskingum est basée sur les équations différentielles. La variation du
volume stocké dans un bief est égale aux différences entre le débit entrant et le débit sortant
exprimer par (1.1) (Boubakeur, 2011).

dvs ()
dt

= Qe() — Qs(V) (1.1)

1.3. Loi empirique de stockage linéaire
Dans un canal, le volume stocké est une fonction des débits entrants et des débits sortants.
Dans la méthode de Muskingum, le volume stocké est une fonction linéaire des débits entrants
et des débits sortants illustré par la figure 1, d’'ou nous avons I'expression (1.2) suivantes
(Kovacs, 1988).

Vs(t) = K[XQe (D) + (1 — X)Qs(D)] (1.2)
K : Temps de propagation de I'onde dans le canal ou paramétre du modéle Muskingum (s)

X : Paramétres de pondération sans dimension
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Figure 1 : Principe du modéle Muskingum (Boubakeur 2011).

Le stockagéd/; et le débit sortanf, sont les inconnus d’'un systeme a deux équations (1.1) et
(2.2). Nous allons discrétiser ces deux équations et pour ce faire nous recourons au principe des
différences finies et selon les formules (Ly, 2013), (Wagne, 2013):

df fn+At —fn
— = — 1.3
dt At ( )
fn+At + fn
_ - (1.4)

D’abord nous allons intégrer I'équation (1.1) entre deux instaatiis+ At et nous obtenons
I' expression suivante :

t+At

t+At
] dvi(t) = ] [0.(6) — Qs(D)]dt (1.5)

t

Utilisation de la méthode des trapézes illustrés par la figure 2 ci-dessous ou le principe des
différences finies donne I'équation (1.6) suivante :

Qe() + Qe(t + At)> Ap— (Qs(t) +Q,(t+ At)> At

(1.6)

V(t+ At) — Vi (b) =< > >
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Figure 2 : Evaluation de la variation de stockage d'eau dans un bief (Muzy & Higy, 1998).

Nous dérivons I'équation (1.6) suivant t nous obtenons I'expression suivante :

dVs(®) _ [, 4Qe(® dQs()

It K([X it +(1-X) it (1.7)
L’ utilisation de I'équation (1.7) des différences finies donne I'expression (1.8) :
Ve(t+40 V(0 _ K[X(Qe(t+40) ~ Q.0) + 1 -X)(Qut+ 40~ Q)] | o

At At

Puis simplifions I'expression (1.8) pat donc nous obtenons I'équation (1.9) suivante :

Vs(t+ At) — Vs(©) = K[X(Qe(t + AD) — Qe(®) + (1 —X)(Qs(t+ A1) — Qs(®)]  (1.9)

Pa indentification entre les équations (1.6) et (1.9) nous obtenons I'expression suivante :

[(Qe(t) + Qe(t+ At)) B (Qs(t) +Q,(t+ At))l At
2 2

= K[X(Qe(t+ At) — Q() + (1 = X)(Qs(t + AD) — Qs(D)] (1.10)

Nousdivisons I'expression (1.10) pAt nous obtenons I'équation (1.11) suivante :

(Qe(t) +Qe(t+ At)> B <Qs(t) +Q,(t+ At)>
2 2

K
= E{X[Qe(t + At) - Qe(t)] + (1 - X) [Qs(t + At) - Qs(t)]} (111)
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Apres développement de I'équation (1.11) nous aboutissons au résultat suivant :

[0,5At + K — KX]Q.(t + At)
= [0,5At + KX]Q.(t) + [0,5At — KX]Q.(t + At)
+ [—0,5At + K — KX]Q4 (1) (1.12)

Nousdivisons paf0,5At + K — KX] I'équation (1.12) nous obtenons I'équation suivante :

Q. (t+ At)
_ [0,5At + KX]Qe(t) + [0,5At — KX]Q,(t + At) + [—0,5At + K — KX]Qs(D)

(0,54t + K — KX] (1.13)
D’ou
Qs(t+ At) = CpQe(t) + C; Qe(t+ At) + C,Q4(H) (1.14)
Avec :
C, = [0,5At + KX] C = [0,5At — KX] C, = [—0,5At + K — KX] (1.15)

[0,5At + K — KX] [0,5At + K — KX] [0,5At + K — KX]

Avec :
Co+C+C, =1 (1.16)

Dans lequel G, C. et G sont les coefficients de propagation des crues définie a partir des
termesAt, K et X. La connaissant, de I'hydrogramme d’entrée,la condition initial, de
lintervalle de tempdt, des parametres K et X estimés et des coefficients peuset de
calculer I'hnydrogramme de sortie a partir de I'équation (1.14).

I[I. ESTIMATION DES PARAMETRES K ET X PAR LA METHODE
DES MOINDRES CARRES
La détermination de K et X nécessite un couple d’hydrogramme observé a I'amont et a
I'aval d’'un bief. Plusieurs méthodes de calcul sont possibles : la méthode graphique, classique,
la méthode des moindres carrés. La méthode des moindres carrés consiste a rechercher une
relation entre un couple de deux variables,{} de population i=1,............... n.

Soit I'équation de Muskingum suivante :

At
= [(Qe(® + Qe(t+ AD)) — (Qs() + Qs(t + AD)]
= K[X(Qe(t + At) — Qe (D) + (1 = X)(Qs(t + A) — Qs(D)] (2.1)
On pog
A
AV () = 2 [(Qam @ + Qarm( + 1)) = (Qav(@ + Quy (i + 1)) 22)
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Et

QM) = [X(Qam( + 1 = Qam@) + (1 = X)(Quy (i + 1) = Quy (V)] (2.3)
Avec

Qe(t+At) = Qum(i+1) (2.4)
Qe(®) = Qam(D (2.5)
Qs(t+At) = Qi+ 1) (2.6)
Qs(1) = Qay(d) (2.7)
D’ou

AV(i) = K.Q(0) (2.8)

AV (i) : Variation du stockage (th
Q(i) : Débit pondéré (rits)
Avec {[AV(i), Q()]} le couple de variable

Nousremarquons que I'équation (2.8) est sous la forme d’une équation d’une droite donc nous
pouvons faire un ajustement en représemf(i) et Q(i) par un nuage de point.

AV 1

&

Q

Figure 3 : Représentation graphigue de ¥ en fonction de Q.

L’objectif de cette méthode est de rechercher la droite qui ajuste au mieux ce nuage de point,
on remarque qu’il y a des écarts entre les points de I'espace et la&ir¢ije= K. Q(i). Nous

notons ces écarts pa; appelés les résidus donc nous obtenons I'expression de ces écarts
représenté par (2.9):

g = AV(D) — K.Q(0) (2.9)
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La somme de ces écarts est donnée par I'équation (2.10)

e = ) [AV() — K.QQ)] (2.10)

n
=1 1

Le but de la méthode est de déterminer la drait&i) = K. Q(i) pour laguelle la somme des
&i au carré soit minimale nous avons:

E= Z g2 = Z[Av(i) —K.Q()]? (2.11)
i=1 i=1

Pourminimiser on cherche la dérivée partielle de E par rapport a K :

IE -
& ; 2(AV(>) — K. QM) (— Q) (2.12)
On poe :

o _ 0 2.13
= (2.13)
Z 2(AV(D) - K.Q()) (= Q(1) = 0 (2.14)
2(— Z AV()QG) + KZ Q()2} = 0 (2.15)
- Z AV(HQG) + KZ Q2 =0 (2.16)
KD QW? = ) AVHQW) 2.17)

=1 AV(HQ(®)
Q)2

Dans la méthode de Muskingum, X est interprété comme un facteur de pondération et sa valeur
est comprise entre 0,0 et 0,5. Une valeur de X supérieure a 0,5 conduit a un hydrogramme aval
supérieure a I’hydrogramme amont (Muzy & Higy, 1998). La détermination des parameétres K
et X par calage nécessite une série de couple d’hydrogramme d’epnttget@e sortieQ(t)

observé et en respectant les conditions de stabilités défiditpar2KX et At < K (Wagne,

2013) Le parameétre X est calculé par la relation :

(2.18)

i—1
X = 2.19
Nmax ( )
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. ORGANIGRAMME DE LA METHODE DE MUSKINGUM
DIRECT
Apres avoir introduit les données dates, débits amont et débits aval, on procede comme
suit :

» Ket X sont obtenus par calage a partir des observations

» Vérification des conditions de stabilité At > 2Ket At < K

o Cdcul des coefficients de Muskingum

» Calcul de 'hydrogramme aval

» Simulation et présentation des hydrogrammes amont et aval
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Lecture des données

x= (i-1) / Nmax

A 4

Calcul de AV et

i=i+1 At = At
Calcul de K
Non - Oui
Test de stabilité
Sauvegarde K et X
Non Oui

i <imax

Choix de K et X

Calcul de CO,
C1, Cz

Calcul de
I’hydrogramme

Fin
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CHAPITRE 2: MODELISATION INVERSE DES
ECOULEMENTS : DE L'AVAL VERS L'AMONT
PAR LA METHODE MUSKINGUM
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. INTRODUCTION

Dans I'’écoulement naturel tel qu’il se produit dans les cours d’eau, le frottement pariétal
(a la paroi) provoque latténuation des hydrogrammes. La modélisation inverse des
écoulements est une procédure visant a déterminer I'hydrogramme amont connaissant
’hydrogramme aval atténué par l'utilisation de la méthode Muskingum. Dans I'application
classique de la méthode Muskingum, il y'a deux étapes : une étape de calage des parameétres
(ou calibration du modele) et une étape de validation du modéle. L’étape de calage doit précéder
celle de la validation car c’est lors de cette étape que nous estimons les parametres du modele.
De maniere générale, le calage du modele consiste a estimer ses parametres inconnus de
maniére a simuler des réponses qui soient aussi proches que possibles des observations (Muzy
& Higy, 1998). L’équation de Muskingum pour la méthode inverse est exprimée par I'équation
(3.1), qui est déterminée a partir de I'équation de continuité et de I'’équation de stockage linéaire:

(kx -3 (-K+Kx+5) (k-kx+5)
Qe (t) = 7 AR Qe (t + At) + At Qs(t) + At Qs(t + At) (31)
(kx +3) (kx +5) (kx +3)
2 2
Nousposons :
(KX — 0,5At) (=K + KX + 0,5At) (K — KX + 0,5At)
Cor = v rern €11 = Cy1 = (3.2)
(KX + 0,5At) (KX + 0,5At) (KX + 0,5At)

Doncnous obtenons :

Qe(t) = COlQe(t + At) + C11Qs(t) + CZle(t + At) (3-3)
Avec
Cop +C11+Cy =1 (3.4)

I.1. Synthese bibliographique sur la modélisation inverse
La modélisation inverse des écoulements est le processus de calcul de I'hydrogramme
entrant connaissant I'hydrogramme sortant le long d’'un canal. Elle peut étre faite en utilisant
aussi bien les méthodes hydrauliques que les méthodes hydrologiques. Certains chercheurs ont
eu a travailler sur la modélisation inverse et nous pouvons citer :

Das (2009) a travaillé sur la modélisation inverse des écoulements par I'utilisation du
modele Muskingum. Les équations de Muskingum qu’il a utilisées sont obtenues a partir de
trois équations de continuités (deux non-linéaires et un linéaire) et la loi de stockage, ses
eéguations sont en fonction de trois parameétres K, X et m pour I'équation non-linéaire et deux
parametres K et X pour I'équation linéaire. Les parametres sont déterminés par estimation. Dans
son travail le modele d’estimation utilisé consiste a minimiser la somme des écarts normalisés
entre les débits d’entrées observés et calculés avec comme contrainte I'égalité entre la variation
du stockage et la variation de I'équation de continuité. L'optimisation de ces paramétres par la
méthode des multiplicateurs de Lagrange donne un grand nombre d’équations qui sont résolues
numériquement par les méthodes itératives dont la méthode de la bissection. Les résultats de
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ses tests montrent que ces trois modeles de Muskingum décrivent bien ce phénomene qui est la
diffusion de I'onde.

Dooge et Bruen (2005) ont étudié le probléme de I'utilisation de la modélisation inverse
dans l'irrigation en évitant une inondation a la sortie quand le débit laché a I'entrée d'un
réservoir est modifié. Leur travail porte dans un premier temps le probleme de la modélisation
directe et dans un deuxieme temps le probleme inverse en utilisant le systéeme de Saint-Venant.
Le systeme de Saint-Venant qui ne peut pas étre résolu analytiquement et l'intégration de
I'équation de continuité du systeme donne une équation de stockage mais le systéme de Saint-
Venant peut abouti & une solution analytique. Cette solution analytique s’exprime a l'aide d’'un
produit de convolution. Les résultats obtenus apres un bon nombre de test montrent que la
modélisation inverse dans le cas non-linéaire est instable.

Koussis, Mazi, Lykoudis et Argiriou (2012) ont traité la modélisation inverse des
ecoulements dans le but d’identifier le débit entrant connaissant le débit sortant par utilisation
de la méthode Muskingum dans la propagation d’onde de crue. lls mettent en ceuvre les
principales méthodes de résolution des modeles de crue diffusante, de I'onde cinématique et
des modeles conceptuels de type Muskingum pour décrire la modélisation inverse. La
comparaison de ces méthodes leur a permis de conclure que dans la modélisation inverse le
modéle Muskingum est efficace d’ou la robustesse de son calcul numérique.

Wojciech et Romuald (2009) ont traité le probleme de la modélisation inverse, en
utilisant le systéme de Saint-Venant et I'équation de stockage. Le systeme de Saint-Venant est
résolu numériquement soit par la méthode des caractéristiques ou soit par la méthode des
différences finies et dans ce travail ils ont utilisé la méthode des différences finies. La résolution
numerique de ce systeme abouti a une équation qui permet de déterminer I'hydrogramme
amont. Pour I'équation de stockage, la discrétisation de cette équation en N réservoir et
I'utilisation de la formule de Manning permettent d’obtenir ’lhydrogramme amont. Les résultats
de ces tests faits par ces deux méthodes montrent que le systéme de Saint-Venant est plus
approprié pour décrire la modélisation inverse.

1.2. Synthese des travaux

Nous avons rassemblé un bon nombre de travail trouvé dans la littérature qui traite le
probléme de la modélisation inverse des écoulements. Das (2009) a montré que la modélisation
inverse peut étre étudiée en utilisant 'un des modéles Muskingum qui sont les deux équations
non-linéaire et I'équation linéaire. Dooge et Bruen (2005), en étudiant les deux méthodes, ils
ont trouvé que la forme non-linéaire est moins stable que la forme linéaire. Koussis, Mazi,
Lykoudis et Argiriou (2012) ont comparé les difféerentes méthodes pour modéliser un
écoulement a savoir le modéle de l'onde diffusante, le modele de résolution de I'onde
cinématique et le modéle Muskingum. Wojciech et Romuald (2009) ont montré que la
modélisation inverse avec I'utilisation du systeme de Saint-Venant donne une translation et une
atténuation de I'hydrogramme alors que l'utilisation de I'équation de stockage donne une
simple translation de I'hydrogramme.
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II. ESTIMATION DES PARAMETRES DE MUSKINGUM K ET X
Les méthodes d’estimations des parameétres relévent d'un aspect particulier des
statistiques. Les difficultés particulieres a la modélisation hydrologie sont entre autres (Muzy
& Higy, 1998):

* L’indépendance des parametres n’est pas toujours assuree.

» Les données hydrométéorologiques qui servent au calage du modeéle sont entachées
d’erreurs.

* Un modele hydrologique est souvent surdéterminé, il y a moins inconnues (paramétre)
gue équations pour les calculer (les équations aux erreurs).

» Ce modeéle devient en effet fastidieux dés que le nombre de paramétres est supérieur a
trois.

Ces limites particulieres incitent a adopter une méthode de calage plus rigoureuse et
automatique. Dans cette méthode deux éléments sont nécessaires : une fonction objective et un
algorithme d’optimisation.

La fonction objective s’écrit sous la forme :

n+1

e = ) 100(0) ~ Q(OF (4.1)

t=1

AvecQ,(t) estI'entrée observée au pas de tempg@} @f) est I'entrée calculée au pas de temps

t. Cette fonction présente I'avantage de caler le modele sur I'ensemble de I'hnydrogramme.
Toutefois, il peut paraitre souhaitable de donner plus de poids aux pointes qu’aux autres
ordonnées. Nous remarquons que I'équation (4.1) est non linéaire et pour la linéariser nous
utilisons I'équation (2.1). Donc nous obtenons les problémes optimisations avec contrainte.
Utilisation de la méthode des multiplicateurs de Lagrange transforme le probleme
d’optimisation avec contrainte en un probléme d’optimisation sans contrainte.

II. 1. Rappel de la méthode de multiplicateur de Lagrange

II. 1. a. Dimension finie
Le multiplicateur de Lagrange est une méthode permettant de trouver les points
stationnaires (maximum, minimum...) d'une fonction dérivable d’'une ou plusieurs variables,
sous contraintes. Visuellement, la méthode des multiplicateurs de Lagrange permet de trouver
un optimum, sur la figure ci-dessous le point le plus élevé possible, tout en satisfaisant une
contrainte, sur la figure un point de la ligne rouge. Le théoréme clé se congoit aisément dans un
exemple de dimension 2. Le point recherché est celui ou la courbe ni ne monte ni ne descend.
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Figure 4 : La méthode des multiplicateurs de Lagrange permettant de trouver un
optimum (Wikipedia).

. Théoreme du multiplicateur de Lagrange : Si le pointxest un extremum local de
dans I'ensemble G alors le noyau de la différentiellg)dri point x est orthogonal au gradient
de ¢ en ce point.

Doncnous cherchons a trouver le minimum suivant :

VxeE mi(r;l o (x) avec G{xeE, Y(x) = 0} (4.2)
X€
. Corollaire 1 : Si le point % est un extremum local dg dans I'ensemble G et si la

différentielle dey au point ¥ est surjective, il existe un vectely de F tel que la somme de
I'image del, par la transposé de la différentielleyleu point % du gradient de ¢n ce point
soit nulle :

ANgeF grade(xg) + D'y (Ap) = 0 (4.3)

. Corollaire 2 : Si le point % est un extremum local dg dans I'ensemble G et si la
différentielle dey au point x est surjective, il existe un vectely de F tel que la fonction L
de ExF dans R admet un gradient nul &g ,(4,) :

V(x,A)eEXF L(xA) =0x)+Ay(x) et DLxy,A; =0 (4.4)

Avec x les variables de contréle figurant dans la fonction & maximiser ou a minimiseesp
la fonction a optimiser). le multiplicateur de Lagrange @(x) la contrainte du programme
d’optimisation.

II. 1. b. Cas généralisé
Si I'écriture condensée permet de mieux comprendre la structure du théoreme, les
notations développées sont plus utiles pour une résolution effective. Dans la pratique, on
considere souvent une fonctiprde R dans R et m fonction§;, avec j variant de 1 a m, aussi
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de R dans R. L'entier m est nécessairement plus petit que n pour pouvoir appliquer les
théoremes du paragraphe précédent. On cherche a trouver un nipletgatel que :

o(ay,...,ay) = rxnég @(X1, -, Xn) avec G = {(x;)eR", Vje[1, m] Ui (X, r s Xp) = 0} (4.5)

Pourcela, on définit la fonction L de"R" dans R par :

m
V(x;)e R“,V(X]-)eRm L(X1, oo Xpy My oy Am) = O(Xq, e, X)) + Z Xj\yj(xl, ey Xp) (4.6)
=1

La résolution des équations suivantes offre une condition nécessaire pour élucider le probleme
d'optimisation. Len-uplet (a, ..., &) est une solution de (4.3) seulement s'il existenuplet
(a1, ..., o) tel que le n+rruplet (a, ..., a, aa, ..., @,,) Soit solution des n + @quations :

m
. 0¢ 0y .
Vie [1,n] 5 (x;, o) + ija—x_’(xi, werXn) = 0 et Vie[L, mly(xp, ) =0 (47)
1 e 1
=1

II. 1. c. Application de la méthode de multiplicateur de Lagrange
La fonction transformée de Lagrange sous contrainte s’écrit sous la forme :

L= [Qo(® — QO
t=1
+ ) [KIXQe(e+ 1)+ (1= 0Qu(t + 1] = KIXQe(®) + (1 = X)Qs (0]
A=1

- SIQu(+ D+ Q] — [0t + 1) + Q0B 2 (48)
Avec
n+1
Z [Q,(t) — Q.(t)]? la fonction objective (4.9)

n

DK IXQoe+ 1) + (1= X00u(e + 1] = KIXQo(®) + (1 = X)Q5(0)]

t=1

A
— S0+ 1) + Qu(®)] — [QsCt + 1) + Q(O])
=0 lacontraite (4.10)

A:: Le multiplicateur de Lagrange correspondant a lad¢'&ontrainte. Les multiplicateurs de
Lagrange indiquent I'effet d’'un changement d’unité du vecteur latéral des contraintes sur la
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fonction objective. Les., sont supérieurs a zéro, parce que les contraintes représentent les
équations d’acheminements. Pour obtenir les solutions optimales, les conditions de dériver du
premier ordre sont employées pour les optimums (Das, 2009).

Nous avons dérivé les dérivéesldpar rapport &.(équation 4.11), par rapporiaéquation

(4.12), par rapport K équation (4.13), par rapporXaequation (4.14).

oL
= 0 dérivéparrapporta Q,(t) 4.11
JL L, .
TV 0 dérivépar rapporta A (4.12)
i
oL L, R
3K 0 dérivépar rapport a K (4.13)
oL ., .
e 0 dérivé par rapport aX (4.14)

Nousallons développer L au n-ieme rang et nous obtenons I'expression (4.15):

L=1Q,(1) = Qe(D)I* +[Qo(2) = Qe (2)]* +[Qo(3) — Qe(D]* + - + [Qo (M) — Qe (M)]?
+ [Qo(n + 1) - Qe(n + 1)]2

+[KIXQe@) + (1 - 00,1 - KIXQ.() + (1 - 1), (D)]
~2H10.2) + u(D)] ~ [04(2) + QD 1y

+[KIXQe) + (1 - 100G - KIXQ.@) + (1 - @)
- 10,3 + 0.1 - [0:3) + Q@D 2
+ [KXQ.(8) + (1= D0®] - KX (3) + (1 - )0,

A .
- 71:{[(23(4) +0Q.(3)] = [0s(4) + Qs(3)]}_ Az + -
+ [K[XQe(n + 1D+ (1 -X)0(mn+ D] - K[XQ(n) + (1 = X)Qs(n)]

At
~ S0+ 1) + Q)]
- [Qs(n + 1)
+ Qs 1 (4.15)
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% Les valeurs dek sont déterminées a partir de la condition suivante :

oL
0Q.(t)

Soit :

oL
5505 = 210 (1) — Q. (D] + (K -

oL
0Q.(2)

~2[00(@) ~ Q] + (KX~ )1 + (~Kx = Z) 2, =0

oL
0Q.(3)

—2[Q0(3)—Qe(3)]+<KX— Ay +( KX——>X3 =0

oL
9Qc(n)

2000 (1) = Q)] + (KX =)y + (KX =5}y = 0

Donc nous avons :

2[Qo(1) = Q. (1)]

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

SR
), = 2[Q,(2) = Q.(2)] 2l (1) — Q. (V)] (KX _ §)
(-kx -2 (o)
= 2[Q,(3) —Q.(3)] 2[0,(2) — 0,(2)] (Kx _ _)
N (o2
, 20 — Q)] (x - &)’
(-2
_— Z[Qo(n) - Qe(n)] B Z[Qo(n - 1) — Qe(n _ 1)] (KX _;)
n (—KX — %) (—KX ~ §)2
[Q,(n—2) — Q.(n —2)] (KX B §)
(-2
N 2[Q,(2) — Q.(2)] ( — E)"—Z . 2[Q,(1) — Q.(1)] ( _ §)n—
(-rx-3)"" (Ckx— 4"
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Donc nous pouvons écrire I'expression @lgsous la forme :

-1
zf 2(-D[Q,(t = (1= 1) = Qu(t — (1 = D)] (kX -2

(4.25)
At\!
= (-xx-%)
Avecl=1,2.........,tett=1,2..........,1n
+« Le dérivé qui donne I'équation de Muskingum est exprimé comme sulit :
oL =0 4.26
a)\,t - ( . )
aL n+1 a
=y — — 2

t=1

. ;%[K[xee(t +1)+ (1= X0t + D] = KIXQ.(0) + (1~ ), (0)]

A
= 2100 + et + D] - [0:0) + 0, + DI, (427)

n

(KEXQe(e + 1)+ (1 = 10Qs(¢ + 1] = KIXQo(8) + (1 = X)Q,(®)]

t=

=

~ S0 + Qult + D] = [0:(0) + Qs(t + D) = 0 (+28)

% Pour déterminer les valeurs de K, la condition nécessaire exigée est exprimée comme suit :

oL

=0 (4.29)

n+1

JL d
= Z 2 [0,(6) = QO
+Zn:i[K[XQ t+1D+ 1 -X)Qs(t+1)] - K[XQ.(t) + (1 — X)Qs(t)]
£,9K e ; ¢ ’

A
= 21000 + et + D]~ [0:(0) + st + DD e (430)

n

D {IXQe(t+ 1)+ (1= X0Qs (¢ + 1] = [XQe(®) + (1 = X0Q5(®)Pg = 0 (431)

t=1
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« Pour déterminer les valeurs de X la condition nécessaire est exprimée comme suit :

oL

=5 =0 (4.32)
oL n+1 P ,
& = - & [Qo(t) - Qe(t)]
- 0
+ ) |KIXQe(e + 1) + (1= 00s(t + D] = KIXQu(8) + (1 = 1)Q5(®)]
A=1
— S0 (0) + 0ot + 1)1~ [0:(0) + st + DI ¢ (433)
D K{Qe(t+1) = Qu(t + 1] = [Qe(® = Qs(OTh = 0 (434)

Si nous remplacons I'expression dgsdans I'équation (4.31) et (4.34) nous obtenons un
systeme de deux équations a deux inconnues K et X:

D {XQu(t+ 1) + (1= 0Qu(t + D] = [XQe(®) + (1 - Qs(O)]}

C 2(=1)1[Q, (¢ = (1 = 1)) = Qu(t — (1 = D)] (kX = 2)
XZ( ot = (1= 1)) = Qe(t — (1 = )] (kX - )

=0 (4.35)
= (—KX—%)l
D K{Qe(t+ 1) = Qu(t + DI = [Qe(® — QO
C 2(=1)1[Q, (¢ = (1 = 1)) = Qu(t — (= D)] (kx = 2)
XZ( ) Qo(t = 1= 1) = Qe(t — (1 - 1)] (kX =) o w36

= (—Kx —%)l

Pourdéterminer les valeurs optimaux des parametres de Muskingum K et X, I'équation (4.35)
et (4.36) doivent étre résolut itérativement. La méthode itérative est en général la plus longue a
appliguer, mais souvent la plus précise donc nous allons utiliser la méthode itérative a point
fixe.
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. ORGANIGRAMME DE LA METHODE DE MUSKINGUM

INVERSE

Apres avoir introduit les données : dates, débits aval et débits amont, on procede comme
suit.

. On se donnAK et AX

. On fixe Xo

. On fixe K

. On calculer I'équation (4.35)

On testeF = 0 si non on remplace &par Ko + AKo on retourne a 4

. Si oui, on calcule Géquation (4.36)

. On testeG = 0 si non on remplaceppar X +AXo, on retourne a 2

. Si oui on calcule les coefficients de Muskinguen, C11 et G1

. On calcule I'hydrogramme among @)

e 10. Simulation et présentation des hydrogrammes amont et aval observé et
I’hydrogramme amont calculé

o
© 0N UAWN R
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Lecture des donnée

y

=1

y
Xo

»
»

y

Ko

[
L

Calcul de A4, 1,

Ko=Kot+AKo A
Calcul de F
Xo=Xot+AXo v t=t+1
Non Oui Y
Test F=(
Calcul de G

y

Non / Oui
Test G=(
\
Oui Non

A 4

Calcul de Gog, C11, C21

y

Calcul de
I'hydrogramme

Fin
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CHAPITRE 3 : APPLICATIONS ET RESULTATS
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l. INTRODUCTION
Dans les deux chapitres précédents nous avons établi les équations de la méthode de
Muskingum et la méthode de calcul, des coefficients K,oXCC et G pour la méthode directe
et des coefficients K, X, &, Ci1 et G1 pour la méthode inverse.

Dans ce chapitre, nous allons faire dans un premier temps une application de la méthode
de Muskingum directe a la simulation de la propagation d’'ondes de crues simples Cémagref,
Triangulaire, Henderson et Perumal (Badiji, 2013) en utilisant le compilateur FORTRAN 95,
dans deux canaux rectangulaire de grande largeur au miroir B, de grande longueur L, de pente
trés faible I, et de coefficient de Manning-StricklensK et dans un deuxieme temps une
application de la méthode de Muskingum inverse a la simulation de la propagation d’ondes de
crues en utilisant le compilateur FORTRAN 95, avec des données proposés par Wilson (1974).
Tableau 1 : caractéristigue des canaux 1 et 2.

Longueur(m) | Largeur (m) Ke Pente |
Caractéristigues dul15000 120 50 0.00061
canal 1
Caractéristigues dul15000 120 16 0.00061
canal 2

[I.  APPLICATIONS ET RESULTATS POUR LA METHODE

DIRECTE

Estimation des valeurs optimales de K et X obtenus par calage par la méthode
Muskingum a partir des hydrogrammes simples obtenus par la méthode du double balayage.
Nous allons représenter les résultats des valeurs optimaux des hydrogrammes simples, du canal
1 dans le tableau 2 et du canal 2 dans le tableau 3. Nous notons que les pas de temps utilisés
pour obtenir les parametres optimaux a partir des hydrogrammes simples sont égaux pour
I'hydrogramme Triangulaire et Henderson avec un pas de temps égal a 1800 secondes pour le
canal 1 et 3600 secondes pour le canal 2 ; pour I'hydrogramme de Cémagref les pas de temps
sont de 900 secondes pour le canal 1 et de 1800 secondes pour le canal 2 ; pour 'hydrogramme
de Perumal les pas de temps sont de 3600 secondes pour le canal 1 et de 6300 secondes pour le
canal 2 et ces pas de temps sont obtenus de telles sortes que le critere de stabilité soit respecté
(avecAt < K etAt > 2.K.X). Nous remarquons aussi que le coefficiend @n poids plus fort
gue les coefficients € et G pour les hydrogrammes de, Cémagref, Triangulaire et
d’Henderson dans les canaux 1 et 2 ; mais pour 'hydrogramme de Perumal le coefficient C
I'emporte sur les coefficientsi@t G pour les deux canaux. Les valeurs du paramétre K des
hydrogrammes (Cémagref, Triangulaire, Henderson, Perumal) sont plus petites pour le canal 1
gue pour le canal 2, ce qui montre que le débit se propage plus vite dans le canal 1 que dans le
canal 2. Nous pouvons noter aussi que les valeurs du parameétre X dans les deux canaux sont
inférieur a 0.5 d’ou une atténuation des hydrogrammes sortants.

Nous avons présenté les hydrogrammes de Cémagref, Triangulaire, Henderson et
Perumal respectivement dans la figure 5, figure 6, figure 7 et figure 8 pour les deux canaux 1
et 2. Nous notons que les hydrogrammes sortants observés et calculés sont presque confondus.
Nous constatons que, plus le frottement est important (canal 2) plus la propagation de la crue
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est lente. Cela correspond aux résultats attendus : Le frottement ralentit 'écoulement. Nous
remarquons aussi que plus le frottement est important et plus I'onde s’atténue : le débit de pointe
diminue et le temps de montée augmente due a la diffusion de I'énergie causée par le frottement.
On retrouve les cas des ondes diffusantes. Nous avons les mémes observations pour tous les
hydrogrammes.

Tableau 2 : Valeur optimal de K et X des hydrogrammes simples dans le canal 1.

HYDRO | CEMAGREF |TRIANGULAIRE HENDERSON PERUMAL
COEF
K en seconde 5552.69 9886.21 14740.73 4130.33
X 0.07 0.08 0.05 0.19
Co 0.149392 0.169169 0.109841 0.502328
C1 0.010921 0.010954 0.019344 0.197304
Cz 0.839687 0.819916 0.879225 0.300368
Cot+Ci+Co 1 1 1 1
At en 900 1800 1800 3600
seconde
Tableau 3 : Valeur optimal de K et X des hydrogrammes simples dans le canal 2.
HYDRO | CEMAGREF |TRIANGULAIRE HENDERSON PERUMAL
COEF
K en seconde 14338.44 24538.88 34368.95 5367.264
X 0.06 0.07 0.05 0.14
Co 0.1224 0.1429 0.1021 0.5024
C 0.0028 0.0033 0.0024 0.3089
Cz 0.8748 0.8538 0.8955 0.1888
Cot+Ci1+Co 1 1 1 1
At en 1800 3600 3600 6300
seconde
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Figure 5 : Calage de la méthode de Muskingum sur I’nydrogramme de Cémagref.
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Figure 6 : Calage de la méthode de Muskingum sur I’hydrogramme trianqulaire.
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Figure 7 : Calage de la méthode de Muskingum sur I’hydrogramme henderson.
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Figure 8 : Calage de la méthode de Muskingum sur I’nydrogramme perumal.
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1. APPLICATIONS ET RESULTATS POUR LA METHODE

INVERSE

Dans cette travail, nous avons adopté une seule série de donnée hydrogramme entrant-
sortant donné par Wilson (1974) pour les techniques estimations de paramétre et nous avons
trouvé dans la littérature une série de valeurs de parameétre représenté dans le tableau 4 (Das,
2009). Identique a la précédente approche, la présente d’étude qui étudie la modélisation inverse
utilise aussi 100% des données d’hydrogramme d’entrée et de sortie donné par Wilson (1974).
Les principes d’estimation des paramétres Muskingum utilisant les données de Wilson (1974)
qui sont utilisées dans cette étude et dans les premiéres études que nous avons trouvé dans la
littérature sont au loin des principes traditionnels de calibrations et de validations utilisé dans
la modélisation des systémes de gestion des eaux. Dans la modélisation traditionnelle une partie
des données observées (généralement 50 a 75%) est utilisé pour la calibration et le reste pour
la validation. Mais dans la recherche de l'estimation des paramétres dans le modeéle
Muskingum, toutes les données sont utilisées pour la calibration. La procédure de calibration
génere numeériquement les données de I'’hydrogramme entrant et sortant. Nous allons présenter
les valeurs estimés de notre présente étude dans le tableau 5. Nous allons aussi présenter les
valeurs de I'hydrogramme entrant calculé a partir des hydrogrammes observeés dans le tableau
6. Les valeurs de la comparaison entre I'hydrogramme de la présente d’étude et les premiéres
études sont représentées dans le tableau 7. Nous remarquons que la valeur de K est plus
importante pour celui de Wilson mais la valeur de X est plus importante pour la présente
d’étude. Nous remarquons aussi que la valeur du coefficier®sCplus importante que et
Co1 avec G1 qui est négatif. Nous remarquons aussi que dans la période de crue et de décrue,
nousobtenons de trés bonnes valeurs par rapport aux valeurs observés. C’est en période de
point que nous avons des valeurs inférieur a ceux obtenus par Wilson.

La représentation graphique de hydrogramme obtenu est représentée dans la figure 9 et
nous remarquons gu’en période de crue et en période de décrue les deux hydrogrammes entrant
calculé et observé sont presque confondus mais c’est au niveau du débit de point que nous avons
une légere différence des hydrogrammes. Nous remarquons aussi la présence d’'une diffusion
et d'une atténuation de I'onde. La comparaison entre I’hnydrogramme obtenu et ceux trouvés
dans la littérature représenté par la figure 10 montre que I’hydrogramme entrant calculé est plus
centré dans la zone de débit de point de I'hydrogramme entrant observé.

Tableau 4 : valeurs des parameétres K et X des premiers d’études.

Méthode K (heure) X
Wilson 36.0000 0.2500

Das 2004 24.3804 0.2010

Das 2009 22.0011 0.3396

Tableau 5 : valeurs des parameétres K et X et des coefficientsiCCi11, C21 de la présente
étude.

K (heure) X Coz Cu Ca Coit Cut C
25.0000 0.3700 0.5102 -1.0408 1.5306 1
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Tableau 6 : valeurs des hydrogrammes de la présente d’étude.

Hydrogramme observé de Wilson | Hydrogramme entrant calcule
(m3/s) (m3/s)
Date (heure) Qs Qe Qecal
0 22 22 21
6 21 23 28,1
12 21 35 54,2
18 26 71 77,5
24 34 103 88,6
30 44 111 94
36 55 109 94,8
42 66 100 90
48 75 86 83,7
54 82 71 74,9
60 85 59 64,1
66 84 47 54,9
72 80 39 44.8
78 73 32 36,3
84 64 28 28,3
90 54 24 22,4
96 44 22 20
102 36 21 18,7
108 30 20 16,7
114 25 19 17,3
120 22 19 15,4

présente d'étude

120

— QS
100
Qe

80

60 Qecal

40

20 T S~

0 20 40 60 80 100 120

Figure 9 : représentation graphique de I’nydrogramme entrant calculé.
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Tableau 7 : comparaison entre la présente d’'étude et les premieres études

Hydrogramme observé de Wilson Hydrogramme entrant calculé
(m%s) (m¥s)

Date Qs Q. Wilson | Das 2004| Das 2009 Présente
(heure) d’étude
0 22 22 29,5 20,3 24,4 21
6 21 23 41,9 26,7 31,4 28,1
12 21 35 62,8 44,8 45,4 54,2
18 26 71 79,7 60,7 58,6 77,5
24 34 103 93,4 75,5 71,1 88,6
30 44 111 102,8 88 81,6 94
36 55 109 106,6 97 89 94,8
42 66 100 103,1 99,4 91,5 90
48 75 86 95,2 98,4 90,4 83,7
54 82 71 80,5 89,4 83,6 74,9
60 85 59 64 77,2 74 64,1
66 84 47 47,9 64,3 63,2 54,9
72 80 39 31,8 49,4 50,9 44,8
78 73 32 18,7 35,6 39,4 36,3
84 64 28 9,4 24 29,5 28,3
90 54 24 4,8 15,9 22,4 22,4
96 44 22 55 13,8 19,2 20
102 36 21 7,1 13,1 17,2 18,7
108 30 20 8,1 11,8 15,6 16,7
114 25 19 11,2 13,5 15,8 17,3
120 22 19 12,5 12,5 15,3 15,4
126 19 18 18 18 18

comparaison des hydrogrammes o
120 Qe
100 wilson
80 Das 2004
60 Das 2009
Qecal
40
20 ° e ——
0
0 80 100 120
Figure 10 : comparaison des hydrogrammes entrants calculés
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L'objectif de ce travail a été dutiliser la modélisation inverse pour calculer
I’hydrogramme amont connaissant I’hnydrogramme aval en une section d’'un canal rectangulaire.

En partant des travaux de Kovacs (1988), de Ly (2013) et de Wagne (2013), nous avons
repris la détermination de I'équation de Muskingum pour la méthode directe en utilisant
I'équation de continuité combinée a une loi de stockage linéaire. Les paramétres K et X ont été
déterminés par la méthode des moindres carrés. Pour la méthode inverse, nous avons repris le
travail de Das (2009), qui a utilisé la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour déterminer
les parametres K et X. Nous avons introduit dans les équations trouvées par cet auteur
I'expression analytigue des multiplicateurs de Lagrange. Nous avons ainsi obtenu un systéeme
de deux équations non linéaires. Nous avons mis au point une procédure itérative fondée sur la
minimisation de la somme des carrés des écarts pour résoudre numériguement ce systeme. Les
résultats que nous avons obtenus en utilisant les mémes données que Das (2009), méme s’ils
présentent quelques différences, peuvent étre considérés comme satisfaisants.

Nous envisageons d’améliorer la procédure itérative utilisée, et d’'utiliser la méthode ainsi
mise au point pour étudier le probleme de la satisfaction des besoins en eau dans des réseaux
d’irrigation.
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