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0 Introduction

Un étudiant en mathématiques est souvent, d’abord et avant tout, quelqu’un qui se
passionne pour les mysteres entourant les nombres. La science la plus pure qui englobe ce
sujet se nomme la théorie des nombres et elle est vieille de plus de 4500 ans. Cette science
fait elle-méme partie de ce que nous appelons les mathématiques et la frontiére entre les
deux est pratiquement inexistante. Personnellement, je ne me souviens méme pas depuis
combien de temps on m’a dit que chacun des entiers se factorise de fagon unique en
produit de nombres premiers. Cette assertion qui semble trés évidente nécessite tout de
méme une preuve rigoureuse. Lorsque nous amorgons une étude plus appronfondie de la
théorie des nombres, nous sommes trés vite confrontés a comprendre différentes struc-
tures qui, en quelque sorte, sont comparables a la suite des entiers. Par exemple, trés
tot nous voyons la définition de groupe, qui a premiére vue semble étre trop abstraite
pour étre intéressante. Ensuite, nous rencontrons les anneaux Z,, et finalement les corps.
Chacune de ces structures hérite naturellement de la commutativité de Z. On rencontre
aussi plusieurs autres sortes de stru¢turesem attégeant, renforgcant ou modifiant les condi-
tions et elles ont leur importance, mais il n’en $era pas question dans ce travail. Donc,
apres avoir défini ce que sont un idéatetwmeclasse d’équivalence, nous voyons Z comme
une immense source d’anneaux quotients. Les anneaux quotients de Z les plus simples,
ceux qui apparaissent en quotientant par des idéaux qui sont maximaux, jouissent meme
d'une structure de corps. Les autres, la majorité, ne sont pas des domaines d’intégrité.
Cette derniére assertion se quantifie a I'aide du théoréme des nombres premiers.

Dans ce travail, nous allons souvent nous restreindre aux corps finis & p éléments,
bien que la majorité des techniques employées seront valides tantét dans tout corps fini,
tantot dans tout groupe commutatif, les détails techniques et la beauté des résultats
favorisant cette restriction. Cependant, il sera toujours clairement indiqué pour quelle
sorte d’objets chaque assertion est valide.

Comme le titre l'indique, ce mémoire a pour but de faire ressortir un ensemble de
structures, d’idées et de principes qui sont trés utiles pour étudier certains problémes
relatifs aux corps finis. Les questions qui y sont traitées font parties de plusieurs domaines
en méme temps. Par exemple, une technique pour caractériser les suites a distribution
uniforme dans un groupe fini est décrite au chapitre 1. I1 s’agit du fameux critere de Weyl
qui est trés similaire au critére pour la distribution uniforme dans [0, 1] ; cependant, la
preuve de la version quantitative est plus courte. Dans le but d’appliquer ce principe au
plus grand nombre de suites possibles, nous sommes amenés a introduire une technique
qui fut inventée par Stepanov vers la fin des années soixante. Cette technique est basée
sur 'idée tres simple suivante : si un ensemble de M éléments peut se faire annuler au
complet avec une mutiplicité d’au moins D par un polynéme P non identiquement nul,
alors on peut en déduire que M < %. Un des résultats spectaculaires est le fait que
n? —n

P

Le chapitre 3 est voué a une preuve de I'hypothese de Riemann pour les corps finis.

est distribué uniformément modulo p lorsque n parcourt Z,.
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Cette assertion est en fait un résultat sur le nombre de zéros qu’a un polynéme f(z,y)
absolument irréductible sur F,[z,y]. La preuve, bien qu'extrémement astucieuse, est
en fait basée sur la simple idée de Stepanov. Cette derniére est lourdement inspirée
de celle de Axel Thue, du début du siecle dernier, de son résultat sur 'approximation
diophantienne des nombres algébriques qui fait d’ailleurs I’'objet du chapitre 4. Ce dernier
chapitre peut étre vu comme un appendice qui est 1a dans le but de mettre en évidence
le vrai lien entre ces techniques.

Le chapitre 2 se distingue des autres par son contenu. En effet, c’est le seul qui ne
contient aucune construction de polynomes. Il est consacré au complet a la preuve de la
conjecture originale de Kurepa qui fut démontrée en 2004 par Daniel Barsky et Bénali
Benzaghou dans [1]. Cet énoncé stipule que le nombre

1=

n’est pas divisible par n lorsque n > 2. En fait, il existe une liste trés impressionnante
d’assertions qui y sont équivalentes (voir [23]). Premiérement, il est clair qu’il est suffisant
de se restreindre au cas ol n est un nombre premier p. Ensuite, il n’est pas trop difficile
de voir que le méme énoncé est équivalent au fait que (n!,In) = 2 pour n > 2. La
preuve de ce résultat utilise plusieurs idées provenant de I’algébre linéaire et une foule
de calculs astucieux dans une extension de type Artin-Schreier. Le fil conducteur qui
me laisse introduire ce chapitre est un résultat, qui & ma connaissance, semble nouveau
méme si les idées pour le produire ont au moins 10 ans. En effet, il y a beaucoup de
travaux qui se font sur le genre de question suivante : Etant donnée une suite S de M
termes dans [F,,, combien d’éléments de ), sont effectivement représentés par cette suite ?
Les exemples qui me viennent, & I’esprit sont les récents articles de Moubariz Z. Garaev,
Florian Luca et Igor E. Shparlinski sur les factoriels (voir [15] et [16]).

En fait, des que la suite en question n'a aucune raison d’avoir de structure, un
argument probabiliste trées simple nous laisse penser qu’il devrait y avoir

(1 = (1 = i)M +os(1)) p

termes différents de F, dans la suite en question, et c’est ce qu’on observe en pratique. Il
est & noter que pour un polynéme fixé f(z) € F,[z], on peut calculer 'exacte proportion
des éléments de F,, que prend f(n), lorsque n parcourt F,, avec p qui tend vers 'infini ;
voir par exemple [2]. Pour le cas qui nous concerne, si on définit le polynome

p-1
splx) 1= Zi!ri,

i=0
alors en utilisant les techniques de Stepanov [32], Heath-Brown et Konyagin [22], nous
montrons au chapitre 1 que le nombre de valeurs prises par £,(n), lorsque n parcourt F,,
est au moins (1/14)p*/? et qu’en particulier ce polynéme a au plus 4p*/® zéros dans F,,. Ces
résultats sont loin du fait presque certain que ce polynéme doit prendre (1—1/e+0o(1))p
valeurs de F,. Le chapitre 2 est I'étude de «,(x) spécialisé en z = 1.



0.1 Remarques préliminaires.

Comme il est coutume, p représente toujours un nombre premier et g, une puissance
d’un nombre premier. Dans un premier temps, il n’est pas clair qu’un corps de g éléments
existe. Pour le voir, il suffit de considérer les racines du polynéme z? — z € Z,[z], od
g = p" pour un certain n > 0. Comme les nombres

(q) avec 1<j<qg-1
&

sont tous divisibles par p, il s’ensuit que la somme et la différence de deux racines est
aussi une racine. Il en est de méme pour le produit de deux racines. Clairement ce
polyndéme est & racines simples, car d(z? — ) = —1 # 0. On voit aussi que 0 et 1 sont
des racines. Si A, est I’ensemble des racines distinctes, alors on a montré que |A,| = g et
qu’il posséde une structure d’anneau. Prenons un élément non nul b de A, et considérons
I’ensemble bA,. Si deux éléments b3, et b3, avec [§; # (B2 de ce nouvel ensemble sont
identiques, alors c’est que b(3; — f2) = 0 et comme Z, est un domaine d’intégrité, on en
déduit que 3, = 2 ce qui est une contradiction. On vient donc de montrer que bA, est
une permutation de A, et en particulier 1 € bA, et donc b est inversible et finalement
A, =: F, est un corps.

Une fagon de construire explicitemnent un tel corps est de considérer I’anneau quotient
F,[z]/I ou I est I'idéal engendré par un polynéme P(z) irréductible de degré n. Comme
P(z) est irréductible, il s’ensuit que Fp[z]/] est un corps et il est évident qu'il posséde
q éléments. Ce qui n’est pas clair a priori, c’est qu'un tel polynome existe. Soit donc R
’ensemble des polynémes irréductibles unitaires de F,[z] et R(d) le nombre de ceux qui
sont de degré d, clairement on a R(d) < p? pour d > 0. Comme F,[z] est un domaine &
factorisation unique, on peut écrire

LS S

#(z)€Fpla] d>0

Fiz) wnstuire : . R
- 11 e =I(=2) -

P(z)ER d>1
On a done
In(1 —pt) = R(d)In(1—t%),
d>1
d’ont on obtient ()" s
pt)" t
D —=2.) dR(d).
m>1 k>1 d>1

En comparant les coefficients, on obtient la relation

p" = dR(d) =

dlm
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valide pour m > 0, qui nous fournit finalement que

R(m) = = 3" u(dyp,
dlm

ou p est la fonction de Moebius. On peut obtenir cette relation un peu plus rapidement
en utilisant directement le fait que z7 — = est exactement le produit des polynémes
irréductibles de degré d qui divise n (ce qu’on a montré implicitement), et donc I’existence
d’au moins un candidat est presqu’une trivialité. Cependant, la méthode exposée ici est
plus esthétique et dans le fond elle revient au méme : les calculs font le raisonnement
pour nous en utilisant seulement le fait que F,[z] est & factorisation unique. Néanmoins,
nous avons montré que

2pn/2
n

<

R(n) - %

pour n > 0. Le méme raisonnement peut s’appliquer si le corps de base est F,. et qu'on
veut y compter les polynémes irréductibles de degré e.

Une propriété des corps finis qui est particulierement importante est le fait que
le groupe multiplicatif F; est cyclique. Pour le voir on commence par remarquer, par
induction, que dans un corps fini les polynomes de degré d ont au plus d racines. Ensuite,
comme les éléments de F; satisfont 2971 = 1, il s’ensuit que les ordres des éléments de F;
sont des diviseurs de ¢ — 1, i.e. chaque ¢lément de F; satisfait une équation de la forme
z% = 1 avec d|q — 1. Alors supposons qu’aucun ordre ne vaut exactement g — 1 et posons
n(d) pour le nombre d’éléments de F; qui ont un ordre égal a d. Si 5(d) # 0, alors il
existe un élément r d’ordre d. On considere alors ¢ avec e = 1,...,d. Ces valeurs sont
toutes des solutions distinctes de I'équation y% = 1. Il n’y en a donc pas d’autres. Soit
maintenant z un élément d’ordre d. Un tel élément est donc de la forme z¢ et de plus
(d,e) = 1. On en déduit que 7(d) < ¢(d) et on peut alors écrire

g—1= nd <> o(d)=q-1,

dlg-1 djg—1

ce qui nous permet de constater que 7(d) = ¢(d) pour tout d qui divise ¢ — 1 et donc
que le nombre de racines primitives est exactement ¢(g — 1) qui est non nul.

Une autre propriété fondamentale est la connaissance du groupe de Galois de F,/F,.
Comme o(y) := y? laisse fixe IF,, il s’ensuit que o génére un sous-groupe de Gal(F,/F,).
Comme y? = y, il est naturel de considérer o avec 0 < i < n — 1. Premiérement, on
remarque que ces éléments sont distincts car si y* = y? avec 0 < i < j < n -1,
alors y* "' = 1 ce qui est une contradiction car p/ — p' # 0 modulo ¢ — 1. On a donc
montré que |Gal(F,/F,)| > n. La démonstration de 'inégalité inverse se fait en deux
étapes. Commencgons par montrer que l'existence d’un autre élément 7 # o' pour un
0 <7 < n —1 entraine une dépendance linéaire. Pour ce faire, on fixe un polynome
irréductible f(z) sur F, de degré n avec f(/) = 0 et on considére le systéme d’équations

n—1
b= inai(ﬁj) +z,7(#) avec 0<j<n-—1

i=0



en les variables z; avec 0 < i < n. Comme on a n équations linéaires et n + 1 inconnues,
on déduit qu'il existe une solution non triviale en nombres a; avec 0 < i < n dans F,[]
qui est isomorphe a F,. On peut alors choisir des éléments a; de F, avec0 < j <n -1
et obtenir la solution générale

n—1

0= Za,-a‘(a_,-ﬁj) + a,7(a;’) avec 0<j<n-—1

i=0

En additionnant les n équations, on obtient

n-1 n—1 n—1
0= Za,—oi (Z ajﬁj) + on7T (z ajﬂj)

i=0 j=0 j=0

et comme les 37 avec 0 < j < n — 1 forment une base de F, sur F, et que les a; avec
0 < j £n—1 peuvent étre choisis de fagon arbitraire dans F,, il s’ensuit qu’on a trouvé
la dépendance linéaire

n—1
0= E ;0" + QnT.
=

On remarque qu’on a utilisé toutes les propriétés des automorphismes, sauf la structure
de groupe. Pour la deuxiéme partie de la preuve de I'inégalité |Gal(F,/F,)| < n on utilise
seulement la structure multiplicative, donc le fait qu’'un automorphisme est un caractere
multiplicatif. On suppose ainsi qu’on a une combinaison linéaire avec un nombre minimal
de coefficients non nuls. Comme

n—1
D ot (w) + pr(w) =0
=)

pour tout w € F, et qu’on peut choisir un élément z € F; pour lequel 0°(2) # 7(2), ceci
étant di au fait que les automorphismes sont distincts, on déduit que les équations

_ij e o) sper ) = Z S o)+ () =D

et
n-1
Y wr(2)ot(w) + Yt (2)T(w) =0
=0

sont satisfaites. En les soustrayant, on trouve

n-—1
Y " vile*(2) = 7(2)]o*(w) =0,
i=0
ce qui nous fournit une solution non triviale qui contredit la minimalité de notre choix.

En somme, on a montré que Gal(F,/F,) est isomorphe au groupe cyclique (Z,,.+) et est
engendré par le Frobenius o.



Lorsqu’on s'intéresse aux calculs explicites dans F, il est utile de savoir comment
inverser rapidement un élément m quelconque de Fy, i.e. résoudre I'équation ml = 1 en [
dans F;. Plus généralement, on doit résoudre efficacement 1’équation'ml = b avec ! € F,.
Pour m et b fixés, on note la solution par my. Il est trés facile de voir que my = bm? 2 et
que la complexité de calcul est de O(In(g)) étapes. Dans le cas ofl on ne s'intéresse qu'a
F, avec un p premier fixé, pour des entiers m compris entre 1 et p —1, on peut définir
la fonction arithmétique t,(m) par

T L e
P
oll my est le représentant modulo p choisi minimal et pesitif pour tout 1 <m < p— 1.
Dans un premier temps, il est facile de voir qu'on a toujours 0 < t,(m) < m — 1,
ty(m) = ty(my) et donc 0 < t4(m) < min{m — 1, mp—1}. Ensuite, il est naturel de définir
N, comme étant le nombre de valeurs distinctes prises par la fonction ¢,(m) lorsque m
parcourt F;. Evidemment, on a que N;, < (p'=1)/2. En fait ce nombre est exactement
égal au nombre d’entiers de la forme ap + b avec a € [0,p — 2] qui ont la propriété de
pouvoir s’écrire comme le produit de deux nombres dans [a + 1,p — 1]. Comme w(m)
et w(ap + b), ot w est la fonction qui compte le nombre de facteurs premiers distincts,
valent environ Inln(p) pour presque tout m € [1,p—1] et a € [0, p—2], il s’ensuit que les
nombres de la forme pty(m) + b sont de densité limite nulle, i.e. N;, = o(p). Ceci signifie
que ¢a prend “trés peu” d’entiers pour inverser les éléments de F, au complet. En fait,
les résultats récents de Kevin Ford (voir [10], [11] et [12]) nous laissent supposer qu’on a

P p
()P @) ~ " = () (nn(p))7

pour certaines constantes c et C avec ¢ < C, on
1+ Inln(2)
In(2)
Ce qui nous apprend en particulier qu’il y a des entiers qui sont pris trés souvent par
ty(m).

Cette fonction traduit certaines propriétés arithmétiques intéressantes. En effet, il
est facile de voir que

d=1 ~ 0.08607133...

=1
[ te(m)p+b) = (p— 12,
m=1
ce qui est équivalent a
p-1
[Ttmp+b) —1=((p—-1)! = 1)((p - D! +1).
m=1
On en déduit alors que p est un nombre premier de Wilson, i.e. (p — 1)! = —1 modulo
p?, si et seulement si
p—1
b —b
p (Z tb(m)) =
m=1

6



pour un certain b # 0 modulo p, ce qui entraine la méme propriété pour tout b Z 0
modulo p. Seulement trois nombres premiers de Wilson sont connus, il s’agit de 5, 13 et
563. Carl Pomerance, Karl Dilcher et Richard Crandall ont montré dans [3] qu'il n’y en
a pas un autre inférieur a 500 millions.

Il est facile de déduire de ce qui précede que la moyenne géométrique vaut

1/(p-1)
- _p bln®(p)
(E, c,,(m)) =g h0 (T) .

Il semble difficile de montrer le résultat correspondant pour la moyenne arithmétique.
Cependant on obtient I'identité

=1 2
-2)(p—-1
Y ty(m) = (_p_)z(l’__),
qui nous laisse supposer que pour toutes les valeurs de b on a

p-1 p2
S talm) = £-(1 4 (1)),
m=1

1l est possible de calculer les moments de la suite (£,(m)/m)1<m<p-1- Il suffit de considérer,
pour un b fixé avec 1 < b < p — 1, I'expression

E (tb(mr)’f—i-b)k

m=1

pour montrer que

p—1 k
> (M) - L+ ofkmo)),

m=1

1/2
ce qui fournit une valeur asymptotique lorsque k = o ((ﬁ) ) Lecas k =1, a

savoir

E tp(m) I 1 pr_l
m=1 2 p
est particulierement remarquable, d’autant plus que le nombre harmonique H,_; est
divisible par p? pour p > 5. Les moments de cette suite nous permettent de montrer
que la suite (t(m)/m)i<m<p-1 est uniformément répartie modulo 1. En fait, on a la
version explicite du théoréme de Weyl (voir par exemple [14], [20], [29] et [30]), i.e. si
0<a<f <1, (an)men est une suite dans [0, 1] et a < 3, alors

M

1 6 4
~ ({m < Nla <an <8} - (8-a)) < n,+1+;§

N

1
exp(2mija,,)| .
m=1

iN




Ceci nous permet de montrer que

HlSmSp—lla<tb(m)/mSﬁ}|=(ﬁ—a)(p—1)+o($)

avec une constante explicite pour le terme de 'erreur qui peut étre prise arbitrairement
plus grande en valeur absolue que 127 = 37.6991118 pour p suffisament grand.

Ces nombres et leurs généralisations offrent une foule d’autres questions intéréssantes
pouvant avoir certaines implications en théorie des nombres.



1 Principes d’analyse de suites remarquables de Zy.

1.1 Notations et concepts de théorie additive.

On définit I'énergie entre deux sous-ensembles A et B d’éléments non nécessairement
distincts de I’ensemble A par :

E2(A, B) == |{(a,b,a’,b)| acb~a ob avec a,a’ € Aet b,b € B}|.

Le symbole o est une loi de composition quelconque et ~ est une relation d’équivalence
quelconque. Dans le cas ou o est 'addition on écrit E.(A, B) et on parle d’énergie
additive. On écrit aussi E°(A, A) =: E°(A) pour alléger. Clairement, on a que

E(A, B) = |A||B|,

de plus, siaob~zob et aob~ a oy on respectivement au plus X et Y solutions en
z et y parmi I'ensemble des couples possibles lorsque les variables sont fixées dans les
mémes ensembles que la définition de 1'énergie, alors

EZ(A, B) < |A||B|min(Y|A|, X|B])

Dans ce travail, on a souvent A = Z et il est entierement question de relation de
congruence modulo N que nous allons noter E} (A, B). Nous allons aussi convenir natu-
rellement que E°(A, B) :== E3 (A, B) correspond au cas o1 ~ est le = ordinaire. Comme

AlIB| = |A+ B| & |A||B| = |A~ B| & (A- A)n (B - B) = {0},

on remarque aussi que F_(A, B) = |A||B| si et seulement si on est dans la situation
|A||B| = |A+ B|, i.e. r44g(m) = 1 pour tout élément m € A+ B ol on note en général

raoB(m) = |Raop(m)| = |R\)5(m)| = |[RG) 5(m)|

et ou
Raop(m) := {(a,b) € A x Bl aob~ m},

Ry (m) :={ac Albe Betaob~m}

et
ngs(m) :={be Bla€ Aetaob~m}.

Ces derniéres définitions dépendent évidemment de ~, cependant il est inutile de l'inclure
dans la notation pour les cas qui nous concernent puisque le tout est intimement lié a
la définition de I'énergie. Clairement, on a que

En(A, B) = Ex(B. A) = Ex(A+m, B +m) = Ex(—A. B)

et que
E;(A'} B) 2 E:(A,B) 2 EO(A: B)

9



si d|le. On remarque que

[AlIBl= Y rars(m)= Y ran(l)

meA+B leA-B
et que
En(A,B) = Z rass(m)? = Z ra-g(l)? = E ra-a(k)re-s(k).
meA+B lcA-B ke(A—A)N(B-B)

On peut donc déduire, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, que

(1A11B))* = ( > TA+B(m)) < |A+ B| Ex(A, B)
meEA+B

et que
2

En(A,B)? = > racars-s(l) | < Ex(A)EN(B).
le(A—A)N(B-B)
On retrouve souvent ces identités fondamentales de base dans le cadre de la théorie

additive des nombres. Un autres cas particulierement important fait I'objet du lemme
suivant.

Al|B A+ B[\
Lemme 1.1. In"iz-XTA+B(m) = IL-lll- ]_l’| ma.x{l, (|[A _-—‘_ BD } '

Preuve. Comme
|A+ Blmax rarp(m)® 2 Y rars(m)® = En(A,B),
meA+B
alors
En(A, B) > (|A||B|)?/ min{|A + B|,|A — B|}

et le résultat s’ensuit.(]

Définition. Soit N € N et [ : Zy — C. La transformée de Fourier discréte f de f
est définie par

fy =3 sme (5)
m=0

ou e(t) = exp(2mit). On vérifie facilement que son inverse est donné par

ce qui s'écrit f (=m) = N f(m). On définit la convolution [ * g de [ et g par
(f*9)(n):= Y [(i)g(3).
i—j=n
Une liste exaustive des propriétés que satisfait cette transformée prendrait un livre entier.

Nous proposons ici seulement certains faits qui sont fondamentaux dans I'optique de
notre étude.

10



1.2 Propriétés de la transformée de Fourier discreéte.

Nous avons successivement

N-1
(1) > f(m)i(n) sz

n=0 n=0
2) D If@P=NY_If(n)
n=0
(3) (f*9) =15
N-1 ) N-1
@) Y If)Pam)P =N ((f *9)m)%
n=0 n=0
N-1
(5) f)*=N Y f(a)f (b)) f(d).
n=0 a+b=c+d

La seule idée fondamentale pour démontrer chacune de ces relations est l'identité

bien connue e
Ze ai\ _ [N sia=0(modN),
NJ) |0 sinon,

i=0
qui provient du fait que le membre de gauche reste inchangé si on le multiplie par e(§)
et que ce dernier terme est différent de 1 pour a # 0 modulo N.

L’identité (2) est souvent appelée l'identité de Parseval dans la littérature; elle pro-
vient évidement de (1) dans le cas particulier o f = g. Le méme phénomene est valide
pour le passage de (4) a (5).

On définit le support d’une fonction f : Zy — C par

supp(J) = {x € Zn|[(z) # 0}.

En utilisant Cauchy-Schwarz et (2), on observe que

A

L N1 ) N-1 1/2
max|f(n)| < 3 1f(m)| < L (Isupp(f))? ( If(m)|2)
m=0

m=

0
(|«,upp(f)||mpp(f)|) max | f(n

et on en déduit que )
|supp(f)||supp(f)| = N

si f n’est pas identiquement nul. Cette inégalité, qui est appelée le principe d’incertitude,
ne peut etre améliorée pour aucun N. Pour le voir, il s’agit de considérer la fonction
caractéristique f d’un sous-groupe /1 de Zy. On remarque alors que |supp([)| = |H| et
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|supp(f)| = N/|H|. Dans le cas ol N est le nombre premier p, le dernier exemple nous
fournit en fait

|lsupp(f)| + |supp(f)| = p+1

et le prochain théoreme, qui fut découvert par Terence Tao dans [34], affirme que cette
version additive du principe d’incertitude est le pire cas possible, i.e.

|supp(f)| + |supp(f)| = p+1,

pour toute fonction f non identiquement nulle. Il est fort possible que la méme hypothése
entraine que la borne

-~ % N
|supp(£)| + |supp(f)| = min {d " ?}

soit vraie pour tout entier N, mais la preuve et le contre-exemple me sont inconnus. On
peut montrer une certaine borne de ce genre pour un N général (voir [27]). En effet, soit
dy < dp des diviseurs consécutifs de N. Si d; < k := |supp(f)| < dz, alors on a

. N
|supp(f)| > —(d1 + d2 — k).
d,d;

Avant d’énoncer et de prouver le théoréeme de Tao, il faut deux propositions préliminaires.

Proposition 1.1. Soit n un entier positif et P(x,,...,x,) un polynéme a coefficients
entiers. Supposons qu’il existe n racines p-iémes de I'unité 3y, ..., 3, pas nécessairement
distinctes pour lesquelles P(f3,...,3,) = 0. Alors P(1,...,1) est un multiple de p.

Preuve. Ecrivons g = exp(2mi/p). Ainsi pour chaque 1 <i<nilexiste 0 < k; <p
tel que 3; = 3%. Si on considere le polynome P(z) := P(z*, ... z%") A une variable,
alors en le réduisant modulo 2 — 1 nous obtenons un polynome de degré au plus p — 1.
Puisque P = 1 et que par hypothese P(3) = 0, il s’ensuit que P(z) est un multiple du
polynome minimal de # qui est (z” — 1)/(z — 1) et la proposition est démontrée.C]

Comme d’habitude, on définit I'espace 12(X) comme étant I'espace des fonctions
[ X — C qui satisfait

> @) < 0.

TeX

Proposition 1.2. Soit n une entier positif avec 1 < n < p et supposons que A :=
{ai,...,a,} C Z, et que B := {by,...,b,} C Z,. Supposons de plus que f est une
fonction qui satisfait supp(f) = A. Soit ¥ : I?(A) — [*(B) la transformation linéaire
définie par 9(f) := f|g, i.e., 9 est la restriction de [ a B. Alors ¥ est inversible.

Preuve. Sans perte de généralité, les ensembles A et B sont ordonnés. Il est fa-
cile de voir qu’il s’agit simplement de montrer que la matrice (3, ;)1<ij<n, 01 Bij =
exp(2mia;b;/p), est a déterminant non nul. Posons 3; = exp(2mia;/p); ainsi chaque f3;
est une racine distincte de I'unité et on veut montrer que det (5’ J1<i j<n est différent de
zéro. Définissons le polynome 4 n variables

b
s conin) &= det (27 )issgan:

12



On cherche un fagon d’appliquer la proposition 1 a ce polynome. Le probléme, c’est que
D(1,...,1) = 0. On remarque cependant la factorisation partielle

D(zy,...,xzn) = P(z1,...,2,) H (z; — T3)

1<i<j<n

qui définit le polynome P(z,,...,z,). On va montrer que P(1,...,1) n’est pas un mul-
tiple de p, ce qui va nous permettre de conclure, a I'aide de la proposition 1, que
P(f,...,0s) est non nul et par conséquent, D(/3,,...,[3,) est non nul . Pour ce faire,
on considére 'expression

(Ilaﬂ:l)o(I?azz)l e (J:naxn)n_lD(xlu ceey In)ln:...:z,.:l-

D’une part, on observe qu'on n’a jamais a dériver P(zy,...,1,) et en fait il n'est pas
trop difficile de voir que la derniére expression est égale a

ot (n—1)IP(Q,...,1).

D’autre part, en utilisant le fait que z;0,, (:cf’) = bj;t::-” et que le déterminant est une forme
multilinéaire alternée, on observe que la derniére expression est en fait un déterminant
de Vandermonde qui vaut exactement

H (bx — b;).

1<j<k<n

Comme les b; sont tous distincts, il s’ensuit que P(1,...,1) n'est pas un multiple de p,
et le résultat est démontré.[]

Théoréeme (Principe additif d’incertitude). Soit f : Z, — C une fonction non
identiquement nulle. Alors

lsupp(f)| + |supp(f)| = p + 1.

Réciproquement, si A et B sont deux ensembles non vides avec |A| + |B| > p + 1, alors
il existe f tel que supp(f) = A et supp(f) = B.

Preuve. Pour la premitre partie, on procede par contradiction. Supposons qu'il
existe une fonction non identiquement nulle pour laquelle on ait |supp(f)|+|supp(f)| < p.
On pose alors supp(f) = A. Par hypothése, il existe un ensemble B disjoint de supp(f)
tel que |A| = |B|. On a alors 9(f) = 0, ce qui contredit la proposition 2.

Pour la seconde partie, il suffit de considérer le cas ou |A| + |B| = p + 1. Sinon,
on aurait juste & montrer le résultat pour les sous-ensembles A’ de A et B’ de B pour
lesquels |A'|+|B’| = p+1 et ensuite on déduirait le résultat en prenant une combinaison
linéaire de ces sous-ensembles.

Supposons donc que |A| + |B| = p + 1. On peut alors choisir un sous-ensemble A’
de Z, pour lequel A'N B = {z}. Comme 9 est inversible, on peut trouver une fonction
J € 13(A) telle que f s’annule sur A" — {z} et qui est non nulle en z. En utilisant la
premicre partie du théoreme, on voit qu'une telle fonction f doit étre non nulle sur A
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et de méme f est non nulle sur B. On a donc supp(f) = A et supp(f) = B, d’ou le
résultat.(]

Remarque. Le dernier théoréeme nous fournit une preuve trés courte du fameux
résultat de Davenport, i.e.

|A+ B| 2 min{|A| + [B| - 1,p},

si |A| et |B| sont non nuls. En effet, dans ce cas on peut trouver deux ensembles X et
Ytelsque | X|=p+1-|A,|Y|=p+1-|Blet | X NY|=max{|X]|+|Y|-1,1}.
Selon le dernier théoréme, on peut aussi trouver une fonction f telle que supp(f) =
et supp(f) = X ; de méme, on peut trouver une fonction g telle que supp(g) = B et
supp(g) = Y. On voit alors que la fonction f*g est & support dans A+B et sa transformée
de Fourier est a support dans X NY. On a alors

|[A+B|+|XnY|>p+1.

On en déduit le résultat.

Par abus de notation, on utilise A( ) pour désigner la fonction caractéristique de

I’ensemble A, i.e.
1 sine A
A(n) := { . 2
(n) 0 sinon.
On utilise aussi souvent

[]
Az):={ac Al1<a<az}[ =) A(n)

Dans un contexte fixé, il est facile de ne pas se tromper de définition. La théorie ad-
ditive des nombres s’inscrit naturellement dans le domaine des transformées de Fourier
discretes. Par exemple, A(n) = 3 _,e(5). Ainsi on a la formule de représentation
ra-g(n) = (A * B)(n). De plus, on a que

N-
LS AmPIBme = Z (A% Bn)? = E(A, B)
n=0
d’apres (4). Comme
N-1
Am)B(m) = Y rars()e (7).
n=0

en inversant on obtient

En particulier,




et on a méme en fait que

1. 54 2rmn
= — A 2
T'A_A(n) N m§=0 IA(m)I Cos ( N ) ’
étant donné que A(—m) = A(m).

Traditionnellement, les transformées de Fourier discrétes sont apparues pour com-
prendre comment un ensemble est réparti modulo N. Soit (t)y le plus petit résidu
non-négatif de ¢ modulo N.

Définition. Un ensemble A C Zy est dit uniformément distribué modulo N si
|{a € A| aN < (na)y < BN} = (8 — a)|A|(1 + o(1))

pour chaque n # 0 modulo N et pour chaque 0 < a < g <1.

En pratique, le o(1) peut étre remplacé par une fonction qui est explicitée dans la
preuve du théoréme fondamental sur le sujet qui nous vient de Weyl et qui justifie
presqu’a lui seul I'usage de sommes exponentielles en mathématiques.

Théoréme d’équidistribution de Weyl. Soit A C Zy. Alors A est uniformément
distribué modulo N si et seulement si A(n) = o(|A|) pour tout n # 0 modulo N.

Preuve. Supposons que
l{a € A| aN < (na)y < BN} = (B — a)|A|(1+ o(1))

pour n Z 0 modulo N et pour chaque 0 < a < 3 < 1. Si aN < (na) < [N, alors
e(%2) = e(a)+O(|3 — al). En subdivisant (0, N] en intervales I; := (&, Ll)—] pour un
K fixé et choisi de telle sorte que

{a € 4| % < (na)y < Q—J“Klﬂ” = %|A|(1 +0(1)),
on trouve
Z Z ( ) KZ;(I Jro(l))l;j| (c (K) +0 (}1{)) < |A|/K.

(ﬂﬂ)wef

En laissant K = K(N) — oo, on trouve A(n) = o(| A|). Dans I'autre sens, on a

D

a€EA
[aN]<(na) N <[BN]

[BN] N-1

> Yy e(tr2)

j=[aN] a€A i=0
N-1 [BN]

=(f - a) |A|+—ZA(m Z (3(——%];)+()(1).

i=1 j=laN]

._.
[l
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Pour i # 0 dans (—N/2,N/2], on a

WZM e(%’) < N/Jil.

i=laN]
On a donc
[BN] IN/2) | o5, R oo, NF2] | -,
|A(in)| | A(in)| |A(in)|
NZAW)Z ( ) z r <<Z ; +'Z ;
j=[aN] i=1 =k i=M+1
1/2 [N/2) ] 1/2
2
< (In M) max|A(s)| o (le (in)| ) -_gﬂ 5

< (1 M) max | A H(AIN/M) = o)

si on laisse M — oo assez lentement.[]

Remarque. L’avant-derniere ligne de cette preuve nous donne un terme d’erreur
explicite pour la fonction o(1) implicitement définie dans 1'énoncé du théoréme. Par
exemple, si on peut montrer pour un certain ensemble A, ou |A| 3> N? avec § > 0, que
max,o | A(s)| < |A|'"¢ avec € > 0, ce qui est le cas de plusieurs exemples intéressants,
alors on peut prendre M = N et ainsi obtenir par exemple que

[A]*=2¢ In®(N/1 AT~ 2)

{a € A] aN < (na)y S BN} = (8 — a)|A| (1+O (ﬁﬁ)) ?

ce qui fournit un résultat non trivial pour toute région aussi mince que I’économie qu’on
obtient avec I'analyse des sommes exponentielles associées a A.

La notion de distribution uniforme est reliée a la question : Existe-t-il des solutions
a l'équation a + b = cavec a € A, b € B et ¢ € C, trois ensembles de résidus modulo
N?

Proposition 1.3. Soit A, B,C C Zy. Si A est uniformément distribué modulo N
avec |A| > N et si B, C sont deux ensembles quelconques d’entiers modulo N de
cardinalité > N, alors pour chaque entier x, y et z premier avec N et pour chaque
entier n'on a que

|AllBlIC]

{a €A,b€ B,ce Clza+yb+zc=n (mod N)}| = “—

(1+0(1)).

Preuve. La cardinalité de cet ensemble est

Z Z (1(:m+ yb+ zc — n)) _ %N Dle (—_%) A(xi)B(yi)C(zi).

a€A,beB, C€C i=0 i=|
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Le terme i = 0 donne |A||B||C|/N. On regarde le reste comme un terme d’erreur et on
le borne par sa valeur absolue qui contribue & au plus

1 ) N-1 . i 1 . N-1 i /2 /N1 ‘ 1/2
& max| A Y- Bi)C (i) < 5 max|AG)| (Z |B(yi)|2) (Z IC(yz')Iz)

=0 i=0

Hi Al: 1/2 12 1/2 Al < 4
= v ax |AG)|(NB) “(NC)™" = (BC)"" max | A(i)] < N max |A()|

en utilisant Cauchy-Schwarz et l'identité de Parseval. Le résultat découle du fait que
A(i) = o(|A|) pour tout i # 0 modulo N, car ¢a implique que N max;z|A(7)] =
o(|A[|B|IC|/N).O

Remarque. Cette méthode est bien plus générale que les conditions qui y sont
imposées. Par exemple, si on s’intéresse a savoir si un ensemble A possede une progression
arithmétique modulo N de longueur trois, il s’agit de vérifier si ’équation a + b = 2¢
modulo N avec a,b et ¢ € A tous différents modulo N. En d’autre mots, on veut que

l{a,b,c € A] a+b=2¢ (mod N)}| > |A].
La preuve nous donne qu'’il faut que

AR /N - |A|max | A(D)| > |A],

ce qui se réalise si max;y |A(1)| < |A]?/N —1.

Les exemples les plus simples de sous-ensembles remarquables de Zy sont les sous-
groupes multiplicatifs de Z,. Ces sous-groupes sont exactement les ensembles de puis-
sances k ou k|(p — 1). C’est I’exemple typique de base. Voici un outil fondamental pour
leur étude.

Définition. Pour chaque caractére y modulo N, on définit la somme de Gauss 7(x)

i N-1
700 = Y_x(me (7).

Si (m,N) = 1, alors on peut écrire
N . N-1 -
X)) = 3 xtxtme (1) = X xe (7).

en posant n = im modulo N. On obtient une représentation de x(m) par la formule tres
importante
N-1 .
(m) = == Y- xte (57
X =N YR E
T(X) i=0 N

en supposant en plus que 7(Y) # 0. Un exemple classique d’application de cette formule
est une démonstration de I'importante inégalité de Polya-Vinogradov.
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Pour simplifier I’analyse des sommes de Gauss et pour ce qui suit, nous allons sup-
poser a partir de maintenant que N est le nombre premier p. Dans ce cas, on a

|r(x)|2=§§x(n)x(m)e( ") - piﬁxn)x(nk)e("’“ =9,

n=0 m=0 n=0 k=0
ol on a posé m = kn modulo p. Donc
p-1 p-1
1-k
Zx ) e (—( ))=p—1—22(k)=p,
n=1 p k=2

de sorte que |7(x)| = p'/2. Posons maintenant
G :={n € Z;| 3 m tel que m* =n}.

Clairement, Gy = G(kp-1); donc on suppose toujours que k divise p — 1 et on note
h:= (p—1)/k. De plus,

Gi={z€Z)|z"=1}={¢*€Z)|j=1,...,h}

ol g est un générateur de Z;. La transformée de Fourier de la fonction caractéristique

de cet ensemble est
i ag 122 /ank
= — el — 1.
=1 k =1 p

On remarque que pour a Z 0 modulo p, la somme de droite vaut exactement

> x(a)r(x),
xk=xp
X#X0
car 4 X i
P— P -
m _ m bv(m/a
e(2) 3 wamtm) = e () e (22)
m=0 p T m=0 o e
x#x0
=1 p—1
m m
= k—]. el — o el — |.
( ) m%] (p) m/a=1 (p)
m/n‘;‘nk mod p mjni‘nk mod p

Comme |7(x)| = p*/2, on déduit que
- k-1
|Gr(a)| < ~ p/? < p”z

ce qui est non trivial des que k£ < ?1/ 2 Une fagon encore plus simple de montrer cette
inégalité est d’utiliser le fait que Gir(a) = Gir(am*) lorsque m # 0 modulo p, ce qui
permet d’écrire

p—1 —1

(p—DIGr(@)]* = ) |Gk(am)* < kZin

m=1 n=1
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D’ou
2 mz)”
Ha@P = Y Soe (U= gy,
my,ma= 1 n=1
On a donc démontré les deux corollaires suivants.

Corollaire 1.1. Soit Gy le sous-groupe de Z;, d’ordre h. Alors Gy est réparti uni-
formément modulo p dés que k = o(p'/?/Inp). De plus, on a I’estimé suivant :

{n € Gx| ap <n < Bp}| = (B — a) (%) (1+0(%)).

Corollaire 1.2. Il existe au moins une solution non triviale a I’équation de Fermat
modulo p lorsque k < p'/* — 1, i.e.

=¥ + o* = 2* (mod p)

posséde une solution avec zyz # 0 modulo p.

1.3 Présentation et application de la méthode de Stepanov.

Pour étendre le domaine de validité du corollaire 1.1, il faut introduire une nouvelle
famille d’idées qui forment en quelque sorte le sujet central de ce mémoire. Il s’agit
d’une fagon élémentaire de tantot compter, tantot majorer le nombre de solutions d’une
équation définie sur un corps fini. Comme on le verra, la méme idée sert depuis cent ans
dans 'étude des mesures d’irrationalité des nombres algébriques. Cette méthode de Thue
fut adaptée par Stepanov, il y a de cela environ 40 ans, a ’étude des corps finis et elle
est encore améliorée et généralisée de nos jours. Je me propose d’élaborer cette théorie
dans le sens inverse dont I'histoire 'a formée, i.e., apres avoir étendu et approfondi
le corolaire 1.1, je vais faire un traitement personnalisé de certaines troncations des
fonctions “transcendantes” —In(1 — z) et exp(z) dans F, pour finir avec une preuve de
I'hypothese de Riemann dans F,. Ensuite, je vais démontrer le fameux théoréme de Thue
pour mettre en évidence les points communs.

Définition. Soit K'[z] ’anneau des polynémes sur K. Soit d 'opérateur de dérivation
défini par
Nap+ a1+ ...+ ax') = ay + 2097 + . .. + tayzt ™",

On écrit souvent " P(z) = P%¥)(z) pour alléger la notation.

Lemme 1.2. Soit F, un corps de caractéristique p et soit m < p un entier positif.
Supposons que P(z) € Fy[z] avec deg P(z) > m et que pour un certain 3 € F, on ait

0= P(B) = PV(B) = PBB) = ... = P™ D).

Alors (x — 8)™|P(x), i.e. P(x) a un zéro d’ordre au moins m en [3.
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Preuve. Il est facile de voir que pour chaque 3 € F, on peut trouver ¢y, ..., ¢ tels
que
Plz) =ap+ a1+ ...+t =q+ca(z—F) + ...+ alz - f)-.

PO =kt [atan (V1) -0 +ra () @],

En évaluant en 3 et en utilisant ’hypotheése pour chaque 0 < k£ < m — 1, on a que
0 = klcx. Comme £k < m — 1 < p, il s'ensuit que k! # 0 dans F,. Donc ¢; = 0 pour
0<k<m-1,don (z - p)"|P(z).0

Remarques. La condition m < p est essentielle. Par exemple, considérons le po-
lynéme P(z) = (z(z — 1))?. Les dérivées s’annulent en 0 pour 0 < m < 2p, mais
P(z) a un zéro d’ordre seulement p en z = 0. Pour contrer ce phénomeéne qui provient
évidement du facteur factoriel qui apparait & force de dériver, Hasse eut 1'idée de définir
I'hyperdérivée o* par

Alors,

E . k+1 t ik
o (ap + qz + ...+ az') = o + & 1T+ ...+ L )

On écrit souvent o*P(z) = P (z) pour alléger I'écriture. Formellement, o* = 9% /k! et
il posséde évidement des propriétés semblables & la dérivé ordinaire. En particulier, on
peut écrire le lemme 1.2 sans se limiter a m < p. Cet opérateur sera beaucoup utilisé
aux chapitres 3 et 4.

Lemme 1.3. Soit P(z) € Zy|z] une somme de j > 1 termes distincts. Supposons
que deg P(x) < p. Alors (x — 1)’ ne divise pas P(z).

Preuve. La preuve se fait par induction compléte. Le cas 7 = 1 est trivial. Supposons
que j > 1 et que le résultat est démontré pour tout polynome de degré 1 < i < j. Soit
P(z) = Y7, a;ah. Alors

zPY(z) - ;P(z) = Zl(a,-a_,)x

Le polynome ainsi formé posseéde au plus j — 1 termes. On voit alors que (z — 1) ne
peut pas diviser P(z), car sinon (z — 1)7~" diviserait z P (z) — [, P(z) ce qui contredit
I'hypothese d’induction.]

Remarque. Le principe de Tao nous fournit un résultat d'une tout autre saveur. En
effet, on apprend qu'un polynome a j + 1 termes ne peut pas posséder plus de j racines
dans I’ensemble {z € C| 2P = 1}. Un tel polynome étant essentiellement la transformée
de Fourier d'une fonction supportée sur un ensemble a j + 1 éléments, sa transformée
doit avoir un support d’au moins p— j éléments, i.c. au plus j valeurs de {z € C| z¥ = 1}
peuvent étre une racine du polynome. En utilisant I’argument du lemme 1.3, on déduit
alors que le nombre de racines provenant de cet ensemble, comptées avec multiplicité,
d’un tel polynéme ne peut pas dépasser j2.
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Une borne sur 'énergie additive de Gy fournit naturellement une majoration de la
transformée de Fourier correspondante. Plus précisément, on montre le résultat suivant.

Lemme 1.4. L’estimé suivant est valide pour tout k lorsque a # 0 modulo p :
Gi(a) < (min{k, p/?} E,(Gy))"*.
Preuve. Clairement, pour m # 0 modulo p, on a que
Gi(a) = Gi(am*).

On en déduit donc que

(p—1)|Gi(a))* = Zlak am* |"<kZ|Gk(n)r‘

Comme chaque valeur revient ou bien 0 ou bien k fois. On a alors

h p-1 kmy kma _ okms _ okma)p
HG@it= S (Ee((g S )) < (p—DE,(Gy),

my,mg,m3zmg=1 \n=1

ce qui fournit |Gi(a)| < (kE,(Gx))'/%. De méme, pour l'autre partie, on a

h -1
hGr(@)? =Y 1Gi(ag™)? =Y ra,-c, (1)Gilat).
n=1 t=0

En applicant trois fois 'inégalité de Holder, on obtient

p—-1 2 p—1 p-1
h¥|Gi(a)l® < (Z rck-c.c(f-)) D re-a(t) Y |Gk(at)|* = ph' E(Gr)?,

t=0 t=0 t=0
ce qui complete la preuve.[]
Lemme 1.5. Pour chaque k > p'/3, on a

E,(Gy) < 23h%/2.

Preuve. Considérons d’abord Rg, _¢,(n). Clairement, 7¢, ¢, (0) = h et on peut
écrire

—1 —1

E,(Gx) = ngk _a,(n)? —h2+ZrGL an)}?=kK+h Y rg_an)

n=0 n€Z; /Gy

De méme,

p—1
h2=ZTG‘k—Gk —h+2rck c.(n)=h+h Z TG -G, (n),

n=0 REZ’,/G;{
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d’ot on déduit que
Y re-c(n)=h-1

n€Zy/Gy

Considérons maintenant
150 1
n R o ) = R 1)

pour tout n € Z;/ Gi. On se fixe alors un sous-ensemble quelconque S de Z;/ Gy et on
pose

M = U n_lez_Gk(n).

nes
On commence maintenant a appliquer la méthode de Stepanov dans le but de borner
|M|. Choisissons un polynéme I'(z,y, z) € Z,[z, y, z] pour lequel
deg, I' < A, deg, I' < B, deg.I" < B.

Nous orientons notre choix dans le but que le polynéme 6(z) := I'(z,z", (z — 1)*) ait
un zéro d’ordre an moins D en chaque point # € M. On pourra alors conclure que
D|M| < deg ©(z), a la condition que ©(z) ne soit pas identiquement nul. On remarque
que

deg © < deg, " + h(deg, I") + h(deg, I') < A+ 2hB.

Ainsi
|M|D < A+ 2hB,
si ©(z) n’est pas identiquement nul.

Pour faire en sorte que O(z) ait un zéro de multiplicité au moins D en un point 3,
il faut que

(1) 09(3) =0 pour i< D.
On observe que 3 # 0,1 pour § € M. Donc 'expression précédente est équivalente a
B(B-1)09(3) =0 pour i< D.

Clairement, on a
™(z%)™ = (a)az® si m<a,

™ (zM) ™) = (hb)mz™® si m < hb

et
(z = 1)™((z — 1)) = (he)m(z — 1) si m < he.

Il s’ensuit que
(@(x— )22z — 1)*)D = Py i(z)a (= - 1),

ol P, .:(z) est un polynéme qui est ou bien identiquement nul, ou bien de degré a + 1.
On en déduit que

(B(8 — 1))(B°B*(8 — 1)*)D) = Popes(B)n "
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pour chaque 3 € n“Rg:_Gk(n), étant donné que A" = (3 — 1) = n~" pour ces 5. On

écrit maintenant
I'®p,2) = Z Aapcz®y’ 2

a,b,c
et

P,-,_','(I) = Z Aa.b,r:""l_m_hﬂPa,b.c.i(-"":):

a,b,c

de sorte que deg P,;(z) < A+iet
(B(8 = 1))'89(8) = Pni(8)

pour chaque 3 € n*IRg:_Gk(n).

On s’arrange maintenant pour que P, ;(3) = 0 pour ¢ < D pour chaque n € M en
choisissant les A, correctement. Ceci nous assure que (1) est satisfait pour n € M.
Chacun des P, ;(z) a au plus A+ coefficients, lesquels sont des formes linéaires en A, ;..
Si

(DA+ D(D -1)/2)|8| < AB?,

alors il y a un ensemble de coefficients A, ., non tous nuls, pour lesquels les P, ;(z) sont
identiquement nuls pour chaque i < D et n € M. On doit maintenant s’assurer que
©(x) n’est pas identiquement nul si I'(z, y, 2) ne l'est pas. On écrit

(:.9.2)= ZP (x.9)2%

et on prend cp, la plus petite valeur de ¢ pour laquelle I'.(z, y) n'est pas identiquement
zéro. Il s’ensuit que

O(z) = (z—=1)" Y Te(z,a")(z —1)",

cp<e<B
de sorte que si ©(z) = 0, on doit avoir
T (z,2") = 0 (mod (z — 1)"Z,[z]).
En utilisant le lemme 1.3, on voit que c’est impossible si

AB<h e A+hB<p.

En résumé, si on choisit A, B et D tels que
(DA+ D(D —-1)/2)|S| < AB>, AB<h et A+hB<p,

alors on a
A+ 2hB
—5

On pose alors A := [h?3/(2.1S])"/3], B := [(2.1h|S|)'/?] et D := A, et on déduit que

M| <

M| < 21583(h|S|)*® si K?3/(2.1|S))V3 + (2.14%|S])'/3 < p.
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Maintenant, fort de cette borne, on est en mesure de terminer la preuve. Pour ce
faire, on ordonne les h valeurs de rg,_g, (n) pour n € Z; /G comme suit :

rai-ci(m) > rg—g(n2) > ... 2 rg,_g,(nn).
On prend pour S I'ensemble des n; avec i < {. Ainsi
rG-G, (o)t < |M| < 21%3(ht)?3,

D’ot1 on obtient que
2. 10850
Tex-Gi(mt) < —3—

pour tout ¢t < h. On peut donc écrire
Z - 2 10/31.4/3 10/393.4/31/3
e ) < 21198 Z < 2 1WA

et de méme
9 15/3p5/3
Z 76, —G, (Ne)? < —Tis

t=T+1

On pose T = [h'/2/33.2] et on montre ainsi que

h

> rai-c,(m)? < 22582,
t=1

d’on le résultat.(]
Théoréme 1.1. Les bornes suivantes sont valides pour a # 0 :

p]/2 Si k S 23‘2/3p1/3’
231/4p5/3/k3/8 & 232/3p1/3 <k< p1/2

: <
Gi(a) 231/4p3/4 k5/8 i pV/2 < k < p?/3/23%/3,

h sinon.

Il est naturel de se demander de quel ordre de grandeur doit étre un sous-groupe de Z;

pour que Gi(a) = o(h). 11 y a plusieurs auteurs qui ont apportée une réponse partielle &
cette question. Il est possible d’améliorer les résultats présentés dans ce chapitre jusqu’a
h = O(p"**¢) en utilisant le méme genre de méthode, ce travail est fait dans [25]. Le
meilleur résultat connu & ce jour sur le sujet, dans ([13)), est que Gy(a) = o(h) pour h
aussi petit que p”/™™®) Jorsque p est suffisament grand, pour une certaine constante c.
C’est un peu pour ces raisons qu'il ne faut pas trop prendre au sérieux les constantes
qui apparaissent dans le dernier théoréeme. Il faut les voir comme la limite de la méthode
utilisée.
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Définitions. Les éléments de Z,[z] qui suivent sont des troncations naturelles des
fonctions —In(1 — z) et exp(z) conventionnelles :

p-1 o
fp(x) = Z 71_1
n=0
p-1 L0
Qp(x) = al
n.
n=0

Pour alléger la notation, on écrit souvent g(z) au lieu de g,(z) lorsque le contexte est
totalement clair. On fait de méme pour l’ensemble des fonctions du méme genre.

Lemme 1.6. La fonction g(x) satisfait I'’équation différentielle suivante pour 0 <
n<p:
z"¢"™(z) = 2"g() + 2"ha(2),

ou
n—1

hn(z) =) (—1)filz™ 1,

i=0

Preuve. La preuve se fait par induction sur n. Le résultat est trivial pour n = 0.
Supposons que c’est vrai pour m < n. On a alors

20(z" g N (2)) = (n — 1)2" """ V(z) + "¢ (x).

En utilisant I’hypothése d’induction et le fait que
g1

(p—1)!

selon le théoreme de Wilson, on obtient successivement

- 9(@) + 2"

9W(z) = g(z) —

z8(z" g (z)) = (n —1)z" g(z) + z"¢gM(z) + :r”“h{l_) L)
= (n — 1)z"'g(z) + 2*g(z) + 2"+ + 2P AD (x).
On a alors que
2"g™(z) = 2"g(x) + (n — Da"g(z) = (n = Dz" 9" V() + 2P 4+ 2P D, (a).
Donc en utilisant 'hypothese d’induction une seconde fois, on a
2" (z) = 2°g(x) — (n — VaPhor () + 27 + PR (2).
11 s’agit maintenant de voir que h,(z) satisfait
h,(z) = Ihsll_)l(:r) + 2" = (n— Dh,_1(z).

ce qui se vérifie facilement et ainsi le résultat est démontré.[]
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Lemme 1.7. Soit P;(z) une collection de n polynémes non tous nuls de Z,[z] qui
satisfont deg Pi(z) < ki pour 0 < i < n. Posons m := Y k; /et supposons que
m < p— n. Soit

Gn(z) =) P(2)d'(2).
i=0

Aloms g™ ¥ G (7).

Preuve. Définissons la valuation I suivante :

I (Z R-(z)g*(x)) =Y dégP(x) +i,

i=0 i=0

ol ng est le nombre de polynomes P;(z) non identiquement nuls, avec 0 < i < n,
et ol par hypotheése, ng > 1. La preuve se fait par induction compléte sur I(G,(z)).
Le cas I(Gp(z)) = 1 provient du fait que z ne divise ni g(z) ni une constante non
nulle. Supposons que le résultat a été démontré pour tout G,(z) avec I(Gn(z)) < N.
Considérons G,(z) avec I(G,(z)) = N et supposons que Pi(z) est le polynome non
identiquement nul qui a le plus petit indice. On peut alors écrire

Gn(2) =4"(2) Y Pi()g" (=)

et on pose
B al” >  Pi(x)g"*(a).
i=k

On a donc

n

HO ()= PP (2)g"*(z) + (i ~ k) P(a)g ™ ()gM (),

i=k

d’ou

HO(z) =" PP (z)g"*(z) + (i — k)P:(z)g"*(z) + (i — k) Pi(z)g" ¥ (z)z
1=k

= Zn: (Pz'(l)(ff) + (i - k)IDi(I)) ¢ *(x) (mod zP7'Z,[z]),
i=k

car ¢gM(#) = g(z) + z7~1. Posons

n

H(z) := _Z(P!”(x) + (i — k) Pi(x))g ¥ ().

On voit que si z/@)|G, (x) avec (G, (z)) < p, alors

2! CEN-1(H(z) — (n — k) H,(z)).
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Explicitement, on a que
H(z) — (n—k)H,(z) =

Y- (PP() + (i - BIP(z) ~ (n — K)P(2)) (z) (mod 2" Z,[z)).
Comme =
P(z) + (n = k)Pa(z) = (n — k) Pa(z) = PV(2),

on déduit que

I(H(z) — (n — k)Hy(z)) < I(Ha(z)) = 1(Ga(z)),
une contradiction. Comme I(G,(z)) < n+ m + 1, la preuve est compléte.(]

Définition. Soit A, B et C trois sous ensembles d’éléments de A ou ceux de A et
C sont non nécessairement distincts contrairement & ceux de B. On dit qu'une loi de
composition o : Ax B — C est injective si les fonctions ¢, : {a} x B — C avec ¢,(b) = aob
sont injectives pour tout a € A.

Lemme 1.8. Soit o injective. Alors
To(Zp)on(zy) (M) < 29p*/*

pour tout m.

Preuve. Nous voulons en particulier borner E,(g(Z,),{0}). La méme preuve nous
fournit une borne pour ryz,)eg(z,)(m) et on a

p—1
P=> Tyz,)-(0)(n)
=0

et
p—1
Fopoaz) (M) <Y Tozy)—10(n)’.
=0

Soit S un sous-ensemble quelconque de Z,. On veut choisir un polynome I'(z,y, z) de
Z,[z.y. z] pour que O(z) := I'(z, g(z), z") ait un zéro d’ordre au moins D en chacun des
points ¢t de S. Soit k € g~!(S). Supposons que

deg, I' < A, deg, I' < B, deg. I' < C,

de sorte que deg ©(z) < A+ p(B + C). Posons

M=) rya,) (o0)(0)-

tes

On aura alors MD < A+ p(B + C) si ©(x) n'est pas identiquement nul. Pour k # 0, il
est suffisant de faire en sorte que

ko) =0
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pour 0 <i< D.
Pour un terme z°¢*(z)z% typique, on a

z'(2"g(2)27)? = 27+ (2" g(z)")")

= P+ Z (E‘Th,‘i“,m) (:c")(og(’“)(:c)...g("b)(:r)

E4m+..Amp=i

=2* ) (s - ,m,) (@)ez[z™9(2) + 2hy, (2)] ... [ 9(2) + 2hey (2)]

E4m+.Am=i
Donc

b
'(2°g%(2)2?)D = 2+ " PP (2)g (z) (mod (¥ — 1)Z,[z)),

j=0

otl deg P( Y(x) < i pour j =0,...,b. De plus, on a deg P”)(z) = i, puisque P (z) =
bixi + . On en conclut que

b
K (kg (k)k?)® = k*+ Y~ PP (k) g (k),

=0
car k» — k =0 pour k € Z,.
Pour g(k) = t, on définit
b o
Papcin(k) = k3" PO (k).
=0

On pose aussi
I 1Y, 2 zAabcI y Z

a,b,c

ce qui permet d’écrire

P(k e(l}(k ZAabc abczt )

a,b,c

ou deg Pi(z) < A+ C +1i. Donc, si D(A+ C+ (D - 1)/2)|S| < ABC, il existe un choix
de A\, non tous nuls tels que P;(k) = 0 pour n < D et k € g~1(S). 1l faut maintenant
vérifier que O(x) n’est pas identiquement nul. Pour ¢a, on écrit

[(z,y, 2 Zr(x y)=*

et on suppose que ¢y est la plus petite valeur de ¢ pour laquelle I'.(z,y) n’est pas
identiquement nul. On a alors

C
M(z,,2) = 22 Y ez, y)

=€p
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et il suffit de montrer que 'y, (z, g(z)) # 0 modulo z”. On a que

(7, 9(x)) ZQJ(I g(z)’

=
avec deg Q;(z) < A et W < B. Selon le lemme 1.7, zA8+B+1 pe divise pas [, (z, g(z)).
En résumé, il s’agit d’avoir
AB+B+1<p et D(A+C+(D~1)/2)|S| < ABC,

pour que
MD < A+ p(B+C).

On choisit alors
=[0.27D], B:=[2.35(D|S|)"?], C:=[0.85B] et D :=][1.35p"%/|S|"/3,

lorsque p > 100 000. On peut vérifier les autres nombres directement avec 'ordinateur.
Dans tous les cas, on obtient
M < 3.745(p|S|)?*3.

On est maintenant en mesure de terminer la preuve. On commence par ordonner les
valeurs comme suit

To(zp)—{0} (M) 2 To(z,)-(0}(n2) 2 - 2 Ty(z,)-10} ().
On prend ces R valeurs pour former S et on a alors
Rrg(zp)_{g} (nR) <M< 3.745(pR)2/3,
d’ott pour 7 < [p'/2/3.745%2%] =: R, nous avons

3.745p%/3
To(y)-{0} () < — 75—

Sinon, on prend ryz,)—(0}(nr) < p/R. On a donc

R

3.7452p4/3
) rozn -y () <Z i = 3(3.745)p PR
r=1
et
P
Z roz,)-10y(nr)* < P*/R.
r=R+1

On en conclut que
3
Tg(z-p)ﬂ!l(zn)(m) < 29p /2

pour tout m. (J
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Remarques. On déduit de ce dernier résultat que la fonction exponentielle, telle
que définie, prend au moins (1/14)p*/? valeurs distinctes de Z,. Comme cette fonction ne
semble pas satisfaire une identité fonctionnelle avec seulement elle-méme, un argument
heuristique simple nous laisse penser qu’elle prend (1 — 1/e + o(1))p valeurs de Z,.
En effet, si on considére g(z) comme p tirages dans Z,, indépendants entre eux, avec
remise et & probabilité uniforme de 1/p, alors la probabilité que la valeur n ne soit pas
prise est de (1 — 1/p)? = 1/e + o(1), d’ou le résultat. Comme on le verra, c’est un peu
différent pour la fonction f(z) qui ressemble & —In(1 — z). Contrairement a ce a quoi
on pourrait s’attendre, il ne semble pas y avoir une relation fonctionnelle entre f(z) et
g(x), mais il y a des relations remarquables pour la dérivée de la composée des deux. Il
y a aussi d’autres relations de g(x) avec elle-méme qui nous rappellent la vraie fonction
exponentielle. On peut facilement démontrer qu'il n'y a pas de morphisme autre que la
fonction identiquement 1 ou 0 qui transforme 1’addition en produit dans un corps fini,
i.e. si h(z + y) = h(z)h(y) pour tout z et y dans F, avec ¢ = p®, alors h =1 ou h = 0.
Pour le voir, on remarque que h(0) = 0 ou 1 et dans ce dernier cas, il s’agit d’appliquer
a fois le Frobenius ¢ a h(z); on a alors

o%(h(z)) = W (z) = h(p"z) = h(0)

et aussi h*°(z) = h(z), d’ott h(z) = h(0). 1l est possible, en utilisant exactement les
mémes arguments, de démontrer le méme genre de résultats que le lemme 1.8 pour une
large classe de fonctions de type “exponentielles tronquées”. Comme

(p— )i —1)! = (=1)" (mod p),
pour 1 < i < p, on déduit que la fonction

p—1

Kl = Z nlz"

n=0

satisfait 'identité
ole) = —k(—z7') siz #0 (mod p),
1 sinon.

Ce polynéme, qui est directement relié a la conjecture originale de Kurepa, jouit donc
des mémes propriétés que celles dont g(z) hérite grace au lemme 1.8 et aux remarques
précédentes. Il en sera plus longuement question dans le prochain chapitre.

L’étude de la fonction f(z) fournit un autre type d’avantages puisqu’elle est reliée de
tres pres a une somme exponentielle célebre, i.e. la somme de Heilbronn. Elle est définie

comme suit :
= an”?
H(a) := e ===1 .
@=3 (%)

n=1

En fait, nous allons présenter ici un résultat sur une somme plus générale. Pour [|p — 1,

on pose
= (an®
Hi(a):=) e (—2) :

n=1 #
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Lemme 1.9. L’estimé suivant est valide pour a # 0 modulo p :

p—1
Y Hi(a+ip)l* <P = 1)((p— 1) + r1z,)-12,)(0))-
i=0

Preuve. On remarque d’abord que pour am # 0 modulo p,
Hi(a) = Hi(am').

Ainsi on peut écrire

p—1 p—1 p-1 pr |
(-1 |Ha+ip)l' =D [H(le+ipm®)[* <t > [H@»)*
i=0 m=1 i=0 n#ﬂﬂ:lod 5
On a donc
1 p—1 Ip
p—1¢ . Ail (m? + mf — m¥ —mP)n
—— ) |Hi(a+ip)|* £ (
l ; ml,mz'm.za,m4=l ; p2

< (0" - )Eg((Z;)").

Un élément de Epz((Z“)"’) satlsfa,lt m,+m2 = m3+m4 modulo p avec my, mag, m3, my F
0 modulo p. On peut alors écrire m} —m} = m} —m), = ¢t modulo p. Le cas ¢t = 0 modulo
p est satisfait par /2(p — 1)? couples; sinon on pose m; = vt et myq = vot modulo p. On
a donc

P —mlp = WP 1P)P = mP i = (PP (e - 1P)EP (mod p?).

Pour une variable z, nous avons la relation
P
2 =3 (P) (-1 = 1- ps () (mod )
k=0 k

qui provient du fait que (£) = (=1)*"'p/k modulo p? pour 1 < k < p — 1. On déduit
ainsi que

St = f(upt"™") (mod p).

Il y a alors p— 1 choix possibles pour ¢ et pour chacun d’eux il y a au plus I*r(z,)— 5(z,)(0)
choix possibles pour (v;.v;). En résumé, on a

1 _
— Y [H(@+ip)* < (@ - D)E(p - 1)* + (p — VPrsz,)-sa,)(0)),
i=0

d’ou le résultat.(J
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Encore une fois, exactement le méme genre d’analyse qui nous a4 permis de prouver
le lemme 1.8 nous fournit le résultat suivant.

Corollaire 1.3. L’estimé suivant est valide pour tout a Z 0 modulo p :

p-1
Z |Hy(a+ip)|* < 20%p"% + 13p%;
i=0

en particulier on a
|H(a)| < 2.331%/4p7/8,

Remarques. Le dernier résultat nous dit en particulier que la suite (n” — n)/p est
répartie uniformément modulo p. Plus précisément, dans un intervalle (ap, 8p|, il y a

-on(1+0(555)

telles valeurs d’apres les remarques qui suivent le théoreme de Weyl. Le corollaire 1.3
généralise le résultat de [22] et améliore celui de [35], I'inégalité étant non trivial pour
I = o(p*/®). De plus, encore une fois, les mémes arguments nous fournissent une preuve
que la fonction f(z) prend au moins (1/14)p"/? valeurs distinctes de Z,. Cependant, on
vérifie facilement avec I'identité pf(z) = 1+ (z — 1)? — 2P que f(z) = f(1 —z), d’'ot on
déduit que le nombre de valeurs distinctes ne peut pas dépasser (p+ 1)/2. En fait, cette
fois, il faut s’'attendre a ce qu’il y ait (1 — 1/y/e + o(1))p valeurs distinctes prises par
cette fonction dans Z,. L’argument est exactement le méme, sauf qu’on fait (p + 1)/2
tirages.

I1 existe une méthode standard pour borner une somme exponentielle incompléte a
I'aide de la somme compléte correspondante. En effet, on a par exemple que

ce qui entraine facilement que

M+N

an?
> o(5) <pnm
n=M

Le quotient de Fermat g(z) est défini comme suit :

Pt -1
glx) = e pour z # 0 (mod p).

On remarque que la fonction f(z) nous fournit une représentation du quotient de Fermat
q(2) de plusieurs fagons différentes si on utilise les nombres harmoniques H,_, et Hj,_1)/2

en plus. Ce genre de phénomeénes se généralise probablement aux fonctions polylogues
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d’ordre plus élevé que trois, mais les identités deviennent vite compliquées (voir [19] et
[6]). Rappelons que la k-ieme fonction polylogue modulo p est définie par

p—1 "
fok(z) = nZ;: T
Par exemple, en dérivant f%(z), il nous vient I'identité
F*(z) = 2fa(1 — z)(2® - 1) - 22 f5(z) (mod p).

La fonction dilogue satisfait aussi 'importante identité

fg(I) = f2(1 — I) -+ Ipfz(l = I/I) (mod p),

qui se démontre facilement en dérivant le membre de droite. Comme z? fo(z71) = fo(x),
on obtient la relation ¢(2)? = — f2(2).
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2 Calcul symbolique et théoréeme de Kurepa.

Apres avoir remarqué que certaines suites de polynomes classiques satisfont des iden-
tités familiéres, nos ancétres ont eu I'idée de faire du calcul symbolique pour découvrir de
nouvelles formules. Etant incapables de démontrer formellement leurs résulats par cette
méthode, ils utilisaient d’autres fagons pour arriver a leurs fins. C’est vers les année 1970
que cette théorie fut complétée par Gian-Carlo Rota. En gros, il s’agissait simplement
de bien écrire les choses et de définir les bons opérateurs. Ensuite, le reste n’est que
de la simple algébre linéaire. Souvent, on démontre des choses presque triviales pour
une base qui réagit bien a4 un opérateur, apres on écrit ’expression “par linéarité nous
avons” et on obtient une identité comme par magie. Telle est la force de cette théorie. Ce
qui ajoute encore une dimension de richesse, c’est que la linéarité des opérateurs laisse
cohérente 'analyse dans les anneaux Zy dans le sens direct. Pour les opérations inverses
on ne peut pas toujours conclure.

Cette théorie porte aussi le nom de calcul ombral. Elle généralise une foule de résultats
tres élémentaires que nous voyons normalement avant méme d’entrer a I'université. Apres
avoir bien défini le sujet, nous allons donner quelques exemples pour aboutir a la preuve
de la conjecture originale de Kurep

Théoréeme (Kurepa, Barsky, [Benzaghoy). Pour tout n plus grand que 2,

n J k(1) =: Ky

ie.
0+1l+...+ (n—1)! £ 0 (mod n).

Comme on le verra, la preuve de ce théoréme est loin d’étre triviale et elle fait inter-
venir tout un arsenal d’idées qui vont, sans aucun doute, intéresser un lecteur profane.
Il n’est pas tres difficile de voir qu’il est suffisant de prouver le théoreme dans le cas ou
n = p, un nombre premier. C’est un petit miracle que x,, ne s’annule jamais modulo n
pour n > 2. Une analyse naive de ce probleme nous dirait que cette fonction doit s’an-
nuler environ Inln(N) fois dans I’ensemble des p < N, mais en fait il existe un raison
pour que la réponse soit 1 pour N > 2 et c’est le but ultime de ce chapitre que de le
prouver. Dans la littérature, la notation !n est utilisée pour représenter les valeurs de k,,
et elle est prononcée “left factorial”. Il est donc tres facile de constater que le dernier
théoréme est en fait équivalent au fait que (n!,!n) = 2 pour tout n > 2. Rappelons que
nous avons démontré, dans la remarque qui suit le lemme 1.8, que le polynome k,(x)
prend toujours au moins (1/14)p'/? des valeurs de Z,.

2.1 Quelques définitions préliminaires.

Soit A un anneau unitaire commutatif. En pratique, A est souvent Z, Z[z] ou l'en-
semble des nombres p-adiques. On appele delta-opérateur un opérateur linéaire § :
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Alz] — Alz] qui satisfait §(z) # 0 et qui commute avec les opérateurs de translation
7a - Alz] — Alz], P(z)— P(z+a) (a € A),

ot P(z) € A[z] ici et par la suite. On vérifie que ces conditions entrainent que é(a) = 0
pour tout a € A et de méme, par induction, que deg §P(z) = deg P(z) — 1. On dit
qu'une famille (P,(z))n,en de polynomes est associée a un delta-opérateur si

e Pp(z) =1let P,(0) =0 (n>1): Propriété de normalisation,

e §P,(z) =nP,_y(z) (n€ N): Propriété symbolique (dite de Scheffer).
On en déduit que (P,(z))nez est en fait une famille de polynémes unitaires qui forment
une base de Alz].

L’exemple le plus familier est sans aucun doute celui de la base canonique z", avec
n > 0, qui est naturellement associée a 'opérateur de dérivation @. Un premier exemple
moins évident est celui de la base dite de Pochhammer, a savoir

n—1

() = H(:r —1i) pour n >0,

i=0
qui est associée avec 'opérateur de différence finie défini par
A: Afz] — Alz], P(z) — P(z+1) — P(x).

En effet, on vérifie facilement que A(x), = n(x)n-1.

Il est alors trés pertinent de définir I'opérateur de changement de base naturel entre
la base canonique et la base de Pochhammer, i.e.

¢ : Alz] — Alz], (z), — z".

Cet opérateur est trés riche en propriétés. Premiérement, c’est évidement un opérateur
linéraire, ce qui implique en particulier qu’il rend cohérent 'analyse dans les anneaux
Zy. Ceci signifie que si

f(z) = g(z) (mod N),
alors

¢(f(z)) = ¢(g(z)) (mod N),

ou f(z) et g(z) sont dans Z[z]. Une propriété moins évidente, de genre fonctionnelle, nous
vient de la structure multiplicative des bases impliquées. En effet, on a successivement
pour tout m et n dans N,

" = "¢((z)m) = ¢((T)n1m) = ¢((2)n(z — N)m),
d’ot1 on déduit par linéarité que

2"¢(P(x)) = ¢((z)n P(z — n))
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pour tout polynéme P(z) de A[z].

11 est utile de remarquer de quelle fagon I'opérateur ¢ relie I’action des delta-opérateurs
associés aux bases sur lesquelles ¢ est naturellement défini. On remarque simplement que
36((x)n) = nz™ ! = pA((x)n), d’ott on déduit par linéarité que d¢p = @A et par induc-
tion que d"¢ = ¢A™ pour n > 0.

Il existe aussi un lien direct entre les opérateur d et A. En effet, on a

o0 i o0 :
= (n);z™*
a
= A =Z-———'ﬂ =(z+1)"=(1+A4A)",
i=0 i=0

ce qui montre, par linéarité, que € = 1+ A. En fait, il n’est pas étonnant qu’un tel lien
existe, car on peut facilement montrer que tous les opérateurs B qui commutent avec
les translations peuvent se développer en fonction d’un delta-opérateur § qui a P,(z)

comme base associée. En effet, ’expression

o0

and™ B
B:= E o O an = BP,(0) € A
n=0

définit un tel développement. De plus, il est facile de voir que si B est un delta-opérateur,
alors ag =0 et a; # 0.

11 est possible de définir une sorte de dérivation, dite de Pincherle, sur l'ensemble des
opérateurs. En effet, en définisant 'opérateur y de multiplication par z

X :Alz] +Alz], P(z) - zP(z),
on peut considérer le commutateur
T'= [T, x =TFx—xT.

Alors on montre facilement que (7V) = T'V+TV', ou T et V sont des opérateurs. Par
exemple, pour F(z) € Afz], on montre aussi que

[F(0),x] = F'(9) et que [3, F(x)] = F'(x).
Un cas particulierement intéressant est [d,x] = 1 qui définit formellement ce qu’on
appelle I'algebre de Weyl W := A[[, x]].

Comme les P,(z) avec n € N forment une base de A[z], il s’ensuit qu’il existe un
développement pour toutes les fonctions f(z) € Alz] de la forme

floty =3 LB p

|
=0 n:

qut est un généralisation du développement de Taylor.

Définition. Les polynomes de Bell sont définis implicitement par
By(z) = ¢(z").
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pour n > 0.

L’équation fonctionnelle de I'opérateur ¢ nous permet alors d’écrire
z¢((z +1)") = (=),
d’otl la relation de récurence
2.
Bon(z) = xZ_O: (z) Bi(z)
avec By(z) = 1. Les nombres de Bell sont alors définis par B, := B,(1) et ainsi on a
Z(n
: P 2 (%) 8.

On remarque aussi que
BO@) = g((z+1)" -2 = (7) Bia),

d’ott on déduit que
Bn+l(m) = I‘(Bn(m) ] B'r(:l)('r))v

ce qui fournit une fagon plus économique pour le calcul explicite de ces polynomes. On
peut alors écrire

B,(z) = (x(I +9))"(1),

ou I est lopérateur identité. Ces considérations nous permettent d’obtenir une ca-
ractérisation combinatoire des nombres de Bell. Pour ce faire, on écrit implicitement

Bale) == ; [T;] ¥,

[njl}=[if1}”m’

o]~ ] =

On a ainsi montré que les nombres de Stirling de deuxiéme espeéce sont les coefficients

d’oti on déduit que

avec

des polynomes de Bell. Il n’est pas trop difficile de voir que [T;] est le nombre de fagons de

partitionner un ensemble de n éléments considérés comme distincts en 7 sous-ensembles
non vides. En effet, il v a deux fagons de fabriquer une telle partition. La premiére est
d’ajouter a une partition de n — 1 éléments en 7 — 1 sous-ensembles un élément dans
un nouvel ensemble et la deuxieme est d’ajouter cet élément a une partition de n — 1
éléments en 7 sous-ensembles, et ce de 7 fagons possibles. Ce qui se traduit exactement
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par la relation de récurence pour les nombres de Stirling. Comme le n-iéme nombre de
Bell est défini comme étant la somme des nombres de Stirling d’ordre n, il s’ensuit que
les nombres de Bell représentent le nombre de fagons de partitionner un ensemble de n
éléments considérés comme distincts en sous-ensembles non vides. Historiquement, c’est
cette définition qui fut utilisée pour les définir.

La suite des polynomes de Bell est associée a I'opérateur
V : Alz] — Alz], P(z) — In(1 + 9)P(z).
En effet, on a successivement
VB,(z) =1n(1 + 3)¢(z") = ¢In(1 + A)(2") = ¢9z™ = nB,_;(x).

On peut donc former le graphique commutatif

@ 2 2™ 2 Bua(z)
1T 1x 10
(@. 2« % Bua)
LA 10 IAY

n(z)y 2. nz™' ? nB,(z)

—_

pour clarifier la structure de ce qui a été rencontré jusqu’ici. On a posé I' := y7_; et
2 = x(0+1) pour alléger le tableau. Ce graphique peut étre prolongé indéfiniment dans
toutes les directions de I’espace Z3, cependant vers le bas il finit par aboutir & 0 partout.
Le seul ingrédient qui nous manque encore est 'opérateur de convolution exponentielle
qui nous permet de voyager dans le sens de la profondeur. Si on fixe a € A et une suite
de polynémes P,(z) avec n € N et deg P,(z) = n, on peut alors définir

n
To: Ale] = Alal, Pal2) =Y () " *R(a).
_ i
i=0
Il est clair que Ty = [ et on vérifie facilement que 7,7, = T,4s, ce qui implique en

particulier que T,7T_, = I.

Une autre propriété remarquable de I'opérateur ¢ est

. . ol i L e It - i (i)n.’ri
) =" = ey S =Y T =T

d’ott on déduit par linéarité que

(@) = = 3 LOZ,
i=0

2!

Un cas particulier remarquable est obtenu en posant f(z) = z", ce qui donne

B ==Y 0F




d’on en particulier 'identité
-
By=e"d 5
=0
qui est souvent attribuée a Dobinski dans la littérature. On peut utiliser cette derniere
identité pour obtenir ’estimé de de Bruijn

- Inln(n) 1 (Inln(n))*
In(B,) =n (ln(n) —hln(n) -1+ In(n) + In(n) +0 (W)) d

de méme que pour voir que la série génératrice exponentielle des polynomes de Bell est
donnée par

e.t(et—l) _ i Bn(_’r)zn

n!

n=0

o0
g Bz
s = Z !
£t n

qui se réduit a
n

dans le cas des nombres de Bell.

Une autre propriété remarquable de 'opérateur ¢ est la facon dont il agit sur le pro-
duit de deux polynomes f(z) et g(z) de A[z]. En utilisant la généralisation du théoréeme
de Taylor, on peut écrire

$((2)a(2)m) = $((2))d((z +1)m) = —z_l—!(n)i¢((z)n)(m),-¢((:1:)m_,-)

i>0
= Z %B‘rﬁ((ﬂ?)n)@"cﬁ((m)m)

et on en conclut par bilinéarité que

@) = Y ool ) (a(x).

i>0

Un cas particulier intéressant est que lorsqu’'on pose f(z) = z" et g(x) = =™, on

obtient ]
z i
Buim(@) = ) _ 2 BO(2) BY)(x).
i>0

Cette derniere identité nous permet de factoriser la matrice de Hankel d’ordre N (i.e.
(Piyj(x))o<ij<n) associée aux polynomes de Bell en deux matrices triangulaires et ainsi
de montrer que son déterminant vaut exactement

N
N(N+1)
|

n!;

n=0
cette formule pour le déterminant, en plus d’étre tres jolie, nous permet de montrer assez
facilement que la série génératrice ordinaire des nombres de Bell (voir le lemme 2.5) est
irrationnelle.
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2.2 Lemmes utiles.

Lemme 2.1. Supposons que f(x) = g(x) modulo p*Z[z] pour un certain entier
v > 1. Alors

(@) = ¢ (z) (mod p**'Zfz]).

Preuve. Par hypothése, on a f(z) = g(z) + p*h(z) avec h(z) € Z[z]. Ainsi

fP(z) = (9(2) + p"h(2))? = ¢°(z) + p"*'r(2),

d’otl le résultat.O]

Lemme 2.2. Supposons que p est un nombre premier impair et que v > 1 est un
entier. Alors la congruence suivante est valide :

[[ f(z = np*) = f7(z) (mod p**'Z]z]).
n=0

Dans le cas ot v =0, on a

[Ir@-n) = ] (= —2) - (8 - B)) (mod pZiz)).
n=0

f(B)=0

Preuve. En utilisant le développement de Taylor, on a

[z —np®) = f(z) —np" [V () (mod p*),
d’on1 on obtient

p—1

[[f@-m") =@ - 7O Y n (mod p*Ziz])

n=0 3 |

= (@) - By ;02 p1(2) (mod 7124,

ce qui termine la premiere partie. Pour la deuxiéme partie il est suffisant de montrer que
(z)p = 27 — x modulo pA[z], i.e. que n” = n modulo p pour tout n € Z,. La fagon la plus
simple est de le faire par inducion sur n en utilisant le fait évident que les coefficients
binomiaux satisfont

(Z)Eﬂ(modp) pour 1<k<p-1

a

Remarque. Le cas p = 2 nous fournit
f(@)f(z = 2°) = f*(z) (mod 2°).
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Lemme 2.3. Pour v > 1, la congruence

(@) = (2” — 2"

1

(mod pZ[z))
est vérifiée pour p > 2. Pour p = 2, nous avons

(x)2r = (2% - 2)*™" (mod max{2,2""'}Z[z]).

Preuve. La preuve de la premiere partie se fait par induction sur v. Pour v = 1, on

(z)p = 27 — z (mod pZ[z));

ceci provient du fait que les deux polynémes ont les mémes racines comme on l'a vu au
lemme précédent. Supposons que

() = (2 — 2" (mod p*Z[z))
pour un certain v > 1. Le lemme 2.2 entraine alors

(2)gosr = H(:r: —np*)p = (x)h (mod p**'Z[z]) = (2® — )P (mod p*+'Z[z]),

n=0
ce qui démontre le résultat pour p impair; on fait de méme pour p = 2.0

Lemme 2.4. Pour v > 1, nous avons la congruence

$((a” — )" [(x)) = 27" ¢(f(x)) (mod p°Z{z])
pour p impair et

6((2* — )" f(2)) = 2% ¢(f(2)) (mod max{2,2*"*}Z[z])
pour p = 2.

Preuve. Clairement, on a

' ¢(f(x)) = ¢((@)p (7)) = $(a? — 2" f(x)) (mod p"Z[z])
en utilisant le lemme 2.3. Le cas p = 2 se fait de la méme fagon.[]

Proposition 2.1. Pour v > 1 et m > 0, la congruence

o((=” — )" f(x) = (Zf) o(/(x)) (mod pZiz))

est valide.

Preuve. La preuve se fait par induction sur v. Pour v = 1 il s’agit tout simplement
du fait que

2G(f(2)) = $(@)mp ) (z — mp)) = S((a? )" f(x)) (mod pZx]),
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ol on a utilisé le lemme 2.3. Supposons que le résultat est vérifié pour tout n < v — 1.
On considére alors

(Zx‘”‘) o Z( )(iﬁx”) 2" ¢(f(z)) (mod pZlz])

> (T (@ — z) f(z)) (mod pZlz))
2
=0

()

(z

o(((z® — )" + (2" — 2))™ f(z)) (mod pZ[z])
= ¢((2*" — z)™ f(z)) (mod pZ[z]),

ot on a utilisé '’hypothése d’induction et le lemme 2.3.0]

\...

¢

)
( (@)m-spr (z” — ) f (r)) (mod pZiz])
(5)e

= ) oI l—m)’f(x)) (mod pZ[z])

v—1

Corolaire 2.1. La conguence
m—j
o f@) =Y ( ) (ijp ) $(@1(z)) (mod pZlz))
=0

est valide pour v > 1, m > 0 et pour tout f(z) € Z[z].

Preuve. Il s’agit tout simplement d’appliquer la derniére proposition au fait trivial

™ = ((z¥ — z) + z)™.

O

Remarques. En prenant le polynéme f(z) = 2™ avec n € N, on obtient 'importante

congruence
m—j
o) =35 (1) (2 ) Buas(a) (mod p2ja),
=0
qui implique a elle seule plusieurs cas remarquables dont

Bn+p(.'13) = af'B, (I) g Bn+l(I) (mOd pZ[Jﬁ]),

Badi) = (Zx”) Bo(z) 4 Buy1(x) (mod pZz])

et
m

Boyla)= Y- (") " By(a) (mod 2l
=0
ce dernier se réduisant a
Bmp = Bm+l (mOd p)
dans le cas des nombres de Bell. La premiére de ces congruences est de Touchard, la
deuxieme de Radoux, la troisieme de Junod [24] et la derniere de Comtet.

42



2.3 Vers la preuve de la conjecture de Kurepa.

Lemme 2.5. La fonction génératrice ordinaire des polynémes de Bell F(z, z) satisfait
F@,2) = Y Bula)s" = 3 oo —
n>0 n>0 1(1

De plus, on a la congruence
F(z,2) = Fy(x, ) (mod pZla][[2]}),
ol

Zn—u(l'z) f;i“(l —1iz)
1— 21— (z2)P

p(m z) =
se réduit a

¥ het Ba(£)2" + (Bo-y(z) — 1)o7

1 =21 — (z2)P

Fy(z,2) = (mod pZ[z][[2]).

Preuve. Pour la premiére partie, on pose

Elz.z) = Z Ba(z)z":

n>0
Clairement, on a successivement
1
F(z,2)=1 n)l=1 )z)" ) =1 N —
(z,2) + ¢ (:rz ;(IZ) ) + z2¢ (;((I +1)2) ) + z2¢ (1 — IZ)

oll on a utilisé la linéarité et la propriété fonctionelle de 'opérateur ¢ qui agit seulement
sur z. On poursuit en écrivant

Fl@,2) =1+1—¢ (1 = :r:z/l(l - z))

Tz zz '\
=1+l—z¢(§(l—z) )

= 1+ zh(2)p(F(z, h(2))),

z

ou h(z) := l—z— est une homographie. Les composées de h(z) sont h*(z) = 175
- —kz

donc par induction on a le développement

n

Fix,z)= ZI"Hhk Pz, k™ l—[h'c

n=0
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d’oll on obtient n
F(z,z) = Z: n(#z)—
n20 T](1 - k2)
k=1

Pour la deuxiéme partie, on écrit d’abord

F(z,2) ZZ ‘pfflﬁn v

n—D :)0

(zz)" (zz)P
ZZ | (1 —kz)

n=0 i>0 J—i].'H-l(]' i .72)

Comme

_ (z2)" (zz)"
e -2 I -32)

(mod pZ{z]([2]])

et

(z2)" ( (xz)

& ") (mod p2lal ),
k=1

h
on déduit que

Pe)=S o 9 S (i) (e 2l

n=0

et le résultat s’ensuit. Pour la derniére partie, on multiplie Fy,(z, z) par 1 — zP~! — (zz)?
et on développe en utilisant la congruence de Touchard. On obtient alors

(1 -2 - (z2)?)Fy(z,2) = Z B,(z)z" — B,(z)2"**"! — 2B, (z)z™*?

n>0

= 3 Bu(@)2" — (Bya(2) — 12 (mod p2lall[=]),

d’ott le résultat.]

La démonstf_ation du théoréme de Kurepa est possible grace a une étude approfondie
des zéros dans F, du dénominateur ¢,(z, z) de F,(z. z).

Lemme 2.6. Soit £,(z,z) := 1—27"! — (z2)? avec x € F>. Notons 67 (z),1<i<p,
les racines de p(z,2) dans Fp. Elles vérifient alors 67 (x) = 6;(z) + z; de plus, on a
0;(x) # 0;(z) dans F,, si i # j. L’extension K,(z) := F,(6(z)), dite d’Artin-Schreier, est
de degré p et son groupe de Galois, isomorphe a Z,, additif, est engendré par le Frobenius
op:av ab.

Preuve. Essentiellement, il faut juste montrer que £,(z, z) est irréductible sur F,, et
possede que des racines sim Ies Pour la deuxiéme partie, il suffit de remarquer que 0
n’est pas une racine et que ep ¥, &= 272 sur F,. Pour la premiere partie, on remarque
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que si f(z) est une racine de z? — z — z = zPg,(z,271), alors il en est de méme pour
0(z)+1, car (6(z)+1)? — (8(z) +1) —z = 0. On en déduit alors que les racines de &,(z, 2)
sont de la forme

our 0<i:<p-1.
Bz)+i e

On voit alors que si £,(z, z) était réductible, alors le degré du plus petit facteur diviserait
p. Comme z # 0 modulo p, il s’ensuit que £,(z, z) n’a pas de racine dans F, et donc le
lemme est démontré.(]

Notation. Les deux entiers suivants vont jouer un role particulier par la suite :

p-1

b= 20" = I:—_ll

n=0

et

p—1
= pp_tp
L np"! = :

Dans tout ce qui suit, on note

p—1

TT(Q) = TTK,(::)/F,,(O-') = Zai(a)

=0

pour tout a € K,(z) qui est bien sir isomorphe a Fy» pour tout z # 0 de F,,.

Lemme 2.7. Soit (x) une racine de 2¥ — z — = dans K,(z), ot z € F;. On a alors

(1) 6 (z) = 0p(6(x)) = 6(x) + sz,

@ e ={% 515 507"

38) Tr(0'(z)) = -z,

(4) 6%(z) ==,

(5) (n6*(z))P'=z""0(x) pour 1<n<p-1,

(6) 0,(07(x)) = 7707 (x) _H(ﬂ(-'c) +(—1)z).

Preuve. Le point (1) se fait par induction sur s en utilisant le polynéme minimal.
Le point (2) se fait en substituant I'identité du point (1) dans la trace de #*(z) et en
observant que
-1

4 -1 sia=0 (modp-—1),

J= .
= 0  sinon.

R~

Le point (3) découle du fait que #~'(z) satisfait le polynéme =,(z, z). De méme, le point
(4) vient du fait que #(z) n’est rien d’autre que la norme de 6(z). Pour ce qui est du
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point (5), on utilise (1) et (4). On démontre ainsi que nf°(z), avec L < n < p—1,
sont les racines (p — 1)-itmes de z7'0(z) dans K,(z). Pour finir, le point (6) se fait par
induction sur s en utilisant (1) et (4).0

Lemme 2.8. Les zéros de €y(x,z) , avec x € F,, forment une F,-base normale de
K,(z). De plus, pour un élément w € K,(z) de la forme

p-1 5
B ; 6(z) +n’

ol v, dans F,, avec 0 < n < p — 1, nous avons

w
v, = 22Tr (9($) = n) pour 0<n<p-1

et

p—1
Tr(w) ==z7' Eun.
n=0

Preuve. Commengons pas montrer que les avec 0 < n < p — 1, forment

1
0(z) +n’
une base de K,(z). En fait, il suffit de remarquer que

p—1
o @Ry 1= E(e(x) +n+i)

ce qui permet de voir facilement qu'il n’y a pas de représentation non triviale de 0 dans

Kp(z). Comme les ;avec 0 < n < p— 1 sont les zéros de &,(x, 2), il s’ensuit

1
6(z) + n
qu’ils forment une F,-base normale de K,(z). On remarque alors que

1
Tr (m) =—z ! pour 0<n<p-1,

de sorte que

(T’" (%)ITH)) - (WIM)‘) v 2 Tw CCEr R

0<i<j<p-

Pour p > 3, comme le coefficient de 2P~? dans ¢,(z, z) est 0, il s’ensuit que

1
TT(W) =22 pour 0<n<p—1.

Le méme résultat est trivialement valide pour p = 2. De plus, on a

T’" ((a(z) + z')l(e(:c) + j)) -
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i-i (TT (("(z)“)) B ((E(z)+ ))) si0<i<j<p-1,
TT(«1)+=)) SiUSl:JSp-—]

On a donc montré que

Tr 1 _ z? 5i0<i=j<p-1
(8(z) +2)(0(z) + 7) 0 si0<i<j<p-1,
ce qui termine la démonstration du lemme.(]
Pour ce qui suit, on utilise la notation @ := 6(1), de méme que F,(z) := Fp(1, 2).

Lemme 2.9. Soit 6(z) une racine de 2” — z —z dans K,(z),ott z € F,. Alors, il existe
un développement pour la fonction F,(z, z) de la forme

Bomd= 2, 1 iu'!;(z:).:)z‘

or(z)=0(z)+=z

On a ainsi
2
Ho(z) = ZI H(G(I) +1) (ZB (2)6"71 () + Bpa(z) — 1)
n=0 i=1 n=0
et de plus
= —§%"1Tr(6%).

Preuve. Pour ce qui est de I'existence, on fait comme on aurait pu faire au lemme
précédent, i.e. on suppose qu'on a une représentation de zéro avec un nombre minimal
de coefficients non nuls. On multiplie par le produit des dénominateurs et on obtient une
contradiction avec la minimalité de notre choix en mettant un des facteurs en évidence.
Maintenant, pour calculer la valeur des coefficients pg(,), il suffit de multiplier le tout
par le produit des dénominateurs et d’évaluer en 8~'(z). Aprés avoir utilisé la deuxieme
partie du lemme 2.5 et le théoréme de Wilson, on obtient

p—1 -1
powy =—0""'(z)Y z"07"(z) [[ (1-ib7"(x))

n-—U i=n+1
p=1 -1
=X TI =) -0
=0 i=n+1
-1 n

= - Z:::_" H(G(J) + 1)
n=0 =1

ce qui prouve la premiere partie de I’énoncé.
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Pour la deuxiéme partie, on utilise la troisieme partie du lemme 2.5. Pour finir, on
utilise le point (6) du lemme 2.7, et on découvre que

pe =—0-7" (Z o= JJ(o+ i))

n=0 i=1

i -1 (9% (:Vj]ﬂ[(éwr i—1)+ 1))

n=1 =1

= —67>"1Tr(6%),

ce qui termine la démonstration.[]
La fonction rationnelle Fy(z,z) posséde un développement formel de Laurent de la

forme B_.(z)
o
Fy(z,2) = —Z o
n>1
en effet S~ ( l_I i)
n=0 IZ 1—n+1
Blney = 1—2p1- (:r:z)

1 e ?;:H(Z_l —1)
T2 (z2)P—(z2)' -1

est développable, ol on a supposé que z € F,. En identifiant avec n = 1, on trouve

p—1 P p—1
B_(x) Zm Il e-n=) 2" I] (p—4) (modp)
3_0 Jj=i+l i=1 j=p—-i+l

*ZI ‘(z—l)'—Zm“ Lit (mod p),

d’ot1 on déduit que
zB_y(z) = k(z™") (mod p),

lorsque = € F;.
Proposition 2.2. La congruence
B, = =Tr(6%)Tr(6% ") (mod p)

est valide pour n € Z.
Preuve. En utilisant le lemme 2.9 et les derniéres remarques, nous avons

Buz)= ) pant"(x) (mod p)
or(x)=0(z)+z
pour n € Z. En effet, il suffit de comparer les coefficients dans les développements. On
en déduit alors que
B, =- Y 07 ""Tr(6%) (mod p)

0P =0+1

= =Tr(6°)Tr(6” > *") (mod p),
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ce qui démontre le résultat.(]

Remarque. On déduit de ce dernier résultat que les nombres de Bell ont une période
modulo p qui divise ¢,. Plus précisément, la période des nombres de Bell modulo p est
la méme que celle de #. Comme By(z) = 1, le dernier résultat nous apprend aussi que
le nombre de Kurepa est nul modulo p si et seulement si Tr(6~2) l'est. Ce dernier

élément est égal a
1
1 (m5=5)"

étant donné que le point 6 du lemme 2.7 nous dit que =2 = §7P»9~! = g(0 (0 —
1)~1) et que le groupe de Galois est cyclique. Cette forme algébrique pour cet élément
est mieux adaptée a notre argumentation.

Pour la suite, on définit \; € Fp, 0 <i <p-—1, par

p—1
_ Ai
9°":=E -
!,=09+z

Le lemme 2.8 nous assure que de tels A; existent et de plus que

1
A=Tr| —— <i1<p-1
T(BCP(B—f-z')) pour 0<i<p-1

La proposition précédente et les derniers commentaires nous apprennent ainsi que

kp = 0 (mod p) <= A\p—1 =0 (mod p).

Lemme 2.10. Pour p > 2, les coefficients A; € F,, 0 < i < p — 1, satisfont

p—1
Ai
Z T - AD — /\p,l

i=1

ainsi que
Ao — Ai

1

En particulier, on a toujours Ay = 0. De plus, pour le cas p = 2, on a simplement ¢, = 1
et 672 =61,

Preuve. Clairement, on a

=M1 pour 1<i<p-1.

r—1
g P — A

09+i+1

et aussi




Le point 6 du lemme 2.7 nous dit que #~ 7 = §~%~1. De plus, le point 3 du méme lemme
nous permet d’écrire

1 2= i =
P O (

et comme p > 2, on a que

On en déduit que

(B4 £ 025

=1l

et le résultat s’ensuit en utilisant le lemme 2.8 et en comparant cette expression avec
celle pour §-7¢.[]

2.4 Preuve du théoreme de Kurepa, Barsky, Benzaghou.

La preuve se fait par contradiction. On va supposer que x, = 0 modulo p, avec p > 2
et on va en déduire que A\; = 0 pour 0 < i < p— 1, ce qui est absurde étant donné que
f est non nul en tant que solution de z? = x + 1 modulo p. Supposons donc que £, = 0
modulo p. Nous avons alors

p—1 s
> F-X=0

i=1

et on fait le changement de variables évident

Ao — A

Xo:=Apet X; := pour 1<i<p-—1.

On obtient ainsi le nouveau systéme

ainsi que
Xi=—-(1-1)X;-1+Xo pour 1<i<p-1

Il est alors trées facile de voir par induction que ces derniéres relations sont équivalentes

a .
' !

Xit1 = Xo Z(—l)jm pour 0<:<p-2.

3=0
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En sommant, on obtient

ZX:: =X Z('-l)j(—i—jl?)—!

i=0 j=0
B i il
=X0 (—1)J T
% ,.Z;U—J)!
= X% - (P7]
032_1 g (J+1)
= -XOZj! (mod p)
=0

= _XOK'p (mOd p)?

ou on a utilisé le fait que

() ~11(255) =t

_ = = (—1)"*" (mod p).
j+1 i k

On a donc montré que

p—-1
n,,EO(modp);‘»ZX-EO (mod p) = Xy =0 (mod p)

i=1

et il est facile de voir que ceci entraine que A; = 0 pour 0 <7 < p— 1. La démonstration
est donc complete.(]

Remarques. Comme on a vu, le fait que s, # 0 modulo p est une sorte de petit
miracle comme il est tres difficile d’en trouver en mathématiques. En effet, en modifiant
trés légérement le probléme, on obtient des résultats bien différents. Par exemple, les
nombres de Kurepa alternés, i.e. les entiers n > 1 pour lesquels n|x,(—1), sont plus
fréquents. Il est facile de voir qu'un nombre de Kurepa alterné se factorise en nombres
qui sont des puissances de nombres premiers et de Kurepa alterné. Les seuls générateurs
connus sont 2, 4, 5, 13, 37 et 463; ce qui donne lieu a 47 nombres de Kurepa alternés.
Il est possible de montrer qu’il n'y a pas d’autres générateurs inférieurs a 3 millions.
En conclusion, il semble que rien n’empéche 'existence d’une infinité de nombres de
Kurepa alternés ce qui contraste avec les nombres de Kurepa. Bien sir, on a remarqué
tout au long du chapitre les endroits ou les chemins divergent significativement dans les
structures pour donner naissance a ce phénomene.

51



3 Hypothese de Riemann.

Jusqu'ici, nous avons considérées des équations sur F, que nous pouvons, en quelque
sorte, voir comme transcendantes. Dans ce chapitre, nous allons démontrer un résultat
trés général pour les fonctions algébriques de deux variables sur F,, ce résultat étant
équivalent a I'hypothése de Riemann pour les courbes sur les corps finis. Nous avons
déja vu que dans le cas d'un polynome f(z) & une variable de F,[z], le nombre de zéros
de f(z) est compris dans 'intervalle [0, deg f(z)] et que chacune des valeurs peuvent étre
prises si on n’a pas d’autre information sur f(z). Dans le cas des polynémes de F,[z, y|
il y a certaines similarités, mais en général la situation est compléetement différente et
beaucoup plus complexe. Premiérement, il faut restreindre I’ensemble des polynomes
considérés pour faire un énoncé clair, vrai et général. En effet, il faut gérer la fagon dont
la courbe se factorise sur I, et 4 partir de ¢a on peut ensuite tirer des conclusions sur
son nombre de zéros dans un cas donné (sans en faire le calcul explicite).

Définitions. On dit qu’une courbe C : f(z,y) = 0 ou f(x,y) € Fq4[z,y] est abso-
lument irréductible si elle est irréductible dans F,[z,y]. On note le nombre de zéros de
f(z,y) dans Fyn x Fy» par N,,. Dans la cas ou f(z,y) est absolument irréductible, on
définit la fonction zéta Z(t,C) associée a C par

o0

Z(t,C) = exp (Z N;tﬂ) ;

n=1

Le point clef, c’est qu'il est possible de montrer que Z(t, C) est en fait une fonction
rationnelle en t de la forme

_ H?il(l — a;t)
=T gm=a

ou g est le genre de la courbe C (voir [28]). On peut donc déduire, en prenant le loga-
rithme de chaque coté, que

29
Na=q"+1-) ol
=1

L’hypothese de Riemann est la supposition que les (a;)1<i<2, valent exactement q'/? en
valeur absolue. On obtient ainsi la fantastique borne

IN, — " — 1] < 2g¢™? < (d —1)(d — 2)g™?

étant donné que g < (d —1)(d — 2)/2 (voir [28]).

La richesse de cette structure nous apprend, au prix dun léger raisonnement qui
utilise le principe des nids de pigeons, qu'une borne de la forme

INa = ¢" = 1| £ Acq™?,
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ou Ac est une constante quelconque qui ne dépend que de C, est suffisante pour montrer
I'hypothése de Riemann. En effet, il faut juste voir essentiellement qu’il existe une infinité
de valeurs de n qui alignent les racines plutot bien et on prend la limite lorsque n tend
vers l'infini.

Le reste de ce chapitre est voué & une preuve de cette derniére borne. Nous suivons
plus on moins le procédé et la notation tels que présentés dans le livre de Wolfgang M.
Schmidt [31], qui sont basés sur la méthode de Stepanov.

3.1 Résultats préliminaires.

Définitions. Un polynome a d variables est dit symétrique s’il est invariant aux
permutations de S;. Les polynomes symétriques élémentaires sont

d
sl(Ih ] !xd) = Z-Iiv
=1

so(x1,...,24) := Z T,

1<i<j<d

d
Bty s Bp) = H:c,-.
i=1

Lemme 3.1. Soit a(xy,...,z4) un polynéme symétrique a coefficients dans le corps
K. Alors, il existe un polynéme b(z,. .., zq) a coefficients dans K pour lequel

a(zy,...,xq) = b(s1(z1,...,Za)y.-.,84(1,...,Td))-

De plus, si a(xy,...,x4) est de degré § pour chaque variable r; avec 1 < i < d, alors
b(21, ..., 2a) est de degré total §. De méme, si tous les monémes de a(zy, ... ,zq) sont de
degré e, alors chaque monéme de b(zy, .. ., zq) de la forme czy* ... 2} avec c € K satisfait

la relation }
> i ==
=1

Preuve. La preuve se fait par induction compléte sur le degré total et on se restreint
facilement au cas ol tous les monomes sont de méme degré, disons e. Le cas ¢ = 1 est
trivial ; donc supposons que e > 1. On impose alors un ordre lexicographique sur les
variables, par exemple

) = - 2/ o7

Dans ce cas, on peut comparer deux monomes quelconques et il est trées facile de voir
qu’on peut fabriquer de facon unique le terme dominant avec les polynomes symétriques
élémentaires et un élément de K. 11 suffit alors de soustraire les deux expressions et nous
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obtenons un polynome “plus petit”. Aprés un nombre fini d’étapes, on obtient ainsi un
polynome de degré total strictement inférieur a e et le résultat s’ensuit.C]

Il est intéressant de remarquer qu'un polynome f(z,y) absolument irréductible sur
K reste absolument irréductible sur K(z). En effet, supposons le contraire ; alors

f(I! y) == fl(x: y)fZ(I': y)

avec f;(z,y) des polynomes en y a coefficients dans K (x) pour ¢ = 1, 2. Pour un polynome
quelconque h(z,y) € K(z)[y], on peut toujours écrire de fagon unique

Ml = %ﬁ(z,y) e ),

ot v(z) et w(x) sont des polynémes premiers entre eux et
h(z,y) = _ c;(z)y’
J

avec ¢;(z) pour 0 < j < deg, h(z,y) des polynomes aussi premiers entre eux. Comme
K|[z] est un domaine a factorisation unique, il s’ensuit que g(f; f2) = g(f1)g(f2). Etant
donné que f(z,y) est irréductible, on a que g(f) = 1. On en déduit donc que

flz,y) = 9(f1)f1(1,y)9(f2).f2($, y) = fl(x, y)f2(Is y),

ce qui contredit U'irréductibilité de f(z,y). On en déduit que si f(z,3) = 0 avec
deg, f(z,y) et 8 € K(z), alors [K(z,(), K(z)] =d.

Lemme 3.2. Soit f(z,y) et g(z,t) deux polynémes absoluments irréductibles a co-
efficients dans K avec deg, f(z,y) = d et deg, g(z,t) = e, ou ed > 0. Supposons que
B € K(z) et v € K(z) sont des valeurs pour lesquelles f(z,3) = g(z,7) = 0. Alors

[K(JS, zrﬁy ’Y)) K(J:, 3)] = ed.
Preuve. Il faut montrer que

[K(Il Z#ﬁv 7): K('T: Z:ﬁ)] =€

et que
[K(z,2,8), K(z,2)] = d.

Pour ce qui est de la premiére relation, il suffit de montrer que g(z,t) reste irréductible
sur K(z, /). Supposons le contraire ; alors

g(za f) = gl(z1 t).q?.(zw f’)u

ou g;i(z.t) est a coefficients dans K(z, 3) et est de degré strictement inférieur a e pour
1 = 1,2. Ecrivons

gi(z,t) = ZC,-jk(:r, ‘B)z'jtk, =
ik
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ol g
ciik(x, B) = Y rijm(z)B
=0

pour certaines fonctions rationnelles r;;x(z) avec 0 < I < d — 1. Choisissons alors a € K
pour lequel les dénominateurs des r;;x(a) avec 0 < | < d — 1 sont non nuls et tel que si

d
f@,y) =) am(@)y™,

m=0

alors a4(a) est non nul. Choisissons ensuite b € K pour lequel f(a,b) = 0. Ainsi, la paire
(@,b) satisfait toutes les équations qui sont satisfaites par (z, 3). On pose alors

3:(z,t) =) cikla, )5, i=1,2,
i,k

et on observe que les valeurs c;;x(a,b) sont dans K pour tout i,j et k. On obtient la
factorisation

9(z,t) = 51(2,1)32(2, t),
ce qui contredit le fait que g(z,t) est absolument irréductible. L’autre relation se fait de
la méme fagon, mais c’est un peu plus court.[]

Remarque importante. Si f(z,y) est un polynome de degré total d, alors sans
perte de généralité, on peut toujours supposer que f(z,y) est séparable en y, i.e. n'est
pas un polynome en y* et qu'il est de la forme

d
f(z9) =y + ) ailx)y™™,
i=1

ou deg a;(x) <ipour 1 <i<d.

Preuve. Supposons que f(z,y) = h(z,y?), on ¢ = p*. Comme y — y” est un
automorphisme de F, il s’ensuit que cette opération permute les éléments de F,. On
voit alors que le nombre de zéros de h(z,y) est le méme que celui de f(z,y), sauf que
degy h(z,y) < deg, f(z,y). On peut répéter le méme argument et aprés un nombre fini
d’étapes on obtient un polynome séparable en y.

Si
d

flx,y) = Z “’i.jj‘j?lj

i,j=0

est séparable en y, alors il existe a;, j, # 0 avec p fjo. Posons alors
d
9(x,y) = flx+by,y) = Y ai;(b)a'y’.
ij=0

Ainsi, les coefficients a; j(b) sont des polynémes en b de degré au plus d. Le polynome
@iy (b) nest pas identiquement 0 et le coefficient de y? est exactement ag 4(b) = fa(b, 1),
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ou fy(z,y) est la partie de f(z,y) qui est de degré total d qui est non.identiquement
nulle. Si ¢ > 2d, ce qui ne pose pas de probleme pour le résultat final, alors on peut
choisir une valeur de b € F, pour laquelle ag4(b) # 0 et a;, j,(b) # 0. On ebtient alors
un polynéme g(z,y) pour lequel le coefficient de y? est non nul. Le résultat s’ensuit en
divisant par la bonne constante.]

Lemme 3.3. Soit K un corps de caractéristique p et f(z,y) € K|[z,y| un polynéme
de degré d absolument irréductible de la forme

fl@y) =y + ) ailz)y*,

i=1
ou deg a;(z) < i pour 1 < ¢ < d. Supposons que f(z,8) = 0 avec § € K(zx). Si

a(z,y, z,t) est un polynéme non identiquement nul pour lequel

deg::a SQ/d—dv

deg, a. <'d-1,

degga <d-1,
alors a(z, 8,19, 87) # 0.

Preuve. Posons g

ﬁ(:t, Y, z; tl'.l Bis. td) W= Ha(n’:, Y, z, tl)

i=1
C’est un polynome & d + 3 variables, symétrique en ¢,,...,t;. D’apres le lemme 3.1, on
peut écrire

&'(I'ly:-z:tlr-' - 1td) = b(x7y:z;sl(tl1' i :td):- "1Sd(t1:" . 7td))a
ou le degré de b(z,y,2z;vy,...,v4) €n vy,...,v4 est d’au plus d — 1.

Comme .
o
B == ay(z)p*,
i=1
nous pouvons écrire

d
Bt = 3 ()
i=1

pour chaque entier positif . On vérifie facilement par induction que deg a; () < i+t—1
pourl <4 < d. Puisque deg, b < d(d — 1) = (d — 1) + (d — 1)?, on peut utiliser les
dernieres relations avec ¢ < (d — 1)? pour écrire

b(z, B, 2705,y 08) = elx, B, 2500, .oy 03),
avec deg, c < d — 1. De plus,

deg, ¢ < deg, b+ (d+ (d —1)? - 1),
deg, ¢ < d(deg, a) + d(d — 1),
deg. c < q.
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Supposons que a(z, 3, z9,37) = 0. Posons 3, = 3 et

d
f@.y) =[-8
i=1

On a donc que a(z,3,2%3],...,8]) = 0 et comme s;(fi,...,0z) = (—1)'ai(z) pour
1 <i<d, il s’ensuit que s;(57,...,83) = (—1)*(ai(z))? pour 1 <i < d. Dol

b(z, B, 2% —(en(x))?, - - ., (=1)*(aa(z))?) = 0.
Ainsi
c(z, B, 2% —(aa(2))%, ..., (=1)*(aa(2))?) = 0.
Etant donné que deg, ¢ < d—1 et que 3 est un nombre algébrique de degré d, il s’ensuit
que
c(z,y,2% —(aa(2))%, - ., (1) (aa(2))?) = 0
Si on pose £ = x; + T2, on obtient que pour un certain polynome r(z;, zz,y) 'expression

e(zy + 22,9, 27; —(ai1(z1))?, ... ., (—1)d(0-’d($1))°) + z9r (T, T2,y) =0

est vérifiée. Maintenant, puisque deg, ¢ < g, il s’ensuit que

c(z1 + 22,9, 2% —(aa(71))?, . . ., (1) *(aa(z1))?) =

et comme les variables z; + 2, y et z] sont algébriquement indépendantes, on en conclut
qu’on peut écrire

C(Iv Y,z _C_l’l (Z): A (—l)dad(z)) = 0:
ou on a utilisé la notation &;(z) avec 1 < 7 < d pour signifier que les coefficients des
a;(z) sont élevés a la puissance g. En posant y = 3, on a

b(Iiﬁi 25 _'&l(z)a - Wy (ﬁl)d&d(z)) =0.

Supposons que f(z,7) =0 avec 7 = 7; et 7 € K(z). On peut alors écrire

d

Faty =[]t -

i=1
et donc s;(71,...,7) = (—=1)'@(z) pour 1 <i < d. On a donc
&(I‘.ﬁ'u 25N, --- "Td) == 01

d’ol on déduit qu’au moins un des facteurs s’annule, par exempleeni = 1l et a(z, 3,2.7) =
0. En utilisant le lemme 3.2 et le fait que f(z,3) = f(z,7) = 0, on a que les d* valeurs

347 avec 0 < 4,7 < d — 1 sont linéairement indépendantes et donc que a(z,y,z2.t) =0,

une contradiction.[]
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Lemme 3.4. Soit "
flzy) =y + ) ai(z)y*,
=]

ou deg a;(z) <1 pour 1 <1 < d. Supposons que

d
f(Iv y) = H(y - Bt')v

avec 3; € K(z) pour 1 < i < d. Si a(z;y1,...,y4) est un polynéme symétrique en
Y1,- -, Ya, alors a(z; By, - .., Ba) = b(z) avec deg b < deg total a(z;y,...,Ya)-

Preuve. Soit § le degré total de a(z;y1,. .., ys). On peut écrire

']
G(I; Yiy--o iyd) = ZIka(yl, a8 g yd):
k=0

ou cx(v1, . . ., ¥q) est un polynéme de degré au plus d —k, symétrique en gy, . . ., y4. D’apres
le lemme 3.1,

Ck(ylj =y ‘1yd) == hk(sl(ylz Ei :yd): vece Jsd(yh vie e :yd))'
De plus, pour chaque terme si' ... s“';‘, on a

d

Y jij <6—k.

j=1
On en déduit que

k(B -5 Ba) = hi(—aa(2),.. ., (1) %aq(z))

et que pour chaque terme o} (z) ... (z) on a

d
ij’j <6—k.
§=1

Le terme z*cy(3i,...,84) de a(z; Bi,. .., ) est donc un polynéme de degré au plus &
et le résultat s'ensuit.(]

Lemme 3.5. Soit f(z,y) € Fy[z,y] un polynéme absolument irréductible et 3 €
K(x) tel que f(x,3) = 0. Soit M un entier positif et a(x,y) un polynéme. Alors pour
0<I< M,

¢ (fPM(z, B)alz, B) = f3M 7 (z, Bau(z, B),
ot ai(x,y) est un polynéme avec ai(x,y) < deg a(z,y) + (2d — 3)I.

a8



Preuve. La preuve se fait par induction sur l. Pour [ = 0, il n’y a rien & prouver.
Supposons que le lemme est vrai pour 0 <1 < M. On a donc

(M (z, B)a(z,B)) = o(fM % (x, B)ai(z, B))
= 2_]‘;% yM_ﬂ_l(Iwﬁ)(fy:(I*ﬁ) + fuw(z, B)0B)ai(z, B)
+ai M2 (z, B) ay(x, B) + aiz(z, B)3B).

Premiérement, on a que

op = —J==Y)

fulz, y)
Deuxiemement, il est trés important de remarquer que, malgrés le changement de va-
riables inductif qui ne fait que déguiser la situation, a la (I + 1)-ieme étape tous les co-
efficients sont divisibles par [+ 1. Ce facteur provient de I’ensemble des [ + 1 dérivations
déja faites et donc il n'y a aucun danger de division par 0 dans le cas ou [ + 1 est un
multiple de p. Il faut regarder les coefficients de ces polynomes d'une fagon symbolique
comme si on était en caractéristique 0. En somme, on obtient

SNz, B) (5 ((2M = 20)(fy(2. B) fe(, B) = fin(@, B) f(, B))ar(z, B)
+(J2(z, B)ay(z, B) — aw(z, B) fx(z, B) (. B))) = 3V, Bas(z, B).

Il est donc clair que
deg aj1(z,y) < deg ay(z,y) +2d — 3 < deg a(z,y) +(2d - 3)(1 + 1),

et le résultat s’ensuit.(d

Remarques. Supposons que 0 < m < M < g. Alors il est facile de voir que o™ (z%) =
0 et que de méme p™(3%) = 0.

3.2 Construction de certains polynomes.

Supposons que d > 1, sinon les résultats de ce chapitre sont triviaux. On suppose
aussi que f(z,y) € F,[z,y] est un polynéme absolument irréductible de degré d sous sa
forme réduite, tel que f(z,3) =0,0u 3 € m. Afin de conserver une certaine élégance
avec nos estimés, nous allons supposer que q > 250d° ce qui ne change rien au résultat
final.

Soit
d

d
@) =v'+ ) ey =[] — W)

n=0
Le discriminant A(f). qui ne devrait pas étre confondu avec I'opérateur de différence
finie, est défini par

Afy:= [ (-2

1<i<j<d
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On déduit du lemme 3.1 que A(f) est un polynome de degré 2d — 2 en (7)1<i<a et que
pour chaque monome de la forme a7y’ ...~} la relation

d
Y iy =d(d-1)
i=1

est valide.

Soit maintenant .
fl@,y) =y'+ ) ailzx)y™,
i=1

ou deg a;(z) < i pour 1 <1 < d. Notons par A(z) le discriminant de f(z,y) vu comme
polynéme en y. Clairement, A(z) est un polynéme en z et deg A(z) < d(d — 1).

Soit G ’ensemble des valeurs de v € F, avec A(v) # 0. Alors
g—d(d-1) <G <q.

Si v € G, le polynéme f(v,y) a d racines distinctes &, . .., & € F,. On s'intéresse surtout
aux racines qui sont dans F,. Posons alors

Ii(v) == {§ € Fy| f(v,8) =0}

et
I(v) ={£ € Fql f(v,6) =0, € F,}.
On a donc pour chaque v € G que

171 (v)| + [Z2(v)] = d.
Posons ag(z) = 1, puis définissons

81(3::3},37) =y- g

et d j_l . . -
Ea(z,y.9) ==Y aaj(x) Y ¥
j=1 =0
On a donc

f(I: y) - f(l‘., g) = El(z,y, 37)52(.‘17, Y, 3_’)
SiveQGet €€ Z(v)UZv), alors

0=f(v,8) = (f(v,£))7 = f(v.&%)

et donc

0=f(v,8) = J(v,&7) = (£ — €")&2(v,&,£7).
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Si £ € I;(v), alors £ € Fy et £ — §7 = 0; et comme y est une racine simple de f(v,y),
il s’ensuit que &£>(v,£,£7) # 0. Si £ € Ip(v), alors € # &9 et &(v,£,£7) = 0. Ainsi pour
A =1 ou 2, Z,(v) est I'ensemble des £ avec

f(0,) =0 et &(v,§,£%) =0.
Pour simplifier la notation, on pose

€1:=deg £;(v,£,€9) =1 et e :=deg &(v,E, &) =d—-1

Lemme 3.6. Supposons que A = 1 ou 2. Soit M un entier positif tel que
dM, M >d* et 2(d—1)(M+8)><q.

Alors il existe un polynéme a(z,y) pour lequel a(z,3) # 0 et tel que si a;(z,y) est le
polynéme défini au lemme 3.5, alors

a(v,§) =0 pour 0<I< M,
o v € G et £ € Iy(v). De plus, la borne
deg a(z,y) < (ex/d)gM + q(d - 3/2)

est satisfaite.

Preuve. Posons

(N,d—1)
h(z,y,z,t) = Y bulz,y)t*
(2,k)=(0,0)
j+k<N
avec
d-1
bix(z,y) = ) air(z)y,
i=0
ou
deg a,—,-k(a:) Sq/d—d—k—j—i
et

N := (ex/d)M +d — 2.
Posons alors a(z,y) := h(z,y, 27, y9).

D’apres le lemme 3.3, si les polynémes aijx(x) ne sont pas tous identiquement nuls,
alors a(z, 3) # 0. Comme g™ (z%) = 9™(3%) = 0 lorsque 1 < m < g, il s’ensuit que

(N,d-1)
afz,y) = Z th(T-L‘)Iquk

(3,k)=(0,0)
J+k<N

et de plus selon le lemme 3.5 on a

deg bj(z,y) < deg bjp(z,y)+ (2d - 3)l < q/d—d -k — j+ (2d - 3)I.
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On veut donc que a;(v,£) =0 pour 0 <!l < M, ol v € G et £ € I)(v).
Cas1:A=1.0naveF, doncv?=vet £ = Alors le polynéme

(N,d-1)

alz,y)= Y bulz,y)y*

(3.k)=(0.0)
I+k<EN

s’annule pour chaque paire (v, ) considérée. Notons que

deg c(z,y) < q/d+ (2d — 3)l — 2.

Cas2:A=2.0OnavelF, f(z,§) =0et &(v,£,£?) = 0. Donc v? = v et

0=&(v,£,8%) Zad-J(U)ZEJ T,

i=0

Ainsi, on peut exprimer £94~1) en termes de (£%)p<j<q-2 avec des coefficients qui sont
des polynomes en v et £ de degré au plus d—1. On a donc besoin qu'un certain polynéme
c(z,y, ) sannule en (v,&,£7), avec degy ci(z,y,7) < g — 2 et un degré total d’au plus
q/d+ (2d —3)l —2en z,y.

Dans les deux cas, on a besoin qu’un certain polynéme ¢z, y, ) s’annule en (v, £, £9),
ou
deg totalyy ci(z,y,9) < q/d+ (2d—3)l -2

et
deyﬁ CI(I:yrg) = ey —

Nous savons que pour une paire (v,£) avec f(v,£) =0

d
= Z an(v)gd_

et que pour un entier positif ¢,

d-l-t 1 Zaﬂt U)Ed n

n=1

avec deg an(z) < t — i+ n. Done, ¢(v,&,£7) = 0 précisément si un certain polynome
d;('U,E, gq) =0, ol
deg, di(z,y,7) < q/d+ (2d — 3)l — 2,

deg, di(z,y,5) <d -1,
degg di(z,y,7) < ex— 1.

11 suffit donc de construire d;(z, y, ¥) pour qu'il soit identiquement nul pour 0 <[ < M.
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Le nombre de coefficients de d;(z,y, ) est inférieur i €,q + (2d? — 3d)e,l. Le nombre
total B de l'ensemble des coefficients de dj(z,y,§) avec 0 <l < M satisfait

B < exgM + (d® — 3d/2)exM?>.

Ces coefficients sont des combinaisons linéaires des coefficients de a;;x(z). On obtient
alors un systeme d’équations homogenes linéaires en les coefficients jusqu’ici indéterminés
des polynémes a;;x(z). Le nombre de coefficients disponibles pour a;jx(z) est d’au moins

gld—d—-k—-j—i1>q/d—j—3d.
Le nombre de coefficients disponibles en sommant sur j, avec 0 < j < N — k, est d'au

moins

(g/d - 3d)(N +1) = (N — k)(N — k +1)/2 — kq/d.

En sommant sur k, avec 0 < j < d — 1, on obtient
(g —3d*)(N +1) — N*d/2 — q(d — 1)/2

et on obtient le nombre total A de coefficients disponibles en sommant sur i, avec 0 <
Jj <d—1.0On a alors

A >(q—3d*)(Nd+d)— N*d*/2 — qd(d — 1)/2
> (q—3d%)(exM + d&® — d) — (exM + d*)*/2 — qd(d — 1)/2

et comme par hypothése M > d?, il s’ensuit que

A> exMq+ (d® — d)g/2 — EM? /2 — 8exM d?.

Donc, pour que les polynoémes di(z,y,y) s’annulent, il faut résoudre un systeme
homogene a B équations en A variables. Pour étre certain d’avoir une solution, il suffit
que B < A. On a donc besoin que

exM?(2d* — 3d + ¢,) + 16e,Md* < d(d — 1)g
et comme ¢ = 1 ou d — 1, il s’ensuit que
M?*(d —1)(2d* — 2d — 1) + 16Md*(d — 1) < d(d — 1)g
est suffisant. Cette inégalité est satisfaite si
2M(d - 1) + 16Md < q.
ce qui est vrai selon notre hypothese de départ : 2(d — 1)(M + 8)? < q. Finalement,
deg a(z,y) < Nqg+q/d < (ex/d)gM + g(d — 3/2)

et le lemme est démontré.[]
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Si on pose
c(z,y) = 3" (z,y)a(z,y),
alors ¢(z,3) # 0 et de plus pour 0 <1 < M on a

de(z, B) = M (z, B)ai(z, B).
Ainsi, pour v € G et £ € Z,(v) on a ¢'c(v,£) = 0. De plus
deg c(z,y) < (ex/d)gM + gq(d - 3/2) +2Md,

mais si ¢ > 250d°, alors 2Md < 2dg'/? = %q < % et donc

deg c(z,y) < (e/d)gM + q(d - 1).

Lemme 3.7. Supposons que M satisfait les conditions du lemme 3.6. Soit A =1 ou
2 fixé. Alors il existe un polynéme r(z) # 0 avec

dr(v)=0 pour vEG et 0<I< M|I)(v)|

et
deg r(z) < exqM + qd(d — 1).

Preuve. Soit R la norme de F,(z, 3) sur Fy(z) et posons r(z) := R(c(z, 3)), i.e. si

d

fz.y)=[w-5,

=1

alors
d

() =[] et 60
et )

dri@)= 3 (@, B)... (™c(z, Ba))-

a|+...+ad=i

Le coté droit de cette égalité est un polynéme symétrique en (/3;)1<i<q, donc un polynéme
en les fonctions symétriques élémentaires en (3;);<;<q et on peut écrire

o'r(z) = ki(z; —au(z), . . ., (—1)%aq(z)).
Pour v € F,, on a
o'r(v) = ki(v; —ay (v), . . ., (=1)%aq(v)).
Siv € G, alors f(v,y) a d racines distinctes (&)1<i<q € F, et si(&, ..., &) = (=1)a(v).
Ainsi
drw) = 3 (e, &) (de(v,€).

ay+...+ag=l
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On a
{&,...,&} = Li(v) UI(v).
Supposons sans perte de généralité que

{&1,- -, &} = Ia(v);

ainsi |Z,(v)| = t. Chaque terme du développement de ¢'r(v) satisfait

t
Za,- <L
=1

Il v a donc un entier s avec 1 < s < ¢ pour lequel

L _MDO)I_,,

l
g, < -= <
Tt L) T L)
En utilisant les commentaires qui précedent ce lemme, on a que p*¢(v,&;) = 0 et donc
pour chaque = € G,
dr(v) =0 pour 0<1< M|Ty(v)|.

Maintenant, on a que
d

r{z) = H c(z, 5;)

i=1

est un polynéme en z et (5;)1<i<a Qui est symétrique en (5;)1<i<a €t de degré total an
plus
exgM + qd(d — 1)

en utilisant encore une fois les commentaires qui précedent ce lemme. Ce qui compléte
la preuve de ce résultat.[]

3.3 Preuve de ’hypothése de Riemann pour les corps finis.

En utilisant le lemme 1.2, on conclut que le polynéme ry(z) possede un zéro d’une
multiplicité d’au moins M en chaque v € G. Posons

M=) L) A=1.2

vEG

On a donc
d(g —d(d — 1)) < N + N = d|G| < dg.
Comme le nombre de zéros de ry(z), comptés avec multiplicités, ne peut pas dépasser
son degré. il s’ensuit que
MN, < deg r(z)
et que
qd(d — 1)

N, <exg+ =
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Maintenant, N est le nombre de zéros (v,£) € F2 avec A(v) # 0 de f(z,y). Comme
deg A(z) < d(d — 1), il s’ensuit que si on pose N := N alors on a

gd(d - 1)

NSM-Fd?(d—I)SQ"‘—M—'Fdz(d—I).
De méme atd
N2 N - dd-1)- Ny > - 242D Mipg 7).
On a donc aid i
|N—q—1|<g—%+d‘°‘,

o M peut étre n’importe quel entier qui satisfait les conditions du lemme 3.6. On choisit
alors le multiple de d qui satisfait

()" -sa< m) -

et sous I’hypothése ¢ > 250d°, on obtient
IN — ¢=AP<N2d®q)'/2.
En utilisant les commentaires du début du chapitre, on conclut que
IN -4 =1}< (d-1)(d - 2)¢"

sans restriction. Le résultat est démontré.[]

Le nombre d’applications de cette borne est astronomique. En effet, c’est un outil
incontournable et fondamental pour étudier autant les sommes de caracteres, le théoreme
de Burgess (voir [36]) et plusieurs autres questions importantes en théorie des nombres.
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4 Finitude du nombre de solutions de I’équation de
Thue.

4.1 Lemmes techniques.

Lemme de Siegel (Principe des nids de pigeons). Soit «;; une suite d’entiers
non tous nuls avec 1 <i <m < netl < j<n. Supposons que M > max; ; |a; ;| et que
A > 0 est un entier. Alors le systéme d’équations linéaires

n
ZO’.'J'IJ'=0, lgzgm
j=1

posséde au moins A solutions non triviales en entiers z; avec 1 < j < n tels que

max |z;| < AV (2nM)™/(n-m),
j

Preuve. Considérons I'application p : [0, N]* — Z™ définie par

n n
P(Ul,---,vn): E alj'”j:---:i QmjVj | -
=1 J=1

Clairement, I'image de p est contenue dans [-nMN,nMN]™. On déduit que si
(2) (N+1)" > A(2nMN + 1)™,

alors il existe une valeur spéciale S de [-nM N,nM N|™ qui apparait au moins A+ 1 fois
dans p([0, N]*). On note alors les vecteurs solutions de S par V,..., V4, et on obtient
les A solutions recherchées avec Vi — Vayy, ..., Va4 — Vayy. On vérifie qu'il est suffisant
d’avoir

N > AVt=m) gnpym/in=m) _

pour satisfaire (2). Le résultat s’ensuit.[]

Remarque. Si on pose V := {Vj,..., Vy,,}, alors il est facile de voir que la preuve
du dernier résultat nous fournit exactement |V —V/| solutions différentes avec cette borne.
Il serait trés intéressant de montrer que |V — V| devient grand plus vite que linéairement
en A au moins quand n est “grand”.

Proposition 4.1. Soit # un entier algébrique de degré n > 2 et a un nombre
complexe quelconque. Supposons que P(x) et ()(x) sont des polynémes a coefficients
entiers de degré inférieur & M tels que I'expression P(z) — 3Q(x) a un zéro d’ordre an
moins D en x = 3 avec D > 2. Si M < Dn, alors pour tout complexe £ qui n’est pas
un conjugué de 3, I'ordre d’annulation G en z = £ de P(z) — aQ(x) est 0 ou au plus
2M -2 — (D - 1)n.
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Preuve. Clairement, on peut écrire

P(z) - 8Q(z) = (z — B)° Ru(2)
ainsi que
P (z) - QW(z) = (z - B)P~'S\(2)
pour certains polynémes R,;(z) et Si(z). Comme M < Dn, il s’ensuit que Q(z) est de
degré plus grand que 0, car sinon on aurait que = — 3 diviserait P(!)(z), d’ou le fait que
Q(z) serait en fait 0 et donc on aurait que le polynéme minimal de 3 diviserait P(zx)
avec une multiplicité d’au moins D, une contradiction. En éliminant /3, on trouve

P(z)QW(z) - PP (2)Q(z) = (z - B)°'Ti(z)

pour un certain polynéme 7Ti(z). De la méme fagon on trouve
P(z) — aQ(z) = (z — €)° Ry(),
P () — aQW(z) = (z - §)°7'S()

et
P(z)QW(z) - PN (2)Q(z) = (z — §)° ' Ty(x)

pour certains polynomes Ry(z), Sz(x) et T>(x). On déduit qu’il existe un polynéme T'(x)
pour lequel on a

P(z)Q"(z) - PV(2)Q(x) = (z — )P (z — €)' T(a).

Remarquons que 7'(z) n’est pas identiquement nul, car sinon on aurait P(z) = c¢Q(x)
pour une certaine constante rationnelle ¢, cependant la premiére identité entrainerait
que le polynéme minimal de 3 diviserait Q(z) avec une multiplicité d’au moins D ce
qui contredirait ’hypothése selon laquelle M < Dn. Finalement, le membre de gauche
est un polynome a coefficients entiers de degré au plus 2M — 3, il est donc divisible par
le polynéme minimal de 3. On déduit alors que G — 1 < 2M —3 — (D — 1)n, d'ou le
résultat.]

Définitions. Soit v un nombre irrationnel et E une approximation de v avec (p, q) =
1. La qualité de I'approximation de 7 est le nombre u > 0 pour lequel

-3l
=z =
q

si ce nombre n’existe pas, on pose u = 0. On définit alors la mesure d"irrationalité comme
étant la limite supérieure prise sur toutes les approximations rationnelles de ~.
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4.2 Preuve du théoreme de Thue.

Théoréme (Axel Thue). Soit § un entier algébrique de degré n > 2. Alors la
mesure d’irrationnalité de 3 est d’au plus n/2 + 1.

Preuve. Sans perte de généralité, on peut toujours supposer que [ > 1. Supposons,
pour une contradiction, qu’il existe une infinité de nombres rationnels p; /g; pour lesquels

nous avons
1

.| P
q;:/2+1+c

qi

<

pour un certain € > 0. Nous allons alors choisir deux polynomes P(z) et Q(z) de degré
inférieur & M, a coefficients entiers et pour lesquels I'expression P(z)— 3Q(z) a un zéro
d’ordre au moins D en = = 3. Pour ce faire, il suffit d’avoir

PUl(8) — BQYY(8) = 0 pour 0 < j < D.

Un tel systéme se réécrit en Dn équations a 2M inconnues. Supposons que le polynome
minimal de 3 est
" + ...+ T + o

et que le maximum des coefficients est majoré par W. On observe alors que a1 5™
avec m > n peut s’écrire en termes des nombres 3 avec i < n en n’utilisant que des
coefficients inférieurs a 2m"Wm-"+1 e valeurs absolues. On déduit alors que le systéme
a résoudre est a coefficients entiers majorés en valeurs absolues par

M
2M—n(anW)M—n+1 Taf,‘ ( p ) < 22M—n(anW)M—n+1_
<

En utilisant le principe des nids de pigeons, on déduit qu’il existe une solution non
triviale avec des coefficients qui satisfont

’\maz = DéngM [A;[ < (22M—n+2(anw)M—n+1M)%; = (2"M(4(},,W)M_n+l)m—njl3—n.
Sts

Soit ¢; < g; deux grands nombres qui sont les dénominateurs d’une bonne approxi-

mation de (. Si on pose
()23
G q; i

on remarque alors que

vzl (5)-00 (Gl |(-%) 2 (5)
qi qi q; qi
I D I M 7 : M
S 3 — &l )‘mm:}‘/jr ( pl) “+- ‘8 - & )‘ma;r (&)
q; G i qj

D -
+’6—~p—’

q;

S /\ma:(‘?’ﬁ)M (.ﬁ - %

)
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ou on a supposé que |3 — p;/g;| < 1/5, que |8 —p;/q;] <1 et que M < (5/4)M. Avec ces
parameétres, on a o
Amaz < (5anW )M =D

En supposant que A est non nul, il est facile de voir qu'il est supérieur 4 1/¢Mg;. On
a donc

D
,.; < (38)M (e W) o 8x [ 3 - Z| + Iﬁ P
q; 4; q; q;

et dans le cas ou A est nul, on applique la proposition précédente pour déduire qu'il
existe une dérivée d’ordre G qui vaut au plus 2M — 2 — (D — 1)n de P(z) — p;/q;Q(x)
qui ne s'annule pas en = = p;/g;, et ce, dans le cas ou M < Dn. On pose donc

W ‘P[Gf (Ei) _ Pigia (E) _

qi qj G
¢ <l ) () [o-5)n(2)
S‘ (Qi AQ qi +\P q; @ qi

D’on

o |P-6 N - 2\ M€
S |ﬁ -= /\maxMzM (__z) + lﬁ - Amm:QM (_J)
gi qi q; qj
. D—G .
g N g [ 1y 2 +‘6—p—’ :
qi qj

ol on a supposé que |3 — p;/qi| < 1/5, que |3 —p;/q;| < 1/4 et que M < (5/4)M. Cette
fois, on a bien

Nous avons le contrdle sur M et sur [, on peut donc s’assurer d’avoir M < Dn. En
fait, on peut se rendre jusqu’a D = (2/n — )M ; le pire cas possible est lorsque G est
tres pres de 2M — 2 — (D — 1)n qui vaut au plus 0nM +n — 2 = §;nM. Si on pose y;,
p; pour les qualités d’approximation de 3 par g;, g; et que g; = ¢, on peut écrire

ik = s
o < 3M M6 (5a,W) B 05 -

D-G 6
+ iﬁ i
q; q; a;

1 b/ 1 1
O=am)ta < (150,5W) o (C/n=5=nE M) T |

1 2

ou encore

1 1
D/
(3) 1< 2(15a,8W)"" max (qf;,-((zfnr5—n¢51)M)—M(1-116|)a’ qg(,ujl)eM(léln)) '
1

1

Pour bien voir ce qui se passe lorsque 4 est fixé petit, M est fixé suffisament grand
et n > 3. On suppose que ¢; est {res grand eff que (p;, ¢:), (p;.q;) sont des solutions a
I'équation

lanz™ + 12" Yy .+ gy 4+ agy®| < |t
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pour un |¢| trés petit par rapport a ¢;. Dans ce cas, il est clair que ; et p; sont trés prés
de n. En fait, si on pose
B:= min |B; - Gjl,

1<i<j<n

ou les f3; sont les conjugués de 3, alors on montre que
; Yl

ﬁ — & g —_H

g| oa.B*qf

dés que y > max(2, [2/B] + 1). L’inégalité (3) nous fournit alors
0> p((2/n— 6 — ndy)M) — M(1—nd) —a>(1—-a)M —a

et/ou
0>a(pj—1)—M(1-4dn)>a(ln—1—¢€)— M(1-24dn)

pour certains €; et € aussi petit qu'on veut. Il n’est pas trop difficile de voir que ces
deux énoncés sont en contradiction I'un avec 'autre, donc le mot “ou” doit étre pris en
considération. On en déduit que a est borné ou bien il est plus grand que (1 — ;) M. Si
a est borné, nous avons terminé. On suppose donc que a est plus grand que (1 —¢;)M.
L’idée est maintenant de choisir une valeur de M un peu plus grande, disons M’ := 6/5M
et de choisir D’ de telle sorte que le §’ associé soit environs pareil a un petit facteur pres
de 'ordre de 1+ €3. Si g; est suffisament grand, on a alors un nouveau minorant pour a
qui est de 'ordre de (1 — ¢4)6/5M. Le résultat s’ensuit en poursnivant ce processus.

Pour le cas général, on fait exactement le méme genre de raisonnements. On remarque
que I'argument fonctionne pour p; et p; de 'ordre de n/2 + 1+ €5 > n/2+ 1; en effet
dans ce cas, on se retrouve dans la méme situation, i.e. nous avons un intervalle dans
lequel a ne peut pas se trouver et on définit une suite de valeurs de (M;, D;) avec §;
presque fixe pour recouvrir I'intervalle g, c0). Un point important, c’est que D; grandit
moins vite que M; et comme §; est presque fixe, le facteur exponentiel ne grossit pas
assez vite pour causer des problémes lorsque ¢ est suffisament grand.

Le tout est parfaitement explicite. Le probléeme c’est que 'existence ou non de (p;, ¢;)
n’est pas claire et qu’en général on ne peut donc pas conclure. On peut seulement montrer
qu’'une équation donnée ne peut pas avoir plus d’une solution avec |t| < t5 pour g > g
explicitement calculable. On peut aussi utiliser ces méthodes pour borner le nombre total
de solutions d'une équation fixée. En effet, pour les petites valeurs de ¢ nous avons un
“gap principle” universel, i.e. qui ne dépend pas de la nature algébrique de la quantité
/3 considérée. 11 suffit de remarquer que si

1 1

—& <_p et ’6—@ <—#

q1 q1 G2 G

avec q; < g2 et p1ga # p2q1 , alors on a
1 - 2
1 m_p 5‘3_& +’ﬁ_& s A
ne o @ o @ gt
¢

d’on1 on déduit que ¢ > et ensuite, pour les grandes valeurs de g, on sait déja qu’on

a au plus une solution.[]
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