GLOSSAIRE

GLOSSAIRE

NOTATION SIGNIFICATION OU DESIGNATION |UNITES
Filasse Fibre végétale tirée du sisal ou du chanvre

C Chaleur spécifique J. (Kg. °C)™*
T Température °C

h Coefficient d’échange thermique

z Longueur du matériau m

r Rayon du matériau m

a Coefficient diffusivité thermique m°.s™’

y) Coefficient de conductivité thermique w (m. °C)™*
p Masse volumique Kg.m™

Zr Impédance thermique Kw ™

J Vecteur densité de flux w.m-*

¢ Densité de flux suivant 2 directions w.m™
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INTRODUCTION GENERALE

INTRODUCTION GENERALE

Les bilans énergétiques effectués dans les batiments climatisés font apparaitre que la
part importante de la consommation électrique attribuable aux installations de
conditionnement d’air se situe dans une plage de 50 a 60 % de la facturation électrique ; d’ou
I’intérét de I’optimisation de la consommation énergétique dd a ces installations. Et ce-ci
passe nécessairement par I’isolation thermique des batiments (mdr, plafond etc.), et des
conduits d’air (gaines). C’est a la recherche d’un bon isolant que nous nous proposons de faire
une étude thermique sur la filasse qui représente la texture des fibres du chanvre ou du sisal.

En effet nous avons choisi comme théme : « étude en coordonnées cylindriques du
transfert thermique en régime dynamique fréquentiel : application a la filasse ».
Nous abordons cette étude dans un premier chapitre par une présentation du chanvre puis du
sisal.

Dans un deuxiéme chapitre nous présenterons des courbes d’évolution de la
température et du flux de chaleur pour terminer par une analogie électrique thermique dans la

quelle nous présenterons des diagrammes de Bode de I’impédance.
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I- INTRODUCTION
Dans ce chapitre nous présenterons la filasse : fibre du chanvre ou du sisal ; pour cela nous

commencerons par une présentation des plantes.

[I- 1 ORIGINE DU SISAL
Le sisal est originaire de I’est du Mexique .Sisal est également le nom de la fibre

extraite des feuilles de cette plante.

Le nom provient de la ville de Sisal situé dans la province du Yucatan.L’intérét de cette
plante poussera des pays européens comme, la Belgique et la France ; des pays américains
comme, le Brésil, la Colombie, le Venezuela et Cuba a introduire cette plante dans leur
agriculture.

L’introduction du sisal en Afrique est a mettre a I’actif des colons.Il a été introduit au
Congo par les Belges, en Afrique du Nord (Maroc et Algérie ) ,en Madagascar et en A.O.F

(Haute-Volta ,Mali ,Guinee et Sénégal ) par les Francais.

lI-2 FAMILLE VEGETALE DU SISAL
Le sisal est une des nombres espéces du genre Agave Sisalana .C’ est une plante de

moyenne taille de la famille des Agavacea de la classe des Liliopsida et de la sous — classe des
Lilidea

Figure] :Sisal
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Nous avons fait une présentation du Sisal en donnant son origine, son morphologie ainsi

que sa famille végétale ; nous ferons de méme sur ce qui suit pour le chanvre.

[I-3 ORIGINE DU CHANVRE
Le chanvre est une des premieres plantes domestiquées par I’homme, au Néolithique,

probablement en Asie, tout a la fois pour ses fibres solides, ses graines oléagineuses
nourrissantes et les propriétés médicales de sa résine. Il a ensuite accompagné migrations et
conquétes pour se répandre sur tous les continents.

L’origine géographique du chanvre n’est pas certaine : plaines de I’Asie centrale dans le
secteur du lac Baikal pour certains, région moyenne du fleuve Jaune en Chine pour d’autres,
ou en contreforts indiens de I’Himalaya.

Les plus anciennes traces archéologiques de son utilisation par I’nomme ont été
retrouvées en Chine, dans I’un des foyers de la révolution agricole neolithique.

Les fouilles du site néolithique de Xianradong (dans le Jianxi), daté de 8000 av.J .C ont
ainsi livré de la céramique, certains pots décorés de fibres spiralées de chanvre.

Les principaux pays producteurs de chanvres industriels sont la Chine,la Russie,la

Pologne,|’Ukraine,laTurqui,l’Espagne,la Roumanie,la Chili .

lI-4 FAMILLE VEGETALE DU CHANVRE
Le chanvre (cannabis sativa L) connu aussi sous le nom latin cannabis est une espéce de

plante de la famille des Cannabaceae.C’est la seule espéce actuellement acceptée du genre
Cannabis.

L’espéce Cannabis Sativa L a été subdivisée en de nombreux sous especes.Cette
subdivision est discutée par les botanistes : certains ne considérent pas les différences des
sous especes comme suffisamment significatives pour le justifier.On peut néanmoins
différencier quatre phénotypes bien distincts :

- Cannabis Sativa subsp Sativa, ou chanvre cultivé
- Cannabis Sativa subsp indien, ou chanvre indien
- Cannabis Sativa subsp spontanea, ou chanvre sauvage

- Cannabis Sativa subsp afghanica, ou chanvre afghan
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Figure 4: Chanvre sauvage

[I-5 PROPRIETES ET APPLICATIONS DU CHANVRE
Actuellement les nouvelles tendances écologiques ont permis I’arrivée en puissance des

biomatériaux .Les techniques et les connaissances permettent d’envisager des applications
toujours variees pour le chanvre comme nous allons le voir.

Déja prescrit dans certains pays comme adjudant au traitement du cancer ou du sida ,des
glaucomes de la dépression ;le chanvre a des propriétés analgésiques et anxiolytiques grace au
THC ( Tétra Hydro - Cannabinol ) qu’il contient ,substance psychotrope qui lutte contre les
nausees et le manque d’appetit.

Le chanvre peut étre utilisé dans le domaine de I’automobile, ainsi Ford produit une
voiture avec carrosserie en chanvre ; Diesel utilise I’huile de chanvre (ainsi que d’autre huiles

végétales) comme carburant pour son moteur.
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Il apparait que le chanvre a un potentiel important en tant que source de biocarburant.

Les fibres du chanvre offrent une multitude d’usages pour I’habillement, les sacs a dos,
les moquettes, les matelas, les cordes pour ne nommer que quelques un.

Il pourrait étre utilisé comme isolant dans le cadre du batiment du fait que sa filasse est
imputrescible, ininflammable, pas comestible aux rongeurs et insectes ; mais surtout de son
importante inertie thermique (capacité d’un matériau a accumuler de I’énergie thermique et a

la restituer, par la suite sur une période de temps plus ou moins longue.
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I. INTRODUCTION
Dans le chapitre précédent nous avons vu les propriétés de la filasse et I’intérét de

I’utiliser comme isolant thermique.

Dans ce chapitre, nous proposons une étude du transfert de chaleur a travers la filasse en
régime dynamique fréquentiel.

Nous présenterons des courbes d’évolution de la température et du flux de chaleur.Nous

ferons I’analogie électrique thermique pour exprimer I’impédance dynamique.

Il. ETUDE DU TRANSFERT DE CHALEUR
II.1 SCHEMA DU DISPOSITIF D’ETUDE

Nous disposons d’un matériau de forme cylindrique de hauteur z et de rayon r, soumis
sur les deux surfaces de bases a des températures en régime dynamique fréquentiel comme

I’indique sur la figure.

h,
4 Ta, =Tag™
T =Tge" | 1 ﬂr\ <:I
—N | o=
?1>1.g m ) T/ h
\ 2
h

¥

Figure 11.1 : Schéma du matériau

O<r=Rg

0<z<H
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h1z : Coefficient d’échange thermique a la face surface de base avant
h2z : Coefficient d’échange thermique surface de base arriere

hr : Coefficient d’échange thermique uniforme sur toute surface latérale
Tal : Température imposée a la surface de base avant

Ta2 : Température imposee a la surface de arriere

TO1 : Température maximale a la surface de base avant

TO2 : Température maximale a la surface de base arriére

T1: Température a la surface de base avant du matériau

T2 : Température a la surface de base arriére du matériau

II.2 EXPRESSION DE LA TEMPERATURE ET DU FLUX DE CHALEUR
Le transfert de chaleur est régi par I’équation suivante dite de la chaleur :

pC%=Z,AT +P+V A (%j (11.2.1)

A conductivité thermique constante ona: VA (VT) =0

En I’absence de source et de puits de chaleur internes,ona: P =0

L’equation devient :

AT _lﬂ =0
a ot (1.2.2)
Avec « :L (1.2.3)
p.C

En coordonnées cylindriques a symétrie axiale (la température T ne dépend pas de la

coordonnée @ ), I’équation s’écrit

o0*T 10T 06°%Z 10T
+ -+ _ =Y _0
or? ror  0z2 a ot (11.2.4)
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ou
A (W.m™K™) est la conductivité thermique du matériau
C (J.Kg™.C™? est la chaleur spécifique du matériau (J.Kg™.C™).
P (W.m™) représente le puit de chaleur
p (Kg. m?) est la masse volumique du matériau
Z (m) represente I’abscisse (profondeur du matériau)
r (m) représente I’ordonnée ( le rayon du matériau)
T (K ou °C) est la température en un point consideré.
o est le coefficient de diffusion thermique.
La résolution de I’équation (11.2.4) en régime dynamique fréquentiel (voir annexe

mathématique) conduit a la solution :

T(r,z, 0, t)= ich O(,uj.r)[Aj sinh(3,2)+ B, co:sh(,sz)]ei‘”t

(11.2.5)
avec
(r.y-)ko > (—1)2.(I’.,u-)2m
3o (1) =25 Z{ T i (11:2.6)
k0 =0
En appliquant les conditions aux limites Juivantes :
oT
A— =h,|T(r,0,t)-T
0z |z=0 12 [T(0.0)- T, — (11.2.8)
oT
- E 7—H - h22 [T(r’ H ’t)_TaZ]
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Nous obtenons les expressions des coefficients A, et B,

B —h, To[AB.coch(.H)+ h,, sinh(B.H )]+ Ah,,To,
5 hy 148,31, 1 )eosh(B.H )+ hy, 3o (a,.r Jsinh(8.H )|+ 2|43, (g, )sinh(B.H ) + 3, (i, 1y, sinh(8.H))]
(11.2.9)

B h,,h,,To,h, To,[A5 cosh(B.H )+ h,, sinh(5.H)]
5 hy, 483, (g, r)cosh(B.H ) + h,, 3, (1.1 )sinh (B.H) |+ 2|43, (&, .r )sinh(B.H) + 3, (¢,.r )y, sinh(B.H)]
(11.2.10)

Les /uj sont obtenus a partir de la condition a la limite suivante apres résolution graphique

de I’équation transcendante :

ar =h,T(R,,z,t)
or [r =R, (11.2.11)

Equation transcendante :

2403, (1.Ry )=, 3 (1R, )= 0 (11.2.12)

La condition initiale suivante :

T(r,O,t):To:ZCjJO(ujr) (11 .2.13)

=1

Et cette condition d’orthogonalité
Ro nr n,r Opourj #1i
rl,| — N,| = [dr =
JO O(Roj 0[ ROJ {;tOpourj =i (I1.2.14)

Donnent I’expression du coefficientC,

c _ ~ 2ToJ,(u;Ro) |
J " 1;Ro[3%(i;Ro)+ 3% (u;Ro) (11.215)
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La densité du flux de chaleur est donnée par I’expression

#(r,z,o,t) = { izz[c.e‘“t[(,ule(yj.r))[Aj cosh(,.2)+B sinh(8,2) ] ]2]

1

n fi[c 643 [, A, cosh(B,2)+ BB sinh(B, 2] 2 (112.16)

=t

Nous considérons la diffusion de la chaleur a travers le matériau en considérant des
coefficients d’échanges a la surface latérale et de base arriere faibles par rapport a celui de la

surface de base avant

I11. EVOLUTION DE LA TEMPERATURE

[1l.1 EN FONCTION DE LA PROFONDEUR Z DU MATERIAU
A lafigure I11.1.a nous présentons I’évolution de la température en fonction de la

profondeur du matériau pour différentes fréquences.

20 | | | I

— e
= L

LA

TEMPERATURE Ti"C)

0 0.02 0.04 0.06 0.0z

Figure 111 .1.a : Evolution de la température en fonction de la profondeur
2=8,28.10"m?s* ,a=0,063w.m"

r=3.10°m, h1=30 w/ (m*.C°), h2 =10, hr = 10" w/ (m*.C°)

(1o =10"*rad /s

(2) » = 10" % rad/s

(3) w =1radls
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A la figure 111.1.b nous présentons I’évolution de la température en fonction de la

profondeur du matériau pour différents coefficients d’échange a la surface de base avant.

240 I I I

—t
Ln

TEMPERATURE Ti"C)
=

L

Figure 111.1.b : Evolution de la température en fonction de la profondeur
2=8,28.10"m%s ,&=0,063w.m™, hr=10"3w/ (m’.C°), h2=107w/ (m?.C®)
r=3.10%m, ® =10 rad/s
(1) h1 =30 w/ (m?. °C)

(2) h1 = 10 w/ (m?. °C)
(3) h1 =1 w/ (m% °C)

Les courbes montrent que la température est maximale a la surface de base ou le
coefficient d’échange est élevé (surface de base avant).

La température diminue et a tendance & s’annuler si on entre en profondeur dans
matériau ; ce qui montre la capacité de la filasse a retenir la chaleur.  Pour la figure 111.1.a)
ou on a fait varier la fréquence excitatrice on obtient la méme valeur maximale de la
température a la surface de base avant ; par contre on assiste a une variation de cette valeur a
la figure 111.1 b) en fonction du coefficient d’échange fixé.

On peut aussi noter que les faibles fréquences donnent une meilleure transmission de la

chaleur, alors cette derniére est favorisée par des coefficients d’échange élevés.
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[ -2 EN FONCTION DU RAYON
A la figure 111 -2-a nous présentons la courbe d’évolution de la température en fonction

du rayon pour différentes fréquences.

[ [

T 20 —
= 1)
LLI
=
= @
= 10p —
LLI
[
=
LLi
. (3)

0 ] i

0 0.02 0.04

I

Figure 111 -2-a : Evolution de la température en fonction du rayon

2=8,28.10"m’s* ,&=0,063w.m™

h1=30 w/ (m®.C°), h2 =102w/(m?.C°)

hr = 10"* w/ (m*.C°), z = 15.10° m

(1) » =10 *rad /s

(2) © = 10" ? rad/s

(3) o= 1radls

A la figure I11 -2-b nous présentons la courbe d’évolution de la température en fonction du
rayon pour différentes coefficients d’échange a la surface de base avant.

T T

20 —
o (1)
=
LLl
=
= (2)
= 10F —
LLI
L
=
i

(3)
0 | |
] 0.0z 0.04

t (1)

Figurelll- 2- b: Evolution de la température en fonction du rayon.
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2=8,28.10"m?s* ,a=0,063w.m™

hr = 10"° w/ (m*.C°), z = 15.10° m o =10 rad/s, h2 =10w/(m?.C°)

(1) h1 = 30 w/ (m?. °C)

(2) h1 =10 w/ (m?. °C)

(3)h1=1w/ (m? °C).

Pour les deux figures on observe pratiqguement les mémes profiles de courbes, que ¢a soit avec
une variation de la fréquence excitatrice (Figure 111 -2-a), soit Ccefficient d’échange avec une
variation du coefficient d’échange.On note toujours une diminution de la température en

fonction du rayon, mais cette fois elle ne tend pas rapidement vers une nulle comme au 111 -1

[11-3 EVOLUTION DE LA TEMPERATURE EN FONCTION DU COEFFICIENT
D’ECHANGE

A la figure 111 -=3-1 nous présentons la courbe d’évolution de la température en fonction du

Ceefficient d’échange a la surface de base avant pour différentes fréquences.

15 I I

15

[—
o

TEMPERATURE T(°C)
Ln

Figure 111- 3-1 : Evolution de la température en fonction du coefficient d’échange
2=8,28.10"m?s* ,a=0,063w.m"

h2 =102w/(m?.C°), hr = 10" w/(m>.C®),

2=3.10°m,r=10"?m

(1) @ = 10" 3 rad/s

(2) © = 10" 2 rad/s

(3) » =10 'rad/s
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A la figure 111 -3-2 nous présentons la courbe d’évolution de la température en fonction
du coefficients d’échange a la surface de base avant pour différentes profondeur du matériau.

15 I I

._.
(=]
I
|

Ln

TEMPERATLIRE Ti*C)

Figure I11- 3 -1 : Evolution de la température en fonction du coefficient d’échange
2=8,28.10"m%s* ,&=0,063 w.m™
h2 =102 w/ (m?.C°),» = 10" rad/s,hr = 10" % w/(m?.C°)

(1)z=3.10%m
(2)z2=8.10%m
(3)z=10"'m

Pour les deux figures,on a les mémes profiles de courbes.La température croit avec
I’augmentation du coefficient d’échange, devient maximale pour une certaine valeur de hl.

A partir d’un certain point du matériau le coefficient d’échange n’influe plus sur la
température.Le systeme emmagasine de I’énergie et pourra le restituer plus tard, donc il se
comporte comme un condensateur.

Aprés avoir fait I’étude I’évolution de la température,nous passons a celle de la densité

du flux de chaleur

IV- EVOLUTION DE LA DENSITE DE FLUX DE CHALEUR

IV-1 EN FONCTION DE LA PROFONDEUR zZ
Nous présentons I’évolution de la densité du flux de chaleur en fonction de la profondeur z

pour différentes fréquences.
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A00 I |
o) (1)
g (2)

A00 - —
b {3}
|
1]
]
=il —
I NS
0 %

| i
0
0 002 004

Figure 1V-1 : Evolution du flux de chaleur en fonction de z
2=8,28.10"m%s* |, =0,063 w.m™

r=10"%m, hl =30 w/ (m?. °C), h2 =10 w/ (m*.C°), hr = 10 3 w/(m*.C°)
(1) o= 10"3rad/s

(2) o =10 % rad/s

3) w =10 * rad/s

La densité de flux de chaleur est maximale & la surface de base avant ou le coefficient

d’échange est élevé, puis décroit en fonction de la profondeur. Comme pour la température,

les faibles fréquences donnent une meilleure transmission de la densité de flux de chaleur.

IV-2 EN FONCTION DU RAYON
Nous présentons I’évolution de la densité du flux de chaleur en fonction du rayon pour

différentes fréquences.

150 . . |
o
=
= 1nf —
= W
o
L
] N 2 _|
o 5 (=)
'_
T3]
-
=
q ! ! !
0.0% 0035 0.04 0.045 0.05

rirm)

Figure 1V- 2 Evolution de la température en fonction du rayon
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1=8,28.10"m%s! , =0,063w.m*
z2=107m, hr =103 w/ (m>.C°)
h1 =30 w/ (m?. °C), h2 =10"w/(m?.C°)
(1) » =10 % rad/s
(2) o = 10" * rad/s
La densité de flux de chaleur est maximale, puis décroit en fonction du rayon. A partir
d’une certaine valeur de r, on assiste a une croissance de la densité de flux de chaleur pour

atteindre la valeur maximale du début.

V-3 EN FONCTION DU COEFFICIENT D'ECHANGE

Nous présentons a la Figure V- 3 I’évolution de la densité de flux de chaleur en fonction du

coefficient d’échange pour deux fréquences différentes.

150 | I

-Ej

m

—-100

W

a0

DEMSITE DE FLLIX

0 I I
0 10 20 a0

hi
Figure IV- 3 : Variation de la densité de flux en fonction du coefficient

1=8,28.10"m%s* , «=0,063w.m™
hr = 10"* w/ (m*.C°), h2 =10 w/ (m*.C°)
(1) » =10 % rad/s

(2) 0 =10™rad/s

La densité de flux de chaleur croit avec I’augmentation du coefficient d’échange ; puis
devient constante a partir d’une certaine valeur de hl, ce qui se traduit par le palier observe.
Comme toujours le maximum atteint par la densité de flux de chaleur est d’autant plus

importante que la fréquence est faible.
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Dans le paragraphe suivant,l’analogie entre les grandeurs thermiques et celles
électriques, nous permettra d’exprimer I’impédance dynamique du matériau et de tracer le

diagramme de Bode correspondant.

V - IMPEDANCE DYNAMIQUE

V- 1 EQUIVALENCE ELECTRIQUE- THERMIQUE
Par analogie a la loi d’Ohm, nous posons :

AT =T1-T2=7. ¢
ou
ZT représente I’impédance du matériau

& le flux de chaleur a travers le matériau

Nous donnons la correspondance entre les grandeurs électrique et thermiques dans le

tableau ci- dessous

TABLEAU DE CORRESPONDANCE ELECTRIQUE THERMIQUE

GRANDEURS ELECTRIQUES GRANDEURS THERMIQUES
= da Flux ¢ = -4 gradT
Intensité | = a (A) ux ¢ =-49 (w)
Potentiel électrique V. (V) Température T (°K)
Impédance thermique Z, = ar (°K.w-1)
. — AV ¢
Impédance électrique Z, = - Q)

Tableau : Equivalence électrique- thermique
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DEUXIEME PARTIE : ETUDE THERMIQUE

VI-2 IMPEDANCE DYNAMIQUE DU MATERIAU

a) EXPRESSION
La correspondance électrique- thermique précédemment définie nous permet d’établir

I’expression de I'impédance dynamique du matériau.

T(0,0, ,t)—T(r, z,w,t):lejCje‘“’t —flcj\lo(,uj.r)[Aj sinh(,.2)+ B, cosh(3,.z )"
=

i1

En tenant compte de I’expression () on peut écrire :

g BjCjeiwt — ngJo(yj-r)[Aj Sinh(ﬂj'z)"' B; COSh(ﬂj'Z)]eiwt
= @

Z;

Avec 4(r,2,0,t) = { /Izi[c.e‘”t[(ijl(yj.r))[Aj cosh(ﬂj.z)+Bjsinh(ﬁj.z) ] ]2]

=t

+ 231,63, 15, A, cosh(B, 2)+ 5, B, sinh(ﬂj.z)]]z b

=t

b) DIAGRAMME DE BODE DE L'IMPEDANCE
Nous présentons le diagramme de Bode de I’impédance a la figure suivante :

10

[E3

|2 (. 2z, . )| ()
I
|

0 I I
o e T T ¥ T O S W

g0}

Figure VI-2 : Diagramme de Bode de I’impédance thermique du matériau
21=8,28.10"m"s* ,a=0,063w.m™
r=10%m,z=3.10%m
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DEUXIEME PARTIE : ETUDE THERMIQUE

hr = 103 w/(m?.C°), h1 = 30 w/ (m?. °C)
h2 =102w/(m*.C°)

Le diagramme de Bode permet de déterminer la fréquence de coupure «, .Cette fréquence est

obtenu en tracant les deux tangentes aux partis rectilignes de la courbe a partir du point
d’intersection des tangentes on projette sur I’axe des abscisse.
Le module de I'impédance est nul pour les faibles fréquences pour les fréquences élevées,
puis croit avec I’augmentation de celles —ci.

VI - CONCLUSION
Les différentes courbes étudiées montrent qu’un meilleur transfert de chaleur en régime

dynamique fréquentiel est obtenu pour une fréquence excitatrice faible et un coefficient

d’échange €levé.

CONCLUSION GENERALE

Dans cette étude nous avons fait dans une premiére partie une présentation du sisal et du
chanvre.En effet, nous avons donné leurs origines, leurs propriéetés et applications.

Nous avons vu que ces deux plantes produisaient de la filasse qui pouvait étre utilisée
comme isolant dans le cadre du batiment vue son inertie thermique importante.

Dans une deuxiéme partie nous avons fait une étude thermique dans la quelle nous
avons détermine les expressions mathématiques de la température et de la densité de flux de
chaleur.Nous présenté des courbes dévolutions de la température et de la densité de flux de
chaleur en fonction des coordonnées r et z, de la fréquence excitatrice, et du coefficient
d’échange.

Nous avons constaté qu’une meilleure transmission de la chaleur est obtenue avec une
fréquence excitatrice faible et un coefficient d’échange élevé a la surface de base avant.

En fin a partir de I’équivalence électrique —thermique nous avons pu exprimer
I’impédance dynamique du matériau et accédée a la fréquence de coupure o + par la

représentation du diagramme de Bode de I’impédance.
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ANNEXES MATHEMATIQUES

ANNEXES MATHEMATIQUES

I- EQUATION DE LA CHALEUR

Pour de faibles variations de température, la conduction de la chaleur est donnée

par la loi de FOURIER dans un milieu isotrope.

- 1
Q= gradT @

_)
J Vecteur densité de chaleur

T température du systeme

Ainsi la densité de flux de chaleur @ dans 2directions caractérisées par les
vecteurs unitairesu, et u, est:

S s 2)

o=Jdr.U. +J,.U

Le bilan d’énergie dans un systéme de volume

Elle s’obtient en écrivant le bilan d’énergie dans un volume( v)caractérisé par sa
conductivité( 2 ),sa masse volumique( p )et sa chaleur spécifique( C) .Nous
considérons que : la variation de température dans le volume( V) est due a la
présence de sources internes et a la chaleur entrant dans le volume .

*Q est la quantite de chaleur penétrant dans le volume (V) a travers la surface

(S) pendant le temps 6t .

QFIL;LGT ds &t ()
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*Q, est la quantite de chaleur crée dans le volume (V) par les sources internes

pendant le temps &t .

Q2= [[[Pdvet 7

P est le puits de chaleur

* Q3 est la quantité de chaleur nécessaire a la variation de température dT,du
volume (V) pendant &t .C’est la chaleur specifique du materiau .

oT (5)
Q3= ”.ch Edvé’[

Le bilan énergie nous permet d’écrire :

Q1+ Q2 =Q3 (6)
Ce qui équivaut a :

il _ oT (7)
ILAVT ds &t . [[[Paver=([[ p C o ava

La relation d’Ostrogradsky nous permet de passer d’une intégral d’une surface
une intégral sur le volume .Ainsi I’équation peut se mettre sous la forme .

”L e(ﬂeT)dVé’[ +”LPdV5t=”LP C %dv& (8)

Pour un instant & et localement,nous aurons donc :
G(ﬁTj +P :pC% ©)

D’ou finalement I’équation de la chaleur devient :
(10)

pC%—IZAAT +P+V A [VTJ
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Il Température en régime dynamigue fréguentiel

Sans puit et source de chaleur interne dans le milieu, on peur écrire
P=0 .L’équation de la chaleur en coordonnées cylindriques s’écrit :

OT 10T 1 o7 (1D

A +t——t+— —

(8r ror P o ) 'OC
Posons « = A

o ®
L’équation différentielle s’écrit :
o°T 10T 0%z 10T
+ + =0 (12)

or2 ror o012 «a ot

Nous proposons une separation des variables pour déterminer la solution de
I”équation,on pose T(r,,z,t)= R(r)z (z)z(t) en tenant compte des relations ci-
dessous :

aT aR(r) (13)
or =2(2)rlt) or
0°T 0°R(r)
=/Z(z)r(t
o°T 0°Z(z)
= R(r )z(t
oT oz(t)
ot R(r)z(z) ot (16)
On obtient :
10°T 1 6R 1 06°Z 1 or
B Az Tt = (17)
R or rRor Z oz ar ot
Mémoire de DEA présenté par Aliou DIOUF LASES/UCAD
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ANNEXES MATHEMATIQUES

Cherchons une solution périodique de la méme forme que I’excitation en posant:

1 or_

at Ot =C d’o T(t): Ke'* avec C=iw

L’équation devient :

18°R . 18R 10°Z iw

_ _|_ -
R or? rR or Z 0z° o

(18)

, o

Onpose: N =—

a

Pour gque I’équation (13) soit vraie chaque membre doit étre égal a une
constante ; posons le égale a - g2

1 6°R 1 6R 5 5

Ror2 "vror "X 7 19)
1 822 3

= B2 =0 20
- o7 y&) (20)
Posons : 4° = -1 (21)

En multipliant (14) par rR, on obtient I’équation de Bessel :

Soit :
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SR  OR(r
r >— +
or or

), (B2 —72)rR(r)=0
(22)

L’équation (22) a pour solution les fonctions de[Bessellde premiére espéce
d’ordre zéro:

R(r) = Cl‘JO(/’l'r)_l_ C.Y, (/Ur)

(ra)© & {(—1)2-0-#,-)2"1}

Avec

J"(’l""r)zzTZ 4™ mimt

m=0

3 (g;.r)cos(rTT) - 3_, (u;.r)

YO(ﬂj'r): Irlrp r sin(rI)

La solution de I’équation s’écrit (20):
Z(z)= Asinh(g z)+ Bcosh(g z)

Pour déterminer les ceefficients K, C;, C, A et B, nous appliquons les
conditions aux limites ci- dessous :

a) Sur I’axe du cylindre, la température est finie or Y,(.r)est une fonction qui

— 0quand r— 0, donc nécessairement on doit avoir C,=0, R (r) ne comporte pas
le terme Y, (z.r)

oT
Al _hT(R,, 2t
B Aok =g = (Ry,2,t) (23)

Ce qui donne :
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/I,UJl(/U-Ro)_ hr‘]o(ﬂ-Ro) =0 ()

Cherchons les ¢, qui sont solutions de cette équation.
Pour cela nous posons : nj = Ry.x;

Ainsi nous obtenons :

Jo(nj): ;i’nj (25)
Jl(nj) h R,

Pour déterminer les x; nous tragons les courbes f(nj) et g(nj)

10
1
“..
5_ f.l.-i —
114 kf- .
VIR
gln) '
-5 -
-10 | | |
I 5 10 15 20

(ETERMINATION GRAPHILUE DES vALEURS PROPRES OF L*EQUATION (7]

Les n; sont donnés par les intersection des deux courbes.Connaissant n;,nous

pouvons accéder aux A4 grace a la relation nj = Rz,

Nous obtenons les valeurs suivantes :

Mémoire de DEA présenté par Aliou DIOUF LASES/UCAD 29



ANNEXES MATHEMATIQUES

n; 2 7.5 8,5 11,5 14,5 18
7z 66,7 25 28,3 38,3 51,6 60
i
Conditions aux limites suivant z
oT
AE 7=0 - hlZ [T(I‘,O,t)—Tal]
(26)
oT
2] =TT,

Nous obtenons le systeme suivant :

hlz‘]O(:uj'r)A_ iﬂBJo(ﬂj-r) =h,To,

A3o(u;.r)Bsinh(B.H) + 35, ¥ by, cosh(B.H)|A + |23, (e, r )8 cosh(BH ) + 3.1 by, sinh(B.H ) = h,,To,

(28)

Nous posons :

(g, = hlZJO(,uj .r)

&, = 23, (p;.r)Bsinh(B.H)+ I, (x,.r hn,, cosh(BH)

yi =234 (u;.r)

¥, =23, (pz;r)Bcosh(B.H)+ I, (e, .H)h,, sinh(B.H)

o, =h,To,

0, =h,,To,
Ce qui donne en représentation matricielle :
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Y R

A partir des déterminants on obtient :

A Ot — h,To[AB.coch(.H )+ h,, sinh(8.H )|+ Ah,,To,
Camten B dolur)cosh(BH)+ by, du; rJsinh(BH)|+ Al u;.rsinh(B.H )+ 3 (u; r b, sinh(8H )

_ &0, 1 6,0, _ h1zh2zT01h2zT02[/w COSh(ﬂ.H )"' hy, Sinh(ﬂ-H )]

i e, +6r Ny [/IﬁJo(ﬂj-r)COSh(ﬁ-H)Jr hzz‘]o(ﬂj-r)Sinh(ﬁ-H )J+ ﬂl’“o(ﬂj'r)Sinh(ﬂ-H)Jr Jo(ﬂj-r)hn sinh(.H )J

L’expression finale de la température est :
T(r.z,t)= iCjJ o(,uj r)A, sinh(s3,z)+ B, cosh(s,z)E'*
j=1

(29)
C est déetermine a partir de la condition initiale

T(r0,t)=To=Y"C,3,(xr) (30)

j=1
. n. , -
En tenant compte de la relation 4, = ?J ,0N peut écrire :

- n.r
To=)> C.J,| =—
Sieo %)

En mathématique on montre que les fonctions /r Jo(@r) et ~/r 3,0br) sont
orthogonales

0 . . 0 | #1
J-R rjo(ﬂ}]o(ﬂjdr :{ pourj ¢-I |
0 Ro Ro # 0pourj =1

2
On adonc : JOR ri(%}dr = ?[‘]oz(”j)Jr Joz(”j)]
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Ro n.r
I rToJo[ . jdr
0 Ro
Cj =
jRorJzo N’ dr
0 Ro
2T,J,(n;) 2T0J,(x;Ro)

j nil_‘] zo(nj)+320(nj)j: ,UjROI_J ZO(IUJ.RO)—Fle(,UJ-RO)J

I11.EXPRESSION DE LA DENSITE DEFLUX DE CHALEUR

(31)

Nous considérons que le vecteur de flux de chaleur a deux composante :une

suivant r et une suivant z ,dont les expression sont donnée par :

jr - —ﬂ, gl’_é.d T‘r

J:=—AgradT,
Les densites de flux respectives sont données par :

[
<l

N
¢r r.-Ur

I
<l

ﬁ
¢z ‘Uz

La densité de flux globale est donnée par la relation

¢(r, Z,a),t) = \/[¢2(r,z,a),t)+ ¢2(r, Z,a),t)J

L’expression finale de la densité de flux de chaleur est donnée par :
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#(r,z,m,t)= /122[C e [(14,3, (s, x )| A, cosh(B,.2) +B sinh(8,.2) ] ]

+ ﬂzi[cj.ei”‘Jo(ﬂj.r)[ﬁj.Aj cosh(ﬂj.z)+ BB, sinh(ﬂj.z)]] }%

) (37)

IV. IMPEDANCE THERMIQUE DU MATERIAU
La correspondance électrique- thermique précédemment nous permet d’établir I’expression de

la résistance dynamique du matériau
Par analogie a la loi d’Ohm, nous posons :

AT =T1-T2=27, 4 (38)
ou

ZT représente I’impédance du matériau

@ La densité de flux de chaleur a travers le matériau

AT est la différence de température entre deux point du matériau.

AT =T(0.0,0,t)-T(r,z,,t) = ZB —icho(yj.r)[Aj sinh(,.2)+ B, cosh(B,.z )"
j=1

(39)

L’ impédance est donnée par :

o0

Ce - ZCJ.JO(,uJ..r)[Aj sinh(ﬁj.z)+ B, cosh(ﬂj.z)]e‘“’t
¢

.MS
o

(40)
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