Table des matieres

Introduction

1 Ordre et module

2

3

1.1
1.2
1.3
1.4

Ordre . . . . .
Monoides et modules . . . . . . ... Lo oL
Les modules de type fini . . . . . ... ... ... L.

Completion d’une famille libre en une base . . . . . . . ... ... ..

Variété torique

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

Comes . . . .
Variétés affines . . . . . . . ...
Idéaux . . . . . . ..
Variété torique associée a un cone polyhedral convexe . . . . . . . ..

Action d'un tore, orbites et diviseurs . . . . . ... ... ... ...

Base de Grobner

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

Ordres lexicographiques sur N . . . . . ... ... ... ... ....
Ordre monomial . . . . . . . .. ...
Base de Hilbert . . . . . . . . . ..
Base de Grobner . . . .. L Lo Lo
Une autre conception de base de Grébner . . . . . . . . . ... ...

Application . . . . . ..

11
13
14

20
20
24
25
28
31



4 Base de Grobner et idéal torique

4.1 Idéal torique . . . . . . ... ...

4.2  Minimum successif d'un réseau . . . . . .

4.3 Le degré d’une base de Grobner minimale

Conclusion

Bibliographie

52
52
95
o8

65

66



Introduction

Le but de cette présente étude est la mise en relief de la particularité de la base
de Grobner des idéaux toriques. Cette base est tres intéressante pour les idéaux
polynémiaux grace a ses propriétés particulieres. Pour cela, on peut signaler entre
autres que la base de Grobner d’un idéal I engendre cet idéal et de plus, elle a un reste
unique dans l'algorithme de division dans un anneau de polynéme K[X7,..., X,]
sans tenir compte l'ordre qu’on procede a ladite division. Outre, elle donne une
esquisse simple de I'existence des solutions d’un systeme d’équation polynomiale en
utilisant le Nullstellensatz de Hilbert. Quant a 'importance de la base de Grobner
des idéaux toriques, les principales contributions de cette étude se concentrent sur le
fait qu’elle contient les minimaux successifs de Minkowski, et qu’on peut déterminer

la borne de son degré en choisissant un ordre polynomial.

Pour cela, notre travail se divise en quatre parties. La premiere partie contient des
rappels sur les relations d’ordre et les propriétés des A - modules. La deuxiéme partie
sera réservée a la construction de la variété torique par le biais d'un cone o. C’est
dans cette partie que nous donnerons les notions de la variété affine et la corrélation
entre les idéaux et ces variétés. Ensuite, la troisieme partie s’intéresse sur la base de
Grobner et son application notamment sur les idéaux et sur les systemes d’équation
polynomiale. Finalement, nous verrons dans la derniére partie les spécificités de la

base de Grobner des idéaux toriques.



Chapitre 1

Ordre et module

1.1 Ordre

Soient E et I deux ensembles.

Définition 1.1.1.

Une relation binaire définie sur E est une propriété définie par
TRy = (z,y) € E X E.

Définition 1.1.2.
Une relation binaire < définie sur F est dite un préordre si elle est :
— reflexive : v < z,Vx € E

— transitive : (x <yety<z)=>ax <2

Une relation d’ordre ou ordre partiel est un préordre antisymétrique, c’est-a-dire si

on a de plus

Exemple 1.1.3.

— La relation de la divisibilité "|" est un ordre partiel sur N*. Dans ce cas (E,|)

est dit partiellement ordonné.



— La relation < définie par V(z,y) € Z* = < y & y —x € IN* n’est pas une
relation d’ordre, car la relation n’est pas reflexive.

Dans toute la suite, < désignera un ordre partiel.

Notations.

Soit A C E, pour tout x € E, on note :

Uz, <) ={y € E/ z <y} (1.1)
D(z,<):={ye E/y<z} (1.2)
Uz, <) :={y € A/z <y} (1.3)
Dy(z, <) ={yc A/ y<a} (1.4)

On les notera respectivement U(x) et D(x) s’il n’y aura pas d’ambiguité.

Définition 1.1.4.

(E, <) est dit un ensemble totalement ordonné si pour tout z € E, pour tout y € F;
yeU(z)ouy € D(x) (1.5)
Une telle relation est dite ordre total sur E.

Exemple 1.1.5.

(R, <) est totalement ordonné.

Définitions 1.1.6.
On dit que deux éléments z,y de E sont <-comparables ou tout simplement compa-
rables s'ils vérifient (1.5). Ils sont <-incomparables (ou incomparables) s’ils ne sont

pas comparables.

Soit A C E. A est dit chaine (resp. antichaine) si tout z,y € A, z,y sont <-

comparables (resp. <-incomparables).



Définitions 1.1.7.

Un ordre partiel < est dit fondé si 'ensemble
Ming(A) :=={x € A/ Da(x; )\{z} =0} # @ (1.6)

pour tout sous ensemble non vide de E'; Autrement dit, < est fondé si tout sous
ensemble non vide de £ admet au moins un élément minimal. Cette relation d’ordre
est dite :

— non fondée, si elle n’est pas fondée

— étroite si Ming(A) est fini pour tout A C E, avec A # @

— bel ordre si < est a la fois étroit et fondé

bon ordre si < est a la fois total et fondé. Dans ce cas, (E, <) est dit bien

ordonné.

linéaire si (E, <) est une chaine.

Théoréme 1.1.8.
< est fondé sur E si et seulement si toute suite strictement décroissante (;)ien

d’elements de E est finie.

Preuve.
(=) : Supposons qu'’il existe une suite strictement décroissante (x;);en d’éléments
de E qui n’est pas finie. Posons X = {x;/ i € N} C E. Alors Ming(X) = @ et <

est ainsi non fondé sur F.

(<) : Supposons qu'il existe A C E tel que A # & et Ming(A) = @. Donc
Vee A, Dy(z,<) # @

Soit xy € A, donc il existe ;1 € A tel que z; < xg, et de la méme facon il existe
T € A tel que x5 < 71 < x9. En continuant cette procédure, on peut avoir une suite

strictement décroissante d’éléments de FE :

To =Ty =Ty = ... 2T, = ..pour tout n € N



Lemme 1.1.9.

< est étroit sur E si et seulement si (E, <) n'admet pas d’antichaine infinie.

Preuve.
Supposons que < est étroit et soit A une antichaine de (F, <).
On a Ming(A) = A car pour tout z,y € A, = et y sont incomparables d’apres la

définition 1.1.6. Comme < est étroit, donc A est fini.

Réciproquement, soit A # @ et A C E. Ming(A) est une antichaine de E, d’ou

MingA est fini et < est ainsi étroit. O

Définition 1.1.10.

Un ordre partiel <’ de E est dit une extension de < si on a :
r<y=x<y, pour tout z,y € £

Théoréme 1.1.11.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. < est un bel ordre

2. Pour toute suite (x;);en d’éléments distincts de E, on peut trouver deuz indices

1< j tel que x; < ;.

Preuve.

1 = 2 Soit (x;);en une suite d’éléments distincts de E' tel que pour tout i, j € N, z;
et x; sont incomparables. Ainsi, X = {z;/ i € IN} est une antichaine infinie de £ et
par suite, < n’est pas étroit sur F, donc ce n’est pas un bel ordre De plus, s’il existe
une suite strictement décroissante d’éléments distincts de E, alors < n’est pas fondé
sur £ (cf théoreme 1.1.8), donc ce n’est plus un bel ordre.

2 = 1 Si < n’est pas fondé alors il y a une suite infinie (z;);ey € E strictement
décroissante (cf; théoreme 1.1.8).

Si < n’est pas étroit, il existe une antichaine infinie A de (F, <).



Soit x : IN — A une application injective alors x,, et x,, sont incomparables,

n o — I,

pour tout n # m O

Lemme 1.1.12.

Soit <" une extension de <.

Six ety sont <'-incomparables, alors ils sont < -incomparables.

Preuve.

C’est la contraposée de la définition : z <y =z < v. O

Proposition 1.1.13.

Soit <' une extension de l’ordre partiel < :
1. si < est fondé, alors < est fondé;
2. si < est étroit, alors <’ est étroit ;

3. si < est bel ordre, alors <" l'est aussi.

Preuve.

1. Supposons que < n'est pas fondé. Soit @ # A C E tel que Ming(A4) = @.
Donc pour tout = € A, il existe y € A; tel que y € D4(x, <) par suite

y € Dy(z,<); ainsi Ming/(A) = @ et <’ n’est pas fondé.

2. Supposons que < est étroit. Or x et y sont < -incomparables s’ils sont <'-
g/

)

I'est aussi dans (£, <). Comme < est étroit, (£, <) n'admet pas d’antichaine

incomparables (cf lemme 1.1.12). Donc une antichaine infinie dans (FE,

infinie (cf. lemme 1.1.9). Donc (F, <') n’admet non plus d’antichaine infinie.

D’ou d’aprés ce méme lemme, < est étroite.

3. Soit (x;);ew une suite d’éléments distincts de E. Comme (FE, <) est un bel
ordre, il existe 4, j tels que i < j et x; < x;, (cf théoreme 1.1.11) par conséquent

x; <" x;. Ainsi, < est un bel ordre.

] | MONDIAL DI



Lemme 1.1.14.
Soit A C E une antichaine de (E,<). Soit a € A, alors l'ordre partiel < admet une

extension <’ tel que {a} = Ming A.

Preuve.
Sous les hypotheses du lemme, en notant B = A\{a} et <’ la relation sur E définie

par :
U)UU(B) siacU(x
v~ | V@OV @
U(x) sinon
avec U(B) :mgB U(x). La relation <’ est un ordre partiel sur E. De plus, ¢’ est une
extension de < car U(z) C U'(z) pour tout x € E (cf [Ram 02]. lemme 1.16).
Et pour la deuxieme partie du lemme, soit y un élément quelconque de B. Comme
y € Uly), y € U(B) et par suite B C U(a) U U(B). De plus a € U(a), donc
U'(a) =U(a)UU(B). Ainsi, y € U'(a) pour tout y € A\{a}. Par conséquent, a <"y
pour tout y € A\{a}, donc y ¢ Minc/(A) et on conclut que {a} = Ming (A). O

Proposition 1.1.15.

Tout ordre partiel < admet une extension linéaire.

Preuve.

Notons X ’ensemble de toutes les extensions <’ de l'ordre partiel <. X est non vide
(car <€ X ). Définissons sur X une relation d’inclusion, pour deux éléments <’ et
<" de X par

< C<"e U, <) C U< (1.7)

Soit une chaine {<;};e; de (X, C). Alors pour chaque = € E, la chaine d’ensembles
(Up(z, <;))ier admet un majorant U(x, <') :igj U(z; <;). Donc (X, Q) est inductif

et il admet ainsi un élément maximal <,, (d’apres le lemme de Zorn).

Supposons que <,, n’est pas linéaire. Soit (a,b) un couple de F tel que a et b

sont <,,-incomparables. Donc {a,b} est une antichaine de F et d’apres le lemme
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1.1.14, il existe une extension </, de <, tel que {a} = Ming {a,b}

Par suite : </ € X et alors U(x, <,,) C U(z,<),), donc <,,, € </, qui contredit la

maximalité de <,,,. D’ou <,,, est une extension linéaire de <. O

1.2 Monoides et modules

1.2.1 Monoides

On appelle monoide, un ensemble muni d’une opération de composition interne

associative et d’'un élément neutre. Par exemple (N, 4, 0) est un monoide.

1.2.2 Modules

Soit K un anneau commutatif unitaire. Un K-modules M est un monoide com-
mutatif muni d’une loi d’addition + et d’une loi de multiplication de K x M a
valeurs dans M qui satisfait aux axiomes suivants :
a(r4y)=ax+ay
(a+pB)r=ax+
a.(f.x) = (a.f).x
lz==x
Pour tout x € M, il existe 2’ tel que z + 2’ = 0 (0 est I’élément neutre de M) pour

tout o, 5 € K et z,y € M)

Définition 1.2.1.

Soient E et F' deux K modules. Une fonction f est dite K-linéaires de E vers F, si

flax+ By) = af(z) + Bf(y),Vr,y € E et a, f € K.

Définition 1.2.2.
Soit M un K-module. On appelle K-sous module de M, toute partie M’ tel que :
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M’ est un sous monoide de (M, +)

xr €M, o€ K impliquent ax € M’
Si K était un corps, alors on dit que M est un K-sous espace vectoriel.

Définition 1.2.3.
Soient M un K-module et M, ..., M,, des K-sous modules de M, on dit qu’ils sont

linéairement indépendants si I’application

fi: My x..xM, — M est bijective

(T1,.0ymp) > T+ .t @,

On note alors M = M, & My @ ... @ M, et on dit que M est une somme directe de
M, ..., M,.

Proposition 1.2.4.
Si M =M ®My®...® M, alors tout x € M s’écrit de facon unique sous la forme

r=x1+..+xp avec x; € M;, 1 <@ < p.

Proposition et définitions 1.2.5.
p

Notons V; Uapplication de M vers @ M; telle que V; : © — x;. Alors V; est linéaire
i=1

et que VoV, =V,

p
V; est appelé la projection sur M; paralléelement a @ M;

i
Un endomorphisme V' d’un K-module M est un projecteur si VoV =V.
Proposition 1.2.6.
Soient Vi, ..., V,, des endomorphismes d’un module M vérifant :

(i)
Vi sti=j

VioV; = (1.8)
0 siij

12



(ii)

Alors :
1. Les V; sont des projecteurs
2. M =5 V(M)
Une telle décomposition de Idy est dite décomposition de l'unité en une famille

orthogonale de projecteurs.

Preuve.

1. Soit : i ={1,...,p}

On a V;oV; =V, d’apres (1.8)

2. Par hypothese Vi + ...+ V,, = Idy. Done (Vi + ...+ V,,) (M) = Idp(M). Alors
Vi(M) + -+ V,(M) = M. De plus, si z € ﬁVi(M), alors pour tout 4, il
existe z; € M tel que Vi(x;) = x. Soit i # j,izln aVjoVi(x;) = Vi(z) =0,
par suite r € ﬁKer Vi. Or V; o Vi(z;) = V;[Vi(z;)] = Vi(z) et d’apres (1.8) :
VioVi(z;) = Vi;z)

Ainsi, V;(z) = Vi(z;) = x et comme z € KerV;, V;(xz) = 0. Donc z = 0.

1.3 Les modules de type fini

Définition 1.3.1.

Soit A un Z-module. La famille (e;);c; est une base de A si pour tout a € A, il existe

des \; € Z tels que a = Z Aie;. On dit que A est libre si et seulement si A admet
i€l

une base. Il est de type fini s’il admet une famille génératrice finie.

Théoréme 1.3.2.

Soit A un Zi-module libre de type fini.Alors toutes les bases de A ont le méme car-

dinal.
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Preuve.
Soit (aq, ..., a,) une base de A.

Considérons 'homomorphisme surjectif de groupe :

D A — (Z)27)"

a = Zaiai — (a1 ...;0p)
i<n

AJ2A est un Fo— espace vectoriel. En effet (A/2A,+) est un groupe abélien et on

vérifie le seul axiome non trivial
pour tout A\, i € Fy, (A + p)x = \x + px
sil=1=pona
(I1+l)z=2x=0etz+T=2T=0
De plus,ona: Ker ® ={a€ A/®(a) =0}
= {Z aia;/a; = 203, 3 € Z}
i=1

=1

i=1
=24
Comme & est surjective, ®(A) = (Z/27)" et par suite A/2A ~ (Z/27)" donc A/2A

est de dimension n. Ce qui détermine n de maniére unique. O]

1.4 Completion d’une famille libre en une base

Lemme 1.4.1.
Soit (A1, ..., \p) € Z™"(n = 2), tel que pged(Ay;...; \,) = 1.
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Alors il existe (i j)1<icn € ZM™H telle que
2<j<n

>\1 12 ... Oqp
)\2 Qg9 ... Qap

=1
>\n Apo2 ... Opp

Preuve.

On raisonne par récurrence sur n.
Si n = 2, comme pged(A, Ao) = 1, il existe (m,n) € Z? tel que

)\1 n
Aim — nAy = 1 c’est-a-dire = 1 Supposons que 'affirmation soit vraie
)\2 m

jusqu’au rang n — 1
Ai .
Notons d = pged(Aq, ..., \p—1) €t p; = — bour 1<i<n—1.

On a pged(pr; .5 pin—1) = 1 Soit donc (o j)1<i<n—1,2<j<n—1 telle que

241 Q12 e Q1(n—1)
K2 Q92 e Q2(n—1) _q
Hn—1 Cmn-1)2 ... (n—1)(n—1)

On sait que d et \, sont premiers entre eux. Ainsi, il existe (k, () € Z? tel que

kd+/(\, =1
On a
A1 Qg . ey A
A2 Qg ... Q1) Lpe
An—1 Qn-1)2 -+ O-1)(n—1) Cpn—1
An 0 0 k

15



Qg .. ooy A
(1T |, Qg ... agpo1y  Luo
L | m-12 o Qenm—1) a1
A1 a2 ... Qi)
A « Qo (p—
(=1 2 22 2(n—1)
An—1 Q12 -+ Xn-1)(n—1)
Q12 e A1(n-1) M1
« Qo
— (_1)n—1 A,/ 22 2(n—1) 2
L Qp-1)2 -+ H(p-1)(n-1) Hn-1
H1 Qg2 s (n—1)
o cee Qop—
+ (1) 'kd H2 22 2(n—1)
Hn—1 Cp-1)2 -+ Op-1)(n-1) |]

= (=1)" (=" Al + (1) kd]

= M\l + kd
=1

Proposition 1.4.2.
Soit A = (A1,..., \p) € Z" tel que pged(Ay;...; \y) = 1. Alors, il existe

(ai)1<icn—1 € (Z™)"7! tel que (A, ay, ..., an_1) soit une Z-base de Z.".

Preuve.
)\1 19 ... A1p
)\2 Qg9 ... Aop
Posons M =
)\n Ap2 ... Opn

det(M) =1 d’apres le lemme 1.4.1

16



Posons M’ la comatrice de M et ‘M’ la transposée de sa comatrice.
On a:
("M"M = (det(M))I,, = I,

On en déduite que M~! € M,,(Z). Notons & € M,1(Z) tel que (&;); = d;; Dans ce
cas :

MX =& & X =M € M,y (Z)

Donc & = ZX]-C’]- ou Cj est la j-ieme colonne de la matrice M. Ainsi (C})i<j<n
j=1
est génératrice de Z" et libre car de bon cardinal. O

Définition 1.4.3.
Soient :
e K un anneau commutatif integre

e M un K-module unitaire
1. Un élément m € M est dit élément de torsion s’il existe a € K* tel que am = 0

2. L’ensemble de tous les éléments de torsion de M constitue un K-sous-module de

M appelé sous module de torsion de M, noté My,
3. Lorsque M = M,,,., on dit que M est un module de torsion

4. Au cas on My, = {0} # M, on dit que M est sans torsion. Dans ce cas, pour
meM,ac K*;ona:

am=0=m=0

Théoréme 1.4.4 (Quotients sans torsion de Z").
Soit G un sous groupe de 7" tel que Z" /G soit sans torsion.

Alors il existe k € N tel que 7" |G ~ Z*.

Preuve.

On raisonne par récurrence sur n.

Sin =1, alors G est le groupe nul et k£ = 1. En effet, on sait que les quotients de Z

17



sont les Z/nZ qui sont cycliques dés que n > 1.

Supposons que cette affirmation soit vraie jusqu'au rang n — 1. Soit G' un sous
groupe, supposé non nul de Z" tel que Z" /G soit sans torsion. Soit A € G, A # 0

avec A = (A1, ..., A,). Soit d = pged(Aq, ..., \y). Alors p = (%) eG.
iEN

En effet, sinon, on aurait en notant ¢ : Z" — 7Z"/G 'homomorphisme surjectif
canonique, p(u) # 0 et dp(p) = 0. On peut alors compléter p en une base (a;)1<i<n

ou a; = p d’apres la proposition 1.4.2.

Considérons

(I /i — "G

(xg,...,a:n) — (p(izi%)

=2

Cet homomorphisme est bien défini et surjectif car p € G. En effet si

X = (@ 20, Xy = (28 2@) tel que X; = X5. On a

i .flfl(-l)ai = i LUZ@)CLZ‘
1=2 =2

et siy € Z"/G alors y = (¥, ..., ¥,). Donc il existe (yi, ..., y,) tel que
So(ylu 7yn> =Y

=g <n ozz-az) + p(a1p)

1=
n

_p (Z aiai> +ong(p)

i=2
Or p € G donc 9 est surjectif.

Ainsi Z" ! /Ker ¢ ~ Z"/G. Or Z"' /Ker 1 est sans torsion. En effet, posons 6 un
isomorphisme de Z"~!/Ker1 dans Z"/G. Soit m € Z" '/ Ker tel que am = 0
avec o € Z*.

On a f(am) =0 = af(m), avec 6(m) € 72"/ G.

Par hypothese, Z" /G est sans torsion, donc () = 0. Or 6 est injective, c’est-a-dire

18



Ker 6 = {0}, on en déduit que m = 0.

Enfin, I'hypothese de récurrence nous permet de conclure le résultat. O]

Théoréme 1.4.5.

Tout Z-module de type fini et sans torsion est libre.

Preuve.
Soit M un Z-module de type fini et sans torsion et soit (a;)1<i<, une famille géné-

ratrice de M. Considérons I’application ¢ définie par :
Q: 7" — M

A= ()\1, ceey )\n) — Z)\zaz
i=1

Par définition ¢ est surjective, donc M ~ 7" /Kerp ~ ZF* d’apreés le théoréme 1.4.4.
Soient (e;)1<i<k la base canonique de 7" et f est un isomorphisme de Z* sur M,

alors (f(e;))1<i<k est une Z-base de M O

Théoréeme 1.4.6.
Soient p un nombre premier et A un Z-module libre de type fini, alors A/pA est un

anneau fini non nul.

Preuve.
Le fait que A/pA soit un anneau est acquis des la construction de A/pA.
Pour montrer qu'il est fini non nul, il suffit de montrer que (A/pA) ~ (Z/pZ)" si

rg A = n cest-a-dire < ay, ..., a, >= A.

Considérons 'homomorphisme surjectif

Posons :
v A — (Z/pz)"
Z)\iai [— (Xl,XQ, ,Xn)
On a Kert = pA et comme 1 est surjective, A/pA ~ (Z/pZ)" O O
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Chapitre 2

Variété torique

2.1 Cones

Définition 2.1.1.

Un ensemble non vide d’un espace Euclidien est dit cone convexe si
A +pyeCVe,yeCet \,u=>0

Soient maintenant :

N ~ 7" un réseau (module libre de rang n), M = Hom (N, Z) son dual
Nous noterons
Ngr = N ® R ~ R" le R-espace vectoriel associé a N; Mr = L(R™, R) le R-espace

vectoriel associé a M.

Définition 2.1.2.
On appelle cone rationnel polyédral fortement convexe un sous ensemble o de Ny
tel qu'il existe une famille fini (a;);c; d’éléments de N telle que
o = ZR+CLZ' ={a1a1 + azas + ... + asas/ a; € Ry pour 1 <i < s}
iel
et
oN(-o)={0}

20



Dans ce cas, on dit que o est de type fini et on le note 0 =< aq, ..., as >

La dimension de o est définie comme la dimension de 'espace vectoriel réel
engendré par les points du cone o.

On définit le produit R-bilinéaire canonique sur My x Ng par :
<,>: Mg x Ng — R( par exemple le produit usuel de R")

Notons o* ={v € Mg :< v,z >>0,Vx € 0} C Mg
ot ={ve Mg :<v,z>=0,Vz o} C My
le dual et I'orthogonal respectifs du cone o
Définition 2.1.3.
On dit que 7 C o est une face de o (on notera 7 < o) s'il est possible de trouver
v € o* tel que T =0N{v}t
T =< ay,...,a > est dit simplicial de dimension k si les a;(i = 1, ..., k) sont linéai-

rement indépendants.

Proposition 2.1.4.
Soit o un cone de dimension n. Les faces de o de dimension p < n sont exactement

les cones engendrés par la famille {ay, ..., a,} de cardinal p.

Preuve.
On a 0 ={aja; + agas + ... + apa,, a; =0, a; € Z"pour 1 < i < n}

Comme 7 < 0,8l x €T, alors x € 0.
m(z]

Donc il existe (o)1<icmlz) tel que z = Z a;a; avec oy > 0 pour tout 1 < i < mz]
i=1

et mlz] <n

Ainsi chaque élément de 7 s’écrit de cette fagon.

Prenons m = sup{m/[z|/z € 7}

alors, on a

T=Aa1a; + ... + Ay, a; = 0,a; € Z" pour 1 < i < n}
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Proposition 2.1.5.

Le dual d’un cone est un cone.

Preuve.
On a

o ={ve Mg :<v,z>>0,Vr € o}

Notons e}, I'application

ey R™ — R pour tout 1 <k < n

(X1, ey Thy ooy Tpy) er (L1, oy Tpgy ovny Tpy) = T,

Prenons = € o, on a

T = 11 + asey + ... + ape,

ou

donc

r=cej(x)e; +e5(x)es + ... + e (x)e,

Soit maintenant v € ¢*, on a :
v(z) = v(er)el(x) +v(ez)es(z) + ... + v(ey)er ()

Alors v = pye} + Paels + ... + fBnel avec f; =v(e;)) 1<i<n

Par suite

o* ={pie] + Paes + ... + Bner; Bi = 0 pour 1 < i < n}

Proposition 2.1.6.

Soient deux cones o et . Alors
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i) (o))" ~o
ii) o= ((0)7)*
i) ot + 6+ C (e Nt

w) (0 +0)+ =0t Ndt

Preuve.

i) Prenons ’homomorphisme

0: 0 — (o%)*

*

rz — 0,: 08 — R
[ 0:(f) = [f(x)
Soit x tel que 6, = 0, alors on a nécessairement x = 0

Donc ker § = {0} et 0 est ainsi injective. Par suite, 6 est bijective.

ii) Il suffit de remarquer que :
ot ={v € Mg, < v,z >=0, pour tout = € o}

(o) ={r €0,<v,x >=0, pour tout v € o+}
iii) D’abord, il est nécessaire de remarquer que si o C ¢, alors §+ C o+
On a:
oNd C o, implique o C (o NJ)*
oNé§ C 6, implique 5~ C (o N§)*
Ainsi ot + 0+ C (0N o)t
iv) D'une part, on a : 0 C o+det § C o+ 6. Alors on a (o +6)t C ot et
(0 +6)t C 6§t ainsi (0 + )t Cotndt
Réciproquement, soit v € o N+ et © € o + 6.
Alors, il existe y € 0 et z € § tel que x = y + 2. Ainsi,

<v,r>=<0v,y>+<v,z>=0
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Donc, v € (0 + )+ et on a par suite o= Nd+t C (o + §)+. Do Iégalité voulue.

O

2.2 Variétés affines

Définition 2.2.1.

Soit k un corps et fi, ..., fs € klxy, ..., z,)].

L’ensemble noté V(fi,..., fs) = {(a1,...,an) € k"/fi(a1,...;a,) = 0,1 < i < s}
est appelé variété affine définie par fi, fo,..., fs. Donc V(fi,..., fs) C k™ et c’est

'ensemble des solutions du systeme d’équations (5) :

fl(.ilfl, ,.f(fn) =0
fg([lfl, ,Z’n) = 0

fs(x1,.yxn) =0

La dimension d’une telle variété affine est égale a n — r ot r = rang (.9).

Exemple 2.2.2.
Fixons k = R.
V(z? + 3% — 1) est une variété affine dans R? qui n’est autre que le cercle de centre

O et de rayon 1.

Lemme 2.2.3.
St W,V C k™ des variétés affines. Alors V NW et V UW sont aussi des variétés

affines.

Preuve.

Supposons : V =V (f1,.... fs), W =V (g1, ..., )

VW= V(fb ceey fsagla “'>gt)

VUW =V(fig;1<i<s,1<j<t)
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Exemple 2.2.4.

Vi =2)(2* —y)ye® —y); (z+ 1)(2* —y)] = V(r - 2,5, 2 + 1) UV (2 — y)

2.3 Idéaux

Définition 2.3.1.
Soit I un sous-ensemble de k[ X1, ..., X,].

I est un idéal de k[X7, ..., X,,] si et seulement si :
i)oel

ii) I est stable par 'addition : f,ge [ = f+g€l

iii) I est stable par[la multiplication § (f € I,h € k[X1,.... X,]) = f.hel

Définition 2.3.2.

Soient fi, fo, ..., fs € k[ X1, ..., Xy].

Alors I'ensemble I =< fi,..., f, >= {XS: hifi,hi, ..., hs € k[X1, ..., X;,]} est un idéal
de k[X7, ..., X,] engendré par fi, ..., f:.:1

Dans ce cas, I est dit de générateur fini et {fi, ..., fs} est une base de I.

Proposition 2.3.3.
Si{f1,., [s} et {g1,...,gs} sont des bases d’un méme idéal I, alors

V(fb ey fs) = V(gla '-'795)

Preuve.
Comme f; € I (1 <i < s), donc chaque f; est une combinaison linéaire de gy, ..., gs

a coéfficient dans k[X7, ..., X,,]. L’autre inclusion s’obtient analogiquement. O

Exemple 2.3.4.
Posons f(X,Y)=2X?+3Y?—11
g(X,Y)=X2—Y2_3
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on a

1 2 1 2

gf(X,Y)—gg(X,Y) :5(2X2+3Y2—1l)—5(X2—Y2—3)
2 3 12 2 6
= X244 Y? - — —IX?P DY 4=
57 15 5 5 "5 3
=Y?2-1

1 1
gf(X, Y)+ gg(X, Y) = g(2X2 +3Y2—11) + g()@ —Y?-3)

2 3 11 3 3 9
= X2 4 Y? - Xy
5% T35 5 5 5 5
=X?2—4
Donc
<2XP 43V 11, X2 —Y?—3>=< X?—4Y* -1>
et

V(X2 +3Y2 11 X2 -Y?2-3)=V(X?—4,Y> - 1)

Définition 2.3.5.

Soit V' C k™ une variété affine. On définit I'ensemble :
I(V):={f € k[X1,..., X}, f(ai,...,a,) = 0 pour tout (ay,...,a,) € V}
Dans ce cas, I(V) est appelé idéal de la variété V.

Exemple 2.3.6.
{(0,0)} C k? est une variété affine.
Ona: I({(0,0)}) =<z;y >

Lemme 2.3.7.
Soient fi,.., fs € k[ X1, ..., Xy].
Notons V.=V (f1,.., fs). Alors < f1,.., fs >C I(V)
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Preuve.
Soit f €< f1,.., fs >. Alors, f est une combinaison linéaire de fi, .., f; a coéfficient
dans k[ X, ..., X,].

Or chaque f; (1 <4 < s) s’annule sur V| ainsi, il en est de méme pour f. Par

suite, f € I(V). O

Pour le contre exemple, on peut considérer I'idéal engendré par {X?;Y?}. En

effet, < X%, Y2 >C I(V), avec V = V(X?,Y?) = {(0,0)},
car X +Y € I(V) mais X +Y ¢< X% V2 >

Proposition 2.3.8.
Soient V' et W deux variétés affines de k™. Alors V-C W si et seulement si I(V') D
I(W).

Preuve.

Soit f € I(W). Donc f s’annule sur W. Et comme V' C W, f s’annule aussi sur V.
Par suite, f € I(V).

Réciproquement, posons V =V (fi, ..., fs), W =V (g1, ..., g)-

Soit z € V. Comme (W) C I(V); donc tous les polynémes de I (W) s’annulent sur
V. Ainsi, g;(z) =0, 1 <i < t. Par suite, z € W. O

Définition 2.3.9.
Soit I C k[X7, ..., X;,] un idéal. On notera par V(I) 'ensemble

V() :=A{(a,...,an) € K"/ f(a1,...,a,) = 0 pour tout f € I'}

Proposition 2.3.10.
V(I) est une variété affine. En particulier, si [ =< f1,..., fs >, alors

VI) =V(fi,. fo).

Preuve.
Pour la preuve, admettons que I a un générateur fini (nous ferons la démonstration

dans le prochain chapitre).
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Alors, supposons maintenant que I =< fi, ..., f; >
Soit (aq,...,a,) € V(I). On a fi(ay,...,a,) =0car fye I (1 <i<s).
Donc
(a'la '--7an) € V(.fb sy fs)
Par suite

V() S V(fis e fs)

Prenons maintenant (ay,...,a,) € V(fi,..., fs). Donc fi(aq,...,a,) = 0 pour tout
1 <7< s.Or, les éléments de [ sont des combinaisons a coéfficient dans k[ X1, ..., X,
des fi,..., fs. Ainsi, si f € I, alors f(aq,...,a,) = 0.

D’ou

V(.fla sy fs) g V(I)

2.4 Variété torique associée a un cone polyhedral
convexe

Soit o € Ny un cone polyhedral convexe (on dira désormais un cone).
Notons S, = M No* ={a € M/ <a,y >>0,Vy € g}, c’est un sous semi-groupe de
M qui a la propriété d’étre engendré par un nombre fini d’élément de M, ¢’est-a-dire :
S, =Z%a, +..+7Z"a,
={aia; + ... + asas/pour tout i, ; € Z, o; = 0}
On associe a S, une C algebre de type fini, puis une variété algébrique affine de la

maniere suivante :

Soit Sy =< ay,...,as > et A, = Cluy, ..., us] Ualgebre de type fini engendrée par
uy = 24", ..., us = Z% ou u; sont les variables toriques et Z; les coordonnées affines

dans (C*)" avec Z% = Z;"" x ... x Z%s C* = C\{0} et Z = (Z4, ..., Zy,).
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Comme S, est de type fini, A, l'est aussi, elle s’écrit donc comme quotient d’un

anneau de polynome C[Y7, ..., Y] par un idéal.
Comme CIY7, ..., Ys] est noethérien, tout idéal est engendré par un nombre fini de
polynomes F, ..., F;, c’est-a-dire :

A, = C[Yy, .. Y.)/(Fy, ..., )

La variété algébrique affine V,, associée au cone o est par définition le sous-ensemble

de C* défini par les équations F} = ... = F,, = 0.
Définition 2.4.1.
V, est appelé la variété torique affine associé a o et (Fi, ..., F},,) I'idéal torique.
Pour un cone o, on pose
U= {v:o*NM — C;v(0) =1, v(m+m') = v(m)v(m'),
pour tout m,m’ € o* N M}

Proposition 2.4.2.

1l existe une bijection ® de V, vers U,.
Preuve.
Dans toute la suite, on notera ¢, = ®(z) pour tout x € V.

On peut associer & un point (yi, ..., ys) de V, un idéal maximal
(Y1 —y1, ..., Ys — ys) de Talgebre A,. Cette correspondance est bijective (d’apres le
Nullstellensatz). Par ailleurs, a chaque idéal maximal, on peut associer bijectivement

un homomorphisme surjectif 1 de C-algebres de la maniére suivante :

v Vs — 7

W1, ys) — (Y1 —y1, 0 Yo — )

&1 — F

I — ¢I)=@W:A, — A,/I ~C)
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ou Z est 'ensemble des idéaux maximaux de et A,, FF ={A, — A,/[;1 € T}
I’application inverse est de la forme
(¢ :Ar — C) — kery
On a donc associé a chaque point x de V,, un homomorphisme surjectif de C-algebre
(s
On peut alors construire un homomorphisme de semi-groupe ¢, € U, comme
composé des applications suivantes :
U* m M — Ao’
v — Z
et de v, avec . (a;) = z; pour tout 1 <7 < s.

C’est-a-dire
d:V, — U,
v 0@) =g,
ol
Y 0OFNM — A, LY
w20 (29

€Uy car 00— Z% =1+ 1et
(m +m') s Z7 = (Z7) = u (27 X Z7) = (27 (27)
un point x € V, correspond donc & un homomorphisme ¢, de semi-groupe
conNnM — A,— (C,.)
w2V gy (2Y)
et cette correspondance est bijective. 0

Soit {ay, ..., as} une partie génératrice de o* N M. Dans ce cas, la variété V, est un

sous ensemble de C®. D’apres la preuve de la proposition 2.4.2, & un point
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x = (x1,...,x5) € V,, on peut associer un homomorphisme ® défini par ®(z) = ¢,
de la forme ¢, (a;) = x;, 1 < i < s.

La variété V,, contient un point distingué que ’on notera x,. C’est le point associé

A
Opyt O°NM — (C,.)
1 sip€cot
M —
0 sinon

2.5 Action d’un tore, orbites et diviseurs

Définition 2.5.1.

Le tore T'= (C*)™ est un groupe qui agit sur lui-méme par la multiplication.

Soit {ay, ..., as} un systéme de générateurs du semi-groupe S,, et soit un vecteur
t = (t1,...,t,) € T. L’action du tore sur chaque variété torique affine V, est donnée

par :
T xV, — V,
Ol 1% = f51_ pn
(t,up, .yus) —  (t%uq, ..., t%ug)

Soit 7 une face du cone o et S, =< ay, ...,a; >. Notons I = {i € {1,...,s}/a; ¢ 7*}.

On appelle diviseur associé a 7, ’ensemble noté D, et défini par
D, ={ueV,/u; =0, pour tout i € I'}

Exemple 2.5.2.
Dans R?, considérons le cone o engendré par les vecteurs 2e; — ey et es. Le semi-

groupe S, est engendré par
*, % *, % *
{a1 = €l;a2 = €] + e5;a3 = €] + 265}

On obtient alors la C-algebre C[Zy, Z1Z,, Z1Z2] qui est isomorphe a

Cluy, ug, us)/(uug —u3) ot (ujusz —u3) est I'idéal engendré par la relation ujuz = u3.
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La relation additive a; + az = 2a, donne la relation ujuz = u3 entre les coordonnés
toriques. La variété torique affine correspondant au cone o est donc représentée par

le cone quadratique suivant :
Vo = {(u1, ug, u3) € C*Jujus = uj}

Décrivons a présent les diviseurs et les orbites de cette variété V.

Considérons I'aréte (cone de dimension 1) 7 engendré par es. Alors, i € [ si

< a;,es ># 0. Donc I = {2,3}. L’équation de D,, dans I'espace C? est donnée par
U9 = 0, us = 0
Dans C?, on a donc D,, = C x {0} x {0}.

Si nous notons 7y, 'aréte engendrée par 2e; — es. @ € [ si et seulement si
< a;,2e; — ey ># 0 et donc I = {1,2}. L’équation de D,, dans l'espace C? est
donnée par

U1:O,UQ:0

Dans C3, on a donc que D,, = {0} x {0} x C

Enfin, le cone lui-méme peut étre considéré comme une face et donc, pour cette
face particuliere, on a I = {1,2,3}. Ainsi, D, est donnée par u; = 0, us = 0,u3 = 0.

Donc D, = O, est l'origine (0,0,0) € C3.

On peut alors lister les orbites suivants :
1. O, ={(0,0,0)}
2. O, = C* x {0} x {0}, orbite du point distingué x,, = (1,0,0)

3. O,, ={0} x {0} x C*, orbite du point distingué x,, = (0,0, 1)
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Chapitre 3

Base de Grobner

3.1 Ordres lexicographiques sur IN”

Dans toute la suite, on notera a = (o, ..., ) € N" et = (B4, ..., Bn) € N™.

3.1.1 Ordre lexicographique

On dit que a <jex O par 'ordre lexicographique si la premiere composante non
nulle a gauche des vecteurs § — « est positive.

On dira ainsi : X <jex X7 si a <jex B
Par exemple dans IN3, (3;2;1) <iex (3;2;4). Et par suite

X3Y2%Z o XY 22

3.1.2 Ordre lexicographique gradué
On dit que o <gex B st |a] < |5

n n
ol |la| =Y a;et [B] =D 6
i=1 =1

= 1=
Dans le cas ou |a| = |3|, on prendra I'ordre lexicographique.

Pour I'exemple, fixons n = 3. on a (1;2;0) <giex (3;2;0); (1;1;5) <griex (152;4)
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3.1.3 Ordre lexicographique inverse

On dit que o <juvex O si la premieére composante non nulle a droite de vecteur

0 — « est positive.

Par exemple (4;7;1) <invlex (4;2;3)

3.1.4 Ordre lexicographique gradué-inverse

On dit que « <grevlex ﬁ si |a| < |ﬁ|

Dans le cas ou |a| = ||, on prendra I'ordre lexicographique inverse.

Pour I'exemple, fixons n = 3

(77 07 1) ggrcvlcx (27 37 5) ) (57 37 2) ggrcvlcx (67 07 4)

3.1.5 Ordre lexicographique renversé

On dit que « Srevlex ﬁ si |a| < |ﬁ|
Dans le cas ou |a| = |ﬁ|> Q grevlex ﬁ s'il existe k € {17 7n} tel que a; = ﬁl pour

tout k+1<i<net G, < ay.

3.2 Ordre monomial

Définition 3.2.1.
Un ordre monomial de k[ X7, ..., X,,] est une relation d’ordre "<" sur IN". c¢’est-a-dire

sur P'ensemble { X, a € IN"} vérifiant les conditions suivantes :
i) < est un ordre total sur IN"
ii) si a < f3, alors pour tout y € N", ona a+v <+ 7

iii) < est un bon ordre sur IN" c’est-a-dire, tout sous ensemble non vide de IN"

admet un plus petit élément par <.
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Définition 3.2.2.
Soient f = Z a,, X * un polynoéme non nul de k[ X1, ..., X,,] et "<" un ordre monomial.
On appelle :a

i) multidegré de f, noté multideg(f) := mgx{a e N":a, # 0}

ii) coefficient dominant de f, noté LC(f) := amultides(s) € ¥
iii) terme dominant de f, noté LT(f) :=LC(f)X™utdes(f)
)

iv) monéme dominant de f, noté LM(f) := Xmultides(f)

Exemple 3.2.3.
Soit f =4XY?Z +47% - 5X3 +7X?7?
En prenant 'ordre lexicographique <j, on a :

— multideg(f) = (3;0;0)

- LO(f) = -5
- LM(f) = X°
~ LT(f) = —5X3

3.2.1 Algorithme de division dans k[Xj, ..., X,)]

Fixons un ordre monémial < sur IN" et soit F' = (f1,..., fs) un s-uplet de poly-

nomes dans k[ X, ..., X,,]. Alors tout polynéme f € k[Xq, ..., X,,] peut s’écrire comme
f = a1f1 + CL2f2 + ...+ CLst +roua; € ]{Z, r e ]{I[Xl, ,Xn]

et soit r = 0, soit r est une combinaison linéaire a coefficient dans k des polynémes
qui ne divisent aucun des LT(f1);...;LT(fs).
r sera appelé le reste de la division de f par F. De plus, si a;f; # 0, alors, on a :

multideg(f) >multideg(a; f;)

Exemple 3.2.4.

Considérons l'ordre lexicographique
f=XY+XY24+Y?% fi=Y2—1let f=XY —1
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Soit alors F' = (f1, f2)
Ona: f =Y?’-1D)+(X+YV) (XY -1)+X+Y +1

=L+ X+Y)fe+X+Y +1

3.3 Base de Hilbert

Définition 3.3.1.
Un idéal I C k[X7, ..., X,,] est un idéal mondmiale s'il existe un sous-ensemble

A C IN™ (éventuellement infini) tel que [ =< X*:a € A >.

Lemme 3.3.2.
Soit I =< X : o € A >, un idéal monomiale. Alors le monoéme XP € I si et

seulement si XP est divisible par X® pour un certain o € A.

Preuve.
Si X? est un multiple de X<, pour un certain a € A, alors, X? € I d’apres la
définition méme d’un idéal. Réciproquement, si X” € I, alors, on peut écrire

X% =3 hXY o by € k[X1,..., X,,] pour 1 <i < setali) € A

i=1
Si on développe chaque h; comme combinaison linéaire des mondmes, on voit que
les termes & droite de I’équation ci-dessus sont divisibles par un certain X*®. Alors,

il en est de méme pour X? O

Lemme 3.3.3.
Soit I un idéal mondémiale, et soit f € k[X, ..., X,)]. Alors, les assertions suivantes

sont équivalentes :

i) fel
it) tous les termes de f appartiennent da 1

iii) f est un k-combinaison linéaire des mondomes de I
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Preuve.

i)=ii) Si f € I, alors on a
f=a X0 4 44, XP0 = b X0 4 pyx@ 44 op x)

D’apres la preuve du lemme 3.3.2, le second membre divise un certain X% . Donc
il en est de méme pour f, et particulierement, pour chaque terme de f. Par suite

XP0 e T (1<i<t),donc a; XP% €I pour tout i € {1,....t}
ii)=-iii) C’est claire car X°W € I (1 <i <t)

t

iif)=>1) Comme f =Y a; X" @ alors f € I car un idéal est stable par I'addition.
i=1

UJ

Corollaire 3.3.4.
Deux idéaux monomiauxr sont égauzr si et seulement s’ils contiennent les meémes

monomes.

Lemme 3.3.5 (lemme de Dikson).
Un idéal monomial I = < X* : o € A > C k[Xy,...,X,] peut s’écrire comme

I =< XWX > oua(i),...,a(s) € A.
Autrement dit, I a un nombre fini de générateurs.

Preuve.

Raisonnons par récurrence sur n.

Sin =1, alors, I est engendré par le monome X', avec « € A C IN".

Posons = min A. Alors § < a pour tout a € A. Donc, Xf divise tout générateur

X¢ de I. Par suite, I =< X} >.

Maintenant, supposons que cette affirmation soit vraie jusqu’au rang n — 1.
On écrira comme X1, Xo, ..., X,,_1,Y les variables pour qu’on puisse écrire les mo-
nomes dans k[X7, ..., X,,] comme XY™ ot a = (g, ..., 1) € N1 et m € IN.

Supposons que I C k[X7, ..., X;,_1, Y] soit un idéal mondmiale.
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Pour donner un générateur a I, considérons un idéal J de k[ X1, ..., X,,_1] engendré
par les monémes X pour chaque X*Y™ € I. Puisque J est un idéal monomial de
k[X1, ..., Xn_1], donc il existe a(1),...,a(s) tel que J =< XM X > d’apres

I’hypotheése de récurrence.

Pour chaque i € {1, ..., s}, la définition de J nous montre que X*®Y™ ¢ I. Soit
m = max{m;, 1 < i < s}. Alors, pour chaque 0 < k£ < m — 1, on peut considérer
l'idéal J, C k[X,..., X,—1] engendré par les mondmes X7 tels que XPY* e I.
D’apres I'hypothese de récurrence, J, a un générateur fini.
Soit alors, J, =< XM Xox(k) >

I est engendré par les monomes :

— Xeym XY™ Qapres J

— Xeo) - xeols0) d'apres J,

— Xy, . X6y dapres J

— XomaMym=1 X am-1(sm-1)ym=1 Q’apreés J,,_q

En effet, les monomes de I sont divisibles par un dans la liste précédente pour la
preuve, soit XY? € I, si p < m— 1, alors, X*Y? est divisible par certain X*r®y»

d’apres la construction de J,.

Par suite, d’apres le lemme 3.3.3, les monomes ci-dessus engendre un idéal qui a des
mémes monomes que I. Donc, d’apres le corollaire 3.3.4, cet idéal est égal a I. [
Définitions 3.3.6.

Soit I C k[Xj, ..., X,,] un idéal tel que I # {0}.

1. On notera LT(I) 'ensemble des termes dominants des éléments de (/).
Dou LT(I) = {CX* :3f € I tel que LT(f) =CX"}

2. On notera < LT(/) > I'idéal engendré par les éléments de LT(7)

Proposition 3.3.7.
Soit I C k[X, ..., X,)] un idéal.
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i) < LT(I) > est un idéal mondémiale

i) 1l existe gy, ...,gs € I tel que < LT(I) >=< LT(¢1), ..., LT(gs) >

Preuve.

i) Le monéme dominant LM(g) des éléments g € I\{0} engendre I'idéal
< LM(g) : g € I\{0} >. Comme LM(g) et LT(g) se différent a une constante
non nulle, cet idéal est égal a < LT(g) : g € I\{0} >. D’ou < LT(I) > est

monodmiale.

ii) Comme LT(I) est engendré par les mondémes LM(g),g € I\{0}, le lemme de
Dikson dans le paragraphe 3.3.5 nous dit qu’il existe gy, ..., gs € I tel que

< LT(I) >=< LM(¢1), ..., LM(gs) >
Comme LM(g;) et LT(g;) se différent a une constante non nulle, on a par suite

< LT(I) >=< LT(g1), ..., LT(gs) >

Théoréme 3.3.8 (théoreme de la base de Hilbert).
Tout idéal I C k[X7, ..., X,] a un générateur fini. Autrement dit, il existe g1, ..., gs € I

tel que I =< gy,...,9s >.

Preuve.
Si I = {0}, la preuve est évidente.
Supposons que I # {0}. Alors le générateur {g, ..., gs} pour I peut étre construit

comme suit :

D’apres la proposition 3.3.7, il existe g1, ...,gs € I tel que
< LT(I) >=< LT(¢1), ..., LT(gs) >. Il est claire que < g1,...,9s >C [ car g; € I,

pour tout i € {1, ..., s}.
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De plus, prenons un polynome f quelconque qui est élément de I. Si nous appli-

quons l'algorithme de division du paragraphe 3.2.1, pour faire la division de f par

{91,---,9s}, on a
f=asg1+ ...+ ag,+7r

ou aucun terme de r n’est divisible par I'un des LT(g;), ..., LT (gs). Par suite,

r=f—ag —..—asgs

Supposons que r # 0. Alors
LT(r) € LT(I) =< LT(¢1), ..., LT(gs) >

car r € [ d’apreés 'égalité précédente. Ainsi, d’apreés le lemme 3.3.2, LT(r) est

divisible par un certain LT(g;) (1 < i < s) qui contredit la définition d’un reste

(cf. paragraphe 3.2.1).

Doncr=0et f €< gy,....,9s >. Dou I C< g1, ..., gs > et cela complete la preuve.
0]

3.4 Base de Grobner

Définition 3.4.1.
Fixons un ordre monoémial. Un sous-ensemble fini G = {¢i, ..., g5} d’un idéal I est

dit base de Grébner (ou base standard) si :
< LT(q1),...,LT(gs) >=< LT(I) >

Corollaire 3.4.2.
Fizons un ordre monomial.
Alors tout idéal I C k[ X1, ..., X,] tel que I # {0} a une base de Grébner. De plus,

toute base de Gréobner d’un idéal I est aussi une base pour I.
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Preuve.
Prenons un idéal non nul. Alors,I’ensemble G = {g1, ..., gs} construit dans la preuve
du théoreme de la base d’Hilbert est une base de Grobner de I (en appliquant tout

simplement la définition).

Pour la seconde partie du corollaire, G = {gy, ..., gs} est une base de Grébner de
I'si<LT(I) =< LT(¢1),...,LT(gs) >. Alors, I =< gy, ..., gs > d’apres les arguments

avancés dans la preuve du théoreme 3.3.8. 0

3.4.1 Propriété de la base de Grobner

Proposition 3.4.3.
Soit G = {g1,...,gs} une base de Grébner d’un idéal I C k[Xy,...,X,] et soit f €
k[X1, ..., X,]. Alors il y a un unique r € k[Xq, ..., X,,] tel que :

i) Aucun terme de r n’est divisible par un des LT(¢1), ..., LT(gs)

it) 1l existe g € I tel que f =g+

En particulier, r est le reste de la division de f par G sans tenir compte le rang des

éléments de G dans 'application de ’algorithme de division.

Preuve.
L’algorithme de division donne : f = a;g; + ... + a;g; + r ou r satisfait i).
Comme g = a1g1 + ... + aigs, g € 1.
Pour démontrer 'unicité de r, supposons que f = g+ 1 = ¢’ + ' qui vérifient 1)

et ii). Alors r — 7' = ¢ — g € I avec r # 1’. Donc
LT(r —r") e< LT(I) >=< LT(¢1), ..., LT(gs) > .
Cela est impossible car r et r’ vérifient i). D’our —7" =0et r =1’ O

Remarques 3.4.4.

— Le reste r est souvent appelé "forme normale" de f.
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— La base de Grobner peut étre caractérisée par I'unicité du reste.

Corollaire 3.4.5.
Soit G = {4g1,...,9s} une base de Grébner pour un idéal I C k[Xq,...,X,] et soit
fekXy,. .., X,

Alors, f € 1 si et seulement si le reste de la division de f par G est zéro.

Preuve.
Si le reste est nul, alors on observe clairement que f € I.
Inversement, soit f € I, alors f = f+0 satisfait les deux conditions de la proposition

3.4.3. Par suite, 0 est le reste de la division de f par G. O

Notation.
On notera 7F le reste de la division de f par le s—uplet F' = {f1,..., fs}

Exemple 3.4.6.
Si F={X?% —Y?% X'Y? — Y?} et en considérant <, on a XY = Xy?

Définition 3.4.7.
Soient f,g € k[X1, ..., X,] deux polynémes non nuls.
i) Si multideg(f) = « et multideg(g) = 3, alors posons v = (v, ...,7,) ou v; =

max(a;, 5;) pour tout i € {1,..,n}. Nous notons par X7 le plus petit commun

multiple de LM(f) et LM(g), c’est-a-dire
X7 = ppem(LM(f); LM(g))

ii) le S—polynome de f et g est la combinaison :

X7 X7
S(fig9) = LT(f)f I

Exemple 3.4.8.
Soient f = X3Y? — X?Y3 + X et g = 3X*Y + Y? dans R[X,Y].

Considérons l'ordre grlex.
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Alors v = (71,72) avec y; = max(3;4) = 4; 75 = max(2;1) = 2
Par suite 7 = (4;2)
S(fig) =5 f -2 g=Xf~-1vyg

= X (X2 - X?V? 4 X) - Ly (3X*Y +Y?)

S(fi9) =-X?Y3+X? -1y
Lemme 3.4.9.

Supposons que nous avons la somme Zc,-fi, ot ¢; € k et multideg(f;) = § avec

i=1
JeN" (1<i<s).
Si multideg (327, ¢ifi;) < 6, alors Y5, ¢;fi est un combinaison linéaire d coeffi-

cient dans k des S-polynomes S(f;; fi) pour j, k € {1,...;s}.

De plus, pour chaque S(fj; fx), on a multideg(S(f;; fx)) < 9.

Preuve.
Soit d; = LC(f;). On a ¢;d; = LC(c¢; f;). Comme multideg(f;) = ¢

multideg(c; f; = ), et comme de plus multideg (Z i fi> <9,
i=1

Z Cidi =0
=1

Posons p; = %, on a
1

LT(f;) = d;X° qui implique ppem(LM(f;); LM(fi)) = X°

donc

. _ X’ X9
S(f7g> - LT(fj)fj_mfk
S S
= et~ e
= d%.fj — 2
S(fi fx) =pj —pr (1)
En utilisant 1’équation Zcidi =0,on a:
i=1
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s

Z cifi = Z cidip; = c1dipr + cadape + cadzps + cadaps + csdsps + ... + Csdps
i=1 i=1

= c1dip1 — c1dipa + cidipa + cadaps + c3dsps + cadyps + csdsps
+... + csdgps

= cidi(p1 — p2) + (c1dy + cady)(p2 — p3) + (c1dy + cady + c3ds)ps
+eadaps + csdsps + ... + codsps

= cdi(pr — p2) + (c1dy + c2d2) (p2 — p3) + (c1dy + cady + c3ds) (ps — pa)
—|—(Cld1 + ngg + 03d3)p4 T Csdsps

-1

= > cidi| [pi = pixal +0
=1 =1

»

=

[y

S—

= Z chdj S(fi%fiﬂ)
= =

=1

De plus, comme
— multideg(p;) = multideg(py) = 0
- LC(pi) = LC(px) = 1
multideg(p; — px) < ¢

D’apres 1’équation (1), on a

multideg(S(fi; fx)) <6

Théoréme 3.4.10.

Soit I un idéal de k[ X7, ..., Xy)].

Alors, une base G = {q1, ..., g:} de I est une base de Grobner pour I si et seulement
si, pour tout pairi # j, le reste de la division de S(g;;9;) par G est zéro (sans tenir

compte l'ordre).

Preuve.
Si G est une base de Grobner; alors comme S(g;; g;) € I, le reste de la division par

G est zéro d’apres le corollaire 3.4.5.

44

LE NUMERD 1 MONDIAL DU MEMOIRES

Rapport- gratuit.com i}



Réciproquement, soit f € I, avec f # 0 et I =< ¢1,...,g; >. Donc il existe
t

hi,....hy € k[ X1, ..., X,] tel que f = Zhigi (2)

i=1

Alors multideg(f) < max(multideg(h;g;)) (3)

Si on a multideg(f) < max(multideg(h;g;)), alors il aurait quelques annulation

au niveau des certains h;g;. En utilisant le lemme 3.4.9, on peut les écrire comme

combinaison linéaire des S-polynomes. D’apres notre hypothese, on peut remplacer

les S-polynomes par des expressions en fonction des quelques g;. En continuant cette

procédure, nous pourrons avoir une autre forme de 1’expression (2) ol on aura une

égalité dans I’équation (3).

Cela nous permet de dire que multideg(f) = multideg(h;g;) pour quelque i. Par

suite LT(f) est divisible par LT(g;) et LT(f) €< LT(g1), ..., LT (g¢) >.

Exemple 3.4.11.
Dans cet exemple, nous considérons 'ordre <jey.
Prenons R[X, Y]. Soient
fi=X3—-2XY, donc

LT(f) = X°
et multideg(f1) = (3;0)
fo=X%Y —2Y? + X, donc

LT(f2) = X*Y
et multideg(f2) = (2;1)

Posons [ =< fi; fo > et F' = {f1; fo}

On a
7 = ppem(multideg(f1); multideg(f2)) = (3;1)
et
X3Y X3Y
S(fi; fa) = x5 Ji— X2Yf2 =Yfi—-Xfo=-X

Donc S(fi; f2)F = —X? et F n’est pas une base de Grébner de 1.

Dans ce cas, il faut prendre f3 = —X?2
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3.5 Une autre conception de base de Grobner

Considérons deux polynomes p et ¢ tels que p,q € k[ X7, .., X,].
Supposons de plus que ¢ posséde un terme «t divisible par LM(p).

Q@
Posons ainsi t = uLM(p) et ¢ =q¢— ——up
) L)
at
=q— p
LT(p)

On remarque que ¢’ ne contient plus le monéme t et que ¢ — ¢’ ne contient que

des termes strictement inférieurs a t.

Définition 3.5.1.
Le polynéme ¢’ défini ci-dessus est dit polyndme obtenu a partir de ¢ par réduction

modulo p et on le notera ¢ = ¢'[p)].

Maintenant, s’il existe qi, ..., qx € P tels que ¢ = q1[p1], 1 = @2[p2], - @ = ¢ [px]
ou directement ¢ = ¢'; on dira que ¢ est une réduction de ¢ modulo P et qu’on

notera :
q={q[P]

Dans le cas contraire, on dira que q est irreductible modulo P.
Enfin, on dira que ¢’ est une réduite de ¢ modulo P si ¢ = ¢'[P] et si de plus, ¢ est

irreductible modulo P. On notera dans ce cas ¢ = ¢'[P*].

Lemme 3.5.2.
Soit P C k[ X1, ..., Xy];p,q,7 € k[ X4, ..., X,)] tel qu’il existe p; € P vérifiant (p—q) =
7[pi-

Alors, il existe p et G tel que p = p[ps], ¢ = q[p:i] et r=p—q.

Preuve.
at

T\ Pi-
LT (p;)
Notons par ( le coefficient de ¢ dans p et v celui de t dans ¢. Par suite, 5 —v = «,

Comme p—q=rlp], r=p—q—

et comme « # 0, 'un au moins de ces deux coefficients est non nul. Alors, en suivant
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la construction dans I'introduction, posons

t
TGy PP oGy 10 oy
Ainsi, ap
p—q =p—q—(ﬁ—7)LC(pl)
au
=P4 TP
=r [

Lemme 3.5.3.
Soit P C k[ X1, ..., X,];p,q € k[ X1, ..., X,,] tels que (p — q) = O[P].
Alors, il existe r € k[ Xy, ..., X,,] tel que p =1r[P] et ¢ = r[P].

Preuve.

Raisonnons par récurrence sur le nombre N de réductions qui amenent p — ¢ a 0.
Si N =0, alors p — ¢ = 0 et on peut prendre r = p = ¢. Supposons alors que

cette hypothese soit vraie pour N =k —1 (k€ IN*). Pour N =k, on a:

p—q = ho[p1]; ho = hapal; s hi—a = Opy]
oules h; € P (0 <1<k).
Si nous considérons la premiere réduction p — ¢ = hg[p;1], on peut dire d’apres le
lemme précédent qu’il existe p et G :
(%) p=plP| et ¢ = q[P] et que ho =p— ¢

Or il faut k£ — 1 réductions pour ramener hg = p— ¢ a 0 et I’hypothese de récurrence
nous assure que p et ¢ ont une réduction commune. Il en est donc de méme de p et

q d’apres la relation (*). O

Lemme 3.5.4.
Soit r € k[Xq, ..., X,]. Sip = p'[r], alors pour tout polynome q € k[ X1, ..., X,,], les

polyndomes p + q et p' + q ont une réduction commune.
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Preuve.
U

_au
LC(r)
k[X1, ..., X,]; B le coefficient de t dans ¢. Ainsi, il est claire que 3 est le coefficient

Comme p = p'[r] alors p' = p — r avec t = uLM(r). Soient de plus, ¢ €

de t dans p’ + g.

Par ailleurs, le coefficient de ¢ dans p + g est a + f3.

Posons maintenant :

(a+B)u / Bu
— L A— t — _
S Ve I A Ve o
Donc
(p+a) = si[r] et (¢ + q) = so[r]
_ (a+Pu Bu ) ou

Ors;—so=p+q Lo r—op CH_LC(T)T_(p P) LC(T’)T_O
Donc s; = $3 est une réduction commune a (p + q) et p’ + q. O

Définition 3.5.5.
Soit G = {g1, ..., g} C k[X1,..., Xp] et [ =< g1, ..., gx >. On dit que G est une base
de Grébner de I si pour tout p € k[ Xy, ..., X,], p € I, p = 0[G*].

3.6 Application
Résolubilité d’un systeme d’équations

Soit
(X, .., X,) =0
(5)4 :
pr( X1, .., X)) =0
un systéme d’équations polyndmiales et soit [ un idéal de k[X7, ..., X,,] tel que

I =<pi,.,pr>.

Soit G une base de Grobner de 1.
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Théoréme 3.6.1 (Théoreme des zéros de Hilbert : Nullstellensatz).
Ce systéme (S) a des solutions dans la cloture algébrique de k si et seulement si

1¢1.

Preuve.

cf ([YgeOl1]. p.7). O

Théoréeme 3.6.2.
Soit I lidéal de k[ X7, ..., X,,] tel que [ =< py,...,p, > et G une base de Grobner de

cet idéal. Alors, le systéme (S) a des solutions si et seulement si 1 ¢ G.

Preuve.
11 suffit d’appliquer le théoreme 3.6.1 et de remarquer que 1 appartenant a [ si et

seulement si 0 est la réduite de 1 modulo G ; c’est-a-dire 1 est un élément de G.

Ce théoreme est ainsi capital pour connaitre si un systeme admet des solutions
ou non, car pour cela, il suffit de construire une base de Grobner de 'idéal I, et de

tester ensuite ’appartenance de 1 a cette base. O]

Nombre de solutions d’un systeme d’équations polyndmiales

Théoreme 3.6.3.

Soit I un idéal de k[X3,...,X,] et G une base de Grobner de I. Notons par T
I’ensemble des termes qui sont irreductibles modulo G et soit ™ la projection cano-
nique de k[X1, ..., X, dans k[Xq, ..., X,]/1. Alors U = {=(t))/t € Ty} est une base
k[ X1, ..., X]/1.

Preuve.
Soit p € k[X7, ..., X,)]/I 1’élément représentatif de sa classe. On sait que p est irré-
ductible modulo G, donc combinaison linéaire d’éléments de Ty. Alors, U est une

famille génératrice du quotient.
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De plus, soit (o )er, C k telle que Y aym(t) =0, on a
teTo

> ait €Ietdone » apt =0[G]

teTy teTo

Donc, nécessairement Z oyt = 0 car ce polynome est irréductible modulo G.

teTo
On a donc pour tout ¢t € Ty, oy = 0. Ainsi la famille est également libre. O
Lemme 3.6.4.
Soit

pl(Xlu ,Xn) = 0
(5)4
pr(X1, ..., X)) =0

Alors (S) a un nombre fini de solutions si et seulement si Tjy est fini.

Preuve.

Soit I un idéal de k[X7, ..., X,,] engendré par py, ..., pr. Désignons par V' ’ensemble
des solutions de (5). V' est un ensemble fini si et seulement si k[X7, ..., X,)]/] est de
dimension finie. Mais si G' est une base de Groébner de I, on a vu dans le théoréeme
3.6.3 que U = {m(t))/t € Ty} est une base de k[X1, ..., X,,|/I. On en déduit que ()

a un nombre fini de solutions si et seulement si Tj est fini. O

Théoréeme 3.6.5.
Soient I =< pq,...,pr >, G une base de Gribner de I.

Alors le systeme (S) a un nombre fini de solutions si et seulement si pour tout

i€ {l,..,n.}, il existe m; € N tel que X" € LM(G).

Preuve.
Supposons que pour tout i € {1,..,n.}, il existe m; € IN tel que

X" € LM(G). Alors tout monéme irréductible doit étre de la forme
I =X Xk avec k; < m; pour i € {1,..,n}
Dong, il n’y a qu'un nombre fini de possibilités pour les éléments de Tj.
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Inversement, si X" ¢ LM(G) pour tout m € IN, alors tous les monémes X" sont

irréductibles, et donc des éléments de Ty qui sont ainsi en nombre infini. O
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Chapitre 4

Base de Grobner et idéal torique

4.1 Idéal torique

Nous allons considérer une variété torique comme une variété algébrique para-

métrée par des mondmes.

Considérons 'application :

O k[X] — KT,771
X, — T%

otta; € ZU(1 <i<n) et T = T{" T3 T3,

Notons I = ker ® et V = V(I). I est ainsi I'idéal torique et V' la variété torique
associée a I ([Stu 96]).

Maintenant, définissons ’ensemble :
n
H:={ve Z";Zviai =0}
i=1
associé a l'ensemble A = {ay, ..., a,} qui est en relation avec I par :

Proposition 4.1.1.

X — XP eI sietseulement sia— 3 € H.
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Preuve.

Ona X®—XF = X1 X5 Xon — X' X2 XBr Donc X*—X? € I si et seulement
si To101 0202 Tanon _ Tarfipazfs | panfn — ().

ou bien TMo1Te202  Tanan — Taifipazfe  panbn  (Vegt-a-dire :

Taartazazt...Fanan _ paifitazfzt..+anfn

Ou encore

a1 + g0 + ...+ a0y = a1 B + afBe + ..+ an By,

Autrement dit

ar(og — B1) +ax(ag — B2) + ... + an(oy — Bn) =0

en d’autre terme

ce qui équivaut a dire que

a—F€eH
[
Corollaire 4.1.2.
Pour un vecteur v = (vy, ...,v,), notons par v* le vecteur qui a vy ,...,v; comme
composantes ot v = 0 siv; < 0 et v;” = v; siv; > 0. Pour cela, notons v~ = (—v)*.
Alors on a :
X _x0 efgXx—XPel
Preuve.
Supposons que X @7 — X (=07 ¢ [ est-a-dire (a — §)* — (a — 3)~ ¢ H. Donc
(a« — ) ¢ H et ainsi, X* — XP ¢ [ O

Soit H, la partie de H définie par :
H, ={ve H tel que X"" > X"}
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Par exemple, avec 'ordre lexicographique, ce sont des vecteurs dont les premiers
coordonnées non nulles sont positives.

Posons H la famille des polynomes {X*" — XV tel que v € H,}. O

Lemme 4.1.3.
Soit p un polynome non nul de I. Alors on peut trouver une expression de p telle

que LM(p) = XU XY pour un certain J-

Preuve.
Soit p un polynéme non nul de I, I est engendré par ‘H ([Stu 96] lemme 2.5). Ainsi,

p peut s’écrire de la forme suivante :
s N _
p=> a;X"(X" —X"%)ouv € Hy,i€{l,..s}
i=1
Raisonnons par récurrence suivant le nombre de termes de p.

Si s =1, le résultat est évident.

Supposons que cette affirmation soit vraie jusqu’au rang s — 1.
s—1

Soit ¢ = Y a; X" (X”i+ — X" ). D’apreés notre hypothése, on a :
i=1

LM(q) = XX pour certain j < s
Donc
— si LM(q) < X% X" alors LM(p) = X% X%
~ si LM(q) > X X", alors LM(p) = LM(q) = X X"
— i LM(q) = X% X" et a, 4+ a; # 0, alors LM(p) = X7 X%

Sinon, p aurait s —1 termes et on a le résultat d’apres ’hypothese de récurrence. [

Proposition 4.1.4.

Tous les monémes de LM(I) sont divisibles par un monéme de LM(H ).

Preuve.
D’apres le lemme 4.1.3, LM(p) = XUX%. Or, X% € LM(H). D’ou les monomes
de LM(T) sont divisibles par un monoéme de LM(H). O
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Théoréme 4.1.5.

Soit B C H, vérifiant pour tout v € H,, il existe w € B tel que wt < v™.

Alors la famille B = {X"" — XV tel que v € B} est une base de Grobner de I.

Preuve.
Il suffit de remarquer que tous les monoémes de LM(H) sont divisibles par un monéme

X¥" ottv € B. Donc il en est de méme pour les monoémes de LM (I), et par suite

LM(I) C LM(B). 0

4.2 Minimum successif d’un réseau

Nous démontrerons dans ce paragraphe que les minimums succesifs d’un réseau

peuvent donner par le biais de la base de Grobner d’un idéal torique 1.

Définition 4.2.1.

Soient IK un corps, a,w € IN" et notons :

n
deg, X = Zaiwi =< a;w >
i=1

ou < —; — > soit le produit scalaire standard. Dans ce cas, w est dit le vecteur poids.

Avec ce vecteur poids, nous pouvons construire un préordre monéomial défini par :
X<y X o< aw><< a;w >

En effet, cette relation ne satisfait pas la condition d’antisymétrique car il existe

toujours deux monomes distincts X et X? tels que X <, X% et Xb <, X2

Définition 4.2.2.
Pour une norme dans R", les minimaux successifs Ay, ..., \q d’'un réseau H de di-

mension d sont définis par :

Ak © le rayon de la plus petite boule qui contient k& vecteurs linéairement indépendants

de H
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Considérons maintenant la norme dans R™ définie par

2l =) il
i=1
Notons lad(7) (de I'anglais "the ladder of I") I'ensemble des mondémes minimaux de

LT(I).

Remarque 4.2.3.
Soit F' = {X% — X" . X% — Xt}

Alors les vecteurs a — b, ay — by, ..., a, — b, ne sont pas indépendants si

Xo— XV =0 (cf [Pot 94]. Remarque 4).

Théoreme 4.2.4.
Supposons que H est homogéne (c’est-a-dire : H est dans [’hyperplan

Soient Ay, ..., A\g les minimauz successifs de H par la norme ||.||;.

Soit B une base de Grobner de I pour <. 1.
Alors il existe des vecteurs indépendants ay, ..., aq tels que :
larlh =\ (1 <k <d), et X% — X% € B (1<k<d)

Preuve.
Il est & noter tout d’abord que si H est homogene, alors I l'est aussi ([Stu 96]).

Pour le bindme X”" — X”" € I, nous avons deg,, XV = deg, XV = ||U2||1 ol

w = (1,...,1). Nous déterminerons a, ..., ay par induction.
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Pour k=1:
Soit a € H tel que ||al|; = A;. Le bindme X*" — X est dans I, donc il existe
un bindme X — X% € B tel que X € lad(I), X divise X" et

deg,, X4 < deg, X"

Ainsi, nous avons ||a;|]; = A; d’apres la définition 4.2.2. D’ott a = a; et

+

X —X* €B.

Pour £ >1:

Soient ay, ..., ai_1 les vecteurs de H qui donnent les minimaux succesifs A, ..., Ax_1
respectivements. Alors, il existe a € H tel que ||a||1 = A et a est indépendant des
A1y ey A1

Notons By, la partie de B formée par les bindmes X" — X ol ay, .., ax_1, b ne

sont pas indépendants.

. e A + - , PR s . A
Si le bindme X¢ — X% se réduit a 0 par la division par les binémes de Bj,
alors aq, ..., ai_1,a ne sont pas indépendants. Donc en divisant par les bindmes de
+ - , POTEEN PPN I+ = . , .
By, X* — X seréduit a un binéme X — X irréductible par By, avec ||d||; =

lla||1 = Ax car les bindémes de B sont homogenes.

Comme X" — X9~ € I, il existe un bindme X% — X% € B\ By, tel que
X% € lad(I), X% divise X" et deg, (X%) < deg, (X*"), |lax]y < M. Or,
ai, ..., ax_1, a) sont indépendants (car sinon X% — X% serait dans By). D’ou

llax||1 = Ar d’apres la définition de Ay. O
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4.3 Le degré d’une base de Grobner minimale

Dans toute la suite, nous considérons 'ordre lexicographique renversé. Soit

S C IN? un semi-groupe engendré par 1’ensemble :
A={e;..ieqar;. 0.y C Mg ={(X1,...,Xg) € NY/X, +---+ Xy = a}

onc>liaz2;c,aeNete;=(0;...;0;050;...50), 1 <i<d.
Pour un corps IK, considérons I'application définie par :
o KXy 3 XY Yy — K[S|=K[IY;.. ;18T .. ;7% CK[T)]
X, — T%
Y; — Ty ouie{l;...;chje{l;...;d}

Notons I 4 = Ker ¢ qui est I'idéal torique défini par A.

Dans toute la suite, on prendra :

deg,, X" = degy

-----

Remarquons que [4 a toujours une base de Grobner minimale constituée par des
binémes. Nous voulons borner le degré maximum de cette base.

Soit r(S) le plus petit entier r tel que
(r+1)A={es;...;eq} +rA.

Théoréme 4.3.1.

Le degré maximal d’une base de Gribner minimale de 14 est majoré par :

max{r(S) + 1;2r(S) — 1} < max{2;2(deg K[S] — ¢ — 1}

Preuve.

Soit s = max{r(S)+ 1;2r(S) — 1} et

G ={X"Y" — X"Y" € I/ deg(X™Y™) = deg(X"Y") < s}
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On a d’apres ([HS 03]. Théoreme 1.1), r(S) < deg K[S] — c.
Donc 2r(S) —1 < 2(deg K[S] —¢) —1; et comme r(S) > 0, r(S) > 1, et par suite
r(S)+12>2. On a alors :

deg(G) < s < max{2;2(deg K[S] —¢) — 1}

Donc il suffit de montrer que GG est une base de Grobner de [ 4.

Soit b= X"Y" — X"Y"V € I 4 tel que deg(b) > s et deg(X™Y™) soit minimal avec
LT(g)/X™Y™ pour tout g € G.

Si deg(X™) > r(S) + 1, alors nous pouvons écrire X™ = X" X" ou
deg(X™) = r(S) + 1. Prenons deux entiers m*, n* tels que deg(X™") = r(S) et
g = X" — X" X" € I, Alors g € G et LT(g) = X™|X™Y™ qui contredit
I'hypothese. Donc deg(X™) < r(95).

Si deg(X™“) > r(S) + 1, alors prenons u/, u” tels que X*YV — X¥Y¥'* € [, et

deg(X™) = r(S) < deg(X™).

Donc X™Y™ — XWYw+v = (X™Y" — XUYY) 4+ (XUYY — XVY¥' ) € [y et
XY > XYY > XYY+ Ainsi en remplacant X*“Y? par X*'Y*'*? nous pour-
rions supposer des le début que deg(X") < r(S9).

Maintenant, comme XY™ — X"Y" € [4, nous avons :

(cf Proposition 4.1.1)

Comme deg(X™Y™) est minimal, nous pouvons supposer que XY™ et X“Y"" n’ont

pas de variables communes.
Posons : C'= {i/m; # 0} et D = {j/n; # 0}.

Alors, ’égalité ci-dessus peut s’écrire comme :

() + (g0) = (S ) + (500
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Par suite,

(z 5 mi%—) i (z W) S Sy = Y Y 4y <Y wa

jED ieC ieD jeD i¢C i¢C  jeD i¢C

N

On en déduit que,
Z n;x < Z U;x
ieD i¢C
Ainsi,

ieD i¢C
Cela implique que :
d
i=1 ieD i¢C

L’égalité sera acquise si et seulement si m;a;; = 0 pour tout (i,j) € C' x D et
w;a;; = 0 pour tout (i;j) tel que i ¢ C' et j ¢ D.

Soit X™ — YV € I 4 alors on a Z m;a; = Z v;e;. Comme X™ > YV et
ieC i¢D
deg(X™) < r(S), alors g := X™ —Y" € G car Y _m; = »_wv;. Mais cela est
ieC i¢D
impossible car LT (g)|X™Y ™. Donc, d’apres (1) on a :

d
> n; < deg(X") < r(9)
i=1

Car sinon, on aurait

domi=> v,

ieC i¢D

On a par suite

d
deg(b) = deg(X™) + > n; < 2r(S).
i=1
Alors : deg(b) < 2r(S) — 1 < s qui contredit 'hypotheése. D’ou le résultat. O

Théoréme 4.3.2.

Le degré minimal d’une base de Grobner minimale de 14 est majoré par :
max{c;a;cla—1) =1} < cla—1)
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Preuve.

Soit s = max{c; a; c(a — 1) — 1} et considérons I’ensemble

G ={X"Y"™ - X"Y" € I4/deg(X™Y™) = deg(X"Y") < s}

Comme précédemment, supposons que G n’est pas une base de Grobner de [ 4.
Soit b = XY™ — X*Y" € I4 de degré minimal, avec deg(b) > s; et LT (g)f X™Y™
pour tout g € G. Comme aa; = ane; + -+ + aeq; X — Y% € G pour tout
i€ {l;...;¢} (notons que X > Y%). Comme LT(X —Y*)/ X™Y™ nous pouvons
avoir m; < a — 1 pour tout ¢ < ¢; car sinon, si m; > «, alors il existe § € IN tel

que m; = (3; + a. Ainsi :
XXM Xmeym | yTa = X XB | Xmeym ||y xe

Et par suite, X*| XY™ qui contredit le fait que X — Y% € G.

Si u; > «, alors :

X X
XY™ - Syt = (XY XYY 4 (X — Y

(2

YUGIA

qui contredit 'hypotheése car dans ce cas, on aurait X2 X"Y". Nous pouvons ainsi
supposer que u; < o — 1 pour tout 7 < ¢
En adoptant la méme notation que celle de la preuve du théoreme 4.3.1, nous pou-

vons conclure que :

i€D 1¢C
et que
> ni=(c—#C)(a — 1) implique X™ —Y" € 4.
€D
Alors on a

deg(X™Y™") = (Z m2> + (Z n> <HC(a—1) + (e —4C) (@ — 1) = c(a — 1).

iceC €D
Or deg(X™Y™) = deg(b) > c¢(a—1), ainsi nous pouvons avoir deg(X™Y™) = c(a—1).

Donc, Y n; = (¢ — 4C)(a — 1) et m; = o — 1 pour tout ¢ € C. De plus nous avons
ieD
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d'apres (3), X™ =YV €14 S1C # {1;...;c}, alors deg(X™) < set, X" -Y" € G
qui est impossible car on aurait dans ce cas X™|LT(b). Par suite, C = {1;...;c}
qui implique D = @ et

b= (X;...X)* ' —Y"

Soit un vecteur p := (pq;...; pa) tel que p=a; + -+ + a.. Nous avons :
Z a—1)a Z V;6;
ieC i¢D

donc,

(=1 a;=> uvey;

ieC i¢D
ainsi,
(a—1Dp Z V;6;.
i¢D
L’égalité ci-dessus nous permet de dire que «|(a —1)p; pour tout i € {1;...;c}. Par

suite il existe v, € IN tel que p; = via. Ainsi, g :== X; ... X, — Ylvll .. .ded € I4. En
effet,

Zvez—zlzei;

i¢D i¢D

donc,

D viei = Y ey

i¢D i¢D

vl =p=) a;

i¢D ieC
Comme deg(X;...X.)=c<s,g€G et

LT(g) = X1 ... X |LT(b) = (X; ... X.)*!

qui contredit 'hypothese. D’ou le résultat. O

62



Considérons l'idéal J4 == (X, =T, ..., X, —T% Y1—-T7,...,Y;—-T¢) C K[T, X, Y].

J 4 est le noyau de :

KT, X,)Y] — KI[T]
T, — T
X; e
Vi Ty

Proposition 4.3.3.

Le degré maximal d’une base de [Grobner minimald de J4 est majoré par :

d(a—1) + min{2r(S); c(a — 1)}

Preuve.

Comme dans les preuves des deux derniers théorémes, posons :
s =d(a—1) 4+ min{2r(S);c(a—1)}

G={T"X"Y" —TYX™Y" € Ju/deg(T"X"Y" —T“X™Y™) < s}.

Supposons que G n’est pas une base de Grobner de J4. Soit b le binéme de J 4 défini
par b := T"X"Y"—T% X™Y"™ de degré minimal deg(b) > s tel que LT (g)JT*X™Y™
pour tout g € G. Comme dans la preuve du théoreme 4.3.2, nous avons 7;* —Y; € G.
Alors, nous pouvons supposer que u; < a — 1 pour tout i < d.
En utilisant les arguments du théoréme 4.3.1, nous pouvons supposer que deg(X™)
et deg(X™) sont inférieurs & r(S).
On a b € J4 si et seulement si :

u+ <Z miai> + (Z ni6i> =u + (Z mgai) + (Z n;ei) .

ieC i€D i¢C i¢D

Alors

u; + <Z miaij> + nja = uj + (Z m;aij) + nja (4)

ieC i¢C
Pour tout j < d ou C et D sont les ensembles qui sont définis dans la preuve du

théoreme 4.3.1.
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Ainsi, en utilisant le raisonnement dans 1’équation (1) du théoréme 4.3.1, nous avons :

(Zu]) +Zn] < (Zu ) + deg(X™) < #D(a — 1) 4+ r(S).

JjED JjED

Par suite,

(Z u]) +Zn] <d(a—1)+7(9).

jeED

En consequence, deg(T*X™Y™) < d(a — 1) + 2r(5), et analogiquement,
deg(TY X™Y™) < d(a— 1) + 2r(9)

et alors : deg(b) < d(a— 1) +2r(S).
Maintenant, en appliquant les arguments de la preuve du théoreme 4.3.2 a I’équation

(4), nous avons :

deg(b) < d(av—1) + c(a—1).

D’ou deg(b) < s qui contredit I'hypothese. O
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié la base de Grobner des idéaux toriques. Pour
cela, nous avons utilisé les propriétés de la base de Grobner pour déterminer les
éléments d’un idéal et pour vérifier ’existence des solutions d’un systeme d’équation
polynomiale. Pour y arriver, nous avons utilisé entre autres le lemme de Dikson et

le Nullstellensatz de Hilbert.

L’idée capitale dans cette étude est la particularité de la base de Grobner des
idéaux toriques car grace a cette base, on peut déterminer les minimaux successifs
de Minkowski d'un réseau et de plus, les caractéristiques de cette base nous ont

permis de majorer son degré maximal.
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