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Introduction

Le but de cette présente étude est la mise en relief de la particularité de la base

de Gröbner des idéaux toriques. Cette base est très intéressante pour les idéaux

polynômiaux grâce à ses propriétés particulières. Pour cela, on peut signaler entre

autres que la base de Gröbner d’un idéal I engendre cet idéal et de plus, elle a un reste

unique dans l’algorithme de division dans un anneau de polynôme K[X1, . . . , Xn]

sans tenir compte l’ordre qu’on procède à ladite division. Outre, elle donne une

esquisse simple de l’existence des solutions d’un système d’équation polynomiale en

utilisant le Nullstellensatz de Hilbert. Quant à l’importance de la base de Gröbner

des idéaux toriques, les principales contributions de cette étude se concentrent sur le

fait qu’elle contient les minimaux successifs de Minkowski, et qu’on peut déterminer

la borne de son degré en choisissant un ordre polynomial.

Pour cela, notre travail se divise en quatre parties. La première partie contient des

rappels sur les relations d’ordre et les propriétés des A - modules. La deuxième partie

sera réservée à la construction de la variété torique par le biais d’un cône σ. C’est

dans cette partie que nous donnerons les notions de la variété affine et la corrélation

entre les idéaux et ces variétés. Ensuite, la troisième partie s’intéresse sur la base de

Gröbner et son application notamment sur les idéaux et sur les systèmes d’équation

polynomiale. Finalement, nous verrons dans la dernière partie les spécificités de la

base de Gröbner des idéaux toriques.
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Chapitre 1

Ordre et module

1.1 Ordre

Soient E et F deux ensembles.

Définition 1.1.1.

Une relation binaire définie sur E est une propriété définie par

xRy ⇒ (x, y) ∈ E ×E.

Définition 1.1.2.

Une relation binaire 6 définie sur E est dite un préordre si elle est :

– reflexive : x 6 x, ∀x ∈ E

– transitive : (x 6 y et y 6 z)⇒ x 6 z

Une relation d’ordre ou ordre partiel est un préordre antisymétrique, c’est-à-dire si

on a de plus

(x 6 y et y 6 x)⇒ x = y

Exemple 1.1.3.

– La relation de la divisibilité "|" est un ordre partiel sur N∗. Dans ce cas (E, |)

est dit partiellement ordonné.
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– La relation < définie par ∀(x, y) ∈ Z2, x < y ⇔ y − x ∈ N∗ n’est pas une

relation d’ordre, car la relation n’est pas reflexive.

Dans toute la suite, 6 désignera un ordre partiel.

Notations.

Soit A ⊆ E, pour tout x ∈ E, on note :

U(x,6) := {y ∈ E/ x 6 y} (1.1)

D(x,6) := {y ∈ E/ y 6 x} (1.2)

UA(x,6) := {y ∈ A/x 6 y} (1.3)

DA(x,6) := {y ∈ A/ y 6 x} (1.4)

On les notera respectivement U(x) et D(x) s’il n’y aura pas d’ambiguité.

Définition 1.1.4.

(E,6) est dit un ensemble totalement ordonné si pour tout x ∈ E, pour tout y ∈ E ;

y ∈ U(x) ou y ∈ D(x) (1.5)

Une telle relation est dite ordre total sur E.

Exemple 1.1.5.

(R,6) est totalement ordonné.

Définitions 1.1.6.

On dit que deux éléments x, y de E sont 6-comparables ou tout simplement compa-

rables s’ils vérifient (1.5). Ils sont 6-incomparables (ou incomparables) s’ils ne sont

pas comparables.

Soit A ⊆ E. A est dit chaîne (resp. antichaîne) si tout x, y ∈ A, x, y sont 6-

comparables (resp. 6-incomparables).
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Définitions 1.1.7.

Un ordre partiel 6 est dit fondé si l’ensemble

Min6(A) := {x ∈ A/ DA(x; 6)\{x} = ∅} 6= ∅ (1.6)

pour tout sous ensemble non vide de E ; Autrement dit, 6 est fondé si tout sous

ensemble non vide de E admet au moins un élément minimal. Cette relation d’ordre

est dite :

– non fondée, si elle n’est pas fondée

– étroite si Min6(A) est fini pour tout A ⊆ E, avec A 6= ∅

– bel ordre si 6 est à la fois étroit et fondé

– bon ordre si 6 est à la fois total et fondé. Dans ce cas, (E,6) est dit bien

ordonné.

– linéaire si (E,6) est une chaîne.

Théorème 1.1.8.

6 est fondé sur E si et seulement si toute suite strictement décroissante (xi)i∈N

d’elements de E est finie.

Preuve.

(⇒) : Supposons qu’il existe une suite strictement décroissante (xi)i∈N d’éléments

de E qui n’est pas finie. Posons X = {xi/ i ∈ N} ⊆ E. Alors Min6(X) = ∅ et 6

est ainsi non fondé sur E.

(⇐) : Supposons qu’il existe A ⊆ E tel que A 6= ∅ et Min6(A) = ∅. Donc

∀x ∈ A,DA(x,6) 6= ∅

Soit x0 ∈ A, donc il existe x1 ∈ A tel que x1 6 x0, et de la même façon il existe

x2 ∈ A tel que x2 6 x1 6 x0. En continuant cette procédure, on peut avoir une suite

strictement décroissante d’éléments de E :

x0 > x1 > x2 > ... > xn > ...pour tout n ∈ N

�
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Lemme 1.1.9.

6 est étroit sur E si et seulement si (E,6) n’admet pas d’antichaîne infinie.

Preuve.

Supposons que 6 est étroit et soit A une antichaîne de (E,6).

On a Min6(A) = A car pour tout x, y ∈ A, x et y sont incomparables d’après la

définition 1.1.6. Comme 6 est étroit, donc A est fini.

Réciproquement, soit A 6= ∅ et A ⊆ E. Min6(A) est une antichaîne de E, d’où

Min6A est fini et 6 est ainsi étroit. �

Définition 1.1.10.

Un ordre partiel 6′ de E est dit une extension de 6 si on a :

x 6 y ⇒ x 6′ y, pour tout x, y ∈ E

Théorème 1.1.11.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. 6 est un bel ordre

2. Pour toute suite (xi)i∈N d’éléments distincts de E, on peut trouver deux indices

i < j tel que xi 6 xj.

Preuve.

1⇒ 2 Soit (xi)i∈N une suite d’éléments distincts de E tel que pour tout i, j ∈ N, xi

et xj sont incomparables. Ainsi, X = {xi/ i ∈ N} est une antichaîne infinie de E et

par suite, 6 n’est pas étroit sur E, donc ce n’est pas un bel ordre De plus, s’il existe

une suite strictement décroissante d’éléments distincts de E, alors 6 n’est pas fondé

sur E (cf théorème 1.1.8), donc ce n’est plus un bel ordre.

2 ⇒ 1 Si 6 n’est pas fondé alors il y a une suite infinie (xi)i∈N ⊆ E strictement

décroissante (cf ; théorème 1.1.8).

Si 6 n’est pas étroit, il existe une antichaîne infinie A de (E,6).
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Soit x : N −→ A

n 7−→ xn

une application injective alors xn et xm sont incomparables,

pour tout n 6= m �

Lemme 1.1.12.

Soit 6′ une extension de 6.

Si x et y sont 6′-incomparables, alors ils sont 6 -incomparables.

Preuve.

C’est la contraposée de la définition : x 6 y ⇒ x 6′ y. �

Proposition 1.1.13.

Soit 6′ une extension de l’ordre partiel 6 :

1. si 6′ est fondé, alors 6 est fondé ;

2. si 6 est étroit, alors 6′ est étroit ;

3. si 6 est bel ordre, alors 6′ l’est aussi.

Preuve.

1. Supposons que 6 n’est pas fondé. Soit ∅ 6= A ⊆ E tel que Min6(A) = ∅.

Donc pour tout x ∈ A, il existe y ∈ A ; tel que y ∈ DA(x,6) par suite

y ∈ DA(x,6′) ; ainsi Min6′(A) = ∅ et 6′ n’est pas fondé.

2. Supposons que 6 est étroit. Or x et y sont 6 -incomparables s’ils sont 6′-

incomparables (cf lemme 1.1.12). Donc une antichaîne infinie dans (E,6′)

l’est aussi dans (E,6). Comme 6 est étroit, (E,6) n’admet pas d’antichaîne

infinie (cf. lemme 1.1.9). Donc (E,6′) n’admet non plus d’antichaîne infinie.

D’où d’après ce même lemme, 6′ est étroite.

3. Soit (xi)i∈N une suite d’éléments distincts de E. Comme (E,6) est un bel

ordre, il existe i, j tels que i < j et xi 6 xj , (cf théorème 1.1.11) par conséquent

xi 6′ xj . Ainsi, 6′ est un bel ordre.
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Lemme 1.1.14.

Soit A ⊆ E une antichaîne de (E,6). Soit a ∈ A, alors l’ordre partiel 6 admet une

extension 6′ tel que {a} = Min6′A.

Preuve.

Sous les hypothèses du lemme, en notant B = A\{a} et 6′ la relation sur E définie

par :

U ′(x) =











U(x) ∪ U(B) si a ∈ U(x)

U(x) sinon

avec U(B) =
⋃

x∈B U(x). La relation 6′ est un ordre partiel sur E. De plus, c’ est une

extension de 6 car U(x) ⊆ U ′(x) pour tout x ∈ E (cf [Ram 02]. lemme 1.16).

Et pour la deuxième partie du lemme, soit y un élément quelconque de B. Comme

y ∈ U(y), y ∈ U(B) et par suite B ⊆ U(a) ∪ U(B). De plus a ∈ U(a), donc

U ′(a) = U(a)∪U(B). Ainsi, y ∈ U ′(a) pour tout y ∈ A\{a}. Par conséquent, a 6′ y

pour tout y ∈ A\{a}, donc y /∈ Min6′(A) et on conclut que {a} = Min6′(A). �

Proposition 1.1.15.

Tout ordre partiel 6 admet une extension linéaire.

Preuve.

Notons X l’ensemble de toutes les extensions 6′ de l’ordre partiel 6. X est non vide

(car 6∈ X ). Définissons sur X une relation d’inclusion, pour deux éléments 6′ et

6′′ de X par

6′ ⊆ 6′′⇔ U(x,6′) ⊆ U(x,6′′) (1.7)

Soit une chaîne {6i}i∈I de (X,⊆). Alors pour chaque x ∈ E, la chaîne d’ensembles

(UE(x,6i))i∈I admet un majorant U(x,6′) =
⋃

i∈I U(xi 6i). Donc (X,⊆) est inductif

et il admet ainsi un élément maximal 6m (d’après le lemme de Zorn).

Supposons que 6m n’est pas linéaire. Soit (a, b) un couple de E tel que a et b

sont 6m-incomparables. Donc {a, b} est une antichaîne de E et d’après le lemme
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1.1.14, il existe une extension 6′m de 6m tel que {a} = Min6′m
{a, b}

Par suite : 6′m∈ X et alors U(x,6m) ⊆ U(x,6′m), donc 6m ⊆ 6′m, qui contredit la

maximalité de 6m. D’où 6m est une extension linéaire de 6. �

1.2 Monoïdes et modules

1.2.1 Monoïdes

On appelle monoïde, un ensemble muni d’une opération de composition interne

associative et d’un élément neutre. Par exemple (N,+, 0) est un monoïde.

1.2.2 Modules

Soit K un anneau commutatif unitaire. Un K-modules M est un monoïde com-

mutatif muni d’une loi d’addition + et d’une loi de multiplication de K × M à

valeurs dans M qui satisfait aux axiomes suivants :

α.(x+ y) = α.x+ α.y

(α + β).x = α.x+ β.x

α.(β.x) = (α.β).x

1.x = x

Pour tout x ∈M , il existe x′ tel que x+ x′ = 0 (0 est l’élément neutre de M) pour

tout α, β ∈ K et x, y ∈M)

Définition 1.2.1.

Soient E et F deux K modules. Une fonction f est dite K-linéaires de E vers F , si

f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y), ∀x, y ∈ E et α, β ∈ K.

Définition 1.2.2.

Soit M un K-module. On appelle K-sous module de M , toute partie M ′ tel que :
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M ′ est un sous monoïde de (M,+)

x ∈M ′, α ∈ K impliquent αx ∈M ′

Si K était un corps, alors on dit que M est un K-sous espace vectoriel.

Définition 1.2.3.

Soient M un K-module et M1, ...,Mp des K-sous modules de M , on dit qu’ils sont

linéairement indépendants si l’application

f : M1 × ...×Mp −→ M

(x1, ..., xp) 7−→ x1 + ... + xp

est bijective

On note alors M = M1 ⊕M2 ⊕ ...⊕Mp et on dit que M est une somme directe de

M1, ...,Mp.

Proposition 1.2.4.

Si M = M1⊕M2⊕ ...⊕Mp, alors tout x ∈M s’écrit de façon unique sous la forme

x = x1 + ...+ xp avec xi ∈Mi, 1 6 i 6 p.

Proposition et définitions 1.2.5.

Notons Vi l’application de M vers
p
⊕

i=1

Mi telle que Vi : x 7→ xi. Alors Vi est linéaire

et que Vi ◦ Vi = Vi,

Vi est appelé la projection sur Mi parallèlement à
p
⊕

j=1

j 6=i

Mj

Un endomorphisme V d’un K-module M est un projecteur si V ◦ V = V .

Proposition 1.2.6.

Soient V1, ..., Vp des endomorphismes d’un module M vérifant :

(i)

Vj ◦ Vi =











Vi si i = j

0 si i 6= j
(1.8)
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(ii)

V1 + ...+ Vp = IdM

Alors :

1. Les Vi sont des projecteurs

2. M =
p

⊕
i=1 Vi(M)

Une telle décomposition de IdM est dite décomposition de l’unité en une famille

orthogonale de projecteurs.

Preuve.

1. Soit : i = {1, ..., p}

On a Vi ◦ Vi = Vi d’après (1.8)

2. Par hypothèse V1 + ...+ Vp = IdM . Donc (V1 + ...+ Vp)(M) = IdM(M). Alors

V1(M) + · · · + Vp(M) = M . De plus, si x ∈
p
⋂

i=1

Vi(M), alors pour tout i, il

existe xi ∈ M tel que Vi(xi) = x. Soit i 6= j, on a Vj ◦ Vi(xi) = Vj(x) = 0,

par suite x ∈
p
⋂

i=1

Ker Vi. Or Vi ◦ Vi(xi) = Vi[Vi(xi)] = Vi(x) et d’après (1.8) :

Vi ◦ Vi(xi) = Vi(xi).

Ainsi, Vi(x) = Vi(xi) = x et comme x ∈ KerVi, Vi(x) = 0. Donc x = 0.

�

1.3 Les modules de type fini

Définition 1.3.1.

Soit A un Z-module. La famille (ei)i∈I est une base de A si pour tout a ∈ A, il existe

des λi ∈ Z tels que a =
∑

i∈I

λiei. On dit que A est libre si et seulement si A admet

une base. Il est de type fini s’il admet une famille génératrice finie.

Théorème 1.3.2.

Soit A un Z-module libre de type fini.Alors toutes les bases de A ont le même car-

dinal.
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Preuve.

Soit (a1, ..., an) une base de A.

Considérons l’homomorphisme surjectif de groupe :

Φ : A −→ (Z/2Z)n

a =
∑

i6n

αiai 7−→ (α1; ...;αp)

A/2A est un F2− espace vectoriel. En effet (A/2A,+) est un groupe abélien et on

vérifie le seul axiome non trivial

pour tout λ, µ ∈ F2, (λ+ µ)x = λx+ µx

si λ = 1 = µ on a

(1 + 1)x = 2x = 0 et x+ x = 2x = 0

De plus, on a : Ker Φ = {a ∈ A/Φ(a) = 0}

=

{

n
∑

i=1

αiai/αi = 2βi, βi ∈ Z

}

=

{

n
∑

i=1

2βiai/βi ∈ Z

}

=

{

2
n
∑

i=1

βiai/βi ∈ Z

}

= 2A

Comme Φ est surjective, Φ(A) = (Z/2Z)n et par suite A/2A ' (Z/2Z)n donc A/2A

est de dimension n. Ce qui détermine n de manière unique. �

1.4 Completion d’une famille libre en une base

Lemme 1.4.1.

Soit (λ1, ..., λn) ∈ Zn(n > 2), tel que pgcd(λ1; ...;λn) = 1.
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Alors il existe (αi,j)16i6n
26j6n

∈ Z(n−1)n telle que :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ1 α12 . . . α1n

λ2 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

λn αn2 . . . αnn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1

Preuve.

On raisonne par récurrence sur n.

Si n = 2, comme pgcd(λ1, λ2) = 1, il existe (m,n) ∈ Z2 tel que

λ1m − nλ2 = 1 c’est-à-dire

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ1 n

λ2 m

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 Supposons que l’affirmation soit vraie

jusqu’au rang n− 1

Notons d = pgcd(λ1, ..., λn−1) et µi =
λi
d

pour 1 6 i 6 n− 1.

On a pgcd(µ1; ...;µn−1) = 1 Soit donc (αi,j)16i6n−1,26j6n−1 telle que

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

µ1 α12 . . . α1(n−1)

µ2 α22 . . . α2(n−1)

...
...

. . .
...

µn−1 α(n−1)2 . . . α(n−1)(n−1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1

On sait que d et λn sont premiers entre eux. Ainsi, il existe (k, `) ∈ Z2 tel que

kd+ `λn = 1

On a
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ1 α12 . . . α1(n−1) `µ1

λ2 α22 . . . α2(n−1) `µ2

...
...

. . .
...

...

λn−1 α(n−1)2 . . . α(n−1)(n−1) `µn−1

λn 0 . . . 0 k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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= (−1)n−1



















λn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α12 . . . α1(n−1) `µ1

α22 . . . α2(n−1) `µ2

...
. . .

...
...

αn−1 2 . . . α(n−1)(n−1) `µn−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ (−1)n−1k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ1 α12 . . . α1(n−1)

λ2 α22 . . . α2(n−1)

...
...

. . .
...

λn−1 α(n−1)2 . . . α(n−1)(n−1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



















= (−1)n−1



















λn `

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α12 . . . α1(n−1) µ1

α22 . . . α2(n−1) µ2

...
. . .

...
...

α(n−1)2 . . . α(n−1)(n−1) µn−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ (−1)n−1kd

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

µ1 α12 . . . α1(n−1)

µ2 α22 . . . α2(n−1)

...
...

. . .
...

µn−1 α(n−1)2 . . . α(n−1)(n−1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣



















= (−1)n−1 [(−1)n−1λn` + (−1)n−1kd]

= λnl + kd

= 1 �

Proposition 1.4.2.

Soit λ = (λ1, ..., λn) ∈ Zn tel que pgcd(λ1; ...;λn) = 1. Alors, il existe

(ai)16i6n−1 ∈ (Zn)n−1 tel que (λ, a1, ..., an−1) soit une Z-base de Zn.

Preuve.

Posons M =





















λ1 α12 ... α1n

λ2 α22 ... α2n

...
...

. . .
...

λn αn2 . . . αnn





















det(M) = 1 d’après le lemme 1.4.1
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Posons M ′ la comatrice de M et tM ′ la transposée de sa comatrice.

On a :

(tM ′)M = (det(M))In = In

On en déduite que M−1 ∈ Mn(Z). Notons ξi ∈ Mn1(Z) tel que (ξi)j = δij Dans ce

cas :

MX = ξi ⇔ X = M−1ξi ∈ Mn1(Z)

Donc ξi =
n
∑

j=1

XjCj où Cj est la j-ième colonne de la matrice M . Ainsi (Cj)16j6n

est génératrice de Zn et libre car de bon cardinal. �

Définition 1.4.3.

Soient :

• K un anneau commutatif intègre

• M un K-module unitaire

1. Un élément m ∈M est dit élément de torsion s’il existe a ∈ K∗ tel que am = 0

2. L’ensemble de tous les éléments de torsion de M constitue un K-sous-module de

M appelé sous module de torsion de M , noté Mtor

3. Lorsque M = Mtor, on dit que M est un module de torsion

4. Au cas où Mtor = {0} 6= M , on dit que M est sans torsion. Dans ce cas, pour

m ∈M , a ∈ K∗ ; on a :

a.m = 0⇒ m = 0

Théorème 1.4.4 (Quotients sans torsion de Zn).

Soit G un sous groupe de Z
n tel que Z

n/G soit sans torsion.

Alors il existe k ∈ N tel que Zn/G ' Zk.

Preuve.

On raisonne par récurrence sur n.

Si n = 1, alors G est le groupe nul et k = 1. En effet, on sait que les quotients de Z

17



sont les Z/nZ qui sont cycliques dès que n > 1.

Supposons que cette affirmation soit vraie jusqu’au rang n − 1. Soit G un sous

groupe, supposé non nul de Zn tel que Zn/G soit sans torsion. Soit λ ∈ G, λ 6= 0

avec λ = (λ1, ..., λn). Soit d = pgcd(λ1, ..., λn). Alors µ =

(

λi
d

)

i∈N

∈ G.

En effet, sinon, on aurait en notant ϕ : Zn → Zn/G l’homomorphisme surjectif

canonique, ϕ(µ) 6= 0 et dϕ(µ) = 0. On peut alors compléter µ en une base (ai)16i6n

où a1 = µ d’après la proposition 1.4.2.

Considérons

ψ : Zn−1 −→ Zn/G

(x2, ..., xn) 7−→ ϕ

(

n
∑

i=2

xiai

)

Cet homomorphisme est bien défini et surjectif car µ ∈ G. En effet si

X1 = (x
(1)
2 ; . . . ; x(1)

n ), X2 = (x
(2)
2 ; ...; x(2)

n ) tel que X1 = X2. On a

n
∑

i=2

x
(1)
i ai =

n
∑

i=2

x
(2)
i ai

et si y ∈ Zn/G alors y = (y1, ..., yn). Donc il existe (y1, ..., yn) tel que

ϕ(y1, ..., yn) = y

= ϕ

(

n
∑

i=1

αiai

)

= ϕ

(

n
∑

i=2

αiai

)

+ ϕ(α1µ)

= ϕ

(

n
∑

i=2

αiai

)

+ α1ϕ(µ)

Or µ ∈ G donc ψ est surjectif.

Ainsi Zn−1/Ker ψ ' Zn/G. Or Zn−1/Ker ψ est sans torsion. En effet, posons θ un

isomorphisme de Zn−1/Kerψ dans Zn/G. Soit m ∈ Zn−1/Kerψ tel que αm = 0

avec α ∈ Z∗.

On a θ(αm) = 0 = αθ(m), avec θ(m) ∈ Zn/G.

Par hypothèse, Zn/G est sans torsion, donc θ(m) = 0. Or θ est injective, c’est-à-dire
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Ker θ = {0}, on en déduit que m = 0.

Enfin, l’hypothèse de récurrence nous permet de conclure le résultat. �

Théorème 1.4.5.

Tout Z-module de type fini et sans torsion est libre.

Preuve.

Soit M un Z-module de type fini et sans torsion et soit (ai)16i6n une famille géné-

ratrice de M . Considérons l’application ϕ définie par :

ϕ : Zn −→ M

λ = (λ1, ..., λn) 7−→
n
∑

i=1

λiai

Par définition ϕ est surjective, donc M ' Zn/Kerϕ ' Zk d’après le théorème 1.4.4.

Soient (ei)16i6k la base canonique de Z
k et f est un isomorphisme de Z

k sur M ,

alors (f(ei))16i6k est une Z-base de M �

Théorème 1.4.6.

Soient p un nombre premier et A un Z-module libre de type fini, alors A/pA est un

anneau fini non nul.

Preuve.

Le fait que A/pA soit un anneau est acquis dès la construction de A/pA.

Pour montrer qu’il est fini non nul, il suffit de montrer que (A/pA) ' (Z/pZ)n si

rg A = n c’est-à-dire < a1, ..., an >= A.

Considérons l’homomorphisme surjectif

Posons :

ψ : A −→ (Z/pZ)n

∑

λiai 7−→ (λ1, λ2, ..., λn)

On a Kerψ = pA et comme ψ est surjective, A/pA ' (Z/pZ)n � �
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Chapitre 2

Variété torique

2.1 Cônes

Définition 2.1.1.

Un ensemble non vide d’un espace Euclidien est dit cône convexe si

λx+ µy ∈ C ∀x, y ∈ C et λ, µ > 0

Soient maintenant :

N ' Zn un réseau (module libre de rang n), M = Hom (N,Z) son dual

Nous noterons

NR = N ⊗ R ' Rn le R-espace vectoriel associé à N ; MR = L(Rn,R) le R-espace

vectoriel associé à M .

Définition 2.1.2.

On appelle cône rationnel polyédral fortement convexe un sous ensemble σ de NR

tel qu’il existe une famille fini (ai)i∈I d’éléments de N telle que

σ =
∑

i∈I

R
+ai = {α1a1 + α2a2 + ... + αsas/ αi ∈ R+ pour 1 6 i 6 s}

et

σ ∩ (−σ) = {0}
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Dans ce cas, on dit que σ est de type fini et on le note σ =< a1, ..., as >

La dimension de σ est définie comme la dimension de l’espace vectoriel réel

engendré par les points du cône σ.

On définit le produit R-bilinéaire canonique sur MR ×NR par :

<,>: MR ×NR → R( par exemple le produit usuel de R
n)

Notons σ∗ = {v ∈ MR :< v, x >> 0, ∀x ∈ σ} ⊆MR

σ⊥ = {v ∈MR :< v, x >= 0, ∀x ∈ σ} ⊆MR

le dual et l’orthogonal respectifs du cône σ

Définition 2.1.3.

On dit que τ ⊂ σ est une face de σ (on notera τ 6 σ) s’il est possible de trouver

v ∈ σ∗ tel que τ = σ ∩ {v}⊥.

τ =< a1, ..., ak > est dit simplicial de dimension k si les ai(i = 1, ..., k) sont linéai-

rement indépendants.

Proposition 2.1.4.

Soit σ un cône de dimension n. Les faces de σ de dimension p < n sont exactement

les cônes engendrés par la famille {a1, ..., ap} de cardinal p.

Preuve.

On a σ = {α1a1 + α2a2 + ...+ αnan, αi > 0, ai ∈ Znpour 1 6 i 6 n}

Comme τ 6 σ, si x ∈ τ , alors x ∈ σ.

Donc il existe (αi)16i6m[x] tel que x =
m[x]
∑

i=1

αiai avec αi > 0 pour tout 1 6 i 6 m[x]

et m[x] 6 n

Ainsi chaque élément de τ s’écrit de cette façon.

Prenons m = sup{m[x]/x ∈ τ}

alors, on a

τ = {α1a1 + ... + αmam : αi > 0, ai ∈ Z
n pour 1 6 i 6 n}

�
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Proposition 2.1.5.

Le dual d’un cône est un cône.

Preuve.

On a

σ∗ = {v ∈MR :< v, x >> 0, ∀x ∈ σ}

Notons e∗k l’application

e∗k : Rn −→ R

(x1, ..., xk, ..., xn) 7−→ e∗k(x1, ..., xk, ..., xn) = xk

pour tout 1 6 k 6 n

Prenons x ∈ σ, on a

x = α1e1 + α2e2 + ... + αnen

où

ei = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)

↑

ieme rang

donc

x = e∗1(x)e1 + e∗2(x)e2 + ... + e∗n(x)en

Soit maintenant v ∈ σ∗, on a :

v(x) = v(e1)e∗1(x) + v(e2)e
∗
2(x) + ...+ v(en)e∗n(x)

Alors v = β1e
∗
1 + β2e

∗
2 + ...+ βne

∗
n avec βi = v(ei) 1 6 i 6 n

Par suite

σ∗ = {β1e
∗
1 + β2e

∗
2 + ...+ βne

∗
n; βi > 0 pour 1 6 i 6 n}

�

Proposition 2.1.6.

Soient deux cônes σ et δ. Alors
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i) ((σ)∗)∗ ' σ

ii) σ = ((σ)⊥)⊥

iii) σ⊥ + δ⊥ ⊆ (σ ∩ δ)⊥

iv) (σ + δ)⊥ = σ⊥ ∩ δ⊥

Preuve.

i) Prenons l’homomorphisme

θ : σ −→ (σ∗)∗

x 7−→ θx : σ∗ −→ R

f 7−→ θx(f) = f(x)

Soit x tel que θx = 0, alors on a nécessairement x = 0

Donc ker θ = {0} et θ est ainsi injective. Par suite, θ est bijective.

ii) Il suffit de remarquer que :

σ⊥ = {v ∈MR, < v, x >= 0, pour tout x ∈ σ}

(σ⊥)⊥ = {x ∈ σ,< v, x >= 0, pour tout v ∈ σ⊥}

iii) D’abord, il est nécessaire de remarquer que si σ ⊂ δ, alors δ⊥ ⊂ σ⊥

On a :

σ ∩ δ ⊆ σ, implique σ⊥ ⊆ (σ ∩ δ)⊥

σ ∩ δ ⊆ δ, implique δ⊥ ⊆ (σ ∩ δ)⊥

Ainsi σ⊥ + δ⊥ ⊆ (σ ∩ δ)⊥

iv) D’une part, on a : σ ⊆ σ + δ et δ ⊆ σ + δ. Alors on a (σ + δ)⊥ ⊆ σ⊥ et

(σ + δ)⊥ ⊆ δ⊥, ainsi (σ + δ)⊥ ⊆ σ⊥ ∩ δ⊥

Réciproquement, soit v ∈ σ⊥ ∩ δ⊥ et x ∈ σ + δ.

Alors, il existe y ∈ σ et z ∈ δ tel que x = y + z. Ainsi,

< v, x >=< v, y > + < v, z >= 0
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Donc, v ∈ (σ + δ)⊥ et on a par suite σ⊥ ∩ δ⊥ ⊆ (σ + δ)⊥. D’où l’égalité voulue.

�

2.2 Variétés affines

Définition 2.2.1.

Soit k un corps et f1, ..., fs ∈ k[x1, ..., xn].

L’ensemble noté V (f1, ..., fs) = {(a1, ..., an) ∈ kn/fi(a1, ..., an) = 0, 1 6 i 6 s}

est appelé variété affine définie par f1, f2, ..., fs. Donc V (f1, ..., fs) ⊂ kn et c’est

l’ensemble des solutions du système d’équations (S) :






































f1(x1, ..., xn) = 0

f2(x1, ..., xn) = 0
...

...

fs(x1, ..., xn) = 0

La dimension d’une telle variété affine est égale à n− r où r = rang (S).

Exemple 2.2.2.

Fixons k = R.

V (x2 + y2 − 1) est une variété affine dans R2 qui n’est autre que le cercle de centre

O et de rayon 1.

Lemme 2.2.3.

Si W,V ⊆ kn des variétés affines. Alors V ∩W et V ∪W sont aussi des variétés

affines.

Preuve.

Supposons : V = V (f1, ..., fs), W = V (g1, ..., gt)

V ∩W = V (f1, ..., fs, g1, ..., gt)

V ∪W = V (figj ; 1 6 i 6 s, 1 6 j 6 t)

�
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Exemple 2.2.4.

V [(x− 2)(x2 − y); y(x2 − y); (z + 1)(x2 − y)] = V (x− 2; y; z + 1) ∪ V (x2 − y)

2.3 Idéaux

Définition 2.3.1.

Soit I un sous-ensemble de k[X1, ..., Xn].

I est un idéal de k[X1, ..., Xn] si et seulement si :

i) 0 ∈ I

ii) I est stable par l’addition : f, g ∈ I ⇒ f + g ∈ I

iii) I est stable par la multiplication : (f ∈ I, h ∈ k[X1, ..., Xn])⇒ f.h ∈ I

Définition 2.3.2.

Soient f1, f2, ..., fs ∈ k[X1, ..., Xn].

Alors l’ensemble I =< f1, ..., fs >= {
s
∑

i=1

hifi, h1, ..., hs ∈ k[X1, ..., Xn]} est un idéal

de k[X1, ..., Xn] engendré par f1, ..., fs.

Dans ce cas, I est dit de générateur fini et {f1, ..., fs} est une base de I.

Proposition 2.3.3.

Si {f1, ..., fs} et {g1, ..., gs} sont des bases d’un même idéal I, alors

V (f1, ..., fs) = V (g1, ..., gs)

Preuve.

Comme fi ∈ I (1 6 i 6 s), donc chaque fi est une combinaison linéaire de g1, ..., gs

à coéfficient dans k[X1, ..., Xn]. L’autre inclusion s’obtient analogiquement. �

Exemple 2.3.4.

Posons f(X, Y ) = 2X2 + 3Y 2 − 11

g(X, Y ) = X2 − Y 2 − 3
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on a

1

5
f(X, Y )−

2

5
g(X, Y ) =

1

5
(2X2 + 3Y 2 − 11)−

2

5
(X2 − Y 2 − 3)

=
2

5
X2 +

3

5
Y 2 −

11

5
−

2

5
X2 +

2

5
Y 2 +

6

5

= Y 2 − 1

1

5
f(X, Y ) +

3

5
g(X, Y ) =

1

5
(2X2 + 3Y 2 − 11) +

3

5
(X2 − Y 2 − 3)

=
2

5
X2 +

3

5
Y 2 −

11

5
+

3

5
X2 −

3

5
Y 2 −

9

5

= X2 − 4

Donc

< 2X2 + 3Y 2 − 11;X2 − Y 2 − 3 >=< X2 − 4;Y 2 − 1 >

et

V (2X2 + 3Y 2 − 11;X2 − Y 2 − 3) = V (X2 − 4;Y 2 − 1)

Définition 2.3.5.

Soit V ⊂ kn une variété affine. On définit l’ensemble :

I(V ) := {f ∈ k[X1, ..., Xn], f(a1, ..., an) = 0 pour tout (a1, ..., an) ∈ V }

Dans ce cas, I(V ) est appelé idéal de la variété V .

Exemple 2.3.6.

{(0, 0)} ⊂ k2 est une variété affine.

On a : I({(0, 0)}) =< x; y >

Lemme 2.3.7.

Soient f1, .., fs ∈ k[X1, ..., Xn].

Notons V = V (f1, .., fs). Alors < f1, .., fs >⊆ I(V )
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Preuve.

Soit f ∈< f1, .., fs >. Alors, f est une combinaison linéaire de f1, .., fs à coéfficient

dans k[X1, ..., Xn].

Or chaque fi (1 6 i 6 s) s’annule sur V , ainsi, il en est de même pour f . Par

suite, f ∈ I(V ). �

Pour le contre exemple, on peut considérer l’idéal engendré par {X2;Y 2}. En

effet, < X2;Y 2 >( I(V ), avec V = V (X2, Y 2) = {(0, 0)},

car X + Y ∈ I(V ) mais X + Y /∈< X2;Y 2 >

Proposition 2.3.8.

Soient V et W deux variétés affines de kn. Alors V ⊆W si et seulement si I(V ) ⊇

I(W ).

Preuve.

Soit f ∈ I(W ). Donc f s’annule sur W . Et comme V ⊆W , f s’annule aussi sur V .

Par suite, f ∈ I(V ).

Réciproquement, posons V = V (f1, ..., fs), W = V (g1, ..., gt).

Soit x ∈ V . Comme I(W ) ⊆ I(V ) ; donc tous les polynômes de I(W ) s’annulent sur

V . Ainsi, gi(x) = 0, 1 6 i 6 t. Par suite, x ∈W . �

Définition 2.3.9.

Soit I ⊂ k[X1, ..., Xn] un idéal. On notera par V (I) l’ensemble

V (I) := {(a1, ..., an) ∈ kn/f(a1, ..., an) = 0 pour tout f ∈ I}

Proposition 2.3.10.

V (I) est une variété affine. En particulier, si I =< f1, ..., fs >, alors

V (I) = V (f1, ..., fs).

Preuve.

Pour la preuve, admettons que I a un générateur fini (nous ferons la démonstration

dans le prochain chapitre).
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Alors, supposons maintenant que I =< f1, ..., fs >

Soit (a1, ..., an) ∈ V (I). On a fi(a1, ..., an) = 0 car fi ∈ I (1 6 i 6 s).

Donc

(a1, ..., an) ∈ V (f1, ..., fs)

Par suite

V (I) ⊆ V (f1, ..., fs)

Prenons maintenant (a1, ..., an) ∈ V (f1, ..., fs). Donc fi(a1, ..., an) = 0 pour tout

1 6 i 6 s. Or, les éléments de I sont des combinaisons à coéfficient dans k[X1, ..., Xn]

des f1, ..., fs. Ainsi, si f ∈ I, alors f(a1, ..., an) = 0.

D’où

V (f1, ..., fs) ⊆ V (I)

�

2.4 Variété torique associée à un cône polyhedral

convexe

Soit σ ∈ NR un cône polyhedral convexe (on dira désormais un cône).

Notons Sσ = M ∩σ∗ = {a ∈M/ < a, y >> 0, ∀y ∈ σ}, c’est un sous semi-groupe de

M qui a la propriété d’être engendré par un nombre fini d’élément deM , c’est-à-dire :

Sσ = Z+a1 + ... + Z+as

= {α1a1 + ... + αsas/pour tout i, αi ∈ Z, αi > 0}

On associe à Sσ une C algèbre de type fini, puis une variété algébrique affine de la

manière suivante :

Soit Sσ =< a1, ..., as > et Aσ = C[u1, ..., us] l’algèbre de type fini engendrée par

u1 = Za1 , ..., us = Zas où ui sont les variables toriques et Zi les coordonnées affines

dans (C∗)n avec Zai = Z
ai1
1 × ...× Z

ais
s , C∗ = C\{0} et Z = (Z1, ..., Zs).
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Comme Sσ est de type fini, Aσ l’est aussi, elle s’écrit donc comme quotient d’un

anneau de polynôme C[Y1, ..., Ys] par un idéal.

Comme C[Y1, ..., Ys] est noethérien, tout idéal est engendré par un nombre fini de

polynômes F1, ..., Fm c’est-à-dire :

Aσ = C[Y1, ..., Ys]/(F1, ..., Fm)

La variété algébrique affine Vσ associée au cône σ est par définition le sous-ensemble

de Cs défini par les équations F1 = ... = Fm = 0.

Définition 2.4.1.

Vσ est appelé la variété torique affine associé à σ et (F1, ..., Fm) l’idéal torique.

Pour un cône σ, on pose

Uσ = {v : σ∗ ∩M → C; v(0) = 1, v(m+m′) = v(m)v(m′),

pour tout m,m′ ∈ σ∗ ∩M}

Proposition 2.4.2.

Il existe une bijection Φ de Vσ vers Uσ.

Preuve.

Dans toute la suite, on notera ϕx = Φ(x) pour tout x ∈ Vσ.

On peut associer à un point (y1, ..., ys) de Vσ un idéal maximal

(Y1 − y1, ..., Ys − ys) de l’algèbre Aσ. Cette correspondance est bijective (d’après le

Nullstellensatz). Par ailleurs, à chaque idéal maximal, on peut associer bijectivement

un homomorphisme surjectif ψ de C-algèbres de la manière suivante :

γ : Vσ −→ I

(y1, ..., ys) 7−→ (Y1 − y1, ..., Ys − ys)

ξ : I −→ F

I 7−→ ξ(I) = (ψ : Aσ → Aσ/I ' C)
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où I est l’ensemble des idéaux maximaux de et Aσ, F = {Aσ → Aσ/I; I ∈ I}

l’application inverse est de la forme

(ψ : Aσ → C) 7−→ kerψ

On a donc associé à chaque point x de Vσ un homomorphisme surjectif de C-algèbre

ψx.

On peut alors construire un homomorphisme de semi-groupe ϕx ∈ Uσ comme

composé des applications suivantes :

σ∗ ∩M −→ Aσ

v 7−→ Zv

et de ψx, avec ϕx(ai) = xi pour tout 1 6 i 6 s.

C’est-à-dire

Φ : Vσ −→ Uσ

x 7−→ Φ(x) = ϕx

où

ϕx : σ∗ ∩M −→ Aσ
ψx
→ C

u 7−→ Zu 7−→ ψx(Z
u)

ϕx ∈ Uσ car 0 7−→ Z0 = 1 7−→ 1 et

(m+m′) 7−→ Zm+m′ = ψx(Z
m+m′) = ψx(Z

m × Zm′) = ψx(Z
m)ψx(Z

m′)

un point x ∈ Vσ correspond donc à un homomorphisme ϕx de semi-groupe

σ∗ ∩M −→ Aσ −→ (C, .)

u 7−→ Zu 7−→ ψx(Z
u)

et cette correspondance est bijective. �

Soit {a1, ..., as} une partie génératrice de σ∗ ∩M . Dans ce cas, la variété Vσ est un

sous ensemble de Cs. D’après la preuve de la proposition 2.4.2, à un point
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x = (x1, ..., xs) ∈ Vσ, on peut associer un homomorphisme Φ défini par Φ(x) = ϕx

de la forme ϕx(ai) = xi, 1 6 i 6 s.

La variété Vσ contient un point distingué que l’on notera xσ. C’est le point associé

à :

ϕxσ : σ∗ ∩M −→ (C, .)

µ 7−→











1 si µ ∈ σ⊥

0 sinon

2.5 Action d’un tore, orbites et diviseurs

Définition 2.5.1.

Le tore T = (C∗)n est un groupe qui agit sur lui-même par la multiplication.

Soit {a1, ..., as} un système de générateurs du semi-groupe Sσ, et soit un vecteur

t = (t1, ..., tn) ∈ T . L’action du tore sur chaque variété torique affine Vσ est donnée

par :

T × Vσ −→ Vσ

(t, u1, ..., us) 7−→ (ta1u1, ..., t
asus)

où tai = tai11 ...tainn

Soit τ une face du cône σ et Sσ =< a1, ..., as >. Notons I = {i ∈ {1, ..., s}/ai /∈ τ
⊥}.

On appelle diviseur associé à τ , l’ensemble noté Dτ et défini par

Dτ = {u ∈ Vσ/ui = 0, pour tout i ∈ I}

Exemple 2.5.2.

Dans R2, considérons le cône σ engendré par les vecteurs 2e1 − e2 et e2. Le semi-

groupe Sσ est engendré par

{a1 = e∗1; a2 = e∗1 + e∗2; a3 = e∗1 + 2e∗2}

On obtient alors la C-algèbre C[Z1, Z1Z2, Z1Z
2
2 ] qui est isomorphe à

C[u1, u2, u3]/(u1u3−u
2
2) où (u1u3−u

2
2) est l’idéal engendré par la relation u1u3 = u2

2.
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La relation additive a1 + a3 = 2a2 donne la relation u1u3 = u2
2 entre les coordonnés

toriques. La variété torique affine correspondant au cône σ est donc représentée par

le cône quadratique suivant :

Vσ = {(u1, u2, u3) ∈ C
3/u1u3 = u2

2}

Décrivons à présent les diviseurs et les orbites de cette variété Vσ.

Considérons l’arête (cône de dimension 1) τ1 engendré par e2. Alors, i ∈ I si

< ai, e2 > 6= 0. Donc I = {2, 3}. L’équation de Dτ1
dans l’espace C3 est donnée par

u2 = 0, u3 = 0

Dans C3, on a donc Dτ1
= C× {0} × {0}.

Si nous notons τ2, l’arête engendrée par 2e1 − e2. i ∈ I si et seulement si

< ai, 2e1 − e2 > 6= 0 et donc I = {1, 2}. L’équation de Dτ2
dans l’espace C3 est

donnée par

u1 = 0, u2 = 0

Dans C3, on a donc que Dτ2
= {0} × {0} × C

Enfin, le cône lui-même peut être considéré comme une face et donc, pour cette

face particulière, on a I = {1, 2, 3}. Ainsi, Dσ est donnée par u1 = 0, u2 = 0, u3 = 0.

Donc Dσ = Oσ est l’origine (0, 0, 0) ∈ C3.

On peut alors lister les orbites suivants :

1. Oσ = {(0, 0, 0)}

2. Oτ1
= C∗ × {0} × {0}, orbite du point distingué xτ1

= (1, 0, 0)

3. Oτ2
= {0} × {0} × C∗, orbite du point distingué xτ2

= (0, 0, 1)
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Chapitre 3

Base de Gröbner

3.1 Ordres lexicographiques sur Nn

Dans toute la suite, on notera α = (α1, ..., αn) ∈ N
n et β = (β1, ..., βn) ∈ N

n.

3.1.1 Ordre lexicographique

On dit que α 6lex β par l’ordre lexicographique si la première composante non

nulle à gauche des vecteurs β − α est positive.

On dira ainsi : Xα 6lex X
β si α 6lex β.

Par exemple dans N3, (3; 2; 1) 6lex (3; 2; 4). Et par suite

X3Y 2Z 6lex X
3Y 2Z4

3.1.2 Ordre lexicographique gradué

On dit que α 6grlex β si |α| < |β|

où |α| =
n
∑

i=1

αi et |β| =
n
∑

i=1

βi

Dans le cas où |α| = |β|, on prendra l’ordre lexicographique.

Pour l’exemple, fixons n = 3. on a (1; 2; 0) 6grlex (3; 2; 0); (1; 1; 5) 6grlex (1; 2; 4)
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3.1.3 Ordre lexicographique inverse

On dit que α 6invlex β si la première composante non nulle à droite de vecteur

β − α est positive.

Par exemple (4; 7; 1) 6invlex (4; 2; 3)

3.1.4 Ordre lexicographique gradué-inverse

On dit que α 6grevlex β si |α| < |β|.

Dans le cas où |α| = |β|, on prendra l’ordre lexicographique inverse.

Pour l’exemple, fixons n = 3

(7; 0; 1) 6grevlex (2; 3; 5) ; (5; 3; 2) 6grevlex (6; 0; 4)

3.1.5 Ordre lexicographique renversé

On dit que α 6revlex β si |α| < |β|.

Dans le cas où |α| = |β|, α 6revlex β s’il existe k ∈ {1, ..., n} tel que αi = βi pour

tout k + 1 6 i 6 n et βk 6 αk.

3.2 Ordre monômial

Définition 3.2.1.

Un ordre monomial de k[X1, ..., Xn] est une relation d’ordre "6" sur Nn. c’est-à-dire

sur l’ensemble {Xα, α ∈ Nn} vérifiant les conditions suivantes :

i) 6 est un ordre total sur Nn

ii) si α 6 β, alors pour tout γ ∈ Nn, on a α + γ 6 β + γ

iii) 6 est un bon ordre sur Nn c’est-à-dire, tout sous ensemble non vide de Nn

admet un plus petit élément par 6.
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Définition 3.2.2.

Soient f =
∑

α

aαX
α un polynôme non nul de k[X1, ..., Xn] et "6" un ordre monomial.

On appelle :

i) multidegré de f , noté multideg(f) := max
6
{α ∈ N

n : aα 6= 0}

ii) coefficient dominant de f , noté LC(f) := amultideg(f) ∈ k

iii) terme dominant de f , noté LT(f) :=LC(f)Xmultideg(f)

iv) monôme dominant de f , noté LM(f) := Xmultideg(f)

Exemple 3.2.3.

Soit f = 4XY 2Z + 4Z2 − 5X3 + 7X2Z2

En prenant l’ordre lexicographique 6lex, on a :

– multideg(f) = (3; 0; 0)

– LC(f) = −5

– LM(f) = X3

– LT(f) = −5X3

3.2.1 Algorithme de division dans k[X1, ..., Xn]

Fixons un ordre monômial 6 sur Nn et soit F = (f1, ..., fs) un s-uplet de poly-

nômes dans k[X1, ..., Xn]. Alors tout polynôme f ∈ k[X1, ..., Xn] peut s’écrire comme

f = a1f1 + a2f2 + ...+ asfs + r où ai ∈ k, r ∈ k[X1, ..., Xn]

et soit r = 0, soit r est une combinaison linéaire à coefficient dans k des polynômes

qui ne divisent aucun des LT(f1) ;... ;LT(fs).

r sera appelé le reste de la division de f par F . De plus, si aifi 6= 0, alors, on a :

multideg(f) >multideg(aifi)

Exemple 3.2.4.

Considérons l’ordre lexicographique

f = X2Y +XY 2 + Y 2 ; f1 = Y 2 − 1 et f2 = XY − 1
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Soit alors F = (f1, f2)

On a : f = (Y 2 − 1) + (X + Y )(XY − 1) +X + Y + 1

= f1 + (X + Y )f2 +X + Y + 1

3.3 Base de Hilbert

Définition 3.3.1.

Un idéal I ⊂ k[X1, ..., Xn] est un idéal monômiale s’il existe un sous-ensemble

A ⊆ Nn (éventuellement infini) tel que I =< Xα : α ∈ A >.

Lemme 3.3.2.

Soit I =< Xα : α ∈ A >, un idéal monômiale. Alors le monôme Xβ ∈ I si et

seulement si Xβ est divisible par Xα pour un certain α ∈ A.

Preuve.

Si Xβ est un multiple de Xα, pour un certain α ∈ A, alors, Xβ ∈ I d’après la

définition même d’un idéal. Réciproquement, si Xβ ∈ I, alors, on peut écrire

Xβ =
s
∑

i=1

hiX
α(i) où hi ∈ k[X1, ..., Xn] pour 1 6 i 6 s et α(i) ∈ A.

Si on développe chaque hi comme combinaison linéaire des monômes, on voit que

les termes à droite de l’équation ci-dessus sont divisibles par un certain Xα(i). Alors,

il en est de même pour Xβ �

Lemme 3.3.3.

Soit I un idéal monômiale, et soit f ∈ k[X1, ..., Xn]. Alors, les assertions suivantes

sont équivalentes :

i) f ∈ I

ii) tous les termes de f appartiennent à I

iii) f est un k-combinaison linéaire des monômes de I
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Preuve.

i)⇒ii) Si f ∈ I, alors on a

f = a1X
β(1) + ... + atX

β(t) = h1X
α(1) + h2X

α(2) + ... + hsX
α(s)

D’après la preuve du lemme 3.3.2, le second membre divise un certain Xα(i). Donc

il en est de même pour f , et particulièrement, pour chaque terme de f . Par suite

Xβ(i) ∈ I (1 6 i 6 t), donc aiX
β(i) ∈ I pour tout i ∈ {1, ..., t}

ii)⇒iii) C’est claire car Xβ(i) ∈ I (1 6 i 6 t)

iii)⇒i) Comme f =
t
∑

i=1

aiX
β(i), alors f ∈ I car un idéal est stable par l’addition.

�

Corollaire 3.3.4.

Deux idéaux monômiaux sont égaux si et seulement s’ils contiennent les mêmes

monômes.

Lemme 3.3.5 (lemme de Dikson).

Un idéal monômial I = < Xα : α ∈ A > ⊂ k[X1, ..., Xn] peut s’écrire comme

I =< Xα(1), ..., Xα(s) > où α(i), ..., α(s) ∈ A.

Autrement dit, I a un nombre fini de générateurs.

Preuve.

Raisonnons par récurrence sur n.

Si n = 1, alors, I est engendré par le monôme Xα
1 , avec α ∈ A ⊂ Nn.

Posons β = minA. Alors β 6 α pour tout α ∈ A. Donc, Xβ
1 divise tout générateur

Xα
1 de I. Par suite, I =< Xβ

1 >.

Maintenant, supposons que cette affirmation soit vraie jusqu’au rang n− 1.

On écrira comme X1, X2, ..., Xn−1, Y les variables pour qu’on puisse écrire les mo-

nômes dans k[X1, ..., Xn] comme XαY m où α = (α1, ..., αn−1) ∈ N
n−1, et m ∈ N.

Supposons que I ⊂ k[X1, ..., Xn−1, Y ] soit un idéal monômiale.

37



Pour donner un générateur à I, considérons un idéal J de k[X1, ..., Xn−1] engendré

par les monômes Xα pour chaque XαY m ∈ I. Puisque J est un idéal monômial de

k[X1, ..., Xn−1], donc il existe α(1), ..., α(s) tel que J =< Xα(1), ..., Xα(s) >, d’après

l’hypothèse de récurrence.

Pour chaque i ∈ {1, ..., s}, la définition de J nous montre que Xα(i)Y mi ∈ I. Soit

m = max{mi, 1 6 i 6 s}. Alors, pour chaque 0 6 k 6 m − 1, on peut considérer

l’idéal Jk ⊂ k[X1, ..., Xn−1] engendré par les monômes Xβ tels que XβY k ∈ I.

D’après l’hypothèse de récurrence, Jk a un générateur fini.

Soit alors, Jk =< Xαk(1), ..., Xαk(sk) >.

I est engendré par les monômes :

– Xα(1)Y m, ..., Xα(s)Y m d’après J

– Xα0(1), ..., Xα0(s0) d’après J0

– Xα1(1)Y, ..., Xα1(s1)Y d’après J1

...

– Xαm−1(1)Y m−1, ..., Xαm−1(sm−1)Y m−1 d’après Jm−1

En effet, les monômes de I sont divisibles par un dans la liste précédente pour la

preuve, soit XαY β ∈ I, si p 6 m− 1, alors, XαY β est divisible par certain Xαp(i)Y p

d’après la construction de Jp.

Par suite, d’après le lemme 3.3.3, les monômes ci-dessus engendre un idéal qui a des

mêmes monômes que I. Donc, d’après le corollaire 3.3.4, cet idéal est égal à I. �

Définitions 3.3.6.

Soit I ⊂ k[X1, ..., Xn] un idéal tel que I 6= {0}.

1. On notera LT(I) l’ensemble des termes dominants des éléments de (I).

D’où LT(I) = {CXα : ∃f ∈ I tel que LT(f) = CXα}

2. On notera < LT(I) > l’idéal engendré par les éléments de LT(I)

Proposition 3.3.7.

Soit I ⊂ k[X1, ..., Xn] un idéal.
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i) < LT(I) > est un idéal monômiale

ii) Il existe g1, ..., gs ∈ I tel que < LT(I) >=< LT(g1), ...,LT(gs) >

Preuve.

i) Le monôme dominant LM(g) des éléments g ∈ I\{0} engendre l’idéal

< LM(g) : g ∈ I\{0} >. Comme LM(g) et LT(g) se diffèrent à une constante

non nulle, cet idéal est égal à < LT(g) : g ∈ I\{0} >. D’où < LT(I) > est

monômiale.

ii) Comme LT(I) est engendré par les monômes LM(g), g ∈ I\{0}, le lemme de

Dikson dans le paragraphe 3.3.5 nous dit qu’il existe g1, ..., gs ∈ I tel que

< LT(I) >=< LM(g1), ...,LM(gs) >

Comme LM(gi) et LT(gi) se diffèrent à une constante non nulle, on a par suite

< LT(I) >=< LT(g1), ...,LT(gs) >

�

Théorème 3.3.8 (théorème de la base de Hilbert).

Tout idéal I ⊂ k[X1, ..., Xn] a un générateur fini. Autrement dit, il existe g1, ..., gs ∈ I

tel que I =< g1, ..., gs >.

Preuve.

Si I = {0}, la preuve est évidente.

Supposons que I 6= {0}. Alors le générateur {g1, ..., gs} pour I peut être construit

comme suit :

D’après la proposition 3.3.7, il existe g1, ..., gs ∈ I tel que

< LT(I) >=< LT(g1), ...,LT(gs) >. Il est claire que < g1, ..., gs >⊆ I car gi ∈ I,

pour tout i ∈ {1, ..., s}.
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De plus, prenons un polynôme f quelconque qui est élément de I. Si nous appli-

quons l’algorithme de division du paragraphe 3.2.1, pour faire la division de f par

{g1, ..., gs}, on a

f = asg1 + ... + asgs + r

où aucun terme de r n’est divisible par l’un des LT(g1), ...,LT(gs). Par suite,

r = f − a1g1 − ...− asgs

Supposons que r 6= 0. Alors

LT(r) ∈ LT(I) =< LT(g1), ...,LT(gs) >

car r ∈ I d’après l’égalité précédente. Ainsi, d’après le lemme 3.3.2, LT(r) est

divisible par un certain LT(gi) (1 6 i 6 s) qui contredit la définition d’un reste

(cf. paragraphe 3.2.1).

Donc r = 0 et f ∈< g1, ..., gs >. D’où I ⊆< g1, ..., gs > et cela complète la preuve.

�

3.4 Base de Gröbner

Définition 3.4.1.

Fixons un ordre monômial. Un sous-ensemble fini G = {g1, ..., gs} d’un idéal I est

dit base de Gröbner (ou base standard) si :

< LT(g1), ...,LT(gs) >=< LT(I) >

Corollaire 3.4.2.

Fixons un ordre monômial.

Alors tout idéal I ⊂ k[X1, ..., Xn] tel que I 6= {0} a une base de Gröbner. De plus,

toute base de Gröbner d’un idéal I est aussi une base pour I.
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Preuve.

Prenons un idéal non nul. Alors,l’ensemble G = {g1, ..., gs} construit dans la preuve

du théorème de la base d’Hilbert est une base de Gröbner de I (en appliquant tout

simplement la définition).

Pour la seconde partie du corollaire, G = {g1, ..., gs} est une base de Gröbner de

I si < LT(I) =< LT(g1), ...,LT(gs) >. Alors, I =< g1, ..., gs > d’après les arguments

avancés dans la preuve du théorème 3.3.8. �

3.4.1 Propriété de la base de Gröbner

Proposition 3.4.3.

Soit G = {g1, ..., gs} une base de Gröbner d’un idéal I ⊂ k[X1, ..., Xn] et soit f ∈

k[X1, ..., Xn]. Alors il y a un unique r ∈ k[X1, ..., Xn] tel que :

i) Aucun terme de r n’est divisible par un des LT(g1), ...,LT(gs)

ii) Il existe g ∈ I tel que f = g + r

En particulier, r est le reste de la division de f par G sans tenir compte le rang des

éléments de G dans l’application de l’algorithme de division.

Preuve.

L’algorithme de division donne : f = a1g1 + ...+ atgt + r où r satisfait i).

Comme g = a1g1 + ... + atgt, g ∈ I.

Pour démontrer l’unicité de r, supposons que f = g + r = g′ + r′ qui vérifient i)

et ii). Alors r − r′ = g′ − g ∈ I avec r 6= r′. Donc

LT(r − r′) ∈< LT(I) >=< LT(g1), ...,LT(gt) > .

Cela est impossible car r et r′ vérifient i). D’où r − r′ = 0 et r = r′. �

Remarques 3.4.4.

– Le reste r est souvent appelé "forme normale" de f .
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– La base de Gröbner peut être caractérisée par l’unicité du reste.

Corollaire 3.4.5.

Soit G = {g1, ..., gs} une base de Gröbner pour un idéal I ⊂ k[X1, ..., Xn] et soit

f ∈ k[X1, ..., Xn].

Alors, f ∈ I si et seulement si le reste de la division de f par G est zéro.

Preuve.

Si le reste est nul, alors on observe clairement que f ∈ I.

Inversement, soit f ∈ I, alors f = f+0 satisfait les deux conditions de la proposition

3.4.3. Par suite, 0 est le reste de la division de f par G. �

Notation.

On notera f
F

le reste de la division de f par le s−uplet F = {f1, ..., fs}.

Exemple 3.4.6.

Si F = {X2Y − Y 2;X4Y 2 − Y 2} et en considérant 6lex, on a X5Y
F

= XY 3

Définition 3.4.7.

Soient f, g ∈ k[X1, ..., Xn] deux polynômes non nuls.

i) Si multideg(f) = α et multideg(g) = β, alors posons γ = (γ, ..., γn) où γi =

max(αi, βi) pour tout i ∈ {1, .., n}. Nous notons par Xγ le plus petit commun

multiple de LM(f) et LM(g), c’est-à-dire

Xγ = ppcm(LM(f); LM(g))

ii) le S−polynôme de f et g est la combinaison :

S(f ; g) =
Xγ

LT(f)
f −

Xγ

LT(g)
g

Exemple 3.4.8.

Soient f = X3Y 2 −X2Y 3 +X et g = 3X4Y + Y 2 dans R[X, Y ].

Considérons l’ordre grlex.

42



Alors γ = (γ1, γ2) avec γ1 = max(3; 4) = 4 ; γ2 = max(2; 1) = 2

Par suite γ = (4; 2)

S(f ; g) = X4Y 2

X3Y 2 f −
X4Y 2

3X4Y
g = Xf − 1

3
Y g

= X(X3Y 2 −X2Y 3 +X)− 1
3
Y (3X4Y + Y 2)

S(f ; g) = −X2Y 3 +X2 − 1
3
Y 3

Lemme 3.4.9.

Supposons que nous avons la somme
s
∑

i=1

cifi, où ci ∈ k et multideg(fi) = δ avec

δ ∈ Nn (1 6 i 6 s).

Si multideg (
∑s
i=1 cifi) < δ, alors

∑s
i=1 cifi est un combinaison linéaire à coeffi-

cient dans k des S-polynômes S(fj; fk) pour j, k ∈ {1, ..., s}.

De plus, pour chaque S(fj; fk), on a multideg(S(fj; fk)) < δ.

Preuve.

Soit di = LC(fi). On a cidi = LC(cifi). Comme multideg(fi) = δ

multideg(cifi = δ), et comme de plus multideg

(

s
∑

i=1

cifi

)

< δ,

s
∑

i=1

cidi = 0

Posons pi = fi
di

, on a

LT(fi) = diX
δ qui implique ppcm(LM(fi); LM(fk)) = Xδ

donc

S(f ; g) = Xδ

LT(fj)
fj −

Xδ

LT(fk)
fk

= Xδ

djXδ
fj −

Xδ

dkXδ
fk

= 1
dj
fj −

1
dk
fk

S(fj; fk) = pj − pk (1)

En utilisant l’équation
s
∑

i=1

cidi = 0, on a :
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s
∑

i=1

cifi =
s
∑

i=1

cidipi = c1d1p1 + c2d2p2 + c3d3p3 + c4d4p4 + c5d5p5 + ...+ csdsps

= c1d1p1 − c1d1p2 + c1d1p2 + c2d2p2 + c3d3p3 + c4d4p4 + c5d5p5

+... + csdsps

= c1d1(p1 − p2) + (c1d1 + c2d2)(p2 − p3) + (c1d1 + c2d2 + c3d3)p3

+c4d4p4 + c5d5p5 + ... + csdsps

= c1d1(p1 − p2) + (c1d1 + c2d2)(p2 − p3) + (c1d1 + c2d2 + c3d3)(p3 − p4)

+(c1d1 + c2d2 + c3d3)p4 + ... + csdsps

=
s−1
∑

i=1





i
∑

j=1

cjdj



 [pi − pi+1] + 0

=
s−1
∑

i=1





i
∑

j=1

cjdj



S(fi; fi+1)

De plus, comme

– multideg(pi) = multideg(pk) = δ

– LC(pi) = LC(pk) = 1

multideg(pi − pk) < δ

D’après l’équation (1), on a

multideg(S(fi; fk)) < δ

�

Théorème 3.4.10.

Soit I un idéal de k[X1, ..., Xn].

Alors, une base G = {g1, ..., gt} de I est une base de Gröbner pour I si et seulement

si, pour tout pair i 6= j, le reste de la division de S(gi; gj) par G est zéro (sans tenir

compte l’ordre).

Preuve.

Si G est une base de Gröbner ; alors comme S(gi; gj) ∈ I, le reste de la division par

G est zéro d’après le corollaire 3.4.5.
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Réciproquement, soit f ∈ I, avec f 6= 0 et I =< g1, ..., gt >. Donc il existe

h1, ..., ht ∈ k[X1, ..., Xn] tel que f =
t
∑

i=1

higi (2)

Alors multideg(f) 6 max(multideg(higi)) (3)

Si on a multideg(f) < max(multideg(higi)), alors il aurait quelques annulation

au niveau des certains higi. En utilisant le lemme 3.4.9, on peut les écrire comme

combinaison linéaire des S-polynômes. D’après notre hypothèse, on peut remplacer

les S-polynômes par des expressions en fonction des quelques gj. En continuant cette

procédure, nous pourrons avoir une autre forme de l’expression (2) où on aura une

égalité dans l’équation (3).

Cela nous permet de dire que multideg(f) = multideg(higi) pour quelque i. Par

suite LT(f) est divisible par LT(gi) et LT(f) ∈< LT(g1), ...,LT(gt) >. �

Exemple 3.4.11.

Dans cet exemple, nous considérons l’ordre 6lex.

Prenons R[X, Y ]. Soient

f1 = X3 − 2XY , donc

LT(f1) = X3

et multideg(f1) = (3; 0)

f2 = X2Y − 2Y 2 +X, donc

LT(f2) = X2Y

et multideg(f2) = (2; 1)

Posons I =< f1; f2 > et F = {f1; f2}

On a

γ = ppcm(multideg(f1); multideg(f2)) = (3; 1)

et

S(f1; f2) =
X3Y

X3
f1 −

X3Y

X2Y
f2 = Y f1 −Xf2 = −X2

Donc S(f1; f2)
F

= −X2 et F n’est pas une base de Gröbner de I.

Dans ce cas, il faut prendre f3 = −X2
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3.5 Une autre conception de base de Gröbner

Considérons deux polynômes p et q tels que p, q ∈ k[X1, .., Xn].

Supposons de plus que q possède un terme αt divisible par LM(p).

Posons ainsi t = uLM(p) et q′ = q −
α

LC(p)
up

= q −
αt

LT(p)
p

On remarque que q′ ne contient plus le monôme t et que q − q′ ne contient que

des termes strictement inférieurs à t.

Définition 3.5.1.

Le polynôme q′ défini ci-dessus est dit polynôme obtenu à partir de q par réduction

modulo p et on le notera q ≡ q′[p].

Maintenant, s’il existe q1, ..., qk ∈ P tels que q ≡ q1[p1], q1 ≡ q2[p2], ..., qk ≡ q
′[pk]

ou directement q = q′ ; on dira que q′ est une réduction de q modulo P et qu’on

notera :

q ≡ q′[P ]

Dans le cas contraire, on dira que q est irreductible modulo P .

Enfin, on dira que q′ est une réduite de q modulo P si q ≡ q′[P ] et si de plus, q′ est

irreductible modulo P . On notera dans ce cas q ≡ q′[P ∗].

Lemme 3.5.2.

Soit P ⊂ k[X1, ..., Xn]; p, q, r ∈ k[X1, ..., Xn] tel qu’il existe pi ∈ P vérifiant (p−q) ≡

r[pi].

Alors, il existe p̃ et q̃ tel que p ≡ p̃[pi], q ≡ q̃[pi] et r = p̃− q̃.

Preuve.

Comme p− q ≡ r[pi], r = p− q −
αt

LT(pi)
pi.

Notons par β le coefficient de t dans p et γ celui de t dans q. Par suite, β−γ = α,

et comme α 6= 0, l’un au moins de ces deux coefficients est non nul. Alors, en suivant
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la construction dans l’introduction, posons

u =
t

LM(pi)
; p̃ = p−

β

LC(pi)
upi; q̃ = q −

γ

LC(pi)
upi

Ainsi,

p̃− q̃ = p− q − (β − γ)
upi

LC(pi)

= p− q −
αu

LC(pi)
pi

= r �

Lemme 3.5.3.

Soit P ⊂ k[X1, ..., Xn]; p, q ∈ k[X1, ..., Xn] tels que (p− q) ≡ 0[P ].

Alors, il existe r ∈ k[X1, ..., Xn] tel que p ≡ r[P ] et q ≡ r[P ].

Preuve.

Raisonnons par récurrence sur le nombre N de réductions qui amènent p− q à 0.

Si N = 0, alors p − q = 0 et on peut prendre r = p = q. Supposons alors que

cette hypothèse soit vraie pour N = k − 1 (k ∈ N∗). Pour N = k, on a :

p− q ≡ h0[p1]; h0 ≡ h1[p2]; ...; hk−2 ≡ 0[pk]

où les hi ∈ P (0 6 1 6 k).

Si nous considérons la première réduction p− q ≡ h0[p1], on peut dire d’après le

lemme précédent qu’il existe p̃ et q̃ :

(∗) p ≡ p̃[P ] et q ≡ q̃[P ] et que h0 = p̃− q̃

Or il faut k− 1 réductions pour ramener h0 = p̃− q̃ à 0 et l’hypothèse de récurrence

nous assure que p̃ et q̃ ont une réduction commune. Il en est donc de même de p et

q d’après la relation (*). �

Lemme 3.5.4.

Soit r ∈ k[X1, ..., Xn]. Si p ≡ p′[r], alors pour tout polynôme q ∈ k[X1, ..., Xn], les

polynômes p+ q et p′ + q ont une réduction commune.
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Preuve.

Comme p ≡ p′[r] alors p′ = p −
αu

LC(r)
r avec t = uLM(r). Soient de plus, q ∈

k[X1, ..., Xn] ; β le coefficient de t dans q. Ainsi, il est claire que β est le coefficient

de t dans p′ + q.

Par ailleurs, le coefficient de t dans p+ q est α + β.

Posons maintenant :

s1 = p+ q −
(α + β)u

LC(r)
r et s2 = p′ + q −

βu

LC(r)
r

Donc

(p+ q) ≡ s1[r] et (p′ + q) ≡ s2[r]

Or s1 − s2 = p+ q −
(α + β)u

LC(r)
r − p′ − q +

βu

LC(r)
r = (p− p′)−

αu

LC(r)
r = 0

Donc s1 = s2 est une réduction commune à (p+ q) et p′ + q. �

Définition 3.5.5.

Soit G = {g1, ..., gk} ⊂ k[X1, ..., Xn] et I =< g1, ..., gk >. On dit que G est une base

de Gröbner de I si pour tout p ∈ k[X1, ..., Xn], p ∈ I, p ≡ 0[G∗].

3.6 Application

Résolubilité d’un système d’équations

Soit

(S)



























p1(X1, ..., Xn) = 0
...

pr(X1, ..., Xn) = 0

un système d’équations polynômiales et soit I un idéal de k[X1, ..., Xn] tel que

I =< p1, ..., pr >.

Soit G une base de Gröbner de I.
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Théorème 3.6.1 (Théorème des zéros de Hilbert : Nullstellensatz).

Ce système (S) a des solutions dans la clôture algébrique de k si et seulement si

1 /∈ I.

Preuve.

cf ([Yge01]. p.7). �

Théorème 3.6.2.

Soit I l’idéal de k[X1, ..., Xn] tel que I =< p1, ..., pr > et G une base de Gröbner de

cet idéal. Alors, le système (S) a des solutions si et seulement si 1 /∈ G.

Preuve.

Il suffit d’appliquer le théorème 3.6.1 et de remarquer que 1 appartenant à I si et

seulement si 0 est la réduite de 1 modulo G ; c’est-à-dire 1 est un élément de G.

Ce théorème est ainsi capital pour connaître si un système admet des solutions

ou non, car pour cela, il suffit de construire une base de Gröbner de l’idéal I, et de

tester ensuite l’appartenance de 1 à cette base. �

Nombre de solutions d’un système d’équations polynômiales

Théorème 3.6.3.

Soit I un idéal de k[X1, ..., Xn] et G une base de Gröbner de I. Notons par T0

l’ensemble des termes qui sont irreductibles modulo G et soit π la projection cano-

nique de k[X1, ..., Xn] dans k[X1, ..., Xn]/I. Alors U = {π(t))/t ∈ T0} est une base

k[X1, ..., Xn]/I.

Preuve.

Soit p ∈ k[X1, ..., Xn]/I l’élément représentatif de sa classe. On sait que p est irré-

ductible modulo G, donc combinaison linéaire d’éléments de T0. Alors, U est une

famille génératrice du quotient.
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De plus, soit (αt)t∈T0
⊂ k telle que

∑

t∈T0

αtπ(t) = 0, on a

∑

t∈T0

αtt ∈ I et donc
∑

t∈T0

αtt ≡ 0[G∗]

Donc, nécessairement
∑

t∈T0

αtt = 0 car ce polynôme est irréductible modulo G.

On a donc pour tout t ∈ T0, αt = 0. Ainsi la famille est également libre. �

Lemme 3.6.4.

Soit

(S)



























p1(X1, ..., Xn) = 0
...

pk(X1, ..., Xn) = 0

Alors (S) a un nombre fini de solutions si et seulement si T0 est fini.

Preuve.

Soit I un idéal de k[X1, ..., Xn] engendré par p1, ..., pk. Désignons par V l’ensemble

des solutions de (S). V est un ensemble fini si et seulement si k[X1, ..., Xn]/I est de

dimension finie. Mais si G est une base de Gröbner de I, on a vu dans le théorème

3.6.3 que U = {π(t))/t ∈ T0} est une base de k[X1, ..., Xn]/I. On en déduit que (S)

a un nombre fini de solutions si et seulement si T0 est fini. �

Théorème 3.6.5.

Soient I =< p1, ..., pk >, G une base de Gröbner de I.

Alors le système (S) a un nombre fini de solutions si et seulement si pour tout

i ∈ {1, .., n.}, il existe mi ∈ N tel que Xmi
i ∈ LM(G).

Preuve.

Supposons que pour tout i ∈ {1, .., n.}, il existe mi ∈ N tel que

Xmi
i ∈ LM(G). Alors tout monôme irréductible doit être de la forme

l = Xk1

1 ...X
kn
n avec ki < mi pour i ∈ {1, .., n}

Donc, il n’y a qu’un nombre fini de possibilités pour les éléments de T0.
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Inversement, si Xm
i /∈ LM(G) pour tout m ∈ N, alors tous les monômes Xm

i sont

irréductibles, et donc des éléments de T0 qui sont ainsi en nombre infini. �

51



Chapitre 4

Base de Gröbner et idéal torique

4.1 Idéal torique

Nous allons considérer une variété torique comme une variété algébrique para-

métrée par des monômes.

Considérons l’application :

Φ : k[X] −→ k[T, T−1]

Xi 7−→ T ai

où ai ∈ Zd(1 6 i 6 n) et T ai = T ai11 T ai22 ...T aidd .

Notons I = ker Φ et V = V (I). I est ainsi l’idéal torique et V la variété torique

associée à I ([Stu 96]).

Maintenant, définissons l’ensemble :

H := {v ∈ Z
n;

n
∑

i=1

viai = 0}

associé à l’ensemble A = {a1, ..., an} qui est en relation avec I par :

Proposition 4.1.1.

Xα −Xβ ∈ I si et seulement si α− β ∈ H.
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Preuve.

On a Xα−Xβ = Xα1

1 Xα2

2 ...Xαn
n −X

β1

1 Xβ2

2 ...Xβn
n . Donc Xα−Xβ ∈ I si et seulement

si T a1α1T a2α2 ...T anαn − T a1β1T a2β2...T anβn = 0 ;

ou bien T a1α1T a2α2 ...T anαn = T a1β1T a2β2...T anβn. C’est-à-dire :

T a1α1+a2α2+...+anαn = T a1β1+a2β2+...+anβn

Ou encore

a1α1 + a2α2 + ... + anαn = a1β1 + a2β2 + ...+ anβn

Autrement dit

a1(α1 − β1) + a2(α2 − β2) + ... + an(αn − βn) = 0

en d’autre terme
n
∑

i=1

(α− β)iai = 0

ce qui équivaut à dire que

α− β ∈ H

�

Corollaire 4.1.2.

Pour un vecteur v = (v1, ..., vn), notons par v+ le vecteur qui a v+
1 , ..., v

+
n comme

composantes où v+
i = 0 si vi 6 0 et v+

i = vi si vi > 0. Pour cela, notons v− = (−v)+.

Alors on a :

X(α−β)+

−X(α−β)− ∈ I si Xα −Xβ ∈ I

Preuve.

Supposons que X(α−β)+

−X(α−β)− /∈ I c’est-à-dire (α− β)+ − (α− β)− /∈ H . Donc

(α− β) /∈ H et ainsi, Xα −Xβ /∈ I �

Soit H+ la partie de H définie par :

H+ = {v ∈ H tel que Xv+

> Xv−}
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Par exemple, avec l’ordre lexicographique, ce sont des vecteurs dont les premiers

coordonnées non nulles sont positives.

Posons H la famille des polynômes {Xv+

−Xv− tel que v ∈ H+}. �

Lemme 4.1.3.

Soit p un polynôme non nul de I. Alors on peut trouver une expression de p telle

que LM(p) = XγjXv+

j pour un certain j.

Preuve.

Soit p un polynôme non nul de I, I est engendré par H ([Stu 96] lemme 2.5). Ainsi,

p peut s’écrire de la forme suivante :

p =
s
∑

i=1

aiX
γi(Xv+

i −Xv−
i ) où vi ∈ H+, i ∈ {1, ..., s}

Raisonnons par récurrence suivant le nombre de termes de p.

Si s = 1, le résultat est évident.

Supposons que cette affirmation soit vraie jusqu’au rang s− 1.

Soit q =
s−1
∑

i=1

aiX
γi(Xv+

i −Xv−
i ). D’après notre hypothèse, on a :

LM(q) = XγjXv+

j pour certain j < s

Donc

– si LM(q) < XγsXv+
s , alors LM(p) = XγsXv+

s

– si LM(q) > XγsXv+
s , alors LM(p) = LM(q) = XγjXv+

j

– si LM(q) = XγsXv+
s et as + aj 6= 0, alors LM(p) = XγsXv+

s

Sinon, p aurait s−1 termes et on a le résultat d’après l’hypothèse de récurrence. �

Proposition 4.1.4.

Tous les monômes de LM(I) sont divisibles par un monôme de LM(H).

Preuve.

D’après le lemme 4.1.3, LM(p) = XγjXv+

j . Or, Xv+

j ∈ LM(H). D’où les monômes

de LM(I) sont divisibles par un monôme de LM(H). �
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Théorème 4.1.5.

Soit B ⊂ H+ vérifiant pour tout v ∈ H+, il existe w ∈ B tel que w+ 6 v+.

Alors la famille B = {Xv+

−Xv− tel que v ∈ B} est une base de Gröbner de I.

Preuve.

Il suffit de remarquer que tous les monômes de LM(H) sont divisibles par un monôme

Xv+

où v ∈ B. Donc il en est de même pour les monômes de LM(I), et par suite

LM(I) ⊆ LM(B). �

4.2 Minimum successif d’un réseau

Nous démontrerons dans ce paragraphe que les minimums succesifs d’un réseau

peuvent donner par le biais de la base de Gröbner d’un idéal torique I.

Définition 4.2.1.

Soient K un corps, a, w ∈ Nn et notons :

degwX
a =

n
∑

i=1

aiwi =< a;w >

où < −;− > soit le produit scalaire standard. Dans ce cas, w est dit le vecteur poids.

Avec ce vecteur poids, nous pouvons construire un préordre monômial défini par :

Xa 6w X
b ⇔< a;w >6< a;w >

En effet, cette relation ne satisfait pas la condition d’antisymétrique car il existe

toujours deux monômes distincts Xa et Xb tels que Xa 6w X
b et Xb 6w X

a.

Définition 4.2.2.

Pour une norme dans Rn, les minimaux successifs λ1, ..., λd d’un réseau H de di-

mension d sont définis par :

λk : le rayon de la plus petite boule qui contient k vecteurs linéairement indépendants

de H
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Considérons maintenant la norme dans Rn définie par

||x||1 =
n
∑

i=1

|xi|

Notons lad(I) (de l’anglais "the ladder of I") l’ensemble des monômes minimaux de

LT(I).

Remarque 4.2.3.

Soit F = {Xa1 −Xb1 , ..., Xaq −Xbq}

Alors les vecteurs a− b, a1 − b1, ..., aq − bq ne sont pas indépendants si

Xa −Xb
F

= 0 (cf [Pot 94]. Remarque 4).

Théorème 4.2.4.

Supposons que H est homogène (c’est-à-dire : H est dans l’hyperplan

x1 + ... + xn = 0).

Soient λ1, ..., λd les minimaux successifs de H par la norme ||.||1.

Soit B une base de Gröbner de I pour 6(1,...,1).

Alors il existe des vecteurs indépendants a1, ..., ad tels que :

||ak||1 = λk (1 6 k 6 d), et Xa+

k −Xa−
k ∈ B (1 6 k 6 d)

Preuve.

Il est à noter tout d’abord que si H est homogène, alors I l’est aussi ([Stu 96]).

Pour le binôme Xv+

− Xv− ∈ I, nous avons degwX
v+

= degwX
v− =

||v||1
2

où

w = (1, ..., 1). Nous déterminerons a1, ..., ad par induction.
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Pour k = 1 :

Soit a ∈ H tel que ||a||1 = λ1. Le binôme Xa+

−Xa− est dans I, donc il existe

un binôme Xa+

1 −Xa−
1 ∈ B tel que Xa+

1 ∈ lad(I), Xa+

1 divise Xa+

et

degwX
a+

1 6 degwX
a+

.

Ainsi, nous avons ||a1||1 = λ1 d’après la définition 4.2.2. D’où a = a1 et

Xa+

−Xa− ∈ B.

Pour k > 1 :

Soient a1, ..., ak−1 les vecteurs deH qui donnent les minimaux succesifs λ1, ..., λk−1

respectivements. Alors, il existe a ∈ H tel que ||a||1 = λk et a est indépendant des

a1, ..., ak−1.

Notons Bk la partie de B formée par les binômes Xb+

−Xb− où a1, .., ak−1, b ne

sont pas indépendants.

Si le binôme Xa+

− Xa− se réduit à 0 par la division par les binômes de Bk,

alors a1, ..., ak−1, a ne sont pas indépendants. Donc en divisant par les binômes de

Bk, X
a+

−Xa− se réduit à un binôme Xa′+ −Xa′− irréductible par Bk avec ||a′||1 =

||a||1 = λk car les binômes de B sont homogènes.

Comme Xa′+ − Xa′− ∈ I, il existe un binôme Xa+

k − Xa−
k ∈ B\Bk tel que

Xa+

k ∈ lad(I), Xa+

k divise Xa′+ et degw(Xa+

k ) 6 degw(Xa′+), ||ak||1 6 λk. Or,

a1, ..., ak−1, ak sont indépendants (car sinon Xa+

k −Xa−
k serait dans Bk). D’où

||ak||1 = λk d’après la définition de λk. �
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4.3 Le degré d’une base de Gröbner minimale

Dans toute la suite, nous considérons l’ordre lexicographique renversé. Soit

S ⊆ Nd un semi-groupe engendré par l’ensemble :

A = {e1; . . . ; ed; a1; . . . ; ac} ⊆ Mα,d = {(X1, . . . , Xd) ∈ N
d/X1 + · · ·+Xd = α}

où c > 1;α > 2; c, α ∈ N et ei = (0; . . . ; 0;α; 0; . . . ; 0), 1 6 i 6 d.

Pour un corps K, considérons l’application définie par :

ϕ : K[X1; . . . ;Xc;Y1; . . . ;Yd] −→ K[S] ≡ K[T α1 ; . . . ;T αd ;T a1 ; . . . ;T ac ] ⊆ K[T ]

Xi 7−→ T ai

Yj 7−→ T αj où i ∈ {1; . . . ; c}, j ∈ {1; . . . ; d}

Notons IA = Kerϕ qui est l’idéal torique défini par A.

Dans toute la suite, on prendra :

degwX
n = deg(1,...,1)X

n

Remarquons que IA a toujours une base de Gröbner minimale constituée par des

binômes. Nous voulons borner le degré maximum de cette base.

Soit r(S) le plus petit entier r tel que

(r + 1)A = {e1; . . . ; ed}+ rA.

Théorème 4.3.1.

Le degré maximal d’une base de Gröbner minimale de IA est majoré par :

max{r(S) + 1; 2r(S)− 1} 6 max{2; 2(degK[S]− c− 1}

Preuve.

Soit s = max{r(S) + 1; 2r(S)− 1} et

G = {XmY n −XuY v ∈ IA/ deg(XmY n) = deg(XuY v) 6 s}
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On a d’après ([HS 03]. Théorème 1.1), r(S) 6 degK[S]− c.

Donc 2r(S)−1 6 2(degK[S]−c)−1 ; et comme r(S) > 0, r(S) > 1, et par suite

r(S) + 1 > 2. On a alors :

deg(G) 6 s 6 max{2; 2(degK[S]− c)− 1}

Donc il suffit de montrer que G est une base de Gröbner de IA.

Soit b = XmY n −XuY v ∈ IA tel que deg(b) > s et deg(XmY n) soit minimal avec

LT (g)|/XmY n pour tout g ∈ G.

Si deg(Xm) > r(S) + 1, alors nous pouvons écrire Xm = Xm′Xm′′ , où

deg(Xm′) = r(S) + 1. Prenons deux entiers m∗, n∗ tels que deg(Xm∗) = r(S) et

g := Xm′ − Xm∗Xn∗ ∈ IA. Alors g ∈ G et LT (g) = Xm′|XmY n qui contredit

l’hypothèse. Donc deg(Xm) 6 r(S).

Si deg(Xu) > r(S) + 1, alors prenons u′, u′′ tels que XuY v −Xu′Y u′′+v ∈ IA et

deg(Xu′) = r(S) < deg(Xu).

Donc XmY n − Xu′Y u′′+v = (XmY n − XuY v) + (XuY v − Xu′Y u′′+v) ∈ IA et

XmY n > XuY v > Xu′Y u′′+v. Ainsi en remplaçant XuY v par Xu′Y u′′+v nous pour-

rions supposer dès le début que deg(Xu) 6 r(S).

Maintenant, comme XmY n −XuY v ∈ IA, nous avons :
(

c
∑

i=1

miai

)

+

(

d
∑

i=1

niei

)

=

(

c
∑

i=1

uiai

)

+

(

d
∑

i=1

viei

)

.

(cf Proposition 4.1.1)

Comme deg(XmY n) est minimal, nous pouvons supposer que XmY n et XuY v n’ont

pas de variables communes.

Posons : C = {i/mi 6= 0} et D = {j/nj 6= 0}.

Alors, l’égalité ci-dessus peut s’écrire comme :

(

∑

i∈C

miai

)

+

(

∑

i∈D

niei

)

=





∑

i/∈C

uiai



+





∑

i/∈D

viei



 .
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Par suite,




∑

j∈D

∑

i∈C

miaij



+

(

∑

i∈D

niα

)

=
∑

j∈D

∑

i/∈C

uiaij =
∑

i/∈C

ui
∑

j∈D

aij 6
∑

i/∈C

uiα

On en déduit que,

∑

i∈D

niα 6
∑

i/∈C

uiα

Ainsi,
∑

i∈D

ni 6
∑

i/∈C

ui.

Cela implique que :

d
∑

i=1

ni =
∑

i∈D

ni 6
∑

i/∈C

ui = deg(Xu) (1)

L’égalité sera acquise si et seulement si miaij = 0 pour tout (i, j) ∈ C × D et

uiaij = 0 pour tout (i; j) tel que i /∈ C et j /∈ D.

Soit Xm − Y v ∈ IA alors on a
∑

i∈C

miai =
∑

i/∈D

viei. Comme Xm > Y v et

deg(Xm) 6 r(S), alors g := Xm − Y v ∈ G car
∑

i∈C

mi =
∑

i/∈D

vi. Mais cela est

impossible car LT (g)|XmY n. Donc, d’après (1) on a :

d
∑

i=1

ni < deg(Xu) 6 r(S)

Car sinon, on aurait
∑

i∈C

mi =
∑

i/∈D

vi.

On a par suite

deg(b) = deg(Xm) +
d
∑

i=1

ni < 2r(S).

Alors : deg(b) 6 2r(S)− 1 6 s qui contredit l’hypothèse. D’où le résultat. �

Théorème 4.3.2.

Le degré minimal d’une base de Gröbner minimale de IA est majoré par :

max{c;α; c(α− 1)− 1} 6 c(α− 1)
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Preuve.

Soit s = max{c;α; c(α− 1)− 1} et considérons l’ensemble

G = {XmY n −XuY v ∈ IA/ deg(XmY n) = deg(XuY v) 6 s}

Comme précédemment, supposons que G n’est pas une base de Gröbner de IA.

Soit b = XmY n −XuY v ∈ IA de degré minimal, avec deg(b) > s ; et LT (g)|/XmY n

pour tout g ∈ G. Comme αai = ai1e1 + · · · + aided; Xα
i − Y ai ∈ G pour tout

i ∈ {1; . . . ; c} (notons que Xα
i > Y ai). Comme LT (Xα

i − Y
ai)|/XmY n nous pouvons

avoir mi 6 α − 1 pour tout i 6 c ; car sinon, si mi > α, alors il existe β ∈ Nc tel

que mi = βi + α. Ainsi :

Xm1

1 . . .Xmi
i . . .Xmc

c Y n1

1 . . . Y nd
d = Xm1

1 . . . Xβi
i . . .Xmc

c Y n1

1 . . . Y nd
d ×X

α
i

Et par suite, Xα
i |X

mY n qui contredit le fait que Xα
i − Y

ai ∈ G.

Si ui > α, alors :

XmY n −
Xu

Xα
i

Y v+ai = (XmY n −XuY v) + (Xα
i − Y

ai)
Xu

Xα
i

Y v ∈ IA

qui contredit l’hypothèse car dans ce cas, on aurait Xα
i |X

uY v. Nous pouvons ainsi

supposer que ui 6 α− 1 pour tout i 6 c.

En adoptant la même notation que celle de la preuve du théorème 4.3.1, nous pou-

vons conclure que :

∑

i∈D

ni 6
∑

i/∈C

ui 6 (c− ]C)(α− 1); (3)

et que
∑

i∈D

ni = (c− ]C)(α− 1) implique Xm − Y v ∈ IA.

Alors on a

deg(XmY n) =

(

∑

i∈C

mi

)

+

(

∑

i∈D

ni

)

6 ]C(α− 1) + (c− ]C)(α− 1) = c(α− 1).

Or deg(XmY n) = deg(b) > c(α−1), ainsi nous pouvons avoir deg(XmY n) = c(α−1).

Donc,
∑

i∈D

ni = (c− ]C)(α− 1) et mi = α − 1 pour tout i ∈ C. De plus nous avons
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d’après (3), Xm − Y v ∈ IA. Si C 6= {1; . . . ; c}, alors deg(Xm) 6 s et, Xm − Y v ∈ G

qui est impossible car on aurait dans ce cas Xm|LT (b). Par suite, C = {1; . . . ; c}

qui implique D = ∅ et

b = (X1 . . . Xc)
α−1 − Y v.

Soit un vecteur µ := (µ1; . . . ;µd) tel que µ = a1 + · · ·+ ac. Nous avons :

∑

i∈C

(α− 1)ai =
∑

i/∈D

viei

donc,

(α− 1)
∑

i∈C

ai =
∑

i/∈D

viei;

ainsi,

(α− 1)µ =
∑

i/∈D

viei.

L’égalité ci-dessus nous permet de dire que α|(α−1)µi pour tout i ∈ {1; . . . ; c}. Par

suite il existe v′i ∈ N tel que µi = v′iα. Ainsi, g := X1 . . .Xc − Y
v′

1

1 . . . Y
v′
d

d ∈ IA. En

effet,
∑

i/∈D

v′iei =
∑

i/∈D

µi
α
ei;

donc,
∑

i/∈D

v′iei =
∑

i/∈D

µie
′
i;

où e′i = (0; . . . ; 0; 1; 0; . . . ; 0).

Ainsi,
∑

i/∈D

v′iei = µ =
∑

i∈C

ai;

Comme deg(X1 . . .Xc) = c 6 s, g ∈ G et

LT (g) = X1 . . .Xc|LT (b) = (X1 . . .Xc)
α−1

qui contredit l’hypothèse. D’où le résultat. �
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Considérons l’idéal JA := (X1−T
a1 , . . . , Xc−T

ac , Y1−T
α
1 , . . . , Yd−T

α
d ) ⊂ K[T,X, Y ].

JA est le noyau de :

K[T,X, Y ] −→ K[T ]

Tj 7−→ Tj

Xi 7−→ T ai

Yj 7−→ T αj

Proposition 4.3.3.

Le degré maximal d’une base de Gröbner minimale de JA est majoré par :

d(α− 1) + min{2r(S); c(α− 1)}

Preuve.

Comme dans les preuves des deux derniers théorèmes, posons :

s = d(α− 1) + min{2r(S); c(α− 1)}

G = {T uXmY n − T u
′

Xm′Y n′ ∈ JA/ deg(T uXmY n − T u
′

Xm′Y n′) 6 s}.

Supposons que G n’est pas une base de Gröbner de JA. Soit b le binôme de JA défini

par b := T uXmY n−T u
′

Xm′Y n′ de degré minimal deg(b) > s tel que LT (g)|/T uXmY n

pour tout g ∈ G. Comme dans la preuve du théorème 4.3.2, nous avons T αi −Yi ∈ G.

Alors, nous pouvons supposer que u′i 6 α− 1 pour tout i 6 d.

En utilisant les arguments du théorème 4.3.1, nous pouvons supposer que deg(Xm)

et deg(Xm′) sont inférieurs à r(S).

On a b ∈ JA si et seulement si :

u+

(

∑

i∈C

miai

)

+

(

∑

i∈D

niei

)

= u′ +





∑

i/∈C

m′iai



+





∑

i/∈D

n′iei



 .

Alors

uj +

(

∑

i∈C

miaij

)

+ njα = u′j +





∑

i/∈C

m′iaij



+ n′jα (4)

Pour tout j 6 d où C et D sont les ensembles qui sont définis dans la preuve du

théorème 4.3.1.
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Ainsi, en utilisant le raisonnement dans l’équation (1) du théorème 4.3.1, nous avons :





∑

j∈D

uj



+
d
∑

j=1

nj 6





∑

j∈D

u′j



+ deg(Xm′) 6 ]D(α− 1) + r(S).

Par suite,




∑

j∈D

uj



+
d
∑

j=1

nj 6 d(α− 1) + r(S).

En consequence, deg(T uXmY n) 6 d(α− 1) + 2r(S), et analogiquement,

deg(T u
′

Xm′Y n′) 6 d(α− 1) + 2r(S)

et alors : deg(b) 6 d(α− 1) + 2r(S).

Maintenant, en appliquant les arguments de la preuve du théorème 4.3.2 à l’équation

(4), nous avons :

deg(b) 6 d(α− 1) + c(α− 1).

D’où deg(b) 6 s qui contredit l’hypothèse. �
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié la base de Gröbner des idéaux toriques. Pour

cela, nous avons utilisé les propriétés de la base de Gröbner pour déterminer les

éléments d’un idéal et pour vérifier l’existence des solutions d’un système d’équation

polynomiale. Pour y arriver, nous avons utilisé entre autres le lemme de Dikson et

le Nullstellensatz de Hilbert.

L’idée capitale dans cette étude est la particularité de la base de Gröbner des

idéaux toriques car grâce à cette base, on peut déterminer les minimaux successifs

de Minkowski d’un réseau et de plus, les caractéristiques de cette base nous ont

permis de majorer son degré maximal.
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Résumé : Nous avons étudié dans ce mémoire la base de Gröbner des idéaux

toriques. Nous mettons en relation ces idéaux avec les sous réseaux de Zd . Nous

avons donné ainsi les propriétés particulières de cette base et quelques applications
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pour chercher les minimaux successifs de Minkowski, et outre, nous avons donné
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