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Nomenclature

Lettres romaines

A, B Grandeurs d’illustration

C Constante universelle

C p Capacité thermique massique a pression constante
€ Energie interne

f Force de volume

k Energie cinétique turbulente

£ Scalaire d’illustration

[ Taille caractéristique des petits tourbillons

L Taille caractéristique des gros tourbillons

P Pression

(] Flux de chaleur
T Température

U Vitesse caractéristique des gros tourbillons

17 Composantes tensorielles de vitesse

Lettres grecques

£ Energie de dissipation
1 Longueur caractéristique d I’échelle de Kolmogorov

V' Viscosité cinématique
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£ Masse volumique
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@ (1) Discriminant de Rayleigh
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INTRODUCTION

La mécanique des fluides repose fondamentalement sur les équations de Navier - Stokes qui
admettent dans certains cas des solutions mathématiques exactes. Cependant la plupart des
phénomenes physiques réels tels que le panache de fumée, la couche limite sur la voilure d’un
avion, le jet d’un turboréacteur..., fait intervenir dans ces équations fondamentales des termes
supplémentaires qui compliquent ainsi I’obtention de résultats par un simple calcul.

En mécanique des fluides la turbulence est considérée comme 1’état d’un fluide dont
I’écoulement est irrégulier spatialement et temporellement. L’écoulement turbulent est de ce
fait imprévisible ; elle est I’objet de beaucoup d’études et des approches diverses sont utilisées
pour appréhender la complexité de ce type d’écoulement.

Notre travail consiste a modéliser, grice aux équations adimensionnelles, les écoulements
turbulents plans dont la masse volumique est variable. Notre démarche se base surtout sur la
décomposition de Reynolds que nous allons appliquer a toutes les grandeurs variables.

Dans un premier temps, une description de quelques phénomeénes de transition entre les
écoulements laminaire et turbulent est menée, suivie d’une introduction a la théorie de la
turbulence, avant 1’écriture des équations qui régissent « les écoulements turbulents plans a
masse volumique variable » avec les conditions initiales et aux limites. La fin du travail porte
sur la discussion de quelques résultats expérimentaux des travaux cités dans la bibliographie.
Dans cette discussion nous allons nous intéresser surtout a I’influence de la masse volumique
sur les autres grandeurs physiques de 1’écoulement turbulent plan, du fait de la composition
chimique des fluides réels qui n’est pas toujours homogene.

Malgré la difficile disponibilité de la documentation sur ce théme, notre travail s’inscrit dans
un cadre global car il considére les écoulements incompressible et compressible. La plupart

des documents que nous avons utilisés pour ce mémoire ont été pris sur internet.
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TRANSITION ENTRE LES REGIMES LAMINAIRE ET TURBULENT

L'expérience de Reynolds, réalisée vers 1886, a permis de mettre en évidence 1'étroite relation
., UxL ) o .
entre la quantité R, =—— , aujourd'hui appelée nombre de Reynolds (R.), et la structure
1%

d'un écoulement. En effet, suivant la géométrie caractéristique du mouvement et la vitesse de
I’écoulement d’un fluide, il existe une valeur limite de R, au-dessus da laquelle les couches
laminaires de formes régulieres ont tendance a prendre des formes irréguliéres pour conduire
a la turbulence.
Le passage de I’écoulement laminaire, dont la solution dans certains cas peut étre déterminée
par un simple calcul, a 1’écoulement turbulent se fait par le biais des instabilités et d’autres
phénomeénes physiques connus tels que le décollement, etc.
Les instabilités sont directement liées au terme non linéaire inertiel de 1’équation de Navier -
Stokes [2] et sont essentielles pour le développement de la turbulence. Une instabilité est une
bifurcation dans la solution d’une équation non linéaire qui s’opeére pour une certaine valeur
de parametre de controle ; dans 1’équation de Navier — Stokes, le parameétre de contrdle
considéré est le nombre de Reynolds. Les instabilités sont classées généralement en deux
familles [2] :

v’ Bifurcation super - critique,

v' Bifurcation sous - critique.
Pour illustrer nos propos sur les instabilités, nous utilisons deux instabilités sachant qu’il en

existe beaucoup d’autres. Toutes ces illustrations sont considérées dans un fluide inviscible.

1.1 - Les instabilités

1.1.1- Les instabilités de cisaillement

Une forme plus restrictive dut héoréeme de Rayleigh stipule que tout profil de vitesse

présentant un point d’inflexion (v"(y,) =0) et vérifiant la relation [2] :

V() -v(y)1<0

est potentiellement instable.

Un écoulement qui présente un point d’inflexion est en fait une nappe de vorticité. Si nous
considérons une nappe de vorticité infiniment fine ou la vorticité est distribuée suivant une
ligne, la moindre déformation de la nappe va étre amplifiée par le jeu des vitesses induites et
la nappe va s’enrouler. L’instabilit¢ de cisaillement est al’origine de I’enroulement des
nappes de vorticit¢ en tourbillons. Elle est un cas p articulier de I’instabilité de Kelvin —

Helmholtz qui s’opére a I’interface entre deux fluides de vitesse, de masse volumique et de

3
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TRANSITION ENTRE LES REGIMES LAMINAIRE ET TURBULENT

tension superficielle différentes. Elle est de dimension 2 (2D) et la figurel.l illustre sa

structure.

=

I

femps

(a)

Fig. 1. 1: Ecoulement d’une nappe de circulation (ou saut de vitesse) A U = 2U tournant dans le
sens horaire. Cette nappe est déformée sinusoidalement [3]

1.1.2 - Les instabilités centrifuges

D’aprés le critére de stabilit¢é de Rayleigh pour les écoulements courbes, un ¢ coulement

axisymétrique est potentiellement instable si le discriminant de Rayleigh ¢(r) est négatif [2] :

o) =2 110
7y or

On retient qu’un écoulement localement courbé dans une région est potentiellement instable
dans cette région si le moment cinétique ru(r) décroit en s’éloignant du centre de courbure.
Cette instabilité est 3D et elle se déclare avec apparition de vortex (ou rouleau) qui brise la
symétrie axiale de la translation.

Ainsi tous les écoulements couche limite sur une paroi concave sont potentiecllement instables

(voir les figures 1.2.a et 1.2.b).

Stable Potentiellement instahle

Fig. 1.2.a: Critere de stabilité centrifuge pour les écoulements courbes [3]
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Fig. 1.2.b: Structures produites par une instabilité centrifuge d'une couche limite sur une paroi concave

[3]
1.1.3 - Les instabilités de tourbillons

Si on considére un écoulement non visqueux des deux c6tés d’une couche tourbillonnaire
plane ayant des vitesses constantes mais inégales, une petite perturbation de la planéité de
cette couche fait décroitre la pression sur I’extrados perturbé en faisant augmenter la
vitesse sur celui-ci. Le phénoméne inverse se produit sur I’intrados. La différence de
pression sert ainsi a I’amplification de la perturbation rendant ainsi 1’écoulement instable.

On observe la formation de tourbillons distincts et une transition 2D vers 3D (fig. 1.3).

> — — —
> e —r—— —— ———
: = =TI
+ +
. R —— +

Fig. 1.3: Instabilité d'une couche tourbillonnaire; les signes + et -
indiguent respectivement une diminution ou une augmentation de la
pression

1.2 - Phénomeéne de décollement

Le phénomene de décollement a lieu dans la couche laminaire d’un écoulement permanent. I1
est 1i¢ au comportement dynamique de la couche limite et est responsable de la création de
zones potentiellement instables aux abords des parois. Il intervient lorsque cette couche limite
se développe en présence d’un gradient de pression adverse, c’est — a — dire dans une situation
ou la pression augmente dans la direction de 1I’écoulement. La vitesse de 1’écoulement au
voisinage de la paroi subit une décélération et ceci est augmenté par le transfert de la quantité
de mouvement par les forces visqueuses. Ainsi la quantité de mouvement du fluide diminue

graduellement pour compenser le gradient de pression et les forces de frottement pariétales ;
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ce qui conduit & I’annulation de la vitesse en un point du fluide. En aval du point de
décollement, le gradient de pression induit un écoulement a contre - courant, I’épaisseur de la
couche limite augmente et les filets fluides quittent la paroi. On observe alors la formation
d’un sillage et le décollement est généralement accompagné d’instabilités de 1’écoulement.
Trés souvent des tourbillons se forment dans la région décollée. Ce phénomene n’est pas
considéré comme une instabilité car il ne résulte pas de I’amplification du phénomene de bruit

[2]. La figure 1.4 illustre le développement de ce phénoméne de décollement.

Fig. 1. 4: Développement du phénomene de décollement de (a) ou le gradient de vitesse est >0 vers (d) ou il
est <0 [3]

1.3 - Théories sur la turbulence

Dans ce paragraphe d’introduction sur la théorie de la turbulence, nous allons présenter les

concepts de base ainsi que le traitement statistique de la turbulence.

1.3.1 - Cascade d’énergies de Richardson

Dans cette théorie on considére que la turbulence est composée de tourbillons de tailles

différentes. Les tourbillons de taille (/) ont une vitesse caractéristique (u,)et une durée de

vie(r, :ui). Les plus gros tourbillons, de taille(L), ont pour vitesse caractéristique (U)et
l

UxL
1%

pour nombre de ReynoldsR, = , v est la viscosité cinématique. Ce nombre de

Reynolds est trés grand, de sorte qu’on néglige les effets visqueux ; il ne peut donc pas avoir
de dissipation d’énergie sous forme de chaleur. Cependant, ces gros tourbillons sont instables
et par conséquent vont mourir en se cassant pour donner des tourbillons de taille plus petite
que les précédents. Ces derniers vont hériter I’énergie de leurs peres et vont mourir a leur tour
jusqu’a ce qu’on ait des tourbillons suffisamment petits qui ne seront plus sujets aux
instabilités. Les effets visqueux deviennent alors prépondérants et la disparition de ces

tourbillons entraine une dissipation de chaleur.
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1.3.2 - Theorie de Kolmogorov

Cette théorie de turbulence se place dans un contexte d’isotropie a laquelle n’obéissent pas
tous les écoulements réels. Cependant, en considérant des échelles suffisamment petites
(I << L, L étant I’échelle caractéristique de 1’écoulement) les mouvements auront tendance a
oublier le contexte inhomogene et anisotrope par lequel la turbulence a ét¢ engendrée. Cette
théorie est basée sur deux hypotheses que sont :

- HI1 : Echelle dissipative de la turbulence

Pour (R, >>1), la statistique des mouvements turbulents est uniquement déterminée a partir
de la viscosité cinématique (V) et du taux moyen de dissipation en énergie (< &>). A partir
de ces deux grandeurs on construit dimensionnellement 1’échelle de Kolmogorov, 7, ayant

pour vitesse u, et pour temps caracteristique z, .

U U’
<E>A—=——
L
3
v 1/4
T (<8>)

u,] = (V <é& >)1/4

14 /2
zr, =(—)'
<&E>

On remarque que pour R, =1 les effets visqueux sont égaux aux effets inertiels, et les

mouvements de plus petites tailles que # sont responsables de la dissipation d’énergie, # est

appelée échelle de dissipation.
- H2 : Echelle inertielle

La statistique des mouvements de taille telle que (# <1<L)est déterminée par < ¢ >. Pour ces

¢échelles intermédiaires (1), le taux moyen d’énergie (quantité d’énergie par unité de masse)
vaut :

2
VU,
12

La figure 1.5 illustre la multitude d’échelles que 1’on rencontre dans un écoulement turbulent

<& >=

[1]



TRANSITION ENTRE LES REGIMES LAMINAIRE ET TURBULENT

Eeoulemnint vivquaix Feonlemeent turbulent

T dofiadl 2. L Mg T M T TT
Ul setile dchedle e Ul mtadtivgscle e fhelles oo

mouvemant © 8 IMavEmEns
Fig. 1. 5: Mise en évidence des échelles caractéristiques dans un écoulement turbulent [3]

1.3.3 - Traitement statistique des écoulements turbulents

La description spatiale et temporelle des écoulements turbulents en tout point est difficile en
général a cause du caractere aléatoire de la turbulence. La méthode de simulation la plus
utilisée pour les écoulements turbulents reste celle fondée sur une approche statistique. Dans
cette méthode, les variables qui décrivent 1’écoulement turbulent sont décomposées en une
valeur moyenne et une fluctuation.

Le traitement statistique que nous présentons ici va d’abord nous permettre de définir la

moyenne d’une variable avant d’introduire la décomposition de Reynolds.

1.3.3.1 - Opérateurs de la moyenne

Nous pouvons définir de deux manicres différentes la moyenne d’une variable A(x,t). La

premiére méthode consiste a effectuer une moyenne sur le temps.

=+

4= lim~ [ 4G, 0)ar
T—o0 T

Avec cette moyenne la période d’intégration doit étre suffisamment grande par rapport au

temps caractéristique des fluctuations de A.

Dans la deuxieme méthode de calcul de la moyenne on utilise un ensemble de N réalisations
AX(x, 1) de la variable A(x, 7). On mesure la variable sur un ensemble d’expériences et on

forme a chaque instant la moyenne d’ensemble comme suit :

N
1
: k
<A>= —hmZA (x,1)
N k=1
Nous pouvons utiliser I’'une des deux formes de la moyenne sans influencer les résultats de
I’analyse. Pour des raisons de faciliter I’écriture dans notre travail, nous utiliserons dans la

suite la notation de la moyenne A .
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S’il y a équivalence entre la moyenne temporelle et la moyenne d’ensemble on est dans le cas

des processus stationnaires ergodiques.
1.3.3.2 - Décomposition de Reynolds

La décomposition de Reynolds consiste a présenter chaque variable de 1’écoulement comme

la somme d’une valeur moyenne et d’une fluctuation dont la moyenne est nulle.
A(X ) =A+A’

La valeur de la fluctuation est obtenue a chaque instant en retranchant la valeur moyenne de la

valeur de la variable A(x, 7).

Si on considére une deuxiéme variable B(x, ) et un réel €, on a les propriétés suivantes:

A+B=A+B
AB=AB+A'B
(A =/(A
A+B=A+B
o4 O —
or o7
o1 _ 2 3
O X O X

Dans toute cette partie nous avons essay¢ de présenter un aspect important du theme de notre
mémoire, a savoir la turbulence. Ceci, afin de nous permettre d’avoir un a percu de ce
phénomene et de la théorie de base qui gouverne ce type d’écoulement avant de passer aux
autres aspects de planéité et de variation de la masse volumique. Nous reviendrons sur ces

deux aspects dans la partie suivante.
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ETABLISSEMENT DES EQUATIONS DYNAMIQUES DE L’ECOULEMENT TURBULENT PLAN A MASSE
VOLUMIQUE VARIABLE

Apres la présentation introductive de la turbulence dans la premicre partie de notre travail,
dans cette seconde partie nous allons nous concentrer a établir les équations qui régissent
notre étude. Pour ce faire, nous allons établir les équations qui gouvernent I’écoulement
turbulent plan a masse volumique variable, a partir des équations fondamentales de la
dynamique, en tenant compte de la statistique que 1’on a présentée plus haut et en considérant
les hypothéses suivantes :

- Hypothese 3 :

La capacité thermique massique a pression constante (C,) est constante

- Hypothese 4 :

La conductivité thermique est constante

- Hypotheése 5 :
La viscosité dynamique est constante.

Ensuite, nous allons rendre les équations adimensionnelles avant d’introduire les conditions

de planéité.
2.1 Etablissement des équations de I’écoulement turbulent

2.1.1 Rappel des equations fondamentales de la dynamique

Un fluide est un corps contigu, sans rigidité, qui peut subir de grandes déformations, méme
sous l'action de forces faibles. Il n'a pas de forme propre et a la propriété caractéristique de
pouvoir s'écouler. Les liquides et les gaz sont des fluides. Pour étudier un fluide on est conduit
a s’intéresser aux équations qui régissent I’état de mouvement ou non du fluide. Ces équations

renseignent sur :
- la quantité de maticre (transfert de masse);
- la quantité de mouvement (transfert d'énergie cinétique);

- I'énergie thermique (transfert de chaleur), etc.

Elles utilisent les variables physiques telles que la masse volumique, la vitesse, la pression, la
température, etc. Elles peuvent s’écrire sous différentes formes, vectorielle, tensorielle et
indicielle. Nous avons choisi d’adopter dans toute la suite du travail les notations tensorielle
et indicielle pour I’écriture des équations. Nous rappelons dans ce so us paragraphe les
équations fondamentales de la dynamique telles que données dans le livre de Sébastien

Candel [1].

11



ETABLISSEMENT DES EQUATIONS DYNAMIQUES DE L’ECOULEMENT TURBULENT PLAN A MASSE
VOLUMIQUE VARIABLE

Equation de conservation de la matiére

a

Pt Vovr=10 (E.I)
Equation de conservation de la quantité de mouvement

a
a_+m!+v' pvv =—-Np+V.t+pf (E.2)
Equation de ’énergie cinétique

:_ﬁ 1/f2|01!2 + V. l/ZPTJET! =—T-‘.?'p+‘t-‘.?.?:+pf_'[! (E.3)

Equation de I’énergie interne

j—fpe +V.pre = Vg —pV.v +1: Vv (E.4)

-

Avec T: Vv = T;; —v;

do; A

Equation d’échange thermique
dlng
dlnT

pcp:—tpT +c,V.pTr=—-V.q - (=), j—t-p + Vv + pTiL‘p (E.5)

2.1.2 Equations moyennées de la turbulence

A partir des équations ci-dessus, nous pouvons é&tablir les équations moyennées de la
turbulence. Ces dernieres constituent la meilleure alternative, actuellement, pour représenter
les écoulements réalistes. Pour 1’établissement de ces éq uations, nous allons appliquer la
décomposition de Reynolds a toutes les grandeurs physiques variables y c ompris la masse
volumique.

Les détails sur les étapes de 1’établissement des équations moyennées se trouvent en annexes.

Equation moyennée de conservation de la matiere

On part de 1’équation (E.1) en prenant la moyenne de chacun deux termes de 1’équation, on a :
I:_-"I _ —_—
ap+?.p1- =0 (E.6)

En appliquant la décomposition de Reynolds aux deux variables et en utilisant la forme

indicielle, I’équation moyennée de la conservation de la matiére sous la forme suivante :

do a _ _ a
22 + — P =———
at dx I - dx I

Cette équation contient, par rapport a (E.1), un deuxiéme membre non nul qui est le produit

a0, (E.7)

des fluctuations de la masse volumique et de la vitesse. Le produit p’u’ peut étre assimilé a
une quantité de mouvement turbulent. Son effet est non négligeable car il annule tous les deux

termes du membre de droite de 1’équation.

12



ETABLISSEMENT DES EQUATIONS DYNAMIQUES DE L’ECOULEMENT TURBULENT PLAN A MASSE
VOLUMIQUE VARIABLE

Equation moyennée de conservation de la quantitd de mouvement

Nous partons de 1’équation (E.2) en prenant sa forme indicielle a laquelle avant d’appliquer la

décomposition de Reynolds a chacun des termes, ainsi nous avons :

dp1, a1, g1y
Pt + J

lﬂt L':ﬁ| Xy l:‘n' X |
Du fait des développements, 1’équation moyennee de la quantité de mouvement se présente
comme suit :

(E.8)

pt) 5. (57

8 o, B =
E('ﬂ )+;j T':T;)—

f::‘ T :_I|'
dxj

-

pu, T+ pU, T, ) —

_ (E.9)
Avec T;;" = p1, T
Comparativement a I’équation de conservation de la quantit¢ de mouvement (E.2) celle de la
moyenne comporte des termes additionnels qui sont dus a 1’application de la décomposition

de Reynolds et sont le résultat des variations de la masse volumique, de la vitesse et de la

force de volume (nous allons la confondre apres a la force de pesanteur).

pvv,pv, v,pv, v et pv v, de mani¢re analogue on définit les contraintes turbulentes ou

contraintes de Reynolds par ces termes.

Equation moyennée de I’énergie cinétique

La forme indicielle de I’équation (E.3) nous donne :

a A a a

,-_;,u_f- 1/2'0*[.1:_‘- _|_§ 1/2 'g*[!:.*’-*[}. = —1;. .:;'_+T1 (E.10)
Nous prenons la moyénne de chacun des termes de cette équation que nous développons.
Ainsi nous obtenons pour 1’équation de la moyenne de 1’énergie cinétique :
811/ ¢7p2 Ol spp2 |= 58, 5% 7=, 507
. /2 (pv2, +f:3'xJ.- /2 (P70, | = T + 7, o +pf. 7, + 1, o +
P | s n = — 5 . 8 o
Ut ARU pf.t, + p0,.f —I—pf 7, —— 1/2{,91" + 200,17, + pve, | —

.k..l
2 Y (5.T0E+ 25500 + pUG, + pU, U2, + 200,05, T, + PU.AT +
Ax: 2:0'_;: n‘g'::_; p_;: p_;: n‘g::'_; n‘g:_;
pU V% + 2p1,0,0; + ,.ﬁ*t’j,'t-‘zz)
(E.11)
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ETABLISSEMENT DES EQUATIONS DYNAMIQUES DE L’ECOULEMENT TURBULENT PLAN A MASSE
VOLUMIQUE VARIABLE

Dans 1’équation de la moyenne de 1’énergie cinétique nous notons également 1’apparition de
nouveaux termes par rapport a 1’équation (E.3). (E.11) fait intervenir des phénoménes de
production et de dissipation.

Equation moyennée de l’énergie interne

Pour I’établissement de cette équation nous partons de I’équation (E.4) en prenant la forme

indicielle.

dpe dpvie 8q; v dv;
e TR (E.12)
at r.':'.k. 9 & 25 ] dx;

En tenant compte de tous les développements nécessaires, 1’équation de la moyenne de

I’énergie interne s’écrit apres quelques arrangements :

dp.e d _ _ _ aq, _ 81, —_dvy . G PR d pé
+—@rel=———-p—+7T,, ——p—+i,————
at dx; {,ﬂ' ’ :I 9x; P dx; "8 P 9, e at
s (P06 +pév, + priE + 60é,)
X
(E.13)
Equation moyennée d’échange thermique
dlng dv; dcp
—C T+— c,Tv; = ——— +T;;,—+pT E.14
'g.:w P dx;j (.:nr :'F' U 8, P dt (E19)
Nous obtenons pour I’échange thermique I’ equatlon moyenne suivante :
_aT apTT, adq, dlnp. dp __8v;, ., 3 . aT
c,p—t+tC,——=——"— *+?:,, Y
PP 5 P ax; Bx; (aw )P b Y ax, PP 5
a f_5. et P
Coo (pT’[-‘: + o0, T + pT’[-‘: + ,GT’[-‘)
Xy
(E.15)

Nous avons remarqué dans chacune des équations moyennées |’apparition de termes
supplémentaires, produits de la variation des grandeurs physiques auxquelles s’intéresse notre
¢tude. La présence de ces nouveaux termes pose un probléme de fermeture des équations, car
il y a plus d’inconnues que d’équations. Ceci complique la résolution du systéme d’équations
car il faut établir des modeles de turbulence prenant en compte cestermes a partir des

variables qui décrivent I’écoulement moyen.

2.2 Adimensionnalisation des équations

L’adimensionnalisation permet de réduire les équations sous forme de produits sans
dimensions et ceci principalement pour faciliter la conception d’un programme numérique
pour la simulation des équations. Du fait de la multitude des termes et leur complexité, une
résolution par les méthodes numériques s’aveére nécessaire pour la résolution. En outre
I’adimensionnalisation fait apparaitre des nombres sans dimensions servant souvent a

caractériser un écoulement en mécanique des fluides.
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ETABLISSEMENT DES EQUATIONS DYNAMIQUES DE L’ECOULEMENT TURBULENT PLAN A MASSE
VOLUMIQUE VARIABLE

Il faut considérer des quantités de référence que nous allons désignés par I’indice o pour
adimensionnaliser les équations dynamiques. Ainsi ces grandeurs de référence permettent de

former les variables réduites suivantes [1] :

t - 1 f T . P P
L=_ Y= Vo= fo=2 L= br=0, Po=—
fa Xp Vg fa Ta Po Po
Nous obtenons alors les équations ci-dessous :
Equation adimensionnée de conservation de la matiére
dpr dpyvr 8 py iy
fr 4 4 = 2 (E.16)
dtg dxp dxp
Equation adimensionnée de conservation de la quantité de mouvement
g g G-'I.J-r- 1 dT Jr 1 . =
-':'.'_tr (pr'T':'r') + By (pr'T"r ) - 3 rfr + R_ ax + Eplﬁl -
g . . d .. . . . .
-':'.'_tv {pr'T'r') - m (pr'T':'r'Tjr' + pr'T':'r'Tjr' + pr'T':'r'Tjr' + pr'T':'r'Tjr')
(E.17)

En posant,

dvip -:?'L.r- 2/ C-ann
3

If:|-7i|'|"

=1 et =, (

FoVio 5'

Equation adimensionnée moyennée de l’énergie cinétique

a 1 2 1 1/_ s -':'.'p_-,. 1 , ar:-'l'?"
o /o (0,0} /2 (PrVp Vi | = =y oo TR Vi . +

1 ) . . lﬂ ﬁ T 1 2 G" T:_If:r' 1 - . bl ) 1 ol E3 1 - E3
F_r nﬂrﬁ'rT':'r — Uy Baxey + R_Q Vir E + F_r prﬁ'r'T':'r' + F_ro pr'ﬁ'r'T':'r' + F_v- pl'ﬁ'I'T':'I' +
1 7 P s a7 d 1 )
!“__1" nﬂ'rﬁ:r Vip — /2 (o1 ri T 20: Vi Vgy + PrVp; | — axo /2 (pr'Tjr'T':'r- +

ZIO]"T!!'I'T!!I'T;‘I' + 'rjl'].’[‘ 114 + 2:‘91 Vir ﬂr 11 + 2,0,.'[}1-'[’:-‘;. + nor'[':."r’[":";' +
2,01.'[’:-1.'["”.'[3.-1. + nﬂr"[ffr:[":";-)

(E.18)
Equation adimensionnée de I’énergie interne
8 oy &y q dagy Pa ODrVip in T vy
Bré .'[-‘,-,.E,.:l _ ] r__ Bo rVir 4 Hoglyp T, —& —
iy ’ PoVofo OXjr  Pofp OXir PogaXy ° Bxiy
Po . 90 HoVp . 9Tjr 9 prér d sz 5oz -
By + Ifr — - (n"jr"["rfer + n"jr'ErT"fr + ,GI.T’,-I.EI. +
Podo Bxir  PofoXg  Oxir dty % jy ’ ’ ’
pr'T!:'r'Er':'
(E.19)
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Equation adimensionnée d’échange thermique
dTy dprTrvir
r lj t:r! lfl' .x_lf:r!
1 8 qir Pa 8 In p,ﬂ:l .::_'p-,. ol v
2

PoTof‘pof‘pr?ﬂ'o T axyy
-T;'T":'r + .01-?;-1":'1- + ,D].T].'[-':-]. + ,D].T].'[-':-].)

(E.20)

R.-_:.Prﬂpraxjr ,G,:;.T,:.Cp,:.ﬂpr L':ﬁ| E]:
Il"!l.‘:' 1.-10 - lﬂ 1:"-I|':r' - lfp'f-r-

paTaCpatprty  B%ir Pr ty

2.3 Hypotheéses de la planéite

Notre étude porte sur les écoulements plans, ainsi le mouvement est astreint a se f aire sur
deux dimensions. Nous choisissons le plan formé par les axes (0x) et (oy). Ceci nous permet
alors de poser les hypothéses suivantes :

- Hypotheése 6 :

Toutes les variables dans les équations ne dépendent pas de z.

-Hypothese 7 :

Le mouvement se fait dans la direction (ox). Ainsi les seules composantes de vitesse non-
nulles vérifient :

u, =u,(y)eti, =1i,(y)

En tenant compte de ces hypothéses d’écoulement plan nous donnerons ci-dessous les
équations de I’écoulement turbulent plan a masse volumique variable.

Equations moyennées de conservation de la matiére

8 prVyr T+ 8 prVyr - _ 8 priyr _ 8By inr (E.21)
dxp &1 dxp & v )
2oy
af' =0 (E.22)
Equations moyennées de conservation de la quantité de mouvement
& ] & c?'pr
n‘gra_f_ (T'xr) + Vier Vierr f (prj + I (pr'T'x'r'T'x'r') = = + n‘gr Jﬂr
,ll!'r' d 'L".'r' ':-!I - S . d ’a - 3 . . -
32 ] ,ﬂ' Jﬂr (,ﬂ'].'[-“.:l _ ._ (nﬂ'r'T'};r'T'xr' + pr'T'xr'T'xr + PI'T'J;'I'T'A'r' +
IGIT1.11 Jal) (IDITAI er T ."3'111,11 xT +|Dr e Vier +|GIT1JH 1,11)
(E.23)
"f-'IJ_v- 1 1 . =
P = F_anrﬁ;r + = prﬁ-‘r (E.24)
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Equation moyennée de ’énergie cinétique pour I’écoulement turbulent plan

d d d
_ l 7= - 1 7= 1 3 7=
f"f;- KZ(IGIT 1) +a KZ(IGITJ&IT 1) +a /Z(pJTMT 1)

ﬁ'pr we 0%, | 1 #1 0°0,,
—_— —_ + 7 _—
RQTJ&I aj N F IglkaTkI }J( R anl‘,_ )

1
E(Iﬂ fk]‘ 11.11 +Iglfk]‘ 11.11 + Iolfk111ll +p1f1111k1)

—

d
_ﬁ_ 1/2 (prrfr + 2:‘9'11111 ol + ,G,'[‘ 1')
r
d 5 . s - 5 , .
_ a ( /2 (3,01 Vyre ’[1"’_1' + 3:‘0'1'1'141'1"['1}_'1' + ZPI'T"J{J'T"J?I' + 2:"3'1"['11'1"['1;1'
Xy
n"j Tﬂ_ +p111111121'))
d 5 . s - 5 ) .
_ E (lffz (3}91 T T”'Lr + 3'01_13"-1_1_*[.11_}_ + 2,01.'[-‘1.].'[-‘;1. + Zpr'a["xra[";r
My
+ p,t

114 +IDIT1J&IT1{-I'))

(E.25)
Equations moyennées de I’énergie interne pour l’écoulement turbulent plan
8 oy ey a G Gg (-’:’-‘aﬁ-v -':'.'q,--,-) 8
— +—(p. v, 6. )+—Iip. 1V, .E.)=— +—] -
dty dxp ('D] o I) 3y ('GI T I) SavVata dxr &1y dty
a - & I & P & - & - i
-:'.'_xr (pr'T'x'r'Er' + Pr€r Vg + PrVsr€r + n‘ng'err) I.('O] Uyr € + Pr€r Vs +
Oy Uyr€y + ,O].'[-‘}_.].E].:I
(E.26)
dprer _
Aty
g dqyr | OGayr 1 HoVo [BVur) [(OVxr 1 HoVo (OUyr\ [OUyxr
_.(..+.,)+/3 ( )+ 3= (S )5 ) -
GaVnta “Oxp vy GofaXxa W E8Vp diy SofaXxa WOV 3y
dprér
dty
(E.27)
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Equations moyennées de la température pour I’écoulement turbulent plan

AT, o Jfa Ty O o I Ty O 1 i X s o ol din gy dpy
(oI Tt Soivber 2 (Sl Oy Be  (TRPry hr_
Aty dxy 1y RePpcpy ~Oxy &y PaTaCpaCpr @ INTy ity

. 8Ty d < . P P P R d < .
raf — ? (pr"};'T'x'l' + pr'ﬂ'T'x'r' + pr'Tr'T'xr + prTrT' xr) - I (pr"};'T'x'r' +
pr'ﬂ'T!x'r' + pr'Tr'T"xr + pJ'T;'T"x'r')
(E.28)
T at,
1 Bgyvy  Ogyr p dlnpy. dpr
— (..1 _I_l:l_ o I(__'G':Ip r 4
RePpcpy ~Oxy 8 vy PaTaCpaCpr @ INTy ity
1 Havg Bvyr (Bvyy 1 [oVg P\ BTy . Ty
/3 ._+/3 ) T Pr;
'Go T,:. Cpo l:p :p!.l [ lfl'_‘L‘:p! lfl'_‘l-':p 'Go T,:. Cpoﬂprl [ lfl'_‘L‘:p! lfl'_‘l-':p du i
(E.29)

Les études menées sur les écoulements turbulents différent les unes des autres a cause du
modele choisi par I’auteur ou les auteurs des études. Le modele se présente en général sous la
forme d’un ensemble d’équations dans lesquelles apparaissent ces nouveaux termes. Par
exemple avec le modéele k-g, on utilise 1’énergie cinétique turbulente & et la dissipation
d’¢énergie ¢. Le modele de Prandtl — Kolmogorov utilise quant a lui seulement 1’énergie

cinétique turbulente pour exprimer la viscosité turbulente.

2.4 Application du modéle £ ou modeéle de Prandtl-Kolmogorov
Pour définir une modélisation a caracteére plus général, il faut recourir a des €quations de

transport supplémentaires. Il est logique de considérer d’abord 1’énergie cinétique

-

1 .
turbulente [1]: k = T Uy Usr

Ce modéle permet en outre de fournir une équation supplémentaire pour la résolution du
probléme de fermeture. Ce modele se base sur 1’équation de I’énergie cinétique turbulente k.

Pour I’équation de 1I’énergie cinétique turbulente, nous partons des équations (E.11) et (E.9).
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a d -
5o (R +— (o, v k) = 1}/2—(2,9;[1“ o+ 502+ p,vR) —

3 . dpy | 1 zv:r
IGI'T!XI'E(T!J{]')_ XV 5. r(prru) _T!J.'r'axr_'_ }.nur P plﬁ]‘ xT

My

1 . - 1 . 2 . d 1 7 . . - .
F_pl'ﬂ'r'T'k'l' + F_ pl'ﬁ'l'T'k'l' _ ; /2 {pr'T'x'r'T'x'r' + 4‘|D1'T'1'1'T'1'1'T'x'1' + 0V, Uy +

4IGI'T?X]"T!II'T!XI' + BIGI'T!}.’I'T!;I' + IGJ"JI.‘J&'I'T!;I' + 4‘IGI'T?XI'T!X]"T!.1'I' + IDI'H[!X]'T.‘;I')) —

1 7 172 T 5 452 S 21 197 19
/2 (pl'T'x'r'T'x'r' + 4'|01'T'1'1'T'1'1'T'1'1' + P Vser Vs + 4:‘9'1'1'1'1'1'1'1'1'1'1' +

SIOI'T"XJ"T!;I' + IDI'.‘["A'I'T";I' + 4.IOI'T!.1'I'.‘[!X1'T?XI' + IGI'TJJ&'I'T";I')) + (_IGI'T"XI'T!XJ" +

'-':J'lr".v'

IGIT111 xr + IGIT111 Jel +IGIT1}.1 xr +IDIT1J¢1 11)

(E.30)

En projetant les équations suivant les axes du plan (ox, oy), onnote que la direction de
I’écoulement est importante car elle contient presque tous les termes des équations. Nous
remarquons dans toutes les équations 1’abondance de termes, ceci est dii au fait que notre
travail s’inscrit dans un carde général d’études. Donc, nous avons restreint les hypothéses
simplificatrices qui, selon le type d’écoulement, permettent de réduire ces termes grace aux
transformations adéquates. Nous remarquons aussi que, dans le cas des écoulements plans,
I’axe de I’écoulement est trés important pour les études car les variations des grandeurs

physiques se font surtout le long de cet axe.
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Dans cette partie nous allons présenter et discuter quelques résultats expérimentaux se

rapportant a notre étude.

3.1 Présentation

«Développement d’un jet a masse volumique variable impactant sur une plaque » [4]

Cet article visant a apporter une meilleure compréhension des phénoménes gouvernant
I’écoulement dans les brileurs domestiques, utilise un dispositif expérimental transparent.
L’¢tude qui est faite, met en évidence I’influence de la variation de la masse volumique ainsi
que celle d’une longueur caractéristique de 1’écoulement sur les phénomenes d’entrainement.
Elle présente cet avantage de comparer deux jets différents, le premier étant constitu¢ de 1’air
et le second d’un mélange d’Hélium et de diazote. Le dispositif expérimental, montré sur la

figure3.1, comporte quatre (4) zones d’études.

Point da s:sgmﬁ\{u:u Jet de parai Plague de stagnation

Deénomination des zones de visualisation :
(1) =zone “mbe" ensemencement dua jet on de I'ambisnt
{2) zone “fin du mbe”
(3) zone "“moitia" 1» apzemencement da I'ambiant

(4) zoope “enter"

Fig. 3. 1: Dispositif expérimental [4]

« Simulation Numérique d’un écoulement de Type Jet Plan a Masse Volumique Variable

par deux modeéles de turbulence » [5]

Cet article propose une résolution numérique basée sur deux modeles de turbulence au
premier ordre, modeles k-¢ standard et k-¢ modifié. Les résultats numériques sont comparés
aux résultats expérimentaux de N.E Kotsovinos. Cette étude permet de mettre en évidence

I’importance d’un couplage entre le champ de vitesse et du scalaire pour la compréhension de

ce type d’écoulement.
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3.2 Résultats et discussion
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Fig. 3. 2: Jets impactants et jets libres turbulents [4]
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Fig. 3. 3: Jets impactants confinés et jets semi-confinés turbulents [4]

mumérigues [3]
Fr=300
w={.95
w=i.5
w={r

Fig. 3. 4: Evolution longitudinale de la vitesse verticale sur I'axe du jet [5]

Les figures 3.2,3.3 e t 3.4 montrent les variations de la vitesse en fonction de I’axe de

I’écoulement. Elles permettent également mettre en évidence I’influence de la masse
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volumique représentée dans le deuxiéme article par le paramétre w, sur I’évolution de la
vitesse.
On remarque que les trois (3) courbes présentent la méme allure formée de trois (3) zones :

v" Une zone proche de la buse d’éjection ou 1’influence de la variation de la
masse volumique n’est pas visible. En effet ’allure des courbes dans cette zone
est quasi horizontale et la vitesse varie peu en fonction de la masse volumique.
A la sortie de la buse la turbulence n’est pas encore totalement développée le
fluide se comporte comme unm ¢lange homogeéne dont les différentes
particules constitutives sont animées de la méme vitesse.

v" Une zone moyennement éloignée de la buse qui correspond a la partie
décroissante des courbes et dans laquelle I’effet de la variation de la masse
volumique devient visible. On remarque une augmentation de la vitesse en
fonction de la masse volumique. Ceci peut s’expliquer par le développement
du phénomene turbulent et les fluides les plus légers sont les premiers a étre
soumis a ce p hénomeéne. Les fluides lourds ne subissent pas encore les effets.
Ce qui confirme I’existence de différentes échelles dans la turbulence.

v" La derniére est la plus éloignée de la buse, on distingue nettement les
différentes particules constitutives du fluides. Cette partie doit correspondre au
développement total de la turbulence dans lequel les fluides denses sont
toujours animés de vitesse plus grande. Les forces de flottabilité en s’ajoutant
aux forces d’inertie augmentent la vitesse de ces particules. L’énergie cinétique
de ces fluides doit étre, de ce fait, importante ; ce qui peut favoriser lors des
chocs des cassures et une dissipation ou une transmission d’énergie vers une

échelle plus petite. Ceci a pour conséquence d’entretenir la turbulence.

Kc
Fr=300
H—0.52
W= i8
gy

| IIIIlI

&
i
4

1 =

1 e T
AE-1 1E+0 TE+1 AR Rl =]

Fig. 3. 5: Evolution longitudinale de I'énergie cinétique turbulente sur I'axe du jet [5]
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La figure 3.5 montre I’évolution de 1’énergie cinétique par rapport a la sortie de la buse en
mettant en évidence I’influence de la masse volumique. L’allure de la courbe comprend
quatre (4) parties dont deux ne font pas ressortir 1’effet de variation de la masse volumique et
I’énergie cinétique est quasi constante, et deux qui correspondent respectivement a
I’augmentation et a la diminution de I’énergie cinétique. Dans ces deux zones les fluides les
plus denses ont une énergie cinétique plus élevée. On remarque que les maxima de 1’énergie
cinétique sont atteints a la méme distance de la buse pour les différentes densités de fluide.
Cette figure montre que I’énergie cinétique croit dans une certaine zone géographique pas tres
¢loignée de la buse, ce qui correspond au développement de la turbulence au cours duquel les
tourbillons plus gros en cassant cédent leur énergie cinétique aux tourbillons fils dont le
nombre augmente faisant ainsi croitre 1’énergie cinétique. La partie décroissante correspond a
un développement total de la turbulence et les chocs entre les particules conduisent a une

dissipation d’énergie qui fait baisser 1’énergie cinétique.

Les variations de 1’énergie cinétique sont dues aux phénomeénes de production et de
dissipation qui agissent de maniéres antagonistes. Si la production est plus importante que la
dissipation, 1I’énergie cinétique croit et si elle moins importante, 1’énergie cinétique décroit.
Les parties constantes pourraient montrer 1’¢loignement par rapport a la sortie de la buse ou

les lames fluides glissent entre elles sans dissipation d’énergie.

I1 serait intéressant de faire une étude complémentaire car le modéle de Prandtl — Kolmogorov
montre que 1’énergie cinétique turbulente, terme supplémentaire dans 1’équation moyennée de

I’énergie, est plus importante lorsqu’on s’¢éloigne transversalement de 1’axe du jet.

12
Fg
1.0
01 4=
041
D=
" X
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Fig. 3. 6: Evolution longitudinale de la température le long de I'axe du jet [5]
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La figure ci-dessus montre I’évolution de la température le long de I’axe du jet. Cependant
elle ne permet pas de voir I’importance de la masse volumique sur cette évolution. La courbe
est caractérisée par une premicre partie constante qui correspond a une valeur constante de la
température, et une deuxieme partie décroissante qui montre une baisse rapide de la
température plus on s ’¢éloigne de la buse d’éjection. On peut dire alors que pendant la
transition vers la turbulence la température garde une méme valeur qui diminue lorsque la
turbulence est développée.

Ces deux articles permettent de mettre en €vidence I’influence de la variation de la
masse volumique qui exprime la composition chimique des fluides, sur la vitesse et 1’énergie
cinétique d’un écoulement turbulent plan. Ceci montre I’intérét légitime dans ce type
d’écoulement que 1’on peut porter a analyser le lien qu’il y a entre I’évolution de la
température et celle de la masse volumique. Car ces deux parameétres sont aussi importants
pour une meilleure compréhension des écoulements réels. En effet les effets de la température
sont I’une des causes de la variation de la masse volumique [6].

L’analyse de ces deux travaux révele la multitude des possibilités qui existent encore pour
des ¢tudes approfondies sur I’écoulement turbulent plan a masse volumique variable. Par
exemple, une étude expérimentale basée sur le dispositif expérimental du premier article
combinée a une résolution numérique appliquant la décomposition de Reynolds a la masse

volumique pourrait aider a la compréhension de ce type d’écoulement.
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CONCLUSION

Les écoulements fluides réels sont souvent imprévisibles, du fait de leur caracteére aléatoire
dans I’espace et dans le temps. Comprendre ces écoulements est 1’'un des objectifs de la
dynamique des turbulences qui profite aujourd’hui de la grande puissance des machines pour
simuler les équations complexes qui régissent ces m ouvements. La non-uniformité de la
composition chimique des fluides réels suscite également 1’intérét qu’il y a a co mprendre la
variation de la masse volumique dans ces écoulements.

L’¢étude que nous avons menée nous a permis de modéliser les écoulements turbulents plans a
masse volumique variable grace aux équations adimensionnées en appliquant a toutes les
grandeurs variables la décomposition de Reynolds, ce qui constitue 1’originalité de notre
travail. Pour ce faire, une introduction a la théorie de la turbulence faite dans la premiére
partie a été nécessaire, suivie de l’écriture des équations dans la deuxiéme partie, et la
troisieme partie a p orté sur la présentation et la discussion de deux articles qui a montré

I’influence de la masse volumique sur certaines variables de 1’écoulement.
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Annexe 1

Equations de I’écoulement laminaire

Equation de conservation de la matiere

:—+p + Vpr=20 (A1)

Equation de conservation de la quantité de mouvement

:—tp't-‘ +V.pvrv=—-Vp+V.T+pf (A2)

Equation de conservation de I’énergie cinétique

:_t (1/2 'GT.‘Z ) + V. (lfz 'g'[zz'[!) = —17 ﬂp + . V.1 4+ ."j'f 1 (A3)

Equation de I’énergie interne

jjpe +V.pre =-Vg—pV.v+1: Vv (A4)

d
AvecT: Vv = 1., — 1,
Sgxs A

- Equation d’échange thermique

dlng
alnT

P‘ij_gPT +c,V.pTv=-V.q - (), l:—t-p +1: Vv + pT;—tcp (A.5)
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Annexe 2

Equations dynamigues moyennées de la turbulence

- Equation moyennée de la conservation de la matiere

On part de I’équation (A.1) en prenant la moyenne de chacun deux termes de 1’équation, on
a:

a . -

Ep+?.p1-‘={] (A.6)
En appliquant la décomposition de Reynolds aux deux variables et en utilisant la forme

indicielle, nous obtenons :

% _2 (577
s P p) (A7)
% _ o
ar ot (A8)
deve _ (8 - = 7%
dx; (axj pU TP ) (A9)

Ces développements nous permettent de donner I’équation moyennée de la conservation de la

matiére sous la forme suivante :

dg a _ _ 8 —
TPV, = P E.10
G"t ax-ll_lg i _-I_IG L ( )
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- Equation moyennée de la quantité de mouvement

Nous partons de 1’équation (E.2) en prenant sa forme indicielle a laquelle avant d’appliquer la

décomposition de Reynolds a chacun des termes, ainsi nous avons :

a'ﬂv~ av:vl E -_— C_n'T:l
-+ f=——+pf, +— ,
o | o o, TPLT ox; (A11)
dpv, 8@ r_ — | T
= (P +pn) (A12)
BT, _ 8 re e T
P axj((p +p)(@ + 1) (@ + 1)) (A13)
0PV 8 (eGR4 BD T LA T L BT
.~ a WP FPUT 0 T+ T T+ T ) (A.14)
ap  8p
=== (A.15)
dx; 8x;j
ofi=pf +bf, (A.16)
E a d'l.- 'ﬂ'lfl 2 dlr'l
— = — A7
a'x_-l' ax_,l' Ju dx J /3 dx |) ( )
dr,; 8Ty
ox; o, (A.18)
Du fait de ces développements, I’équation moyennée de la quantité de mouvement se présente
comme suit :
a _ _ - —
2GR+ (pTT) =~ 22+ pR+ 52+ pf 5 (B0) — - (P

(A.19)
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- Equation moyennée de I’énergie cinétique

La forme indicielle de I’équation (A.3) nous donne :

911 2z @ (1 S N L |
dt ( /2 IGT1 ) + ak_,'.( /2 IGT: TJ,) - T-:-.ax: + "[-:._ ax-ll. + 'fjﬁ"[1 (AZO)

Nous prenons la moyenne de chacun des termes de cette équation que nous développons,

a2 — ] = ——
at (IKZ ,m-;‘) = 3 (l/{;g (6+p)(v, + T":)‘) (A.21)

i(l/z '01!12) - % (1/2 ('5 + léj(T_z‘ + 21—'1:1!'1: + T"’E:)) (A.22)

%(1/2 IGTFEZ) = % (1/2 ('5'11_21 + EF:T{‘: + ﬁTJ’ZE + ,l'jT‘_21 + Zp%—!:f": + '51;2:))

(A.23)

-a:(lfz P’["F) =2 (lfz (pv?; + PP, + 257,10, + m‘%) (A29)

a — a — . _ S i
a_;ﬁ.-(l/Z ,m-':“[;.) = a(lfg (P +p)(@ +1,)2 (T + 'tj,)) (A.25)

a8 _—= - — 5 —= . s — .
. ((p 2+ 20,0, + pv*, + . -“:+2p1-':1-‘:+,m-“:)(13,+13,))
X g
(A.26)
Yoy | =2 Y (5.5, 07 +B.TDE + 25 B0 + PO G, +
Axs 2P T Axs 2 P-1 P-4, P ) TPY
AU VR 4 2P0, 0.T; + pU,AT, + pUYE + 2P0, 0,0; + ST )
(A27)
dp — . a . _ .
-11_—= .‘1 .‘1 S - A2
i ) e Gl ) (A28)
dp _ _ 385 , . 9P
Vo = T 4 1, (A29)
dx, & x5 dx,
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ar, _ 0T, ., 8ty
p P 5 9T J

. 7 + 1, — (A.30)
- ri'x: - -f.'.\'_- - -5'}::

pfi-v, = Pf.T, + pf..T, + pfi. 0+ BU,.J, + BT, (A31)

Ainsi nous obtenons pour I’équation de la moyenne de I’énergie cinétique :

211 7172 g1 --T3 | =%, %y, Fo .0
P /2(,0*[- =')+axé.- /z(p.'[j‘[ :)— ’t:ax:—k*[:.axj+pﬁ.1:+1= _:-I—

8t ; ; —

- i - — — P - - e . - 'j _ - - — - -
Ut of.v, + pf,.0, +p0,.f + pf. 1, — 1/2 (pP=, + 2p1, 7, +,m-“,)—
. : 2 1 Uy .

(A.32)
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- Equation de la moyenne de I’énergie interne

Pour I’établissement de cette équation nous partons de I’équation (A.4) en prenant la forme

indicielle.
dpe dpv;e da; vy dvg
—_— _L+I1';_-I A.
at Bx; 9 P & 25 oy (A-33)
Ensuite on prend la moyenne de chacun des termes de I’équation (A.33)
gpe _ 9p.E | 9pE
e o o (A34)
P ((p+p)(+1)(E+6)) (A35)
dx; dx;
IP%E _ 2 (50,64 p1,é + pév, + p1,é + pDe) A36
G" X ; G" x ; IO ] |D 1 IG L L IO ( * )
daq, 9q,
— = (A.37)
dax; dx;
av _ g1y . 01
P—=p—+p— A.38
dx, P dx; P dxy ( )
l5|'|.-"| Ij a'l_.-'- aV| 2 ff-'L-‘. f::'L-‘.
T, —=U—|(—+—=—4/,—)— A.39
EJ ax: #axl_ (ax-ll ax: KB ':-:'x_ll) ax:) ( )
-':'.'1:. - dﬁ - dvl
r,,—=71,,—+ T,,— (A.40)
“ax “Bxg N dx

En tenant compte de ces d éveloppements, 1’équation de la moyenne de 1’énergie interne

s’écrit apres quelques arrangements :

85 8 ,_ _ _ 8 8w . _ 3%, L av, . 09, @8pe
+— ()= ——p—+T, 2L —p—=+1,——
at dx (,ﬂ' : ) GRS pax: Sl E p-’:?'x: e ‘

a8 - - T - AR
o, [,m-:e + pév; + pré + ,m-e:)
(A41)

Rapport- gratuit.com @
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- Equation de la moyenne d’échange thermique

Nous partons de 1’équation (A.6) en prenant la notation indicielle avant d’appliquer la
décomposition de Reynolds a tous les termes.

dlng ap dv;

a a
'DECIJT +§j,ﬂCPTT-i _-:I'_x._ (dJJT)pE J—d—+,DT— (A.42)
p—c T = Cpp— (A.43)
_aT7 ,o7
pﬂ— =Cp\P TP (A.44)
dpTr,
—pc, Ty, = ‘
ax, P Cp ax; (A.45)
2 e, Tv, =c i(_T’[_‘ + pT0, + PO, T + ATE, + ’f"f') A46
{:I'xJ.'g -t p-’:I'xJ.- pLv, — plv, — pu, gL, — g (A.46)
dg, a4
PO (A.47)
dx; dx
. . d
Nous rappelons que nous avons considérer Cp comme constante, de ce fait Frf 0
Finalement 1’équation de la moyenne de la température peut s’écrire :
Ppat P oax; .:u. ainT’ P dt Ty oz, | Uy, 2P
a
(pTT +p1,T + ,DT'[ + ,GT'[ )
(A.48)
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Annexe 3

Adimensionnalisation
s 8B . _ R _ o B _ P
) .x,:-r - x.;. y T:]' 1"‘0 b ﬁ]' fo ’ T; To pl' po ’ IOG PO

t. =

T

(a3
o | [
-

- Equation adimensionnée de la conservation de la matiére

dp d _ d =
—4+—5 17 =——757 A.49
ot Bx j oL Bx j o, ( )
dpop (LI e Vo 3315
Ep g +P-:u o .F’ r_ _ Fo% P i (A50)
ty Oty Xg Bxg Xg Oxp
dop | dprvp d pr e
: [k + ..'3. r_ F’ i (A51)
at, dxg 9%y

%(ﬁr)+i(ﬁTTJ)=_a—+ f+_+.0f__(,01 )_ kl(.ﬁﬁ‘l‘

(A.52)

Bavg @ i Povg® @ . _ Pofdpr Llu-ﬁ'?'nn
:oj{pr"[':'r) + Ox: m(pr'T':'r'le') =—= + pofﬂ-prfr zzo +

Xa l.'-;'.k ] 'ﬂlnﬂ
2 -
FPaYa - PaV o @ S s
pof:nprfr R ._{pr'T'r':l - ) Ao (pl'T':'I'Tjr' + e +|01 ir JI +
ty Oty o jr
pr'T!:'r'Tifl')

(A.53)
f_':' dpr 1 dT iT
E{pr'T +_(|‘91 ir Jr)__ lw :rf:r +R_-:'.' w+ n"j:rfr
_m (n"jr Vgl 'jr + n"jr' il 'jr + PI'T' r T pr ir _,1)
’ (A.54)
Pa _ a1y ir d'lr'n" 2 'ﬂ'lr'n-"
pﬁll"ﬂz N l etI Ju ( d K3'5!”“1"
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- Equation adimensionnée de I’énergie cinétique

7. a -
Po“oi 1 2 P-:-L-:- ,L _ __BoVe . dpr
ta l'f-'t_v- fz (,DI-T ri + /2 {'GI T - Xa ! w ax:?" *
z . ) z ;
HOU Q.. -:'.".r |1n , PaVa . dp'r! ,l-l!ov a .7 dT Jjr
) Vi +|Gofo DplﬁlT‘l 0 oo + } Vir +|"jof:| oprﬁr
Xg dx Bxpy Xg 8x;

Vs '5' 2
PofoVoPrfor Vir + PofoVoPrfurVir + PofoVobrfurlir — ’sto Y5 (0,03

.'301'-:- '5'
Xg ch.r

Zﬁr'Tir'T!:'r' + nérf";:') - 1{2 (pr Tﬂ- + ZpI'T!!'T'T!;I'T + pr T1L- +

+20, V0,V Vs + PpVp V) + P05, 07 + 20,05, 0,05, + p,.*t;,-_.,.*t-‘;.)

(A.55)

a 2 dpy 1 aT:l':r'
':-:"_f'?" 1/X2 (prT!;:' +_ 1/2 (pr T“- = — 1. ik 7

ir . ir .
d.k':-y- RQ Ax i
1 Fi

1 . 8Py 1, Bty 1. z 1 s, 1, .
F_r pr'ﬁ'r'T':'r' — Vg Batgp + R_,;. Vi dxjy + F_v Prﬁ'ﬂ':‘r + F_ro pr'ﬁ'r'T':'r' + F_rp:r'ﬁ'r'T':'r' +
1 PR a l 2 oo s =3 .
F_ pr'ﬁ']'T':'l T ae /2 (pr Vi + 2,01.'[-”.'[-:-1. + PrVp | — 3x /2 (,U',T Vg
Yo jr

2:‘91 1111 ﬂr T1 + IDI Tﬂ_ + 2,01.'[-‘:-].'[-‘”.'[31. + 2:‘91'13‘1"[!;- + pr'[i.‘r’[";- +
Z,GI-T’:-,-T"”-TE,- + ,I’J'}-T‘ 111&1)

(A.56)
- Equation adimensionnée de I’énergie interne
8n O Oy dy Vogy o Ga dqr PaVa @0rVir LA VE dvip
Poéo O Pré _|_.'3c- oo (pI'T!"I'EI') _ _Ho r __ PoloZPriar , .1-:'20 T, — —
tn, Oty xg Bxjr ’ Xg 0% jr Xo Oxip x5 4 Qxpp
PoVg » OTir Vs . Oy Eq 8 prdy Vagq O P . .
oVo . . ] .l-:-z-:u s __PoggPprer  Polplo (IGT'TJT“‘EJ" +P:-E:-T’fr +
Xg Bxgp x5 dxip t, Oty xXg Oxjr ’ '
.0111119 +|‘91T1'1Er)
(A.57)
d prep q daip Pgo O0pVip Ln 1 vy
7'3. 1 'T":'I'EI') — a A _ a Priir 4 Holg T, — —
dty PaVa®o 9%Xjr  Po€s IXir Po€oXa ° OXir

-

a - - - -
- Ax: (pr'T'l':'Er' + [y Vgye + Uiy € +

Po . OV Holg - 90jr dprer

Ll ir . ;
Fodg Xy PoloXo dxyr dtr

,ﬂ',-T !!'I'EI')
(A.58)
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- Equation adimensionnée d’échange thermique

T ATy
. Fola

TaVa dprTriir Ga dqr Pa 010 gy Aty
SCor . ._|_£,0Cr.ﬂaoo.ﬂ....:__a. .__o(- P)p +
POTPT 4 ity porp Xg 2x jr Xg 0% p tn "8 InT; diyp
2 G'| a 2 G’| i a-r Th1 lj -
KoV Vir | HoVlp - Vir PoTy » 0Ty PoTals ( .
x% ”'ax:r xf;. ”-ax;_w CPGCPJ' ts 'Grr':?'f_y- CPOCW' X ak’jr IDI'T;'T ir +
IGI'T;'T!!'I' + IGI'TI'T!!'I' + prTr'T":'r)
(A.59)
a7y 3oy Teliip
T4 .'3-. rtir _
E:?'t_r- dx_lf:r'
1 dajr Po g In pr ) dpr + Koo 9vjr
RePrcprdxjr  poToCpocpr @InTr Pdt,

PoToCpacpr¥o i-Eee
HoVa . O¥jr . 0Ty g

pr' 3f.. B i ('ﬂ].T;.f":-]. + 'é]']'; f":'r + ,fj'].T].'[":-]. + 'é]_T]_T”:-]_)

FoTaCpolprio RS

(A.60)
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Equations de I’écoulement turbulent plan a masse
volumique variable

- Equation de conservation de la matiere de I’écoulement
turbulent plan

Nous partons de I’équation (4.51)

a 1 1 egn a 11y a?ri"rr a’r'l.:'-.--r
Prvgr | Bprvar _ _ Bbrbur _ 8Prim (A61)
8 xy &y 8 xy & vy
& oy
r— (A62)
at,

- Equations de la quantité de mouvement de I’écoulement
turbulent plan

En projetant sur les axes l’équation (A.53) en tenant compte de la transformation au niveau
de la viscosité nous avons :

1 31

-:'.'p-,.
_ )"‘_(P; ir _,1)__ 3 If]+ﬁ‘_ch.p+ n"jrfl
a ..
T(pr 'r _f (pr Uil 'jr + pr' ir L 'jr + 'QI_'[ »+ pr ir _,1)
dtn. 8%y
' . (A.63)
':-_-l'?: i1 ad 3 iy vy 2 Fs R e
J _ ) 7 A 4
dxjr a’"}'r#] ('5""'1" dx :r) /3 -:i'x:_-,-] (A8
a T:_If:r' i l:.:n'"r_'l.-'::p
33 e = jul' Jﬂ”':-;r- + 1f3 E ] (A65)
1 vyr| [5‘2 L‘_1_-_1,-]
+/ 3 ah] 312 (A.60)
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d a1y
nﬂ'r'd+ (V) + Ve Uy (ﬂ;:“" (pr erVr) = — > +Flvprﬁ'r+

8 xy
H'r" 'f-!' Voyp . : : £ i - i .
32 ] ,U' Jﬂr . ﬁr( 'T'A'r') T o (PI'T'A'I'T'M' T 07 Ve Vpr T Op Ve Vg +
Pr Uy Uxy) — |(n‘ﬂ'.‘r er Vrr + PrUxr 11+|01 her Ver + Py Dger ,uj
(A.67)
dpp 1 1 . z
vy = F_rnor'ﬁ;r + !"__1" prﬁ-‘r (A.68)

- Equation I’énergie cinetique de I’écoulement turbulent plan

oy ITiip
/XZ('O? )+_ KZ(P: i )Z—T-‘f.ap' vl Ty

W axy, Ry U dxgy

1 - dpr 1 ,. aTLIT" 1 b 1 . -
F_rnor'ﬁ'r'T':'r' — Vi Doty +— RQ ir g, e + 'ﬂ'] f:r iy + — p]'ﬁ'r'T':'r' + F_y- p]'ﬁ'1'1'1'1' +

1 . a2
/2 (Pr'1j1'1'1'1-
Zpr'T!:'r'Tir'Tf;l' n"jr fj" 'f":' - n‘gr 0z

1, 7 . 9 [1 2 IRENRE 5,172

F_rlgrﬁ'rT':'r - c]_t,,. /2 (pr'T'r':' + 2,01.'[-”.'[-:-]. + Pr ¥ 1))
2 Vir

Zpr'T":'r'T":I'Tifl' + pT'TET'T!;"))

(A.69)
d ? 9 |
'a_fr KZ(IGI 11))+_ KZ(IGI er L M))—l_E /2(:‘91 er L M))
op, . U, 5213};1' 1 1“1 s Uyr
:—.‘__——'—— 7 +— ___.‘__—
T.:'i.]' 5};’1_ RQTJ&I ﬁj.-":]_ E_IglkaTkl }J( Re ajz )

1 - - .
+ F (pr'ﬁ'r'T?x'r' + pr'ﬁ'r'T?x'r' + pr'ﬁ'r'T?x'r' + prﬁ'r"["xr)
0 1l +2 + |
ﬁf 2 (n‘gr ,U pr e Ver pr }.1:'

d
_E 1/2 (BIGI er Vir +3|D1 Vyer +2|D1 e Vier +2|‘91 e Vier

+ IOI'T!X]"T!;I' + IOI'T.‘XI'TJ;I'))

d

1/f2 (BIGI xTr Ji.]' +3|DI Ji.]' +2|DI JLI JLI +2|O]‘ .11 .k]

A
+ IOI'T.‘X]"T!;I' + IOI'T.‘XI'TJ;I'))
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(A.70)

- Equations de I’énergie interne de I’écoulement turbulent

plan
a -,-e,n q dqiy Poby O Vi In T 91 jp
& (p],[,1]€)__ ] r_ Dol ry HoVy s L
diy '5' ir PoVofo @Xjr  Pofo@Xir PofpXo ° 9 xjr
Po . 90 HoVp . 9Tjr 9 prér d sz - A

o + ) Ty T A (,DI.'[-].:-ET. + Pr€y Vg + Py Vir €y +
Pofo  9xir  PofoXp dxir dtr dxjr
pr'T!:'r'Er')

(A.71)

dprep

+— Vr € + Vypp€y ) = —
-ﬁ'tv (,ﬂ'} xr :I (PI xr ) Eolnén

C:'Jnn t:IOI T1.k]‘ E + IGI EI'T"XJ" + IOJ"T"J&'I'EI' + IDI'T"XI' EI) t:IOI T1.k]‘ EJ" + IGI'EI'T"XI' +
IGI'T1}.'1'E1' + IGI'T!II'EI')

(a N a) _ Bprér
.:u,, vy Aty

(A.72)

dprer
Aty
da dqyr | Odyr 1 foVo [Ovyr) (Ovar 1 HoVo (OUyr\ [OUyxr
_.(..+.,)+/3 ( )+ 3= (S )5 ) -
GaVnta “Oxp vy GofaXxa W E8Vp diy SofaXxa WOV 3y
8 prér
dty

(A73)

- Equations d’échange thermique de I’écoulement turbulent

plan

dTy FprTrvir
r G"tr a.x_lf:r'
1 8 qir Pa din py ) .::_'p?- Hala dvir

Pa PoTo'f'po'f' pr¥o T By

RgprﬂpraxJ|'r PoTononr G-. |!-:|1

Lol - a‘l:"f:r' P df‘r T
s — — 0 — vy + 0, L1, + T'[‘, + T't‘,
PoToCpoCpr¥o HT 8 gy T at,  dx ir (.‘91 i 'OI i 'DI i 'OT T)
(A.74)
ATy + Aoy Trlyr + 8prTyVsr 1 8.y 4 (S Js o Pa dIn ,c:_y-:l dpy
r Aty -':'.'xv 1y RePpcpy ~Oxy &y PaTaCpaCpr @ INTy P ity
. 8T d L
ra;r B, (,U',T T.k] + pr T Tu + '.r_‘,ll] T Vyrr + n‘gr T & 11) _c?'_L-,- (pr"};'T'l'r' +
prﬂ'T"xr + pr'Tr'T"xr + n‘g:r'Ir'T"xr) ( )
A.74

41



Tty
1 Bayr | Bayr Po 8lnpy. dpr
 R.E (._+._:'_ { :'p++
ePrCpy ~dxyp 8 vy PaTaCpaCpr @ INTy ity

l/ Havg (81:_1.-_1,) (8 1:_,.-.-,-) n l/ [oVg (81':_,.-.-,.) (8 1’:_,.-.-,-) "y ary
3 LoTaCpolprXa \ OVy vy 3 LoTaCnolprXeo % GVy vy r Aty
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Equation de I'énergie cinétique turbulente

Pour établir I’équation de I’énergie cinétique turbulente, on part des équations (A.56) et
(A.54)

g [1 2 g |1 AN I - -} ) Ji
/2 Prvy, "o /2P0 Vi | = Vi ey | Re T oy

aty
5ﬁr 1 - aiﬂr

1 r ] : 1 1 - 2 . 1 b - ra -
F_ pr'ﬁ'r'T":'r' — Uy B +— 1, B + F_ prﬁ'rT'ir + F_ pl'ﬁ'r'T':' + pr'ﬁ'r'T':'r' +

Re

1 PR .2 P £ 22 1‘,_
F_ Prﬁ'rpfr 1/2 (,GI-T’I-:- + ZPI'T':I'T':'I' + pr'T'r-:') fz (pr T
o

Zpr-'[":'r-'[":r'[_'}:r- + ."3'1-'[‘ 11‘ + 2,5'1 Vi 11‘1 11 + 2'01'13?'1!;1' + 'GI-T}I-T!;I- +
20,031 rV jr + 'GT'T?J"T'T?;'))

(A.76)
Multiplions I’équation (A 54) par v;,., nous obtenons :
apr 1 i 1 dTIP
ir -:'.' (.OIT111) + 1111 (p11111T1 ) = 111'3 i +_T':'1'|Drﬁ'r + — VU Ax +
._:h ”,.
Vir :rf Vi aty {,ﬂ','[ :I _ 1111 (IGIT‘IT‘ + ,01'[‘,1'[‘ + n‘rJIT 11 +
.ﬂ';-T’:'y-Tif]-)
(A.77)

En faisant (A.77) — (A.78) et aprés quelques arrangements, nous obtenons :

a a .
/fz (,{JI’[“" +,|C|'I'[‘,] ( 11)__ 1/2 ('GI'[‘ T!:ﬁ') +

a . ,. -:'.'pr- 1 . dT Jr
IGI'T!!'I'T}I'E(T!!'I') = ~ lir ax R_QT{I ax + prfr 1111 +— ,U',f,T11,
1 . 2 . d 2 P X . ;
F_rprﬁ'rvz'r_a 1/2 (,DI'[‘ +2|GIT‘IT‘I +,0111-:') — Vi o at, (p1T11) -

1/2 (2,5 02 + 40,0, V.U, + 0,7, ik + 40,1, U, 1, + 3&,.1’-}].1!3:. +

,G]--T1 T1L + 4:‘91 T111 T111 T + pr TL ) + (p_T!:'r'Tijr' + pr'TJ:'rT:‘r' + pr'T!:'r'Tijr' +

8 vy
2x jr

PrVir J:r)

(A.78)
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Finalement 1’équation de 1’énergie cinétique turbulente peut s’écrire apres quelques
arrangements :

I NI I SR N ) e, Sy - oy
Aty {IOIJI\:I + -ﬂk'J.'r { IO]-'T__;J' ;‘t) /2 atr{Zp]-T”-T ir + IGIT + IGIT )

ave ir

a .. . . O 1 i
(T!!'I':I_T!!']"E(IGI'T!!I':I_T!.".xw+_ My ﬂ”‘r + /3

. o
pr'T':'r'E

1 L. 1., P P P : 1 2 Lo e
= FrlirVir — FrlirVir rlirVir = 5 rVYiir Yir rYirYar Ve
F,af’t +pr'[ + =0, fir 1 . /(p’[J’[ + 40,0, 1,1, +

IGI'TL"I'T!;;' + 4.|01'T!!'1'T!!I'Tifl' + BPI'T}I'T!]‘:} + IGI'TZ"I'T!;;' + 4.IOI'T!!'I'T!!I'TL"]" + IOI'T}I'T!;;')) +

& & & & & & - & & C U::I"'
(_IOI'T!!'I'T:"I' + P T':'I'T'_;'r + PI'T':'I'Tjr' + PI'T':'I'Tjr' + ,G].'[-:-].'[-ﬁ-) Bx v
(A.79)
8Ty Falug
= A+ A.80
Ax H ! /3 Axjy ( )
I T
k= T Var Vs (A.81)

Pour I’écoulement plan, 1’équation de 1’énergie cinétique turbulente a pour expression :

(IGI;")_F_(IGIT‘J&IA) = 1{2 (ZIGIT‘.&I xr + IOIT“L' " + IGI'TJ.EI') -

a . APy 1, vy 1 s
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1 - r 1 E bt r G—' l 2 - - - - 2
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[eR L.
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