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Abstract

In this thesis, we are interested by the stochastic control problems, we
establish existence of an optimal stochastic relaxed control for stochastic
differential equation driven by a G—Brownian motion.

We prove the regularity conditions realized by this control.

Key words :
G—brownian motion, coast function, relaxed optimal control.



Résumé

Dans cette thése on s’intéresse aux problémes de controle stochas-
tique, on établit 'existence d’un controle optimal relaxé pour une équa-
tion différentielle stochastique gouvernée par un G—mouvement brow-
nien. On démontre les conditions de régularité vérifiées par ce controle.

Mots clés
G—mouvement brownien, fonction cotit, controle optimal relaxé.
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Introduction

L’intérét des problémes de controle réside dans 'optimisation d’un
certain critére de performance appelé fonction cotit a 1'aide du controle
optimal et dans I’établissement des conditions nécessaires satisfaites par
ce controle aprés avoir assuré son existence. En effet ; il existe de nom-
breux domaines typiques tels que les conditions météorologiques, le cli-
mat et les marchés financiers, ot 'information est soumise a l'incertitude.
Par exemple dans les problémes de choix de portefeuille optimal en fi-
nance, ol les processus de volatilité et de prime de risque sont inconnus
et difficiles a estimer a partir de données fiables, nous devons considérer
une famille de différents modéles ou scénarios. Historiquement 1’étude
initiale du probléme de contréle est due a Lagrange qui a fondé le cal-
cul des variations. Par la suite plusieurs auteurs ont mis l’accent sur
les problémes de contréle optimaux parmi eux : Bismut, Benssoussan,
Haussmann et Kushner. En 2006, Bahlali, Mezerdi et Djehiche [1] ont
étudié le probléme de contréle optimal relaxé et ont démontré, sous cer-
taines conditions de régularité, que chaque processus de diffusion associé
au controéle relaxé est une limite forte d’une suite de processus de diffu-
sion associés aux controles stricts.

Dans les problémes de controle déterministe, la dynamique du sys-
téme est modélisée par une équation différentielle ordinaire (EDO), par
contre dans le cas stochastique I’évolution est décrite par un processus
de diffusion solution d’une équation différentielle stochastique (EDS).
D’un point de vue mathématique, on constate qu’il y a deux approches
dans la résolution du probléme de controle : la premiére approche est
connue sous le nom de la programmation dynamique ou encore principe
de Hamilton-Jacobi-Bellmann et la deuxiéme est le principe du maxi-
mum appelé principe de Pontriagin.

Parallélement a cela, la théorie d’espérance non linéaire a été dévelop-
pée et elle a eu beaucoup d’attention dans certains domaines d’applica-
tion tels que la finance, la mesure des risques et le controle. Un exemple
typique d’espérance non linéaire, appelé G—espérance a été introduit par
Peng [34, 35]. La notion de la G—espérance s’est développée trés récem-
ment par Peng [34,35] et a ouvert la voix & l'introduction de variables
aléatoires G—normales, du G—mouvement Brownien et plus générale-
ment des G—intégrales stochastiques de type Ito6. Le G—mouvement
Brownien est un processus stochastique avec des incréments station-
naires et indépendants par rapport au passé et son processus de variation
quadratique est, contrairement au cas classique, un processus non déter-
ministe. En 2011, Soner,Touzi et Zhang [40], ont développé la G—analyse
stochastique en introduisant la notion d’agrégation et la filtration uni-
verselle.
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Par la suite, Biagini, Oksendal et Paczka [6] ont étudié en 2014 le principe
du maximum partant d’une équation différentielle stochastique contrélée
gouvernée par un G—mouvement brownien, sous ’hypothése de l'exis-
tence d’un controle stochastique optimal strict

L’objectif de cette thése est d’étudier le probléme de contrdle
stochastique partant d’une équation différentielle gouvernée par un G—
mouvement brownien, ot l'on montre en particulier l'existence d’un
contréle optimal relaxé vérifiant toutes les conditions de régularité né-
cessaires pour garantir I'optimalité espérée. On s’intéresse a controler
les systémes soumis a 'incertitude ou a I'ambiguité du modéle en raison
d’informations incomplétes ou inexactes, ou de concepts vagues. Cette
these s’articule autour de quatre chapitres successifs, dont voici la des-
cription :

Dans le chapitrel, on rappelle d'une part le cadre de la G—espérance
en donnant les notions de base sur le G—mouvement brownien et d’autre
part les notions de distributions et d’indépendance de variables aléatoires
dans le cadre du G—calcul stochastique.

Dans le deuxiéme chapitre, on fait un rappel du probléme général du
controle stochastique classique, en étudiant 1'existence d’un controle op-
timal strict minimisant un certain critére de performance appelé fonction
cotlit. Dans certains cas le probléme de controle ne posséde pas une solu-
tion optimale, en injectant par la mesure de Dirac, I’espace des controles
stricts dans un espace plus large qui posséde de bonnes propriétés to-
pologiques notamment de compacité, on assure 'existence d’un controéle
optimal défini par une mesure de probabilité.

Dans le troisiéme chapitre, on présente un apergu général sur le tra-
vail de Biagini et al [6], o ils ont vérifié le principe du maximum partant
de I’hypothése de 'existence d’un controle optimal strict associé & une
G—équation différentielle stochastique.

Enfin, on donne dans le quatriéme chapitre nos principaux résultats
sur 'existence d’un controle optimal relaxé. L’outil essentiel de notre
contribution est le G—Chattering lemme, qui nous a permis de générali-
ser le célébre Chattering lemme classique au cas d’un espace d’espérance
sous linéaire. On commence par définir 'espace des controles stochas-
tiques relaxés a 'aide des outils récents du GG—Calcul stochastique et
on montre, avec détails sur les conditions de régularité, ’existence d’un
controle optimal relaxé. Comme dans le cas classique, on montre que
chaque controle relaxé est une limite d’une suite de contréles stricts bien
définie partant d’'une G—équation différentielle stochastique. En fait on
montre, & partir de 'approximation des trajectoires, que chaque proces-
sus de diffusion lié au controéle relaxé est une limite au sens fort d’une
suite de processus de diffusion associés aux controles stricts.
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Le présent travail de recherche a fait 'objet d’une publication inter-
nationale intitulée :

On Relaxed Stochastic Optimal Control for Stochastic Differential
Equations Driven by G-Brownian Motion publiée & : ALEA - Latin Ame-
rican Journal of Probability and Mathematical Statistics[39].

Par ailleurs, plusieurs communications en théorie de controle ont
été faites :

Communications internationales

1—Approche variationnelle du principe stochastique de Pontriagin,
Colloque International sur les Mathématiques Appliquées (CIMA’10, 7—
9 novembre 2010, Guelma, Algérie).

2—Approche variationnelle du principe stochastique de Pontriagin,
Ecole CIMPA : Statistical methods and applications in Actuarial Science
and Finance (CIMPA, 8 — 20 avril 2013, Marrakesh, Maroc).

3—L’approche variationnelle du principe du maximum stochastique,
Atelier international" Approximations dans les modéles stochastiques”
(7 mai 2013, Béjaia, Algérie).

4—Remarques sur le probléme de contréle stochastique, International
Conference of the Euro-Maghreb Laboratory of Mathematics and their
Interactions (LEP21 — 2016, 27 avril-1 mai 2016, Hammamet, Tunisie).

5—The G—Stochastic differential equations, Third International Confe-
rence on Science, Health and Medicine 2016 (IRCSHM 2016,18 — 19 mai,
Dubai 2016).

6—The optimization in stochastic control theory, Third International
Conference on Science, Health and Medicine2016 (IRCSHM 2016, 18—19
mai, Dubai 2016).

7—The large deviations principle in G—Stochastic Calculus, Interna-
tional conference on stochastic Analysis, Stochastic Control

and Application , 24 — 27 octobre, 2017, Hammamet, Tunisie).

Communications nationales

1—Le principe stochastique de Pontriagin, Congrés des mathémati-
ciens algériens (CMA—2012, 7 — 8 mars, Annaba, Algérie).

2—Conditions nécessaires d’optimalité dans le contréle stochastique,
2iémes Journées sur les problémes inverses : Théorie et applications (JIP13, 28—
30 octobre, Annaba, Algérie)
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3—L’optimalité dans la théorie de controle stochastique, Conférence
sur les Problémes Mathématiques non linéaires (ProMa’2014, 11 — 13
mars 2014, Annaba, Algérie).

4—Propriétés d’un contréle stochastique optimal, Congres des ma-
thématiciens algériens(CMA-2014, Tlemcen, Algérie).

5—L’approche variationnelle en théorie de controle stochastique, Jour-
nées Jeunes Chercheurs(JJC, 30 septembre-1 octobre

2014, Annaba, Algérie).

6—The optimality in Relaxed Stochastic Control Problems, Premier
Séminaire National de Mathématiques(SNM’01, 13 décembre 2016, Constan-
tine, Algérie).
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Chapitre 01

Généralités sur le G—calcul
stochastique
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1 Généralités sur le G—calcul stochastique

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions de base
qui seront utilisées tout au long de ce travail.

Dans ce chapitre, on introduit quelques notations et préliminaires,
notamment sur la théorie d’espérance sous linéaire, le G—mouvement
Brownien lié a la distribution G—normale. Pour plus de détails, le lecteur
pourra se référer a (23,27, 33, 36, 37].

1.1 Espérance sous linéaire

Soit €2 un ensemble donné et soit ‘H un espace linéaire de fonc-
tions a valeurs réelles définies sur €2, tel que ¢ € H pour chaque constante
cet |X| € Hsi X € H. H est considéré comme 'espace des variables
aléatoires.

 Définition 1.1 Une espérance sous linéaire sur H est une fonction
E . H — R satisfaisant les propriétés suivantes : Pour tout X,Y € H,
on a

1 Monotonicité : E[X] > E[Y] si X > Y.

~

2 Préservation des constantes : E[c| = ¢, pour tout ¢ € R.
3 Sous-additivité : E[X]— E[Y] < E[X —Y].
4 Homogénéité positive : E[AX] = A\E [X], pour tout X\ > 0.
le triplet <Q,7—[, E’) est appelé espace d’espérance sous linéaire.

~

Si seulement (1) et (2) sont satisfaites, E est appelée espérance non
linéaire.

Si Uinégalité (3) est une égalité, alors E est une espérance linéaire
classique, i.e., E est une fonction linéaire satisfaisant (1) et (2).

Remarque : En fait (3) et (4) impliquent la propriété de convexité
swwante :

ElaX+(1—-a)Y]<aE[X]+(1—a)E[Y] pourac [0,1].
Notons que la propriété (4) est équivalente a la propriété suivante :
E\X] = N E[X] 4+ A E[-X] pour X € R,

ou AT = max (), 0) et A~ = max (—A\,0).
Dans toute la suite on désigne par Cj 1, (R") 'espace des fonctions
réelles définies sur R™ telles que

(@) = e <O (1+ ]2/ + |yl*) |o - y| pour tout z,y € R",

15



ou k € N* et C' > 0 dépendant uniquement de .

Théoréme 1.2 ([7,34]) : Soit E une espérance sous linéaire défi-
nie sur un espace linéaire H, alors il existe une famille de mesures de
probabilités P sur (2, B (§2)) telle que

A

FE[X]| =sup Ep [X] pour X € H,
PEP

ot B(Q) désigne la tribu borélienne sur €.
Naturellement, on peut définir une capacité de Choquet sur H par

c(A) = ;ugP(A), AeB(Q),

Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [10, 21, 43].

Définition 1.3 On dira qu’un ensemble A € B (Q2) est polaire si et
seulement si c(A) = 0 et qu’une propriété a lieu quasi-sirement (q.s.
en abrégé) si elle a lieu en dehors d’un ensemble polaire.

Remarque : Une propriété est vraie q.s. si elle est vraie presque
stirement pour chaque P € P.

Grace a la représentation de la G—espérance et a la notion "quasi-
stire" introduite, la théorie des processus stochastiques en temps continu
dans le cadre de la G—espérance s’est développée, en particulier la for-
mule d’'Itd, certaines inégalités stochastiques et les équations différen-
tielles stochastiques gouvernées par un G—mouvement Brownien (G—EDS
en abrégé) peuvent étre établies dans le sens "quasi-siire".
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1.2 Distributions et indépendance

Parallélement aux concepts du cadre classique, Peng [35] a établi
les notions de distributions et d’indépendance pour les variables aléa-
toires dans ce nouveau contexte. Néanmoins, ces notions sont moins
probabilistes mais plutét fonctionnelles, et elles s’expriment a l'aide des
familles de fonctions tests de l'espace Cj i, (R™), n > 1.

Définition 1.4 Soit X = (X1, ..., X)) un vecteur aléatoire, ou X; €
H, i =1,...,n. La distribution de X est donnée par la fonctionnelle
Fx [.] suivante : pour chaque ¢ € Cj i, (R™),

Fx [¢] = E[p (X)].

Le triplet (R™, C iy (R™),Fx) forme un espace d’espérance non li-
néaire.

De plus, si X' est un autre vecteur aléatoire n—dimensionnel et pour
chaque ¢ € Ci 1, (R"), Fx [¢] = Fx/ ], X et X' sont dits identique-
ment distribués.

Remarques :

— On peut prouver (voir [7,30]) qu’il existe une famille de mesures

de probabilité {F% (')}ee@ définie sur (R™, B (R™)) telle que

Fx [¢] = sup/cp (z) FY (dx), pour tout ¢ € Cj 1y (R™).
0cO
6y
— Ainsi Fx [¢] caractérise Uincertitude de la distribution de X.
Notons que si la distribution Fx de X € H n’est pas une espérance
linéaire, alors X a une distribution incertaine. La distribution de X a
les quatre parameétres typiques suivants :

~ A~

i=F[X], p=-E[-X], 7 =E[X?] et o* = —F [-X?].

Les intervalles [fz, 41| et [32, 07 caractérisent la moyenne incertaine
et la variance incertaine de X respectivement. X X
Proposition 1.5 : Soient X,Y € H telles que E[Y]| = —E[-Y] (
i.e., Y n'a pas une moyenne incertaine). Alors, on a :
E[X +aY]=E[X]+aE[Y].
En particulier, si E[Y] = —FE[=Y] =0, alors E[X +aY] = E [X].

Preuve : On a

A ~ ~ A

ElaY]|=a E[Y]|+a E[-Y]=a'E[Y]—a E[Y] =aE[Y]

17



pour a € R. Ainsi

Proposition 1.6 : Soient ¢ € C) 1, (R™") et Y € H™ un vecteur

aléatoire défint sur un espace d’espérance sous linéaire <Q, H, E) . Alors
on a :

1) Pour tout x € R™, Uapplication ¢ (z,.) € C i, (R™).
2) L’application E[p (.,Y)] € Cyup (R™).

Preuve : 1) En effet, pour chaque (z,y), (u,z) € R™ x R", on a

¢ (@,9) = ¢ (0, 2)] < Cl(@,y) = (w2)] (1+ @)l + |, 2)")
C>0,keN,

et ainsi
9 (@,9) = ¢ (@2 <Cly— 2| (1+ 1@,y + 1@, 2)")
5 2 2\ 5
<Cly— = (1+ 22 ly2)E + (P + |2P) )

<Cly— o (125 (I + o) + 25 (o + 121))

<C'ly—2 (14 (" + 1214)).

ou on a utilis¢ I'inégalité (a + b)” < 2P (a? + b*) pour a,b > 0 et C' =
C max (25, 1425+ ]:Jc|k) . Par conséquent, ¢ (z,.) € Ciup (R™).

2) De méme, on a

@, Y) = V) < Clo—ul (1425 (o + v [F) + 25 (uf* + V),

ce qui implique que

Elp @) - Ble @ Y)]| < Ble(@,Y) - o (u,Y)|
<Cla—ul (1425 (jaf* + £(IY1")) +25 (" + £(1¥1")))
<C"|x —ul <1 + Jz|* + Iu!k> ,

18



ou C” = C'max (23, 1+2:HE (|Y|k>), ce qui signifie que E[p(.,Y)]

appartient a Cj;, (R™).

. A
Définition 1.7 Dans un espace d’espérance sous linéaire (€, H, E> ,

un vecteur aléatoire Y € H"™ est dit indépendant d’un autre vecteur
aléatoire X € H™ sous F st

~ ~

Blp(X,Y)) = B |Ele(@Y)]l=x | , ¥ € Cipsp (R™").
Définition 1.8 Soient X; et Xo deux vecteurs aléatoires a n—dimension
définis respectivement sur deux espaces d’espérance sous linéaire (Ql, Hi, E1>
et (QQ,HQ, E2> On dira que X, et X5 sont identiquement distribués et
on notera X; 4 Xo, st

El o (X)) = EQ [¢ (X2)] pour tout ¢ € Cj L, (R™).

Si X est indépendant de X et X < X, alors on dira que X est une
copie de X.

Remarque : Dans un espace d’espérance sous linéaire la condition
"Y est indépendant de X " ne signifie pas automatiquement que "X est
indépendant de Y ([43]).
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1.3 Distribution G —normale et G—mouvement Brow-
nien
Aprés la définition de base ci-dessus on introduit maintenant la no-
tion de la distribution G—normale.

Définition 1.9 Un vecteur aléatoire & d—dimension X = (Xq, ..., X4)
dans un espace d’espérance sous linéaire (Q, H, E) est dit G—normalement

distribué si pour tout a,b >0 :
aX +bX L Va? + b2 X,

ot X est une copie indépendante de X, et

G(A) = %E [(AX, X)] : S = R,

ici Sy désigne l’ensemble des matrices symétriques d’ordre d.

Dans [7, 15, 37], Peng montre que X = (X7, ..., X) est G—normalement
distribué si et seulement si u (¢, ) := E [0 (z+VIX)], (t,z) € [0,00) x
RY, o € Crrip (Rd) est I'unique solution de viscosité de 1’équation para-
bolique aux dérivées partielles, appelée G—équation de la chaleur, sui-
vante

{ﬁtu (t,z) = G (Du(t,z)), (t,z) € [0,00) x R? (1)
u(0,2) = ¢ () ’
ot Du (t,z) est la matrice Hessienne de u (¢, x) .

G (.) : Sg — R est une fonction monotone et sous linéaire sur Sy, a
partir de laquelle on peut déduire qu’il existe un sous ensemble ¥ € S/
fermé, borné et convexe tel que

G(A) = %js;gz) tr (AB).

On écrit X ~ N (0;%).

Remarque : Le cas réel (d =1) correspond o 3 = [0?;5%] et G =
Gz, €tant la fonction sous linéaire paramétrée par o et o :

G(a) == (%a" —d’a7), a €R,
0072 = E[X? et 02 = —F [-X?]. Dans ce cas on écrit X ~ N (0; [02;72]).

Corollaire 1.10 Dans le cas ou 0? = 7% > 0, N'(0; [0%;5?]) est juste

la distribution normale classique N(0;5?%).
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Preuve : En fait, la solution de I’équation parabolique aux dérivées
partielles dyu = G (02,u) , (t,7) € [0,00) xR avec la condition de Cauchy
u (0,2) = ¢ (z) devient I'équation de la chaleur classique

52
2
Ou = ?amua U |t:0 =¥,

ol la solution est

u(t,r) =

\/27r62 / y) exp <_ (:172;21;) ) dy.

Ainsi, pour chaque ¢,

~

Elp (X)) = u(1,0) \/ﬁ/ y) exp (—2%;) dy.

|
Dans les deux situations suivantes le calcul de E [ (X)] est facile :
ePour tout ¢ convexe, on a

2
Y
u(t,x) \/ﬁ Y) exp ( 2_2> dy.

En effet pour tout ¢t > 0 fixé, remarquons que la fonction w (t,x) =
E [go (:5 +VtX )} est convexe, puisque

u(t,ar+ (1 —a)y) = E[cp (a:r—l—(l—a)y—i-\/_X)]
<aFE [gp(x—f—\/EX)} +(1—-a) EA[go(y—F\/EX)}

=au(t,z) + (1 —a)u(ty).

Il en résulte que (9%,u)” = 0 et par conséquent la G—équation de la
chaleur (1) devient

atu = %8§ZU, u |t:0 = Q.

ePour tout ¢ concave, on a




en particulier

et
E[xY =65, —E[-X"] =60"

On donne maintenant la définition du G—mouvement Brownien d—dimensionnel.

Définition 1.11 Un processus (Bi),s, @& d—dimension défini sur

(Q,’H,E) est dit G—mouvement Brownien de dimension d (réel dans

le cas ot d = 1) si les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) Bo=0

(i7) pour chaque t,s > 0, l'accroissement Bys— By est N (0, s3) —distribué
et est indépendant de (By,, ..., By,), pour tout n € N et 0 < t; <
<t <t

On notera
B} := (a, B;) pour tout a = (ay, ..., ad)T e R%.

Selon la définition ci-dessus, on a la proposition suivante qui est impor-
tante dans les développements ultérieurs.

Proposition 1.12 (voir [17,38]) Soit (By),5, un G—mouvement
Brownien a d—dimension défini sur un espace d’espérance sous linéaire

(Q, H, E) Alors (BY}) >, est un G,—mouvement Brownien réel de fonc-

tion génératrice G, () = % (EZaToﬁ — QZGTOF) 00 T2 = E [(a, B1>2]
et o ; = —E [— (a,Bl>2} . En particulier, pour tout t,s > 0, B, —
Bf ~ N (0; [sgzaT; SEZaT

Notons que d’aprés le cas unidimensionnel, on a pour toute fonction
convexe ( :

E [90 (Bta+s - Bw?

+o00
1 y?
)] = —/90(1/) eXp <—2_—2) dy,
\/ 277'863@71 Yo 80 4T
et pour toute fonction concave ¢ et QZaT > 0, on a

“+oo
1 y?
—/@(y) exp (—2—2) dy.
\/2msa? o 59 gqr
En particulier, d’aprés Peng [34, 36, 38], on a
E[(Bf — B’ =% (t—s),E[(Bf — BY)'] =354 (t — s)°,

E [90 (Bta+s - Bta)] =

B (Bf = B = —a2 (t— ), B [ (BY — BY)'] = =30 s (t — 5)°.
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Chapitre 02

Probléme de controle
stochastique
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2 Probléme de contréle stochastique

Le probléme de controéle constitue une partie essentielle dans le
domaine des mathématiques appliquées, il consiste & optimiser un critére
de performance d’'un systéme dynamique. Dans le cas déterministe, la
théorie de controle modélise les problémes d’évolution ot la dynamique
est décrite par une équation différentielle ordinaire, alors que le cas du
controle stochastique traite la controlabilité des systémes dynamiques
évoluant dans des conditions d’incertitude. Dans ce cas I’évolution est
modélisée par une équation différentielle stochastique (EDS d’Ito).

2.1 Probléme de controle déterministe

On considére un systéme dynamique ou I’évolution est guidée
par 'équation différentielle ordinaire controlée suivante :

dx}
dtt = f(t)xgyut)y
Ty = T

ou f:RT xR x R — RP et u: Rt — A C R sont deux fonctions
données. On considére aussi U C F(RT, A),I’ensemble des controles ad-
missibles, ot F(R", A) désigne I'ensemble des fonctions de Rfvers A et
on suppose que pour tout u € U, il existe une solution z" du systéme
ci dessus. Soit J une fonctionnelle de u définie sur U par J(u) = ®(z4.),
o @ : U — R, T étant un temps terminal fixé dans R*, et on cherche
un controle u* € U réalisant v* = inf,cy J(u), minimisant le cott J.

Exemple : On considére un systéme dynamique, ot I’évolution est
modélisée par une équation linéaire :

dz"
— = Ty + btut.

dt

Le cout est défini par :

T
J(u) = / msx? + ngulds + doi.,
0

avec ms > 0,ns > 0,d > 0. On pose X}' = (2, y}') avec :
¢
Y = / (msx? + ngu?)ds et ®(XYE) = yb + d(z%)>.
0
Dans ce cas on a J(u) = ®(X%) (voir Mazliak[30]).
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2.2 Probléme de contrdle stochastique

On se place dans un espace probabilisé filtré (Q, F, (F})ier+, P),
satisfaisant les conditions habituelles et on se donne B = (By)icr+
un mouvement brownien d—dimensionnel et A un borélien de R. Dans
les problémes de controle stochastique, on distingue deux formulations
comme suit :
i)Si I'espace de probabilité filtré et le mouvement brownien sont donnés
a l'avance et les controles sont adaptés & cette filtration, on a une for-
mulation forte.
i1)Si l'espace de probabilité filtré et le mouvement brownien sont des
parties de controle on va obtenir une formulation faible.

Les controles admissibles sont 'outil de base dans notre probléme de
controle.

Définition 2.1 On appelle controle admissible tout processus a va-
leurs dans A, mesurable et (F);cr+—adapte.

On rappelle qu'un processus u : @ — F([0,T], A) est (F});er+ —adapté
si u; est une application F;—mesurable.

Remarque : Le processus u doit étre (F;) —adapté pour assurer la
connaissance de l’histoire du processus jusqu’d linstant t.

2.2.1 Position du probléme

Cas ot le terme de diffusion est controlé

Etant donné un systéme dynamique ot 1’état est modélisé par 'EDS
gouvernée par un controle :
dXt = b(t,Xt,ut) +U(t,Xt,'U,t)dBt (2>
Xo=u, te]0, 7],z € R™

oub: [0, T]xR"xA—R™eto:[0,7] xR™x A — M,«q(R) sont
deux fonctions boréliennes, dérivables et a dérivées continues et bornées,
M, «qa(R) étant 'espace des matrices d’ordre (m x d) & coefficients réels.
On suppose en outre que :

-La fonctionb(t, z, o) est continue en « et uniformément continue en
tetenx.

-Le processus X est controlé a chaque instant ¢ € [0, 7] 4 'aide de la
valeur du parameétre a prise dans le borélien A.
-Les fonctions b et o sont a croissance linéaire :

b(t, 2, ) > + |o(t, z,a)|* < C(1 + |z?) (3)
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ou C' est une constante positive indépendante de « et de t.
Notons que b et ¢ sont dans ce cas lipschitziennes, il existe alors une
constante positive K indépendante de t et « telle que :

Va,y € R™: |b(t,x,a) —b(t,y,a)> +|o(t,z,a) —o(t,y,a)]* < K|z —y|?
(1)
Sous les les hypothéses : (3), (4), 'EDS (2) admet une unique solution
X, d’aprés le théoréme d’existence et d’unicité.
Notons que le processus X est progressivement mesurable autrement
dit non-anticipatif.

Définition 2.2 Le probleme de controle est fondé sur un critére de
performance appelé fonction cott définie par la forme suivante :

J(u) = EJ /O I, Xy un)dt + g(X1)] (5)

ot g:R™ — R et 1:[0,T] x R™x A — R sont des fonctions réelles.
Il est clair que la variable aléatoire X; est associée & un controle admis-
sible u pour lequel on définit le cott J(u).

L’objectif visé par le probléme de controle est de déterminer 'infimum
pour J et par suite, trouver un controle s’il existe, qui le réalise pour
obtenir I'optimalité espérée. On doit donc prouver d’abord l'existence
d’un controéle admissible u* vérifiant pour tout x € R™ :

V(z) = ig{fj J4x) = J* (2)

La fonction V est appelée cotit optimal ou bien fonction valeur et le
controle u* est dit optimal.

Cas ou le terme de diffusion n’est pas controélé

Dans le cas ot le terme de diffusion n’est pas controlé, I’état de notre
systéme dynamique est décrit par 'EDS suivante :

{dXt = b(t, Xp,u)dt + o(t, X,)dB,, t €10,T] ©

XO =,Tc R™
ol b, o sont deux fonctions boréliennes satisfaisant les conditions décrites

auparavant. Notons que dans cette EDS on ne controle que le drift. La
fonction cotit est définie, dans ce cas, de la méme maniére que dans (5).
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Exemple : Dans le probléme d’arrét optimal, ’objectif est de mini-
miser la fonction cott :

J(u,7) = E[/OTl(t,Xt, ug)dt + g(Xr)],

sur les controles admissibles u et les temps d’arrét 7.

On considére I'exemple de vente d'un actif : une personne désire vendre
un actif ou une ressource (maison,action,...), I’évolution du prix de cet
actif est modélisée par 'EDS :

dXt = T.Xtdt + O'.XtdBt.

On suppose qu’a la vente de 'actif, il y a un cotit de transaction fixe

a > 0. Si la personne décide de vendre 'actif & la date t, le bénéfice net

de vente sera exp(—p,)(X; — a) ot ¢ > 0 est le facteur d’inflation. Le

probléme est de trouver un temps d’arrét qui maximise la valeur espérée

du bénéfice net a savoir sup Elexp —¢,|(X, — a) et de calculer le profit
T

espéré.

Comparaison entre le controle déterministe et le controle
stochastique

Dans le controéle stochastique, la condition d’adaptation du controle
est nécessaire pour que 'intégrale stochastique soit bien définie. D’autre
part on ne peut pas optimiser le cotit J pour tout w € €2 comme dans le
cas déterministe, c¢’est pour cette raison qu’on minimise un cotit moyen.

2.3 Existence d’un controéle optimal ordinaire

On considére le probléme de controle déterministe suivant : A =
{—1,1} représente I'ensemble des controles et U représente l'ensemble
des fonctions continues par morceaux, nommées fonctions controles, u :
[0,1] — A. On se donne I’équation différentielle ordinaire suivante :

{d:c“(t) = u(t)dt, t € [0,1]
z(0) =g

et on définit la fonction cott par J(u) = fol(mu(t))zdt.
Remarquons d’abord que inf, J(u) = 0. On considére une suite (u,)nen
telle que Vn € N* on a :

E+1

un(t) = (=1)F, £ <t < .

LO0<k<n-1
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1
I est clair que [z~ (¢)] < —,Vt € [0,1].et que J(u) < 5.
n

Si on suppose que z*(t) = 0 pour tout ¢ € [0, 1] on obtient u; = 0 pour
tout t € [0,1], ce qui est impossible. On conclut qu’il n’existe pas un
controle u € U réalisant J(u) = 0.

La suite (u,) n’admet donc pas de limite dans 'espace des controles U,
tenant en compte que cette limite doit étre le candidat naturel d’opti-
malité, on en déduit que notre probléme de contrdle n’a pas de solution
optimale, c¢’est pour cette raison qu’on va définir un espace plus large
vérifiant certaines conditions de régularité dans lequel cette limite existe.

2.4 Probléme de|controle strict

On considére I'EDS controlée (2) sur 'espace (Q, F, (F})ier+, P), avec
les mémes hypothéses précédentes. Le générateur infinitésimal L associé
a I'EDS (2) appliqué sur les fonctions :f € CZ(R™,R) est défini par :

Li(t,z,u) = 12 ((o0™) ﬁ(t,:ﬁ,u)) + > (biaa—:fi(t,:c,u)),

2 ij R 8@8% i
ot o7désigne la transposée de o.

Définition 2.3 On appelle contréle strict la donnée du septuplet
a = (Q,F F, Pug, z,x), ot (ug) est un processus a wvaleurs dans A,
progressivement mesurable par rapport o (Fy)ier+ et (X;) représente
la solution de I'EDS (2) avec la valeur initiale x € R™, telle que le
Processus :

t
fla) = 1) = [ Lf(s, Xevu)ds,
0
est une P—martingale pour toute f € C? et pour tout t > 0.

Remarque : Si le controle u; est constant, les conditions données
sur b et o assurent que notre probleme de martingale admet au moins
une solution, ce qui implique une existence faible de la solution de ’EDS
(2). Dans ce cas les controles associés sont dits controles faibles car l’es-
pace de probabilité et le mouvement brownien peuvent étre modifiés selon
Uy
L’unicité trajectorielle a été étudiée par El Karoui et al [11], ou ils
montrent que les problémes de controle fort et faible ont les mémes
fonctions valeurs.
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2.5 Optimalité des controles adaptés a I’état du sys-
téme

Le but de cette étude est la minimisation du coiit concernant les

controles adaptés a 1’état du systéme. On associe pour tout u € U, la

filtration naturelle <ﬁt“) du processus X (i.e. F = o(X(s),s € [0,¢]))

et on cherche & montrer que ]?’t“ = F}. Par la suite, on utilise ce résultat
pour démontrer que 'espace U* est dense dans U, ot U* est donné par :

U* = {ue U :u(t) est F'— mesurable p.p.}.

Il résulte alors queulél(}f* J(u) = gellf] J(u).

On a besoin de la définition suivante d’un bruit additif :

Définition 2.4 On appelle bruit additif tout processus stochastique
continu adapté noté br(t), a valeur dans R™ tel que :

sup |br(t)> < C.
0<t<T

Lemme 2.5 Soient u € U*et (Fy) la filtration naturelle de (By;). On
constideére I’équation :

X(t) =m0+ [y b(s, Xa, us)ds + br(1)
X() =X

alors on a Fy = ft“ pour tout .
Preuve : Il est clair que F}* C F; pour tout u € U. Il reste & dé-
montrer que F; C F{*. Pour cela, on définit

¢ ¢
w(t) == / o(s,Xs)dBs = Xy — o — / b(s, X, us)ds,
0 0

Le processus pu(t) est une (F;) —martingale continue et le processus
fot ool (s, X,)ds est bien défini. Il résulte que l'intégrale stochastique
I(t) = fot o~ (s, Xs)du(s) a un sens.

Le fait que les intégrales stochastiques sont des limites au sens de
Riemann, cela nous rameéne au résultat suivant :1(t) = B;.
Maintenant on considére u € U*. D’aprés la définition de p(t), il est
clair que (u(t)) est (ﬁt“)—adapté. En utilisant Vinclusion F* C F;, d’on

I'adaptation de I(t) et B, par rapport a X! ; Il résulte que F; C ﬁt“,
d’otu le résultat demandé. B
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lemme 2.6 Sous les mémes hypothéses du lemme précédent, [’espace
U* est dense dans U.

Preuve : Soient v € U et K = L . On considére le processus a
valeurs dans A défini par :

=

1 nK
u(t) = —/ u(s)ds sit e nK,(n+1)K]
k (n—1)K

pourn=1,... N —1.

D’apres les propriétés de A, on déduit que u, € U . De plus la suite
(ug) converge vers u dans L*([0,T]).
Il reste & déduire que uy, € U*. Soient Xj la trajectoire correspondante
a uy, Iy, la tribu engendrée par Xj(t) et

(t)= [ (s, Xu()aB,

:Xk(t)—xo—/o b(s, Xu(s), ug)ds.

et :

B(t) = fy 0 (s, Xugo)dpuu(s):

D’aprés la définition de uy, on déduit que pu(t) est ﬁk’t—mesurable
pour t € [0, k].Puisque F;, = ﬁk,t pour tout 0 < ¢t < k, alors u(t) est
fk,t—mesurable pour t € [k,2k]. D’aprés la formule ci-dessus et étape
par étape, on aura F' = ft“ pour tout £, d’ou le résultat désiré. B
On alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.7 Sous le hypothéses précédentes on a

inf J(u) = inf J(u).

uelU ucU*

Preuve : Il suffit de démontrer que J est continue au sens de L%.(0,T'),
ce qui revient & montrer que pour toute suite (uy) convergente vers u
dans L%(0,7T) on a klim J(ur) = J(u) dans R.
—00

On considére d’abord le cas d’'un bruit additif :

Xi=x0+ fot b(s, X, us)ds + br(t)
XO =X

On a:

Xk(t)—X(t):/O b(s,Xk(s),uk(s))ds—/O b(s, Xs, us)ds
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et d’aprés la condition de Lipschitz de b, on aura

o)< i [ atons + 8 ([ o) - s,

ol 'on a posé

pi(t) = E ( sup | Xu(s) — X(S)|2) |

0<s<T

Par suite on obtient ¢ (T) — 0.
D’aprés la condition de croissance linéaire sur J, on a l'inégalité :

|/ (ur) = J (u)] SC[E/O (X)) + Jur (O] + D Xk(t) = X @) + [ur(t) — ult)])dt
+E(|X(T)| + [X(T) + LXK (T) = X(T)])].

d’ou le résultat.l

Remarque : Si la fonction codt J atteint son minimum pour le
controle uw € U*, u est aussi un controle optimal dans U donc il doit
vérifier les conditions nécessaires d’optimalité dansU .

2.6 Quelques exemples sur le controle stochastique
2.6.1 Controle de risque sensitifs

Soit ¢ : R — R une fonction monotone, on définit le cotit par :

J(u) = EM/OT 1(t, X,y ) dt + g(XT))} .

Notons que X; est la solution de ’'EDS modélisant le systéme dynamique
a étudier prise a l'instant ¢. Ce genre de probléme est intéressant dans

la théorie économique. D’habitude les fonctions de cotit sont de la forme
¢’ (x) = O exp(f)

4,09(1’):{%1“9 si:0#0

Inz si:0=0

2.6.2 Controle ergodique

On considére le probléme de contréle stochastique dans lequel 1’ho-
rizon est infini, le cotlit est défini par :

T—00

1 T
J(u) = Tim —E[ / I(t, X, ut)dt]
T 0
Ce probléme est nommé un probléme ergodique.
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2.6.3 Portefeuille de Merton

On considére le probléme du choix de portefeuille de Merton ou 1’ho-
rizon est fini. On se place dans un marché financier & deux actifs, I'actif
sans risque représente le compte d’épargne et 'autre représenté par une
action est considéré risqué. Le processus de prix de 'actif sans risque
évolue selon I'équation dsY = rs?.dt et celui de Pactif risqué évolue selon
I’EDS ds; = psidt + os4.dBy, ot r, u et o sont des constantes avec :
o> 0.

Soit un agent qui investit dans ces deux actifs avec une proportion de sa
richesse. A la date t, cette proportion est notée m; dans 'actif risqué et
(1 — m;) dans lactif sans risque.

Son processus de richesse évolue selon :

X X
dXt = (1 — 7Tt)—0td$? + 7Tt—td8t

= [WtXt,U, + (]. — ’/Tt)XtT]dt + WtXtUdBt.

Le controle est le processus m sont & valeurs réelles. Le critére écono-
mique consiste & maximiser I'espérance de 'utilité de la richesse termi-
nale & un horizon fini 7" : sup, F[u(X7)] ot u est une fonction d’utilité,
prenons par exemple u(x) = %, :p €]0,1].

2.7 Le probléme de controdle relaxé

D’une fagon générale, le probléme d’optimisation en théorie de

controle stochastique, ne posséde pas de solution optimale en ’absence
d’hypothéses supplémentaires de convexité sur la dérive b et le coeffi-
cient de diffusion o. Pour cette raison on injecte I'espace des controles
stricts U, dans un espace plus large qui posséde de bonnes propriétés de
compacité et de convexité et on pose le probléme de controle optimal
relaxé sur cet espace noté R.
Notons que R est muni de la topologie de la convergence stable (topologie
faible). L’existence d’'un contrdle optimal pour les problémes modélisés
par les EDS dont ¢ ne dépend pas du controle, a été montrée d’une fa-
¢on explicite par Fleming [16]. Plus tard, ces résultats ont été généralisés
dans le cas ot ¢ est controlé par El Karoui [11].

Remarque : Lnjection de l'espace U dans R, est effectuée par
Uapplication :

v:U—R

définie par :
Y(u)(dt,da) = dtd,,(da)

32



ot &y, représente la mesure de Dirac au point u;.
Exemple illustratif

Considérons l'exemple du controle ordinaire considéré auparavant.
On identifie u,(t) par la mesure de Dirac OupySur A
Rappelons que u : [0,1] — A. On considére la mesure g, (dt,du) =
Ou, vy (du)dt sur Pespace ([0, 1] x AJ).

Lemme 2.8 (Voir Mazliak [30])La suite g,converge faiblement vers
la mesure

q(dt,.) = %[5—1 + 01](du)dt.

On peut définir alors un nouveau probléme de controle associé a ¢,
appelé probléme de controéle relaxé. On considére la dynamique

t
xf:onr/ /uq(ds,du),
0 Ja

ot le cotit associé est donné par J(q) = fol (z})?dt. Notons que les mesures
sont de la forme g(dt, du) = 6,,(du).dt. Si de plus g(dt, du) = $[61(du) +
d_1(du)]dt, alors on a J(G) = 0 et donc le nouveau probléme de controle
admet ¢ comme une solution optimale.

2.7.1 Position du probléme

On se place sur un espace probabilisé filtré : (0, F, (F})er+, P).
Soit [0,7] C R* U {400} l'ensemble d’indices et U l’ensemble des
controles admissibles & valeurs dans I'espace supposé compact A. On
considére dans toute la suite le probléme de controle défini par 'EDS :

dXt = b(t, Xt, ut>dt -+ U(t, Xt)dBt, it 6]0, T]
Xo=x,x € R"
et la fonction cott J définie par J(u) = E[g(Xr)] et on garde les mémes
hypotheéses sur les coefficients qui définissent I’équation d’état et la fonc-
tion cofit associée.
On considére P([0,7] x A) I'ensemble des mesures de probabilité sur
[0,7] x A tel que la projection sur [0, 7] coincide avec dt, la mesure de

Lebesgue sur R . 'ensemble P([0,7] x A) muni de la topologie de la
convergence faible des mesures est un espace métrisable compact.

Définition 2.9 Toute application mesurable
p(.,dt,da) = Q— P([0,T] x A),
w— p(dt, da) = p(w, dt, da)
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est appelée contréle relazé.
L’ensemble des controles relaxés est noté par R.

Proposition 2.10 Etant donné un controle relaxé 1 & valeurs dans
A. Alors pour tout t € [0,T1], il existe une mesure de probabilité p, sur
A, telle qu’on ait la décomposition suivante :

p(dt, da) = dtu(t, da) = dtu(da). (7)

Preuve : Provient directement du théoréme de Fubini.ll

Remarque : La valeur d’un controle optimal relaxé est prise d’une
facon aléatoire sur l’espace A avec la mesure de probabilité p,(da), par
contre dans le cas d’un contrdle optimal ordinaire, on associe la valeur
ur € A a un instant t € [0,T.

Définition 2.11 Soit (u"),en une suite de contréles relazés. On
dit qu’elle converge vers p € R (faiblement), si pour tout fonction f
continue & support compact sur [0,T] x A, on a :

lim f(t,a)u"(dt,da) =: / f(t,a)u(dt, da).

n—+%c Ji0,71x A [0,T]xA

On constate que la mesure de Lebesgue est la marginale de tous les élé-
ments de R sur [0, 7], on obtient une convergence stable en affaiblissant
les hypothéses sur f comme suit :

Proposition 2.12 Soit (u™) une suite convergente vers p dans R.
Alors pour toute fonction mesurable f : [0,T] x A — R telle que
vVt € [0,T], Uapplication

flt,):A—R

est continue, on a une convergence stable au sens que :

lim ft,a)p"™(dt,da) = / f(t,a)p(dt,da).  (8)

n—+20 Ji01x A [0,T]xA

L’ensemble des contréles relaxés admet une propriété de compacité trés
utile :

Proposition 2.13(Voir El Karoui [11]) Si on suppose que [’espace
A est compact, alors R [’est aussi.
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2.7.2 Etude d’un probléme de contrdle relaxé

Dans le probléeme de controle relaxé, on utilise a I'instant ¢ une
mesure de probabilité sur A(’ensemble des valeurs de controle ) notée
i au lieu de u; élément de A. Le probléme est alors de modéliser par
I'équation (9) dans le cas ou le terme de diffusion est controlé :

dX, = ([, b(t, X, a)dp(a))dt + ([, o(t, Xy, a)dp(a))dB, t €]0,T]
Xo ==xz,ze€R™

(9)
et par I'équation (10), dans le cas ou le terme de diffusion n’est pas
controlé :

{dXt — ([, b(t, X, a)dp(a))dt + o(t, X,)dB,, t €]0,T]

(10)
X() :LL',%'ERm

Etude de probléme de contréle relaxé : ¢ non controlé

On considére les problémes de contrdle relaxé (10), ot le terme de
diffusion o n’est pas contrélé. Soient

b: [0,T]xR™"x A — R™

et
o:[0,7] x R"™ — M,,xa(R)

deux fonctions boréliennes. Supposons que b est bornée, continue en a
et uniformément continue en (¢, x) , et que les hypotheses (3) et (4) sont
vérifiées.
Sous ces hypothéses, I'équation (10) admet une solution unique forte
X = (X})ter+, continue, (F})cr, adaptée qui X vérifie I'inégalité
E[| sup [X,|] < N,Vp > 1,
t€[0,T7]

ol N est une constante qui dépend de C,P,T. En outre la solution X
est définie par :

¢ ¢
X, ==z +/ (/ b(s, X, a),us(da)>ds +/ o(s, X,)dBs.
0 A 0
On définit la fonction cotit par

J(n) = E[g(Xr)],

ot Xp est la valeur terminale de la solution de ’équation (10) et g :
R™ — R est une fonction de classe C! (ou C* représente 'ensemble des
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fonctions contintiment différentiables) vérifiant les conditions suivantes :
i- Il existe une constante positive ¢, telle que :

Vo € R™: [g(x)] < o1 + ) (11)
ii- Il existe une constante positive k, telle que :
92| < k, (12)

ol g, désigne la gradient de g.
On cherche & trouver un contréle p* € R minimisant le cotit J, autrement
dit :

J(W) < J(w), Vp e R.

On note que J(p*) = inf,,en J(1).
Remarques :

1— Si on pose :

b(t,x,ut):/Ab(t,x,a),ut(da),

I'équation (10) devient :
dXt = B(t, Xt, /Lt)dt + O'(t, Xt)dBt, t G]O, T] (13>
Xo=x,x€R”

et dans ce cas la fonction b satisfait les mémes conditions que b, et de
plus elle est linéaire en p .

On déduit que par 'introduction du controle relaxé, on a remplacé 1'es-
pace d’état des controles ordinaires A par un espace plus large P([0, 7] x
A) qui est compact et convexe et b par b qui est également linéaire en .
2— Comme un cas particulier en mettant p; = 9,, (mesure de Dirac au
point ;) pour tout ¢ € [0,7] , on obtient :

b(t, wy, i) = / b(t, x¢, a)oy, (da) = b(t, X, up)
A

et on aura un probléme de contréle ordinaire.

2.7.3 Approximation des trajectoires

Le probleme de controle relaxé est réellement une généralisation du
probléme de controle ordinaire par le fait que 'infimum de la fonction
cott sur R, 'espace des controles relaxés est le méme que son infimum
sur U, I'espace des controles admissibles.
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Lemme 2.14 (Voir Fleming[16]) Soit p un controle relazé. Alors il
existe une suite (u"),en de controle ordinaires admissibles de U, telle
que la mesure dtuy(da) converge versla mesure dtyu(da),ou 'on poseé :

i (da) = .y (da).
En d’autres termes, pour toute fonction
f:[0,T] xR™ x P(A) — R

(tvxaut) — f(taxvut)7
fonction continue sur [0,T] x P(A) et linéaire en i, on a :

t

i [ s X - / F(5 Xo p)d (14)

n—mo0

uniformément en t € [0, T].

Remarque : Si on note par X™ la solution de I’équation (13) asso-
ciée a p" pour tout n € N, alors X™ doit satisfaire l’équation :

Xy =z, zeR™

Lemme 2.15 Soit i un contréle relaxé et X la solution de l’équa-
tion (13) associée a . Alors il existe une suite (u™)nen de controles
admissibles telle que :

lim E| sup |X;— X"|*| =0, 16
n—oo |:t€[071;] ’ t ¢ | :| ( )
et

im (") = (), (17)

ot (u") est une suite de controles relaxés, telle que :
p"(dt,da) = dtd,» (da),
et X™ est la solution de (13) associée & p™ pour tout n € N.

Preuve : La démonstration se fait en 2 étapes.
1— On montre d’abord que

lim E| sup |X; — X/'|*| =0.

n——00 t€[0,T]
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Soient X solution de (13) et X™ solution de 'équation (15) associée
respectivement a p et & p™. On obtient par différence

t t
X X7 = [ (0o, X )ds=3(s, X p)ds+ [ (005, X,) -0 (s, X2)dB,
0 0
En ajoutant et en retranchant le terme fot b(s, X, p)ds, on aura :
t — —
X =87 = [ (b5, X ) = s, X)) s
/ (8 X i) b(s,X;”,uZ))dS
0
+/ a( (s,Xg))dBS.
0

et en posant

on obtient :
X — X' =a,(t) + /t (B(S,Xs,u’;) - B(s,XQ,uZ))ds
0
+/0t (O’(S,Xs) - O'(S,X:))st.
En appliquant I'inégalité :

(a+b+c)* <3(a®+b* + ) pout tout a,b,c >0,

on aura

WvXWSMNW+ﬂK@@&w®b@HWM%F

+3[/0t <O’(S,XS> - U(S,X?))str.

Il résulte alors de I'inégalité de Cauchy-Schwartz que

t
W—MTSMNW+H/M@&wa@&WM%
0

—1—3[/; (O‘(S,XS) - O'(S,Xg))st]Q.
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et en passant au sup sur [0, 7] et en appliquant l’espérance, on conclut,d’aprés
I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, qu’il existe une constante posi-
tive C', telle que :

E[ sup |X; — Xfﬂ SSE[ sup |ozn(t)]2}
t€[0,T) te[0,7]

+3TE[/t b(s, X, u™) — b(s, X7, Mg)pds]
0
+3CE[/t lo(s, Xs) — 0'(87X;l)’2d8].
0
Puisque b(t,z,u) et o(t,r) sont lipschitziennes en z, alors :
E[ sup \Xt—Xt”ﬂ < 3E[ sup |an(t)|2} +3TKE{/t|XS—X§]2ds} +3CKE[/t|XS—XS"|2ds .
tef0,7] te[0,1] 0 0

On pose D = 6K sup(T,C), d’ou

B sup X, - X[P!| <3B| sup |an(t)P]
t€[0,7) te[0,7)

t
+DE[/ X, — X§|2ds]
0
En appliquant le Lemme de Gronwall, on obtient :

E[ sup | X, —X:F] < 3E[ sup \an(t)|2] exp(DT).  (18)
te[0,7] te[0,T]

D’aprés (4) et puisque b(t, z, i) est continue sur [0, 7] x P(A) et linéaire
en u, alors d’aprés (14), on a :

lim a,(t) =0

n—mao0

uniformément en ¢ € [0,7]. Comme b est bornée, alors d’aprés le théo-
réeme de convergence dominée de Lebesgue, on conclut que

lim E|oy,(t)]*] =0,

n—-m-o0

et donc
lim E[ sup |ay,(t)]?] = 0.

n—>00 te[0,7]

Il résulte de (18) que :

lim E| sup |X; _th|2] = 0.

n—m:o0 |:t€[0,T]
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2— On va prouver maintenant que :

lim J(u") = J(p).

n—-m-o0

Soient les fonctions cotit associées respectivement a p et a u™, n € N,
suivantes :

J(n) = E[g(Xr)]
et

J(u") = E[g(X7)],
ot X7 et X7} sont les valeurs des solutions respectives des équations (13)
et (15), prises au temps terminal 7.

On a

(1) — J(u™))* = |Elg(Xr)] — Elg(XD)]* = |Elg(Xr) — g(X)]|*.

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on aura :
| T () = T (")) < |Elg(Xr) — g(X7)] I

Comme g est dérivable et a dérivés bornés, alors elle vérifie la condition
Lipschitz avec la constante k, d’ou d’aprés (12)

[ T(1) = T (") < |Elg(Xr) — g(XP)I* < kE[| X7 — X7[]

< kE[ sup |X; — Xt”ﬂ.
t€[0,7)

et donc
0 < () = J(u)* < KB sup X, — X7P2].

te[0,7)

D’aprés (16) et par passage a la limite lorsque n — oo, on déduit que

lim J(p") = J(p),

n—--:oo

d’otut le résultat désiré.l
2.7.4 Existence d’un controle optimal relaxé

On s’intéresse a prouver l'existence d'un controle optimal relaxé.
Dans le cas ou le coefficient de diffusion n’est pas controlé, on va appli-
quer le théoréme de Skorokhod, ou 'approche est di a Fleming. D’autre
part, on va s’intéresser a l'idée des problémes de martingale di a El
Karoui, pour démontrer I'existence du controle optimal dans le cas ot le
coefficient de diffusion est controlé.
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a- Existence d’un contréle optimal dans le cas ou le terme
de diffusion n’est pas controlé

On constate qu’il existe toujours un controle relaxé optimal qui mi-
nimise le cotit J(u) sur 'espace R, on se base sur le théoréme de Skoro-
khod.

Théoréme 2.16 (Théoréme de Skorokhod) : Soit (X,,),, une suite de
variables aléatoires a valeurs dans R™ telle que Pg la lot de X,, converge

étroitement vers . Alors il existe un espace probabilisé (Q,]}, ]f”) et une

suite de variables aléatoires (X,), et une variable aléatoire X définies
sur cet espace, telle que :
i—Pg = p.
ii— Py = Px, pour n=1,2,...
i — )?n converge en probabilité vers X par rapport P.
Preuve : voir[24|
Remarque : Puisque )?n converge en probabilité vers )N(, alors on

peut extraire une sous suite (X, )x telle que :

lim )an =X P p.s.

k— o0

Le lemme de Kolmogorov suivant sert & affirmer I'existence d’une ver-
sion continue des processus.

Lemme 2.17 (Lemme de Kolmogorov) : Soit (X™),, une suite de pro-
cessus stochastique continus, définis sur un espace probabilisé (), F, P)
et a waleurs dans R™, telle que :

i— il existe deux constantes positives M et v telles que :

E[|XJ|"] < M pour tout n € N

ii— il existe des constantes «, B et My, (pour k= 1,2,...), telles que :

E[|X'—X"*] < M|t—s|""" pour tout n € N et pour tout t,s € [0, k].

Alors, 1l existe un espace probabilisé (Q,]:", 75>, une sous-suite de

processus stochastiques ()Z'nk)k et un processus X , qui sont tous conti-
nus et définis sur cet espace, tels que :

i— Les lois de X" et X™ coincident. _

ii— X" converge vers X; uniformément sur [0,T] P p.s.
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En utilisant le théoréme de Skorokhod et le lemme de Kolmogorov,
on énonce un résultat principal concernant 'existence d’un controle op-
timal relaxé, qui est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 2.18 [] existe un controle relaxé p* € R tel que :

J(p*) = inf J(p) = inf J(u)

pneR uelU

Preuve : Montrons d’abord que J(u*) = in§e J(u). On pose
ne

[ = inf J(p). (19)

pneER

Et soit (u™, X™, B™) pour n = 1,2, ... une famille telle que

lim J(u") = lim Elg(X7)] =1,

n—r~o0o n—r~oo

ot X" est la solution de I'équation (15). La famille (p", X™, B") est
tendue dans P(A) x C(RT,R™) x C(R*,R?), d’ott d’aprés le lemme
de Kolmogorov il existe un espace probabilisé (Q,F, fP) et une suite
(i*, X™, B") et (ji, X, B) définis sur cet espace tel que :

i— Pour tout n € N, les lois de (u", X™, B") et de (i, X", B") coin-
cident.

ii— Il existe une sous suite (,a”k,f( N B"’ﬂ), telle que :

lim (@™, X™ B™) = (i, X,B) P p.s. (20)

N —r00

dans Despace P(A) x C(RT R™) x C(RT,R%).
A partir de (i), on déduit que :

E[g(X7")] = E[g(X7")].

ol E représente ’espérance par rapport a la probabilité P.
Et par le fait que lim E[g(X7*)] =1, on aura alors
N —>00

i E[g(£5)] =1

D’autre part, d’aprés (ii) et la continuité de g on a :

Jim Elg(X54)] = Elg(Xr)],
d’out d’apreés I'unicité de la limite, E [g (XT)] =1
D’apres (19), on a :
J() = inf J (1) (1)

peER
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ft est un controle optimal et il suffit de prendre p = p*.
Il reste & prouver que X est la solution de I’équation (13).
En effet :

X"’“—Z—l—// sX”ka "’“dads—i—// sX”kdB”k.

b et o étant des fonctions continues, alors d’aprés (20) on a :

t o~ ~
lim / / s, X”k a ~"‘“(da)dés / B(S,Xs,ds)ds P p.s.
0

k— 00

et
t t

lim a(s,)?gk)dégk = lim U(s,)zs)dés P P.S.

k—so0 Jo nEg—>o0 Jo

par conséquent, on aura :
t t
lim X" = Z+/ /b(s,Xs,a)ﬁs(da)ds—i—/ O'(S,Xs)st P p.s.
k—ro0 0

Comme lim X™ = X Pp s., alors :

k—o0

t t
)Zt:z+/ b(s,)“c;,as)ds+/ o (s, X.,)dB.,
0 0

qui est la forme intégrale de I’équation (13), par rapport au mouvement
brownien B.
L’égalité :

inf J(u) = inf J(u)

peR uel

est une une conséquence directe du lemme (égalités16, 17).

b- Existence d’un contréle optimal dans le cas ou le terme
de diffusion est controlé

Lorsqu’on étudie un probléme de controle, on a besoin d’estimer le
coit J(u), qui est une fonction des processus (u;) et (X;). C’est pour
cette raison que la distribution du processus (u;, X;) est importante ,
d’ott la notion de solution faible d'une EDS.

Solution faible d’une EDS et probléme de martingale
Considérons une EDS controlée de la forme (2), comme suit :

{dXt = b(t, Xy, w) + o(t, Xp,u)dBy; t €]0,T) (22

Xo=x,x€R™
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ou

b:[0,T] xR™ x A — R™

et
o:[0,T] x R™ x A — M,«a(R)

sont deux fonctions mesurables continues en x et en a.
L’objectif du probléme est de trouver un contréle qui minimise une
fonction cotit donnée, comme suit :

J(u) = E[ /0 Tl(s,Xs,us)der g(X;z)], (23)

ol : [0,T] xR™" xR — Ret g: R"™ — R sont des fonctions
mesurables. On remarque que ce cas contient le cas déterministe (o = 0).
Un probléme similaire vu précédemment qui n’a pas nécessairement de
solution, raison pour laquelle on introduit les controles relaxés qui sont
des controles a valeurs mesures et 1'équation d’état (22) sera de la forme :

Xi=x+ /Ot </Ab(s,a, XS)NS(da)>ds + /Ot </Aa(s,a,Xs)uS(da)>dBS

(24)
Le probléeme se pose avec le second terme du deuxiéme membre de
I'équation (24) car il est une intégrale stochastique. Supposons alors
que p"(dt,da) converge vers p(dt,da), on aura I'estimation suivante :

@ =8[([ [ otta @i~ [ [ a0 x|

=5([ [ ([ att.a X0 utd0) = i (aa)an] )

0

En appliquant I'isométrie d’Itd, on obtient :

() = B( / | [ ot Xoutda) ~ i aa)] ). 25

La formule (25) n’est pas satisfaisante.
Il est intéressant de reformuler le probléme sans aucune utilisation de
I'integrale stochastique, et ceci va étre le role principal du probléme de
martingale.

Solution faible d’'une EDS

Rappelons que la solution faible d'une EDS est définie comme suit :
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Définition 2.19 Une solution faible de ’EDS

XO =x e R™
est une collection d’éléments (U, F, (Fy), P, (By)), ot :
i—(Q,F,(F,), P) est une espace probabilisé filtre.
it — (By)i>0 est un (F;)—mouvement brownien sur €.
11 — (Xi)i>0 est une solution forte de l'équation :
dXt = b(t,Xt>dt + U(t,Xt)dBt7t G]O,T} (27)
Xo=x€R™

Remarque : L’espace de probabilité et le mouvement brownien ne
sont pas décrits dans le cas d’une solution faible, la solution est cependant
tout élément (U, F, (Fy), P, (By), (X})). Dans la formulation précédente,
on ne sait pas comment trouver l'espace ) et le mouvement brownien
(By)i>0 défini sur Q. Ainsi, il vaut mieuzr définir une formulation qui
nous permet d’expliciter convenablement cette distribution, et ceci sera
fait par les probléemes de martingales.

Introduisons le générateur associé aux coefficients b et o, qui est défini
comime suit :
1 2

Lf(t,x) = g—{(t, x) + b(t, x)%(t, x) + §U<t’ x)ot(t, x)%(t, x), (28)
pour toute fonction f de classe C,*([0, T] x R™).
Il est facile de vérifier par la formule d’It6 que si (€2, F, (F}), P, (By), (Xt))
est une solution faible de (26), alors pour toute fonction f € C,([0, T] x
R™), alors le processus

F(t.X0) — / Lf(s, X.)ds, (20)

est une (F;)—martingale.

Définition 2.20 L’espace canonique C' est [’ensemble des fonctions
continues de [0, T] vers R™.
Le processus (Xi)ier+ défini sur C' par :

est appelé le processus canonique.
La filtration canonique est définie par Cy = o(X5, s < t).
La distribution de (X;);cgr+ est une mesure de probabilité sur C.
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Si(Q, F, (Fy), P, (By), (X¢)) est une solution faible de (26), alors la distri-
bution Py de (X;)ser+ est telle que pour toute fonction f € C*([0,T] x
R™), le processus défini sur C' par f(t, X;) — fg Lf(s,X,)ds est une
(Cy) —martingale sous la probabilité Px. On a juste écrit la propriété de
martingale autrement (29).

Définition 2.21 Une mesure de probabilité () sur C' est dite solution
du probléme de martingale associé au générateur L si pour toute fonction
f € Cr*([0,T] x R™), le processus défini par

f(t,Xt)—/O Lf(s, X,)ds,

est une (Cy)—martingale sous la mesure Q).

On a vu qu’a chaque solution d’un probléme de martingale est associé a
une solution faible de (26). Le théoréme suivant affirme que I'inverse est
aussi aussi vrai et qu’il existe une bijection entre les solutions faibles et
les solutions d'un probléme de martingale.

Théoréme 2.22 (Voir lkeda Watanabe[24]) : On suppose que Q
est une solution du probléme de martingale. Alors il existe une solution
faible (2, F,(Fy), P, (By),(X;)) de (26) telle que (X;) admet @Q comme
distribution.

Remarque : La formulation de probléeme de martingale est intéres-
sante car elle nous permet d’obtenir aisément des résultats limites.

Proposition 2.23 Supposons que b et o sont des fonctions bornées et
continues en x. Alors l’ensemble des solutions du probléme de martingale
associé, est un ensemble fermé.

Preuve : Soit (@), une suite de solutions du probléme de martin-
gale convergente vers () montre que sous (Q, pour tout f € Cbl ’2([0, T] x
R™) le processus défini par

£t X)) — /O L(s, X.)ds

est une (C;)—martingale.
Soit r < t et soit h une fonction continue bornée et C,.—mesurable
sur C. Alors, on a pour tout entier n :

Qu[(706- 50~ [ 1505 x005)8] = @u[ (700X~ [ L5t5. x)05)a].
(30)
Comme la fonction (f(r, X)) — [y Lf(s,XS)d3> h, est bornée sur C et

continue en 7 sur [0, 77, alors on a d’aprés la définition de la convergence
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faible de (@) vers, @ lorsque n — oo et 'égalité (30) tend a :

Q[(se.x- [ Lt Xds )] = Q[ (£ X)) - | Lo xgas)n).
ce qui achéve la démonstration.ll

Remarque : On peut utiliser la compactification dans les problémes
de contrile stochastique relaxé pour assurer l’existence d’un contrédle op-
timal dans le cas ou le terme de diffusion est controlé.
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Chapitre 03
(G-controle stochastique optimal
strict
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3  G-controle stochastique optimal strict

3.1 Motivation

On considére une équation différentielle stochastique controélée, gou-
vernée par un G—mouvement brownien. Le probléme de controle optimal
strict a été étudié, en 2014, par Biagini et al [6] ,0u ils ont considéré le
probléme de contréle stochastique sous la condition de volatilité incer-
taine selon 'approche de I'espérance sous linéaire et celle de 'analyse
quasi-stre. En appliquant le principe du maximum, leur objectif était
de trouver les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité vérifiées
par le controle optimal strict en supposant qu’il existe. Sous des condi-
tions de convexité des coefficients, ils ont maximisé I’hamiltonien, ce qui
revient a optimiser le critére de performance J.

3.2 Le principe du maximum classique

Le principe du maximum représente un outil fondamental dans la
théorie du controéle, il sert a trouver la commande optimale permettant
d’amener un systéme dynamique d’'un état & un autre, en présence de
contraintes portant sur 1’état ou les commandes d’entrée. Le principe
examine la minimisation d’un hamiltonien sur U, ’espace des controles
admissibles. Historiquement le travail initial dans ce domaine est di
a Pontryagin, il était centré sur la maximisation d’une fonctionnelle de
bénéfice, dans le cas déterministe, plutét que la minimisation d’une fonc-
tionnelle de coiit.

L’objectif du principe de Pontryagin dans le cas classique est d’éta-
blir les conditions nécessaires d’optimalité alors que les équations de
Hamilton-Jacobi-Bellmann, notées HJB permettent d’énoncer les condi-
tions suffisantes d’optimalité.

On considére 'EDS controlée :

dXt = b(t, Xt,ut>dt+0'(t,Xt)dBt,t E]O,T}
XQ =x €R™

On cherche & déterminer les conditions nécessaires d’optimalité vé-
rifiées par une solution forte d’'une G-équation controlée.

En tenant compte de l'existence d'un controéle minimisant le critére
de performance J :

J(u) = E[/OTl(t,Xt,ut)dt + g(XT)},
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il reste & déterminer certaines conditions satisfaites par le controle opti-
mal dites nécessaires. Partant de la condition d’optimalité d’une fonction
réelle différentiable f : R — R, si ¥ € R est un minimum de f, alors
fa(xz*) >0, ou fy représente la dérivée de f. On déduit que z* est aussi
solution du probléme de maximisation de H(y) donnée par :

H(y) = —fa(z") f(y),Vy > =.

Généralisons cette condition au probléme de contréle, on établit la
différentielle de la fonction cotit J. On suppose alors que J atteint son
minimum pour un certain controle u € U, alors u doit satisfaire les
conditions nécessaires d’optimalité nommées principe du maximum sto-
chastique.

Notons que 'utilisation de ce principe est difficile dans le cas stochas-
tique car le processus adjoint qu’on va définir dans la suite est représenté
par une moyenne conditionnelle. La méthode utilisée dans cette partie
(dtie & Kushner) est basée sur le fait que la dérive et le coefficient de dif-
fusion sont différentiables par rapport a x pour tout (¢,«) € [0,7T] x \A.
Supposons que # est un controle optimal, alors il existe un processus
(pt)ier, , tel que pour tout ¢ € [0,7] et pour tout u € U on a la condi-
tion nécessaire suivante :

H(py, X2, 0) < H(py, X2 u),

X% étant la solution de 'EDS controlée associée au controle optimal 4 |
H est le Hamiltonien du systéme et (p;):er, est le processus adjoint.

3.3 Le principe du maximum pour une G-EDS

On se place dans les conditions du premier chapitre, ot I’on considére
un G—mouvement brownien réel (5;),., défini sur un espace d’espérance

non linéaire (Q,?—L, E)
3.3.1 Position du probléme

On considére le probléme de controle défini par la fonctionnelle

) = B[ 500 X00), u(0)d + g(X D)) = sup @) (1)

oll 'on a posé
T

T (u) = EP[/ S X (), ult)dt + g(X*(T))].

0
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L’objectif est de trouver un contrdle optimal réalisant

J(u) = sup J(u)
uelU
On considére les controles u a valeurs dans un ensemble A C R. Soit
X(t) = X“(t) un processus controlé défini par :

dX(t) =b(t, X (t),u(t))dt + p(t, X (t),u(t))d(B), + o(t, X(t),u(t))dB(t)
X0)=z€R pour0<t<T

(32)

On suppose que les coefficients o, b, u sont lipschitziens et continus

uniformément en (¢,u). De plus si ces coeflicients ne sont pas détermi-
nistes, ils doivent appartenir a MZ(0,T) pour tout (z,u) € R x A.

Soient f:[0,T]xRxA — Retg: R — R, deux fonctions mesurables

telles que f est continue par rapport a x et g est bornée, différentiable

vérifiant la condition suivante : il existe une constante C' > 0 et € > 0

vérifiant I'inégalité
1
|9'(2)] < C(1 + [x]) 7

On note par U l’ensemble des controles admissibles et on suppose
que pour tout u € U, la condition d’'intégrabilité suivante est satisfaite

T

B /f(t,X(t),u(t))dt < oo.

0

La fonctionnelle de performance correspondante a une mesure de
probabilité P €P est définie par

J¥(u) = EP / £t X (0), u(t))dt + g(X (T)) (33)

Pour étudier le probléme de controle stochastique optimal, on s’inté-
resse & trouver un contréle @ qui vérifie :

sup J* (u) = J*(a) VP € P (34)

uelU

On définit I’hamiltonien par la formule suivante :

d (B),
dt

d(B
pto(t, U)%q

H(t,z,u,p,q) = f(t,z,u)+|b(t,z,u) + pu(t,z,u)
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et la G—équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR) associée
aux processus adjoints p(t), ¢(t), K(t) par

dp(t) = — 25 (1t + q)dB@) + dK ()0 <t < T

ox (35)
p(T) = ¢'(X(T))

Rappelons que la solution de cette G—EDSR existe vu les hypothéses
sur f et g et par la définition des controles admissibles.

Théoréme 3.1 (Biagini et al [8]) : Soit & € U avec la solution cor-
respondante /)\((t), D(t), Gt), K(t) relative o I'équation (32). On suppose
que K = 0 dans U'équation(35), les fonctions (z,u) — H(t,z,u, p(t),q(t))
et x — g(x) sont concaves pour tout t, presque sirement et

~ 0 ~ PN
E %H(t, X(t),u, p(t), q(t)) |uzac| Fesy+| =0 q.s.

pour tout t. Alors u = U est un contréle optimal pour le probléeme (34).

3.3.2 Principe du maximum pour le cas d’information com-

pléte

Les conditions de concavité ne sont pas satisfaites dans la majorité
des applications, le principe du maximum ne nécessite pas cette condi-
tion. De plus la notion du fait que K soit une G—martingale disparait
de l'équation adjointe. Biagini et al [6] ont prouvé un résultat qui ne
dépend pas de la concavité de 'hamiltonien. On donne dans ce chapitre
leurs principaux résultats sans démonstrations. On suppose dans ce qui
suit, que les hypothéses suivantes sont satisfaites :

A1l. Pour tout u, 8 € U, S bornée, il existe § > 0 tels que u+apf € U,
pour tout a € (—0,0).

A2. Pour tout t,h avec 0 < t < t+ h < T et pour toute variable
aléatoire o € L (), le controle (s) := aly n(s) appartient a U.

A3. Pour tout u, € U tels que soit § borné, le processus dérivé
Y (t) défini par

(0% )

{Y(t) = iX“Jro‘ﬁ(t)
Y(0)=0
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existe, ol Y est solution de la G—EDS suivante :

ay (1) = {%(t)}/(t) - %(t)ﬁ(t)} dt + {%(t)m) + a—“(t)ﬁ(t)} d(B),

ou
+ {g—g(t)y(t) + %(t)ﬁ(t)} dB(t).

Lemme 3.2 (Voir Biagini et al [6]) : Soit @ un contréle optimal
associé a la fonctionnelle J* pour une mesure de probabilité P € P et
soit 'équation adjointe définie par ’EDSR sous P :

dp" (t) = —%—Ij(t, X(),p"(t), ¢ ()dt + " (t)dB(t);0 <t < T

P (T) = g/(X(T)) P-a.s

OHP
ou

Alors on a :

(t)|u:ﬁ(t) = 0, ou I'on pOSé

HE(t) == H(t, X, u, 77 (), (1))

Théoréme 3.3 (Biagini et al [6]) : Soit u un contréole optimal associé
a la fonctionnelle J¥pour toute mesure de probabilité P € P. Alors
I’équation adjointe est donnée par la G—EDSR suivante :

50 =22 1, X(0. 50,3 @)t + (OB + R0 <t < T (30

PAUT) =g (X(T)) qs.
Théoréme 3.4 (Biagini et al [6]).On suppose que :

1) b=0, p(t,z,u) = zum(t) et o(t,z,u) = zus(t), ou les processus
m et s sont bornées pour t € [0,T], quasi-continus. De plus la capacité
de ensemble {s( t) = 0} est nulle pour tout ¢t € [0,T],

2) f=0.
Soit 1 un contréle optimal pour la fonctionnelle J* pour toute mesure
de probabilité P € P. Alors on a :

() = %H(t,f((t),u, P°1),3%(1) =0 g¢.s. (37)
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Chapitre 04
G-controle stochastique optimal
relaxé
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4 G—controle stochastique optimal relaxé

Le but de ce chapitre, qui est ’essentiel de cette thése, est d’étu-
dier le controle optimal des systémes soumis a l'incertitude ou a l'am-
biguité du modeéle en raison d’informations incomplétes ou inexactes,
ou de concepts vagues. Le climat ou les conditions météorologiques et
les marchés financiers sont des domaines typiques ou l'information est
soumise a l'incertitude. Par exemple dans les problémes de choix de por-
tefeuille optimal en finance ou les processus de volatilité et de prime de
risque sont inconnus et difficiles & estimer & partir de données fiables,
nous devons considérer une famille de différents scénarios. Pour ce faire,
on doit effectuer une optimisation de portefeuille robuste qui survit a
tous les scénarios donnés. Les aspects d’ambiguité telle que la volatilité
incertaine ont été étudiés par Peng [33, 34, 35] , qui a introduit un espace
d’espérance sous linéaire a 'aide du G—mouvement brownien. Par la
suite, Denis et Martini [9] ont proposé une structure basée sur I’analyse
quasi stre & partir de la théorie de potentiel pour construire une struc-
ture similaire en utilisant une famille étroite de mesures de probabilités
mutuellement singuliéres. Ces deux approches sont différentes, Denis et
al [10] donnent une représentation duale pour l'espérance sous linéaire
avec le G—mouvement brownien comme le suprémum des espérances
ordinaires sur P.

Dans ce chapitre, on considére une équation différentielle stochas-
tique controlée et on montre I'existence d'un controle u € U a valeurs
dans un ensemble d’actions U tel que :

J(@) = inf J(u).

ueU

Ce probléme a été étudié par M. Hu et al [21], Biagini et al [6] et A.
Matoussi et al [29], ot les auteurs ont proposé les conditions nécessaires
et suffisantes d’optimalité, en d’autres termes le principe de Pontryagin
et la programmation dynamique respectivement.

En I'absence d’hypotheses de convexité, le probléme de controle op-
timal peut ne pas avoir une solution parce que U est trop petit pour
contenir un minimisant. On cherche a trouver un espace R qui contient
U T'ensemble des controles stricts. Pour obtenir ce résultat principal on
construit, comme dans le cas classique, I’ensemble R des controles relaxés
comme étant un sous ensemble de 'espace des mesures de probabilités
sur 'espace d’actions U et on montre que

- o .
Inf J(u) = inf J(u) = J(@),
A =argmin J ().
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Pour cela, on montrera ’existence d’un controle optimal relaxé pour
une G—EDS.
4.1 G—espérance et G—mouvement brownien cano-
nique

Soient 2 = {w € C(R;,RY) : w(0) = 0}, équipé de la topolo-
gie de la convergence uniforme sur les intervalles compacts, B(Q2) la

o—algebre de Borel associée, €y := {w, @ w € Q} et B le proces-
sus canonique. Rappelons que B est un G—mouvement brownien. Soit
F := FB = {F}i>0 la filtration engendrée par B, qui est seulement

continue & gauche et soit la filtration limite a droite F* := {F,",¢ > 0},
définie par F," := Fiy 1= Mgy Fs.

Pour toute mesure de probabilité P sur (€2, B(2)), on note par F; :=
FiFVNE(F) (resp. FE := F;" VNE(F..)) la filtration continue & droite
P—complétée de F," (resp. Fu), ot N¥(F,") (resp. N¥ (Fy)) est len-
semble des événements P-négligeables de la o-algébre F," (resp. Fuo).
Les filtrations respectives seront notées F¥ et P,

Lemme 4.1 (Soner et al[42]) : Soit P une mesure de probabilité
arbitraire sur (0, F). Alors on a :

1) Pour toute variable aléatoire fA, ﬁ?—mesumble, il existe une P p.s.
unique variable aléatoire §, Fi—mesurable telle que § = E, P p.s..

2) Pour tout processus )?, F¥ —progressivement mesurable, il existe
un processus unique X, F—progressivement mesurable tel que X = X ,
dt x P p.p..De plus, si X est P p.s.continu, alors X peut étre choisi P
p.S. continu.

Rappelons que la G—espérance, qui a été largement discutée dans le
premier chapitre, a été définie par Peng [33,34,35] a partir de 1'équa-
tion de la chaleur non linéaire. Peng [33,34] construit, & partir d’une
G—espérance I, une G—espérance E définie sur H = Lip(R%) Ten-
semble des fonctions lipschitziennes sur R?, consistante de la maniére
suivante :

Soit Lip(§2) 'ensemble des variables aléatoires de la forme

EZ SO(BtUBtQa e 'JBtn)

pour une fonction continue bornée lipschitzienne ¢ sur (Rd)n et 0<
t) <ty <---<t, <T. Le processus des cordonnées (B, t > 0) est un
G —mouvement brownien et la variable aléatoire By est G —normalement
distribuée sous E et pour tout s,t > 0 et t1,ts,...,t, € [0,t] on a :

-~

E[QD(BH, Ce 7Btn7 Bt+5 — Bt)] = E[Q/)(Btly Ce 7Btn)]7
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ou Y(xy,...,x,) = Elp(xy,...,2,,1/sB1)]. Cette propriété entraine en
particulier que les accroissements du G—mouvement brownien sont indé-
pendants et que By, — B; et By sont identiquement N (0, s3)—distribués.

Pour tout p € [0,+00), on note par L7,(f2) la fermeture de Lip(f2)
sous la norme

1
=~ P
1X g = (BOIXP)"

L?.(€2) ainsi défini est un espace de Banach. Pour tout ¢ > 0, on pose
Lip(%) := Lip(Q) N L),  LE() := LL(Q) N LY(Qy),
ot L°(£2;) est ensemble des variables aléatoires F,—mesurables.

4.2 (G—intégrales stochastiques

Pour tout p € [0,+00), on note Mg’p (0,T) V'espace des processus
élémentaires F—progressivement mesurables, a valeurs dans R? de la
forme

n—1
U(t) = Z Ni 1[ti7ti+1)(t)7
=0

avec 0 =tg <t) < --- < t,_1 <t, =T, n>1est une subdivision de
Ry et n; € Lip(Q,). Soit M5(0,T) la fermeture de MgP(0,T) sous la
norme

T
0 = BL | In(0Pas

Pour tout n € Mg’Q(O,T)7 I'intégrale GG—stochastique est définie ponc-
tuellement par

N—-1

t
It(n) = / nSdGBS = Z nj(Bt/\tj+1 - Bt/\tj)?
0

J=0

avec 1(n) := Ir(n), la fonction I : MY*(0,T) — LZ(Qr) est continue et
peut étre prolongée par continuité a MZ(0,T).

Le processus de variation quadratique du G—mouvement brownien
peut étre formulé dans L2(€);) comme étant un processus matrice symé-
trique d x d, continu défini par

t
(BYY := B, ® B, — 2/ B, ® d¢ B, (38)

0
Notons que la diagonale est constituée de processus non décroissants. Ici
a ® b désigne la matrice symétrique d x d, pour a,b € R, définie par

(a®b)x = (a,z) b pour x € R%

a7



On définit 'application J : Mg’l(O, T) — L&(Qr) :

T N—-1
7= [ ndB)f = S B, — (B0
=0
On notera parQ 'unique prolongement de J a M&(0,T) :

T
Q)= [ mdB)Y, e M0.7)
0

On a 'isométrie suivante (formulée pour le cas d = 1 pour simplifier) :

Lemme 4.2 (voir [34]) : On suppose d = 1 et on considére n €

M2(0,T). Alors on a
-&[[ deass).

([ srton.)

4.3 La représentation duale de la G-espérance

2

~

E

Denis et Martini [9] et Denis et al. [10] montrent la représentation
duale suivante de la G—espérance en termes d’'une famille étroite, fai-
blement compacte P de mesures de probabilité mutuellement singuliéres
sur (€, B(€2)). Cette dualité exprime la G—espérance par une espérance
robuste par rapport & P. On se base sur les travaux cités dans [9] et [10]
pour la construction explicite de P. Soner et al. [41, 42] introduisent une
analyse pour une telle construction et ses conséquences sur la G—analyse
stochastique et en particulier le probléme d’agrégation des processus.

Proposition 4.3 (voir.[9,10]) Il eziste une famille des mesures de
probabilité faiblement compacte P sur (2, B(Q2)) telle que pour tout & €
L&(Q), ona  E[¢] = suppep EF[E].

On consideére la capacité de Choquet réguliere définie dans le premier
chapitre

c(A) :=supP(A), A € B(Q).
PeP

On note par Np := (\pep N¥(Fu) les P-ensembles polaires.

Définition 4.4 Une mesure de probabilité Q sur (Q, B(Y)) est dite
absolument continue par rapport a P si Q(A) = 0 pour tout A € Np.

On considére la célebre filtration universelle F” définie a Paide des
mesures de probabilité mutuellement singuliéres P € P (voir. Soner et
al [42]) :

FP .= {FF}is0 avec FI = m (F; VvV Np) pour t>0 (39)
PP
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La formulation duale de la G—espérance propose 'aspect d’agrégation
suivant :

Lemme 4.5 [Proposition, Soner et al [41]/
Soit n € MZ(0,T). Alors, n est Ito-intégrable pour tout P € P. De
plus, pour tout t € [0,T],

t t
/ n(s)daBs = / n(s)dBs P p.s. pour tout P € P,
0 0

ou l'intégrale du second membre de cette égalité est définie au sens
d’It6 usuel. Par conséquence, le processus de variation quadratique (B)“
défini par (38) coincide avec le processus de variation quadratique usuel
q.s..

Dans la suite, on omettra le symbole G de la G—intégrale stochas-
tique et de la G—variation quadratique.

Parmi les résultats de stabilité étudiés, voici un lemme qui joue un
role important dans notre analyse.

Lemme 4.6 Si {P,}>°, C P converge faiblement vers P € P. Alors
pour tout & € L5 (Qr), EF[¢] converge vers EY[E].

A partir des propriétés du processus de variation quadratique (B) et
de la formulation duale de la G—espérance, on a les estimations de type
Burkholder-Davis-Gundy, formulées en une dimension pour la simplifi-
cation de la maniére suivante :

Lemme 4.7 (voir [17]) On suppose que d = 1. Alors pour tout p >
2 et pour tout n € ME(0,T), il existe une constante C, qui dépend

uniquement de p et T tel que
t p/2
([ mbar)

/ nrd B,
» t
<Gyt — s / Bln.Pldr.

d(B)¢
dt

E {sup

s<u<t

p ~
|<cE

St 7 est une constante positive telle que < & q.s., alors on a

pour tout p > 1 et pour tout n € MZ(0,7),

u P t
[ ), ]s«ﬂ’u—sv’* | Bl

4.4 L’espace des G—controles relaxés

E{sup

s<u<t

Soit (U, d) un espace métrique séparable et P(U) 'espace de mesures
de probabilit¢ sur U muni de sa o-algébre de Borel B(U). La classe
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M([0,T] x U) des G—controles relaxés considérée dans ce travail est
un sous ensemble de M([0,7] x U), 'ensemble des mesures de Radon
v(dt,da) sur [0,7] x U ayant pour projection sur [0,7] la mesure de
Lebesgue dt et pour projection sur U une mesure de probabilité y;(da) €
PU) (ie. v(da,dt) := py(da)dt). On muni cet espace de la topologie de
la convergence stable des mesures. La topologie de la convergence stable
des mesures est la topologie la plus fine qui rend ’application

qr—>/0T/Ug0(t,a)q(dt,da)

continue, pour toute fonction mesurable bornée @(t,a) continue en a,
pour tout ¢ fixé.

Muni de cette topologie, M := M ([0,T] x U) est un espace métri-
sable séparable. De plus, M est compact si U l'est. On notera que la
topologie de la convergence stable des mesures entraine la topologie de
la convergence faible (Voir N. El karoui[12, 13] pour plus de details).

On introduit la classe des G—controles stochastiques relaxés sur l'es-
pace (Qp, Lip(Qr), E).

Définition 4.8 Un G— controle stochastique relazé sur (Qr, Lip(Qr), E)
est une mesure aléatoire q(w,dt,da) = pi(w,da)dt telle que pour tout
A € B(U), le processus (j1(A))eeo ) est FX —progressivement mesurable.

On notera que dans ce cas, 'application [0,t] x 2 — [0, 1] définie par
(s,w) — ps(w, A) est B([0,1]) ® FF—mesurable pour tout ¢ € [0,7]. En
particulier, le processus (u:(A)).ejo,7] est adapté a la filtration universelle
F? donnée par (39).

Dans toute la suite, on désigne également par R la classe des G—controles
stochastiques relaxés. Comme dans le cas classique, 'ensemble U([0, T7)
des G—controles stricts constitué des processus u, F¥ —adaptés a va-
leurs dans I'ensemble U, s’injecte naturellement dans R via ’application
¢ U(]0,T])— R définie comme suit :

®(u)(dt, da) = Sy (da)dt. € R (40)

Le lemme suivant est une extension du célébre Chattering Lemme. En
fait, ce lemme annonce que chaque G —controle relaxé peut étre approché
par une suite de G—controles stricts.

Lemme 4.9|G—Chattering Lemme| Soient (U, d) un espace mé-
trigue compact séparable et (Mt)tgo UN Processus ]Fm—progressivement
mesurable a valeurs dans P(U). Alors il existe une suite (u,(t))n>o0 de
processus FF —progressivement mesurables a valeurs dans U telle que la
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suite des mesures aléatoires 6, (da)dt converge au sens de la conver-
gence stable (donc faiblement) vers p,(da)dt quasi-surement.

Preuve : On se donne (j1;);>0 un G—controle relaxé F” —progressivement
mesurable. La construction trajectorielle détaillée de la suite approximée
(Oun () (da)dt)n>o de pe(da)dt dans N. El karoui[12] s’étend de sorte que
les G—controles stricts soient F? —progressivement mesurables. Le dé-
veloppement de la démonstration est le suivant :

On considére I'espace (€2, H, ( .7?P V Np) s E) pour chaque proba-
bilite P € P et on démontre le lemme pour P’ quelconque.

Dans le cas ou .7-' = Npep( Fi BV Np),.,.l’ensemble ot le lemme
n’est pas réalisé est négligeable par rapport a toute probabilité P donc

il est polaire. Il résulte alors que le lemme est vérifié quasi stirement.

Soit V I'ensemble des mesures sur [0,7] x U dont la projection sur
[0, T'] coincide avec la mesure de Lebesgue. Alors Vi est métrisable com-
pact. La densité des mesures de Dirac au points (u}') (controles stricts)
est utilisée dans la démonstration selon la construction suivante :

dur(da) = (pe)(da) <= dt.6yr(da) — dt.p(da),

Comme l'espace U des valeurs du controle est supposé compact mé-
trique, alors on peut choisir une partition (B,(fn)), k=1,2,..k(n)deU
constitués de boréliens dont le diamétre inférieur a %,la partition est dans

(n)

I'espace U. Soit a;,’ un point arbitraire de B,gn). On divise l'intervalle

[0, 2] en sous intervalles de longueur 27" avec des bornes (7;" ) Tj(z)l)
écrit (75, Tj41). Soit § > 0 et soit le processus a valeurs dans Vi

¢
[ (s, By)ds si t>6

:UJk(t) = Mi(t) = tt5 )
%{u s, By)ds si t<§

S

Le processus ;i (t, i) = pur(t;)1y,<e<;,, est FP—adapté et satisfait
la relation :

Vj : Z%J‘?(t’ ,LL) =1site [tj,tj+1] et t] > 0.
k

On divise U'intervalle T; = [t;,t;11] en k(n) intervalles T} (p) de
longueur (¢;41 — t;) avec t un point quelconque dans 7;. Pour tout n, il
existe un indice j, tel que :

§<t;, < 5+27"
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Soit 3(n,d) un point arbitraire dans A. On pose :

Oé(t) _ {ak site Uj>i, ]k( ) k=1 ;2. ,k‘( )

B(n,d) sit ¢ le,n|
et 6™ 6)( ) = Ljen(()dto ) + 10,4 (1)L g(n,5), 01t § est la mesure de Dirac
associée au controle. Notons que ¢§ est ]?P—adapté. On montre mainte-
nant que 6™ (u) converge vers p. On se base sur la convergence des
fonctions f, g avec f continue a support dans [0, 7] et g est continue sur
U, leurs modules de continuité sont notés par wy et w,.

Pour une fonction f(¢,a) continue a support compact sur [0,7] x U,
on utilise la notation f(¢)g(a) au lieu de f(¢,a). Dans le Chattering
lemme classique on a la convergence 0,n(da)dt — p(da)dt

Si T est majoré par n, on a

/ f(t)g(a)dtu(t, da) — / f(t)g(a)dts™ (1) (da)

[0,TxU [0,T)xU

/ f)g(a)dtu(t,da) — /f B(n,d)) dt+/ft
[0,T)xU [0, 1e.T]

/ f(t)g(a)dtu(t,da) /f B(n,d))dt — / f(t) (A1)
[0,T)xU [0,€] le,T]

Le module de cette quantité est majoré par :

2e | fllo l9llo + /f(t)(Z/g(a)u(t,da)—g(ak)u(t,Bk))dt

Zgak /f (u(t, By,)dt — /f(t)dt (A2)

e.T] Ui T}k

Le deuxiéme terme de 'expression précédente est borné par Lw, || f||,
n
et le troisiéme terme est égale a :

Zgak /f ) {u(t, By) — pu(t }dt+Z/f i (t dt—/f t)dt)

le,T)
:Zg(ak /f ) {p(t, Br) — pu(t }dt—i'zg g Zf /{Nk: — 75k(0)} dt
k e, T
-0t Z/{f )i+ 3ol Z/{f £)} (bt (43)
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=Yg Y [0 - e 3 g 3 [ 50 - 16} m(oyi

b T Tk

La valeur absolue des deux derniers termes est majorée par 2 |g|| . Tw(5x).
En fait, le premier terme de (Asz) vaut :

/Tf(t) (,u(t,Bk)é/t,u(s,Bs)ds) dt = /(f( (t, Bg) ——/f (s, Br)d )dt

+ [ 5t [ uts Bs) - fe)ds (A1)
€ t—0o

On note par C¥ le premier terme de (A4) et CI le deuxiéme terme
de (Ay). D’aprés le théoréme de Fubini, on a

T
|C5| < 0wy [ s, Biyds et |32, g(ar).CF| < T6 gl wy
0

On peut écrire C de la maniére suivante :

F(s)nls. B)(1 /f s, B

on a aussi Y, 9(ar)CT < 269/l 1 /]l

Ainsi, le premier terme de (Aj3) est majorée par :

\’ﬂ

=1}

0 [|9lloe 211l + Twy)

Le deuxiéme terme de (A3) vaut.

R IT ) [ et) = 23000t = 3 ge) S50 [ v0) = )

T k T

<.

t

/ it [ (s, B0) = (s = 5. B)ds

tj

Oﬂl’—‘

Z aka
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Par une intégration par parties on obtient :

-3 st 10, / s — O(ult, By) — ult — 6, By)dt

J

_Zf /j+1 Zgak u(t, By) — pt — 5, By))dt

TJ
Il résulte que

sl < 27 lglloo 1/l /0 (45)

En sommant les différents résultats : (A;) — (As), on obtient :

79 = 30 < ol { g +2 (2464 20 ) 1l + Tug0)}

1
21/l wg

En prenant § = %,571 = 5"’%, on a la convergence vers 0, pour tout
P € P, d'ou dtd,, (t)(da) converge vers dtu,(da) presque stirement par
rapport a IP. On conclut que dtd,, (t)(da) converge vers dtj;(da) quasi
quasi-strement d’otu le résultat espérée.ll

4.5 Le G—controle stochastique optimal relaxé

L’objectif de ce paragraphe est d’établir 'existence d’un infimum de
la fonctionnelle de performance relaxée suivante :

[fo Jiy £t (e )ut(da)dt%—h(x“(T))} (41)

sur ’ensemble R des G—controéles relaxés pour la G—EDS relaxée sui-
vante :

Ao (t) = o(t, 2" (t))d B, + /

U

b (0. it | (e (0), da)d(B),
) (42
avec la condition initiale z#(0) = z, ou
b:[0,T] x R* x U — RY,
0,7:10,T] x R x U — R
f:00,T) xR x U = R
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et

h:R'— R
sont des fonctions déterministes.
On notera que lorsque p = 6, u € U([0,T]), le processus 2% := x*
résout la G—EDS suivante :
dat'(t) = o(t,z"(8))dBy + b(t, x"(), u(t))dt +~y(t, z"(t), u(t))d(B):,
z(0) ==
(43)

De plus, selon l'injection décrite précédemment, on peut écrire J(u) =
J(0,). Pour cela, on fait les hypothéses suivantes :
(H1) Les fonctions b,y et o sont continues, bornées et Lipschitziennes
continues uniformément en (¢, u).
(H2) Les fonctions f et h sont continues et bornées.
Il résulte que sous I'hypothése (H1), la G—EDS admet une unique
solution z# € MZ(0,T), pour tout u € R, qui satisfait

E[ sup |o"(1)]*] < oo (44)

0<t<T

De plus,

- / / F(t 2 (1), a)n(da) dt + h(z"(T)) € LL(Qr)  (45)

Remarque : Les hypothéses (H1) et (H2) sont fortes et peuvent étre
affaiblies. On les suppose pour une présentation simple du résultat prin-
cipal.

On est maintenant en mesure d’énoncer et de montrer le théoréme
suivant, qui constitue le résultat essentiel de notre travail :

Théoréme 4.10 On a

inf = inf 4
(7 = f2f ) )

qui se réalisent en I € R.
Rappelons que

T () = sup JE (1) (47)

et que la fonctionnelle de performance relaxée associée a P € P est
donnée par

T ) = B [[] fi £, 24(0), 0)pulda) dt + ha(T))] - (48)

Preuve : Pour montrer ce théoréme, on utilise le G—Chattering
Lemme et les résultats de stabilité pour la G—EDS (42). Selon le G—Chattering
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Lemme, pour tout G—controle relaxé p € R, il existe une suite (u") €
U([0,T]) de G—controles stricts telle que d,n()(da)dt converge faible-
ment vers i (da)dt quasi-surement.

On note par 2" la solution de la G—EDS associée avec u" (ou d,» () (da))
définie par

dx"(t)=o(t,x"(t))dB; + b(t,x"(t),u"(t))dt + ~(t, z"(t),u"(t))d(B):,
z"(0)=x (49)

On a les résultats suivants de stabilité pour la G—EDS (42) et la
performance J¥, pour tout P € P.

Lemme 4.11 Pour tout P € P, on a

1)

lim ET | sup |z"(t) — 2"(t)]*| =0, (50)
n—oo 0<t<T
et
lim J*(u™) = J¥(u) (51)
n—oo
2)De plus,
inf JP(u) = inf J* 2
uegh]’T]J (u) = inf J5(p), (52)

et il existe un G—contréle relazé fip € R tel que

J(jie) = inf J7 (). (53)
HER
Preuve :
1)Remarquons que vu la propriété d’agrégation du Lemme 4.5, les
G—EDS (42) et (43) deviennent des EDS gouvernées par une martingale
continue B, sous tout P € P. La preuve de ce résultat se déduit de [1]
ou [3]. On en donne seulement une esquisse.
En utilisant les faits que sous P € P, B est une martingale de pro-
cessus de variation quadratique (B) telle que ¢; := d<£>t est bornée par
une matrice ¢ déterministe, symétrique d x d définie positive et que x*

et 2" satisfont les EDS :

da"(t) = a(t,x“(t))dBt—i-/U(b(t,:c“(t),a)—i—cm(t,a:“(t), a))my(da)dt, z*(0) = x,

et
dz"(t) = o(t,x"(t))dBe+(b(t, " (t), u" (t)+cry(t, 2™ (1), u"(t)))dt, x"(0) = x.
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En vertu de 'hypothése (H1) sur o,b et v, la preuve de(50) repose
sur les inégalités standards de Gronwall et Burkholder-Davis-Gundy, le
théoreme de convergence dominée et la convergence stable de d,,, () (da)dt
vers fi;(da)dt. De plus, (51) résulte de la convergence stable d,,, ) (da)dt
vers pu(da)dt, qui est garantie par la continuité et les hypothéses (H2)
sur f et h.

La preuve de (52)se conduit comme suit. D’aprés (40), on a J*(u) =
JE(6,), dou infyeyor J5(u) > inf,ep J¥ (). Soit p € R arbitraire.
D’apres le G—Chattering Lemme, il existe une suite des G—controles
stricts (u,) C U[0,T] telle que by, ) (da)dt converge faiblement vers
wi(da)dt. 11 résulte de (51) que

JE(p) = lim J¥(w™) > inf  J"(u),

n—00 T uweu[o,T]
et comme g est arbitraire, on en déduit que

inf J¥(p) > inf  JP(w).
peR (n) 2 u€U[0,T] (v)
2)La preuve de l'existence d’'un G—controle optimal relaxé (53), re-
pose sur les faits suivants : Soit (1"),>0 une suite minimisante de inf e J* (1)
tel que inf,er J' () = lim J"(u™). Les controles ™ sont des variables
n—oo

aléatoires dans ’ensemble compact M, d’ott d’aprés le théoréme de Pro-
horov, la famille de distributions associée est relativement compacte dans
M. L’hypothése (H1) entraine que la suite des processus (u™, z#"),>0
est étroite dans I'espace M x C([0, T],R%). 1l existe alors une sous suite
(e, 2™ )0 de (p™, 2" ),>0 qui converge faiblement vers (fi, %), d’ou
(44). En utilisant le théoréme d’injection de Skorokhod, les hypothéses de
continuité (H2) et le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue,
on obtient finalement :
. P BT P/ ong\ . 7P/ A
inf () = lim J5 (™) = J5(R),
ce qui achéve la démonstration.ll
L’idée de la proposition suivante est de rendre la limite donnée par
la formule (50) valide sous I’espérance sous linéaire F.

Proposition 4.12  Supposons que I’hypothése (H1) est satisfaite.
Soient zt et x" les solutions associées a p et u, respectivement. Alors
on a

lim E | sup |2"(t) — 2z"(t)]*| = 0. (54)
n—oo 0<t<T
Preuve : Posons ¢, := supg<,<p [2"(t) — 2#(1)]?. 11 est clair que

&, € L&(Qr) pour tout n > 1. 'l existe un § > 0 tel que E[¢,] >

67



0,n = 1,2,..., alors on peut trouver une probabilité P,, € P tel que
Eflg) > 6 -1 n=12,.... Le fait que P soit faiblement compact
nous permet d’affirmer qu’on peut extraire une sous suite {IP,,, }32, qui
converge faiblement vers P € P, d’ou

lim E'[¢,,] = lim lim EM% (¢, | > lim inf Efm¢, ] > 6,
—00

j—oo Jj—00 k—oo
ce qui est en contradiction avec le fait que lim E® [€n,] = 0 d’apreés le
j—00
lemme 4.11.1

Remarque la méthode de la démonstration de (50) ne peut pas
s’étendre a notre cas pour montrer (54), car sous l’espérance sous linéaire
le théoréeme de convergence dominée et le lemme de Fatou ne sont pas
valides, par contre les inégalités de Gronwall et Burkholder-Davis- Gundy
(voir Lemme 4.7) restent valables pour les G—EDS et les G—intégrales
stochastiques browniennes.

Corollaire 4.13 Supposons que I’hypothése (H2) est satisfaite. Soient
J(u™) et J(u) les fonctionnelles de performance correspondantes respec-
tivement a u” et p1 avec dtd,»)(da) convergente faiblement vers dtji(da)
quasi-sirement. Alors, il existe une sous suite (u") de (u™) telle que

lim J(u") = J(u).
k—o0
Preuve : D’aprés Denis et al[10], on obtient I'existence d’une sous
suite (2 (t)), qui converge vers z*(t) quasi-surement, uniformément en
t. On a, d’aprés le Lemme 4.11, pour tout P € P,

lim J*(u™) = J¥(p). (55)

k—o0

En fait d’apres I'égalité J(i) = min,er J (1), on note que J(u™) =
E[x"™*] et J(u) = E[x"], ou les variables aléatoires x*"* et x* appar-
tiennent a LL(Q7). $'il existe § > 0 tel que E[y*"™*] > E[x"] + 6, ny >
(,0+1,..., on peut alors trouver une mesure de probabilité P, € P tel

que

n = ].
EF "™ > Ex*] +6 — —.
m

Du fait que P soit faiblement compact, on peut extraire une sous suite
{P,,, }%2, qui converge vers P € P. On a alors

E*[x*] = lim E™+[x"] = lim lim E"" ["]

k—o00 k—o0j—00

N 1 .
> liminf, E*™ [x"] > lim inf (E[X“] +0— —) = E[x"] +o.

J—00 J—00 m]
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Par suite, EP[x*] > E[x"]+4, qui est contradictoire avec la définition
de I'espérance sous linéaire. Par suite

lim J(u"™) < J(p).

k— 00

D’autre part, en utilisant (55) on a pour tout P € P

lim J(u™) > lim J*(u™) = J* (),

k—o00 k—o00

par suite klim J(u™) > J(u), ce qui achéve la démonstration.ll
—00

Preuve de Théoréme 4.10 On a d’aprés la définition d’un controle
relaxé et le Corollaire ci dessus :

inf J(u) < inf J(u).

weU[0,T)] T pER
D’autre part, on a pour tout u € U[0,T], §, € R. De plus,

J(u) = J(6u) = inf J(p),

HER

Il résulte que

inf > inf
ueg%o,T]J(w - ;1272(](”)’

d’ou le résultat (46).
On revient maintenant a la démonstration de 'existence d’un G'—controéle

optimal relaxé. Le fait que f et h sont continues et bornées pour tout
veR

T
X = / / ft, 2% (t),a)vi(da) dt + h(x"(T)) € Li(Qr).
0o Ju
Par le lemme 4.6, on obtient alors pour tout v € R,

lim J% (v) = J9(v), (56)

n—oo

On en déduit que la suite {P,,}>° , € P converge faiblement vers @) € P.
On suppose qu’il existe un € > 0 tel que, pour tout v € R,

J(v) > inf J(u) +e.

HER

D’aprés le lemme 4.11, il existe un G'—controle relaxé g € R tel que
fip = argmin,cr J* (1) pour tout P € P et on obtient

J(v) > sup inf J¥(p) + e = sup J* (jip) + €.
PeP HER PeP
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D’autre part, pour tout n > 1, il existe P,, € P tel que

TP () > J() + .

n

La suite {P,}°°, € P devient faiblement compact, on peut extraire une
sous suite {IP, }32, qui converge faiblement vers Q € P. II résulte de
(56) que, pour tout v € R,

JOv) = Tim J™ (v) > sup J¥(jie) + .

En particulier, pour un v¢ € R donné, on obtient
JOW9) > JW9) +e,

ce qui contredit le fait que ¢ > 0.1

70



Conclusion et perspectives

Dans cette thése, on a prouvé 'existence d'un G—controle optimal
relaxé dans le cadre de I’espérance non linéaire, satisfaisant les conditions
de régularité nécessaires, en s’appuyant sur les résultats de S. Bahlali,
B. Mezerdi et B. Djehiche sur le probléme de controle stochastique clas-
sique réalisés en 2006. Partant d'une équation différentielle stochastique
gouvernée par un GFmouvement] brownien ; ces résultats ont été diffi-
ciles a obtenir a calse—deta—nentlinéarité de la G—espérance et de la
difficulté de définir un espace adéquat avec la nature du G—controle re-
laxé. Pour cette raison, on a considéré la filtration universelle proposée
par Soner et al en 2012. Ajouté a cela, notre principale difficulté réside
dans le fait que le théoréme de skorokhod n’est pas généralisé dans le
cadre du G—calcul stochastique, d’ou I'utilisation des méthodes de com-
pactification traitées par N. El karoui et al en 1987. On a prouvé cette
existence en se basant sur le G—Chattering lemme, qui est une généra-
lisation du célébre Chattering lemme classique, obtenu dans le cadre de
la G—espérance qui a été la clé de nos résultats.

On a également prouvé, en utilisant 'approximation des trajectoires,
que d’une part chaque G—controle relaxé est une limite d’une suite de
controles stricts bien définis et d’autre part, que chaque processus de
diffusion lié au G—controdle relaxé est une limite au sens fort d’une suite
de processus de diffusion associés aux G'—controles stricts.

Ce travail de recherche a été couronné par la démonstration d'un
théoréme essentiel qui montre que l'infimum du colt sur 'espace des
controles stricts est le méme sur l'espace des controles relaxés, comme
dans le cas classique.

Comme perspectives, nous envisageons de traiter des applications en
finance dans le cas ou la volatilité est incertaine, ce qui est assuré par
Iexistence d’un G'—controle optimal relaxé et éventuellement considérer
d’autres problémes en particulier, les G—équations stochastiques rétro-
grades controlées ainsi que le probléme de controle mean-field.
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