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INTRODUCTION 
 
Soit X un ensemble non vide. On dit que X vérifie la propriété  (I) si toute application 

injective XXf →:  est bijective. Dans la  catégorie Ens des ensembles, la propriété 

(I) caractérise les ensembles finis. Dans la  catégorie  KVect  des espaces vectoriels sur 

un corps K, la propriété (I) caractérise les K-espaces vectoriels de dimension  finie. 

Un A-module M vérifie la propriété (I) si tout A-endomorphisme injectif sur M est un 

automorphisme. 

L’étude des A-modules vérifiant la propriété (I) a fait l’objet de plusieurs 

publications.  Ainsi en 1945, Beaumont [ 8 ], a montré que tout groupe abélien de 

torsion, de type fini vérifie la propriété (I). Kaplansky [ 15 ], a donné la même année, 

une condition nécessaire et suffisante pour qu’un module de type fini vérifie la 

propriété (I). En 1976 Vasconscelos [ 26 ], a donné une caractérisation des anneaux 

commutatifs pour lesquels tout module de type fini vérifie la propriété (I). En 1978 

Armendariz et Fisher-Snider  [ 2 ], étudient les anneaux non nécessairement 

commutatifs pour lesquels tout module de type fini vérifie la propriété (I). En 1992 

Varadarajan [ 22 ], a étendu ces notions à des catégories plus générales. Il a montré 

qu’un anneau peut vérifier la propriété (I) dans la catégorie des A-modules à gauche 

AMod sans l’être dans la catégorie des A-modules à droite ModA.. 

On a aussi étudié d’autres problèmes relatifs à la propriété (I) parmi lesquels : 

1. La caractérisation des anneaux sur lesquels tout module vérifiant la propriété 

(I) est artinien appelés I-anneaux. 

2. La caractérisation des anneaux sur lesquels tout module vérifiant la propriété 

(I) est de type fini appelés FGI-anneaux. 

La question 1.  a été résolue dans le cas commutatif par Kaidi et Sangharé [ 14 ], en 

1988. Ces derniers ont montré que ces anneaux sont exactement les anneaux artiniens 

à idéaux principaux. 

Quant à la question 2. , elle a été résolue dans le cas commutatif par M. Barry,  
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O. Diankha et M. Sangharé [ 5 ], en 2005. Dans le cas d’un duo anneau aussi,  la 

question 2.  a été résolue par M. Barry, O. Diankha et M. Sangharé [ 6 ].  

Le but du  présent mémoire est de présenter les travaux de M. Barry,  

O. Diankha et M. Sangharé relatifs à l’étude des FGI- anneaux commutatifs. 

Plus précisément, il s’agit d’établir une équivalence entre  les FGI-anneaux 

commutatifs et les anneaux commutatifs artiniens à idéaux principaux. 

Un anneau A est un FGI- anneau à gauche si A est un anneau dans lequel tout         

A-module à gauche vérifiant la propriété (I ) est de type fini. Un anneau A est un 

FGI- anneau à droite  si A est un anneau dans lequel tout A-module à droite vérifiant 

la propriété (I ) est de type fini. Un anneau A est un FGI- anneau si A est à la fois un 

FGI- anneau à droite et à gauche. 

Soit A un anneau commutatif tel que 01 ≠A , AF  la classe des A-modules de type fini 

et AI  la classe des A-modules vérifiant la propriété ( I ). En général nous n’avons pas 

l’égalité AA IF = . Un résultat de W. Vasconscelos que nous verrons au chapitre II  

montre que AA IF ⊆  si et seulement si tout idéal premier de A est maximal. 

En général dans un anneau commutatif, il peut exister des A-modules de types  finis 

qui ne vérifient pas la propriété ( I ). On a aussi des exemples de A-modules vérifiant 

la propriété ( I ) et qui ne sont pas de types finis. 

Pour faire cette étude, nous avons divisé le travail en quatre principaux chapitres : 

Le chapitre I  est  un rappel de certains résultats classiques sur les anneaux et les 
modules que nous utiliserons tout au long de ce travail.  
Au chapitre II, nous donnons  quelques exemples de A-modules vérifiant la 
propriété ( I ). 
 Le chapitre III est consacré à l’étude de quelques propriétés sur les  
FGI-anneaux commutatifs. 
Au chapitre IV, nous donnons  le théorème de caractérisation des FGI-anneaux 

commutatifs. 

Dans tout le mémoire, et sauf mention  express du contraire, le mot anneau désignera 

un anneau associatif, unitaire non nécessairement commutatif. Le mot module 

désignera un A-module à gauche unitaire. 
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CHAPITRE  1 

GENERALITES SUR LES ANNEAUX ET LES MODULES : 

 

INTRODUCTION 

Ce chapitre contient essentiellement des résultats que nous utiliserons dans toute la 

suite de ce mémoire. On y trouve les propriétés et les aspects de bases sur les notions 

d’anneaux  et de modules. Les anneaux et les modules semi-simples ainsi que les 

modules injectifs et leurs enveloppes injectives y sont aussi présentés. 

 

1.1 GENERALITES SUR LES ANNEAUX 

1.1.1 Anneaux, sous-anneaux, idéaux et homomorphisme 

d’anneaux 

 
Définition 1.1.1.  
On appelle anneau tout  groupe ( )+,A , muni d’une multiplication vérifiant : 

     ∗ ( ) acabcba +=+ Acba ∈∀ ,,  

     ∗ ( ) cabaacb +=+ Acba ∈∀ ,,         

     ∗ Si en outre ( ) ( )bcacab =   Acba ∈∀ ,, , alors ( )•+,,A  est un anneau associatif. 

     ∗ Si ab = ba Aba ∈∀ , , on dit que l’anneau ( )•+,,A  est commutatif. 

     ∗ L’anneau ( )•+,,A  est dit unitaire s’il existe un élément A1  tel que    

Aaaaa AA ∈∀== 1..1  

Définition 1.1.2.  
Soit ( )•+,,A  un anneau, une partie B de A est un sous-anneau de A si : 

  ∗ ( )+,B   est un sous-groupe de ( )+,A  

  ∗ .,, BabBba ∈∈∀  

  ∗ A1 ∈ B 
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Définition 1.1.3.  
Soit ( )•+,,A  un anneau, une partie I de A est appelée idéal à gauche (respectivement à 

droite) de A  si : 

∗ ( )+,I   est un sous-groupe de ( )+,A  

∗ ).(,, IxarespIaxIxAa ∈∈∈∀∈∀  

On dit qu’un idéal I d’un anneau A est un idéal bilatère si seulement si I est à la fois 

idéal à gauche et idéal à droite de A. 

 

Proposition 1.1.4.  
Soit ( )•+,,A  un anneau, I1 et I2 deux idéaux à gauche de A. 

{ }2121 , IyIxyxII ∈∈+=+  

{ }2121 IxetIxAxII ∈∈∈=  

}






∈∈=• ∑
ΛΛ∈ fini

IyetIxyxII
,

2121
α

αααα  est appelé produit de I1 et I2. 

{ }11 , IxNnAxI n ∈∈∃∈= ∗  est appelé racine ou radical de I1. 

{ }2121 : IxIAxII ⊆∈=    est appelé transporteur de I1 dans I2. 

 

212112121 :;;; IIetIIIIIII •∩+  sont des  idéaux  à gauche de A. 

Si ( ) Λ∈ααI  est une famille d’idéaux de A, alors ( ) Λ∈ααI est un idéal de A. 

 
Définition 1.1.5.  
Soit A et B deux anneaux. On appelle homomorphisme d’anneaux de A dans B toute 

application BAf →:  tel que : 

        )()()( bfafbaf +=+  

        )()()( bfafabf =  

        BAf 1)1( =  
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Définition 1.1.6.  
Un anneau est intègre s’il vérifie la propriété suivante : 

000,, ==⇒=∈∀ youxxyAyx   

 
Définition 1.1.7.  
Un idéal d’un anneau A est principal s’il est engendré par un élément. 

Un anneau A est dit principal,  s’il est intègre et tout idéal de A est principal 

. 

1.1.2   IDÉAL PREMIER, RADICAL PREMIER 

 Définition 1.1.8.  
Soit ( )•+,,A  un anneau. Un idéal I de A est premier s’il est différent de A et vérifie les 

conditions équivalentes suivantes : 

i) IbsoitIasoitalorsIaAbsiAba ∈∈⊂∈∀ ,,, . 

ii) ICouIBalorsIBCquetelsAdeidéauxdeuxsontCetBSi ⊂⊂⊂  

 
Lemme 1.1.9.  
Un idéal I d’un anneau A est premier si et seulement si l’anneau I

A est intègre. 

Lemme 1.1.10.  
Soient I1 , .., In des idéaux de A  et P un idéal  premier de A. Si P contient le produit   

I1 … In, il contient l’un des Ij. 

 

Définition 1.1.11. 

On appelle radical premier d’un anneau A et on le note rad (A), l’intersection des 

idéaux premiers de A. 

Un anneau A est semi-premier si rad (A) = 0. 

 

Définition 1.1.12. 

∗   Soit A un anneau commutatif. L’élément x de A est nilpotent s’il existe  

n ∈ ℕ∗, tel que xn = 0. 

http://www.rapport-gratuit.com/
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∗   Soit I un idéal à gauche de A, on dit que I est nilpotent s’il existe  

n ∈ ℕ∗ , tel que { }0=nI . 

∗   L’ensemble des éléments nilpotents d’un anneau A est appelé nilidéal de A. 

 
Lemme 1.1.13.  

L’intersection de tous les idéaux premiers de A est un nilidéal. 

Démonstration : 
Soit N’  l’ensemble des éléments nilpotents de A. Il nous faut montrer que 

 N’= rad (A ). 

∗ Montrons que N’ ⊆ rad (A ). 

 

Soit x∈ A, x nilpotent. Alors il existe un entier n ≥ 0 tel que xn = 0. Mais alors    xn  ∈ P, 

d’où x ∈ P, pour tout idéal premier P de A. 

∗ Inversement : soit x∈ A, x non nilpotent. 

On va montrer qu’il existe un idéal premier P de A tel que x ∉ P. 

Soit { }IxnidéalI n ∈∀=ℜ ,0  

   { }0 ∈ℜ , donc ℜ  est non vide. 

ℜ  est une partie ordonnée inductivement, par conséquent, d’après le lemme de 

Zorn, ℜ  admet un élément maximal, appelons-le P. 

On montre que P est un idéal premier. 

Soit u, v ∉ P. Alors P est strictement inclus dans P + Au et dans P + Av d’où, par 

maximalité de P, ni l’un, ni l’autre de ces idéaux n’appartient àℜ . 

Par conséquent, il existe des entiers  m > 0 et n > 0 tel que xm ∈ P + Au et  

xn ∈ P + Av, d’où xm+n ∈ ( )( ) AuvPAvPAuP +=++ . 

D’où P + Auv n’appartient pas àℜ , autrement dit, uv ∉ P. 

Donc P est un idéal premier de A, qui, par construction, ne contient pas x. 
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1.1.3  IDÉAL MAXIMAL, RADICAL DE JACOBSON 

Définition 1.1.14. 

Soit ( )•+,,A  un anneau. Un idéal M de A est dit maximal si et seulement si  

M ≠ A et pour tout idéal I de A tel que M ⊆ I, on a : M = I ou I = A. 

 

Lemme 1.1.15.  

∗   Tout idéal maximal est premier. 

∗   Un idéal M d’un anneau A est maximal si et seulement si l’anneau quotient M
A  

est un corps. 

 

Lemme 1.1.16.  

Soit A un anneau. Un élément a ∈ A est inversible si et seulement si a n’appartient 

pas à aucun idéal maximal de A. 

Démonstration : 
⇒) Supposons que a est inversible. Alors ( a )= A et le seul idéal de A contenant A est 

A lui-même. Par suite, a ne peut appartenir à aucun idéal maximal. 

⇐) Si a n’est pas inversible alors ( a ) ≠ A. Donc il existe un idéal maximal M de A 

contenant ( a ). Donc a ∈ M. 

 

Définition 1.1.17. 

On appelle radical de Jacobson d’un anneau A l’intersection des idéaux maximaux de 

A. On le note J (A). 

 

Lemme 1.1.18.  

Soit x ∈ A , les affirmations suivantes sont équivalentes : 

i) x ∈ J (A). 

ii) 1 – xy inversible à gauche, pour tout y∈ A. 
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Démonstration : 
i) ⇒ ii) Soit x ∈ J (A). 

Supposons qu’il existe y ∈ A , tel que 1 – xy non inversible. Donc 1 – xy est 

contenu dans un idéal maximal M. 

Mais x ∈ J (A) ⊆ M ⇒ xy ∈ M ⇒ 1 ∈ M ⇒  M= A. Ceci est absurde. 

ii) ⇒ i) 1 – xy inversible à gauche, pour tout y∈ A. 

Supposons qu’il existe un idéal maximal M qui ne contient pas x. 

⇒ xA + M = A ⇒ il existe m ∈ M et y ∈ A tels que xy + m = 1  

⇒ m = 1 – xy ∈ M . Absurde car 1 – xy inversible. 

                                                                                                                           

Remarque 1.1.19. 

∗ ( ) { }AxtoutpourdroiteàinversibleaxAaAJ ∈−∈= ,1  

∗  J ( A ) est le plus grand idéal tel que 1 – a soit inversible pour tout a ∈ J ( A ). 

∗  Tout nilidéal à gauche ou à droite de A est contenu dans J ( A ). 

 

1.1.4 IDÉAUX ÉTRANGERS ET  THÉORÈME CHINOIS 

Définition 1.1.20. 
 

Soient I1 ,…, In des idéaux de A. 

1) On dit que I1 ,…, In  sont étrangers ( on dit aussi premiers entre eux) si l’on a 

AII n =++ ...1 . 

2) On dit que I1 ,…, In  sont étrangers deux à deux si Ir  et Is sont étrangers, pour 

tout r ≠ s. 

 

Lemme 1.1.21. 

On suppose que I est étranger à J1, …, Jm  (on ne suppose pas les Ji nécessairement 

premiers entre eux). Alors I est étranger à J1 … Jm. 
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Démonstration : 

Par hypothèse, il existe, pour i=1, …, m, des éléments Ixi ∈  et ii Jy ∈  tel que 

1=+ ii yx . Alors ( )∏
=

+=
m

i
ii yx

1

1 , et en développant ce produit, on obtient le terme 

myy ...1  qui appartient à J1 … Jm  et une somme de terme qui contient au moins un 

ix  donc appartient à I. D’où  I est étranger à J1 … Jm. 

 

Corollaire 1.1.22 

Supposons I1 ,…, In  étrangers deux à deux et soient m1,…, mn  des entiers ≥ 1. 

   1) nn IIII  ...... 11 = . 

    2) nm
n

m II ,...,1
1  sont étrangers deux à deux. 

Démonstration : 

1) I1…In   étant l’idéal engendré par les produit x1 … xn , on a nn IIII  ...... 11 ⊆ . 

   Montrons par récurrence que nn IIII ...... 11 ⊆  

   Supposons n=2. 

 Par hypothèse, il existe x1 ∈ I1 et x2 ∈ I2 tels que x1 + x2 =1. Alors pour tout 

21 IIa ∈ , l’on a   21211. IIaxaxaa ∈+== , d’où 2121 IIII = . 

Supposons n ≥ 3. 

Par hypothèse de récurrence  nn IIII ...... 22 =  et d’après le lemme précédent  

I2 …In est étranger à I1. Donc ( ) nnn IIIIIIII ......... 21211 ==  . 

2)   Montrons par récurrence que nm
n

m II ,...,1
1  sont étrangers deux à deux. 

   D’après le lemme précédent I1 est étranger à 2
2
mI , puis 2

2
mI  est étranger à 1

1
mI  donc 

1
1
mI  et 2

2
mI  sont étrangers. 

Par hypothèse de récurrence, nm
n

m II ,...,2
2  sont étrangers deux à deux. De plus d’après 

le cas n= 2, chaque km
kI  est étranger  à 1

1
mI , d’où nm

n
m II ,...,1

1  sont étrangers deux à 

deux. 
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Théorème 1.1.23 (Théorème chinois) 

On suppose I1,…, In  étrangers deux à deux. Le morphisme nIAIAA ⊕⊕→Ψ ...: 1  

induit un isomorphisme ( ) r

nr

rn IAIIA
=

=
⊕≅

11 ... . 

 

Démonstration : 

Montrons que  
n

r
rIKer

1=

=Ψ  

Soit x ∈ ΨKer ⇒ ( ) ( )0,...,0=Ψ x  ⇒ ( ) ( )nn IIIxIx ,...,,..., 11 =++  ⇒














=+

=+

nn IIx

IIx

.

.

.
11

 

⇒ 














∈

∈

nIx

Ix

.

.

.
1

  ⇒ x ∈ 
n

r
rI

1=

. D’où 
n

r
rIKer

1=

⊆Ψ . 

Soit  x  ∈ 
n

r
rI

1=

⇒ 0=x  pour tout r,  1 ≤  r ≤ n .Donc ( ) ( ) ( )0,...,0,..., ==Ψ xxx . D’où 


n

r
rIKer

1=

=Ψ . 

Montrons que ψ est surjective. 

Pour démontrer la surjectivité de ψ, il suffit de trouver  An ∈εε ,...,1  tels que  

( ) ( )0,...,0,1,0,...,0=Ψ rε  ( où 1 est à la r-ième  place), car alors un élément arbitraire  

( )naa ,...,1  sera l’image de Aaa nn ∈++ εε ...11 . 

Supposons n = 2. 

Par hypothèse, il existe x1 ∈ I1 et x2 ∈ I2 tels que x1 + x2 = 1. Alors 1 - x2 = x1 appartient 

à 1 + I1  et à I2  et donc on peut prendre ε1 = 1 – x1 et de même    

ε2 = 1 – x2. Ce qui prouve le théorème dans le cas n=2. 

Supposons n ≥ 3 et le théorème établi pour n- 1. 
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D’après le lemme et le corollaire précédent, nn IIII ...... 22 =  est étranger à I1. 

Donc, d’après le cas n = 2, la projection ( )nIIAIAA  ...21 ⊕→  induit un 

isomorphisme ( ) ≅nIIA  ...1 ( )nIIAIA  ...21 ⊕   ( 1 ). 

 De plus par hypothèse de récurrence, la projection r

n

r
IAA

2=
⊕→ induit un 

isomorphisme  ( ) ≅nIIA  ...2 r

n

r
IA

2=
⊕  ( 2 ). 

En composant les isomorphismes  ( 1 ) et ( 2 ) , on obtient l’isomorphisme  

( ) r

nr

rn IAIIA
=

=
⊕≅

11 ... . 

1.1.5   ANNEAU LOCAL- ANNEAU SEMI-LOCAL  

Définition 1.1.24 

Un anneau A est dit local s’il admet un seul idéal maximal M. Le corps M
A  est 

appelé corps résiduel. 

Un anneau A est dit semi- local s’il admet un nombre fini d’idéaux maximaux. 

 
Proposition 1.1.25 
Les conditions suivantes sont équivalentes pour un anneau A. 

i) A est local. 

ii) Les éléments non inversibles de A forment  un idéal bilatère. 

iii) J (A) est un idéal à droite maximal, et donc le plus grand idéal à droite propre 

de A. 

iv) J (A) est un idéal à gauche maximal, et donc le plus grand idéal à gauche 

propre de A. 

Dans ce cas, J (A) est l’idéal bilatère formé des éléments non inversibles de A. 

Proposition 1.1.26 
Pour un anneau A les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) A est semi-local. 

ii) Le quotient de A par son radical de Jacobson est un produit fini de corps. 
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Démonstration : 

i) ⇒ ii) Si nMM ,...,1  sont des idéaux maximaux de A  (deux à deux distincts) on a : 

nn MMMM ...... 11 = , le théorème chinois donne  ∏
=

≅
n

i
iMAAJA

1

)( . 

ii) ⇒ i) Il est évident qu’un produit fini de corps n’a qu’un nombre fini d’idéaux 

maximaux. 

 

 

1.2 GÉNÉRALITÉS SUR LES MODULES 

1.2.1 MODULES, SOUS - MODULES, HOMOMORPHISME DE 
MODULES 

Définition 1.2.1. 

Soit A un anneau unitaire.  

i) Un  A-module à gauche est un groupe abélien ( )+,M  

muni d’une application ( ) amma
MMA

→
→×

,
  tel que : 

     ∗ ( ) mamamaa 2121 +=+     ( ) MAAmaa ××∈∀ ,, 21  

     ∗   ( ) 2121 ammamma +=+ ( ) AMMamm ××∈∀ ,, 21  

    ∗   ( ) ( )maamaa 2121 =                      ( ) MAAmaa ××∈∀ ,, 21  

    ∗   MmmmA ∈∀=.1  

  

ii) Un  A-module à droite  est un groupe abélien ( )+,M  

muni d’une application ( ) maam
MAM

→
→×

,
  tel que : 

     ∗ ( ) 2121 mamaaam +=+     ( ) MAAmaa ××∈∀ ,, 21  

     ∗   ( ) amamamm 2121 +=+ ( ) AMMamm ××∈∀ ,, 21  

    ∗   ( ) ( ) 2121 amaaam =                    ( ) MAAmaa ××∈∀ ,, 21  

    ∗   Mmmm A ∈∀= ,1. . 
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Définition 1.2.2 

Soit M un A-module et N une partie de M. On dit que N est un sous- module de M si 

et seulement si: 

∗   ( )+,N  est un sous-groupe de ( )+,M . 

∗  NaxNxAa ∈∈∀∈∀ ,, . 

 

Définition 1.2.3 

Soit M un A-module. Un sous-module N de M est dit maximal si N ≠ M et il n’existe 

pas de sous-module L de M tel que MLN ⊆⊆ . 

 

Définition 1.2.4 

Soit M un A-module et MX ⊆ . L’intersection des sous-modules de M contenant X, 

s’appelle sous-module engendré par X, noté 〉〈X . 

Par définition, 〉〈X  est le plus petit sous –module de M contenant X. 

〉〈X =0 si  X = ∅ et 〉〈X  = ∑
∈Xx

xA   sinon. 

On dit qu’un A-module M est de type fini ou est finiment généré , s’il existe une 

famille finie X telle que  M = 〉〈X . 

On dit qu’un A-module M est cyclique s’il existe un élément x ∈ M tel que  

M = 〉〈x .  

 

Définition 1.2.5 

Soient M et M’ deux A-modules à gauche. Un homomorphisme de A-module de M 

dans M’  est une application  ': MMf →  vérifiant : 

∗   )()()(,, yfxfyxfMyx +=+∈∀  

∗   )()(,, xafaxfAaMx =∈∈∀  
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Définition 1.2.6 

Un sous-module N d’un A-module  M est dit complètement invariant si pour tout 

endomorphisme f de M, on a NNf ⊆)( . 

 
Lemme 1.2.7 

Soit M un A-module et N un sous-module complètement invariant de M. Alors pour 

tout endomorphisme f de M, il existe un unique endomorphisme de A-modules 

NMNMf →:  tel que opfpof =  où p est la  surjection canonique de M sur NM  

c'est-à-dire le diagramme suivant est commutatif. 

 

                                    f 
                      M                           M 
 
                    p                                  p 
 
 
                     NM                        NM  
                                         f  
                                      
Définition 1.2.8 

Une famille { }Λ∈λλ ,N  d’ensembles est une chaîne si pour 

tout λµµλµλ NNsoitNNsoit ⊆⊆Λ∈ ,,, . 

 

Lemme 1.2.9 

Soit M un A-module et ℜ ={ }Λ∈λλ ,N  une famille de sous-modules de M. 

∗  ∑
Λ∈Λ∈ λ

λ
λ

λ NetN  sont des sous-modules de M. 

∗  Si ℜ  est une chaîne, alors 
Λ∈λ

λN est un sous-module de M. 
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Définition 1.2.10 

Soit M un A-module et S un partie de M. On appelle annulateur de S et on le note 

Ann (S ) l’ensemble { }0,)( =∈∀∈= axSxAaSAnn . Pour tout a ∈ A, on note 

{ }0:)( =∈= baAbaAnng  et  { }0:)( =∈= abAbaAnnd . Et pour tout x ∈ M, on note 

{ }0:)( =∈= bxAbxAnnA  

        ∗  Si M est un A-module  gauche, alors Ann (S ) est un idéal à gauche de A. 

        ∗  Si M est un A-module  droite, alors Ann (S ) est un idéal à droite de A. 

        ∗ On peut cependant remarquer que quelque soit le type de A-module 

considéré,   Ann (S ) est un idéal bilatère de A. 

∗  Si ( ) nixi ≤≤1  est un système générateur de M, alors 
n

i
ixAnnMAnn

1

)()(
=

= . 

Définition 1.2.11 

1. a ≠ 0 est un diviseur de zéro à gauche (resp. à droite) si 0)( ≠aAnng (resp. 

0)( ≠aAnnd ). a ≠ 0 est un diviseur de zéro s’il l’est droite et à gauche. 

2. a ≠ 0 est régulier à gauche (resp. à droite) si 0)( =aAnng  (resp. 0)( =aAnnd ).  

 a ≠ 0 est régulier s’il l’est droite et à gauche. 

3. a ≠ 0 est inversible à gauche (resp. à droite) s’il existe c ∈ A tel que c a= 1 (resp. 

ac=1).  a ≠ 0 est inversible s’il l’est à gauche et à droite. 

 

1.2.2  SOMMES ET PRODUITS DIRECTS DE MODULES 

Notation : 

    • Soit α ∈ J et soit { }JM ∈αα ,  une famille de A-modules à gauche. Si α ∈ J et 

αMM = , on pose J

J

MM =∏
∈α

α . JM est appelé card (J) copies de M. 

• Si J∈α , on pose   
( ) ( ) αββαββ

α
β

βα

π

π

xxx

MM

JJ

J

=

→

∈∈

∈
∏

)(

:


 

 

 



 20 

Proposition 1.2.12 

Soient JM ∈αα )( une famille de A-modules, N un A-module et JMNf ∈→ ααα :    
une famille d’homomorphismes. Alors il existe un homomorphisme unique  

∏
∈

→
J

MNf
α

α: tel que le diagramme suivant soit commutatif. 

                               f 
                 N                     ∏

∈J

M
α

α  

              αf  
                                   απ  
 
                   αM  
 

f est appelé produit direct des αf  noté  ∏
∈

=
J

ff
α

α  

Corollaire 1.2.13 

Soit JMNf ∈→ ααα :    une famille d’homomorphismes de A-modules. Alors 


JJ

fKerfKer
∈∈

=







∏

α
α

α
α . 

Proposition 1.2.14 

Soient JM ∈αα )( une famille de A-modules. Une somme directe de JM ∈αα )(  est un 

couple ( )JjM ∈αα )(,   où pour tout α : MMj →αα :  est un homomorphisme de  

A-modules tel que pour tout A-module N et pour toute famille d’homomorphisme  

JNMf ∈→ ααα ,:  il existe un unique homomorphisme NMf →:  tel que le 

diagramme suivant soit commutatif. 

                                     f 
                         M                         N 
 
 
                    αj                     αf   
 
                          αM  
 

L’unique  homomorphisme NMf →:  vérifiant αα fojf =  est noté αα
ff

J∈
⊕= . 
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Lemme 1.2.15 

Soient { }JM ∈αα ,  et { }JN ∈αα ,  deux familles de A-modules et { }Jf ∈αα ,  une 
famille d’homomorphismes  JNMf ∈→ αααα :   . 

i) ∏
∈J

f
α

α  est un épimorphisme si et seulement si pour tout J∈α , αf  est un 

épimorphisme si et seulement si αα
f

J∈
⊕  est un épimorphisme. 

ii) ∏
∈J

f
α

α  est un monomorphisme si et seulement si pour tout J∈α , αf  est un 

monomorphisme si et seulement si αα
f

J∈
⊕  est un monomorphisme.  

 

Lemme 1.2.16 

Soient iIi
MM

∈
⊕=  et iIi

ff
∈
⊕=  avec les if  des A-endomorphismes de Mi . Alors 

iIi
ff

∈
⊕=  est un endomorphisme de M, de plus on a : 

        1) .,)( nff n
iIi

n
iIi

∀⊕=⊕
∈∈

 

        2)   iIiiIi
ff kerker

∈∈
⊕=⊕  

        3)    iIiiIi
ff ImIm

∈∈
⊕=⊕  

Démonstration : 

Pour tout x ∈ M, il existe J fini, J ⊂ I tel que ∑
∈

=
Ii

ixx où  les xi ∈ Mj. 

1) On procède par récurrence sur n. 
 Pour n = 1, c’est vraie, supposons que nkpourff k

iIi

k
iIi


∈∈
⊕=⊕ )(  et montrons que 

c’est vraie pour n. 

        

∑

∑

⊂
∈

−

⊂
∈

−

−

∈

−

=

=

⊕=

=

IfiniJ
Jj

j
n
jj

IfiniJ
Jj

j
n
j

n
iIi

nn

xff

xff

xff
xffxf

))((

))((

))((
))(()(

1

1

1

1

 

 
 
2) Se fait de façon similaire, en utilisant le fait que  ∑

∈Ii
iM es une somme directe. 
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     ⇔=















⇔= ∑

⊂
∈

00)(
IfiniJ

Jj
jxfxf ⇔=

















∑
⊂

∈

0)(
IfiniJ

Jj
jj xf  0)( =jj xf  pour tout j ∈ J       

iIi
fx ker

∈
⊕∈⇔ . 

3)  Soit y ∈ Im f, alors il existe Mxx
IfiniJ

Jj
j ∈= ∑

⊂
∈

 tel que y = f(x). D’où ∑
⊂

∈

=

IfiniJ
Jj

jyy  

avec )( jjj xfy =  ce qui équivaut à y ∈ iIi
fIm

∈
⊕ . 

 
Remarque 1.2.17 

Puisque  nff n
iIi

n
iIi

∀⊕=⊕
∈∈

,)(  alors 2) et 3) entraînent que n
iIi

n
iIi

ff ker)ker(
∈∈
⊕=⊕  et 

n
iIi

n
iIi

ff Im)(Im
∈∈
⊕=⊕  

 
 

Proposition 1.2.18 

Soit A un anneau tel que ∏
=

=
n

i
iAA

1

où les Ai  sont des anneaux. Si M est un  

A-module alors M est un Ai-module  tel que tout A-endomorphisme  f de M est un 

produit de Ai- endomorphismes fi de Mi. 

 

Démonstration : 

Soit nipourAA
n

i
i ≤≤=∏

=

1
1

, posons 
( )

placeième
ei

↑

= 0,...0,1,...,0,0
 

Soit ( )0,...,0,,...,0,0
:

ii

ii

aa
AeA

→
→ϕ

 

ϕ  est un isomorphisme d’anneaux. 

Soit M un A-module, posons Mi  = ei M avec ei ∈ A.   Mi   est un sous module de M. 

Mi  est un eiA-module, c'est-à-dire un Ai-module par le produit suivant : 

( )maemeamea iiiiii 0,...,0,,...0,0)()( == ϕ  

Or ( ) Memae iii ∈0,...,0,,...0,0 . 

Si i ≠ j, ( )0,...,0,...,0,0=jiee    ( 1 ) 

De plus ( ) 1...1,...,1 21 =+++= neee . 



 23 

Donc mememm n++== ...1 1 . 

Et d’après ( 1 ) , { } jiavecMM i

n

ij ≠=⊕
=

,0
1

 .D’où i

n

i
MM

1=
⊕= . 

On obtient le diagramme suivant : 

 

                                                f 
                                       M               M               
 
                                      pi                     pi                                            
 
 
                                      ei M              ei M              
                                                    fi               
 

tel que ∏
=

==
n

i
iiii ffetofpopf

1

. 

f est un produit de Ai-endomorphisme fi de Mi  = ei M. 

 

1.2.3  MODULES ARTINIENS  

Définitions 1.2.19 

1. Soit A un anneau et MA  un A-module à gauche. On dit que M est  artinien s’il 

satisfait  à la condition  des chaînes décroissantes disant que toute chaîne 

décroissante  infinie ......10 ⊇⊇⊇⊇ nMMM de sous-modules de M est 

stationnaire, c'est-à-dire il existe un entier n0 ≥ 1  tel que  Mn= Mn0, pour tout  

      n ≥  n0. 

2. Un anneau A est artinien à gauche si le A-module AA  est  artinien. 

3. De même A est artinien à droite si le A-module AA est artinien.  

 

 

 

 



 24 

Proposition 1.2.20 

Soit MA  un A-module à gauche, les conditions suivantes sont équivalentes : 

1) Toute chaîne strictement décroissante de sous- modules de MA  est 

stationnaire. 

2) MA  possède la condition de chaîne minimal, c'est-à-dire, tout ensemble non 

vide de sous ensembles de M possède un élément minimal. 

La proposition précédente est vraie pour un A-module à droite. 

Démonstration : 

1)⇒ 2) Supposons que toute chaîne strictement décroissante de sous- module de MA  

est stationnaire. 

Si ......10 ⊇⊇⊇⊇ nMMM  est une chaîne décroissante de sous-modules de M, alors 

{ }0, ≥nM n  admet un élément minimal Mn0. 

Pour tout n ≥ n0, on a Mn0 ⊆ Mn. D’où Mn0. = Mn. 

Donc M est artinien. 

2)⇒ 1) Supposons  réciproquement qu’il existe un ensemble non vide Ω de sous-

module de M qui n’a pas d’élément minimal. 

Prenons M0 ∈ Ω. Comme M0 non minimal, il existe M1 ∈  Ω  tel que  

M0 ⊆ M1. 

Supposons n ≥ 1 et on a une chaîne ......10 ⊇⊇⊇⊇ nMMM , Mi ∈ Ω. 

Comme Mn n’est pas minimal, il existe Mn+1 ∈ Ω  tel que 1+⊇ nn MM . 

Par récurrence, on a une chaîne décroissante infinie ......10 ⊇⊇⊇⊇ nMMM qui est 

non stationnaire. Donc M n’est pas artinien. 

 

 

Proposition 1.2.21 

a) Un anneau artinien intègre est un corps. 

b) Tout idéal premier d’un anneau intègre, artinien  est un idéal maximal. 

c) Un anneau artinien n’a qu’un nombre fini d’idéaux premiers, tous maximaux. 



 25 

Démonstration : 

a) Soit A un anneau artinien intègre.  

Soit a ∈ A et a ≠ 0. 

Posons In = na , n ∈ ℕ∗. Donc In+1 = 1+na ⊆ In = na . 

Comme A est artinien, il existe r ∈ ℕ∗ tel que ra = 1+ra . Donc il existe b ∈ A tel 

que ar = b ar+1 ⇒ ar - b ar+1 = 0 ⇒ (1- b a)ar = 0. Comme ar ≠ 0 ⇒ 1- b a = 0  

⇒ ba =1. Donc a est inversible. Par conséquent A est un corps. 

b) Soit P un idéal premier de A. Donc P
A  est intègre. Or P

A  est artinien donc P
A  

est un corps. D’où la maximalité de P. 

c) Supposons par l’absurde que A possède une infinité d’idéaux maximaux distincts 

M1, M2,… 

La suite décroissante d’idéaux ...321211 ⊇⊇⊇ MMMMMM  est stationnaire. 

D’où l’égalité M1…Mn-1 = M1…Mn. 

Ceci implique M1…Mn-1 ⊆ Mn. Donc d’après le lemme d’évitement, l’un des Mi est 

contenu dans  Mn. Ceci contredit le fait que Mi est maximal. 

Ainsi, A n’a qu’un nombre fini d’idéaux maximaux. 

 

 

Proposition 1.2.22 

Si A est un anneau artinien à gauche (resp à droite), le radical de Jacobson de A est le 

plus grand idéal à gauche nilpotent. C’est aussi le plus grand idéal à droite nilpotent. 

 

Démonstration : 

La condition de chaîne décroissante montre qu’il existe un entier n ≥ 0 tel que  

...1 == +ll JJ  

Montrons que 0=lJ  
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Si 0≠lJ , parmi les idéaux U tels que 0≠UJ l , choisissons en un élément minimal : 

U0. 

Soit a ∈ U0 tel que 0≠aJ l . 

On a alors 0)( 2 ≠== aJaJaJJ llll . 

La minimalité de U0 implique 0UaJ l = . 

En particulier, il existe )(AJJy l ⊆∈  tel que a= ya. 

Mais puisque ( 1- y) est inversible, on en déduit que a = 0. 

Cette contradiction montre que J ( A)  est nilpotent. 

 
Proposition 1.2.23 

Soit A un anneau artinien. Alors A est un produit fini d’anneaux artiniens locaux. 

Démonstration : 

Soit ( )niM i ≤≤1  des idéaux maximaux de A. On sait que 

kn

i
i

nn

i
i

n

i

k
i MMM 








=








=

===
∏∏ 

111

. 

Posons 
n

i
iMJ

1=

= , le radical de Jacobson de A. Puisque A est artinien, il existe un 

entier n0 > 0 tel que { }00 =nJ . Soit n0 = k donc { }0
1

=








=

kn

i
iM . Or les k

iM  sont deux à 

deux étrangers (car un idéal maximal qui contient k
j

k
i MM +  ( )ji ≠  contient aussi 

ji MetM  ce qui contredit le fait que ji MetM  sont distincts si ji ≠ ) donc 

{ }0
11

=







=

==
∏

kn

i
i

n

i

k
i MM  . Puisque { }0

1

=
=


n

i

k
iM , alors d’après le théorème chinois 

l’homomorphisme  ∏
=







→

n

i
k
iM

AA
1

:ϕ  est injectif. De même ϕ est surjectif car les  

k
iM  sont étrangers. Donc ϕ est un isomorphisme. Puisque A est artinien alors k

iM
A  

est artinien. De plus les k
iM

A  sont des anneaux locaux. Donc A est un produit fini 

d’anneaux artiniens locaux. 
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Proposition 1.2.24  [ 10] 

Soit A un anneau commutatif. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) A est artinien et tout idéal de A est principal. 

ii) Tout A-module est somme directe de module cyclique. 

 

1.3 ANNEAUX ET MODULES DES FRACTIONS 

 

1.3.1 ANNEAUX DES FRACTIONS, IDEAL D’UN ANNEAU DE 
FRACTION, IDEAL FRACTIONNAIRE 

Soit A un anneau commutatif. Un sous-ensemble S de A est une partie multiplicative 

si  1 ∈ S et .,, SxySyx ∈∈∀  

 

Considérons la relation suivante sur l’ensemble produit  SA×  : 

 ( )sa,  ∼ ( )tb,   ⇔   il existe u ∈ S  tel que ( ) 0=− bsatu . 

La  relation ∼  est une relation d’équivalence. 

Notons AS 1−   l’ensemble des classes d’équivalence et 
s
a  un représentant de la classe 

du couple ( )sa, . 

On peut munir  AS 1−  d’une structure d’anneau en le munissant des deux opérations 

suivantes : 

- Addition : 
st

bsat
t
b

s
a +

=+ . On vérifie que c’est bien défini et que cette loi confère 

à  AS 1−  une structure  de groupe abélien. 

- Multiplication : 
st
ab

t
b

s
a

=×  

 

L’anneau ( )×+− ,,1 AS  est appelé anneau des fractions de A relativement à S. 
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L’élément unité de AS 1−   est Ss
s
s

∈∀=
1
1  et l’élément zéros de AS 1−  est 

Ss
s

∈∀=
0

1
0 . 

On a une application naturelle ASAi 1: −→  définie par ( )
1
aai =  qu’on vérifie être un 

homomorphisme d’anneaux unitaires. De plus, pour tout s ∈ S, ( )si  est inversible 

dans AS 1− . 

Proposition 1.3.1 

Soit BAf →: un homomorphisme d’anneaux unitaires et S une partie multiplicative 

de A telle que, pour tout  s ∈ S, ( )sf  inversible dans B. Alors, il existe un unique 

homorphisme BAS →−1:ϕ  tel que oif ϕ= , autrement dit le diagramme suivant est 

commutatif : 

 

                                                       f                                      
                                            A                     B 
 
                                         i                        ϕ 
                                           
 
                                           AS 1−  

 

Démonstration : 

Si un tel ϕ existe, il doit vérifier =





 )(sf

s
aϕ ( )( )si

s
a ϕϕ 





 = 
















1
s

s
a ϕϕ = 








1
aϕ  

= ( )( )aiϕ =f(a). 

Donc ( ) 1)( −=





 sfaf

s
aϕ  où  1)( −sf  désigne l’inverse de f(s) dans B. Cela prouve qu’il 

existe au plus un tel homomorphisme  ϕ. 

Pour montrer son existence, il suffit de vérifier que la formule indiquée définit un 

homomorphisme BAS →−1:ϕ  tel que  foi =ϕ . 
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Tout d’abord, si 
t
b

s
a
= , soit u ∈ S tel que ( ) 0=− bsatu . 

=− )()( 1 afsf )()()()( 11 aftuftufsf −− = )()( 1 bsufstuf − = )()( 1 bftf −  ce qui prouve que ϕ 

est bien définie. 

)0()1(
1
0)0( 1 fff −=





=ϕ =0. 

)1()1(
1
1)1( 1 fff −=





=ϕ =1. 







+








t
b

s
a ϕϕ = )()()()( 11 bftfafsf −− + = [ ])()()( 1 bsfatfstf +− = [ ])()( 1 bsatfstf +−  

= 





 +

st
bsatϕ = 






 +

t
b

s
aϕ . 

Enfin 















t
b

s
a ϕϕ = )()()()( 11 bftfafsf −− = )()( 1 abfstf − = 








st
abϕ = 























t
b

b
aϕ . 

L’application ϕ est donc un homomorphisme. 

 

Remarque 1.3.2 

∗ 0 ∈ S si et seulement si { }01 =− AS . 

∗ Soit A un anneau intègre. La  partie { }0AS =  est une partie multiplicative de A. 

L’anneau   AS 1−  est alors un corps, appelé corps des fractions de A. 

∗ Si S et T, avec TS ⊆ , sont deux parties multiplicatives de A, l’application : 

1

1
t

a

t
a
→  

de AT 1−  dans ( ) ASTS 111 −−−  est un isomorphisme d’anneaux. En effet, elle est injective 

car si 

1

1
t

a

= 0, il existe un 
s
t '  tel que 0

1
'

=












 a

s
t , c'est-à-dire 0'

=
s
at et il existe donc un 

autre s’ ∈ S tel que s’t’a = 0. Puisque s’t’ ∈ T  (car TS ⊆ ), alors 0=
t
a . 
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La surjectivité se voit en écrivant un élément 

's
t
s
a

 sous la forme  

1

1
'

ts

as

. 

 

 

Définition 1.3.3 

Soit A un anneau et S une partie multiplicative de A. 

Si I est un idéal de A, l’idéal engendré par ( )Ii  dans AS 1−  est l’ensemble des  

éléments qui s’écrivent 
s
a   où a ∈ I, s ∈ S. On le note IS 1− . 

  ∗ ∅≠⇔∈⇔= −−− SIISASIS 111 1 . 

Remarque 1.3.4 

  ∗ Si S  est l’image de S dans I
A , on a l’isomorphisme : ( ) IS

AS
I

AS 1
11

−

−−
≅  

       Il suffit de vérifier que : 
( )

s
a

s
a

I
ASASf

→

→
−− 11:

 est un homomorphisme surjectif de 

noyau IS 1− . 

 

Proposition 1.3.5 

Soit A un anneau et S une partie multiplicative de A, alors : 

i) Tout idéal propre J de AS 1−  provient d’un idéal de A ne rencontrant pas S. 

ii) ( ) JSISJIS 111 −−− +=+ ,  ( ) ( )( )JSISIJS 111 −−− = , ( ) ( ) ( )JSISJIS 111 −−− =  . 

iii) Les idéaux premiers de AS 1−  sont en bijection avec les idéaux premiers de 

A ne rencontrant pas S. 

 

Définition 1.3.6 

Soit A un anneau intègre de  corps des fractions K. On appelle idéal fractionnaire de 

A une partie I, non vide de K, telle que : 

∗ x, y ∈ I ⇒  x + y ∈ I. 
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∗ x ∈ I, a ∈  A ⇒  a x ∈ I. 

∗ Il existe  d ∈  A, d ≠ 0, tel que  AdI ⊆ . 

Remarque 1.3.7 

∗ Un idéal fractionnaire de A n’est pas nécessairement un idéal de A. 

∗ On peut encore définir un idéal fractionnaire I  de A comme un  

sous-A-module de K tel qu’il existe d ∈ A, d ≠ 0,  vérifiant A
d

I 1
⊆ . 

∗ Si I et J sont deux idéaux fractionnaires  de A, leur produit I J est un idéal 

fractionnaire de A.  

∗ Si I et J sont deux idéaux fractionnaires  de A, leur somme I+ J est un idéal 

fractionnaire de A.  

∗ Tout sous-A-module de type fini M de K est un idéal fractionnaire. 

∗  On dit qu’un idéal fractionnaire I de A est inversible s’il existe un idéal 

fractionnaire J de A tel que  I J = A. On note alors 1−I  son inverse. 

1.3.2 MODULES DES FRACTIONS 

Soit A un anneau commutatif  et M un A-module. Soit S une partie multiplicative de 

A. Nous allons construire par un calcul de fraction similaire à celui qui nous a permis 

de définir l’anneau des fractions AS 1− , un AS 1− -module MS 1−  ainsi qu’un 

homomorphisme de A-modules MSM 1−→ . 

Soit sur l’ensemble ( ){ }SsMmsmSM ∈∈=× ,,   la relation   

( )sm,  ∼ ( )tn,   ⇔   il existe u ∈ S  tel que ( ) 0=− sntmu . 

On vérifie que ∼ est une relation d’équivalence, on note MS 1−  l’ensemble des classes 

d’équivalence  et 
s
m  ∈ MS 1−  la classe du couple ( )sm, ∈ SM × . 

On définit sur MS 1− deux lois : 

  ∗  Si m, n ∈ M, et s, t ∈ S,  
st

nsmt
t
n

s
m +

=+ . 

  ∗ Si a, m∈ M et s, t ∈ S, 
ts
am

s
m

t
a

=× . 
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Muni de ces lois MS 1−  est un AS 1− -module. MS 1−  est appelé  module des fractions 

de M. 

L’application MSMi 1: −→ telle que 
1

)( mmi =   est un homomorphisme de  

A-modules. 

Remarque 1.3.8 

∗ 
s
m = 0 ⇔ il existe t ∈ S tel que tm = 0. D’où ker ( i ) est l’ensemble des éléments de M 

annulés par un élément de S.  

∗ Si TS ⊆ , sont deux parties multiplicatives de A, et M un A-module, l’application : 

1

1
t

m

t
m
→  de AT 1−  dans ( ) MSTS 111 −−−  est un isomorphisme de A-modules. 

Proposition 1.3.9 

Soit A un anneau commutatif  et S une partie multiplicative de A. Soit NMf →:  un 

homorphisme de A-modules. Il existe alors un unique homomorphisme de AS 1− -

module  NSMSf 11:~ −− →  tel pour tout m ∈ M et tout s ∈ S, 
s
mf

s
mf )(~

=





  autrement 

dit le diagramme suivant est commutatif. 

 

                                                           f                                      
                                            M                                 N 
 
                                         i                                            i 
                                           
 
                                           
                                           MS 1−                        MS 1−  
                                                             f~                                                      
Démonstration : 

Vérifions que cette définition a un sens. 
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Si 
t
n

s
m
= , soit u ∈ S tel que ( ) 0=− sntmu . Alors 

uts
mutf

s
mf )()(

= =
t
nf

uts
utmf )()(

= , ce 

qui prouve que f~  est bien définie. 

Soit m, n ∈ M et s, t ∈ S, on a 





 +

=





 +

st
sntmf

t
n

s
mf ~~ =

st
nsf

st
mtf )()(

+ =
t
nf

s
mf )()(

+  

= 





+








t
nf

s
mf ~~  et donc f~  est additive. 

Soit m ∈ M, a∈ A et  t ∈ S, on a 
st

maf
st

amf
s
m

t
af )(~~

=





=






 = 






=

s
mf

t
a

s
mf

t
a ~)(  et f~ est 

A-linéaire. 

 

Proposition 1.3.10 

Soit A un anneau commutatif  et S une partie multiplicative de A. Soit NMf →:  un 

homorphisme de A-modules. On suppose que pour tout s ∈ S, l’homomorphisme 

snn
NN

s →
→

:µ est un isomorphisme. Alors, il existe un unique homomorphisme de A-

module  NMS →−1:ϕ  tel que )(
1

~ mfmf =





 . 

Démonstration : 

En fait, si  NSMSf 11:~ −− →  désigne l’homomorphisme fourni par la proposition 

précédente et NSNi 1: −→  l’homomorphisme canonique, la proposition voulue par ϕ 

équivaut à fio ~
=ϕ . 

Comme i est dans ce cas un isomorphisme, on a foi ~1−=ϕ . 

 

Proposition 1.3.11 

Soient A un anneau commutatif, M un A-module et S une partie multiplicative de A. 

Notons MSMi 1: −→  l’homomorphisme canonique de A-module. Si P est un sous-

AS 1− -module de MS 1− , alors N= ( )Pi 1−  est  un sous-A-module de M tel que 

NSP 1−= . 
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Démonstration : 

Si m ∈ N, on a 
1
m
∈ P, donc pour tout s ∈ S, 

s
m
∈ P. D’où PNS ⊆−1 . 

Réciproquement, soit x ∈ P. On peut écrire x = 
s
m  avec m∈ M et s ∈ S.  

Par suite, Nmsx ∈=
1

 et NS
s
sxx 1−∈= . D’où NSP 1−⊆ . 

 

Proposition 1.3.12 

Soit A un anneau commutatif  et S une partie multiplicative de A. Soit M un  

A-module et soit ( ) IiiN ∈  une famille de sous-modules de M. Alors on a une égalité 

des sous-modules de   MS 1−  : ∑∑ −− =
i

i
i

i NSNS 11 . 

Démonstration : 

Notons ∑=
i

iNN . Pour tout i, NNi ⊆ , d’où NSNS i
11 −− ⊆ .  Par suite 

NSNS
i

i
11 −− ⊆∑ . 

Réciproquement, soit NS
s
n 1−∈ . On peut écrire ∑=

i
inn , où pour tout i, ni ∈ N, la 

somme étant presque nulle. Alors, ∑∑ −∈





=

ii

i NS
s
n

s
n 1 . D’où ∑ −− ⊆

i
iNSNS 11 . 

 

1.4  ANNEAU ET MODULE SEMI-SIMPLE : 

 1.4.1  MODULE SIMPLE:    

Définition 1.4.1 

Un A-module non nul S est simple si 0 et S sont les seuls sous-modules de S. 

 

Remarque 1.4.2 

Si N est un sous-module de M, alors N
M  est simple si et seulement si N est un sous 

module maximal de M. 
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Proposition 1.4.3 

Soit S un A-module à droite non nul. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) S est simple. 

ii) S = xA, pour tout x ∈ S non nul 

iii) Il existe un idéal à droite maximal I de A tel que I
AS ≅  

 

Démonstration : 

Il suffit de prouver que i)⇒ ii) 

Soit  0 ≠ x ∈ S. Alors I
AxAS ≅= , où  { }0=∈= xaAaI . 

Soit J un idéal à droite de A tel que I ⊆ J. 

Prenons I
Ja∈ . Alors  xa ≠ 0, et donc   xA = S = ( xa) A= xJ. 

En particulier, x = xb avec b ∈ J. D’où 1 – b ∈ I. 

Donc 1 ∈J, d’où J = A. 

 
 
 
Proposition 1.4.4 

1) Soient M et N deux A-Modules. On suppose que M est simple. Alors : 

       a) Toute application linéaire NMf →:  est soit nulle, soit injective.  

       b) Toute application linéaire MNg →:  est soit nulle, soit surjective. 

 2) Soient M et M’ deux A-modules simples non isomorphes. Alors  

( ) { }0', =MMHomA   et l’anneau ( )', MMHomA  est un corps non nécessairement 

commutatifs. 

Démonstration : 

1)  a) soit NMf →:  une application linéaire. Supposons que f est non nulle. 

      Ker ( f) est un sous-module de M. Comme M est simple , Kerf = { }0 ⇒ f est 

injective. 

b) Soit  MNg →:  une application linéaire. Supposons que g est non nulle. 
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Im ( f) est un sous-module de M. Comme M est simple et Im (g) { }0≠  , donc  

Im( g) = M { }0 ⇒ g est surjective. 

 

2) Soit ': MMf → , avec M et M’ deux  A-modules simples non isomorphes. 

Si f ≠ 0, alors f est injective et surjective ⇒ f est un isomorphisme. Ceci est absurde 

par hypothèse. Donc ( ) { }0', =MMHomA   

( )', MMHomA  est un anneau unitaire non commutatif. 

Soit f ∈ ( )', MMHomA . Puisque M est simple, alors f est un automorphisme. Par  

conséquent f admet un inverse 1−f . D’où  ( )', MMHomA  est un corps. 

 

Lemme 1.4.5 (Lemme de SCHUR) 

Si S est un A-module simple, alors ( )SEnd A  est un corps. 

Démonstration : 

Soit  SSf →:  un homomorphisme non nul. Alors ker (f )  et im (f) sont des sous-

modules  de S avec ker (f ) ≠ S  et im (f) ≠ { }0 .  

Ainsi ker (f ) = { }0   et im (f)= S. Donc f est bijectif, et donc un isomorphisme. Par 

conséquent ( )SEnd A  est un corps. 

 

1.4.2  MODULE SEMI-SIMPLE 

Définition 1.4.6 

Soit A un anneau unitaire et MA≠0  un A-module à gauche. 

• MA  est semi-simple si tout A-sous-module N de M est un facteur direct, c'est-

à-dire s’il existe 'NA  tel que MNN =⊕ '  

• Un anneau A est semi-simple à gauche (resp. à droite) si le A-module AA 

(resp. AA) est semi-simple. 
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Proposition 1.4.7 

Soit M un A-module semi-simple. Tout sous- module de M est semi -simple et tout 

module quotient N
M   où N est un sous –module de M est aussi semi-simple. 

Démonstration : 

Soient N un sous-module de M et X ⊆ N un sous-module de N. 

La semi-simplicité de M montre qu’il existe un sous-module U de M tel 

que MUX =⊕ . 

Puisque X ⊆ N, )()( UNXUXXMNN ++=⊕==   

La somme )( UNX +  est directe car UUN ⊆)(  . 

Ainsi X est un sommant direct de N et N est semi-simple. 

Si  N est un sous-module de M, la semi-simplicité de M implique que N est un 

facteur direct de M, c'est-à-dire il existe N’ tel que MNN =⊕ '  et donc 'NN
M ≅ . 

N’  étant un sous-module  de M, N’ est semi-simple, donc N
M  est semi-simple. 

 

Lemme 1.4.8 

Tout module semi-simple non nul contient un sous-module simple. 

Démonstration : 

Soit 0 ≠ m ∈ M et L
AAm ≅ , où  { }AxxmAmL ∈∀=∈= ,0 . 

Soit I un idéal à gauche maximal contenant L. Alors L
I  est un sous-module maximal 

de L
A . L’isomorphisme L

AAm ≅  applique L
I  sur Im qui est donc un sous-module 

maximal de Am. 

Puisque M est semi-simple, PM ⊕= Im  pour un certain sous-module P. 

On a alors )(Im AmPAm ⊕= . 

Puisque Im est un sous-module maximal de Am, AmP  est un sous-module simple. 

Donc AmP   est un sous-module simple de M. 
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Théorème 1.4.9 ( [18]  théorème 2.4 P.26) 

Soit M un A-module. Alors les conditions suivantes sont équivalentes. 

i) M est semi-simple. 

ii) M est une somme de sous-modules semi-simples. 

iii) Tout sous-module de M est un facteur direct. 

 

Théorème 1.4.10  ( [18]  p.58) 

Un anneau A est semi-simple si et seulement si A est artinien à droite (resp à gauche) 

et J ( A) = 0. 

1.4.3   IDEMPOTENTS : 

Définition 1.4.11 

Si A un anneau. Un élément e ∈ A est dit idempotent si  e2 = e. 

Deux idempotents 1e et 2e sont dit orthogonaux si 01221 == eeee  

Un idempotent e d’un anneau A est dit primitif si e ≠ 0 et si pour tout couple 

d’idempotents orthogonaux ( )21 ;ee de A tel que 21 eee += alors e = 1e  ou e = 2e . 

 

La proposition suivante donne une caractérisation des anneaux semi-parfaits. 

Proposition 1.4.12 

Soit A un anneau et J son radical de Jacobson. Les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

a) A est semi-parfait à gauche. 

b) A est semi-parfait à droite. 

c) J
A est semi-simple et pour tout idempotent x  de J

A , il existe un 

idempotent e de A tel que  xe = . 
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1.5 MODULES INJECTIFS, ENVELOPPE INJECTIVE ET MODULES 
QUASI-INJECTIFS: 

1.5.1 MODULES INJECTIFS :     

Définition 1.5.1 

Soient M, K, N des A-modules à gauche. M est dit injectif si, pour tout diagramme  

 

                                                                                                                 
                                                                       M 
                                                                                     ∃ h 
                                                                     g 
                                                                                       
                                            0                          K                        N 
                                                                                      f 

avec f injectif, il existe un homomorphisme MNh →:  tel que hofg = . 

 

Théorème 1.5.2 

Pour tout A-module M, les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) M est injectif 

ii) M est facteur direct tout module le contenant, c'est-à-dire, si NM ⊆  il 

existe un A-module L tel que LMN ⊕= . 

iii) Pour tout idéal à gauche I de A et pour tout homomorphisme MIg →: il 

existe m0 ∈ M tel que ∀ b ∈  I, g( b) = b m0. (Critère de Baer). 

Démonstration : 

i)⇒ ii) Considérons le diagramme suivant :  

 

                                            M 
 
 
                                      M1                        h 
 
                  0                        M                     N 
                                                      f    
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f : M → N est un  homomorphisme injectif de A-modules.  

Par hypothèse, il  existe un homomorphisme  h : N → M tel que Mhof 1= . 

Posons  M’= f( M) = Im f       et  K = ker h.  

Montrons   que 'MKN ⊕= . 

      NKM
NM
NK

⊆+⇒




⊆
⊆

'
'

 

Soit  x ∈ N.   x = ( ) ( )))(()( xhfxxhf −+  

( ))(xhf  ∈ Im f. 

( )( ) =− )(xhfxh ( )[ ])()( xhfhxh − = ( )( ) 0)()()()( =−=− xhxhxhhofxh . Ce qui implique 

que ( ) hxhfx ker)( ∈− . 

Donc KMhfx +=+∈ 'kerIm  c'est-à-dire que KMN +⊆ ' .  

Par conséquent M’ + K = N. 

Montrons que { }0'=MK   

Soit x ∈ 'MK   ⇒ h(x) = 0   et  il existe y ∈ M tel que x = f(y). 

 ( ) ( ) yyhofyfhxh ==== )()()(0   . Donc y = 0. Ce qui implique x = f( y) = f(0) = 0. 

D’où { }0'=MK  . Par conséquent M’ est  facteur directe de N. 

 

ii) ⇒ i) Montrons que diagramme suivant est commutatif avec f injectif. 

                                                                             

                                     

                                                                       M 
                                                                            g 
 
                                                                                       
                                            0                          K                        N 
                                                                                     f 
Posons  R = ( ){ }Kkkfkg ∈,)(),(  

•Montrons R est un sous-module de NM × . 

     ∗ (0, 0) = ( ))0(),0( fg  ∈ R.  Donc ≠R ∅ . 

    ∗ Soient ( ) Kkkfkgr ∈= 1111 )(),(   et  ( ) Kkkfkgr ∈= 2222 )(),( . 
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    ( ))()(),()( 212121 kfkfkgkgrr −−=− = ( )2121 (),( kkfkkg −−  ∈ R. 

∗ Soient a ∈ A et  ( ) Kkkfkgr ∈= )(),( .   

 ( ) ( ))(),()(),( kafakgkafkagar ==   ∈ R. 

Donc R est un sous-module de NM × . 

• Posons R
NMP ×=   un A-module. 

Soit   PMf →:'  

              )0,()(' mmfm =→  

 f ’  est un homomorphisme de A-modules. 

Soit   PNg →:'  

              ),0()(' nmgn −=→  

g’  est un homomorphisme de A-module. 

 

                                                  f ’                                    h’ 
                                 M                             P                                  M 
 
 
                              g                         g’                  g 
 
 
         0                        K                              N 
                                                  f 
 

( ) ( ) ( ) ( )0),()(')(,0)(', kgkgfkfkfgKk ==−=∈∀ . 

( ) Rkfkg ∈)(),(  ⇒   ( ) 0)(),( =kfkg  ⇒  ( ) ( ) 0)(,00),( =+ kfkg ⇒ ( ) ( ))(,00),( kfkg −=   

⇒ ( ) ( ))('(' kfgkgf = ⇒ ofgogf '' =  D’où le diagramme carré est commutatif. 

• Vérifions que f’ est injectif. 

 Soit m ∈  M tel que 0)0,(0)(' =⇒= mmf  ⇒ (m, 0) ∈ R ⇒il existe k∈ K tel que  

( ))(),()0,( kfkgm = ⇒ m= g(k) et f(k)=0. 

Puisque f est injective, f(k)=0 ⇒ k=0. Donc  m = g(k) = g(0) = 0. 

On en déduit que f’ est injectif. 
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• f’ est injectif ⇒ il existe MPh →:'  tel que Mofh 1'' = . 

Posons h = h’og’. 

Soit k∈ K.  ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ])('')('')()( kofghkfoghkfhkhof === = ( ) )('' kogfoh = ( ) )(('' kgofh = 

g(k) 

Donc hof = g. 

i) ⇒ iii) Soit I un idéal à gauche de A. 

 

                                            M 
 
 
                                      g                        
 
                  0                        I                     A 
                                                      j 
      j est l’injection canonique.  

Donc il existe MAh →:  tel que hoj= g. 

Soit  b ∈ I. Posons h(1 )=m0. 

( ) ( ) 0)1()1.()()()()( bmbhbhbhbjhbhojbg ======  

 

iii) ⇒  i)  Soient Q un A-module , P un sous-module de Q et f un homomorphisme de 

P dans M. 

Soit ℑ la famille des couples ( )ii fP ,  où  Pi est un sous-module de Q contenant P et fi 

un homomorphisme de Pi dans M qui prolonge f. 

Soit la relation d’ordre définie par : ( ) ( )jjii fPfP ,, ≤   si et seulement si ji PP ⊆  et  

fi  est  la restriction de fj à Pi. 

ℑ est non vide car il contient le couple ( )fP,  et cette famille est inductive. Elle admet 

d’après le lemme de Zorn un élément maximal ( )00 , fP . 

On va prouver  que P0 = Q.  

Supposons  P ≠ Q. 

Soit { }0PaxAaI ∈∈=  et ( )ixfi 0→  l’homomorphisme de I dans M. 
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Par hypothèse, il existe m ∈ M tel que ( ) imixf =0 . 

Pour x0 ∈ P0, et λ ∈ A, on pose ( ) ( ) xxfxxf λλ +=+ 000 . f  est un homomorphisme de 

P0 + Ax dans  M. 

On a ( ) ( )fAxPfP ,, 000 +  ce qui contredit le choix de ( )00 , fP . 

Donc P0 = Q. 

 

Proposition 1.5.3 ( [21] proposition 2.2  p.30) 

Soit ( ) IiiM ∈  une famille de A-modules. Alors ∏
∈Ii

iM  est injectif si et seulement si 

chaque iM  est injectif. 

 

Corollaire 1.5.4  ( [21] proposition 2.3  p.32) 

Soit ( ) IiiM ∈  une famille de A-modules. 

i) Si iIi
M

∈
⊕  est injectif, alors iM  est injectif pour tout i ∈ I. 

ii) Si I est fini et si iM  est injectif, alors iIi
M

∈
⊕  est injectif. 

Théorème 1.5.5    ( [21] proposition 3.7  p.61) 

Soit A un anneau. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) A est semi-simple à gauche. 

ii) Tout A-module à gauche est injectif. 

iii) Tout A-module à gauche de type fini est injectif. 

iv) Tout A-module à gauche cyclique est injectif. 

 

1.5.2 ENVELOPPE INJECTIVE: 

Définition 1.5.6 

Soit X un sous-module  d’un A-module Y. 

X est un sous-module essentiel de Y, oubien Y est une extension essentielle de X, si 

pour tout sous-module N de Y, on a { }0≠XN   c'est-à-dire { } { }00 =⇒=∩ NXN . 
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Proposition 1.5.7 

Le A-module E est une extension du A-module M si et seulement si pour tout 0≠x  

de E, il existe Aa∈  tel que 0≠ax  et Max∈ . 

Démonstration : 

Soit X un sous-module non nul de E. 

Soit x ∈ X et 0≠x , Ax est un sous-module non nul de E, donc { }0≠∩ AxM . 

Il existe a∈ A tel que ax ∈ AxM ∩  et 0≠ax . Ainsi il existe a∈ A tel que 0≠ax  et 

Max∈ . 

Réciproquement, supposons que  pour tout 0≠x de E, il existe Aa∈  tel que 0≠ax  et 

Max∈ . 

Soit X un sous-module non nul de E. Il existe 0≠x et x ∈ X. Donc il existe Aa∈  tel 

que 0≠ax  et Max∈ . X étant un sous-module de M, Xax∈ . 

Ainsi { }0≠∩ XM . 

 

Définition 1.5.8 

Soit le A-module E, une extension du A-module N. Alors E est une extension 

essentielle maximale de N si : 

i) E est une extension essentielle de N. 

ii) Toute autre  extension propre E’ de E n’est pas une extension essentielle  

            de N. 

 

Définition 1.5.9 

Soit le A-module N, une extension du A-module M. Alors N est une extension 

injective minimale de M si : 

i) N est injectif 

ii) Si N’  est un sous-module de N contenant M, alors N’ n’est pas injectif. 
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Théorème 1.5.10 

Soit M un A-module, il existe un A-module E contenant M, défini à un isomorphisme 

prés relativement à M et ayant les propriétés suivantes : 

i) E est une extension essentielle maximale  de M. 

ii) E est une extension essentielle   de M et E est facteur direct dans toute 

extension de E. 

iii) E est une extension essentielle injective  de M. 

iv) E est une extension injective minimale  de M. 

 

Définition 1.5.11 

Un A-module satisfaisant aux propriétés du théorème précédent est appelé 

enveloppe injective de E et se note ( )ME . 

 

Remarque 1.5.12 

a) Tout A-module admet une enveloppe injective à un isomorphisme prés. 

b) Un A-module M est injectif si et seulement si  E( M ) = M. 

c) Si M est un A-module et N un sous-module de E( M ) qui contient M, alors     

E( M ) est une enveloppe injective de N. 

d) Si 21 ...,, MM   sont des A-modules, alors )(...)()...( 11 nn MEMEMME ⊕⊕=⊕⊕  

car une somme directe finie de A-modules injectifs est un A-modules injectif. 

 

Proposition 1.5.13   ( [4] proposition 2.6  p.39) 

 Soit A un anneau semi-local, si le radical de Jacobson J de A est un nilidéal et si de 

plus l’enveloppe injective de chaque A-module simple est dénombrable alors A est 

artinien. 
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1.5.3 MODULE QUASI-INJECTIF: 

Définition 1.5.14 

Un A-module M est quasi-injectif si pour tout A-module N, pour tout 

monomorphisme  MNf →:  , et pour tout homomorphisme de A-modules 

MNg →: , il existe un homomorphisme de A-modules MMh →:  qui rend le 

diagramme suivant commutatif :          

                                              f 
           0                       N                     M 
 
                                                                  ∃ h 
                                          g 
                                                           
                                                           M 
                                                                                                                        
 
c'est-à-dire hofg = . 

Proposition 1.5.15 

• Tout module injectif est quasi-injectif. 

• Tout produit direct de A-modules quasi-injectifs est un A-module quasi-

injectif. 

• Toute somme  directe d’un nombre fini de A-modules quasi-injectifs est un A-

module quasi-injectif. En particulier, si M est un A-module quasi-injectif alors 

∀ n ∈ ℕ   nM  est quasi-injectif. 

 

 

 

Définition 1.5.16 

• Soient FEf →:  une application et E’ un sous–ensemble de E. La restriction 

de f à E’ , notée 'Ef  est l’application définie par : 
( ) )()(

:

'

'
'

xfxfx

FEf

E

E

=

→


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• Soient FEf →:  une application et F’ un sous–ensemble de F tel que 

')( FEf ⊆ . 

La corestriction de f à F’ , notée 'Ff  est l’application définie par : 

( ) )()(

':
'

'

xfxfx

FEf
F

F

=

→


 

• Soient EEf →:  une application, EE ⊆'  tel que ')'( EEf ⊆ . L’application 

induite par  sur E’ , notée 'Ef , est définie par : ( ) )()(

'':

'

'

xfxfx

EEf

E

E

=

→


 

• Soient FEf →:  et  '':' FEf →  deux applications. On dit que f’ est un 

prolongement de f si : ',' FFEE ⊆⊆  et  ff E ='  

 

Proposition 1.5.17 

Soit M un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) M est quasi-injectif. 

ii) M est un sous-module complètement invariant de ).(ME  

Démonstration : 

i)⇒ ii)  Soit f un endomorphisme de  ).(ME . Posons { }MxfMxX ∈∈= )( . On 

vérifie aisément que X est un sous-module de M. 

Comme M est injectif, la restriction de f à X que nous notons Xf  se prolonge en un 

endomorphisme g de M. 

Posons Mf  la restriction de f à M. 

∗ Vérifions que XgfKer M =− )(  

( ) )()()(, xgxfxgfXx MM −=−∈∀  

)()( xfxfMxXx M =⇒∈⇒∈  

)()()( xgxfxfXx X ==⇒∈  

Donc Xx∈∀ , )()( xgxf M =  c'est-à-dire 0))(( =− xgf M  donc )( gfKerx M −∈ . Ainsi 

)( gfKerX M −⊆  (1). 
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Si  )( gfKerx M −∈  alors ( ) 0)( =− xgf M  c'est-à-dire )()( xgxf M = . Or Mxg ∈)( . Donc 

Mxf M ∈)(  c'est-à-dire .)( Mxf ∈  Ainsi Xx∈ . D’où XgfKer M ⊆− )(  (2) . 

(1) et (2)  ⇒ XgfKer M =− )( . 

∗ Montrons que M = X. 

Supposons X ≠ M. Alors il existe y ∈ M tel que  ( ) )()( MEygf M ∈− \{ }0   car 

XgfKer M =− )( . 

Comme )(ME  est une extension essentielle de M, il existe Aa∈ \{ }0  tel que 

mygfa M =− ))(( , avec  Mm∈ \{ }0 . 

Ainsi Maygf M ∈− ))(( \{ }0  et donc )( gfKeray M −∉  c’est- à-dire  .Xay∉  Ce qui 

contredit la définition de X. Donc X = M. 

Ainsi Mx∈∀ , Mxf ∈)(  c’est à dire  MMf ⊆)( . Donc M est un sous-module 

complètement invariant de ).(ME  

ii)⇒ i)  Supposons que M est un sous-module complètement invariant de ).(ME  

Soit MNf →:  un homomorphisme injectif de  A-modules. 

)(ME  étant injectif, il existe un endomorphisme g de )(ME tel que hoifoiog =  où  

i est   l’injection canonique de M dans )(ME . 

On a donc  hoifog M = . D’où hoifogoi M =  où Mg est l’application induite par g 

sur M. 

Comme i est un monomorphisme, i est simplifiable à gauche. Donc  hfog M = . 

Ainsi M est quasi-injectif. 

Proposition 1.5.18 

Soient M un A-module quasi-injectif et N un sous-module de M complètement 

invariant, alors N  est quasi-injectif. 

Démonstration : 

Il suffit donc de montrer que N un sous-module complètement invariant )(NE . Soit 

))(( NEEndf ∈ .Puisque )(NE  est un facteur direct )(ME , il existe ))(( MEEndg ∈  

prolongeant  f.  
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Puisque M est complètement invariant dans )(ME , on a MMg ⊆)( .Donc 

)(MEndg M∈ . Puisque N est complètement invariant dans M, NNg ⊆)( .  De 

l’égalité fg NE =)( , on a NNf ⊆)( . Par conséquent N un sous-module complètement 

invariant )(NE  ce qui équivaut à N est quasi-injectif. 

 
 

1.6  MODULE INDECOMPOSABLE, SOUS- MODULE 
IRREDUCTIBLE: 

Définition 1.6.1 

Soit M un A-module non nul : 

a) Une décomposition de M est une somme direct nMMMM ⊕⊕⊕= ...21 , avec  

n > 1, Mi ≠ 0 pour tout i ( 1 ≤ i ≤  n ). 

b) M est dit indécomposable s’il n’admet aucune décomposition. 

Si M est indécomposable, les seuls facteurs directs de M sont  0 et M. 

 
Définition 1.6.2 

Soit M un A-module et N un sous-module de M. Alors N est appelé  

sous- module irréductible de M si : 

ii) M ≠ N  

iii) Il n’existe pas deux sous-modules N1 et N2 de M tels que : 

NNNetNNNN =⊆⊆ 2121 ,   

 

∗ Soit M un A-module. Le sous-module nul de M est irréductible si pour tous 

sous-modules  X et Y non nuls de M, X ∩ Y ={ }0  ⇒ X={ }0  ou Y ={ }0 . 
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Proposition 1.6.3 

Soit A un anneau et M un A-module injectif. Alors les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

i) M est indécomposable. 

ii) M est non nul et M est l’enveloppe injective de chacun de ses sous-

modules non nuls. 

iii) Le sous-module nul est irréductible. 

 

 

Démonstration : 

i)⇒ ii) supposons M ≠ 0. Soit N un sous-module non nul de M, alors M admet un 

sous-module N’ qui est l’enveloppe injective de N. Puisque N’  est injectif, il est 

facteur direct de M. puisque M est indécomposable donc N’ = M. 

ii)⇒ iii) Soit M1 et M2 des sous-modules de M tels que { }021 =MM  . 

Supposons que { }01 ≠M  donc E ( M1)=M et ainsi M est une extension essentielle de 

M1, par conséquent { }02 =M . 

iii)⇒ i) Supposons qu’il existe deux sous-modules non nuls M1 et M2 tels que 

21 MMM ⊕= . Par conséquent { }021 =MM  . Ce qui est contraire avec l’hypothèse. 

 

Corollaire 1.6.4 

Soit M un A-module. E (M ) est indécomposable si et seulement si le sous-module 

nul de M est irréductible. 

 

Démonstration : 

⇒) Supposons que  E (M) soit indécomposable. D’après la proposition précédente le 

sous-module nul n’est indécomposable. 

⇐) Supposons que le sous-module nul soit irréductible. 

Soit M1 et M2 des sous-modules de E(M) tels que { }021 =MM  . 
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Ainsi E (M) est une extension essentielle de M, si { }01 ≠M  alors { }01 ≠MM  . De 

même si  { }02 ≠M  alors { }02 ≠MM  . 

Mais ( ) ( ) { }021 =MMMM   et que MM 1 et MM 2  sont deux sous-modules 

de M. Il en résulte que soit M1 est nul soit M2 est nul. 

Donc le sous-module nul de E (M) est irréductible. Ce qui implique que E ( M)  est 

indécomposable. 

 

Corollaire 1.6.5 

Si S est un A-module simple alors E ( S ) est indécomposable. 

Démonstration : 

Il découle du corollaire précédent et du fait que le sous-module nul d’un module 

simple est irréductible. 
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CHAPITRE 2 
 

MODULE VERIFIANT LA PROPRIÉTÉ (I ) 
 

INTRODUCTION: 
 
Dans ce chapitre nous donnons un aperçu des travaux plus ou moins récents 

concernant les A-modules M pour lesquels tout endomorphisme injectif sur M est un 

automorphisme. Dans la première partie nous donnons d’abord quelques exemples 

de A-modules vérifiant  la propriété (I) ensuite  nous étudions  la stabilité de la 

propriété (I) pour les opérations algébriques standards à savoir, la stabilité par 

passage au quotient, la stabilité par produit et somme direct et le problème de 

transfert de la propriété (I) d’un module ou d’un anneau à l’anneau des matrices 

carrées d’ordre n à coefficients dans A noté  Mn (A). La seconde partie traite les 

anneaux pour lesquels tout A-module de type fini vérifie la propriété (I). 

 

2.1  GENERALITES SUR  LA PROPRIÉTÉ (I ) 
 
2.1.1  ANNEAU VERIFIANT LA PROPRIÉTÉ (I ) 

 
Définition 2.1.1 

Un A-module M vérifie la propriété (I) si  tout endomorphisme injectif sur M est un 

automorphisme. Un A-module M vérifiant la propriété (I) est aussi appelé module 

co-Hopfien. 

 

Définition 2.1.2 

La définition d’un anneau vérifiant la propriété (I) est catégorique : 

       • Un anneau A vérifie la propriété (I) dans la catégorie des A-modules à gauche 

AMod si le  A-module à gauche AA vérifie la propriété (I). 
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      • Un anneau A vérifie la propriété (I) dans la catégorie des A-modules à droite 

ModA si le  A-module à droite AA vérifie la propriété (I). 

      • Dans la catégorie des anneaux, un anneau A vérifie la propriété (I) si tout 

homomorphisme injectif d’anneaux AAf →:  est un automorphisme. 

 
Définition 2.1.3 

Soit A un anneau intègre. Un A-module M est divisible si pour tout a ∈ A, a ≠ 0 et 

pour tout x ∈ M, il existe y ∈ M tel que x = ay. 

On dit que M est un A-module de torsion si { }0)( ≠mAnn  pour tout m ∈ M. 

 

Proposition 2.1.4 

Le A-module AA vérifie la propriété (I) si et seulement si tout élément régulier à 

gauche de A est inversible à gauche et à droite. 

Démonstration : 

Supposons que le A-module AA vérifie la propriété (I). 

Soit 
xax
AAf

→
→:

un endomorphisme  et soit a un élément régulier à gauche de A. 

Puisque a est régulier,  { }0=fKer  c'est-à-dire f est injectif  donc f est surjectif. Il 

existe  b ∈ A tel que  1 = f(b) = ba  par suite a est inversible à gauche. Puisque a est 

régulier, a est aussi inversible à droite. 

Supposons que tout élément régulier à gauche de A est inversible à gauche et à 

droite. 

Soit 
xax
AAf

→
→:

 un endomorphisme  injectif, avec a régulier à gauche de A ce qui 

entraîne que a est inversible. Ainsi il existe  b ∈ A, tel que ab =1 = ba , donc pour tout 

x ∈ A on a   x=x 1= x (b a) = (x b) a= f(x b) par conséquent f est surjective. 
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Proposition 2.1.5 

Soient A un anneau intègre, K son corps des fractions et M un A-module libre de 

torsion. Si M vérifie la propriété (I) alors M est divisible. 

Démonstration : 

Soient M ∈  AMod libre de torsion vérifiant la propriété (I), 0 ≠ a ∈ A et 
amm
MMf

→
→:

 

un endomorphisme. On a  a m= a m’  implique a (m – m’) = 0 donc m= m’ car a ≠ 0 et 

M est libre de torsion. D’où f est un homomorphisme injectif de M. Comme M vérifie 

la propriété (I) alors f est surjectif, par suite, M = f(M) = a M, c'est-à-dire M est 

divisible. 

 

Remarque 2.1.6 

• Un anneau intègre A (non nécessairement commutatif)  vérifie la propriété (I) dans 

AMod si et seulement si A est un anneau de division si et seulement si A vérifie la 

propriété (I) dans ModA. 

• Un anneau commutatif A vérifie la propriété (I) comme A-module si et seulement si 

A est égal à son anneau total des fractions. 

 

EXEMPLES : 

• Tout anneau fini vérifie la propriété (I) comme anneau aussi bien que comme objet 

des catégories AMod et ModA. 

• ℤ vérifie la propriété (I)  comme anneau car le seul endomorphisme de l’anneau ℤ 

est l’identité. Mais ℤ pris comme ℤ - module  ne vérifie pas la propriété (I) car  

l’endomorphisme : a  2a du ℤ - module  ℤℤ est injectif mais n’est pas surjectif. 

Remarque 2.1.7 

Ces exemples montrent que la notion d’anneau vérifiant la propriété (I) comme 

anneau et comme A-module sont indépendantes. 
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2.1.2  EXEMPLES DE MODULES VERIFIANT LA PROPRIÉTÉ (I ) 
 

Proposition 2.1.8 

Tout A-module simple vérifie la propriété (I). 

Démonstration : 

Soit S un A-module simple et   SSf →:  un homomorphisme non nul. Alors ker (f )  

et im (f) sont des sous-modules  de S avec ker (f ) ≠ S  et im (f) ≠ { }0 . Ainsi ker (f )= { }0   

et im (f)= S. Donc f est bijectif, et donc un isomorphisme.  

Proposition 2.1.9 

Tout A-module artinien vérifie la propriété ( I ). 
Démonstration : 

Soit M un A-module  artinien  et f un endomorphisme  injectif de M. 

( ) ( ))(Im Mff nn =     n ∈ ℕ∗ .est une suite décroissante de sous-module de M. Comme 

M est artinien, cette suite est stationnaire.  

Soit n0 le plus petit entier tel que )()( 100 MfMf nn += . 

Soit m ∈ M. Comme )()( 100 MfMf nn += , il existe m’ ∈ M tel que )'()( 100 mfmf nn += . 

Il en résulte que ( ) 0)'(0 =− mfmf n . Ce qui implique que nfmfm ker)'( ∈− . 

Or nfker ={ }0 , car f est injectif. Ce qui implique mmf =)'(  et f est surjective. 

Donc M vérifie la propriété ( I ). 

Proposition 2.1.10 

Tout A-module injectif indécomposable vérifie la propriété ( I ). 

Démonstration : 

Soit M un A-module injectif indécomposable et f un endomorphisme injectif de M. 

Comme f (M) est un sous-module injectif de M,  f (M) est un facteur direct de M. De 

plus on a f (M ) ≠ { }0 car f est injectif . 

M étant indécomposable et f (M ) ≠ { }0 , on a donc l’égalité f (M) = M.  D’où f est 

surjectif. Par conséquent f est un automorphisme de M. 
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2.1.3  SOUS- MODULES ET QUOTIENTS  
 

Proposition 2.1.11 

Soit M un A-module dont tout sous-module propre vérifie la propriété ( I ), alors M 
vérifie la propriété ( I ). 
 
Démonstration : 

Supposons que M ne vérifie pas  la propriété ( I ). Alors il existe un endomorphisme 
injectif  MMg →: qui n’est pas un isomorphisme. Posons gN Im= . Puisque N est 
un sous-module propre de M, g induit un isomorphisme NMg →: . Donc 

NNg N →:  est injectif mais Ng  n’est pas surjectif. Ce qui contredit le fait que N 
vérifie la propriété ( I ). 
 
Proposition 2.1.12 

Soit M un A-module. Si H est un sous-module complètement invariant de M tel que 
H et H

M vérifie la propriété ( I ) alors M vérifie la propriété ( I ). 

 

Démonstration : 

Soit f un endomorphisme de M .H étant complètement invariant dans M, on a le 
diagramme suivant :    
 
                                                  i                    p 
                                       H                  M              H

M  

 
                                       f’                f                      f                         
 
 
                                         H              M              H

M  

                                                    i              p 
 
Où i est l’injection canonique de H dans M ; p la surjection canonique de M  dans 

H
M . 

Supposons que H et H
M  vérifie la propriété ( I ) et que f est injectif. 
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La relation iof’ = foi  implique que f’ est  injectif, et il en résulte f’ est bijectif, car H 

vérifie la propriété ( I ). 

On a alors les relations suivantes : f(H) =( foi) (H)= (iof’) ( H)= i(f’ (H))= i (H)=H 

Comme f est injectif, on déduit de la relation f (H ) = H  que f  est bijectif, car  H
M  

vérifie la propriété ( I ). 

Soit y ∈ M, il existe z ∈ M tel que ))(())(()( zfpzpfyp == , car f et p sont surjectifs. 

Soit t ∈ H tel que y = f(z) + t et soit s ∈  H tel que t = f’ (s) = f(s). On a y = f(z+s). 

Donc f est bijectif. 

 
Proposition 2.1.13 

Soient M un module quasi-injectif et N un sous-module complètement invariant tel 

que N soit un sous-module essentiel de M. Alors N vérifie la propriété (I) si et 

seulement si M vérifie la propriété (I). 

Démonstration : 

Supposons que M  vérifie la propriété (I) et soit f un endomorphisme injectif de N. 

Comme M est quasi-injectif, il existe g ∈ End (M) tel que  g|N = f.  g est injectif car N 

un sous-module  essentiel de M et puisque M vérifie la propriété (I), g est inversible. 

Soit x ∈ M, il existe y ∈ M tel que x = g(y). Or g-1 ∈ End (M) et N est complètement 

invariant, donc y = g-1(y) ∈ N, d’où f est surjectif. 

Inversement, supposons que N vérifie la propriété (I) et soit f un endomorphisme 

injectif de M. Alors f|N  est endomorphisme injectif de N. Par conséquent f|N  est 

bijectif, c'est-à-dire f(N) = N. Comme M est un module quasi-injectif, alors 

LMfM ⊕= )(  pour un certain sous-module L de M. On a donc 

LNLNf  == )(0 , ce qui implique L=0 car L est un sous-module essentiel de M. 

Par suite  M= f(M) et M vérifie la propriété (I). 
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Définition 2.1.14 

Un A- module M est dit de cogénération finie si pour toute famille { }IiM i ∈,  de 

sous-module de M telles que { }0=
∈


Ii
iM ,il existe I0 ⊂ I tel que { }0

0

=
∈


Ii
iM . 

Définition 2.1.15 

Soit M un A-module. Le socle de M, noté Soc (M), est un sous-module de M défini 

par : 




 −

= ∑ MdesimplesulessouslesparcourtSS
simpleulesousdepasanMsi

MSoc mod,
mod'0

)(
λλ

 

Remarque 2.1.16 

a) Un A- module M est de cogénération finie si et seulement si il existe des A-

modules simples  nSS ,...,1  tel que )(....)()( 1 nSESEME ⊕⊕≅  

b) Un A- module M est de cogénération finie si et seulement si Soc (M) est un 

sous-module essentiel de M et Soc (M) est finiment généré. 

 

Proposition 2.1.17 

Tout module quasi-injectif de cogénération finie vérifie la propriété (I). En particulier, 

pour toute famille de A-modules simples kSS ,...,1  , le A-module )(...)( 1 kSESE ⊕⊕  

vérifie la propriété (I). 

Démonstration : 

Soit M un A-module de cogénération finie, alors )(MSoc  est un sous-module 

essentiel de M et nSSMSoc ⊕⊕= ...)( 1   est une somme directe finie de A-modules 

simples iS  , ( )ni ≤≤1 . i

n

i
SMSoc

1
)(

=
⊕=  est semi-simple, artinien donc )(MSoc  vérifie la 

propriété (I) . Comme M est quasi-injectif  et )(MSoc  est complètement invariant et 

essentiel dans M, alors d’après la  Proposition 2.1.13  M vérifie la propriété (I). 

Posons )(...)( 1 kSESEM ⊕⊕= .Puisque M est injectif  alors M est quasi-injectif. De 

plus M est de cogénération finie. Par conséquent, )(...)( 1 kSESEM ⊕⊕=  vérifie la 

propriété (I). 
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2.1.4  SOMME ET PRODUIT DIRECTS 
 

Proposition 2.1.18 

Soit iIi
MM

∈
⊕=  où ( ) IiiM ∈  est une famille de A-sous-modules de M. Alors : 

         i) Si M vérifie la propriété ( I ), alors pour tout i ∈ I, Mi vérifie la propriété ( I ). 

   ii) Si, pour tout i ∈ I, Mi est complètement invariant dans M, alors M vérifie la       

propriété ( I ) si et seulement si  chaque Mi (i ∈ I) vérifie la propriété (I). 

 

Démonstration : 

i) Pour i ∈ I quelconque, considérons )( ii MEndf ∈  et posons 

iMij
fIdf

j
⊕⊕=

≠
. Si pour tout i ∈ I, if  est injective alors f l’est aussi. 

Si M vérifie la propriété ( I ), alors f est un automorphisme de M et, par        

conséquent , if  est un automorphisme de Mi. 

ii) Si pour tout i ∈ I, Mi est complètement invariant dans M alors pour tout 

)( iMEndf ∈ , fi =f|Mi est un endomorphisme de Mi et iI
ff ⊕= . De plus on a : f 

injectif si et seulement si fi injectif.  

 

 

Remarque 2.1.19 

Etant donné un A-module M, toute somme directe infini de copies de M ne vérifie 

pas la propriété ( I ). Un tel module I
iI

MMM =⊕='  admet un sous-module 

in
MN

1≥
⊕=  comme facteur direct, où  Mn = M pour n ∈ ℕ∗ . L’application 

NMNf in
→⊕=

≥1
:  qui applique la nième copie de M à la (n+1)ième copie identiquement, 

est un endomorphisme injectif non surjectif. 
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Proposition 2.1.20 

Soient { }JA ∈αα ,  une famille d’anneaux et ∏
∈

=
J

AA
α

α  leur produit direct : 

i) A vérifie la propriété (I) comme A-module si et seulement si chaque Aα 

vérifie la propriété (I) comme Aα -module. 

ii) Si A vérifie la propriété (I) comme anneau, alors chaque Aα  vérifie la 

propriété (I) comme anneau. 

Démonstration : 

i) Tout A-endomorphisme AAf →:  est uniquement de la forme  

∏∏∏
∈∈∈

→
JJJ

AAf
α

α
α

α
α

α :  où )( αα AEndf ∈  pour tout α ∈ j. Donc f est injectif 

si et seulement si chaque fα est injectif. 

ii) Soit { }Jf ∈αα ,  une famille de A-endomorphisme et 

posons ∏∏∏
∈∈∈

→=
JJJ

AAff
α

α
α

α
α

α : . Alors f est un homomorphisme 

d’anneaux. De plus f est injectif si et seulement si  chaque fα est injectif. 

 

Proposition 2.1.21 

Soient { }JA ∈αα ,  une famille d’anneaux et{ }JM ∈αα ,  une famille de Aα -module. 

En posant ∏
∈

=
J

AA
α

α , ∏
∈

=
J

MM
α

α et ( ) Jmama ∈= ααα  où ( ) Jaa ∈= αα  αα Aa ∈  et 

( ) Jmm ∈= αα  αα Mm ∈ . Alors : 

M vérifie la propriété (I) dans AMod si et seulement si chaque Mα vérifie la 

propriété (I) comme Aα -module à gauche. 

 

Démonstration : 

Tout A-endomorphisme MMf →:  est uniquement de la forme 

∏∏∏
∈∈∈

→
JJJ

MMf
α

α
α

α
α

α :   où  )( αα MEndf ∈  pour tout α ∈ j. Donc  f est injectif si et 

seulement si chaque fα est injectif. 
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2.1.5  ANNEAUX  DES MATRICES 
 
Proposition 2.1.22 

Soit A un anneau et n ∈ ℕ∗ . 

i) Si Mn (A) vérifie la propriété (I) comme anneau, alors A vérifie la propriété (I) 

comme anneau. 

ii) Si Mn (A) vérifie la propriété (I) comme Mn (A)-module, alors A vérifie la 

propriété (I) comme A-module. 

iii) Si Mn (A) vérifie la propriété (I) comme A-module, alors A vérifie la propriété 

(I) comme A-module. 

 

Démonstration : 

i) Si  AAf →:  est un homomorphisme d’anneau alors 

)()(:)( AMAMfM nnn →  est un homomorphisme d’anneau. Donc si )( fM n  

est injectif  alors f est injectif. 

ii) Si  AAf →:  est un homomorphisme d’anneau alors 

)()(:)( AMAMfM nnn →  est un homomorphisme de Mn (A)-module. Donc 

si )( fM n  est injectif  alors f est injectif. 

iii) Découle du fait que A est une somme direct de Mn (A)-module. 

 
Remarque 2.1.23 

 Dans le cas commutatif, les réciproques de ii) et iii) sont vraies et nous ferons la 

preuve dans la proposition (2.1.25).  
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Lemme 2.1.24 

Soit A un anneau commutatif et X ∈ Mn (A). Alors il existe un vecteur colonne non 

nul a ∈ An  tel que X a=0 si et seulement si oubien det X = 0 oubien det X  est un 

diviseur de zéro dans A. 

 

Démonstration : 

Supposons qu’il existe un vecteur non nul 























=

n

n

a

a

a
.
.
.

 de An tel que X a= 0 et posons X~  

la comatrice de X et Xt ~  la transposée de X~ . On alors aIXaXX n
t )(det~0 ==  , donc 























=























0
.
.
.
0

.

.

.
)(det

n

n

a

a

X . Par suite (Det X) aj = 0 pour tout j=1,…,n et  aj ∈ A. Or a ≠ 0, donc 

il existe { }ni ,...,1∈  tel que ai ≠ 0, alors (Det X) ai = 0 entraîne que 







 =

0det

0det

dediviseurunestX
bienou
X

 

Inversement, soit d= Det X et supposons qu’il existe a ≠ 0 dans An tel que d a= 0. 

Par récurrence sur n, on montre qu’il existe c ≠ 0 dans An tel que X c= 0. 

Pour n = 1, on a X = (d) ∈ M1 (A) et X a= 0. 

Supposons que ce résultat est valide pour toute matrice d’ordre inférieur ou égale à  

n – 1 et soit Cij le (i,j)ième cofacteur de X.  De 0
.
.
.

)(det
.
.
.

~ =























=























a

a

X

a

a

XX ,on obtient 
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0
.
.
.

1

11

=























ac

ac

X

n

. Donc si 0
.
.
.

1

11

≠























ac

ac

n

 c’est fini, sinon C11 a= 0 et C11  est le déterminant de la 

(n-1)× (n-1) matrice Y obtenue de X en éliminant la première ligne et la première 

colonne. Par hypothèse de récurrence il existe v ≠ 0 dans An-1 avec Y v =0 dans An-1 . 

Soit nA
v

c ∈







=

0
   , on a  a c ≠ 0 dans An  et X c = 0 dans An. 

Proposition 2.1.25 

Soit A un anneau commutatif tel que AA vérifie la propriété (I). Alors Mn (A) vérifie 

la propriété (I) dans les catégories ModAM n )(  et )( AM n
Mod . 

 

 

Démonstration : 

Soit X ∈ Mn (A) un élément régulier à gauche de Mn (A) alors il n’existe pas de 

vecteur ligne (a1,…, an) ∈ A\{ }0  tel que  a X =0 , car sinon, la matrice 























=

n

n

aa

aa

Y

1

1

...

...

...
...

 vérifierait Y X = 0 avec Y ≠ 0 ce qui contredit le fait que X n’est 

pas un diviseur de zéro dans Mn (A)  et d’après le lemme (2.1.24), on en déduit que  

det (X) n’est pas un diviseur de zéro dans A. Or A vérifie la propriété (I) donc det (X) 

est inversible  dans A, d’où X est inversible dans Mn (A). Ainsi Mn (A) vérifie la 

propriété (I) dans  ModAM n )( . 

La même preuve se fait pour le reste de la démonstration. 

Théorème 2.1.26 

Soit A un anneau commutatif. Si AA vérifie la propriété (I), alors pour tout n ∈ ℕ∗, 

An  est un A-module qui vérifie la propriété (I).  
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Démonstration : 

Soit nn AAf →:  un A-homomorphisme injectif, soit   X la matrice de f relativement à 

la base An. f étant injectif alors pour tout a ∈ An\{ }0 , X a ≠ 0 ce qui entraîne det (X ) 

n’est pas un diviseur de zéro dans A. Puisque A est commutatif et vérifie la propriété 

(I), alors A est égal à son anneau total de fractions  donc det (X) est inversible dans A, 

d’où X ∈ An est inversible. Ce qui entraîne que f est un isomorphisme. 

 

 

2.2   ANNEAUX SUR LESQUELS TOUT MODULE DE TYPE FINI 
VÉRIFIE  LA PROPRIÉTÉ  ( I ) : 

Certaines classes d’anneaux ont la propriété que tout A-module de type fini vérifie la 

propriété (I), par exemples les anneaux artiniens. 

 

2.2.1  THEOREME DE VASCONSCELOS 
Vasconscelos a donné une caractérisation des anneaux commutatifs pour lesquels 

tout A-module de type fini vérifie la propriété (I). La démonstration s’appuie sur les 

résultats préliminaires suivants : 

 

Définition 2.2.1 

Soit B un anneau et A un sous-anneau de  B. 

∗ Un élément x de B est dit entier  sur A, s’il est racine d’un polynôme unitaire à 

coefficient dans A. 

∗ On dit que B entier sur A si tout élément de B est entier sur A. 

∗ Un homomorphisme d’anneaux f de A dans B est dit entier si B entier sur A. 

∗ On appelle chaîne d’idéaux premiers d’un anneau A, toute suite 

finie nIII ⊆⊆⊆ ...10  d’idéaux premiers de A, où  n est la longueur de la chaîne. 

∗ La dimension d’un anneau A est la borne supérieur des longueurs des chaînes 

d’idéaux premiers de A et on la note dim (A). 
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Lemme 2.2.2 

Soit BAf →:  un homomorphisme d’anneaux entier, I un idéal de A et J un idéal de 

B contenant f (I). Alors J
B

I
Af →: est un homomorphisme entier. 

 

Lemme 2.2.3 

Soit BAf →:  un homomorphisme entier et injectif. Alors dim (A) =dim (B) 

 

Théorème 2.2.4 :  (Théorème de Vasconscelos) 

Soit A un anneau commutatif. Alors tout A-module de type fini vérifie la propriété  

( I ) si et seulement si tout idéal premier de A est maximal. 

 

Démonstration : 

⇒) Supposons le contraire, c'est-à-dire  P et Q sont deux idéaux premiers distincts de 

A tels que QP ⊂ . Donc tout élément a ∈ P – Q induit une application ϕ définie de 

P
A

P
A →  par xax =)(ϕ  pour tout P

Ax∈ . 

Donc ϕ  est un endomorphisme injectif. 

ϕ n’est pas surjectif car l’élément a  n’a pas d’antécédent dans P
A . 

 

⇐) Supposons que tout idéal premier de A est maximal, donc la dimension de Krull 

de A est nulle. 

Soit M un A-module de type fini, et soit MMf →: un endomorphisme injectif de 

M. 

On peut munir (M,+) d’une structure de [ ]xA -module définie par : mfhmxh ).().( = . 

En particulier x.m=f(m), ∀ m ∈ M. 

Il résulte du théorème de Cayley-Hamilton que I= Ann (M) existe et est non nul, 

avec [ ]{ }MmmxhxAxhMAnn ∈∀=∈= ,0).()()( . 
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∗ Montrons d’abord que [ ]
P

xAS =  est de dimension de Krull nulle. 

Soit { }nmmm ,...,, 21  un système générateur fini de M. 

On a ( ) Aravecnimrxm ijiiji ∈≤≤= ∑ 1 . 

Donc { }nimrmxrmr nniiii ,...,1,0...)(... 111 ∈∀=++−++ . 

Ce qui  implique 0

........................

....................

.................... 1

1

1

111

=













































−

−

−

nnnn

iii

n

m

m

xrr

xrr

rxr

 

Posons ( )
njetniijij xr

≤≤≤≤
−=

11
δα .  

On a  det( α ).M=0  , où det( α ) est un polynôme unitaire  de degré n en x et à 

coefficients dans A. 

Posons P(x)= det( α ) ∈ Ann( M)et [ ]
( )



= )(0 xP

xAS  , où ( ))(xP  est un idéal de [ ]xA  

engendré par P(x).  

On a S0 est entier sur A car [ ]
( ))(xP

xA   est isomorphe à [ ]nxxA ,...,,1  et chaque 

( )nixi ≤≤0 est entier sur A. D’où d’après le théorème de Cohen-Seidenberg, Lemme 

(2.2.3) S0 est de dimension de Krull nulle. 

Soit [ ] [ ]xAxA →:ϕ  est un homomorphisme entier d’anneaux défini par  

ϕ (h(x))=h(x). 

Comme Ann ( M )= I est un idéal de [ ]xA  contenant ( ))(xP  donc l’application  

[ ]
( ))(

)(
)(: xP

xAnn
MAnn

xA →ϕ  est un homomorphisme entier d’après le lemme 

(2.2.2) . 

Mais ϕ  est aussi  injectif, donc il résulte du Lemme (2.2.3) que 

[ ]
( )

[ ] 




=







I
xA

xP
xA dim)(dim  et comme [ ]

( ) 0)dim()(dim 0 ==




 SxP

xA , d’où  

[ ] 0dim)dim( =




= I

xAS . 
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Soit  maintenant ψ l’application de [ ] SxA →  tel que ψ(x)=u. 

Vérifions que u est inversible. 

Supposons u non inversible. 

Il est clair que u ∈ P, où P  est un idéal premier de S. 

Sinon si u ∉  P, u serait inversible, car tout idéal premier de S est maximal. 

Dans ce cas, posons T= S – P. 

On a PSST =−1  est un anneau local, d’idéal maximal PT 1−  car tout idéal premier de S 

est maximal. 

Ainsi PT 1−  est le nilradical de ST 1− . 

Donc si u ∈ P, l’image de u dans le localisé PS est dans le nilradical de ST 1− . 

Par conséquent u est nilpotent ; ceci implique que, { }0)( ≠= uAnnJ . 

On a  uJ M = (0) ⇒ JM= (0). 

Comme M est S-fidèle donc J= (0). Ce qui est une contradiction. 

D’où u est inversible, donc il existe u’ ∈ S tel que u’u = 1. 

Or xuetyu ==' , donc 1=xy .⇒ yx - 1∈ Ann (M). 

Ainsi (yx-1)m = 0, ∀ m ∈ M. 

D’où y f(m) = m, mais m= f(my). 

Par conséquent f est surjectif. 

 

2.2.2  THEOREME DE DISHINGER 
Dischinger a donné une caractérisation des anneaux non nécessairement commutatifs 

pour lesquels tout A-module de type fini vérifie la propriété (I).  

 

 

Définition 2.2.5 

Un anneau A est dit régulier−Π à gauche (resp. à droite) si et seulement si pour 

tout élément a ∈ A, il existe b ∈ A et un entier n ≥ 1 tel que l’on ait 1+= nn baa  (resp. 

baa nn 1+= ). 
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Théorème 2.2.6 :  (Théorème de F. Dischinger) 

Soit A un anneau. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

a) Pour tout entier n ≥ 1, l’anneau Mn ( A ) des matrices carrés n x n à coefficients 

dans A est regulier−Π  à gauche. 

b) Tout A-module de type fini vérifie la propriété ( I ). 

 
Démonstration : 

b) ⇒  a) Identifions )(AM n  à BAEnd n
A =)( , muni du produit gffoggf .),( =→ . 

Soit f ∈ B, f ≠ 0 et 
1≥

=
t

tKerfT . 

On a TTf ⊆)( , donc f induit un élément ( )T
AEndf

n
A∈   défini par : 

TxfTxf +=+ )()(  pour tout x∈ An. 

Soit T
ATx

n
∈+ )(  tel que TTxf =+ )( . 

Alors f(x) ∈ T, il existe donc un entier t ≥ 1 tel que ( ) 0)( =xff t . D’où TKerfx t ⊆∈ +1 . 

Donc f est injectif. 

Comme T
An

 est un A-module de type fini, soit ( ) niie ≤≤1 une base du A-module An. il 

existe une famille ( ) niiu ≤≤1  d’élément du A-module An, tel que pour tout i (1 ≤ i ≤ n), 

)( TufTe ii +=+ . 

Il en résulte qu’il existe un entier k≥ 0 tel que ( ) k
ii fufe ker)( ∈− pour  

tout i (1 ≤ i ≤ n). 

Soit g l’élément de B défini sur les ( ) niie ≤≤1 par ii ueg =)( , pour tout i, (1 ≤ i ≤ n).  

( ) ( )
( )
( ) nitoutpoureuff

eIdfogof
efogfefgfaOn

ii
k

i
k

i
kk

i
kk

≤≤=−=

−=

−=− ++

10)(

)(

)()( 11

  

Donc  kk fgf =+1 . 

a) ⇒  b) Soit M un A-module de type fini, f un endomorphisme injectif de M. 
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1) On suppose d’abord que  M est monogène  et D
AM =  où  D est un idéal à 

gauche de A. 

 Posons DxDf +=+ )1( . Alors pour tout entier k ≥ 1, on a : DxDf kk +=+ )1( . 

A étant  regulier−Π  à gauche, il existe y ∈ A et un entier t≥ 1 tel que 1+= tt yxx . 

On a alors : )1()1( 11 DyfDyxDxDf tttt +=+=+=+ ++ . 

Il en résulte que : )()( 1 MfMf tt += . 

Soit u + D un élément quelconque de M, il existe alors (v + D) ∈ M tel que  

)()( 1 DvfDuf tt +=+ + . D’où en vertu de l’injectivité de f, )( DvfDu +=+ . 

   

2) On suppose que maintenant que ∑
=

=
n

i
iAuM

1
( n ≥  2 ). 

Le produit cartésien MMMM n ×××= ... ( n facteurs) a une structure de )(AM n -

module monogène défini par le produit : 



















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
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=
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
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








































∑

∑

∑

=

=

=

n

j
jnjn

n

j
jiji

n

j
jj

n

i

nnnjn

iniji

nj

xy

xy

xy

x

x

x

1

1

1
11

1

1

1

1111

......

......
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α

α

α
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Donc un générateur est l’élément   























n

i

u

u

u1

.  

Soit ∗f  l’élément de )()(
n

AM MEnd
n

défini par : 
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





















=













































∗

)(

)(

)( 11

n

i

n

i

xf

xf

xf

x

x

x

f   ∗f  est injectif d’après 1) , ∗f  est surjectif. 

Ce qui implique la surjectivité de f. 

 

 

2.2.3  MODULES DE FITTING 
 

Définition 2.2.7 

Un A-module M est dit module de Fitting si pour tout )(MEndf ∈ , il existe un 

entier n ≥ 1 tel que nn ffM kerIm ⊕=  

 

Lemme 2.2.8 

Soit M un A-module et )(MEndf ∈ . Alors : 

i)  KerffMff +=⇔= ImImIm 2  

ii)  { } KerfffKerf Im0ker 2 =⇔=  

Théorème 2.2.9 

Soit M un A-module. Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) M est de Fitting. 

ii) End (M) est Π-régulier à gauche et à droite. 

 

Démonstration : 

ii)⇒  i)  Soit f ∈ End (M) = E, comme E est Π-régulier à gauche et à droite, il existe  

n ∈ ℕ∗  tel que gfgff nnn 22 == pour certains endomorphismes g et h de M. Et 

)())(()( 22 MfMhfMf nnn ⊆= . D’où , nn KerffM += Im . Si x ∈ nKerf 2  alors 
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0)(2 =xf n  donc )())((0 2 xfxfg nn ==  d’où nKerfx∈ . Par suite nn KerfKerf =2  donc 

0Im =nn Kerff  . Ainsi M est de Fitting. 

i)⇒  ii)  Soit f ∈ End (M), alors il existe n ∈ ℕ∗  tel que nn ffM kerIm ⊕=  ce qui 

implique que : )(
ImIm

2

2

∗






=

=
nn

nn

KerfKerf
ff

 

Posons M’ = f(M) et on considère 1f  la restriction de nf  à M’, c’est donc un 

endomorphisme injectif de M’, de plus d’après (∗) 1f  est un isomorphisme. Il existe 

donc )'(1 MEndg ∈  tel que '1111 MIdfggf == . On considère  
)(

':
xgzyx

MKerfMMg
+=
→⊕=

 

g est bien définie et c’est un endomorphisme de M. De plus ,pour tout x∈ M on a :  

0))(()())(()())(( 1
2 =−=−=− xfgfxfxfgfxfxgff nnnnnnn . D’où nn gff 2= . Par 

conséquence End (M) est  Π-régulier à gauche et à droite. 

Corollaire 2.2.10 

Si M est un A-module de Fitting alors M vérifie la propriété (I). 
 
Démonstration : 

Soit f ∈ End (M) injectif, alors comme End (M) est  Π-régulier à gauche et à droite, il 

existe n ∈ ℕ∗   tel que hff nn 2=  pour un certain h ∈ End (M). Soit x ∈ M on a 

0))(( =− xhfxf nn  alors 0))(( =∈− nn Kerfxhfx , donc ))(( xhfx n= , et f est surjectif. 

Par suite M vérifie la propriété (I). 

 

Définition 2.2.11 

Un A-module M vérifie la propriété (S) si tout endomorphisme surjectif sur M est un 

automorphisme. 

Théorème 2.2.12   ( [12] Théorème 1  p.623) 

Pour un anneau A les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) Tout A-module de type fini est de Fitting. 

ii) Tout A-module de type fini vérifie la propriété (I) et (S). 
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CHAPITRE 3 

 

QUELQUES PROPRIÉTÉS SUR LES FGI-ANNEAUX 

 

INTRODUCTION: 

Dans ce chapitre, nous avons donné quelques propriétés sur les FGI-anneaux. On a 

montré que si A est un FGI-anneau commutatif, tout idéal premier de A est maximal 

et A admet un nombre fini d’idéaux maximaux. On a montré aussi que si A est un 

anneau artinien à idéaux principaux alors  A est un FGI-anneau.   

 

Définition 3.1 

Un anneau A est un FGI- anneau à gauche si A est un anneau dans lequel tout   A-

module à gauche vérifiant la propriété (I ) est de type fini. Un anneau A est un FGI- 

anneau à droite  si A est un anneau dans lequel tout A-module à droite vérifiant la 

propriété (I ) est de type fini. Un anneau A est un FGI- anneau si A est à la fois un 

FGI- anneau à droite et à gauche. 

 

Remarque 3.2 

En général dans un anneau commutatif, il peut exister un A-module de type  fini qui 

ne vérifie pas la propriété ( I ). On a aussi des exemples de A-modules vérifiant la 

propriété ( I ) et qui ne sont pas de type finis. 

Exemple : Le  ℤ - module  ℤℤ est de type fini mais ne vérifie pas la propriété (I ) 

car l’endomorphisme : a  2a du ℤ - module  ℤℤ est injectif mais n’est pas surjectif. 

Le ℤ - module  ℚ vérifie la propriété ( I ) mais n’est pas de type fini. 
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Proposition 3.3 

Soit A un anneau commutatif, S l’ensemble des éléments réguliers de A et 1−AS  

l’anneau total des fractions de A. Le A-module 1−AS  vérifie  la  propriété ( I ). 

 

Démonstration : 

Si f est un endomorphisme  du A-module 1−AS , pour tout élément 1−as ∈ 1−AS , on a : 

)1()()()( 11 afafsasfassf === −− .D’où )1()( 11 fasasf −− = . 

Donc un endomorphisme  de 1−AS  est une multiplication par un élément de 
1−AS .Par conséquent  le A-module 1−AS  vérifie  la  propriété ( I ). 

 

Proposition 3.4 

Soit A un FGI-anneau commutatif. Alors : 

a) Si A est intègre alors A est un corps. 

b) L’image homomorphe de A est aussi un FGI-anneau. 

Démonstration : 

a) Soit K le corps des fractions de A, donc K= 1−AS est un A-module. 

Soit )(KEndf A∈  et f injectif. 

Comme K est un corps, il est clair que f est un isomorphisme. D’où K est de type fini. 

Il en résulte que K est un idéal fractionnaire de A. Donc il existe d ∈ A tel que 

KAdK ⊂⊂ .D’où A est un corps.  

 

b) Soit B un anneau et soit BA →:ϕ  un homomorphisme d’anneaux. 

Soit M un B-module alors M induit une structure de A-module par la structure du 

groupe additif ( )+,M  

                              ( ) mama
MMA

)(, ϕ

→×
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Ainsi ( )+,M  muni de ce produit est un A-module. Et tout B-endomorphisme de M est 

un A-endomorphisme de M. Donc si A est un FGI-anneau alors B l’est aussi. 

 

 

Proposition 3.5 

Un produit fini d’anneaux ( )niAi ≤≤1  est un FGI-anneau si et seulement si  chaque 

Ai est un  FGI-anneau. 

 

Démonstration : 

⇒) Soit ∏
=

=
n

i
iAA

1

. 

Supposons que  A est un FGI-anneau, comme ( )niAi ≤≤1  est image homomorphe de 

A par la  ième  projection i
p AA i→ , d’après la proposition (3.4), Ai est un FGI-

anneau en tant que image homomorphe de A. 

 

⇐) Inversement supposons que Ai est un FGI-anneau pour tout i, ( )ni ≤≤1 . 

Soit M un A-module, alors  M est un Ai –module pour tout  i, ( )ni ≤≤1 . 

Donc si M vérifie la propriété ( I ),alors M en tant que Ai –module est de type fini 

pour tout  i, ( )ni ≤≤1 . Puisque ∏
=

=
n

i
iAA

1

, donc M est de type fini en tant que  A-

module. 

 

 

Proposition 3.6 

Soit A un FGI-anneau commutatif. Alors tout idéal premier de A est maximal et les 

idéaux premiers de A sont en nombres finis. 
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Démonstration : 

∗ P
A  est un FGI-anneau, car P

A  est une image homomorphe de A. Puisque P un 

idéal premier de A, alors P
A  est un anneau intègre. Donc d’après la proposition 3.4   

P
A  est un corps.  Par conséquent P est un  idéal maximal de A. 

∗ Posons L = ensemble de tous les idéaux premiers de A. 

Soit P ∈ L, il  résulte de la première partie de cette proposition que P
A  est un corps. 

Donc P
A  vérifie la propriété ( I ). 

  ∀ P∈ L et P’ ∈ L, vérifions que ( ) { }0'; =P
A

P
AHomA . 

Supposons que ( ) { }0'; ≠P
A

P
AHomA . Donc il existe h ∈ ( )'; P

A
P

AHomA  tel que h ≠ 0. 

D’où h est un isomorphisme de P
A  sur 'P

A .Alors Ker h = { }0 . 

Par conséquent P ⊆  P’.  Or P et P’ sont deux idéaux maximaux de A. Ce qui est une 

contradiction. 

Posons maintenant
LP
P

AM
∈

⊕= . 

Comme ( ) { }0'; =P
A

P
AHomA , ∀ P∈ L et P’ ∈ L, on a donc  

∀ f∈ ),(MEnd A ( ) P
A

P
Af ⊆ . 

( )
)(),18.1.2('

)(

)(,
IpropriétélavérifieMnpropositiolaaprésd

IpropriétélavérifieP
A

MEndfP
A

P
Af A ⇒





 ∈∀⊆

 Donc PAM
LP∈

⊕=  est de type fini. D’où L est un ensemble fini. 

 

 

 

Corollaire 3.7 

Soit A un FGI-anneau commutatif. Alors les conditions suivantes sont vérifiées :  

i) Le radical de Jacobson J  de A est un nilidéal. 
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ii) A est un anneau semi-local. Par conséquent J
A  est un anneau semi-simple. 

Démonstration : 

i)  Si A un FGI-anneau alors tout idéal premier de A est maximal. Donc le radical 

premier de A est égal  au radical de Jacobson de A qui est un nilidéal. 

ii)  Si A un FGI-anneau  alors A  admet un nombre fini d’idéaux premier tous 

maximaux. D’où A est semi-local. 

 

 

Corollaire 3.8 

Soit A un FGI-anneau commutatif et J son radical de Jacobson. Alors pour tout 

idempotent x  de J
A , il existe un idempotent e de A tel que  xe = . 

 

Démonstration : 

Soit x  un idempotent de J
A , alors xx =

2
 . Donc x2 – x ∈ J. 

Puisque A est un FGI-anneau commutatif, alors J est un nilidéal. Dons il existe un 

entier n ≥ 0 tel que ( ) 02 =−
nxx . 

En développant par la formule du binôme on obtient la relation suivante : 

)(1 xPxx nn +=  , où P(x) est un polynôme en x à coefficients entiers. 

)(...)()()( 233221 xPxxPxxPxxPxx nnnnnn ===== +++  

Donc l’élément e = )(xPx nn   est un idempotent de A. 

[ ] exPxxPxPxxPxe nnnnnnn ==== )()()()( 2222 . 

Dans l’anneau J
A  on a les relations suivantes : exPxxPxxx nnn

==== )()( . 
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Proposition 3.9 

Un anneau artinien à idéaux principaux  est un FGI-anneau. 

Démonstration : 

Supposons que A est un anneau artinien à idéaux principaux. Alors d’après le 

théorème de Cohen-Kaplansky, tout A-module est une somme directe de modules 

cycliques.    

Raisonnons par l’absurde. 

Soit M un A-module qui vérifie la propriété  ( I ) et qui n’est pas de type fini. 

Comme il existe seulement un nombre fini de A-modules indécomposables cycliques 

non isomorphes, M possède un facteur direct N qui est une somme directe d’un 

nombre infini dénombrable de modules cycliques ,...)2,1( =iLi   deux à deux 

isomorphes . 

Ecrivons ii
LN

∞

=
⊕=

1
. 

Pour tout i=1,2,…, soit iϕ  un isomorphisme de 1+ii LsurL . 

Considérons l’application 
)(...)()()(...

:

211121

1

isisiiiiisii

ii

eeeneeen

NLN

ϕϕϕϕ

ϕ

+++=→+++=

→⊕=
∞

=  

Il est clair que ϕ est un endomorphisme injectif car tous les iϕ  sont des 

isomorphismes. 

Cependant ϕ n’est pas surjectif. 

Si Neeen n ∈+++= ...21 , alors n’admet pas d’antécédent dans N par construction de 

ϕ et iϕ  . 

D’où l’application 
tnxtnx

MTNM
+=→+=

→⊕=
)()(~

:~

ϕϕ
ϕ

      est un endomorphisme 

injectif et  non surjectif. 

Il en résulte que M ne possède pas la propriété ( I ) ce qui est une contradiction. 
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Proposition 3.10 

Soit A un FGI-anneau commutatif et dénombrable. Alors A est artinien. 

 

Démonstration : 

Soit A un FGI-anneau commutatif. Alors A est un anneau semi-local et le radical de 

Jacobson de A est un nilidéal. Donc pour montrer que A est un anneau artinien, il 

suffit de prouver que l’enveloppe injective de chaque A-module simple est 

dénombrable. 

Soit M un A-module simple et E (M) son enveloppe injective. 

Puisque M est simple, alors E (M)  est indécomposable. Ainsi E (M) est un A-module 

injectif indécomposable. Donc E (M) vérifie la propriété ( I ). D’où E (M) est de type 

fini. 

A étant dénombrable et E (M) de type fini donc E (M) est dénombrable. D’après le 

théorème de C. Megibben [ 20 ] on a donc A est artinien. 
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CHAPITRE 4 

THÉORÈME DE CARACTERISATION DES  FGI-ANNEAUX 
COMMUTATIFS 

 
INTRODUCTION  

Ce chapitre est divisé en deux parties : 

Dans la première partie, le résultat principal est la Proposition 4.1.5, qui dit  que si A 

est un anneau artinien, commutatif et si A admet un idéal non principal alors il existe 

un A-module qui vérifie la propriété ( I ) et qui n’est pas de type fini. 

Dans la deuxième partie, nous donnons le théorème de caractérisation des  

FGI-anneaux commutatifs qui dit qu’un anneau A est un FGI-anneau commutatif si 

seulement si A est un anneau commutatif, artinien à idéaux principaux.  Pour 

prouver ce théorème, nous allons utiliser certains résultats des chapitres précédents. 

  
 

4.1  EXEMPLE D’UN A-MODULE VERIFIANT LA  
PROPRIETE ( I ) ET QUI N’EST PAS DE TYPE FINI. 

 
Pour construire ce A-module, nous supposons sans perdre de généralités que A est 

un anneau local d’idéal maximal  J (A)= AbAa +  avec  a ≠ 0, b ≠ 0, tels que  

a2 = b2 = ab = 0. Donc d’après l’article [9], il existe un sous-anneau artinien à  idéaux 

principaux C de A, dont le radical de Jacobson J (C )= aC avec  a ≠ 0. 

Posons Maintenant 
0≥

⊕=
i

iCeM  un C-module libre avec une base infinie dénombrable 

{ ei / i ∈ ℕ }. 

Soit σ  l’endomorphisme du C-module M défini par :
( )

( )



≥=
=

− 1,
0

1

0

isiaee
e

iiσ
σ

 

Soit enfin f un endomorphisme injectif du C-module M, vérifiant : offo σσ = . 
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Avec ces hypothèses nous avons les lemmes suivants : 

 
Lemme 4.1.1 

i) 02 == σσa  

ii) Pour tout entier i ≥ 1, ( )[ ] ( )1−= ii eafefσ  

 

Démonstration : 

i) 1,0)()( 1
2

1 ≥∀=== −− ieaaeaea iiiσ  

         0)0()( 0 == aeaσ  

      Donc 02 == σσa  

ii) pour tout entier i ≥ 0, [ ] [ ] )()()()( 11 −− === iiii eafaefefef σσ . 

 

Lemme 4.1.2 

Pour tout entier i ≥ 0, k
ik

i
ki

i
ij

ij

i
ji eaeeef ∑∑ ++=



ααα)( , avec i
iα  un élément  inversible 

de l’anneau A. 

 

Démonstration : 

Nous allons utiliser une démonstration par récurrence. 

∗ Nous avons [ ] [ ] 0)0()()( 00 === fefef σσ  et 0)()( 00 ≠= aefeaf , car f est injective. 

Posons ∑
=

=
m

i
ii eef

0

0
0 )( α ,alors d’après l’égalité [ ] 0)( 0 =efσ , on obtient 0

1

0

0
1 =∑

−

=
+

m

i
ii eaα . 

Comme { }Niei ∈,  est une base, on a mka k ,...,1,00 =∀=α . On en déduit que 0
kα  n’est  

pas inversible, mk ,...,1=∀ . Donc aCCJk =∈ )(0α , pour mk ,...,1= . 

D’autre part la relation =)( 0eaf  ∑ ∑
= =

≠+=
m

i

m

i
iiii eaeaea

0 1

0
0

0
0

0 0ααα  implique que 

00
0 ≠αa  et 0

0α est inversible. 

∗ Supposons que ∑ ∑++=
ij ik

k
i
ki

i
ij

i
ji eaeeef

 

ααα)(  avec i
iα  inversible. 
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Posons ∑ ∑
+ +

+
+

+
+

+
+ ++=

1 1

1
1

1
1

1
1 )(

ij ik
k

i
ki

i
ij

i
ji eeeef

 

ααα  

De la relation ( )[ ] ( )ii eafef =+1σ , nous avons  

=++∑ ∑
+ +

−
+

+
+
+−

+

1 1
1

1
1

1
11

1

ij ik
k

i
ki

i
ij

i
j eaeaea

 

ααα ∑ +
ij

i
i
ij

i
j eaea



αα  

Donc pour k  > i+1, 01 =+i
kaα  et 1+i

kα   est non inversible. Donc 1+i
kα aCCJ =∈ )( . 

D’autre part, on a 01
1 ≠=+
+

i
i

i
i aa αα , donc 1

1
+
+
i
iα  est inversible. D’où le résultat. 

 

Lemme 4.1.3 

Pour tout entier i ≥ 0, faei Im∈ . 

Démonstration : 

∗ D’après le  lemme (4.1.2) , ∑
≥

+=
1

0
0

0
00 )(

i
ii eaeef αα , avec 0

0α   inversible. 

Donc 0
0
000 )()( eaeafaef α==  et ( ) [ ] ( )[ ] faefaefae Im)( 0

10
00

10
00 ∈==

−−
αα  

∗ Supposons que faek Im∈  pour tout k≤  i. 

D’après le  lemme (4.1.2), nous pouvons écrire ∑ ∑
≤ +

+
+

+
+

+
+ ++=

ij ik
k

i
ki

i
ij

i
ji eaeeef

1

1
1

1
1

1
1 )(



ααα  

avec 1
1
+
+
i
iα  inversible. 

Donc nous avons )()( 11 ++ = ii eafaef =∑
≤

+
+
+

+ +
ij

i
i
ij

i
j eae 1

1
1

1 αα  

Or 1
1
+
+
i
iα  étant inversible et par hypothèse∑

≤

+

ij
j

i
j ea 1α fIm∈ . 

Donc ( ) feaaefae
ij

j
i
ji

i
ii Im)( 1

1
11

11 ∈







−= ∑

≤

+
+

−+
++ αα . 

D’où le résultat. 

 

Lemme 4.1.4 

Pour tout entier i ≥ 0, fei Im∈ . 

Démonstration : 

∗ D’après le  lemme (4.1.2), ∑
≥

+=
1

0
0

0
00 )(

i
ii eaeef αα , avec 0

0α   inversible. 
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Mais d’après le lemme (4.1.3), on a   






∑
0

0

k
kk ea α fIm∈ donc fe Im0 ∈  

∗ Supposons que fek Im∈  pour tout k≤  i et écrivons  

∑ ∑
+ +

+
+

+
+

+
+ ++=

1 1

1
1

1
1

1
1 )(

ij ik
k

i
ki

i
ij

i
ji eaeeef

 

ααα  avec 1
1
+
+
i
iα  inversible. 

Il résulte du lemme (4.1.3) que   







∑

+

+

1

1

ij
j

i
j ea



α fIm∈ . 

Donc ( ) feaeefe
ij

j
i
j

ij
j

i
ji

i
ii Im)(

1

11
1

11
11 ∈








−−= ∑∑

+

+

≤

+
+

−+
++



ααα  

Proposition 4.1.5 

Soit A un anneau commutatif artinien. Si A admet un idéal non principal, alors A 

possède un A-module M vérifiant la propriété ( I ) et qui n’est pas de type fini. 

Démonstration : 

Comme A est un produit d’anneau artiniens locaux, on peut supposer que A est un 

anneau local de radical de Jacobson J (A )= bAaA +  avec  a ≠ 0, b ≠ 0, tel que  

a2 = b2 = ab = 0. Donc d’après l’article [9], il existe un sous-anneau artinien à  idéaux 

principaux C de A, dont le radical de Jacobson J (C )= aC avec  a ≠ 0 et   

a2  = 0, tel que  bCCA ⊕=  (considéré comme C-module). 

Considérons l’homomorphisme d’anneaux : 

                
λσαλα

ϕ
+→+

→⊕=

M

C

Idb
MEndbCCA:

 

Avec α, λ ∈ C, MId  est l’homomorphisme identité du C-module 
0≥

⊕=
i

iCeM . 

Par ϕ , M a  une structure de A-module défini par Mmmrmr ∈∀= ,)(ϕ  dont les 

endomorphismes du A-module M sont les éléments MEndf C∈  vérifiant offo σσ = . 

Donc il résulte des lemmes : lemme (4.1.1), lemme (4.1.2), lemme (4.1.3), lemme 

(4.1.4) que  Im f = M, par conséquent M satisfait à la propriété ( I ). 

Comme { ei / i ∈ ℕ } est une base du C-module M, ainsi M considéré comme  

A-module n’est pas de type fini.   
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Théorème 4.1.6: 

Soit A un anneau commutatif et dénombrable.  Alors les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

i) A est un FGI-anneau. 

ii) A est un anneau artinien à idéaux principaux. 

Démonstration : 

i)⇒  ii) D’après la proposition (3.10), A est un anneau artinien. Supposons par 

l’absurde que A admet au moins un idéal non principal, d’où d’après proposition 

(4.1.5)   il existe un A-module M vérifiant la propriété ( I ) et qui n’est pas de type fini. 

Ce qui est contraire à l’hypothèse. Par conséquent A est un anneau artinien à idéaux 

principaux. 

 

ii)⇒ i)  D’après la proposition (3.9), si A anneau artinien à idéaux principaux alors A 

est un FGI-anneau. 

 

 

4.2  CARACTERISATION DES FGI-ANNEAUX 
COMMUTATIFS 

 

D’après le chapitre 3, si A est un FGI-anneau commutatif alors le radical de Jacobson 

de A est un nilidéal  et A est un anneau semi-local. En  particulier pour tout 

idempotent x  de J
A , il existe un idempotent e de A tel que  xe = .Donc A est un 

anneau semi-parfait c'est-à-dire un produit d’anneaux artiniens locaux. 

Nous supposons dans la suite que A est un anneau local, dont le radical  de 

Jacobson J ( A )= J est un nilidéal. 

Soit S = J
A un A-module simple et E = ( )J

AE  l’enveloppe injective de S. 

 

http://www.rapport-gratuit.com/
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Définition 4.2.1 

Un A-module M  est finiment annulé s’il existe des éléments m1, …, mn ∈ M tels 

que : ),...,,()( 21 nAA mmmAnnMAnn =  

                           ={ }kiamAa i ,...,1,0/ =∀=∈  

                           =
k

i
iA mAnn

1

)(
=

 

                           ={ }MmamAa ∈∀=∈ ,0/  

 

Remarque 4.2.2 

Soit A un anneau commutatif. Si M est un A-module de type fini alors M est finiment 

annulé. 

 

Proposition 4.2.3 

Soit A est un FGI-anneau, local et commutatif. Soit S = J
A  et E= E(S), alors E est 

finiment annulé. 

 

 

Démonstration : 

A est un anneau local donc S = J
A  est un A-module simple. 

Puisque S est un A-module simple, alors  E= E(S) est un A-module injectif 

indécomposable. Par conséquent E vérifie la propriété (I). 

On en déduit que E est de type fini ce qui implique E est finiment annulé. 

 

Proposition 4.2.4 

Soit A est un FGI-anneau, local et commutatif. Si N est un sous-module de E 

totalement invariant alors N est finiment annulé. 
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Démonstration : 

Il suffit de montrer d’abord que N est de type fini ou de façon équivalente de 

montrer que N vérifie la propriété ( I ). 

Soit u un endomorphisme injectif de N et ENi →:  l’injection canonique. 

On a : ENNu iu →→:1  est aussi une injection avec uoiu =1 . 

Nous avons le diagramme suivant : 

 

                                                                      E 
                                                                                     
                                                 1u                                    u~  
 
                              0                   N                                           E 
                                                                       i 
    

Puisque E est un A-module injectif, alors il existe un endomorphisme u~  de E tel que : 

1
~ uiou = . 

∗ Prouvons que u~  est un monomorphisme. 

Soit x un élément de E tel que x ≠ 0, donc { }0≠Ax . 

Ax est un sous-module non nul de E, donc { }0≠AxS  , car E est un extension 

essentielle  de S. Ceci implique que AxS ⊂  car S est un A-module simple. 

Donc il existe λ ∈ A tel que 0≠xλ  et NSx ⊂∈λ . 

De plus on a )(~)(~)(0 1 xuxuxu λλλ ==≠ . 

Donc 0)(~ ≠xu , et u~  est un monomorphisme. Il s’en suit que u~  est un 

automorphisme de E car un E est un A-module injectif indécomposable. 

Soit y un élément de N, alors il existe z ∈ E tel que yzu =)(~ . Donc  

Nyuz ∈= − )(~ 1    car N est totalement invariant. 

Ainsi on a : )()()(~
1 zuzuzuy === . Donc u est un automorphisme de N. Par 

conséquent N est de type fini d’où le résultat. 
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Théorème 4.2.5   ( [ 7 ] Théorème 2.7  p.18) 

Soit A un anneau, de radical premier N, tel que tout sous-module de ( )N
AE  

soit finiment annulé.  Alors les assertions suivantes sont équivalentes : 

i) A est artinien à gauche. 

ii) Pour tout idéal premier P de A, P
A est artinien à gauche. 

iii) Tout A-module à gauche de type fini est finiment annulé, et tout idéal 

premier de A est maximal. 

 

Proposition 4.2.6 

Soit A est un FGI-anneau, local commutatif. Alors A est artinien. 

 

Démonstration : 

Posons N l’unique idéal maximal de A. 

A étant un FGI-anneau, le radical de Jacobson de A= radical premier de A= N. 

Donc N
A  est un A-module simple par conséquent ( )N

AE  est indécomposable. 

On en déduit que ( )N
AE  vérifie la propriété ( I ). Donc ( )N

AE est finiment annulé. 

D’après le théorème (4.2.5) A est un anneau artinien. 

 

Théorème 4.2.7 

Un anneau A est un FGI-anneau si seulement si A est un anneau artinien à idéaux 

principaux.  
 

Démonstration : 

⇒) )(AJA  est un FGI-anneau car )(AJA   est une image homomorphe de A. 

Soient nMM ,...,1  les idéaux maximaux de A. D’après le théorème chinois 

i

n

i
MAAJA

1
)(

=
⊕≅  par suite )())((

1 i

n

i
MAEAJAE

=
⊕≅ . Puisque iMA  est un A-module 
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simple alors ( )iMAE  est un A-module injectif indécomposable donc ( )iMAE  vérifie 

la propriété (I) pour  tout i, ( )ni ≤≤1 . Or ( )i

n

ii

n

i
MAEMAE

11 ==
⊕=






⊕   on en déduit 

d’après la Proposition 2.1.17  que ( )i

n

i
MAE

1=
⊕  vérifie propriété ( I) . Par conséquent     

( )i

n

i
MAE

1=
⊕  est de type fini. Puisque )())((

1 i

n

i
MAEAJAE

=
⊕≅ , alors ))(( AJAE  est de 

type fini donc ))(( AJAE  est finiment annulé. Donc D’après le  Théorème 4.2.5   

A est artinien. 

Supposons par l’absurde que A admet au moins un idéal non  principal, d’où, 

d’après la proposition (4.1.5), A admet un A-module vérifiant la propriété ( I ) et 

qui n’est pas de type fini. Ce qui est contraire à l’hypothèse. 

Donc A est artinien à idéaux principaux. 

⇐) Supposons que A est un anneau artinien à idéaux principaux. D’après la 

proposition (3.9), A est un FGI-anneau 

 

Corollaire 4.2.8 

Soit A un anneau commutatif. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) A est un anneau artinien à idéaux principaux. 

ii) Un A-module est de type fini si et seulement s’il vérifie la  

propriété ( I ). 

Remarque 4.2.9 

1) Comme exemple de FGI-anneaux on peut citer les corps, les anneaux simples et les 

anneaux semi-simples. 

2) Un sous-anneau d’un FGI anneau n’est pas nécessairement un FGI-anneau. 

 

Exemple : Soit A un anneau et K= 1−AS son corps des fractions. Supposons que  

K ≠ A. Alors K est un FGI-anneau alors que A ne l’est pas. 
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