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INTRODUCTION

Soit X un ensemble non vide. On dit que X vérifie la propriété (I) si toute application
injective f : X — X est bijective. Dans la catégorie Ens des ensembles, la propriété
(I) caractérise les ensembles finis. Dans la catégorie Vect, des espaces vectoriels sur
un corps K, la propriété (I) caractérise les K-espaces vectoriels de dimension finie.
Un A-module M vérifie la propriété (I) si tout A-endomorphisme injectif sur M est un
automorphisme.
L’étude des A-modules vérifiant la propriété (I) a fait I'objet de plusieurs
publications. Ainsi en 1945, Beaumont [ 8 ], a montré que tout groupe abélien de
torsion, de type fini vérifie la propriété (I). Kaplansky [ 15 ], a donné la méme année,
une condition nécessaire et suffisante pour qu'un module de type fini vérifie la
propriété (I). En 1976 Vasconscelos [ 26 ], a donné une caractérisation des anneaux
commutatifs pour lesquels tout module de type fini vérifie la propriété (I). En 1978
Armendariz et Fisher-Snider [ 2 ], étudient les anneaux non nécessairement
commutatifs pour lesquels tout module de type fini vérifie la propriété (I). En 1992
Varadarajan [ 22 ], a étendu ces notions a des catégories plus générales. Il a montré
qu'un anneau peut vérifier la propriété (I) dans la catégorie des A-modules a gauche
aMod sans I'étre dans la catégorie des A-modules a droite Moda..
On a aussi étudié d’autres problemes relatifs a la propriété (I) parmi lesquels :

1. La caractérisation des anneaux sur lesquels tout module vérifiant la propriété

(I) est artinien appelés I-anneaux.
2. La caractérisation des anneaux sur lesquels tout module vérifiant la propriété
(I) est de type fini appelés FGI-anneaux.

La question 1. a été résolue dans le cas commutatif par Kaidi et Sangharé [ 14 ], en
1988. Ces derniers ont montré que ces anneaux sont exactement les anneaux artiniens
a idéaux principaux.

Quant a la question 2. , elle a été résolue dans le cas commutatif par M. Barry,



O. Diankha et M. Sangharé [ 5 ], en 2005. Dans le cas d'un duo anneau aussi, la
question 2. a été résolue par M. Barry, O. Diankha et M. Sangharé [ 6 ].

Le but du présent mémoire est de présenter les travaux de M. Barry,

O. Diankha et M. Sangharé relatifs a I'étude des FGI- anneaux commutatifs.

Plus précisément, il s’agit d’établir une équivalence entre les FGI-anneaux
commutatifs et les anneaux commutatifs artiniens a idéaux principaux.

Un anneau A est un FGI- anneau a gauche si A est un anneau dans lequel tout
A-module a gauche vérifiant la propriété (I) est de type fini. Un anneau A est un
FGI- anneau a droite si A est un anneau dans lequel tout A-module a droite vérifiant
la propriété (I) est de type fini. Un anneau A est un FGI- anneau si A est a la fois un
FGI- anneau a droite et a gauche.

Soit A un anneau commutatif tel quel, # 0, F, la classe des A-modules de type fini
et |, la classe des A-modules vérifiant la propriété (I1). En général nous n’avons pas
I'égalité F, = 1. Un résultat de W. Vasconscelos que nous verrons au chapitre II
montre que F, c |, siet seulement si tout idéal premier de A est maximal.

En général dans un anneau commutatif, il peut exister des A-modules de types finis
qui ne vérifient pas la propriété (I). On a aussi des exemples de A-modules vérifiant
la propriété (1) et qui ne sont pas de types finis.

Pour faire cette étude, nous avons divisé le travail en quatre principaux chapitres :

Le chapitre I est un rappel de certains résultats classiques sur les anneaux et les
modules que nous utiliserons tout au long de ce travail.

Au chapitre II, nous donnons quelques exemples de A-modules vérifiant la
propriété (I).

Le chapitre III est consacré a I’étude de quelques propriétés sur les
FGI-anneaux commutatifs.

Au chapitre IV, nous donnons le théoreme de caractérisation des FGI-anneaux

commutatifs.
Dans tout le mémaoire, et sauf mention express du contraire, le mot anneau désignera
un anneau associatif, unitaire non nécessairement commutatif. Le mot module

désignera un A-module a gauche unitaire.



CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES ANNEAUX ET LES MODULES:

INTRODUCTION

Ce chapitre contient essentiellement des résultats que nous utiliserons dans toute la
suite de ce mémoire. On y trouve les propriétés et les aspects de bases sur les notions
d’anneaux et de modules. Les anneaux et les modules semi-simples ainsi que les

modules injectifs et leurs enveloppes injectives y sont aussi présentés.

1.1 GENERALITES SUR LES ANNEAUX

1.1.1 Anneaux, sous-anneaux, idéaux et homomorphisme

d'anneaux

Définition 1.1.1.
On appelle anneau tout groupe (A +), muni d’une multiplication vérifiant :

* a(b+c)=ab+ac Va,b,ceA

* (b+c)a=ba+ca Vab,ceA

* Si en outre (ab)c = a(bc) Va,b,ce A, alors (A +e) est un anneau associatif.

*Siab=ba Va,be A, ondit que 'anneau (A,+,) est commutatif.

* I/anneau (A,+,e) est dit unitaire s'il existe un élément 1, tel que
l,a=al,=a VaeA

Définition 1.1.2.
Soit (A,+,0) un anneau, une partie B de A est un sous-anneau de A si :

* (B,+) est un sous-groupe de (A,+)
* ¥V a,beB,abeB.

*1,eB



Définition 1.1.3.
Soit (A,+,¢) un anneau, une partie I de A est appelée idéal a gauche (respectivement a

droite) de A si:

* (1,+) estun sous-groupe de (A+)

* VaeAVXxel,axel (respxael).

On dit qu'un idéal I d’un anneau A est un idéal bilatere si seulement si I est a la fois

idéal a gauche et idéal a droite de A.

Proposition 1.1.4.
Soit (A,+,¢) un anneau, I et I deux idéaux a gauche de A.

lL+1,=x+y /xel,,yel, }

LNl ={xeA /xel etxel, }
l,el, :{ Zxaya/xa el,ety, el, | estappelé produit de I et L.
ael,A fini

\/I = {x eA/Ine N’ x" e, } estappelé racine ou radical de I1.

1, = {X eA/Xl, c IZ} est appelé transporteur de I dans I.

LL+1,; Ll (1 1ol et 1, el, sontdes idéaux a gauche de A.

Si(l,),., estune famille d’idéaux de A, alors (N1,),., estunidéal de A.

Définition 1.1.5.

Soit A et B deux anneaux. On appelle homomorphisme d’anneaux de A dans B toute
application f:A— B tel que:

f(a+b)=f(a)+ f(b)

f (ab) = f(a) f (b)

f(1,) =1



Définition 1.1.6.

Un anneau est integre s’il vérifie la propriété suivante :

VX, ye A, xy=0=x=0 ou y=0

Définition 1.1.7.
Un idéal d’lun anneay A est principal sil est engendré par un élément.

Un anneau A est dit principal, s’il est integre et tout idéal de A est principal

1.1.2 IDEAL PREMIER, RADICAL PREMIER

Définition 1.1.8.

Soit (A,+,¢) un anneau. Un idéal I de A est premier s'il est différent de A et vérifie les

conditions équivalentes suivantes :

i) VabeA si aAbcl alors soitael,soitbel.

ii) Si B et C sont deux idéaux de Atelsque BC c l alorsBc louC c |

Lemme 1.1.9.
Unidéal I d’un anneau A est premier si et seulement si I’anneau '% est integre.

Lemme 1.1.10.
Soient I1, .., In des idéaux de A et P un idéal premier de A. Si P contient le produit

I ... In, il contient I'un des I;.

Définition 1.1.11.
On appelle radical premier d'un anneau A et on le note rad (A), I'intersection des
idéaux premiers de A.

Un anneau A est semi-premier si rad (A) =0.

Définition 1.1.12.

*  Soit A un anneau commutatif. L’élément x de A est nilpotent s’il existe

n e N, tel que x»=0.
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* Soit I un idéal a gauche de A, on dit que I est nilpotent s’il existe
ne N, tel que 1" = {0}.

* L’ensemble des éléments nilpotents d'un anneau A est appelé nilidéal de A.

Lemme 1.1.13.
L’intersection de tous les idéaux premiers de A est un nilidéal.

Démonstration :
Soit N’ I'’ensemble des éléments nilpotents de A. Il nous faut montrer que

N’=rad (A).

* Montrons que N" c rad (A).

Soit xe A, x nilpotent. Alors il existe un entier n > 0 tel que x»=0. Mais alors x" € P,
d’ou x € P, pour tout idéal premier P de A.
* Inversement : soit xe A, x non nilpotent.
On va montrer qu’il existe un idéal premier P de A tel que x ¢ P.
Soit % ={l idéal /¥n>0,x" e
{0} e R, donc R est non vide.
R est une partie ordonnée inductivement, par conséquent, d’apres le lemme de
Zorn, R admet un élément maximal, appelons-le P.
On montre que P est un idéal premier.
Soit u, v ¢ P. Alors P est strictement inclus dans P + Au et dans P + Av d’ou, par
maximalité de P, ni I'un, ni I'autre de ces idéaux n’appartient a‘R .
Par conséquent, il existe des entiers m >0 etn > 0 tel que x™ € P+ Au et
x1 € P+ Av, d’otu xm e (P+ Au)P + Av)= P+ Auv.
D’ou P + Auv n’appartient pas a‘®R , autrement dit, uv ¢ P.

Donc P est un idéal premier de A, qui, par construction, ne contient pas x.
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1.1.3 IDEAL MAXIMAL, RADICAL DE JACOBSON

Définition 1.1.14,
Soit (A,+,0) un anneau. Un idéal M de A est dit maximal si et seulement si

M # A et pour toutidéalIde A telque M cI,ona: M=Ioul=A.

Lemme 1.1.15.

* Tout idéal maximal est premier.

* Unidéal M d'un anneau A est maximal si et seulement si 'anneau quotient %/I

est un corps.

Lemme 1.1.16.
Soit A un anneau. Un élément a € A est inversible si et seulement si a n"appartient
pas a aucun idéal maximal de A.

Démonstration :
=>) Supposons que a est inversible. Alors ( a )= A et le seul idéal de A contenant A est

A lui-méme. Par suite, a ne peut appartenir a aucun idéal maximal.
<) Si an’est pas inversible alors (a ) # A. Donc il existe un idéal maximal M de A

contenant (a ). Donca € M.

Définition 1.1.17.
On appelle radical de Jacobson d’un anneau A l'intersection des idéaux maximaux de

A.Onlenote] (A).

Lemme 1.1.18.
Soit x € A, les affirmations suivantes sont équivalentes :
i) x € J (A).

ii) 1 - xy inversible a gauche, pour tout ye A.

11



Démonstration :
i) = ii) Soit x € J (A).

Supposons qu’il existe y € A, tel que 1 —xy non inversible. Donc 1 — xy est
contenu dans un idéal maximal M.

Maisx e J(A)cM=>xy e M=1 e M= M= A. Ceci est absurde.

ii) = i) 1 — xy inversible a gauche, pour tout ye A.

Supposons qu’il existe un idéal maximal M qui ne contient pas x.
=>xA+M=A=ilexistem e Mety € Atelsquexy+m=1

= m=1-xy € M. Absurde car 1 - xy inversible.

Remarque 1.1.19.
* J(A)= {a e A /1—ax inversible & droite, pour tout x A}

* ] (A) estle plus grand idéal tel que 1 — a soit inversible pour touta € J (A).

* Tout nilidéal a gauche ou a droite de A est contenu dans ] (A ).

1.1.4 IDEAUX ETRANGERS ET THEOREME CHINOIS

Définition 1.1.20.

SoientI1,..., In des idéaux de A.
1) Onditquels,..., In sont étrangers ( on dit aussi premiers entre eux) sil’on a
I +..+1, =A.
2) Onditquels,..., In sont étrangers deux a deux si I: et Is sont étrangers, pour

toutr #s.

Lemme 1.1.21.
On suppose que I est étranger a Ji, ..., Jm (on ne suppose pas les Ji nécessairement

premiers entre eux). Alors I est étrangera J1 ... Jm.

12



Démonstration :

Par hypothese, il existe, pour i=1, ..., m, des éléments x; € | et y;, € J; tel que

X;+Yy, =1. Alors 1= H (x; +y,), et en développant ce produit, on obtient le terme
i=1

Y, ... Y qui appartientaJi ... Jm et une somme de terme qui contient au moins un
X; donc appartient al. D’ou I est étrangeraji ... Jm.

Corollaire 1.1.22

Supposons I1 ..., In étrangers deux a deux et soient mi,..., mn des entiers > 1.
Dl =0L0..N1,.

2) 1™ ..., 1™ sont étrangers deux a deux.

Démonstration :

1) Ii...In étantl'idéal engendré par les produit xi ... xn,ona I,..1, < I, N...N1,.
Montrons par récurrence que |, (1.1, < I,...1,

Supposons n=2.

Par hypothese, il existe x1 € I1 et x2 € Iz tels que x1 + x2 =1. Alors pour tout
ael,Nl,,l'ona a=al=ax +ax,el, I,,doul, I,=1N1I,.

Supposons n > 3.

Par hypothese de récurrence 1, N...N 1, =1,...1, et d’apres le lemme précédent
Lo ...In est étranger a Ii. Doncl, N..N 1, = 1, N(1,..1, )= 11,..1,.
2) Montrons par récurrence que |,™ ..., 1" sont étrangers deux a deux.
D’apres le lemme précédent I est étranger a 1,%, puis|,? est étranger a I, donc

1™ et 1;% sont étrangers.

Par hypothese de récurrence, 1, ,..., I|™ sont étrangers deux a deux. De plus d’apres
le cas n=2, chaque 1, est étranger a 1®, d’ou ;" ,..., I, sont étrangers deux a
deux.

|
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Théoréme 1.1.23 (Théoréme chinois)

On suppose I1,..., In étrangers deux a deux. Le morphisme ¥: A— A/l, ®...® A/l

induit un isomorphisme A/(I, N...N 1, )= r@:A/I -

Démonstration :

Montrons que Ker ¥ = ﬂ I

r=1

X+1, =1
Soitx € Ker ¥ = W(x)=(0,...0) = (x+ I, x+1,)= (I, 1,) =
X+1, =1,
Xel;
= =>XE€ ﬁlr.D’oh Ker‘{’gﬁlr.
; ;
Xel,

Soit x e ﬁl, = x=0 pour toutr, 1< r<n.Donc ‘P(X):(X,...,g): (6,,6) D’ou

r=1

Ker\P:ﬁlr.

r=1
Montrons que y est surjective.
Pour démontrer la surjectivité de v, il suffit de trouver g,,...,&, € A tels que
‘P(gr ) = (0,...,0,1,0,...,0) (ou1estalar-ieme place), car alors un élément arbitraire
(a_l,...,a) sera 'image de a,&, +...+a,5, € A.
Supposons n = 2.
Par hypothese, il existe x1 € I1 et x2 € Iz tels que x1 + x2 = 1. Alors 1 - x2=x1 appartient
al+I etalz et donc on peut prendre g1 =1 - x1 et de méme
g2 =1 - x2. Ce qui prouve le théoreme dans le cas n=2.

Supposons n > 3 et le théoreme établi pour n- 1.

14



D’apres le lemme et le corollaire précédent, 1, ..., =1,...1 est étranger a I1.

n

Donc, d’apres le cas n =2, la projection A— A/l, ® A/(I,N...N1,) induit un

isomorphisme A/(1,N..N1,)= A/L @ A/(1,N..N1,) (1).

De plus par hypothese de récurrence, la projection A — (4_32 A/1, induit un

isomorphisme A/(1,N..N1,)= C:BZA/lr (2).
En composant les isomorphismes (1) et (2), on obtient I'isomorphisme

A1LN..N1,)=@ Al .

1.1.5 ANNEAU LOCAL- ANNEAU SEMI-LOCAL

Définition 1.1.24

Un anneau A est dit local s’il admet un seul idéal maximal M. Le corps %A est

appelé corps résiduel.

Un anneau A est dit semi- local s’il admet un nombre fini d’idéaux maximaux.

Proposition 1.1.25

Les conditions suivantes sont équivalentes pour un anneau A.
i) A estlocal.
i) Les éléments non inversibles de A forment un idéal bilatere.
iii) J (A) est un idéal a droite maximal, et donc le plus grand idéal a droite propre
de A.
iV) J (A) est un idéal a gauche maximal, et donc le plus grand idéal a gauche
propre de A.
Dans ce cas, ] (A) est I'idéal bilatere formé des éléments non inversibles de A.

Proposition 1.1.26

Pour un anneau A les conditions suivantes sont équivalentes :
i) A est semi-local.

ii) Le quotient de A par son radical de Jacobson est un produit fini de corps.

15



Démonstration :

i) =ii) Si M,,...,M, sont des idéaux maximaux de A (deux a deux distincts) on a:

M, N..NM, =M,..M_, le théoréeme chinois donne A/J(A)= HA/Mi .

i=1
ii) = i) Il est évident qu'un produit fini de corps n’a qu'un nombre fini d’idéaux

maximaux.

1.2 GENERALITES SUR LES MODULES

1.2.1 MODULES, SOUS - MODULES, HOMOMORPHISME DE
MODULES

Définition 1.2.1.
Soit A un anneau unitaire.
i) Un A-module a gauche est un groupe abélien (M ,+)

AxM > M

muni d’une application
PP (a,m)— am

tel que:

* (a, +a,)m=a,m+a,m Vv (a,a,,m)e Ax AxM
* a(m, +m,)=a m, +am, v (m,m,,a)e M xM x A
* (a,a,)m=a,(a,m) Vv (a,,a,,m)e Ax AxM

* 1l,m=m VmeM

ii) Un A-module a droite est un groupe abélien (M ,+)

MxA—>M

muni d"une application ( tel que :

m,a) - ma
* m(a, +a,)=ma, + ma, Vv (a,a,,m)e Ax AxM
* (m +m,)a=ma+m,a v (m,m,,a)e M xM x A
+ m(aa,)=(ma,)a, Vv (a,a,,m)e Ax AxM

* ml,=m ,VmeM.



Définition 1.2.2
Soit M un A-module et N une partie de M. On dit que N est un sous- mo
et seulement si:

* (N ,+) est un sous-groupe de (M ,+).

* YaeA,VxeN,axeN.

"

Soit M un A-module. Un sous-module N de M est dit maxi

Définition 1.2.3

# M et il n’existe

pas de sous-module Lde Mtelque NcLc M.

Définition 1.2.4 @

Soit M un A-module et X < M . L’intersectio ous-modules de M contenant X,
s’appelle sous-module engendré par :
Par définition, (X) est le plus petit sous de M contenant X.

(X)=0si X=Qet(X) =Y XA sin n.'

xe X

On dit qu'un A-module M est deitype fini ou est finiment généré , s’il existe une
famille finie X telle que M =

On dit qu'un A-module M

M =(X). Q
Définition 1.2.

Soient M et

ue s’il existe un élément x € M tel que

s odules a gauche. Un homomorphisme de A-module de M
application f:M — M’ vérifiant :

(x+y) =T+ T(y)

e A, f(ax)=af (x)

dans M’ estu
* V.

* VYV

17



Définition 1.2.6
Un sous-module N d'un A-module M est dit completement invariant si pour tout

endomorphisme f de M, ona f(N)c N.

Lemme 1.2.7

Soit M un A-module et N un sous-module completement invariant de M. Alors pour

tout endomorphisme f de M, il existe un unique endomorphisme de A-modules
f:M/N — M/N tel que pof = fop ou p estla surjection canonique de M sur M/N

c'est-a-dire le diagramme suivant est commutatif.

M/N —————>M/N
f
Définition 1.2.8

Une famille {N,,1 € A} d’ensembles est une chaine si pour

tout A, u € A, soit N,cN, soit N#gNZ.

Lemme 1.2.9

Soit M un A-module et #={N,, 1 € A} une famille de sous-modules de M.

* [N, et D N, sontdes sous-modules de M.

AeA AeA

* Si R est une chaine, alors U N, est un sous-module de M.
AeA

18



Définition 1.2.10

Soit M un A-module et S un partie de M. On appelle annulateur de S et on le note
Ann (S) I'ensemble Ann(S) = {a eA/VxeS,ax= O}. Pour tout a € A, on note
Ann, (a) = {oe A:ba=0} et Ann,(a)={be A:ab=0}. Etpour tout x € M, on note
Ann, (x) = {b € A:bx =0}

* Si M est un A-module gauche, alors Ann (S) est un idéal a gauche de A.
* Si M est un A-module droite, alors Ann (S ) est un idéal a droite de A.

* On peut cependant remarquer que quelque soit le type de A-module

considéré, Ann (S) est un idéal bilatere de A.

*  Si (x;)1<i<n estun systéme générateur de M, alors Ann(M) = ﬂ Ann(x;).
i=1

Définition 1.2.11
1. a=0estun diviseur de zéro a gauche (resp. a droite) si Ann(a) # O (resp.
Ann,(a) #0). a # 0 est un diviseur de zéro s’il 'est droite et a gauche.
2. a=# 0 est régulier a gauche (resp. a droite) si Ann (a)=0 (resp. Ann,(a)=0).
a # 0 est régulier s’il I'est droite et a gauche.

3. a=# 0 estinversible a gauche (resp. a droite) s’il existe c € A tel que c a=1 (resp.

ac=1). a# 0 est inversible s’il I'est a gauche et a droite.

1.2.2 SOMMES ET PRODUITS DIRECTS DE MODULES

Notation :
o Soit o € J et soit {M,,a € J} une famille de A-modules a gauche. Si a € J et

M =M,, onpose [[M, =M. M’ est appelé card (]) copies de M.

ael

7, [[M; > M,
e Siael,onpose ped

Xﬂ)ﬂej = ”a((xﬂ)ﬂeJ ): Xa
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Proposition 1.2.12

Soient (M ,),.; une famille de A-modules, N un A-moduleetf,:N >M_  ael

une famille d’homomorphismes. Alors il existe un homomorphisme unique
f:N-—> H M, tel que le diagramme suivant soit commutatif.

ael

f
N ——]]M,

ael

f est appelé produit direct des f, noté f = H f,

ael

Corollaire 1.2.13

Soit f,:N—>M_, aeJ unefamille dhomomorphismes de A-modules. Alors

Ker[H faJ = (\Ker f,.

ael ael

Proposition 1.2.14

Soient (M), ; une famille de A-modules. Une somme directe de (M ,),_, estun
couple (M (0 wes ) ou pour touta: j, :M, - M est un homomorphisme de

A-modules tel que pour tout A-module N et pour toute famille d’homomorphisme

f,:M, > N, a e il existe un unique homomorphisme f:M — N tel quele

diagramme suivant soit commutatif.

L’unique homomorphisme f :M — N vérifiant f, = foj, estnoté f = @ f,.

ael
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Lemme 1.2.15

Soient {M_,a € J} et {N,,a € J} deux familles de A-modules et {f,,a € J} une

famille d’homomorphismes f,:M, >N, ael
i) H f, est un épimorphisme si et seulement si pour tout « € J, f, estun

ael

épimorphisme si et seulementsi @ f, est un épimorphisme.
J

ae

H f, est un monomorphisme si et seulement si pour tout o € J, f, estun

ii)
ael
monomorphisme si et seulement si @J f, est un monomorphisme.
Lemme 1.2.16

@ f, avecles f; des A-endomorphismes de M . Alors

iel

Soient M =_69I M, et f=

f = ® f, est un endomorphisme de M, de pluson a:

iel
1) (_@I f)" =_@I f", v n.
2) ker_69I f, = ®| ker f,

3) Ime&f =@Imf,

iel iel

Démonstration :

Pour tout x € M, il existe | fini, ] c I tel que x = Z X; ou les xi € M.

iel
1) On procede par récurrence sur n.
Pour n =1, c’est vraie, supposons que (@I f) = ®| f pour k < n et montrons que
c’est vraie pour n.
() = f(f"(x)
= £(® ()
= £ D F7(x)
\Jleﬁ‘ll'licl
= Z fj(fjnil(xj))
jeld

J finicl

2) Se fait de fagon similaire, en utilisant le fait que Z M, es une somme directe.

iel
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f(X)=0<f Exj =0 E fi(x;) |=0< f,(x;) =0 pour toutj €]
jeld jed
J finicl J finicl

< Xxe @kerf,.

iel

3) Soity € Im f, alors il existe X = ij eM tel quey=£(x). D'ou y = z Y,
jeld jeld
J finicl J finicl

avec y; = f;(X;) ce quiéquivautay e i(-EBI Im f,.

|
Remarque 1.2.17

Puisque (_(-BI f)' = €l-)| f,", vV n alors 2) et 3) entrainent que ker(_@I f)" = €l-)| ker f," et
Im(& f;)" =®Im f,"

iel

Proposition 1.2.18

n
Soit A un anneau tel que A=A ot les Ai sont des anneaux. Si M est un
i=1

A-module alors M est un Ai-module tel que tout A-endomorphisme f de M est un

produit de Ai- endomorphismes fi de Mi.

Démonstration :

: " _ e, =(00,..10,...0)
Soit A:| IAI pour 1<i<n, posons .
) T iéme place

@ A — Aeg

Soit
a, - (0,0,..,,3,,0,...,0)

¢ est un isomorphisme d’anneaux.

Soit M un A-module, posons Mi =ei M avecei € A. Mi est un sous module de M.
Mi est un eiA-module, c'est-a-dire un Ai-module par le produit suivant :

a, (e;m) = p(a;)e;m =¢,(0,0,...,,0,...,0)m

Or ¢/(0,0,..8,,0,....0meeM .

Sii=j ee; =(00,..,0,..0) (1)

De plus (1...1)=¢, +e, +..+¢e, =1.
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Donc m=Im=em+..+em.

Etd’apres (1), M; ﬂ@lM‘ = {0}, aveci # j.D’out M =_(-191Mi.

On obtient le diagramme suivant :

eiM— e M
fi

tel que fop, =pof et f=]]f.

i=1

f est un produit de Ai-endomorphisme fi de Mi = ei M.

1.2.3 MODULES ARTINIENS

Définitions 1.2.19

1. Soit A un anneau et ,M un A-module a gauche. On dit que M est artinien s’il

satisfait ala condition des chalnes décroissantes disant que toute chaine

décroissante infinie M; oM, o...o M, 2...de sous-modules de M est

stationnaire, c'est-a-dire il existe un entier no > 1 tel que Mn= Mno, pour tout

n = no.

2. Un anneau A est artinien a gauche si le A-module , A est artinien.

3. De méme A est artinien a droite si le A-module Aa est artinien.

23



Proposition 1.2.20
Soit ,M un A-module a gauche, les conditions suivantes sont équivalentes :
1) Toute chaine strictement décroissante de sous- modules de ,M est
stationnaire.
2) ,M possede la condition de chaine minimal, c'est-a-dire, tout ensemble non
vide de sous ensembles de M possede un élément minimal.
La proposition précédente est vraie pour un A-module a droite.
Démonstration :
1)= 2) Supposons que toute chaine strictement décroissante de sous- module de ,M
est stationnaire.
Si M; oM, o..oM, ... est une chalne décroissante de sous-modules de M, alors
{M,,n>0} admet un élément minimal Mro.
Pour tout n > no, on a Mno € Mn. D01 Mno. = Mn.
Donc M est artinien.
2)= 1) Supposons réciproquement qu’il existe un ensemble non vide (2 de sous-
module de M qui n’a pas d’élément minimal.
Prenons Mo e 2. Comme Monon minimal, il existe M1 € € tel que
Mo < M.

Supposons n > 1 et on a une chaineM, oM, o..oM, ..., Mi € QL.
Comme M n’est pas minimal, il existe M1 € Q tel que M, o M,,.
Par récurrence, on a une chaine décroissante infinie M, oM, ..M, ©...qui est

non stationnaire. Donc M n’est pas artinien.

Proposition 1.2.21
a) Un anneau artinien integre est un corps.
b) Tout idéal premier d'un anneau integre, artinien est un idéal maximal.

¢) Un anneau artinien n’a qu"un nombre fini d"idéaux premiers, tous maximaux.
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Démonstration :
a) Soit A un anneau artinien integre.

Soita € Aeta=0.

Posons In = <a”>, ne N“Donc Ina = <a””>«; In= <a“>.
Comme A est artinien, il exister € N* tel que <a' > =<a'+1>. Donc il existe b € A tel

quea'=ba*=a'-ba"=0=(l-ba)ar=0. Commear#0=1-ba=0
= ba =1. Donc a est inversible. Par conséquent A est un corps.

b) Soit P un idéal premier de A. Donc % est integre. Or % est artinien donc %

est un corps. D’ou la maximalité de P.

¢) Supposons par I'absurde que A possede une infinité d’idéaux maximaux distincts
M1, Mo,...

La suite décroissante d’idéaux M, o M;M, o M ;M,M, o... est stationnaire.

D’ou I'égalité Mi1...Mn1=Mi...Mn.

Ceci implique Mi...Mn1 < Mn. Donc d’apres le lemme d’évitement, I'un des Mi est
contenu dans Mh. Ceci contredit le fait que Mi est maximal.

Ainsi, A n’a qu'un nombre fini d’idéaux maximaux.

Proposition 1.2.22
Si A est un anneau artinien a gauche (resp a droite), le radical de Jacobson de A est le

plus grand idéal a gauche nilpotent. C’est aussi le plus grand idéal a droite nilpotent.

Démonstration :
La condition de chalne décroissante montre qu’il existe un entier n > 0 tel que
JI — J 1+1 —

Montrons que J' =0
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SiJ' =0, parmi les idéaux U tels que J 'U %0, choisissons en un élément minimal :
U.

Soita e Uo tel que J'a=0.

Onaalors J'(J'a)=J%a=J'a=0.

La minimalité de Uo implique J'a=U,.

En particulier, il existe y € J "< J(A) tel que a=ya.

Mais puisque ( 1- y) est inversible, on en déduit que a =0.

Cette contradiction montre que J (A) est nilpotent.

|

Proposition 1.2.23
Soit A un anneau artinien. Alors A est un produit fini d’anneaux artiniens locaux.
Démonstration :
Soit M, (1<i<n) desidéaux maximaux de A. On sait que

n n n n k
[IMm =(HMi ) =(_ﬂ|v|ij :

i1 i1 i-1

Posons J = ﬂ M, , le radical de Jacobson de A. Puisque A est artinien, il existe un
i=1

n k
entier no > 0 tel que J™ = {0}. Soit no =k donc (ﬂ M ij ={0}. Orles M sont deux a

i=1
deux étrangers (car un idéal maximal qui contient M + M ;‘ (i # j) contient aussi

M; et M; ce quicontreditle fait que M; et M; sontdistinctssi i j)donc

n n k n
H M/ = (ﬂ M ij = {0}. Puisque ﬂ M ¥ = {0}, alors d’apres le théoréme chinois
i=1 i=1

i=1

I’homomorphisme ¢:A— H( %/I kJ est injectif. De méme ¢ est surjectif car les
i=1 i

M/ sont étrangers. Donc ¢ est un isomorphisme. Puisque A est artinien alors %/I K
i

est artinien. De plus les %/I « sont des anneaux locaux. Donc A est un produit fini
i

d’anneaux artiniens locaux. [ |
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Proposition 1.2.24 [ 10]
Soit A un anneau commutatif. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) A est artinien et tout idéal de A est principal.

ii) Tout A-module est somme directe de module cyclique.

1.3 ANNEAUX ET MODULES DES FRACTIONS

1.3.1 ANNEAUX DES FRACTIONS, IDEAL D’'UN ANNEAU DE
FRACTION, IDEAL FRACTIONNAIRE

Soit A un anneau commutatif. Un sous-ensemble S de A est une partie multiplicative

sileSetVXx,yeS, xyeS.

Considérons la relation suivante sur I'ensemble produit AxS :
(a,s) ~ (b,t) < ilexisteu €S tel que u(at—bs)=0.

La relation ~ est une relation d’équivalence.

Lo a /
Notons S™A I'ensemble des classes d’équivalence et — un représentant de la classe
S

du couple (a,s).
On peut munir SA d’une structure d’anneau en le munissant des deux opérations

suivantes :

_ Addition : &40 _at+bs
s t st

. On vérifie que c’est bien défini et que cette loi confere

a S7'A une structure de groupe abélien.

- Multiplication : L b_ab
s t st

L’anneau (S A, +, x) est appelé anneau des fractions de A relativement a S.
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[EEN

1 " _ S Py , _
L’élément unité deSA est === VseS etl’élément zéros de S*A est
S

[EEY

VseS.

o

0
s

.. : - s . a (if A
On a une application naturelle i: A — S™A définie par i(a)= 1 qu’on vérifie étre un

homomorphisme d’anneaux unitaires. De plus, pour tout s € S, i(s) est inversible

dansS*A.
Proposition 1.3.1

Soit f : A— B un homomorphisme d’anneaux unitaires et S une partie multiplicative
de A telle que, pour tout s € S, f(s) inversible dans B. Alors, il existe un unique
homorphisme ¢:S™A— B tel que f =goi, autrement dit le diagramme suivant est

commutatif :

A— B

STA

Démonstration :

Si un tel ¢ existe, il doit vérifier (p(%} f(s) = q;(%jgo(i(s)):gp[%j(p(%j =(p(%]
Donc gp(ij =f(a)f (s)_1 ou f(s)™ désigne lI'inverse de f(s) dans B. Cela prouve qu'’il
S

existe au plus un tel homomorphisme .

Pour montrer son existence, il suffit de vérifier que la formule indiquée définit un

homomorphisme ¢:S™"A— B tel que ¢oi=f.
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Tout d’abord, si % = %, soitu e S tel que u(at—bs)=0.

f(s)™f(a)= f(s)™" f(tu)™ f(tu)f(a)= f(stu)™f(bsu)=f(t)™ f(b) ce qui prouve que ¢
est bien définie.

(0) = f (gj _ F ) £(0)=0.
1 4
o) = f@ =f)*f@)=1.
(/{%j + go(%j =f(s)™ f(a)+ f(t)™f(b)="f(st)[f(at)+ f(bs)]=f(st)?[f(at+Dbs)]

_ (at+bs]= (EJrBj
2l st 2571)
Enfin w[ij«p[Ej —F(s) T F (@) F(O) £ ()= F(st) * F (ab) - co(a—bj =¢{[3j(9j].
S t st b A\ t

L’application ¢ est donc un homomorphisme.

Remarque 1.3.2
* 0 € Ssi et seulement si S™A={0}.

* Soit A un anneau intégre. La partie S=A / {0} est une partie multiplicative de A.

L’anneau SA est alors un corps, appelé corps des fractions de A.

.1 . . . a
*S5iSetT, avec S c T, sont deux parties multiplicatives de A, I'application : T -

e )

de T A dans (S T )71 S™'A est un isomorphisme d’anneaux. En effet, elle est injective

' t'Y a . ,. ta .
car si —=0, il existe un v tel que (—j(zj =0, c'est-a-dire — = 0 et il existe donc un
S S

S

e )

autre s’ € Stel que s't'a=0. Puisque s't’ € T (car S = T), alors % =0.
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Sa

[EEN

sous la forme —.

La surjectivité se voit en écrivant un élément <

cn_\-—c-|m\g>

[EEN

Définition 1.3.3
Soit A un anneau et S une partie multiplicative de A.

SiIest unidéal de A, Iidéal engendré par i(l) dans S™A est 'ensemble des

/4 V4 . 7 . a \ —
éléments qui s’écrivent — otia € I, s € S. Onlenote S7'I.
S

*+ S =S"AcleSI < INS2D.
Remarque 1.3.4
*Si S estl'image de S dans é/ , on a 'isomorphisme : s’ ('y ); Sfl% 1

f :S’lA—>§71('%>

a a

S S

Il suffit de vérifier que : est un homomorphisme surjectif de

noyau S'I.

Proposition 1.3.5

Soit A un anneau et S une partie multiplicative de A, alors :
i) Tout idéal propre ] de S™A provient d'un idéal de A ne rencontrant pas S.
i) ST(1+3)=S+81, (1) =(SM)s M), s NI)=(sH)N(s ).
iii)  Les idéaux premiers de S™'A sont en bijection avec les idéaux premiers de

A ne rencontrant pas S.

Définition 1.3.6
Soit A un anneau integre de corps des fractions K. On appelle idéal fractionnaire de
A une partie I, non vide de K, telle que :

*x,yel= x+yel
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*xel,ae A= axel.

*[lexiste d e A, d#0,telque dl c A.

Remarque 1.3.7

* Un idéal fractionnaire de A n’est pas nécessairement un idéal de A.

* On peut encore définir un idéal fractionnaire I de A comme un

sous-A-module de K tel qu’il existe d € A, d #0, vérifiant | c % A.

* Si I et ] sont deux idéaux fractionnaires de A, leur produit I J est un idéal
fractionnaire de A.

* Si [ et ] sont deux idéaux fractionnaires de A, leur somme I+ ] est un idéal
fractionnaire de A.

* Tout sous-A-module de type fini M de K est un idéal fractionnaire.

* On dit qu'un idéal fractionnaire I de A est inversible s’il existe un idéal

fractionnaire ] de A tel que 1] = A. Onnote alors | ' son inverse.
1.3.2 MODULES DES FRACTIONS

Soit A un anneau commutatif et M un A-module. Soit S une partie multiplicative de
A. Nous allons construire par un calcul de fraction similaire a celui qui nous a permis
de définir I’anneau des fractions S A, un SA-module S™M ainsi qu'un
homomorphisme de A-modulesM — S™'M .

Soit sur ’ensemble M xS = {(m, S) / meM,se S} la relation
(m,s) ~ (n,t) < ilexisteu e S tel que u(tm—sn)=0.

On vérifie que ~ est une relation d’équivalence, on note S™*M l’ensemble des classes

d’équivalence et % e SM la classe du couple(m,s)e M xS.

On définit sur S™M deux lois :

. m n mt + ns
* Sim,ne M, ets, teS, —+?= a—
S S

. a m am
*Sia, me Mets, teS, —x—=—.
t s ts
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Muni de ces lois S™M estun S™A-module. S™M est appelé module des fractions

de M.

L’application i :M — S™M telle que i(m) :? est un homomorphisme de

A-modules.

Remarque 1.3.8

+ Mo ilexistet €S tel que tm =0. D’ou ker (i) est I'ensemble des éléments de M

S
annulés par un élément de S.

* 51 S T, sont deux parties multiplicatives de A, et M un A-module, I"application :

? — =~ de TA dans (S T )_1 S™M est un isomorphisme de A-modules.

|—\\-+||—\\3

Proposition 1.3.9

Soit A un anneau commutatif et S une partie multiplicative de A. Soit f :M — N un

homorphisme de A-modules. Il existe alors un unique homomorphisme de S™A-

module f:S™M — SN tel pour toutm € Met touts € S, ?(%) = f(sm) autrement

dit le diagramme suivant est commutatif.

<
v
z

S'M > S7M

Démonstration :

Vérifions que cette définition a un sens.
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Si m_ E, soit u € S tel que u(tm - sn): 0. Alors f(m) = utf (m) _ f(utm) = f(n) , ce
s t S uts uts t

qui prouve que f est bien définie.

nj: ?(tm+snj=tf (m) . sf (n) _ f(m) . f(n)

Soitm,ne€ Mets,te S, ona f m+—
s t st st st S t

= F(mj F[%) et donc f est additive.
S

Soitme M, ac Aet teS,ona F(Em] = F(ﬂj: af (m) _a f(m) _a F(EJ et Fest
ts st t s t S

Alinéaire.
inéaire H

Proposition 1.3.10

Soit A un anneau commutatif et S une partie multiplicative de A. Soit f :M — N un

homorphisme de A-modules. On suppose que pour tout s € S, 'homomorphisme

_N—)N

: est un isomorphisme. Alors, il existe un unique homomorphisme de A-
n—sn

Hs

module ¢:S'M — N tel que F(?) = f(m).

Démonstration :

En fait, si f:S'M - SN désigne I'homomorphisme fourni par la proposition
précédente et i : N — SN I'homomorphisme canonique, la proposition voulue par @
équivaut a i0p = f.

Comme i est dans ce cas un isomorphisme, ona ¢ =i"of .

Proposition 1.3.11

Soient A un anneau commutatif, M un A-module et S une partie multiplicative de A.
Notons i:M — S™*M 'homomorphisme canonique de A-module. Si P est un sous-
S™*A-module de SM, alors N= i *(P) est un sous-A-module de M tel que

P=S"'N.
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Démonstration :

SimeN,ona?eP,donCpourtoutseS, meP.D’ofl SITNcP.
S

;. . . m
Réciproquement, soit x € P. On peut écrire x= — avecme Mets € S.
S

Par suite, sx=—-e N et x="xecS*N.D'olt Pc S*'N. .
1 S

Proposition 1.3.12
Soit A un anneau commutatif et S une partie multiplicative de A. Soit M un

A-module et soit (N;).

._, une famille de sous-modules de M. Alors on a une égalité

des sous-modules de S™*M : > SN, =S N;.

Démonstration :

Notons N :Z:Ni .Pour touti, N, = N, d’otu S™'N, = S'N . Par suite

> SN, =S'N.
i
;- . N - ‘. \ .
Réciproquement, soit— € SN . On peut écrire n = Z n; , ou pour touti, ni € N, la
S i

somme étant presque nulle. Alors, 2: Z(%} €Y S'N.Dou S'Ngc ) S'N,.
i i i .

1.4 ANNEAU ET MODULE SEMI-SIMPLE :

1.4.1 MODULE SIMPLE:

Définition 1.4.1

Un A-module non nul S est simple si 0 et S sont les seuls sous-modules de S.

Remarque 1.4.2

Si N est un sous-module de M, alors N%\I est simple si et seulement si N est un sous

module maximal de M.
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Proposition 1.4.3

Soit S un A-module a droite non nul. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) S est simple.
ii) S =xA, pour tout x € Snon nul

iii) Il existe un idéal a droite maximal I de A tel que S = '%

Démonstration :

Il suffit de prouver que i)= ii)

Soit 0#x € S. Alors S =xA= A/ oti | ={acA/xa=0}.

Soit ] un idéal a droite de A tel que I < J.

Prenons a e % . Alors xa#0, etdonc xA=S=(xa) A=x].

En particulier, x=xb avecb € . D'oul-b e L

Donc1 €], douJ=A.

Proposition 1.4.4
1) Soient M et N deux A-Modules. On suppose que M est simple. Alors :
a) Toute application linéaire f : M — N est soit nulle, soit injective.
b) Toute application linéaire g : N - M est soit nulle, soit surjective.
2) Soient M et M” deux A-modules simples non isomorphes. Alors
Hom,(M,M')={0} etl’anneau Hom,(M,M") est un corps non nécessairement
commutatifs.
Démonstration :
1) a)soit f :M — N une application linéaire. Supposons que f est non nulle.
Ker ( f) est un sous-module de M. Comme M est simple , Kerf = {0} = f est
injective.

b) Soit g:N — M une application linéaire. Supposons que g est non nulle.



Im ( f) est un sous-module de M. Comme M est simple et Im (g) # {0} , donc

Im( g) =M {0}= g est surjective.

2) Soit f:M — M', avec M et M" deux A-modules simples non isomorphes.

Sif =0, alors f est injective et surjective = f est un isomorphisme. Ceci est absurde
par hypothese. Donc Hom,(M,M"')={0}

Hom,(M,M’) est un anneau unitaire non commutatif.

Soit f € Hom,(M,M'). Puisque M est simple, alors f est un automorphisme. Par

conséquent f admet un inverse f *. D’ot Hom,(M,M") est un corps.

Lemme 1.4.5 (Lemme de SCHUR)

Si S est un A-module simple, alors End ,(S) est un corps.

Démonstration :

Soit f:S — S un homomorphisme non nul. Alors ker (f) et im (f) sont des sous-
modules de S avecker (f) =S etim (f) = {0}.

Ainsi ker (f) = {0} etim (f)=S. Donc f est bijectif, et donc un isomorphisme. Par

conséquent End,(S) est un corps.

1.4.2 MODULE SEMI-SIMPLE

Définition 1.4.6
Soit A un anneau unitaire et 0 #,M un A-module a gauche.
e .M estsemi-simple si tout A-sous-module N de M est un facteur direct, c'est-
a-dire s’il existe ,N' tel que N @ N'=M
e Un anneau A est semi-simple a gauche (resp. a droite) si le A-module A A

(resp. Aa) est semi-simple.
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Proposition 1.4.7

Soit M un A-module semi-simple. Tout sous- module de M est semi -simple et tout

module quotient N%\I ou N est un sous -module de M est aussi semi-simple.
Démonstration :
Soient N un sous-module de M et X < N un sous-module de N.

La semi-simplicité de M montre qu’il existe un sous-module U de M tel
queX ®@U =M.

Puisque XN, N=NM =X N (X ®U) =X +(N +U)

La somme X +(NU) est directe car(N(U) cU.

Ainsi X est un sommant direct de N et N est semi-simple.

Si N est un sous-module de M, la semi-simplicité de M implique que N est un

facteur direct de M, c'est-a-dire il existe N" tel que N @ N'=M et donc N%\I =N".

N’ étant un sous-module de M, N’ est semi-simple, donc N%\l est semi-simple.

Lemme 1.4.8
Tout module semi-simple non nul contient un sous-module simple.

Démonstration :

Soit 0% m e Met Am=A/ ot L={meA/xm=0,vxe Al
Soit I un idéal a gauche maximal contenant L. Alors %_ est un sous-module maximal

de % . L’isomorphisme Am = % applique %_ sur Im qui est donc un sous-module

maximal de Am.

Puisque M est semi-simple, M = Im@® P pour un certain sous-module P.

On a alors Am = Im@® (P Am).

Puisque Im est un sous-module maximal de Am, P[] Amest un sous-module simple.

Donc P (1 Am est un sous-module simple de M.
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Théoréme 1.4.9 ( [18] théoréme 2.4 P.26)

Soit M un A-module. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.
i) M est semi-simple.
ii) M est une somme de sous-modules semi-simples.

iii)  Tout sous-module de M est un facteur direct.

Théoreme 1.4.10 ([18] p.58)
Un anneau A est semi-simple si et seulement si A est artinien a droite (resp a gauche)
et] (A)=0.

1.4.3 IDEMPOTENTS:

Définition 1.4.11

Si A un anneau. Un élément e € A est dit idempotent si e?=e.

Deux idempotents e, et e, sont dit orthogonauxsi e, e, =€, e, =0

Un idempotent e d"un anneau A est dit primitif si e # 0 et si pour tout couple

d’idempotents orthogonaux (g, ;e,)de A tel que e =¢, +¢,alors e =¢, ou e =¢,.

La proposition suivante donne une caractérisation des anneaux semi-parfaits.
Proposition 1.4.12
Soit A un anneau et ] son radical de Jacobson. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) A est semi-parfait a gauche.

b) A est semi-parfait a droite.

Q) % est semi-simple et pour tout idempotent x de % , il existe un

idempotent e de A tel que €= x.
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1.5 MODULES INJECTIFS, ENVELOPPE INJECTIVE ET MODULES
QUASI-INJECTIFS:

1.5.1 MODULES INJECTIFS :

Définition 1.5.1

Soient M, K, N des A-modules a gauche. M est dit injectif si, pour tout diagramme

dh
2

0 »K >N
f
avec f injectif, il existe un homomorphisme h: N — M tel que g = hof .

Théoréme 1.5.2
Pour tout A-module M, les conditions suivantes sont équivalentes :
i) M est injectif
ii) M est facteur direct tout module le contenant, c'est-a-dire, siM < N il
existe un A-module L telque N =M ® L.

iii) ~ Pour tout idéal a gauche I de A et pour tout homomorphisme g :1 — M il
existe mo € M tel que V b € I, g(b) =b mo. (Critére de Baer).

Démonstration :

i)= ii) Considérons le diagramme suivant :
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f: M — N est un homomorphisme injectif de A-modules.

Par hypothese, il existe un homomorphisme h: N — M tel que hof =1,,.

Posons M'=f(M)=Imf et K=kerh.

Montrons que N=K®M".

{;iﬁl = M+K c N
Soit x e N. x= f(h(x))+(x— f(h(x)))

f(h(x)) € Im f.

h(x = f(h(x)))= h(x) = h[f (h(x))]=h(x) = (hof Yh(x))=h(x) —h(x) = 0. Ce qui implique
quex— f (h(X)) e kerh.

Donc xe Imf +kerh=M"'+K c'est-a-dire que N c M'+K.

Par conséquent M" + K=N.

Montrons que K M '= {0}

Soitx € KIM' = h(x)=0 et il existe y € M tel que x = f(y).

0=h(x) = h(f (y)) = (hof )(y) =Yy .Doncy=0. Ce quiimplique x = f(y) =£(0) =0.

D’ou KN M'={0}. Par conséquent M’ est facteur directe de N.

ii) = i) Montrons que diagramme suivant est commutatif avec f injectif.

0 K >N

Posons R = {(g(k), f (k)),k e K}
eMontrons R est un sous-module de M x N .
%(0,0)=(g(0), f(0)) e R. Donc R#@ .
* Soient 1, = (g(k,), f(k,)) k, eK et r,=(g(k,), f(k,)) k,eK.
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=1, =(g(k) - g(k,), f (k) = F(k))=(g(k; —k,), f (k, —k,) e R.
* Soienta e Aet r=(g(k), f(k)) keK.
ar = (ag(k),af (k)) = (g(ak), f (ka)) €R.
Donc R est un sous-module de M x N .

e Posons P =M x % un A-module.

Soit f"M —>P

m— f'(m)=(m,0)
f’ est un homomorphisme de A-modules.
Soit 9N —>P

n— g'(m) = (0,-n)

g est un homomorphisme de A-module.

7

8 & &

f

vkeK, g'(f(k)=0-fK)=f'(a(k)=(g(k).0).
(9(k), f(k) eR = (g(k), F())=0= (g(),0)+(0, F(K))=0= (g().0)= (0.~ (k))

= f '(g(k) = g'(f (k)):> f'og = g'of D’ou le diagramme carré est commutatif.

0 > K

e Vérifions que ' est injectif.

Soitm € M tel que f'(m) =0= m =0 = (m, 0) € R =il existe ke K tel que
(m,0) = (g(K), (k)= m=g(k) et f(k)=0.

Puisque f est injective, f(k)=0 = k=0. Donc m = g(k) = g(0) = 0.

On en déduit que f” est injectif.
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o ' est injectif = il existe h": P - M tel que h'of'=1,,.
Posons h=h’og’.
Soit ke K. (hof )(k) = h(f (k)) = ("og'X f (k)) = h'[(g"of J(k)]=h"o(f "og (k) =(h"of N(g (k) =

g(k)
Donc hof =g.

i) = iii) Soit I un idéal a gauche de A.

M
&
I

0 >

j
j est I'injection canonique.
Donc il existe h: A— M tel que hoj=g.
Soit b e I. Posons h(1 )=mao.

g(b) = (hoj \(b) = h(j(b)) = h(b) = h(b.1) = bh(2) = bm,

iii) = i) Soient Q un A-module, P un sous-module de Q et f un homomorphisme de
P dans M.

Soit 3 la famille des couples (P, f,) ott Pi est un sous-module de Q contenant P et fi
un homomorphisme de Pi dans M qui prolonge f.

Soit la relation d’ordre définie par : (Pi, f, ) < (Pj, f j) si et seulement si P, < P, et

fi est la restriction de fj a Pi.

3 est non vide car il contient le couple (P, f) et cette famille est inductive. Elle admet

d’apres le lemme de Zorn un élément maximal (P,, f,).

On va prouver que Po=Q.
Supposons P # Q.
Soit | = {a eA/axe PO} et i > f,(ix) ’homomorphisme de I dans M.
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Par hypothese, il existe m € M tel que f,(ix)=im.

Pour xo € Po, et A € A, on pose (%, +Ax) = f, (%, )+ Ax.  estun homomorphisme de
Po+ Ax dans M.

Ona (P, f,)< (PO + AX,T) ce qui contredit le choix de (P,, f, ).

Donc Po = Q. u

Proposition 1.5.3 ( [21] proposition 2.2 p.30)
Soit (M, ).

.., une famille de A-modules. Alors [ [M, est injectif si et seulement si

iel

chaque M, est injectif.

Corollaire 1.5.4 ( [21] proposition 2.3 p.32)

Soit (M, )._, une famille de A-modules.
i) Si @I M, est injectif, alors M, est injectif pour touti e L.
ii) Silest fini et si M, est injectif, alors €r)| M, est injectif.

Théoréeme 1.5.5 ( [21] proposition 3.7 p.61)

Soit A un anneau. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) A est semi-simple a gauche.
ii) Tout A-module a gauche est injectif.
iii) ~ Tout A-module a gauche de type fini est injectif.

iv)  Tout A-module a gauche cyclique est injectif.

1.5.2 ENVELOPPE INJECTIVE:

Définition 1.5.6
Soit X un sous-module d’un A-module Y.
X est un sous-module essentiel de Y, oubien Y est une extension essentielle de X, si

pour tout sous-module N de Y, on aN 1 X # {0} c'est-a-dire N n X ={0}= N ={0}.
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Proposition 1.5.7

Le A-module E est une extension du A-module M si et seulement si pour tout x # 0
de E, il existe ac A tel que ax#0 et axe M .

Démonstration :

Soit X un sous-module non nul de E.

Soit x € X etx # 0, Ax est un sous-module non nul de E, donc M n Ax = {0}.

Il existe ac A tel que ax e M N Ax et ax # 0. Ainsi il existe ac A tel queax #0 et
axeM.

Réciproquement, supposons que pour tout X #0de E, il existe a€ A tel que ax#0 et
axeM.

Soit X un sous-module non nul de E. Il existe x # 0 et x € X. Donc il existe a € A tel
que ax # 0 et ax e M . X étant un sous-module de M, axe X .

Ainsi M n X = {0}.

Définition 1.5.8
Soit le A-module E, une extension du A-module N. Alors E est une extension
essentielle maximale de N si :

i) E est une extension essentielle de N.

i) Toute autre extension propre E’ de E n’est pas une extension essentielle

de N.

Définition 1.5.9
Soit le A-module N, une extension du A-module M. Alors N est une extension
injective minimale de M si :

i) N est injectif

ii) SiN’ est un sous-module de N contenant M, alors N’ n’est pas injectif.
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Théoréme 1.5.10
Soit M un A-module, il existe un A-module E contenant M, défini a un isomorphisme
prés relativement a M et ayant les propriétés suivantes :
i) E est une extension essentielle maximale de M.
ii) E est une extension essentielle de M et E est facteur direct dans toute
extension de E.
iii)  E est une extension essentielle injective de M.

iv)  E est une extension injective minimale de M.

Définition 1.5.11
Un A-module satisfaisant aux propriétés du théoreme précédent est appelé

enveloppe injective de E et se note E(M ).

Remarque 1.5.12
a) Tout A-module admet une enveloppe injective a un isomorphisme prés.
b) Un A-module M est injectif si et seulement si E(M ) =M.
¢) SiM est un A-module et N un sous-module de E( M ) qui contient M, alors
E( M) est une enveloppe injective de N.

d) Si M,,...,M, sont des A-modules, alors E(M; ®..®M,)=E(M,)®..®E(M,)

car une somme directe finie de A-modules injectifs est un A-modules injectif.

Proposition 1.5.13 ( [4] proposition 2.6 p.39)
Soit A un anneau semi-local, si le radical de Jacobson | de A est un nilidéal et si de
plus 'enveloppe injective de chaque A-module simple est dénombrable alors A est

artinien.
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1.5.3 MODULE QUASI-INJECTIF:

Définition 1.5.14

Un A-module M est quasi-injectif si pour tout A-module N, pour tout
monomorphisme f:N — M , et pour tout homomorphisme de A-modules
g:N — M, il existe un homomorphisme de A-modules h:M — M quirend le

diagramme suivant commutatif :

f
0  \\;

v

c'est-a-dire g = hof .
Proposition 1.5.15
e Tout module injectif est quasi-injectif.
e Tout produit direct de A-modules quasi-injectifs est un A-module quasi-
injectif.
e Toute somme directe d'un nombre fini de A-modules quasi-injectifs est un A-

module quasi-injectif. En particulier, si M est un A-module quasi-injectif alors

VnelN M" estquasi-injectif.

Définition 1.5.16
e Soient f:E — F une application et E” un sous—ensemble de E. La restriction
fleE'>F

defaE’, notée f|.. estl’application définie par :
x> (| )x) = f(x)

46



e Soient f:E — F une application et F” un sous—ensemble de F tel que
f(E)ycF'.
La corestriction de f A F', notée f| est'application définie par :
fFiE>F
xi (7)o = £(0

e Soient f:E — E une application, E'c E tel que f(E') c E'. L’application

induit E e, est déf flece>e
induite par sur E’, notée f|.., est définie par: (
x> (FeJoo = £0

e Soient f:E—F et f :E'>> F' deux applications. On dit que f’ est un

prolongementdefsi: ECE\FcF'et f|.=f

Proposition 1.5.17
Soit M un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) M est quasi-injectif.
ii) M est un sous-module completement invariant de E(M).
Démonstration :
i)= ii) Soit f un endomorphisme de E(M).. Posons X = {X eM / f(x)eM } On
vérifie aisément que X est un sous-module de M.
Comme M est injectif, la restriction de f a X que nous notons f, se prolonge en un
endomorphisme g de M.
Posons f,, larestriction de f a M.
* Vérifions que Ker(f,, —g)=X
v xe X, (fy =)0 = fy () -g(x)
xeX=xeM = f,(x)=f(x)

xeX = f(x)=f,(X)=9(x)

Donc V xe X, f, (X)=9(x) c'est-a-dire (f,, —g)(x) =0 donc x € Ker(f,, —g). Ainsi

X < Ker(f,, —g) ).
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Si xeKer(f, —g) alors (f,, —g)(x) =0 clest-a-dire f,, (x)=g(x).Or g(x) e M. Donc
fu(X) e M cest-a-dire f(x) e M. Ainsi xe X.D’ou Ker(f,, —g)c X (2).

(1) et (2) = Ker(f,, —g)=X.

* Montrons que M = X.

Supposons X # M. Alors il existe y € M tel que (f,, —g)(y) € E(M)\ {0} car

Ker(f,, —9)=X.

Comme E(M) est une extension essentielle de M, il existe a € A\ {0} tel que

a(f, —g)(y)=m,avec meM \ {0}.
Ainsi (f,, —g)(ay)e M \ {O} et donc ay ¢ Ker(f,, —g) c’est- a-dire ay ¢ X. Ce qui
contredit la définition de X. Donc X =M.
Ainsi VxeM , f(x)e M cestadire f(M)c M .Donc M est un sous-module
completement invariant de E(M).
ii)= i) Supposons que M est un sous-module completement invariant de E(M).

Soit f :N - M un homomorphisme injectif de A-modules.

E(M) étant injectif, il existe un endomorphisme g de E(M)tel que goiof =ioh ou
iest l'injection canonique de M dans E(M).

On a donc g|,\,I of =ioh.D’ou iog||,\,I of =ioh ou g||,\,I est 'application induite par g
sur M.

Comme i est un monomorphisme, i est simplifiable & gauche. Donc g|, 0 f =h.
Ainsi M est quasi-injectif. [ |
Proposition 1.5.18

Soient M un A-module quasi-injectif et N un sous-module de M completement
invariant, alors N est quasi-injectif.

Démonstration :

II suffit donc de montrer que N un sous-module completement invariant E(N) . Soit
f € End(E(N)).Puisque E(N) est un facteur direct E(M), il existe g € End(E(M))

prolongeant f.
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Puisque M est compléetement invariant dans E(M), ona g(M) < M .Donc

g| u € ENd(M) . Puisque N est completement invariant dans M, g(N) < N. De
I'égalité g‘ ey= T, ona f(N)< N. Par conséquent N un sous-module completement

invariant E(N) ce qui équivaut a N est quasi-injectif.

1.6 MODULE INDECOMPOSABLE, SOUS- MODULE
IRREDUCTIBLE:

Définition 1.6.1
Soit M un A-module non nul :
a) Une décomposition de M est une somme directM =M, @M, ®...® M, avec
n>1,Mi#0pourtouti(1<i< n).
b) M est dit indécomposable s’il n’admet aucune décomposition.

Si M est indécomposable, les seuls facteurs directs de M sont 0 et M.

Définition 1.6.2
Soit M un A-module et N un sous-module de M. Alors N est appelé
sous- module irréductible de M si :

ii) M=N

iii) Il n’existe pas deux sous-modules N1 et N2 de M tels que :

NeN,,NcN, et N,OAN,=N

*  Soit M un A-module. Le sous-module nul de M est irréductible si pour tous

sous-modules X et Y non nuls de M, X N Y ={0} = X={0} ou Y ={0}.
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Proposition 1.6.3

Soit A un anneau et M un A-module injectif. Alors les conditions suivantes sont

équivalentes :
i) M est indécomposable.
ii) M est non nul et M est 'enveloppe injective de chacun de ses sous-

modules non nuls.

iii)  Le sous-module nul est irréductible.

Démonstration :

i)= ii) supposons M # 0. Soit N un sous-module non nul de M, alors M admet un
sous-module N” qui est 'enveloppe injective de N. Puisque N’ est injectif, il est
facteur direct de M. puisque M est indécomposable donc N" = M.

ii)=> iii) Soit M1 et M2 des sous-modules de M tels que M, M, = {0}.

Supposons que M, # {0} donc E ( M1)=M et ainsi M est une extension essentielle de
M, par conséquent M, = {0}.

iii)= i) Supposons qu’il existe deux sous-modules non nuls M1 et M2 tels que

M =M, ®M,. Par conséquent M, N M, = {0}. Ce qui est contraire avec 'hypothese.
|

Corollaire 1.6.4
Soit M un A-module. E (M) est indécomposable si et seulement si le sous-module

nul de M est irréductible.

Démonstration :
=) Supposons que E (M) soit indécomposable. D’apres la proposition précédente le
sous-module nul n’est indécomposable.

<) Supposons que le sous-module nul soit irréductible.

Soit M1 et M2 des sous-modules de E(M) tels que M, 1M, = {0}.
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Ainsi E (M) est une extension essentielle de M, si M, # {0} alors M, 1M = {0}. De
méme si M, = {0} alors M, 1M = {0}.

Mais (M, "1M)N(M, NM)={0} et que M, "M et M, M sont deux sous-modules
de M. Il en résulte que soit M1 est nul soit M2 est nul.

Donc le sous-module nul de E (M) est irréductible. Ce qui implique que E (M) est

indécomposable. u

Corollaire 1.6.5
Si S est un A-module simple alors E (S ) est indécomposable.
Démonstration :

Il découle du corollaire précédent et du fait que le sous-module nul d'un module

simple est irréductible. |
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CHAPITRE 2

MODULE VERIFIANT LA PROPRIETE (I)

INTRODUCTION:

Dans ce chapitre nous donnons un apergu des travaux plus ou moins récents
concernant les A-modules M pour lesquels tout endomorphisme injectif sur M est un
automorphisme. Dans la premiere partie nous donnons d’abord quelques exemples
de A-modules vérifiant la propriété (I) ensuite nous étudions la stabilité de la
propriété (I) pour les opérations algébriques standards a savoir, la stabilité par
passage au quotient, la stabilité par produit et somme direct et le probleme de
transfert de la propriété (I) d"'un module ou d’un anneau a I'anneau des matrices
carrées d’ordre n a coefficients dans A noté Mn (A). La seconde partie traite les

anneaux pour lesquels tout A-module de type fini vérifie la propriété (I).

2.1 GENERALITES SUR LA PROPRIETE (I)

2.1.1 ANNEAU VERIFIANT LA PROPRIETE (1)

Définition 2.1.1
Un A-module M vérifie la propriété (I) si tout endomorphisme injectif sur M est un
automorphisme. Un A-module M vérifiant la propriété (I) est aussi appelé module

co-Hopfien.

Définition 2.1.2
La définition d'un anneau vérifiant la propriété (I) est catégorique :
e Un anneau A vérifie la propriété (I) dans la catégorie des A-modules a gauche

aMod sile A-module a gauche A vérifie la propriété (I).
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e Un anneau A vérifie la propriété (I) dans la catégorie des A-modules a droite
Moda sile A-module a droite Aa vérifie la propriété (I).
¢ Dans la catégorie des anneaux, un anneau A vérifie la propriété (I) si tout

homomorphisme injectif d’anneaux f : A— A est un automorphisme.

Définition 2.1.3
Soit A un anneau integre. Un A-module M est divisible si pour touta € A, a# 0 et
pour tout x € M, il existe y € M tel que x = ay.

On dit que M est un A-module de torsion si Ann(m) = {0} pour tout m € M.

Proposition 2.1.4

Le A-module aA vérifie la propriété (I) si et seulement si tout élément régulier a
gauche de A est inversible a gauche et a droite.

Démonstration :

Supposons que le A-module aA vérifie la propriété (I).

f:A A
Soit o U endomorphisme et soit a un élément régulier a gauche de A.
X — X

Puisque a est régulier, Ker f ={0} c'est-a-dire f est injectif donc f est surjectif. Il
existe b € A tel que 1=1£(b)=Dba par suite a est inversible a gauche. Puisque a est
régulier, a est aussi inversible a droite.

Supposons que tout élément régulier a gauche de A est inversible a gauche et a

droite.

f:A A
Soit un endomorphisme injectif, avec a régulier a gauche de A ce qui
X — Xa

entraine que a est inversible. Ainsi il existe b € A, tel que ab =1 =ba, donc pour tout

x € Aona x=x1=x (b a)=(xb) a=f(x b) par conséquent f est surjective.
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Proposition 2.1.5
Soient A un anneau integre, K son corps des fractions et M un A-module libre de
torsion. Si M vérifie la propriété (I) alors M est divisible.

Démonstration :

f:M->M
Soient M € aMod libre de torsion vérifiant la propriété (I), 0 #a € A et s am
_)

un endomorphisme. Ona am=am’ implique a (m -m’) =0 donc m=m’ car a# 0 et
M est libre de torsion. D’ou f est un homomorphisme injectif de M. Comme M vérifie
la propriété (I) alors f est surjectif, par suite, M = f(M) =a M, c'est-a-dire M est

divisible.

Remarque 2.1.6

e Un anneau integre A (non nécessairement commutatif) vérifie la propriété (I) dans
aMod si et seulement si A est un anneau de division si et seulement si A vérifie la
propriété (I) dans Moda.

e Un anneau commutatif A vérifie la propriété (I) comme A-module si et seulement si

A est égal a son anneau total des fractions.

EXEMPLES :

e Tout anneau fini vérifie la propriété (I) comme anneau aussi bien que comme objet
des catégories AMod et Moda.

e 7 vérifie la propriété (I) comme anneau car le seul endomorphisme de 1’anneau %
est I'identité. Mais Z pris comme Z - module ne vérifie pas la propriété (I) car
I’endomorphisme : ar> 2a du Z - module ;Z est injectif mais n’est pas surjectif.

Remarque 2.1.7
Ces exemples montrent que la notion d’anneau vérifiant la propriété (I) comme

anneau et comme A-module sont indépendantes.
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2.1.2 EXEMPLES DE MODULES VERIFIANT LA PROPRIETE (1)

Proposition 2.1.8

Tout A-module simple vérifie la propriété (I).

Démonstration :

Soit S un A-module simpleet f :S — S un homomorphisme non nul. Alors ker (f)

et im (f) sont des sous-modules de S avec ker (f) #S etim (f) # {0}. Ainsi ker (f )= {0}
etim (f)=S. Donc f est bijectif, et donc un isomorphisme. n
Proposition 2.1.9

Tout A-module artinien vérifie la propriété (I).
Démonstration :

Soit M un A-module artinien et f un endomorphisme injectif de M.

(Im f ”): (f "M )) n € N -estune suite décroissante de sous-module de M. Comme
M est artinien, cette suite est stationnaire.

Soit no le plus petit entier tel que f™ (M) = f™*(M).

Soitm € M. Comme f ™ (M) = f ™ (M), il existe m" € M tel que f"™(m)= f™*(m’).
Il en résulte que f™(m— f(m'))=0. Ce qui implique que m— f(m') e ker f".

Or ker f"={0}, car f est injectif. Ce qui implique f(m')=m et f est surjective.

Donc M vérifie la propriété (1). m
Proposition 2.1.10

Tout A-module injectif indécomposable vérifie la propriété (I).

Démonstration :

Soit M un A-module injectif indécomposable et f un endomorphisme injectif de M.
Comme f (M) est un sous-module injectif de M, f (M) est un facteur direct de M. De
plusonaf (M) # {0}car f est injectif .

M étant indécomposable et f (M ) = {0}, on a donc I'égalité f (M) =M. D’o f est

surjectif. Par conséquent f est un automorphisme de M.
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2.1.3 SOUS- MODULES ET QUOTIENTS

Proposition 2.1.11

Soit M un A-module dont tout sous-module propre vérifie la propriété (1), alors M
vérifie la propriété (I).

Démonstration :

Supposons que M ne vérifie pas la propriété (1). Alors il existe un endomorphisme
injectif g:M — M qui n’est pas un isomorphisme. Posons N = Img . Puisque N est
un sous-module propre de M, g induit un isomorphisme g:M — N . Donc

|y N = N est injectif mais g|, n’est pas surjectif. Ce qui contredit le fait que N

vérifie la propriété (1).

|
Proposition 2.1.12

Soit M un A-module. Si H est un sous-module completement invariant de M tel que

Het 'V%_| vérifie la propriété (I) alors M vérifie la propriété (I ).

Démonstration :

Soit f un endomorphisme de M .H étant completement invariant dans M, on a le
diagramme suivant :

H » M :MA

i p

Ou i est I'injection canonique de H dans M ; p la surjection canonique de M dans
M
Vi

Supposons que H et 'V%_| vérifie la propriété (1) et que f est injectif.
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La relation iof = foi implique que f" est injectif, et il en résulte {’ est bijectif, car H
vérifie la propriété (1).

On a alors les relations suivantes : f(H) =( foi) (H)= (iof’) ( H)=i(f (H))=1i (H)=H
Comme f est injectif, on déduit de la relation f (H)=H que f est bijectif, car N%_|
vérifie la propriété (1).

Soity € M, il existe z € M tel que p(y) = T( p(z)) = p(f(z)), car f et p sont surjectifs.

Soitt € Htel quey=1£(z) +tetsoits € Htel quet=f (s)=f(s). On ay = flz+s).

Donc f est bijectif.

|
Proposition 2.1.13

Soient M un module quasi-injectif et N un sous-module completement invariant tel
que N soit un sous-module essentiel de M. Alors N vérifie la propriété (I) si et
seulement si M vérifie la propriété (I).

Démonstration :

Supposons que M vérifie la propriété (I) et soit f un endomorphisme injectif de N.
Comme M est quasi-injectif, il existe g € End (M) tel que g|n=f. g est injectif car N
un sous-module essentiel de M et puisque M vérifie la propriéteé (I), g est inversible.
Soit x € M, il existe y € M tel que x =g(y). Or g'! € End (M) et N est completement
invariant, donc y = g(y) € N, d’ou f est surjectif.

Inversement, supposons que N vérifie la propriété (I) et soit f un endomorphisme
injectif de M. Alors f|n est endomorphisme injectif de N. Par conséquent f|x est
bijectif, c'est-a-dire f(N) = N. Comme M est un module quasi-injectif, alors

M =f(M)®L pour un certain sous-module L de M. On a donc
0=f(N)NL=NNL, ce qui implique L=0 car L est un sous-module essentiel de M.

Par suite M= {(M) et M vérifie la propriété (I).
|
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Définition 2.1.14

Un A- module M est dit de cogénération finie si pour toute famille {M, i 1} de

sous-module de M telles que ﬂ M, = {0},il existe Io I tel que ﬂ M, = {o}.

iel iely

Définition 2.1.15
Soit M un A-module. Le socle de M, noté Soc (M), est un sous-module de M défini

0 si M n'a pas de sous —module simple
par: Soc(M) = >°S,. S, parcourt les sous modules simples de M

Remarque 2.1.16
a) Un A- module M est de cogénération finie si et seulement si il existe des A-
modules simples S,,...,S, tel que E(M) = E(S,)®...® E(S,)
b) Un A- module M est de cogénération finie si et seulement si Soc (M) est un

sous-module essentiel de M et Soc (M) est finiment généré.

Proposition 2.1.17

Tout module quasi-injectif de cogénération finie vérifie la propriété (I). En particulier,
pour toute famille de A-modules simples S,,...,S, , le A-module E(S,)®...® E(S,)
vérifie la propriété (I).

Démonstration :

Soit M un A-module de cogénération finie, alors Soc(M) est un sous-module

essentiel de M et Soc(M) =S, ®...® S, est une somme directe finie de A-modules
simples S, , (L<i<n). Soc(M) = @1 S, est semi-simple, artinien donc Soc(M) vérifie la

propriété (I) . Comme M est quasi-injectif et Soc(M) est completement invariant et

essentiel dans M, alors d’apres la Proposition 2.1.13 M vérifie la propriété (I).

Posons M =E(S,)®...® E(S, ) .Puisque M est injectif alors M est quasi-injectif. De
plus M est de cogénération finie. Par conséquent, M = E(S,) ®...® E(S,) vérifie la

propriété (I).
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2.1.4 SOMME ET PRODUIT DIRECTS

Proposition 2.1.18

Soit M = (—BI M, ot (M, )iel est une famille de A-sous-modules de M. Alors :

i) Si M vérifie la propriété (1), alors pour touti € I, Mi vérifie la propriété (I).
ii) Si, pour tout i € I, Mi est completement invariant dans M, alors M vérifie la

propriété (1) si et seulement si chaque M (i € I) vérifie la propriété (I).

Démonstration :

i) Pour i € I quelconque, considérons f; eEnd(M;) et posons
f=@Ild,, @ f,.Sipourtoutiel, f; estinjective alors f1'est aussi.
j#i ]
Si M vérifie la propriété (1), alors f est un automorphisme de M et, par

conséquent, f; est un automorphisme de Mi.

ii) Si pour touti € I, Mi est completement invariant dans M alors pour tout

f eEnd(M;), fi=f|vi est un endomorphisme de Miet f =@ f;. De pluson a: f

injectif si et seulement si fi injectif.

Remarque 2.1.19
Etant donné un A-module M, toute somme directe infini de copies de M ne vérifie

pas la propriété (I). Un tel module M'= (T) M, =M' admet un sous-module
N = @lMi comme facteur direct, ol Mn =M pourn € N" . L’application

f:N= @1Mi — N qui applique la n*m copie de M a la (n+1)*m¢ copie identiquement,

est un endomorphisme injectif non surjectif.

Rapport- gratuit.com @
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Proposition 2.1.20

Soient {A_, & € J} une famille d’anneaux et A= H A, leur produit direct :

ael
i) A vérifie la propriété (I) comme A-module si et seulement si chaque A,
vérifie la propriété (I) comme A, -module.
ii) Si A vérifie la propriété (I) comme anneau, alors chaque A, vérifie la
propriété (I) comme anneau.

Démonstration :

i) Tout A-endomorphisme f : A — A est uniquement de la forme

H f,: H A, - H A, ou f, eEnd(A,) pour tout a € j. Donc f est injectif

ael ael ael
si et seulement si chaque f, est injectif.

ii) Soit {f,, & € J} une famille de A-endomorphisme et

posons f = H f,: H A, — H A, . Alors f est un homomorphisme

ael ael ael

d’anneaux. De plus f est injectif si et seulement si chaque £, est injectif.

Proposition 2.1.21
Soient {A,, & € J} une famille d’anneaux et{M , & € J} une famille de A, -module.

En posant A=HAQ, M :HMaet amz(aa ma)

ael ael

ael ou a:(aa)aEJ aa € Aa et

m=(m,),., m, eM,.Alors:

M vérifie la propriété (I) dans aAMod si et seulement si chaque M,, vérifie la

propriété (I) comme A, -module a gauche.

Démonstration :

Tout A-endomorphisme f:M — M est uniquement de la forme

I[1f.:IIM.—>]M, ou f,eEnd(M,) pour tout a € j. Donc f est injectif si et

ael ael ael

seulement si chaque f, est injectif.
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2.1.5 ANNEAUX DES MATRICES

Proposition 2.1.22

Soit A un anneauetn € N*.

i) Si Mhn (A) vérifie la propriété (I) comme anneau, alors A vérifie la propriété (I)
comme anneau.

ii) Si Mn (A) vérifie la propriété (I) comme Mn (A)-module, alors A vérifie la
propriété (I) comme A-module.

iii)  Si Mn (A) vérifie la propriété (I) comme A-module, alors A vérifie la propriété

(I) comme A-module.

Démonstration :
i) Si f:A— A estun homomorphisme d’anneau alors
M,(f): M, (A) > M, (A) est un homomorphisme d’anneau. DoncsiM, (f)
est injectif alors f est injectif.
ii) Si f:A— A estun homomorphisme d’anneau alors
M,(f):M,(A) > M, (A) est un homomorphisme de Mn (A)-module. Donc
siM, (f) estinjectif alors f est injectif.

iii) ~ Découle du fait que A est une somme direct de Mn (A)-module.

Remarque 2.1.23
Dans le cas commutatif, les réciproques de ii) et iii) sont vraies et nous ferons la

preuve dans la proposition (2.1.25).
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Lemme 2.1.24
Soit A un anneau commutatif et X € Mn (A). Alors il existe un vecteur colonne non
nul a € A" tel que X a=0 si et seulement si oubien det X =0 oubien det X est un

diviseur de zéro dans A.

Démonstration :

Supposons qu’il existe un vecteur nonnul a=|. | de A"tel que X a=0 et posons X

a

n

la comatrice de X et 'X la transposée de X .On alors 0='X X a = (detX)I,a , donc

a, 0

(detX)|. |=|. |.Parsuite (Det X) aj =0 pour toutj=1,....net aj e A. Ora =0, donc

a, 0

il existe i € {L,...,n} tel que ai # 0, alors (Det X) ai = 0 entraine que

detX =0
ou bien
det X est un diviseur de 0

Inversement, soit d= Det X et supposons qu’il existe a # 0 dans A" tel que d a=0.
Par récurrence sur n, on montre qu’il existe ¢ # 0 dans A~ tel que X c=0.
Pourn=1,onaX=(d) € M1 (A) et Xa=0.

Supposons que ce résultat est valide pour toute matrice d’ordre inférieur ou égale a

a a

n -1 et soit Cj le (i,j)*e cofacteur de X. De X X|. |= (det X)|. |=0,on obtient

62



X|. =0.Doncsi |. # 0 C'est fini, sinon C11 a= 0 et C11 est le déterminant de la

Cra Cpa
(n-1)x (n-1) matrice Y obtenue de X en éliminant la premiere ligne et la premiere

colonne. Par hypothese de récurrence il existe v # 0 dans A*! avec Y v =0 dans An!.

0
Soit c:(vjeA“ ,ona ac#0dans A" et X c=0 dans An.

Proposition 2.1.25
Soit A un anneau commutatif tel que aA vérifie la propriété (I). Alors Mn (A) vérifie

la propriété (I) dans les catégories , ,yMod et Mod,, (, -

Démonstration :
Soit X € Mn (A) un élément régulier a gauche de Mx (A) alors il n’existe pas de

vecteur ligne (a1,..., an) € A\ {0} tel que a X =0, car sinon, la matrice

a . . . a

n

Y=|. : .| vérifierait Y X =0 avec Y # 0 ce qui contredit le fait que X n’est

a, a,
pas un diviseur de zéro dans Mn (A) et d’apres le lemme (2.1.24), on en déduit que
det (X) n’est pas un diviseur de zéro dans A. Or A vérifie la propriété (I) donc det (X)
est inversible dans A, d’ou X est inversible dans Mn (A). Ainsi Mx (A) vérifie la
propriéte (I) dans , ., Mod .

La méme preuve se fait pour le reste de la démonstration. N
Théoréme 2.1.26

Soit A un anneau commutatif. Si AA vérifie la propriété (I), alors pour toutn € N,

An est un A-module qui vérifie la propriété (I).
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Démonstration :

Soit f : A" — A" un A-homomorphisme injectif, soit X la matrice de f relativement a
la base An. f étant injectif alors pour tout a € Ar\ {0}, X a # 0 ce qui entraine det (X)
n’est pas un diviseur de zéro dans A. Puisque A est commutatif et vérifie la propriété
(I), alors A est égal a son anneau total de fractions donc det (X) est inversible dans A,

d’ou X € Ar est inversible. Ce qui entraine que f est un isomorphisme.

2.2 ANNEAUX SUR LESQUELS TOUT MODULE DE TYPE FINI
VERIFIE LA PROPRIETE (1):

Certaines classes d’anneaux ont la propriété que tout A-module de type fini vérifie la

propriété (I), par exemples les anneaux artiniens.

2.2.1 THEOREME DE VASCONSCELOS

Vasconscelos a donné une caractérisation des anneaux commutatifs pour lesquels
tout A-module de type fini vérifie la propriété (I). La démonstration s’appuie sur les

résultats préliminaires suivants :

Définition 2.2.1

Soit B un anneau et A un sous-anneau de B.

* Un élément x de B est dit entier sur A, s’il est racine d'un polynéme unitaire a
coefficient dans A.

* On dit que B entier sur A si tout élément de B est entier sur A.

* Un homomorphisme d’anneaux f de A dans B est dit entier si B entier sur A.

* On appelle chaine d’idéaux premiers d'un anneau A, toute suite

finiel, c I, c...c |, d'idéaux premiers de A, ou n est la longueur de la chaine.

* La dimension d'un anneau A est la borne supérieur des longueurs des chaines

d’idéaux premiers de A et on la note dim (A).

64



Lemme 2.2.2

Soit f : A— B un homomorphisme d’anneaux entier, I un idéal de A et J un idéal de

B contenant f (I). Alors f : '% - % est un homomorphisme entier.

Lemme 2.2.3

Soit f : A— B un homomorphisme entier et injectif. Alors dim (A) =dim (B)

Théoréme 2.2.4 : (Théoréme de Vasconscelos)
Soit A un anneau commutatif. Alors tout A-module de type fini vérifie la propriété

(1) si et seulement si tout idéal premier de A est maximal.

Démonstration :
=) Supposons le contraire, c'est-a-dire P et Q sont deux idéaux premiers distincts de

A tels que P < Q. Donc tout élément a € P — Q induit une application ¢ définie de

% - % par ¢(x) = ax pour tout x e %

Donc ¢ est un endomorphisme injectif.

¢ n’est pas surjectif car I'élément a n’a pas d’antécédent dans % .

<) Supposons que tout idéal premier de A est maximal, donc la dimension de Krull
de A est nulle.

Soit M un A-module de type fini, et soit f:M — M un endomorphisme injectif de
M.

On peut munir (M,+) d’une structure de A[x]-module définie par : h(x).m = h(f).m.
En particulier x. m=f(m), V. m € M.

Il résulte du théoréme de Cayley-Hamilton que I= Ann (M) existe et est non nul,

avec Ann(M) = {h(x) € Alx] /h(x)m=0,Yme M .
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* Montrons d’abord que S = A[)% est de dimension de Krull nulle.
Soit {m,,m,,...,m, } un systéme générateur fini de M.

Ona xm, =Y r,m (1<i<n) avec r,

J-eA.

Donc r,m, +...+ (r, —X)m, +...+r,m, =0,Vie{l..,n}.

[T L m,
Ce qui implique | F;......... [P U =0
[ orereeeenmnnesesesnnns r.—xjJm,

Posons a = (rij —5in) _ .
I<i<net1<j<n

On a det(a).M=0 , ou det( a ) est un polyndme unitaire de degré nen xeta

coefficients dans A.
Posons P(x)=det( o) € Ann( M)et S, = (A[)%P(x))) , ot1(P(x)) est un idéal de A[x]

engendré par P(x).
On a So est entier sur A car A[)%P (x)) est isomorphe a A[l, X ey x“] et chaque

x,(0 <i < n)est entier sur A. D’ou d’apres le théoréme de Cohen-Seidenberg, Lemme

(2.2.3) So est de dimension de Krull nulle.

Soit ¢ : A[x] > A[x] est un homomorphisme entier d’anneaux défini par

¢ (h())=h().

Comme Ann (M )=1I est un idéal de A[x] contenant (P(x)) donc I’application

. Alx Ann(x)

Q! Ann(M) (Px) est un homomorphisme entier d’apres le lemme

2.2.2).

Mais ¢ est aussi injectif, donc il résulte du Lemme (2.2.3) que

dim(A[)%P(X))) = dim(A[)gl/) et comme dim(A[)%P(x))) =dim(S,) =0, d’ou
dim(s) = dim(A[>9|/) ~0.
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Soit maintenant y I’application de A[X] — S tel que y(x)=u.

Vérifions que u est inversible.

Supposons u non inversible.

Il est clair que u € P, ou P est un idéal premier de S.

Sinon siu ¢ P, u serait inversible, car tout idéal premier de S est maximal.
Dans ce cas, posons T=S - P.

Ona T7'S =S, estun anneau local, d’idéal maximal T ‘P car tout idéal premier de S
est maximal.

Ainsi TP est le nilradical de T'S.

Donc si u € P, 'image de u dans le localisé S; est dans le nilradical de T'S.
Par conséquent u est nilpotent ; ceci implique que, J = Ann(u) = {0}.

Ona uJ M= (0) = JM=(0).

Comme M est S-fidele donc J= (0). Ce qui est une contradiction.

D’ou u est inversible, donc il existe u” € S tel que u'u= 1.

Oru'=y et u=x,donc yx=1.= yx - 1e Ann (M).

Ainsi (yx-1)m =0, Vm € M.

D’ou y f(m) = m, mais m= f(my).

Par conséquent £ est surjectif. [ |

2.2.2 THEOREME DE DISHINGER

Dischinger a donné une caractérisation des anneaux non nécessairement commutatifs

pour lesquels tout A-module de type fini vérifie la propriété (I).

Définition 2.2.5

Un anneau A est dit IT - régulier a gauche (resp. a droite) si et seulement si pour

n+l

tout élément a € A, il existe b € A et un entier n > 1 tel que I'on ait a" =ba"™" (resp.

an — an+lb )
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Théoreme 2.2.6 : (Théoreme de F. Dischinger)
Soit A un anneau. Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) Pour tout entier n > 1, 'anneau Mn ( A ) des matrices carrés n x n a coefficients

dans A est IT—regulier a gauche.

b) Tout A-module de type fini vérifie la propriété (I).

Démonstration :
b) = a) Identifions M, (A) a End,(A") = B, muni du produit (f,g) —» fog = f.g.

Soitfe B, f=0et T = JKerf".

t>1

Ona f(T)<T, donc f induit un élément f e End A (A%) défini par :
f(x+T)=f(x)+T pour tout xe An,

Soit (x+T) e A% tel que f(x+T)=T.

Alors f(x) € T, il existe donc un entier t > 1 tel que f'(f(x))=0.D’ou x e Kerf " 7.

Donc f est injectif.

Comme A% est un A-module de type fini, soit (g, ),.,., une base du A-module An. il

1<i<n

existe une famille (u;),_,.. d’élément du A-module An, tel que pour touti (1<i<n),

1<i<n
e +T =f(u +T).

Il en résulte qu'il existe un entier k> 0 tel que (g, — f (u;)) € ker f* pour
touti (1 <i<n).

Soit g I'élément de B défini sur les (g;)_,_. par g(g;) = u;, pour tout i, (1 <i<n).

Ona (gf**—f*ke)=(f*og— e
= f*o(fog — 1d )(e,)
= f*(f(u)—-e)=0 pourtouti<i<n

Donc gf ¥ = f¥.

a) = b) Soit M un A-module de type fini, f un endomorphisme injectif de M.
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1) On suppose d’abord que M est monogene etM = % ou D estunidéal a
gauche de A.
Posons f(1+ D)= x+D. Alors pour tout entierk >1,ona: f“(l+D)=x"+D.
A étant TI1-regulier a gauche, il existe y € A et un entier t> 1 tel que x' = yx'"'.
Onaalors: f'1+D)=x"+D=yx"" +D=yf"*(1+ D).
Il en résulte que: f'(M) = f"(M).
Soit u + D un élément quelconque de M, il existe alors (v + D) € M tel que

f'(u+ D)= f"(v+ D). Dot en vertu de l'injectivité de f, u+ D = f (v+ D).

2) On suppose que maintenant que M = Z Au; (n= 2).

i=1
Le produit cartésien M" =M x M x...x M (n facteurs) a une structure de M (A) -

module monogene défini par le produit :

n
Yi = Z%- X
-1

Ay OOl (X,
n
Qg QUi || X | = yizzaijxj
=l
anl"'anj "'ann Xn

n
Yo = 20X,
i1

Donc un générateur est I'élément | u,

n

Soit f* I'élément de End,, , (M")défini par:
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X, F(x)

o0 % |[=]| f(x) | f estinjectif d’apres1), f estsurjectif.

Xn F(x,)

Ce qui implique la surjectivité de f.

2.2.3 MODULES DE FITTING

Définition 2.2.7

Un A-module M est dit module de Fitting si pour tout f € End(M), il existe un

entiern>1telque M =Imf" @ker f"

Lemme 2.2.8
Soit M un A-module et f € End(M). Alors :

i) Imf =Imf? < M =Imf +Kerf
i) Kerf =ker f2 < {0}=Im f N Kerf
Théoreme 2.2.9

Soit M un A-module. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
i) M est de Fitting.

ii) End (M) est I1-régulier a gauche et a droite.

Démonstration :
ii)= i) Soit f € End (M) = E, comme E est [1-régulier a gauche et a droite, il existe

neN tel que " =gf?" = f g pour certains endomorphismes g et h de M. Et

f7 (M) = f2"(h(M)) < f>"(M).D’oli, M =Imf" +Kerf".Six e Kerf2 alors
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f2"(x) =0 donc 0=g(f*(x))=f"(x) dou x e Kerf". Par suite Kerf > = Kerf " donc
Im f" N Kerf " =0. Ainsi M est de Fitting.
i)= ii) Soit f € End (M), alors il existen € N* tel que M =Im f" @ker " ce qui

. Imf2“=Imf“(*)
mmplique gue :
paieq Kerf " = Kerf "

Posons M’ = f(M) et on considere f, la restriction de f" a M’, c’est donc un

endomorphisme injectif de M, de plus d’apres (*) f; est un isomorphisme. Il existe

g:M =M'®Kerf > M

donc g, e End(M") tel que f,g9, =9, f, =1d,,.. On considere X=y+7>g(x)

g est bien définie et c’est un endomorphisme de M. De plus ,pour tout xe M on a:
(fF"—gf ™)(X) = f"(X)—gf "(f"(x)) = f"(x)—gf (f"(x))=0.D’'ou f" =gf?".Par
conséquence End (M) est II-régulier a gauche et a droite.

Corollaire 2.2.10

Si M est un A-module de Fitting alors M vérifie la propriété (I).

Démonstration :

Soit f € End (M) injectif, alors comme End (M) est Il-régulier a gauche et a droite, il
existen € N* tel que f" = f2"h pour un certain h € End (M). Soit x e M on a
f"(x—f"h(x)) =0 alors x— f"(h(x)) € Kerf" =0, donc x = f "(h(x)), et f est surjectif.

Par suite M vérifie la propriété (I).

Définition 2.2.11
Un A-module M vérifie la propriété (S) si tout endomorphisme surjectif sur M est un
automorphisme.
Théoréme 2.2.12 ( [12] Théoréme 1 p.623)
Pour un anneau A les conditions suivantes sont équivalentes :
i) Tout A-module de type fini est de Fitting.

ii) Tout A-module de type fini vérifie la propriété (I) et (S).
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CHAPITRE 3

QUELQUES PROPRIETES SUR LES FGI-ANNEAUX

INTRODUCTION:

Dans ce chapitre, nous avons donné quelques propriétés sur les FGI-anneaux. On a
montré que si A est un FGI-anneau commutatif, tout idéal premier de A est maximal
et A admet un nombre fini d’idéaux maximaux. On a montré aussi que si A est un

anneau artinien a idéaux principaux alors A est un FGI-anneau.

Définition 3.1

Un anneau A est un FGI- anneau a gauche si A est un anneau dans lequel tout A-
module a gauche vérifiant la propriété (I ) est de type fini. Un anneau A est un FGI-
anneau a droite si A est un anneau dans lequel tout A-module a droite vérifiant la
propriété (I) est de type fini. Un anneau A est un FGI- anneau si A est a la fois un

FGI- anneau a droite et a gauche.

Remarque 3.2

En général dans un anneau commutatif, il peut exister un A-module de type fini qui
ne vérifie pas la propriété (1). On a aussi des exemples de A-modules vérifiant la
propriété (1) et qui ne sont pas de type finis.

Exemple:Le Z-module ;7 est de type fini mais ne vérifie pas la propriété (I)

car I'endomorphisme : ar> 2a du Z - module ;7 est injectif mais n’est pas surjectif.

Le Z - module () vérifie la propriété (1) mais n’est pas de type fini.
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Proposition 3.3
Soit A un anneau commutatif, S 'ensemble des éléments réguliers de A et AS™

l'anneau total des fractions de A. Le A-module AS™ vérifie la propriété (I).

Démonstration :

Si f est un endomorphisme du A-module AS ™, pour tout élémentas™ e AS™, on a:
sf(as™)=f(sas™)=f(a)=af (1) D'ou f(as™)=as™*f().

Donc un endomorphisme de AS™ est une multiplication par un élément de

AS " .Par conséquent le A-module AS™ vérifie la propriété (I).

Proposition 3.4
Soit A un FGI-anneau commutatif. Alors :
a) Si A estintegre alors A est un corps.
b) L’image homomorphe de A est aussi un FGI-anneau.
Démonstration :
a) Soit K le corps des fractions de A, donc K= AS *est un A-module.
Soit f € End,(K) et f injectif.
Comme K est un corps, il est clair que f est un isomorphisme. D’ou K est de type fini.
I en résulte que K est un idéal fractionnaire de A. Donc il existe d € A tel que

dK <« Ac K.D’ou A est un corps.

b) Soit B un anneau et soit ¢ : A— B un homomorphisme d’anneaux.
Soit M un B-module alors M induit une structure de A-module par la structure du
groupe additif (M,+)

AxM > M
(a,m)— p(a)m
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Ainsi (M,+) muni de ce produit est un A-module. Et tout B-endomorphisme de M est

un A-endomorphisme de M. Donc si A est un FGI-anneau alors B I'est aussi.

Proposition 3.5

Un produit fini d’anneaux A (L<i < n) est un FGI-anneau si et seulement si chaque

Ai est un FGI-anneau.

Démonstration :
=) Soit A=A .
i=1
Supposons que A est un FGI-anneau, comme A (1<i<n) est image homomorphe de

A parla ieme projection A—E— A, d’apres la proposition (3.4), Ai est un FGI-

anneau en tant que image homomorphe de A.

<) Inversement supposons que Ai est un FGI-anneau pour touti, (1<i<n).
Soit M un A-module, alors M est un Ai -module pour tout i, (L<i<n).

Donc si M vérifie la propriété (I),alors M en tant que Ai -module est de type fini

pour tout i, (L<i<n). Puisque A= H A , donc M est de type fini en tant que A-

i=1

module.

Proposition 3.6
Soit A un FGI-anneau commutatif. Alors tout idéal premier de A est maximal et les

idéaux premiers de A sont en nombres finis.
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Démonstration :

*¢ % est un FGI-anneau, car % est une image homomorphe de A. Puisque P un
idéal premier de A, alors % est un anneau integre. Donc d’apres la proposition 3.4

% est un corps. Par conséquent P est un idéal maximal de A.

* Posons L = ensemble de tous les idéaux premiers de A.

Soit P € L, il résulte de la premiere partie de cette proposition que % est un corps.
Donc % vérifie la propriété (1).

vV Pe LetP €L, vérifions que HomA(% ; %)= {o}.

Supposons que HomA(% ; %)i {0}. Donc il existe h € HomA(% ; %) tel que h # 0.
D’ou h est un isomorphisme de % sur % *.Alors Ker h = {0}.

Par conséquent P — P’. Or P et P’ sont deux idéaux maximaux de A. Ce qui est une

contradiction.

Posons maintenantM =@ % .

PeL

Comme HomA(%;%.): {0}, vPe LetP €L, onadonc
v fe End, (M), 1(B7)< A%

f1AL)c AL, vf e End, (M
(A’)_% 5 ,A( ):> d'aprés la proposition (2.1.18), M vérifie la propriété (1)
%verlfle la propriété (1)

Donc M = P®L A/P est de type fini. D’ou L est un ensemble fini.

Corollaire 3.7
Soit A un FGI-anneau commutatif. Alors les conditions suivantes sont vérifiées :

i) Le radical de Jacobson ] de A est un nilidéal.
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ii) A est un anneau semi-local. Par conséquent % est un anneau semi-simple.

Démonstration :

i) Si A un FGI-anneau alors tout idéal premier de A est maximal. Donc le radical
premier de A est égal au radical de Jacobson de A qui est un nilidéal.

ii) Si A un FGI-anneau alors A admet un nombre fini d’idéaux premier tous

maximaux. D’ou A est semi-local.

Corollaire 3.8

Soit A un FGI-anneau commutatif et ] son radical de Jacobson. Alors pour tout

idempotent x de é/ , il existe un idempotent e de A tel que e=x.

Démonstration :

— _2 —
Soit X un idempotent de % ,alors X =X .Doncx*—x e€].

Puisque A est un FGI-anneau commutatif, alors J est un nilidéal. Dons il existe un
entier n > 0 tel que (x2 — x)n =0.

En développant par la formule du bindme on obtient la relation suivante :

x" =x"P(x) , ot P(x) est un polyndme en x a coefficients entiers.

Xn — Xn+lP(X) — Xn+2P2(X) — Xn+3P3(X) S XZnPn(X)
Donc l’élément e = X"P"(x) est un idempotent de A.
e? = x*"P?" (x) = [x*"P" (x)[P" (x) = x"P"(x) =e.

Dans I’anneau % on a les relations suivantes : X = X = xP (;) =X P" (?) —e.
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Proposition 3.9

Un anneau artinien a idéaux principaux est un FGI-anneau.

Démonstration :

Supposons que A est un anneau artinien a idéaux principaux. Alors d’apres le
théoreme de Cohen-Kaplansky, tout A-module est une somme directe de modules
cycliques.

Raisonnons par 1’absurde.

Soit M un A-module qui vérifie la propriété (1) et quin’est pas de type fini.

Comme il existe seulement un nombre fini de A-modules indécomposables cycliques
non isomorphes, M possede un facteur direct N qui est une somme directe d"un

nombre infini dénombrable de modules cycliques L, (i =12,..) deux a deux

isomorphes .
Ecrivons N = éLi .

Pour tout i=1,2,..., soit ¢; un isomorphisme de L,

sur L;,,.

Considérons I'application o:N=8L >N

N=gy+ep+..+& > o(n) =y (&) + @y (e) +... + ¢, (&)
Il est clair que ¢ est un endomorphisme injectif car tous les ¢, sont des
isomorphismes.

Cependant ¢ n’est pas surjectif.

Sin=e +e,+..+¢€, € N, alors n"admet pas d’antécédent dans N par construction de

et g .

¢ M=N®T > M

D’ou I'application ~
X=n+t—> @(X)=p(n)+t

est un endomorphisme

injectif et non surjectif.

Il en résulte que M ne possede pas la propriété (1) ce qui est une contradiction.
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Proposition 3.10

Soit A un FGI-anneau commutatif et dénombrable. Alors A est artinien.

Démonstration :

Soit A un FGI-anneau commutatif. Alors A est un anneau semi-local et le radical de
Jacobson de A est un nilidéal. Donc pour montrer que A est un anneau artinien, il
suffit de prouver que I'enveloppe injective de chaque A-module simple est
dénombrable.

Soit M un A-module simple et E (M) son enveloppe injective.

Puisque M est simple, alors E (M) est indécomposable. Ainsi E (M) est un A-module
injectif indécomposable. Donc E (M) vérifie la propriété (1). D’ou E (M) est de type
tini.

A étant dénombrable et E (M) de type fini donc E (M) est dénombrable. D’apres le

théoreme de C. Megibben [ 20 ] on a donc A est artinien. |
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CHAPITRE 4

THEOREME DE CARACTERISATION DES FGI-ANNEAUX
COMMUTATIFS

INTRODUCTION

Ce chapitre est divisé en deux parties :

Dans la premiere partie, le résultat principal est la Proposition 4.1.5, qui dit que si A
est un anneau artinien, commutatif et si A admet un idéal non principal alors il existe
un A-module qui vérifie la propriété (1) et qui n’est pas de type fini.

Dans la deuxieme partie, nous donnons le théoréme de caractérisation des
FGI-anneaux commutatifs qui dit qu'un anneau A est un FGI-anneau commutatif si
seulement si A est un anneau commutatif, artinien a idéaux principaux. Pour

prouver ce théoreme, nous allons utiliser certains résultats des chapitres précédents.

4.1 EXEMPLE D'UN A-MODULE VERIFIANT LA
PROPRIETE (I) ET QUI NEST PAS DE TYPE FINI.

Pour construire ce A-module, nous supposons sans perdre de généralités que A est
un anneau local d’idéal maximal J (A)=a A+b A avec a#0,b #0, tels que
a?=Db?=ab =0. Donc d’apres 'article [9], il existe un sous-anneau artinien a idéaux
principaux C de A, dont le radical de Jacobson J (C )=aC avec a # 0.

Posons Maintenant M = @® Ce; un C-module libre avec une base infinie dénombrable
i>0

{ei/ie N}.

o(e,)=0

Soit o I'endomorphisme du C-module M défini par : o
)=ae,,si i>1

ole,

Soit enfin f un endomorphisme injectif du C-module M, vérifiant: foo = o of .
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Avec ces hypotheses nous avons les lemmes suivants :

Lemme 4.1.1
iyac=0"=0

ii) Pour tout entieri> 1, o[ f (e, )] = af (¢, )

Démonstration :
i) ac(e,) =a(ae,_,)=a’, , =0,Vi>1
ac(e,)=a(0)=0
Donc ac=c%=0

ii) pour tout entieri > 0, o[f (¢,)]= f[o(e,)]= f (ae, ,) = af (¢, ,).

Lemme 4.1.2

Pour tout entieri >0, f(g) = Za}ej +aje + az a,e,, avec o un élément inversib

j<i k=i

de 'anneau A.

Démonstration :

Nous allons utiliser une démonstration par récurrence.

* Nous avons O'[f (eo)] = f[a(eo)] =f(0)=0 et af(e,) = f(ag,) #0, car f est injective.

m m-1
Posons f(e,) =Y e, alors d’apres 'égalité o[ f (e,)]=0, on obtient Y aa;,e =0.
i=0 i=0

Comme {g,,i € N} est une base, on a aa; =0, vk =1,...,m. On en déduit que a nest

pas inversible, Vk =1,...,m. Donc af €J(C)=aC, pour k =1...,m.

m m
D’autre part la relation af (¢,) = @) a/'e, =aage, + Y aa’e; # 0 implique que
i-0 =

aa #0 et aest inversible.

* Supposons que f(g;) = Za}e [ tale + az a,e, avec a; inversible.

j<i k=i

le
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i+1 i+l
j<i+l k>i+1

Posons f(e.,) = z a}*lej rate 4+ Z“;iﬂek

De la relation o[ f (e,., )] = af (¢, ), nous avons

i+1 i+1 i+1 i i
a) ai'e ,+aaiie, +a) o't =a) aje +aae
j=i+l k>-i+1 j=<i
Donc pour k >i+l, aa,™ =0 et o, est non inversible. Donc ¢, € J(C) =aC .
i+1
i+1

i+1

D’autre part, on a ac|/} =aa, #0,donce,’; est inversible. D’oti le résultat.

Lemme 4.1.3

Pour tout entieri >0, ag; e Imf .

Démonstration :

* D’apres le lemme (4.1.2), f(e,)=a’e, +aY ale ,avec a’ inversible.
p 0 o~0 i i 0

i>1
Donc f(ae,) = af (¢,) = aale, et ae, = (a° ) '[f (ag,)] = f[(ag )AaeoJe Im f

* Supposons que ae, € Imf pour tout k< i.

i+1~i+l
jsi k-i+1

D’aprés le lemme (4.1.2), nous pouvons écrire f(e,,) =Y ai’e, +aje, +a> a.e,

avec a1 inversible.

i+1 i+1
Donc nous avons f(ae,,,) = af (ei+l)=zloe}+ e, +aw e

i+l i+l
j<i

i+1

Or a7} étant inversible et par hypothese Z aa;

i+1

ejelmf.

j<i

Donc ae,,, = (a{jj)l{ f (ae,,) —Zaa}”ei} elmf.

j<i

D’ou le résultat.

Lemme 4.1.4

Pour tout entieri >0, e, e Im f .

Démonstration :

* D’apres le lemme (4.1.2), f(e,) =ace, +a)_ ae, avec o inversible.

i>1

81



Mais d’apres le lemme (4.1.3), on a a(z afek] elmf donce, elmf

k>0

* Supposons que e, € Im f pour tout k< i et écrivons

fen) =D aie, +alie, +a > a,e avec aff inversible.

i+1~i+l i+
j=<i+l k>=i+1

Il résulte du lemme (4.1.3) que a{ D aite J} elmf.

jmitl
Donc e, ,, = (aiijll)l{ fle,)— Y aje,—ad al’e, } elmf

j<i j-itl
Proposition 4.1.5
Soit A un anneau commutatif artinien. Si A admet un idéal non principal, alors A
possede un A-module M vérifiant la propriété (1) et qui n’est pas de type fini.
Démonstration :
Comme A est un produit d’anneau artiniens locaux, on peut supposer que A est un
anneau local de radical de Jacobson J (A )=aA+DbA avec a#0,b =0, tel que
a?=Db?=ab =0. Donc d’apres 'article [9], il existe un sous-anneau artinien a idéaux
principaux C de A, dont le radical de Jacobson J (C )=aC avec a =0 et
a? =0, tel que A=C @bC (considéré comme C-module).

Considérons I'’homomorphisme d’anneaux :

p:A=C®bC — End .M
a+bl—>eald, +Ac

Aveca, A € C, Id,, est 'homomorphisme identité du C-module M =@ Ce, .

i>0
Par ¢, M a une structure de A-module défini par r m=¢(r) m, ¥YmeM dont les
endomorphismes du A-module M sont les éléments f € End M vérifiant fooc =o 0
Donc il résulte des lemmes : lemme (4.1.1), lemme (4.1.2), lemme (4.1.3), lemme
(4.1.4) que Im =M, par conséquent M satisfait a la propriété (I).
Comme { ei /i € N} est une base du C-module M, ainsi M considéré comme

A-module n’est pas de type fini.

f.
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Théoréme 4.1.6:

Soit A un anneau commutatif et dénombrable. Alors les conditions suivantes sont

équivalentes :
i) A est un FGI-anneau.
ii) A est un anneau artinien a idéaux principaux.

Démonstration :

i)= ii) D’apres la proposition (3.10), A est un anneau artinien. Supposons par
I’absurde que A admet au moins un idéal non principal, d’ou d’apres proposition
(4.1.5) il existe un A-module M vérifiant la propriété (I) et qui n’est pas de type fini.
Ce qui est contraire a I’hypothésd. Par conséquent A est un anneau artinien a idéaux

principaux.

ii)=> i) D’apres la proposition (3.9), si A anneau artinien a idéaux principaux alors A

est un FGI-anneau. N

4.2 CARACTERISATION DES FGI-ANNEAUX
COMMUTATIFS

D’apres le chapitre 3, si A est un FGI-anneau commutatif alors le radical de Jacobson

de A est un nilidéal et A est un anneau semi-local. En particulier pour tout
idempotent X de % , il existe un idempotent e de A tel que e = x.Donc A est un
anneau semi-parfait c'est-a-dire un produit d’anneaux artiniens locaux.

Nous supposons dans la suite que A est un anneau local, dont le radical de

Jacobson J ( A )=] est un nilidéal.

Soit S = % un A-module simple et E = E(% ) ’enveloppe injective de S.
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Définition 4.2.1
Un A-module M est finiment annulé s’il existe des éléments m1, ..., mn € M tels
que : Ann, (M) = Ann,(m;, m,,....m,)

={aeAlam, =0,Vi=1,..,k}

(A, (m,)

={ac Alam=0,vme M}

Remarque 4.2.2
Soit A un anneau commutatif. Si M est un A-module de type fini alors M est finiment

annulé.

Proposition 4.2.3

Soit A est un FGI-anneau, local et commutatif. Soit S = '% et E= E(S), alors E est

finiment annulé.

Démonstration :
A est un anneau local donc S = % est un A-module simple.
Puisque S est un A-module simple, alors E= E(S) est un A-module injectif

indécomposable. Par conséquent E vérifie la propriété (I).

On en déduit que E est de type fini ce qui implique E est finiment annulé.

Proposition 4.2.4
Soit A est un FGI-anneau, local et commutatif. Si N est un sous-module de E

totalement invariant alors N est finiment annulé.
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Démonstration :

I1 suffit de montrer d’abord que N est de type fini ou de fagon équivalente de
montrer que N vérifie la propriété (1).

Soit u un endomorphisme injectif de N et i : N — E l'injection canonique.
Ona:u :N—">N—5E estaussi une injection avec u, =iou.

Nous avons le diagramme suivant :

c
=
S

Puisque E est un A-module injectif, alors il existe un endomorphisme U de E tel que :
uoi=u,.

* Prouvons que U est un monomorphisme.

Soit x un élément de E tel que x # 0, donc Ax = {0}.

Ax est un sous-module non nul de E, doncS N Ax # {0}, car E est un extension
essentielle de S. Ceci implique que S — AXx car S est un A-module simple.
Doncil existe A € A tel que Ax#0 et AXxeSc N.

De plus on a 0 # u, (Ax) = U (Ax) = AU(X) .

Donc U(x) #0, et U est un monomorphisme. Il s’en suit que U est un
automorphisme de E car un E est un A-module injectif indécomposable.

Soit y un élément de N, alors il existe z € E tel que U(z) = y. Donc
z=U0"(y)e N car N est totalement invariant.

Ainsiona: y=U(z) =u,(z) =u(z). Donc u est un automorphisme de N. Par

conséquent N est de type fini d’ou le résultat. B
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Théoreme 4.2.5 ([ 7 ] Théoréeme 2.7 p.18)
Soit A un anneau, de radical premier N, tel que tout sous-module de E(%\l)
soit finiment annulé. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) A est artinien a gauche.

ii) Pour tout idéal premier P de A, % est artinien a gauche.

iii) ~ Tout A-module a gauche de type fini est finiment annulé, et tout idéal

premier de A est maximal.

Proposition 4.2.6

Soit A est un FGI-anneau, local commutatif. Alors A est artinien.

Démonstration :
Posons N I'unique idéal maximal de A.

A étant un FGI-anneau, le radical de Jacobson de A=radical premier de A= N.

Donc %\I est un A-module simple par conséquent E(%I) est indécomposable.
On en déduit que E(%I) vérifie la propriété (1). Donc E('%\I )est finiment annulé.

D’apres le théoreme (4.2.5) A est un anneau artinien. N

Théoréme 4.2.7
Un anneau A est un FGI-anneau si seulement si A est un anneau artinien a idéaux

principaux.

Démonstration :

=) A/J(A) est un FGI-anneau car A/J(A) est une image homomorphe de A.

Soient M,,..., M les idéaux maximaux de A. D’apres le théoreme chinois

A/J(A) = _(4i31A/Mi par suite E(A/J(A)) = E(_(-TB1 A/M,) . Puisque A/M,; estun A-modul

e
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simple alors E(A/M,) est un A-module injectif indécomposable donc E(A/M,) vérifie

la propriété (I) pour touti, (L<i<n).Or E(GnBl A/M ij = _(1[191E(A/M ;) on en déduit

d’apres la Proposition 2.1.17 que EEE(A/ M, ) vérifie propriété (I) . Par conséquent

n

@ E(A/M,) est de type fini. Puisque E(A/J(A)) = E(_@iBl A/M,), alors E(A/J(A)) estde

i-1
type fini donc E(A/J(A)) est finiment annulé. Donc D’apres le Théoreme 4.2.5
A est artinien.

Supposons par I'absurde que A admet au moins un idéal non principal, d’ou,
d’apres la proposition (4.1.5), A admet un A-module vérifiant la propriété (1) et
qui n’est pas de type fini. Ce qui est contraire a I'hypothese.

Donc A est artinien a idéaux principaux.

<) Supposons que A est un anneau artinien a idéaux principaux. D’apres la

proposition (3.9), A est un FGI-anneau

Corollaire 4.2.8
Soit A un anneau commutatif. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) A est un anneau artinien a idéaux principaux.

ii) Un A-module est de type fini si et seulement s’il vérifie la

propriété (1). [
Remarque 4.2.9
1) Comme exemple de FGI-anneaux on peut citer les corps, les anneaux simples et les
anneaux semi-simples.

2) Un sous-anneau d’un FGI anneau n’est pas nécessairement un FGI-anneau.

Exemple : Soit A un anneau et K= AS " son corps des fractions. Supposons que

K # A. Alors K est un FGI-anneau alors que A ne l'est pas.
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