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Avant propos

Ce travail a commencé en 2004-2005 apres avoinabtacceptation d’accueil de I'Unité Mixte

de Recherche (UMR) 7516 de I'Institut de PhysiqueGdobe de Strasbourg (IPGS), rattachée a
I'Ecole et Observatoire des Sciences de la Ter@S(E). En raison des liens privilégiés existant
entre I'Université Louis Pasteur et celle d’Antaaavo, la formule d’'une thése en co-tutelle
parait appropriée et est adoptée. Le sujet de geesitue dans le domaine du Géomagnétisme. La
préparation a été menée alternativement au Seteis®©bservatoires Magnétiques de 'EOST et
au Laboratoire de Géomagnétisme et d’Electromagmétide I'Institut et Observatoire de
Géophysiqgue d’Antananarivo (IOGA). Cette mobiligestifique et universitaire a été surtout
possible grace a la Bourse de formation a la rebleerde I'Agence Universitaire de la
Francophonie (AUF).
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Résumé

L’objet du travail entrepris dans le cadre de cdtiése est la valorisation' des. mesures
magnétiques collectées a l'observatoire magnétidéatananarivo (dont le” nom, de code
reconnu par I’Association Internationale de Géongtigme et d’Aéronomie est TAN) et dans le
réseau des stations de répétition au cours deriladpel983-2001, et le but en est la réalisation
d’'un modele régional détaillé fondé sur ces mesuresmanuscrit comprend jrois parties. Les
deux premiéeres sont consacrées a l'analyse etraotiélisation du champ d'origine externe,
d’'une part pour caractériser au mieux cette comfiobh du champ a I'observatoire de TAN,
d’autre part pour mettre au point une méthode deation du champ externe dans les mesures
des stations de répétition, sachant que I'objexdifla description spatio-temporelle du champ
d’'origine interne. La troisieme partie décrit uneuwelle /méthode de modélisation régionale
fondée sur la résolution de I'équation de Laplaaesdin domaine dont la frontiére est constituée
de l'intersection de deux spheres concentriquest ldecentre est le centre de la terre, avec un
cbne de section elliptique, dont le sommet estedgant'le centre de la terre. Cette modélisation
est une généralisation de celle qui a été propegé®05, 2006 par E. Thébaultaet dans le cas

d’'un cbne de section circulaire.

Mots clés :modélisation régionale, géomagnétisme, céne igllipt fonctions de Lamé.

Abstract

The object of the work undertaken withinsthe fraroewof this thesis is the valorization of the
magnetic measurements colleeted at the magnetienddisry of Antananarivo (whose code
name recognized by International Association of iBagnetism and Aeronomy is TAN) and in
the network of the stations of repetition during tberiod 1983-2001, and drank it in is the
realization of a detailedg€gional model foundethiese measures. The manuscript includes three
parts. The two first aré devoted to the analysdstae modelling of the external field, on the one
hand as well as possible to eharacterize this ibwution of the field to the observatory of TAN,
on the other hand to develop a method of reducifaihe external field in measurements of the
stations of repétition, knewing that the objectis¢he space-time description of the internal field
of origin. The'third part describes a new methodegional modelling founded on the resolution
of thefequation of Laplace in a field whose borderconsisted of the intersection of two
concentric spheres, whose center is the centdreofitound, with an elliptic cone of section, the
top is also the center of the ground. This modglitha generalization of that which was proposed

into 2005, 2006 by E. Thébault aal, in the case of a circular cone.

Key words : regional modelling, geomagnetism, elliptical cob@mné’s functions.
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Introduction Générale

L'Institut et Observatoire de Géophysique d'Antamao (IOGA) compte parmi ses missions,
celle de l'observation continue du champ magnétitpreestre. Il abrite un observatoire
magneétique, dont le code IAGA (International Asation of Geomagnetism and Aeronomy) est
TAN, ouvert en 1889, qui est le deuxieme plus ancbservatoire de I'hémisphére sud aprés
celui de Canberra en Australie. L'observatoire rdtigne d’Antananarivo faisant partie du
réseau mondial des observatoires magnétiques INTEKRNET peut étre considéré comme une
référence indispensable pour les prospections niggeé a Madagascar. Les taches
d'observation comprennent l'acquisition des signaagnétiques provenant d'un variometre et
d'un magnétomeétre a protons, I'analyse des donteéealcul des lignes de base et le calcul des
composantes du champ en vraie grandeur. Les etmeggents, quoique discontinus, offrent une
série d'observations d'une longueur remarquabkgplglle atteint maintenant environ cent ans.
Des enregistrements de cette longueur sont rare®rat précieux pour les scientifiques qui
étudient I'évolution a long terme du champ magnétigt les causes de cette variation, appelée

variation séculaire.

Bien que TAN dispose de données en continu celaepeésente qu’'un seul site. Il est
indispensable d’avoir d’autres stations pour regméey les variations dans I'espace. Pour cette
raison, des mesures magnétiques ont éeté effecaréesvers points répartis sur I'le et a des
épogques différentes. En particulier, un réseau étagre, constitué par 24 stations de répétition,
a été établi a cet effet, que nous analyserons gadsculierement. Normalement, le traitement
des données de ces stations de répétition doittialdodes cartes magnétiques de Madagascar
mises a jour a chaque intervalle de cing ans. Gip#nce traitement pose encore des problemes
qui n'ont pas jusqu'ici, de solution satisfaisard@ne part, les hypotheses classiques utilisées
pour réduire ces données méritent discussion, aitr@d part, une techniqgue de modélisation
régionale appropriée s’avéere indispensable pourgiodirer de ces données le meilleur parti
dans I'élaboration de cartes magnétiques.

L'objectif principal de cette these est d'effectuene modélisation régionale du champ
géomagnétique a l'aide d’'un nouveau formalisme ddétisation dans un domaine conique qui a
été mis au point a 'EOST et d’établir ensuite dastes magnétiques pour Madagascar. Ces

cartes seront fondées sur les données des statamgetiques de repétition.

L’élaboration de cartes du champ d'origine intenéeessite I'élimination du champ d'origine

externe de l'ensemble des données acquises sagitanrd'intérét. Pour cela, il faut pouvoir
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modéliser le champ externe, soit sur la région eorée, soit d'une maniére globale grace aux
données de lI'ensemble des observatoires magnéggaesntuellement des données satellitaires.

Notre travail comprend ainsi trois parties :

La premiere consiste a analyser et a modélisehdenp externe, en particulier a I'observatoire
magnétique d’Antananarivo (TAN). Une analyse peaies séries temporelles de TAN est
indispensable pour bien connaitre les differentesposantes du champ d’origine externe.
Quelgues modeles de la variation diurne et un neodemplet du champ géomagnétique, le
modele CM4 (Sabaka eil., 2004) ont été également étudiés pour la modéisalu champ
externe. Cette étude est indispensable pour évéduerécision avec laquelle nous pouvons
connaitre le champ externe et pour pouvoir rédigsedonnées des stations magnétiques de

répétition ensuite.

La seconde concerne I'élaboration d’'une banque atenées correctement validées pour étre
utilisée ensuite dans la modélisation régionalensDaette partie, nous avons proposé une
nouvelle méthode de réduction de données en utilieamodele CM4. Notre travail consiste

d’abord a adapter ce dernier a I'observatoire ddfaharivo puis a analyser toutes les données
disponibles des stations de répétition de Madagakecd983 a 2001 pour bien les valider. Cette
deuxieme étape est également nécessaire pour EEiprécision que nous pouvons espérer pour

le champ interne dans une modélisation régionale.

La derniere partie sera consacrée au nouveau fismel appelé Harmoniques Sphériques sur
Calotte (H.S.C.). Ce formalisme avait été développérigine par Haines en 1985. Il s'est avéré
par la suite gu'’il était en partie erroné. Une wmrscorrigée a été proposée par Thébauklet
(2004, 2005). Ce formalisme permet d'inclure deandes acquises a différentes altitudes,
notamment des données au sol et des données Hikesatié a montré sa pertinence dans le cas
ou I'on dispose effectivement de données répadtiéatérieur du volume conique mais il reste
une difficulté d’ordre numérique lorsque I'on nemtise que de données au sol. La modélisation
analytique d'un champ de potentiel comprend I'edton des parametres du modele (les
coefficients de Gauss) qui releve des techniqueprdbleme inverse. Ce dernier est d'autant
mieux conditionné que les données sont plus undamemt réparties dans le domaine d'étude. De
ce point de vue, un domaine conique de sectionleire n'est pas le plus approprié pour un
territoire comme Madagascar. Afin d’essayer de @mamter cette difficulté, nous proposons dans
cette derniére partie de notre these un nouveanaleme de modélisation régionale dans un

domaine conique a base elliptique.
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Premiere partie

Analyse du champ externe a Antananarivo
pour la réduction des données

« On peut parfaitement examiner un objet pendaist aenées
sans jamais en tirer la moindre observation d'iétéscientifique.
Pour apporter une observation de quelque valeufault déja, au
départ, avoir une certaine idée de ce qu'il y akserver. Il faut
déja avoir décidé ce qui est possible. Si la s@eéeolue, c'est
souvent parce qu'un aspect encore inconnu des shseselévoile
soudain ; pas toujours comme conséquence d I'apparid’'un
appareillage nouveau, mais grace a une maniére edand’
examiner les objets, de les considérer sous ureamgf. »
Francois JACOB (Biologiste frangais, prix Nobel @édecine, né
en 1920), Le Jeu des possibles, Fayard, 1981.
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Introduction

Le champ géomagnétique varie dans le temps etalbesp.e champ total observé en un point O
de la surface terrestre est la superposition d& dbamps : un champ d’origine interne et un
autre d'origine externe. Le premier, qui représanites de 97% du champ total observé (Le
Mouél, 1976), est caractérisé principalement pag uariation temporelle réguliere et lente
appeléevariation séculaire Elle se caractérise par une évolution lente guliére mais elle peut
aussi changer brusquement: on parle alorssal# de la variation séculair®u secousse
magnétiqugCourtillot etal., 1978). La contribution du champ interne se tragdar la présence
d’'un champ quasi-statigue d'origine profonde, a@pehamp principal lié aux courants
électrigues générés par le phénomene analogueuadiehe dynamo dans le noyau terrestre
fluide et d’'un champ d'origine superficielle, appehamp d’anomaliedl a I'aimantation des
roches du manteau supérieur et de la crolte terdst contribution du second champ, appelé
champ transitoirese traduit par des variations temporelles rapidess aux courants électriques
circulant dans lionosphére et la magnétosphérdeets contre-réactions induites dans la
lithospheére et le manteau conducteurs. Elles ptéstdes périodicités que nous allons mettre en
évidence au cours de notre étude. Malgré l'exigtete cette partie déterministe du champ
externe, il est encore tres difficile a modéliseratuse de sa partie aléatoire. Celle-ci peut étre

prise en compte grace a l'utilisation de certamBdes géomagnétiques et solaires.

Par convention, le champ géomagnétique en un @@idonné est représenté dans le repere
géographique par le vecteBr et caractérisé par ses composantes X (Nord), ¥, Egverticale,
comptée positivement vers le bas), H (horizontake)es angles D (déclinaison magnétique,
comptée positivement vers I'Est) et | (inclinaisoagnétique, comptée positivement vers le bas).
L'intensité du champ total est notée F. D, | ebRtggénéralement obtenues a I'aide des mesures

absolues directes. Les autres composantes sonmi@des en utilisant leselations 1.1 ci-

dessous :
H = Fcosl (1.1a)
X = FcoslcosD 1.0b)
Y = FcoslsinD 1(c)
Z = Fsinl 1(1d)

Les difféerentes composantes et I'intensité du chaomqt exprimées en nanoTeslas (nT) et les
angles sont exprimés en degrés, minutes, secopalesxemple. Dans notre étude, nous utilisons
les composantes X, Y, Z car elles possedent unctéaea linéaire qui facilite les calculs

élémentaires.
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La méthode traditionnelle de réduction suppose lguehamp externe est le méme pour les
stations de répétition et I'observatoire. Or, cdiigpothese n’est imparfaitement vérifiee, sa
validité est trés variable et dépend du niveau ithign du champ et de I'éloignement de la
station considérée : plus la distance entre I'olzeire et la station considérée est grande, plus
'erreur commise est importante. Il faut au moirguxi observatoires pour bien caractériser la
variabilité du champ externe dans une région danAéktre d’illustration, lesfigures 1.1a et
1.1b nous montrent respectivement la variabilité dunghaexterne durant une journée
magnétiquement calme (11 octobre 2003) et une ggumagnétiquement perturbée (29 octobre
2003), entre Hartebeesthoek (HBK) et Hermanus (KHERUx observatoires magnétiqgues de
I'Afriqgue du Sud. Nous observons un écart maxine#anT sur X, 20nT sur Y et Z surflgure
1.1a En outre, cette figure nous montre clairementldqugothése précédente ne serait veérifiee
gue si les mesures étaient faites le matin avamte@ires locales (05 heures TU) ou le soir aprés
19 heures locales (17 heures TU). Or, ce n'est@gsurs le cas dans les stations de répétition.
Nous y remarquons également I'absence de varigigmaant les heures nocturnes locales pour
une journée calme. Par contre, en présence d’uneripgtion magnétique, comme nous voyons
sur lafigure 1.1h le champ externe présente un caractére completes@atoire bien que la
perturbation semble étre synchrone en temps umiver®cart maximal entre les signaux des
deux observatoires atteint 200nT sur Y et Z, dis fuus élevé que celui d’'une journée calme. Il
est donc souhaitable de faire des mesures magestmpndant des journées calmes et aux heures
décrites ci-dessus. Cependant, comme il n'est mssilde de prévoir le degré d'agitation
magnétique d’'une journée, il est difficile de ragpe cette condition. En outre, Madagascar a une
forme allongée présentant une variation de 147ent2° et —26°) en latitude, donc on doit y
avoir une variation importante du champ extern@sAiil est souhaitable de trouver une nouvelle

méthode de réduction de données plus précise.

Considérons d’abord une carte d’anomalie magnétigabklie a partir des données satellitaires.
Les amplitudes des anomalies correspondantes,éstinune altitude comprise entre 360 et 450
km environ, sont inférieures & 15nT en valeurs lalesoet calculées a 2nT pres (Langedlet
1982, Arkani-Hamed edl., 1994), soit une incertitude relative de 13%. Halmontré en 1986
gue pour une carte d’anomalie correspondant a liheda de 3 km (données aéromagnétiques),
I'erreur doit étre de I'ordre de 10 a 20nT (Hah88@). La plupart des cartes établies récemment
ont été établies avec cette méme précision (Ates,e1999, Thomas «tl., 2001). La précision
des mesures absolues dans les observatoires démaid beaucoup des observateurs et est de
quelques nT (Houssou, 1998), l'erreur systématigoenmise par une modélisation en
harmoniques sphériques du champ géomagnétiqgueee$in@ (Lowes et Olsen, 2004). L’
incertitude absolue sur la réduction des donnéig€tte alors de I'ordre de 6 & 20nT.
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VALEURS MINUTES
11 octobre 2003

CompX:  HBK: 12300 +(nT)  HER: 9750 +(nT)

50 1 I

. | CompY: HBK:-3760+(T) HER:-4410+(nT)
40

20 + r

-20 | L
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heures TU

Figure 1.1a :illustration de la variabilité du champ externerdat une journée calme.

VALEURS MINUTES
29 octobre 2003

Comp X:  HBK: 12190 + (nT)  HER: 9660 + (nT)
L L 1 1 L L [

1 2 3 4 5 3 7 8 9 10 1" I 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
heures TU

Figure 1.1b :illustration de la variabilité du champ externerdat une journée perturbée.

Pour atteindre cette précision, nous avons détérnas différentes caracteéristiques du champ

externe observé a I'observatoire magnétique d’Asmanvo. Puis nous avons considéré quelques
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modeles de la variation diurne, qui est une partortante du champ externe. Enfin, nous avons
analysé le modele CM4 (Sabaka @t, 2004) qui est une extension du modéle CMS3
(Comprehensive Model : phase 3) établi en 2002lgmmémes auteurs. TAN sera considéré
comme le seul observatoire de référence dans mégien d'étude car les autres sont trop

éloignes.
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Chapitre 1
Analyse des seéries temporelles de TAN

TAN est caractérisé par les coordonnées géographicgi géomagnétiques suivantes (calculées
avec le modéle IGRF 2005):

- latitude géographique: 18° 55’ S latitude gégn@ique: 23° 34' S

- longitude géographique: 47° 33’ E longitude gagnétique: 115° 48' E

- altitude : 1375 m

1.1- Présentation des données disponibles

Les premiéres mesures magnétiques faites a I'oftwény géomagnétique d’Antananarivo datent
de 1890. Il y a des intervalles de temps ou noudisposons que des valeurs moyennes horaires,
mensuelles ou annuelles des éléments du champ.|€&ss des données historiques enregistrées

jusqu’en 1992. Par contre, les données depuis 4@93echantillonnées toutes les minutes.

1.1.1- Les données historiques jusqu’en 1992

De 1890 a 1992, les mesures ont été occasionmllgdus ou moins continues. Comme il n'y
avait pas encore de systeme d’acquisition numéragielonnées, les observations brutes des
composantes du champ se présentent sous formegite&togrammes, dont il faut :

- extraire premierement les valeurs numériques téisamt des valeurs d’échelle et des

valeurs de base quand elles existent,

- les réduire ensuite en faisant des moyennes (me#es et annuelles) afin de les présenter

sous une forme convenable.

Avant 1948, nous ne disposons que des valeurs megeannuelles. De 1949 a 1992, nous
disposons aussi des valeurs moyennes mensuelles.cBmpléter l'inventaire, des données
horaires sont a y ajouter. En effet, TAN disposejuielques années de valeurs moyennes horaires
depuis 1957. Elles sont disponibles au format WiM®r{d Data Center) et sont accessibles par
ftp a l'adresse suivante: ftp:/ftp.dmi.dk/pub/wilobsdata/hourval/single_obs/tan/. Les données
y sont absentes pour les années 1960, 1961, 199823 1987 et 1991. Finalement, I'ensemble
des données disponibles pour TAN est représentéadigure 1.2 Les lacunes observées sont

dues soit a des défauts instrumentaux, soit adiatesd’observateurs.

Une grande partie de ces données a été déja eéeifiénalysée par Claudine Andriamampianina
durant la préparation de son Doctorat de troisieayele (Andriamampianina, 1988). Les

moyennes mensuelles brutes et les moyennes armdmliées correspondantes sont stockées
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dans les fichiers tan_xyzo.mmb et tan_xyz.mab ms@enent. Les autres données sont publiées
dans les annales de [llInstitut de Physique du GldbeParis, archivées a I'Observatoire

Magnétique Chambon-La-Forét.

Comp X (nT)
23000 " Il 1 Il Il 1 1 1 1 Il Il Il
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Wy
20000 *M* i
* e - s 4
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Figure 1.2 :ensemble des données disponibles pour TAN.

1.1.2- Les données depuis 1993

Depuis 1993, TAN est doté d’'un systéme d’acquisiiamérique de données permettant :
- d’enregistrer directement les données sous formeerique dans un fichier,
- d’envoyer les données a temps quasi-réel (tdeselseures) aux centres mondiaux de
collecte des données magnétiques,

- d’obtenir aisément les valeurs moyennes horginesnalieres, mensuelles et annuelles.

En effet, TAN était devenu, depuis 1993, membreéabieau INTERMAGNET qui est un réseau
international d’observatoires magnétiques transaneteurs données en temps quasi-réel, c'est a
dire 12 minutes a 72 heures (Green et Stuart, 19859 données définitives de tous les
observatoires participants sont enregistrées darisrmat standard et stockées dans le CD-ROM
annuel de 'INTERMAGNET. Nous disposons actuelletnggs CD-ROM de 1993 a 2003. Ces

données sont complétées par les valeurs de l'indiddayaud, 1967).

Quelgues critéres ou indicateurs de qualité ontr&tEnus lors de leur mise en forme pour les
CD-ROM annuels de 'INTERMAGNET, a savoir :
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- la continuité des signaux d’'une journée a l'auge particulier, lors du passage d'une
année a l'autre

- la régularité de I'écart, noté dF, entre l'intié@igotale mesurée F et l'intensité calculée a
partir des composantes X, Y et Z :

dF=F- [X2+Y2+Z2 1.2)

- la bonne cohérence avec les données historique® gyoit bien sur léigure 1.2

Comp X (nT)
L 1 L

— 31dec1994

19650 - — 01jan1995
02jan1995
19600 -

19550 T T T T T T T T T T T T T

19700 : : : :

-4900 . . . .

1 1
-4950 _W

-5000

-5050

-26800 : : : :

-26820 -
-26840 —W

-26860 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

33650 I 1 I 1 I 1 I 1 I

1 1
23500 W

33550

24 -21 -18 -15 -12 -9 -6 -3 0 3 3 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 339 42 45 48
temps (heures)

Figure 1.3 :exemple de continuité des signaux et de réguldatéécart dF.

La figure 1.3 ci-dessus nous montre un exemple de continuitésgggmux et de régularité de
I'écart dF. Les signaux y sont pratiquement cordtittus du passage du 31 décembre 1994 a 01
janvier 1995. Théoriquement, dF doit étre nul. igtegment, il ne peut pas I'étre, d’'une part a
cause des lignes de base, constantes sur une goatndont l'estimation est affectée d'une
incertitude, d’'autre part a cause des bandes passdifférentes pour le variomeétre triaxial et le
magnétometre a protons. Dans la pratique, noussligoe les signaux sont de bonne qualité si

dF est régulier et d’amplitude faible (inférieur&rar).

Posons :

Fc =, /X2+Y2+Z2
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La précision sur le calcul de Fc est donnée par :

=X Y Z)
AFC—‘ F(JAX +‘ FO‘AY +‘ FO\AZ (1.3)
A titre d’exemple, ave@dX = AY = AZ = InT, X= 19650nT, Y= —-4950nT et Z= -26850nT

(voir figure 1.3, nous obtenons :
AFc = 1.529nT < 2nT

Ceci nous montre que dF peut présenter une peatitation durant la journée mais son amplitude
ne doit pas dépasser la valeur limite de 2nT.

Les figures précédentes nous donnent déja une gmendée sur la variation temporelle du
champ observé a Antananarivo. Mais pour avoir plasdétails, il nous faut des méthodes
mathématiques adéquates pour les analyser. Puisueée des moyennes annuelles concerne
déja la variation séculaire c’est a dire le chargpigine interne (Ducruix eél., 1980), le champ
externe n’étant cependant pas complétement absents allons limiter supérieurement
l'intervalle des périodes analysées aux moyennasuaiies pour caractériser le champ externe.
Par ailleurs, les mesures absolues faites dansstwons de répétition sont des mesures
instantanées dont le traitement fait intervenir tasiations du champ jusqu'a des périodes de
'ordre de la minute. C’est la raison pour la geeatlous nous intéressons plus particulierement

aux données enregistrées a partir de 1993.

1.2- Méthodes d’analyse des séries temporelles

La plupart des méthodes que nous allons utiliseesstent un pas d’échantillonnage constant. Et
des séries de données sans lacune. Nous avons oompa visualiser les valeurs moyennes
horaires, mois par mois, pour Vvérifier la présededacunes dans les données. Le pourcentage
des valeurs manquantes pour chaque composanteretipmue année est donné dartaldeau

1.1 Nous remarquons que pour avoir la certificationwelle des Centres Mondiaux de Collecte
des Données Magnétiquesttp://www.intermagnet.org/Gins_f.hthplil faut qu’au moins 98% de
signaux corrects soient y transmis. Ce qui fait Gadl n’a rempli cette condition de certification
annuelle qu’en 1994 et 1997.

nnée

Comp 1993 | 1994 | 1995 | 1996| 1997 | 1998 | 1999 200Q 2001 2002 2003

X,Y (%) | 11.72| 02.79| 28.74| 14.05| 01.88| 27.01| 03.53| 02.87| 05.63| 11.19| 14.19

Z (%) |11.12| 01.07| 28.65| 14.05| 01.88| 27.00| 03.53| 03.12| 05.73| 10.58| 09.27

F (%) |15.86| 01.03| 28.64| 11.99| 01.07| 26.96| 03.49| 02.29| 04.93| 04.75| 14.70

Tableau 1.1 :pourcentage des valeurs manquantes.
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Les lacunes de TAN sont essentiellement dues apdeses instrumentales causées par les
foudroiements pendant la période des pluies. Lenphaagnétique intense généré par la foudre
induit dans le capteur fluxgate des tensions stibdep de détruire les circuits électroniques
associés et, en particulier, les générateurs dewabde compensation et les cartes convertisseurs
(Cantin, 1980, Gilbert et Periou, 1988).

1.2.1- Comblement de lacunes

Le probléeme de comblement de lacunes est un prebiéra sérieux pour TAN d’apréstibleau

1.1 La durée des lacunes est tres variable : de geglqeures a quelques journées, une semaine,
un mois entier et méme plus selon la durée deeluntion nécessaire pour remettre
I'acquisition en marche. A titre d’exemple, figure 1.4bnous montre la présence de valeurs
mangquantes (dont les débuts sont marqués pattra lgtsur les signaux du mois de mars 2000.
Le caractéere aléatoire de la variation du champl wdifficile le probléme de comblement des
lacunes mais il existe des solutions acceptables & cas ou les lacunes ne sont pas tres
importantes (Ulrych et Clayton, 1976, Le at, 1996, Luceano, 1997). En effet, une spline
d’interpolation est suffisante pour combler lesulaes de durée relativement courte (inférieure a
12 heures). Par contre, pour les lacunes de lodgtée, nous avons proposé une autre méthode
(voir figures 1.4 pour trouver une solution adéquate. Il s’agitelgroduire, dans l'intervalle sans

données, les valeurs d’un intervalle voisin toutespectant les conditions suivantes :

- préservation de l'allure générale de la courbe lissage par spline cubique (Silverman,
1985) avec un parametre p modifiable peut étresétpour garder la tendance générale et
la continuité de la courbe. Notons respectivemantQ.scet Gesla courbe ainsi obtenue et
les résidus de lissage correspondants :

Cres= C - GaseOU C désigne une composante quelconque,

- conservation de la périodicité de 24 heures r penir compte de la périodicité de 24h
(Schuster, 1889) du champ, une valeur manquamergstant t donné devra étre remplacée
par une autre valeur a I'instant t’ telle que tt £ 24k, k étant un nombre entier positif ou

négatif,

- conservation de l'agitation magnétique : pourirtesompte également de I'agitation
magnétique, les valeurs manquantes d’'une journéiapgue devraient étre remplacées
par les valeurs d’'une autre journée ayant appraxreraent les mémes indices Kp (voir §
2.1.1). Cette condition nous permet de choisitdimalle a prendre a I'aide d’'un parametre
no (c’est le nombre de jours compris entre l'intelvales lacunes et celui dont les valeurs

sont a prendre) tel que :
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_|no+D si ng=0
" |-(no+1+D) si ng<o0

ou D est la durée entiére des lacunes en joues{Entier).

Les valeurs manquantes d’un intervalle quelconguéhi, hy] seront donc remplacées par :
C(l) = Goasdl) + Cred1+24Kk) (1.4)

ou Gyasdl) assure la continuité et conserve I'allure gétede la courbe et {1+24k) rend
compte de la périodicité de 24 heures et de [I'igitamagnétiqgue.Nous effectuons le
comblement sur les trois composantes contenanblesnile lacunes (XYZ ou XYF ou XZF ou
YZF). La quatrieme composante, la plus incompléan déduit facilement a partir deslations
1.1

Pour bien illustrer cette méthode, prenons un ekende comblement des lacunes sur la
composante Z pour le mois de mars 20@uce 1.4h. Il y a trois lacunes a combler : les valeurs
manguantes du 10 mars a 14h au 13 mars a 13hdesrdur 11 et 12 mars) ont besoin d'étre
remplacées par les bonnes valeurs d'un autre mlterdes deux autres lacunes peuvent étre
simplement comblées en utilisant une spline d’pa&ation. Lafigure 1.4anous montre que les
journées du 24 au 25 et du 7 au 8 ont approxinmav une activité magnétique Kp comparable
a celles du 11 au 12. Ce qui fait que le paranmtpeut prendre deux valeurs : 10 (vers la droite)
ou -2 (vers la gauche).

Il'y a trois étapes a suivre : la premiere consistloisir la valeur du paramétre de lissage pr Pou
cela, il suffit de regarder l'allure de la courbelssage obtenue. Les essais que nous avons faits
montrent qu'une valeur comprise entré’ B0 10* est suffisante dans tous les casfigare 1.4c
nous montre, par exemple, qu'avec p = 18 courbe de lissage présente une variation d& 10n
environ dans lintervalle des lacunes. Il faut dgrendre une autre valeur plus petite pour
diminuer cette variation. Pour cela, la valeur @& st suffisante comme nous voyons sur la
figure 1.4d

La deuxiéme étape consiste a choisir l'intervathatdes valeurs sont a prendre. Nous pouvons

prendre deux valeurs dg méme si le signal présente une petite lacune emaptng = - 2car

bY

elle est facile a comblerfigure 1.4¢. Cependant, en comparant attentivement les \&aleur
introduites dans l'intervalle des lacunes sur lesxdigures 1.4det 14e nous pouvons dire que
celles obtenues aveg & 10 conservent mieux l'allure générale de la beugue celles avec

Ng = -2, en particulier la variation pendant les heurestunmes locales qui ne doit pas changer

beaucoup durant plusieurs journées calmes sucesg8utcher et Schlapp, 1992).
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La derniere étape concerne le remplacement proprtedite Pour cela, nous devons choisir les
trois signaux a combler parmi les quatre (X, Y,FL, Notre expérience montre qu'il est plus
facile de combler les lacunes sur Y et Z que st X. Cela se voit bien sur fgure 1.4bqui
nous montre que I'amplitude de I'agitation sur X plsis importante que celle sur Y et Z, et la
périodicité de la courbe se voit plus clairement ¥uet Z que sur X. Remarquons que le
probleme de comblement de lacunes peut avoir ufieiténde solution mais les conditions
définies précédemment nous permettent de choie qai s’adapte plus particulierement aux
sighaux magnétiques. Le programme que nous avoitsdétecte les lacunes et affiche les
nombres et les durées correspondantstabéeau 1.2nous donne I'exemple du mois de mars

2000. Les lacunes sont repérées en heure depgblg du mois.

lacune X Y Z F
1 |[166 - 168 [0.1ljour(s)] 166 — 168 [0.1jour(s)] 166 — 168 [0.1jour(s)] 299 — 301 [0.1jour(s)]
2 | 130 - 240 [0.4jour(s)] 130 — 240 [0.4jour(s)] 223 — 223 [0.0jour(s)]
3 [162 - 301 [1.6jour(s)] 162 — 301 [1.6jour(s)] 230 — 301 [3.0jour(s)]

Tableau 1.2 valeurs manquantes détectées durant le mois ds 2@410.

Puisque Y et Z sont plus faciles a combler et Rieahle moins de lacunes, nous avons choisi Y,
Z et F. Le résultat ainsi obtenu est représentdadigure 1.4f Tous les signaux de 1993 a 2003
ont été traités de la méme facon et ils ne contiehplus de lacunes. Puis ils ont été analysés par

des méthodes que nous allons décrire par la suite.

année: 2000 mois: mars

ne 2274 n= 2275
|3||4||5|15|17\1a|w9|20|21|22|23|24|25|25|27|1|2|3|4|5|s|?|a|9|m|n||2||3|14\15||s
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Figure 1.4a :indice planétaire d’'activité magnétique Kp pounieis de mars 2000.
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VALEURS MOYENNES HORAIRES
Observatoire: TAN année: 2000 mois: mars

Comp X: 19800 + (nT)
1 1 | 1 | 1 1
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100 1 r
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Comp Y:  -5200 + (nT)
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Figure 1.4b :exemple de valeurs manquantes durant le mois dg 2080.

ETAPE 1: détermination de la durée D (D est un entier) des lacunes et de la tendance générale C
Comp C:  -26900 + (nT)
Il 1 1 Il I Il

100 1 1 1 I I I I

.- . I i 4 .
C,..c: lissage par spline cubique de paramétre p = 107" (modifiable)
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ETAPE 2: calcul des résidus Cres et choix de lintervalle 4 prendre a l'aide de la distance H(nn)

Résidus C: 0+ (nT)
1 1 | 1 I I 1 1 I I I I

intxﬂvalle pris pour n; = 10 (modifiable)
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ETAPE 3: remplacement des lacunes sur [h.l,hz]
Comp C:  -26900 + (nT)
1 1 1 1 1 1

100 I I I 1 1 1 I I I I I
Cth,:h)=C_ (h h)+C_(h +H(n):h,+Hn))
80 - r
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« MW I
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Figure 1.4c :comblement des lacunes sur la composante Z dudaaisars 2000
avec p =10" et p =10.
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100

ETAPE 1: détermination de la durée D (D est un entier) des lacunes et de la tendance générale C,

base
Comp C: -26900 + (nT)

C,...- lissage par spline cubique de paramétre p = 107 (modifiable)
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ETAPE 2: calcul des résidus Cres et choix de l'intervalle & prendre a l'aide de la distance H(no)
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ETAPE 3: remplacement des lacunes sur [h1’h2]
Comp C: -26900 +(nT)
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Figure 1.4d :comblement des lacunes sur la composante Z dudaaigars 2000
avec p =10° et np =10.

ETAPE 1: détermination de la durée D (D est un entier) des lacunes et de |a tendance générale C,
Comp C:

base
-26900 + (nT)

(modifiable)

C,__: lissage par spline cubique de paramétre p = 10°
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ETAPE 2: calcul des résidus Cres et choix de l'intervalle & prendre & l'aide de la distance H(n,)
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Figure 1.4e :comblement des lacunes sur la composante Z dudaaisars 2000
avec p =10° et p = 2.
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VALEURS MOYENNES HORAIRES
Observatoire: TAN année: 2000 mois: mars

Comp X: 19800 + (nT)
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Figure 1.4f : signaux du mois de mars 2000 apres comblemenadeses sur la figure 1.4b
avec p =10%et ny =10.

1.2.2- Analyse spectrale

Le but de notre analyse est de quantifier les augds des diverses variations constituant le
champ externe a Antananarivo. Les spectres desawsigmagnétiques font apparaitre des
périodes caractéristiques allant de quelques heugelques dizaines d’années (Eckhardil.et
1963, Currie, 1973, Campbell, 1976, Courtillot etMouél, 1988). Mais nous allons nous limiter
aux variations de périodes inférieures ou égales @ que nous pouvons analyser en utilisant les
valeurs moyennes horaires de 1993 a 2003. Il édedtvque ces différentes périodes ne peuvent
pas étre représentées nettement et simultanémeninsuméme spectre. Nous avons utilisé
'analyse spectrale classique, fondée sur la Tramsftion de Fourier (Paley et Wiener, 1934,
Bochner, 1949, Sneddon, 1951), mais en décompdsasignal aussi bien dans le domaine
temporel que dans le domaine fréquentiel. Rappejoespour un signal s(t) de durée finie D,
échantillonné avec un paX, la fréquence détectable dans le domaine fréoiezgt comprise
entre une valeur minimale, appelée résolution feétjalle : Af =1/D, et une valeur maximale,
appelée fréquence de Nyquist,, =1/2At (Geckinli et Yavuz, 1983, Bracewell, 1986). Ceci
montre qu’en modifianf\t, on limite la fréquence détectable dans le dom&equentielle quelle

gue soit la durée du signal considérée. La fréqudnet la période T interprétables dans le

domaine fréquentiel sont donc telles que :
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st (1.52)
At <T< % (1.5b)

On peut diminuer la frequence maximale par unafij&r passe-bas sans déphasage suivi d’'un

rééchantillonnage du signal s(t) avec un fas= MAt (M entier supérieur a 1). Désignons par

s1(t) le signal ainsi obtenu. Le signa(ty contient des périodes comprises entkf 2t %. Ainsi,

en analysant les résidus, appelés inégalités ésmoeqt) = s(t) — g(t), nous pourrons observer

nettement des fluctuations de fréquence f et deg@efT telles que :

1 1
2At, <f <ont (1.5¢)
At < T < 2At (1.5d)

La méthode la plus simple de filtrage-rééchantillmye successifs est celle utilisée par Vestine et
al. en 1947 dans leur étude sur les variations du phgéomagnétique dans l'intervalle 1905-
1945. Il s’agit de faire des moyennes arithmétiggiessantes sur un intervalle bien déterminé :
moyennes horaires, journalieres, mensuelles etediesu Puis les inégalités respectives s’en
déduisent simplement. Cette méthode traditionmedlepermet pas d’obtenir un bon filtrage a
cause des caractéristiques spectrales de la fereétengulaire utilisée (Bendat et Piersol, 1980,
Marple, 1987), en patrticulier si le nombre d’écliborts N est relativement petit. Pour obtenir un
meilleur résultat, une méthode de filtrage pludétée a été utilisée par Houssou en 1998. Cette
derniere permet de déterminer a la fois les moyemet les inégalités inggen faisant un
filtrage préalable au moyen d’un filtre passe-basyge FIR (Finite Impulse Response) pour que
les conditions du théoréme d’échantillonnage saiespectées. Les avantages de ces filtres sont
bien connus (Oppenheim et Schafer, 1989) : phagaite, stable, effets de bord limités. Une
explication plus détaillée de la méthode est doreréannexe ATout se passe donc comme Si
nous faisions une décomposition du signal initial :

- les moyennes horaires moyh sont d’abord déconegosg inégalités horaires inegh et

moyennes journalieres moyj

- les moyennes journaliéres sont ensuite décompamédnégalités journalieres ineqj et

moyennes mensuelles moym

- enfin, les moyennes mensuelles sont décomposéaségalités mensuelles inegm et

moyennes annuelles moya et nous avons :
Champ externe = inegh + ineqj + inegm + (moya — vaec) (1.6)

ou varsec représente essentiellement le chamgidierinterne. Le terme (moya — varsec),
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appelé encore résidus annuels, contient des flimthsade périodes supérieures a 2 ans qui sont
essentiellement dues au cycle solaire de 11 ansl'dgaluation la mieux connue est le nombre
de Wolf (nombre de taches, vdigure 1.1) ou de 22 ans si on tient compte de la loi des
polarités du champ magnétique solaire associé airegpde taches (Currie, 1976, Makarov,
1994, Cliver etfal., 1996). L’étude du champ externe se fait donc dednégalités définies ci-
dessus et les difféerentes périodes détectableBapatyse sont consignées dangdéleau 1.3
Cette technique permet d’obtenir des spectres pais car ces inégalités sont pratiquement

stationnaires et de moyenne nulle (Hayes, 1996 ne®mous voyons le surfgure 1.5

Inégalités Période détectable

horaires 12 heures, 2 jours]

journalieres ]2 jours, 2 mois]

mensuelles ]2 mois, 2 ans]

Tableau 1.3 :intervalle de périodes détectable par I'analyse.

Observatoire: TAN année: 2000 mois: mars

Movyennes horaires moyhx 119800 + (nT)
150 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

100 L

50 r

-50 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

Inégalités horaires ineqhx (nT)
150 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

— moyenne ordinaire
100 - —— décimation L

+ moyenne ordinaire
100 - + décimation L

50 - . Lt P -y

04 L

-50 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

Figure 1.5 :décomposition des signaux horaires en inégalit#aires et signaux journaliers.
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1.3- Résultats et discussions

Nous allons analyser successivement les inégdiéaires, journalieres et mensuelles tout en
comparant les deux types de filtrage décrits paug.HPour faciliter la lecture des amplitudes des
différentes variations, nous représentons direaterteespectre d’amplitude (en nT) de chaque

signal et nous allons nous limiter aux amplitudgsesieures ou égales a 1nT.

1.3.1- Inégalités horaires

L’analyse des inégalités horaires mois par moistreogue les spectres observés varient d’'un
mois a l'autre. A titre d’exemple, ldgyures 1.6nous montrent les spectres obtenus pour les
différents mois de I'année 2000. Les deux méthaigetltrage donnent pratiguement les mémes
résultats pour les fréquences supérieures a 0.@dt&h(fréquence d’échantillonnage du signal
décimé) tandis qu’il y a une différence plus ou msonotable pour les autres fréquences. C'est
particulierement vrai pour la composante X qui lasplus bruitée. Nous avons généralement
quatre pics remarquables a 0.0417héuriode de 24 heures), 0.0833h&u(période de 12
heures), 0.1250heute(période de 8 heures) et 0.1667h&upériode de 6 heures). Ces pics
représentent évidemment la variation diurne ettesgs premiéres harmoniques. L’'existence
d’harmoniques est due a la distribution des cosramtosphériques sous lesquels défile le point

d’observation avec une période de 24 heures.

Les pics sont plus nets sur les composantes Y eteZsgr X. Les amplitudes de variation sont
plus importantes pour les mois d’équinoxégufes 1.6a et 1.§cque pour les mois d'été et
d’hiver (figures 1.6b et 1.6e Ces spectres nous montrent également la présksceariations
aléatoires. Elles sont essentiellement représergaesde petites fluctuations de fréquences
inférieures & 0.25heufanais qui sont particuliérement importantes auiveige de 0.0417hedre

! ou leurs amplitudes peuvent atteindre 5nT surolmposante X figure 1.69. En effet, ces
variations aléatoires contiennent autant d'éneggie la variation diurne. Prenons I'exemple des
inégalités horaires de la composante X du mois des r2000 : nous observons sufitare 1.5
gu’elles varient entre —50nT et 50nT tandis que I'konge de la variation diurne correspondante

ne peut pas dépasser 30nT en valeur absolue dlempsctre de ligure 1.6a

Les spectres des inégalités horaires durant unéeacmmpléte montre la présence d'autres pics
gue ceux de la variation diurndigres 1.7 et 18 Nous voyons par exemple des pics
remarquables & 0.04018hetret 0.04315heuresur le spectre de la composante Y de I'année
1994 figure 1.7B. Ces pics correspondent & 0.041@700149heuré et ont approximativement
les mémes amplitudes (2nT environ). La fréquencd1®dheuré (période de 24 heures) est
donc modulée par 0.00149heb(période de 27.9jours), autrement dit, nous awmesmodula-
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Figure 1.7 :spectres des inégalités horaires pour I'année 1994
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Figure 1.9 :spectres des inégalités horaires de 1993 a 2003.
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tion de la variation diurne par une autre variatm@riodique de 27.9jours. Cependant, cette
modulation n’est pas nette sur les composantesZegtsur les spectres de I'année 1997 car les
amplitudes correspondantes sont tres failbflgares 1.8. Nous reviendrons sur ce point au cours
de I'analyse des inégalités journaliéres au papgrauivant. En outre, des pics a 0.08048heure
(période de 12heures 25minutes) sont clairemeitil@sssur les spectres de la composante Z des
deux années 1994 et 199iyres 1.7cet 1.8¢. lls sont certainement en relation avec la marée
luni-solaire. C’est un phénoméne simple et compkexa fois. Simple parce qu'il est le résultat
principalement de l'attraction lunaire. La Luneriiént une orbite autour de la Terre a toutes les
24heures 50minutes, les régions ayant des maréasiagnes peuvent donc estimer avoir une
marée haute a toutes les 12heures 25minutes erf@aidreich, 1972). Complexe parce qu'il y a
d'autres facteurs qui viennent amplifier ou coraresr les effets réguliers de la lune. Le principal
facteur secondaire est l'attraction exercée p&oleil. La Terre se déforme en chaque instant
sous l'action de la Lune et du Soleil et sousidaatles surcharges de surface engendrées par les
enveloppes fluides de la planéte (I'atmosphére,ot@sans et les eaux continentales). Cette
déformation (radiale ou verticale) influe égalemknhaute atmosphére, en particulier I'iono-
sphére, et provoque une petite variation régupéregodique de 12heures 25minutes qui se traduit
par le pic & 0.08054 heuteur la composante verticale, d’amplitude 1.5nTiremv Remarquons

gue cette variation est faible et de méme ordrgrdedeur que I'écart dF (vdigure 1.3.

En traitant simultanément les inégalités horairesl€83 a 2003 (sur une durée de 1lans),
d’autres pics apparaissent sur leurs spectres. figeses 1.9 nous montrent des pics tres
remarquables & 0.041553helreet 0.041781lheute (figure 1.9P, 0.083220heuit et
0.083448heure (figure 1.9¢, 0.124886heurk et 0.125114heute(figure 1.9d. Ces différents
pics correspondent respectivement a 0.04#662000114heurg& 0.083334+ 0.000114heurtet
0.125000+ 0.000114heur& Nous avons donc une modulation par la variatiomualle
0.000114heuré (période de 365jours). Ce fait souligne bien liiehce saisonniére sur la
variation diurne. Nous reviendrons sur ce pointcaurs de la modélisation de la variation Sq

(section 2.2).

1.3.2- Inégalités journalieres

L’analyse des inégalités journalieres année paéammontre que les spectres observes sont trés
variables d’une année a l'autre et gu'’ils sont agsaités. Nous voyons par exemple les spectres
obtenus pour les années 1994, 1997 et 2000 sufigases 1.10 Nous notons des pics
remarquables & 0.0359j6u(période de 27.9 jours) pour les années 18gdre 1.10a et 2000
(figure 1.109 tandis que nous avons des groupes de pics canir@s0717jout (période de 13.9

jours) pour 'année 199Tigure 1.100. Leurs harmoniques sont noyés dans un importatt de
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fond. Lafigure 1.10cnous montre clairement que la moyenne ordinairg peoduire des pics

d’amplitudes plus ou moins importantes mais quso@ en réalité que du bruit.

Le pic a 27.9 jours est lié a la durée de la rotathpparente du Soleil au voisinage de son
équateur, qui s’étend plus précisément de 27 jligquateur a 30jours a une altitude de l'ordre
de 40 degrés (Legrand, 1984). C'est un phénomémneegjuconnu depuis plus d'un siécle.
L'événement d'éruption chromosphérique de 1859%ctéfmar I'astronome britannique Richard
Carrington (le I septembre 1858, il constata I'apparition d’unénéatrés lumineuse a la surface
du Soleil qui perdura 5 minutes) a été suivi quetqyours plus tard d'une perturbation
géomagneétique significative (Hale, 1931). La rém#tides perturbations géomagnétiques avec la
période de 27jours, période approximative de latimh solaire, montre que les particules
proviennent de sources fixes a la surface du Sdlei$ sources ont été appelées régions M par
Bartels (Bartels, 1932). Le bruit important obsesué les spectres est di a I'effet du champ de
perturbation et de post-perturbation (Vestineakt 1947). Une périodicité de 27 jours dans
l'intensité des rayons cosmiques galactiques ab&érvée en 1938 par Forbush et a été identifiée
la premiére fois comme signature de la période dignue de rotation du Soleil. En 1971, Siebert
a précisé que la période de 27 jours dans |'agtgéiomagnétique peut étre modulée par de plus
longues périodes se produisant dans cette acéiviééant d'origine solaire ou terrestre. L'idée de
la modulation a été déja mentionnée par Colemah eh 1966. Strestik a mentionné également
gu'’il peut y avoir une influence des cycles lunsif@ériodes voisines de 27jours) (Strestik,
1998). Les spectres trop bruités sufitmre 1.10dne nous permettent pas d’en avoir plus de

détails car les amplitudes correspondantes sanfaigles.

Le groupe de pics au voisinage de 13.9 jours peatcénsidéré comme la premiére harmonique
de celui a 27.9 jours. Cependantfigure 1.10bmontre qu’en raison de I'absence du pic a 27.9
jours, il peut étre interprété comme la fréquermedamentale d’'un autre phénomene physique
bien déterminé. Mursula et Zieger (1996) ont étudiévariation d’'un certain nombre de
paramétres héliosphériques (vitesse du vent spltérapérature, densité ionique et champ
magnétique interplanétaire), d’'indices d’activitdgnétique et de parametres solaires sur les trois
derniers cycles solaires. Tous ces parametres nmbtargériodicité de 13.5 jours que les auteurs
ont interprété comme étant la signature de la straale la vitesse du vent solaire qui présente
deux jets a grande vitesse par rotation solairergMa et Zieger, 1996). La structure la plus
persistante a eu une durée de vie de deux andar@igart ne dépassaient pas quatre mois, d’ou
la grande variabilité des spectres des inégaltémalieres. D'ailleurs, les amplitudes variables
observées sur leBgures 1.10indiquent que ces inégalités journalieres sonerggsdlement

constituées par des variations purement aléatoires.
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Figure 1.10 :spectres des inégalités journalieres.

1.3.3- Inégalités mensuelles

Les spectres des inégalités mensuelles de 19483s2Mt représentés surfigure 1.11 Ils sont
pareillement assez bruités. Dans ces conditionss athons seulement considérer les deux pics a
0.0833moid (période d'un an) et & 0.1667moigpériode de 0.5 an) qui sont nettement et
simultanément visibles sur les trois composante=urd. harmonigues sont noyées dans un
important bruit de fond. L&gure 1.11nous montre €également que le filtrage avec ureffiiR

est toujours meilleur, en particulier pour les leasfséquences.

L’étude des périodes de un an et de six mois aé&ben au plus grand nombre d’articles dans le
domaine de lI'analyse du champ d’origine externe. amalyses des corrélations entre les signaux
mesurés dans les deux hémisphéres ont montré guenieposantes annuelles sont plutét en
opposition de phase tandis que les variations semielles sont en phase (Vestinalet1947,
Currie, 1966, Courtillot et Le Mouél, 1976). Curr(@966) a bien souligné que ces deux

variations ne peuvent pas provenir de la méme sourc

La variation annuelle est considérée comme étaengiellement d’origine ionosphérique. Elle
est due a l'effet de dynamo ionosphérique engepdrédes vents ionosphériques soufflant de

I’hémisphere d’été vers I'hémisphere d’hiver. Lests proviennent de la modulation annuelle de
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la température provoquée par celle de 'amplitudegayonnement solaire (Vestineadt, 1947,
Vestine, 1954). Les analyses du champ magnétiguénaures de nuit (Malin et Isikara, 1979,
Butcher et Schlapp, 1992), durant lesquelles l@atian d’origine ionosphérique est approxima-
tivement nulle, ont montré que la composante at@mweimporte également un terme d’origine
magnétosphérique, qui lui-méme se décompose eermne ten opposition de phase dans les deux
hémispheres (di0 au mouvement annuel de I'anneacodeant équatorial vers I'hémisphére
d’hiver) et un autre terme d’amplitude plus petér,phase sur toute la terre (d0 a la modulation

annuelle de courants localisés dans le feuilletreale la queue de la magnétosphere).

La variation semi-annuelle est pratiquement d’oggmagnétosphérique. Il existe trois théories
pour expliquer son origine : la premiere est fonsigele fait que la latitude héliocentrique de la
Terre varie det 7.2° au cours de l'année. C’est la théorie axide Cortie qui implique
I'existence de deux maxima d’activité magnétiqué kmars et le 6 septembre (Cortie, 1912). La
seconde l'attribue & la variation d’inclinaison $emnuelle du dipdle magnétique terrestre sur
I'axe terre-soleil. C’est la théorie équinoxialeBrtels (1932), complétée par Lewis et Mcintosh
(1953) puis par Mcintosh (1959). Cette théorie iy €également I'existence de deux maxima
d’activité magnétique le 21 mars et le 23 septenlbreque le dipdle magnétique est en moyenne
perpendiculaire a la direction terre-soleil. Daeste théorie, il y a en outre un effet diurne a
cause de la non-coincidence de I'axe de rotatida terre et celui du dipble. La troisieme théorie
fait jouer un réle important au champ magnétiquerpianétaire et plus particulierement a sa
composante paralléle a I'axe de rotation de leete@est la théorie de Russel et Mc Pherron
(1973). En considérant que le champ magnétiqueplatattaire est dirigé suivant les spirales de
Parker, les deux maxima d’activit¢ se manifestenside 5 avril et le 5 octobre. Avec le
traitement que nous avons fait, il n’est pas pésgib déterminer avec précision les positions des
deux maxima liés a la variation semi-annuelle. Ealywant les inégalités mensuelles, nous ne
pouvons détecter que des périodes supérieures ai ators que les dates auxquelles les
différentes théories placent les maxima d’actigtint tres voisines entre elles. Nous avons
seulement vu que les amplitudes de la variatiom glius importantes pour les mois d’équinoxes
(vers mars et septembrigures 1.6 mais nous ne pouvons pas indiquer des datesspsci
Actuellement, on ne parle plus de la théorie axites la littérature tandis que les deux autres
sont appuyées par des observations effectuéesvaus gparametres caractérisant le vent solaire
et I'activité magnétique (exemple: Orlandaéf 1993, de la Sayette et Berthelier, 1996).

La comparaison entre les inégalités mensuelles sbibre de Wolf (données obtenues auprés
du Sunspot Index Data Centatp:/sidc.oma.be/html/sunspot.n)nbjui caractérise le nombre des

taches solaires, nous montre I'évidence d’une natitul par I'activité solaire de 11 arfgg(re
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1.11). Ce fait a été notamment mis en évidence par $taugl998), dans I'analyse des inégalités
mensuelles de plusieurs observatoires. Les cyolages ne sont réguliers ni en amplitude ni en
période car la durée d’'un cycle peut varier de qued années (Legrand, 1984). Nous observons
par exemple un passage par un minimum vers 19%%, 1976, 1986 et 1996 surflgure 1.11

De plus, la durée de notre signal n’est pas asgégante pour pouvoir observer clairement cette
modulation sur les spectres. En plus de la modulatiamplitude, de nombreux auteurs mettent
en évidence un pic a 11 ans et ses deux premienesohiques (exemple : Currie, 1973,
Courtillot et Le Mouél, 1976, Alldredge, 1976, Heos, 1998). Pour cela, il faut prendre les
résidus de lissage des moyennes annuelles (appdikis annuels) ou mensuelles car les
périodes détectables en utilisant la méthode deadié sont limitées (voitableau 1.3. Ces
résidus annuels présentent donc des variation®digues de 11 ans environ autour de la
variation séculaire du champ interne qui est regmé&e par la courbe de lissage correspondante.
(Courtillot et Le Mouél, 1988). Par contre, la m&eévidence du double cycle de 22 ans est plus
difficile et nécessite évidemment une série de deanrplus longues et une méthode plus élaborée

comme celle du maximum d’entropie (exemple Cudr8¥,3) ou le développement en ondelettes.

Observatoire: TAN  date: janvier 1948 a décembre 2003
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Figure 1.11 :spectres des inégalités mensuelles de 1948 a 2003.
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2]

@ : inégalités horaires oscillant autour des inégaljournaliére
avec la période de 24 heures

@ : inégalités journalieres oscillant autour des aliégs

mensuelles avec les périodes de 13.9 jours ej@*3 > champ externe a

@ : inégalités mensuelles oscillant autour des résisunuels éliminer
avec les périodes de 6 mois et 1 an

@ : résidus annuels oscillant autour du champ intavee la
période de 11 ans

@ : champ interne a déterminer

Figure 1.12 :représentation schématique des composantes réggliliel champ externe.

En résumé, le champ externe est constitué princigale par une composante aléatoire assez
importante d’'une part et par des composantes ditistes périodiques de 24 heures, 13.9 jours
ou 27.9 jours, 6 mois, 1 an et 11 ans d’autre @raque variation de période plus petite se fait
autour des autres variations de périodes plus gemndous pouvons donc schématiser ces
différentes composantes régulieres du champ extammne l'indique ldfigure 1.12 L’analyse

gue nous venons de présenter est un préalablenadélisation du champ externe et en révele

toute la complexité.
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Chapitre 2
Modélisation du champ d’origine externe

Nous allons présenter d’abord les différents ingligggomagnétiques et solaires qui seront
particulierement utiles pour la suite de notre arewvnotamment pour la modélisation du champ

d’origine externe.

2.1- Les indices géomagnétiques et solaires

Un indice consiste en une suite de valeurs dissddstinées a fournir une information résumee,
pertinente et fiable sur I'évolution au cours dmps d’'un phénomene. Nous allons considérer
I'indice planétaire d’activité magnétique Kp, l'iicé d’activité du courant annulaire Dst et I
indice de flux radio solairB;o 7. L'indice Kp sert spécialement a sélectionnerjdesnées calmes

tandis que les deux autres indices sont utiliséswe paramétres d’entrée dans le modele CM4.

2.1.1- L'indice planétaire d’activité magnétique Kp

L’indice Kp a été introduit par Bartels en 1949. |l est Balpartir des mesures effectuées en 13
stations, de latitude comprise entre 44° et 60°. fBiti des conditions géopolitiques qui
prévalurent lors de la création de cet indice (guépide), les stations sont inégalement réparties
a la surface du globe : 11 sont situées dans I'sigmere Nord (4 en Amérique du Nord et 7 en
Europe), et 2 dans I’hémisphére Sud (Australie etvidlle Zélande). Les indices K (Bartels et
al., 1939) de chacune des stations sont d’abord swdisda a I'aide de tables établies par Bartels
a partir d’'un échantillon de référence, afin depsumper les effets des variations avec le temps
universel et la saison sur l'activité magnétiqgueurPchaque intervalle tri-horaire, la valeur de
I'indice Kp est la moyenne arithmétique des indi€egandardisés. Il est exprimé sur une échelle
de 0 a 9, avec une résolution de 1/3. Pour lesikal®on entieres les symboles + et - sont utilisés.
Ainsi 5- correspond a 4 2/3, et 5+ a 5 1/3.

L’indice Kp caractérise les effets du vent solaiue le champ géomagnétique. Il guantifie sur une
période de 3 heures le niveau de perturbation em§epar la composante instable du champ
horizontal. Chaque niveau d'activité est en retatioasi logarithmique avec I'amplitude de la

perturbation correspondante. Les indices mesutgsgdes trois heures permettent de discriminer
les véritables perturbations du champ géomagnétigsevariations produites par les courants
ionosphériques. lls integrent a la fois les eftis courants alignés et ceux du courant annulaire,
et fournissent ainsi une bonne estimation du niyelanétaire moyen de l'activité magnétique

d’origine magnétosphérique.
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Les valeurs tri-horaires de Kp sont publiées ré&gatnent dans IBulletin Mensuel du SIIG
(Service International des Indices Géomagnétiques)également disponibles sur le site
ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/ISTP/GEOMAGNETIC_DATA/INDICES/KRP/ du NGDC (National
Geophysical Data Center). Ces valeurs sont ranggeitervalles de rotations solaires de 27

jours, comptées depuis le 08 février 1832 (exerfigiee 1.43.

2.1.2- L'indice d'activité du courant annulaire Dst

L'indice Dst (Disturbed storm time) caractérisetliaté du courant annulaire, situé dans le plan
éguatorial de la magnétosphére a une distance3d&a 5 R (rayon terrestre). Il traduit I'effet des
courants quasi symétriques circulant a haute déitet vers I'Ouest provoquant la "phase
principale” de la dépression mondiale dans la caapi@ horizontale du champ durant les orages
magneétiques. Il a été introduit par Sugiura et Pa@iw 1969. Les valeurs de Dst s’expriment en
nanoTeslas. Depuis 1970, les valeurs horaires adiliéps dans la série des IAGA Bulletins
N°32. Sugiura et Kamei ont recemment recalculéséme homogene de valeurs horaires du Dst
pour les années 1957-1986, en utilisant les dondéegiatre stations. Ces valeurs sont publiées
dans lelAGA Bulletin N° 40 Les valeurs horaires du Dst valables pour 'An&®physique
Internationale, basées sur les données de hudrstatont publiées dans le volume 35 Aasals

of the IGY Les valeurs provisoires du Dst sont publiées lrégment dans IBulletin mensuel

du SIIG et dansSolar Geophysical Data

L’indice Dst est actuellement calculé a partir de®yennes horaires de la composante
horizontale H calculées en un réseau de 4 obséesmtsuffisamment distants de I'électrojet
auroral et de I'électrojet équatorial, et réguliéeat répartis en longitude. En chaque station, la
ligne de base est la somme de la variation séeuddide la variation diurne. Elle est estimée a
partir des valeurs de H mesurées durant les 5 jesrplus calmes (jours Q internationaux) de
chaque mois : leurs valeurs moyennes annuellesusiis€es pour estimer la contribution de la
variation séculaire (polynéme du second degré antiman du temps universel), et les variations
diurne moyennes pour chaque mois pour estimerriatian diurne (double série de Fourier en
fonction du temps local et du numéro du mois). kakeurs horaires de Dst sont également
disponibles sur le site ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/SIBEOMAGNETIC_DATA/INDICES/DST/ du
NGDC.

2.1.3- L'indice de flux radio solaire kg7

Cet indice n'est pas un indice d’activitt magnét@smue au sens propre, mais un indice
d’activité solaire. L’activité du Soleil gouvernapport d’énergie dans I'environnement ionisé de

la Terre. Cet indice peut donc se révéler trés yddar les études magnétosphériques et de



Chapitre 2. Modélisation du champ d’origine externe 49

météorologie de I'espace, et il est indispensabieroe paramétre d’entrée a certains modeles de

la haute atmosphere terrestre.

L'indice de Flux Radio Solaire Décimétrique représel’intensité du flux radio solaire a la

fréquence de 2800 MHz, soit une longueur d’ondé\d€l0.7cm. Il est mesuré, a raison d’'une

valeur par jour, en unités de flux solaire, ou clegnité est égale a THwatts m?Hz* ou & 18
Janskys, l'unité de mesure standard en radioastiende rayonnement radio a 10.7 cm de
longueur d'onde présente une légére variationed'site. Ce flux d'énergie trouve son origine
dans les régions éloignées de la chromosphéraeahtidans la basse couronne, en réponse a
l'activité des taches solaires. Les niveaux d'siténradio sont mesurés en sélectionnant trois
sources : dans une zone non perturbée de la swdtaiee, dans une région active se développant
et dans une région plus intense que le niveau @iernmais de courte vie. La densité du flux
radio solaire est mesurée guotidiennement présadt@ta midi local (17h00 TU). Ces valeurs
sont ensuite corrigées du gain de l'antenne, dedfation atmosphérique et de la température du

fond du ciel.

L'indice de Flux Radio Solaire Décimétrique est uatiement disponible sur le site
ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/ISTP/SOLAR_DATA/SOLAR_RADIMUX/. Les mesures archivées
remontent & 1947.

Il existe encore d'autres indices mais les traisces que nous venons de décrire sont suffisants
pour modéliser le champ externe. Considérons déalzopartie dominante du champ externe qui

est la variation diurne.

2.2- Modélisation de la variation Sq

En raison de la présence de pics trés nets swspkestres des inégalités horaires, la variation
diurne devrait étre facile a modéliser. Néanmogike dépend aussi de l'activité magnétique
d’origine magnétosphérique. Selon un ouvrage aass{Chapman et Bartels, 1940), la notion
d’'activité magnétique est décrite comme suit: s Lenregistrements magnétiques d’un
observatoire montrent que, certains jours, les téédéments du champ présentent des variations
douces et régulieres, tandis que d’autres joussydeiations sont plus ou moins irréguliéres. Les
jours de la premiére catégorie sont dits magnétigunt tranquilles ou calmes ; les jours de la
seconde catégorie sont appelés magnétiguement amtif perturbés. Le niveau d’activité
magnétique ou de perturbation varie de jour en ¢taurs une large proportion, et quelques jours
semblent entierement exempts de perturbation. »s Macepté dans des périodes d’activité

intense ou orages magnétiques, il est évident &&l@s magnétogrammes que la perturbation est
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superposée a une variation journaliere «régukierotée {§ (voir figure 2.13. La partie
parfaitement réguliére (sans aucune perturbatien)gdest appelée variation Sq (Sq: Solar
quiet).
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b) variation diurne obtenue en prenant comme nive&o les valeurs des heures locales nocturneddexBh

Figure 2.1 :allure de la variation &

Rappelons que le terme « réguliere » a un doubls :sd’abord une variation est dite réguliere
lorsqu’elle est douce ; ce premier sens est ddatifra la morphologie de la variation. Mais ce
terme est également relatif a la répétition dartertgps d’une variation (sens temporel). Ainsi une
variation est dite réguliére lorsqu’elle se prodigtnouveau et chaque fois a des intervalles fixes
dans le temps. La variation Sq de chaque mois elharement définie par la variation
représentée par la série des valeurs moyennesdmran temps local, pour les cing jours les plus

calmes internationaux de ce mois. Cette variatigre€ donc parfaitement définie d’'un point de
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vue statistique. Par contre, elle est déterminéegpgort a un niveau de référence ou niveau zéro

(Mayaud, 1967) dont la définition est plus problémaze.

2.2.1- Niveau zéro et choix des journées calmes

Nous devons d’abord sélectionner les journées caloae l'allure de la variation diurne n’est
effectivement nette que pour des journées calmess pouvons ensuite choisir le niveau zéro
correspondant. A titre d’illustration, I'allure desleurs moyennes horaires des journées calmes
observée sur lagure 2.1anous permet de prendre comme niveau zéro une e@adgsant par les
heures locales nocturnes de 20 heures a 03 heaadsd, que nous appelons « niveau nocturne ».
Ce choix est tout a fait conforme a la caractépstide la variation diurne que I'on considere
comme pratiquement nulle pendant la nuit, commesneoyons sur lafigure 2.1b (voir

égalementigure 1.13.

Comme les valeurs nocturnes peuvent varier coragitEment d’'une nuit a l'autre, nous ne
pouvons pas utiliser simplement une interpolatioaismnous utilisons plutdt une spline
d’ajustement des valeurs de nuit pour déterminerieau de référence de chaque composante.
La variation du niveau de référence est essentieli¢ d'origine magnétosphérique. C’est un
niveau fondé sur les valeurs nocturnes mais valabksi le jour. Nous appelons « résidus
horaires » la différence entre les moyennes haa&tde niveau de référence correspondant. Les
figures 2.2aet 2.2c nous montrent l'allure du niveau de référence Hagoe composante
respectivement pour les mois d’avril 2000 (qui camtt des journées trés perturbées mais aussi
des journées trés calmes) et décembre 2000 (quiresipalement constitué par des journées
plus ou moins perturbées). Remarquons qu’il y a boene corrélation entre le niveau de
réféerence et l'indice Dst (8 2.1.2). Ce dernier dshc indispensable pour la modélisation
compléte du champ externe, en particulier, le chatigpigine magnétosphérique. Nous en
parlerons un peu plus au cours de I'étude du madiié (§ 2.3.2).

Le choix des journées calmes pour la modélisatienlad variation Sq ne peut pas se faire
seulement en considérant des valeurs de l'indiaegbaire Kp (8 2.1.1) les plus faibles, mais il
faut également tenir compte de I'allure des résidoiires sur les trois composantes. Prenons
I'exemple du mois d’avril 2000 de fgure 2.2b: les dix jours ayant les plus faibles valeurs de
Kp sont par ordre de Kp croissants : 26, 14, 22,263 15, 23, 13, 12, 11 (vdigure 2.2¢. Or
I'allure des résidus horaires pour chacun d’euwstnfi@s toujours réguliere. C’est par exemple le
cas de la composante X de la journée du 26 (preno@érnée la plus calme selon Kp). Il en est
de méme pour les composantes Y et Z de la journdelddeuxieme journée la plus calme selon

Kp).
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Observatoire: TAN année: 2000 mois: avril
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Figure 2.2a :moyennes horaires, niveau nocturne et indice Dsndis d’avril 2000.
Observatoire; TAN année: 2000 mois: avril
Comp X: 0+(nT)
200 1 1 1 | I 1 ! 1 1 1 | | |
— résidus horaires
150 7 — waleurs nocturmes [
allure réguliere
100 4 r
50 r
0 L
-50 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 4 6 7 8 g 10 11 12 13 14 15 16 18 21 22 23 24 25 26 27 28 29
- jours ayant approximativement une allure réguliére:
- jours ayant une allure réguliére et un Kp moyen petit: 11 12 14 15 23 25
CompY: 0+(nT)
50 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1
-100 T T T T T T T T

T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 g 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 22 23 25 26 27 28 30
- jours ayant approximativement une allure réguliére:
- jours ayant une allure réguliére et un Kp moyen petit. 11 13 15 22 23 25 26
CompZ: 04+(nT)
50 1 1 1 1 1 1 I

20 1 r

0 MM L
-20 T T T T T T T T T T T T T T

1 2 4 3] 7 11 12 13 14 15 17 18 22 23 24 25 26 28 29 30
- jours ayant approximativement une allure réguliére:

- jours ayant une allure réguliére et un Kp moyen petit. 11 13 15 18 22 23 25 2B
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Figure 2.2b :résidus horaires et allure de la variatiop & mois d’avril 2000.
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Figure 2.2c :moyennes horaires, niveau nocturne et indice Dshdis de décembre 2000.
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Figure 2.2d :résidus horaires et allure de la variatiog &u mois de décembre 2000.
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- dix jours les plus calmes selon Kp: 15 31 14 20 30 2 16 21 5 13

Figure 2.2e :indice planétaire Kp pour les mois d’avril et dédare 2000.

Remarquons qu'il est rare de trouver simultanémastallure réguliere sur les trois composantes
du champ. Une journée ayant des tres faibles \aiKp n'a pas forcément la bonne allure de
la variation |. Et aussi, une journée ayant des valeurs de K¢ @umoins élevées peut avoir
une allure réguliere. C'est par exemple le cas aesposantes Y et Z de la journée du 01
décembre 2000figure 2.29. La meilleure allure de la variation Sg obsengg chaque
composante est représentée sufifpges 2.2bet2.2d: 23 avril et 31 décembre pour X, 26 avril
et 30 décembre pour Y, 26 avril et 30 décembre gouMous avons donc tenu compte de ces

différents criteres pour choisir les journées.

2.2.2- Formules

Rappelons que les variations de plus grandes mEiodluent sur la variation diurne, et parmi
elles plus particulierement les variations semitgtie et annuelle, responsables de linfluence
saisonniere sur cette variation (§ 1.3.1). En 1988ljn et Winch ont proposé une méthode qui
consiste a modéliser le signal par une modulatiamplitude des composantes diurnes pour tenir
compte de l'influence saisonniere. La modélisatierfait année par année en considérant que les
coefficients de Fourier de la variation diurne penivétre encore décomposés en plusieurs
composantes périodiques de période fondamentale j@65. Mathématiquement, elle est

représentée par les équations suivantes :
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o T 21

Sq(t, T) = z [am (T) cosé mt) + by, (T) sin— mt)} (2.1a)
m=0 4 24

ou

a (T):§ a COSWZT[ 0T) + B SING 27 ”T)} (2.1b)

M ] T T 4x 365 mn =" R24x 365 '

b (T):% Ymn COS Gl NT) + 3 sin( Gl nT) (2.1c)

m mn €056, 4. 365 mn >"N24x 365

n=
t étant le temps local exprimé en heures, T le seapcours de 'année également en heures, Sq

une composante quelconque.

Les paramétreSmn, Bmn, Ymn €tdmn SONt & déterminer. D’aprés les résultats de ravtadyse, seuls
les termes d’ordre 1 a 4 de la variation diurnet significatifs (pics a 24 heures, 12 heures, 8
heures et 6 heures, exemfilgure 1.9, ce qui fait que M = 4 (soit 9 coefficients pauj car f

est inutile). Nous avons trouvé également 3 picsndeulation (365 jours, 6 mois et 4 mois,
figure 1.9, ce qui fait que N = 3 (soit 7 parametres powaqeie coefficient caBmo et dmo sont
aussi inutiles). Le nombre total des coefficierdsassaires pour modéliser la variation Sq durant
une année est donc 7x9 = 63 par composante.

Les coefficients @ et by, pour les journées calmes sont d’abord calculéstiéisant laformule
2.1a puis complétés par une spline d’ajustement péatiser un échantillonnage régulier en
fonction de T et éliminer les éventuelles petitescahtinuités entre deux années consécutives.
Cette contrainte est évidente car la variationnésessairement continue. Les coefficients ainsi
obtenus sont représentés surfiture 2.3aqui permet de vérifier que la spline d’ajustement
n’introduit pas d’oscillation parasite. Remarquop® les coefficients sont de mémes signes pour
les deux composantes X et Zy; & et g sont positifs, aet g sont négatifs ; les coefficientg, b
sont faibles et varient autour de zéro. Ceci proevéait que la variation diurne présente les
mémes sens de variation pour ces deux composdrdad®mbure d’une fonction paire. Par contre,
pour la composante Y, la plupart des coefficiepivaient autour de zéro mais ce n’est pas le
cas des coefficientsybCeci est également en bon accord avec l'allura dariation diurne de la

composante Y qui est comparable a celle d’une fomampaire (voirfigures 2.2b et 2.2d

L’étape suivante consiste a calculer les coeffisien 3, y etd pour chaque année en utilisant les

formules 2.1b et 2.1d.es valeurs moyennes dg %m +[3§m et de \/y%m +23§m sur les onze

années de 1993 a 2003 (ce sont respectivementdeses des coefficients, @t b, durant cette
période de 11 ans) sont représentées sur la pladite de lafigure 2.3a Nous retrouvons bien
les termes d’ordre 1 a 3.
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Figure 2.3b :variation Sq de 1993 a 2003 et ses spectres.
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Les petites fluctuations clairement visibles s@r$pectres de la composante Y sont dues au fait
que les coefficients varient d’'une année a l'altes onze années ne peuvent pas effectivement
avoir les mémes coefficients a cause de I'effefativité solaire (Ochabova, 1966, Harwood et
Malin, 1977). Remarquons que les valeurs des @iexfifis sont faibles et inférieures a 6nT pour

toutes les com posantes.

Connaissant les coefficients, nous pouvons cal¢aleariation Sq de n'importe quelle journée de
1993 & 2003. Le calcul se fait normalement en $ewsrse en utilisant successivement les
formules 2.1b, 2.1et2.1a Les résultats ainsi obtenus sont représentéla sigure 2.3b.Nous
voyons bien la variation saisonniere de I'amplitutke Sq. Nous observons généralement la
présence des deux maxima par an mais il est ¢hffte localiser avec précision leurs positions.
Approximativement, ils ont lieu vers mars et sefigmnc’est a dire vers les mois d’équinoxes
comme nous l'avons déja vu (vdigure 1.6§. Nous observons aussi I'influence de l'activit¢ d
cycle solaire qui passe par un minimum vers 199paetun maximum vers 2000 (vdigure
1.17). En faisant une comparaison avec l'indice de fladio solaire (8§ 2.1.3), nous voyons une
bonne corrélation entre ce dernier et la variatiedamplitude de chaque composante. Cet indice
est donc indispensable pour tenir compte de I'effietl’activité solaire dans la modélisation

compléte du champ externe (§ 2.3.2).

A titre de comparaison, nous allons reproduirefiggres 2.2b et 2.2enais en y ajoutant la
variation Sq que nous venons de modéliser. Ledtagsisont représentés sur kegures 2.4
Nous vérifions I'absence de variation pendant l&. ues résidus horaires et la variation Sq sont
pratiguement les mémes pour les journées tres sakneparticulier, pour la composante X de la
journée du 23 et les composantes Y et Z de la ggudu 26 avril 2000fiures 2.4aet figure
2.2b). Par contre, il y a trop de différence pour msrpées perturbées. Nous observons aussi sur
les signaux du mois de décembiigure 2.4 qu’il peut y avoir un écart assez important efdre
variation Sq et les résidus horaires méme pourjdamées calmes. Ceci s’explique par la
différence entre la variationsSet la variation Sg qui se voit clairement en coraptailes deux
figures 2.1bet 2.5. L'une est une variation « naturelle » qui est soperposition de plusieurs
variations aléatoires et réguliéres et qui peusqméer une grande variabilité d'une journée a
l'autre, tandis que l'autre est une variation «méatatique » qui est purement périodique et doit
étre ainsi pratiquement identique pour deux jowsremseécutives. Lagure 2.5nous donne des
détails sur l'influence de la saison ainsi queféefle I'activité du cycle solaire de 11 ans sur la
variation Sq. Sur la composante X, 'amplitude a@evdriation est de 20nT environ pour 'année
1996 (année d’'activité solaire minimale), de 30murmpl'année 1994 (année d’activité solaire

moyenne) et de 40nT pour 'année 2000 (annédidtgécsolaire maximale). Il y a donc un écart



58

Premiere partie

Observatoire: TAN année: 2000 mois: avril

Comp X: 0+(nT)
200 1 1 1 ! ! ! I ! 1 1 1 ! ! !
— résidus horaires
150 — wvaleurs nocturnes
modéle de Sg
100
o A A g h
0 Vw"'\f.m \-»f s wv)\ »J\w,f/\\mf\va »JK FANAN /\, \\F ] Lo \,,/\ - \f/ bl \/wwwmj\,v "
-50 T T T T T T T T T T T T T T
1 2 4 6 7 8 92 'IO n 12 13 14 15 'IG 18 21 22 23 24 25 26 27 28 29
- jours ayant approximativement une allure réguliére:
- jours ayant une allure réguliére et un Kp moyen petitc 11 12 14 15 23 25
Comp Y 0 + (nT)
50 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Y A 4 i
0 [\w\f\/\/‘l “’\\JA‘ o \‘ ,J\I 2 YIS (B S {\\' \V»/) - N .(\-_,u “f\_, :'\“ f\‘ by { \ \\ ‘I\J\A / | L.mA ‘/\X.,
y T | Vo W R
i ! i k - ¥
-50 1
100 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 22 23 25 26 27 28 30
- jours ayant approximativement une allure réguliére:
- jours ayant une allure réguliére etun Kp moyen petitt 11 13 15 22 23 25 26
Comp Z: 0+(nT)
60 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
40 4
20 (\ ) ; \
i A A A A A LA AL
[ L S " ._.\[k'\n_,v \Alﬂ\,xm Y I (S, 3 S Ve omef A S S Al e e | N
-20 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 4 6 7 1 12 13 14 15 17 18 22 23 24 25 26 28 29 30
- jours ayant approximativement une allure réguliére:
- jours ayant une allure réguliere et un Kp moyen petit. 11 13 15 18 22 23 25 26
- dix jours les plus calmes selon Kp: 26 14 22 18 25 15 23 13 12 11
. . . s . . . y .
Figure 2.4a :comparaison des résidus horaires avec la variaBonpour le mois d’avril 2000.
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Figure 2.4b :comparaison des résidus horaires avec la variaBgnpour le mois de décembre 2000.
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Figure 2.5 :variation Sq correspondant a la variatiop ®présentée sur la figure 2.1b.

de 20nT entre un minimum d’activité et un maximuiactlvité pour la composante X. Cet écart
est relativement faible et de l'ordre de 10nT ptasg deux autres composantes. De plus, la
position de I'extremum change au cours de la saisawvariation de la position du minimum est
clairement visible sur la composante Y : la coupbsese par une valeur minimale vers 8 heures
locales au mois de janvier (mois d’été australrauge) tandis que cette position se trouve vers
11 heures locales pour le mois d’aolt (mois d’hiaastral, en jaune). Et la variation de la
position du maximum se voit bien sur la composahtesers 11 heures pour les mois d’été, 12
heures pour les mois d’équinoxes, et 13 heures lpsunois d’hiver. Il y a donc une différence
de 2 a 3 heures entre les positions des extrengtéeat en hiver et ceci entraine effectivement
une légere modification de son allure au cours’aenée. Une comparaison avec un modele

global est indispensable pour vérifier encore lidité de nos résultats.

2.2.3- Comparaison avec un modele global

Le modele de Sq établi avec des séries de Fougeegent est fait spécialement pour la station
TAN. La variation Sq varie dans I'espace, plusipalierement en fonction de la latitude. Pour

deux stations situées a la méme latitude magnéétides longitudes différentes, les extrema ont
lieu sensiblement aux mémes heures locales. Peardomprendre la variation de Sq a I'échelle

planétaire, nous allons parler d’abord de son weigEn 1889, Schuster montra que la variation
Sq provenait pour deux tiers environ de sourcesoswant dans la haute atmospheére et pour un
tiers de sources internes résultant d'un effetidétion dans les masses conductrices du Globe. Il
est possible de calculer une infinité de systéngesadirants qui rendent compte d'une variation
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d'origine externe, mais si l'on fait I'hypothéseegles courants circulent dans une nappe

horizontale d'altitude fixée, la solution devienique.

Il est admis actuellement que la variation Sq assée par des systemes de courants électriques
circulant principalement dans les couches E et Hideosphére. Ces systemes de courants
existent en permanence, quelle que soit la vatt@ldur a jour de leur déplacement en latitude,
de leur forme et de la fluctuation de l'intensi& ldurs courants autour d’'une valeur moyenne.
Leur existence permanente, jointe au fait qu'ikteat dans une position approximativement fixe
par rapport au Soleil, provoque I'occurrence joliema réguliere (Wasserfall, 1953, Mayaud,
1967). Néanmoins, au cours de chaque rotation deefliee, ces systémes de courants peuvent
changer de forme, varier en intensité ou se dépktdatitude ; et, de fait, les variations jour a
jour de I'un ou l'autre de ces parametres causeratfiabilité jour a jour de la variatiork §ui se
distingue donc de la variation théorique Sq. Maastec variabilité, parce qu’elle s’effectue
seulement autour d’'une valeur moyenne, ne mascu&gaopriéeté specifique du phénomene et

peut étre modélisée a I'aide d’'un modéle global.

En 1989, Campbell . ont établi un modeéle global pour pouvoir calcldevariation Sq en tout
point du globe. lls ont utilisé les données de BSeovatoires se trouvant principalement sur des
continents en sélectionnant des journées trés salmadeurs d’'indice Kp inférieures a 3) depuis
1934. L'année 1965, qui est une année d’activildiro minimale, en contient le plus grand
nombre. Les observatoires sont regroupés selorétgens ou I’hémisphére ou ils se trouvent,
plus particulierement selon la latitude (CampbelSehiffmacher, 1985, 1988). La plupart des
données disponibles pour les 99 observatoires @érési, sont des valeurs échantillonnées avec
un pas de 2.5 minutes, mais il y en a égalemengges uns qui n'ont que des valeurs horaires.
La contribution lunaire est éliminée en utilisaneuméthode décrite par Matsushita et Campbell
(1972). Pour une année donnée et pour un obsewatdiaque composante (H, D ou Z) est
représentée a l'aide de 40 coefficients sur le theodeséquations 2.1 Un lissage de ces
coefficients est ensuite utilisé pour déterminervdaiation Sq en tout point de chaque groupe
d’observatoires, en particulier suivant la latitudenfin, un développement en harmoniques
sphériques permet d’obtenir la variation Sq en fmint du globe. Ce modele est désigné par
WDCA/SQL1 et valable de 1940 a 2005. Il est bienpils adapté aux journées calmes et aux
années d’activité solaire minimale. Le programmeeaspondant s’appelle SQ1IMODEL.EXE et
est disponible auprées du National Geophysical Qatater (NGDChttp://www.ngdc.noaa.gov/seg/
geom_util/sql.shtmINous avons choisi les quinze premiers jours @uantt plusieurs journées
consécutivement calmes) du mois d’avril 1996 (ardigetivité solaire minimale) pour pouvoir

comparer les résultats. Nous voyons suidare 2.6que la variation Sq obtenue par le modéle
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global de Campbell et celle que nous avons calcpbiela méthode des séries de Fourier
(méthode de Malin et Winch) présentent pratiquerftenimémes sens de variation. Cependant, le
modéle global produit une petite variation plus mwins importantes pendant les heures
nocturnes : -4nT environ sur X, 3nT sur Y et —3nif . Les variations calculées par les deux
modeles ont sensiblement les mémes amplitudes rakegnet la méme position du maximum
pour la composante Z. Par contre, nous observometindécalage sur la position du maximum
pour les deux autres composantes : 2 heures 13enieaviron sur X et 45 minutes sur Y. Nous
avons pratiguement les mémes amplitudes de variatiw la composante X mais la variation
calculée par le modéle global est plus faible aseade la petite variation nocturne et du
déphasage mentionnés ci-dessus. Sur la composanteus observons un décalage constant,
d’environ 6nT, entre les extrema déterminés pad&sx modeles, et la variation calculée par le
modéle global est la plus petite. En outre, lexdmurbes ne sont pas identiques a cause de la
petite variation nocturne. Pour l'instant, nousvoias pas d’explication précise sur l'origine de
ces petites anomalies, en particulier le petit dépbe observé sur X et Y, mais il est trés
probable que ceci est dU a l'insuffisance des desmm& TAN introduites dans le modele car la

qualité d’'un modéle dépend évidemment des donnésees.

Observatoire: TAN année: 1996 mois: avril

Comp X: 0+ (nT)
|

100 '

CompZ: 0+(nT)
L

— residus horaires
301 sérigs de Fourier
— SQIMODEL

01 02 03 04 05 08 07 08 09 10 LAl 12 13 14 15

Figure 2.6 :comparaison du modéle local de séries de Founexcde modéle global de Campbell.
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La comparaison avec les résidus horaires nous peatmalire que le modele local est plus
approprié a nos données. Le modele global donrgueamnient un apercu général de la variation
du champ sur toute la planéte. D’ou la nécessitélider un modéle régional qui est évidemment
plus spécifique a une région donnée. Nous obsemgalement que méme pendant des journées
tres calmes et d’allure réguliere, la variationgfegt représenter seulement une petite partie de la
variation diurne. Nous voyons par exemple que I'Btogle maximale de la variation Sq calculée
sur la composante Z de la journée du 08 avril 1@g6re 2.9 est de 10nT environ tandis que
celle de la variation diurne observée est de l@mie 35nT. Ainsi nous avons besoin d’un autre
modele plus complet et plus élaboré pour modétisanpletement le champ externe. Pour cela,

nous avons considéré le modele CM4 (Sabakh,e2004).

2.3- Etude du modele CM4

é;gnetosphere :Y

: b0 ////// ///////7/7///
; ,,{////é/////// L7700

Figure 2.7 :schéma des différentes sources contribuant au plggftamagnétique ainsi que
les ensembles de données utilisées par le modéBe(Sdbaka et al., 2002).
Rappelons d’abord que le champ magnétique obse@gde la Terre est di a différentes sources
se trouvant dans le noyau, la lithosphére, l'iohésp, la magnétosphére, et des courants de
couplage entre I'ionosphére et la magnétospheentee les hémispheres. Un schéma des ces

différentes sources est donné suidare 2.7

Historiguement, les champs des diverses sourcest@mhodélisés séparément. A coté du modeéle
de variation diurne de Campbell, nous pouvons pamgle citer le modéle IGRF (International
Geomagnetic Reference Field) pour le champ prih@pdont la derniére version est la dixieme
génération IGRF10 (Langlais et Mandea, 2000, Oédah, 2000) qui est valable jusqu’en 2010,

et le modéle de Tsyganenko qui concerne spéciatelmemamp d’origine magnétosphérique et
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qui a été également amelioré plusieurs fois (Tsggko, 1987, 1989, 1995, 2002a, 2002b). La
plupart des modélisations récentes s’appuient g@sBement sur les données satellitaires (par
exemple: Ultré-Guérard et., 1998, Olsen, 2000, Papitashvili, 2002, Langlael.e 2003).

Pour modéliser completement le champ externe, avoiss choisi le modele CM4 (Sabakalet
2004) pour deux raisons: d’abord il tient compimutanément des différentes sources
mentionnées ci-dessus, et ensuite, c’est un mod&tent, pour [l'utilisation duquel des

programmes informatiques sont disponibles.

2.3.1- Données et systemes de coordonnées

Etant donné que ce modele est une extension dulen@i3 établi en 2002 par les mémes

auteurs, tous les deux ont le méme principe de hasedonnées utilisées par CM3 sont:

a) des valeurs moyennes horaires d’observatoidéss Bont classées en deux catégories : une
premiére, notée OHM-1AM, est composée de valeurgemues horaires choisies pour des
journées les plus calmes de chaque mois (défirsieslgs valeurs de Kp faibles) de 1960 a 1985
et sur un intervalle de 4 heures voisin d'une helurenatin locale. La seconde est désignée par
OHM-MUL et est constituée de valeurs moyennes hesathoisie pour des journées les plus
calmes de chaque mois durant les périodes de dmmetiment des satellites POGO et Magsat. La

distribution spatio-temporelle de ces données @dplzoires est donnée suffigure 2.8
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Figure 2.8 :répartition spatio-temporelle des données d’obataives
utilisées par le modele CM3 (Sabaka et al., 2002).



64 Premiere partie

b) des données du satellite Magsat pour la pémedeovembre 1979 a avril 1980. Ce sont des
données vectorielles. Elles ont été triées en idsaist seulement des périodes ou Kp sulvies

d’'une période ot Kg 2°. Pour avoir plus de détails, voir Langel et Bala\i991).

c) des données des satellites POGO (Polar Orb@iegphysical Observatories), constitués par
0OGO0-2, OGO-4 et OGO-6. La majeure partie de cemées est extraite des données utilisées
par le modele POGO (2/72) (Langelagt 1980) complétées par celles des journées calmés d

période de septembre 1965 a ao(t 1971. Ce somtnsent des données scalaires. Une description

plus détaillée est également donnée par Langedletingn (1991).

Les données des satellites CHAMP et Orsted ainsi tgutes les données d’observatoires
disponibles jusqu’en 2000 ont été également ingégdans le modele CM4. Trois systémes de
coordonnées sont fondamentalement utilisés poerréter leur variation spatiale :
- le traditionnel systeme de coordonnées sphéri(ués @), d’axe, 'axe de rotation de la
Terre. Ce systéme est utilisé pour la représemntaliochamp interne
- le systeme de coordonnées géomagnétique8y,( @) : défini par rapport au vecteur
moment du dipb6le incliné. Ce systeme est principal® utilisé pour représenter les
contributions externes lointaines (d’origine magsehérique)
- le systeme de coordonnées « quasi-dipolaire »(KPA,, @,) proposé par Richmond
(1995). La longitude Q@p, est la longitude dipolaire de I'apex (le pointpleis éleve au-
dessus de la surface de la terre pour une ligrehaep fermée, défini paph La latitude

QD Aq est donnée par :

1.2)

)

Ag=% arccoE
ouRe = 6371.2 est le rayon moyen de la terrhqdtaltitude. A s’annule a I'équateur magnétique
a toutes altitudes. Ce systeme sert a décrire desriloutions ionosphériques ainsi que les
courants de couplage horizontaux engendrés paialag magnétique ambiant.

Deux coordonnées temporelles sont également elisda premiere est le temps universel
habituel (UT) fuw donné par I'heure de Greenwich et utilisé pourridécles variations
saisonnieres et a long terme du champ. L’autréeetgmps magnétique local (MLT : Magnetic

Local Time) t,: défini par :
toie = (180° +@y0— Qu,9/15 (2.3)

ou @y, est la longitude de I'observateur (en degrésiygtest celle du point subsolaire (point

d’intersection du rayon Terre-Soleil avec la sugfde la terre. La latitude de ce point varie entre
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0° aux équinoxes et £23.5° aux solstices). Le temh3 est utile pour décrire les champs
externes ayant des systemes de courant présemmmydes journaliers et qui sont également
influencés par les contributions d’origine intertieest évident que les champs du noyau, de la
lithosphériques et induits sont internes pour useolateur placé a la surface de la terre ou a
l'altitude satellitaire tandis que le champ magspt@rique est externe. De méme, le champ
ionosphérique est interne pour un observateur sitli@titude satellitaire mais externe pour un
observateur de surface. Ainsi, les données decsudaivent pouvoir séparer les contributions
ionosphérigues et magnéto-sphériques de celleogundes champs lithosphériques et induits
tandis que les données satellitaires peuvent sélgareontributions magnétosphériques de celles

des champs du noyau, lithosphériques, induitsnetsiphériques.
2.3.2- Parametres et équations

Les paramétres utilisés par le modéle sont défimifonction des diverses sources du champ.

a) Champs dus au noyau et a la lithosphére

Les systémes de courant correspondants se troenB@tement au-dessous des régions occupées
par les observatoires et les satellites. Par caresgqils peuvent étre considérés comme gradients

des fonctions de potentiel interne de la forme :

Nmax N n+1

Vatr=0la 3 2@ YOV (6, ) (2.43)
n=1 m=0

avecC

Y6, ®) = P (cos)e™® (2.4b)

oua est le rayon moyen de la Terrde vecteur positiony "et P" représentent respectivement
I'harmonique sphérique de surface, normalisée daenorme de Schmidt et la fonction de

Legendre associée de degré n et d’'ordre m (Lad§8r). L’opérateurl]{ } permet de prendre
uniquement la partie réellg;' est relié aux habituels coefficients de Gag@set hj' par la

relation y;' =gp' —ih]Y'. Typiquement, le calcul est limité jusqu'au delyréax justifié par les
données d’observatoires, ou dans le cas des t#g|lisqu'au degré ou le champ lithosphérique
commence a dominer la série (champ principal). Z'sjrangel et Estes (1982), ce degré est égal
a 13. Des modéles en harmoniques sphériques degpsHahosphériques indiquent que le bruit
devient dominant quelque part entre Nmax = 60 e{Révat etal., 1995). Ce bruit refléte
I’évaluation imprécise des autres champs. Il suffihc de s’arréter a une valeur comprise entre
60 et 70. Dans ce modele, Nmax = 65. La variatiécuksire sur lintervalle de temps est

représentée a l'aide de fonctions splines (Schumdi81). Cette modélisation a été introduite
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par Sabaka edl. en 1997. La variation séculaire concerne les terteedegré inférieur ou égal a

13. Leséquations 2.4leviennent:

13 n 13 a n+l o .
Va(tr=0a2, > Z(—] YRa®Yq' (6,®) (2.52)
n=1m=0qg=0 r
65 n /g n+l
va ZH YR (O (6, P)
n=14m=0\"
avec
n siqg=0
m o) = Yno q (2.5b)
Ynq(t) = m t _
Yn (1+ -[1980bq (T)de siq>0

La fonction spline est exprimée a l'aide d'une bake fonctions, appelées B-splines,

polyndmes du %™ degré, de classe’Gy support borndy, est la §™ fonction de cette base.

Enfin, les observatoires sont tres sensibles awampls de courte longueur d'onde dus a la
lithosphére. Ainsi, pour tenir compte des champigosiphériques qui ne sont pas pris en
considération par leéquations 2.5il est nécessaire d’ajouter un autre parameétpelépbiais
d’observatoires et représenté par le vecRBygs Ce dernier a été introduit par Langelaéten
1982. Au total, il y a 6890 coefficients réels pdigret 1296 pouBypias

b) Champ da a I'ionosphere

Les courants ionosphériques relatifs a Sq soniré@midans les couches E et F (entre 100 et 300
km d'altitude) avec un maximum de densité de cdufiag@ un peu arbitrairement a 110km
d'altitude. Lorsqu'on est en dehors de la partizexde I'ionosphére, les courants ionosphériques
sont équivalents a un systeme de courants de surf&crayon de cette sphére des courants
équivalents est fixée a h=110km d'altitude. Lesrgte peuvent étre également représentés par
des gradients de potentiel car les données usliaéesont pas acquises dans les régions ou se
trouvent les sources de courants. L'indice de fadio solaire Ip 7 est utilisé comme paramétre

d’entrée et il existe deux fonctions de potentmlmples champs ionosphérique¥ion (t,tut 1)

poura<r<ath etVilOn (t,tmut. 1) pour r >a+h. Elles sont respectivement données par :

2 4 p+l [[+40 60 min(nl2) .
Vion (t tmut, 1) =0 ZZ z z Ekspz Z [(dl?:],e) Snmsp,e(tatmutyr)
s=—2p=01=p-Lk=max(,l|) n=1m=-min(nl12) (26a)

+ (fllrr?i )* Snmspi (t tmut, r)}}
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et
. 2 4 pt|l|+40 60 min(nl2) I
m
Vion (t,tmut’r) - ZZ Z Z Skspz Z |:(an) (fknsp) j| nspi (t,tmut,l‘) (2-6b)
s=-2p=0l=p-1k=max(,[l|) n=lm=-min(n12)
avec

+WStHpPtmy
Shepe (L tmuesT) = a( j P™ (cosg, e (M st pPlmut)
(2.60)

nsp| (t' tmut’r) a( j Pm (cosed )ei(m(pd+m°$t+%ptmut)

ws = 2rrad.ant pulsation fondamentale de la variation saisaenié

2n _ : _ .
= Erad. R' : pulsation fondamentale de la variation diurne

Les coefﬁmentsdkme et zkn tiennent compte de I'anisotropie de la condudiwitnosphérique

due a la variation de la géométrie du champ géoétapre, M tiennent compte de

knsp
induction magnétique qui engendre un champ iohésgue secondaire et
Eusp = EysplL+ NFy7) tiennent compte de l'effet de I'activité du cydelaire ;N=14.85x10°

(1072 Wm?HzH)? (Olsen, 1993)Fio; représente lindice de flux radio solaire (§ 2)1.Bes

coefficients, réels, sont au nombre de 5520 al tota

Les coefficients correspondant aux champs primefrsecondaire ne sont pas généralement
indépendants. Leur dépendance est en relationlawanductivité électrique de la crolte et du

manteau supérieur. lls sont reliés par la reladigmante :

1=Qe (2.7)

ou | est un vecteur constitué par les coefficients ldanmg induit (fknl et fm ), € est un

knsp/’

vecteur constitué par les coefficients du champnairie (d et an) Q est une matrice

kn.e
représentant la fonction de transfert entre le ghanmaire et le champ induit. Une description
détaillée de la méthode de calcul du champ inditidennée par Parkinson et Hutton (1989). Q
dépend du modele de conductivité électrique considée modele utilisé dans CM4 est un
modeéle a une dimension, c’est a dire qui ne déppredde la distance radiale r. Il s’agit d’'un
modeéle a quatre couches établi a partir de I'indist et de la variation Sq de quelques
observatoires européens (Olsen, 1998). Par consedaenatrice Q est diagonale et ses éléments

ne dépendent pas de m mais dépendent seulement de n
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c) Champ da a la magnétosphere

Le champ magnétosphérique est dominé par des camjessqui changent avec l'intensité du
courant annulaire, la saison et les parameétres ahi solaire mais contient également des
composantes qui sont relativement invariables paport au temps MLT. La plupart des
perturbations transitoires observées sur les magr@hmes sont essentiellement dues a la
contribution magnétosphérique. Cette derniere asicplierement caractérisée par la présence de
variations notables pendant les heures nocturedele L'expression de la fonction de potentiel

associée a la magnétosphére est donnée par :

5 p+1 [I[+K(p-1)
mag(t tmut,") =0 Z Z z z uksp[skspe ttmut, 1)

s=-2p=01=p-1k=max(|l)

+ (qkksp) Sksp| ( mUt’r)
5 p+l

+ Z Z z Z ulksp,D DSt(t)[Skspe ttmut )

s=-2p=0I=p-1k=max(|l|)

(qkksp,D )Sksp.( tmut: 1) (2.8)

Skspe et SkSIOH représentent respectivement les contributionslieggs périodiques externes et
internes et dont les expressions sont identiqu2@en remplacant m pdret n par k. Les

coefficients qkkSID et qkksp correspondent au champ secondaire. lls sont égatdige aux

coefficients du champ primaine'ksp et “Iksp o par l'intermédiaire de la matrice de conductivité
1= st

électrique Qrelation 2.7).

Notons que la modulation du champ magnétosphéngud’anneau de courant équatorial est

modélisée a I'aide de l'indice Dst dans les coddfits qkkSIDD et plr‘;pD (selon une formule
st

proposée par Langel et Estes en 1985).

Le calcul deV,g Nécessite 800 coefficients réels au total en gudindice Dst qui est un

parametre d’entrée important pour le modele.

d) Champ da au courant de couplage

En réalité, les courants ionosphériques ne cir¢ydas dans une région totalement isolée, mais il
y a des connections avec certaines régions dedaét@sphére, notamment le feuillet équatorial,

par l'intermédiaire des courants alignés. Ces ausrale couplage entre les deux régions
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engendrent effectivement un champ magnétidiequi ne peut pas étre représenté sous forme
d'un gradient de potentiel dans la région ou évwuides satellites. Le présent cas concerne
uniquement la région comprise entre 350km et 550kattitude (couche F de l'ionosphére) c’est

a dire le satellite Magsat. La représentation adtegdans une région parcourue par des courants
est celle de Mic, quidécompose le champ magnétguen champ poloidal et un champ toroidal.
Cette décomposition a été développée par Backu86)18ans le systeme de coordonnées

sphériques.

Compte tenu de I'épaisseur de la région considéréesst trés petite devant son rayon moyen, la
partie poloidale est négligeable. Il ne reste dprela partie toroidale définie par :
OB(t,r) =Oxrd(t,r) (2.9)
avec
40 min(k,4) 60 min(nl2)

o(tr) =0 ZZ PIN P I VI C A RELNICLY (2.9)

s=0k=1 1=0 n=lm=-min(n12)

ou P(t,r) est la fonction scalaire toroidale dont la déteation nécessite 2088 coefficients réels

au total. Une récapitulation des parametres intemwedans le modele CM4 est donnée sur la

figure 2.9

e) Equations finales et programmes

Sachant que les composantes des divers élémerntsadyp sont déterminées par rapport a des
systémes de coordonnées différents, il est indsgi#a d'utiliser des matrices de changement de
base pour pouvoir écrire les équations dans ure lndisue. En désignant pRes la matrice de
passage des coordonnées sphériques aux coordog@eassiques (utile pour les données d’
observatoires) et p&tyq la matrice de passage des coordonnées géomagrsetigy coordonnées

sphériques (utile pour les données satellitaimsgboutit au systéme d’équations suivant :

Basted = ~UgVel ~RgdlUdVion *Vimag) ~Ug *r®]

”B (PfStef“ = H_ HgVel ~Rgald (Vi'on +Vmag)H

|Bcramp] = |- OgVer ~RgaDdMVion +Vimag)
BMagsat = ~UgVel _Rgd[Dd(Vi;)n +Vmag) —~Ug xr&] (2.10)
”BMagsa“ =~ DgVel ~Rgdld (Vi(I)n *+Vmag)
IBrocol =|~TgVer ~RgaTdVion +Vimag)

Borm  =-RedUgVel +RgdUd Vig, +Vmag)l + Bhias
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ou r est le vecteur position,], est'opérateur gradient dans le systtme de coordonnées

sphériques 6tly est 'opérateur gradient dans le systeme de cookls géomagnétiques.

La résolution du systeme d’équatioBslO précédent a été faite par Sabakaalet(2004) en
utilisant la méthode itérative de Gauss (Taran&l&/alette, 1982). Les différents coefficients

obtenus sont stockés dans un fichier nomum&l.cmm4. Le calcul des différents éléments du

/ M odéle Complet du champ magnétique terrestre: phase 3 — 4 (CM3 — CM4) \

cM4
CM3
OBSERVATOIRES MAGSAT POGO OERSTED CHAMP
DONNEES Bokm Bwmagsa » HBMagsa ”BPOGO” Boerste '”BOerste(” ”BCHAMP”
- NOMBRE
SOURCES FONCTIONS PARAMETRES (coefficients réels)
( -
Vg ¥ =g, —ih]': Coefficients de Gauss 5850
Noyau et lithosphere < erq : variation séculaire avec B-splines
| Bpias : biais d’observatoire 1296
( ( dm : variation diurne \
kne
\/ion -...l ., . . .
pourasr<a+h | Eksp(FLo7): activité solaireiqdice Fyo)
L fl'('r‘]"sp: induction
lonosphere < _ b 5520
Zyh : variation diurne
\A =I A e
on < é‘ksp (F10.7) : activité solaireifdice Fyq 7)
pour r>h |
L L fknsp' induction )
( 3
’ul : variation journaliére et saisonniére
ksp
Il induction
Magnétosphére Vimag { Qs 800
|
'ul :‘Sstt } : modulation avec ihdice Dy
\ OkkspDg J
. ;. 4 symétrie quasi-dipolaire
Courant de couplage ionosphérique ¢ Bs > a P 2088
Im . -
dkn.j : champ toroidal
Total: 16594
ENTREE Modéle CM 4 SORTIE
— champ du noyau
— Moyennes horaires - cﬂamp dela chupe o
_ Données satellitaire ~ — — champ ionosphérique primaire
ral Méthodeiterative | 16594 _> — champ ionosphérique induit
—indice R de Gauss coefficients — champ magnétosphérique primaire
— indice Dy — champ magnétosphérique induit

k — champ toroidal /

Figure 2.9 : parametres et champs déterminés par le modele (Sdldaka et al., 2002).
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champ a partir des coefficients est assuré a k& par des programmes Fortran et Matlab :
cmdfield.f (lecture des coefficients dans un fichier et daties éléments du chammgm4_m.f
(interface Fortran/Matlabgm4.m (programme principalgm4_m.mex(fonction externe appelée
par Matlab incluant les fonctions Fortran)oeh4.msg(message d’erreur). Tous ces fichiers et
programmes sont disponibles sur le &itp://core2.gsfc.nasa.gov/CMRemarquons que le Fortran
est tres rapide pour des calculs utilisant plusidagucles imbriqguées comme dans notre cas,
tandis que Matlab est plus simple a programmer,particulier pour les représentations
graphiques. Ces programmes ne peuvent pas fonetiahirectement mais il faut les adapter a
notre cas : modifier les différents répertoiresfietiers prédéfinis, régler les paramétres par
défaut, introduire I'indice du flux radio solairéléndice Dst (voirfigure 2.9, convertir le temps
en MJD2000 (Modified Julian Date), lire les fictigoropres a TAN pour vérifier la validité des
résultats obtenus.

2.3.3- Résultats préliminaires

Nous avons commenceé par un programme permettahétdeminer les différents éléments mois
par mois. A titre d’exemple, nous représentongéssltats obtenus pour le mois de mai 1999 sur
les figures 2.10.C’est un mois complet (sans lacune) pris spéciatgnpour éviter toute
incertitude due au comblement. Ilfigure 2.10anous montre les champs d'origine interne
calculés par le modele : le champ du noyau a unatian pratiguement linéaire de 2nT par mois
environ sur chaque composante. Le champ de lssptigre est constant : -31nT sur X, -8nT sur
Y et —25nT sur Z. Les différents composants exteisunt représentés surflgure 2.10b Le
champ ionosphérique primaire présente la mémeeatjuie celle de Sq (vofigures 2.4, le
champ magnétosphérique primaire est corrélé avedide Dst, chaque champ induit est
proportionnel au champ primaire correspondant. hamp toroidal est complétement horizontal
par construction. Tous ces résultats se confortmientaux différentes caractéristiques du champ
géomagnétique.

La figure 2.10cnous montre que le champ total calculé présemtarapment la méme allure que

les données réelles (moyennes horaires brutes3i,Aénmodele est qualitativement bon, mais cet
accord est obtenu au prix de lintroduction d'uargenoyen constant, différent pour chaque
composante, comme l'indique la Iégende de la figkdnT sur X, -53nT sur Y et -166nT sur Z.

Ces écarts sont dus au champ d’origine lithosphéray biais d’observatoire. Le fait que chaque
modeéle détermine son propre biais pour chaque wditeére (Houssou, 1998) montre que cette
quantité n'est pas aisée a estimer. Méme apremation du biais statique, les résidus du modele
(difféerence entre les valeurs moyennes horairesevrat celles calculées par le modele)

représentés sur fgure 2.10dsont importants car ils atteignent 40nT en valebsolues pendant
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les journées perturbées ; et méme pendant desegamigalmes, ils peuvent atteindre 20nT sur X
et Y, 10nT sur Z. Pour avoir une idée sur 'aspgtial de ces résidus, nous avons également
considéré ceux de deux observatoires en AfriquSutli (qui sont les plus proches de TAN) et

huit observatoires européens indiqués darteblieau 2.1.

Code Nom et localisation Coordonnées géographiques

IAGA Co-latitude | Longitude | Altitude
HBK Hartebeesthoek, Afrique du Sud 115,880° 27,710° 1522 m
HER Hermanus, Afrique du Sud 124,425¢ 19,225° 26/m
CLF Chambon la Forét, France 41,983° 2,266° 145 m
NGK Niemegk, Allemagne 37,9307 12,680P 78 m
FUR Furstenfeldbruck, Allemagne 41,840° 11,280° 572\m
BDV Budkov, République Tcheque 40,920° 14,016° 496 m
NCK Nagycenk, Hongrie 42,366° 16,716f 153 m
HRB Hurbanovo, Slovaquie 42,140 18,19Q° 112m
THY Tihany, Hongrie 43,100° 17,5409 187 m
SUA | Surlari, Roumanie 45,3207 26,250P 84 m

Tableau 2.1 :observatoires utilisés dans I'’étude du modéle CM4.

Observatoire: TAN année: 1999 mois: mai

Comp X:  noyau: 19540 + (nT)  crolite (nT)
1 1 I 1 1 1 1 1 1

10 1 1 1

— noyau
-20 7 crote | [

-40 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 28 27 28 29 30 31

Comp Y: noyau: -5110 + (nT)  croite (nT)
1 1 1 1 1 1 1 1

-2 I I I 1 I I I I 1 I I

-10 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 28 27 28 29 30 31

Comp Z:  noyau: -26640 + (nT)  crolte (nT)
1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1

10 1 1 I

-20 1

-30 T T T T T T T

T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

Figure 2.10a :champs d’origine interne calculés par CM4.
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Observatoire: TAN année: 1999 mois: mai

Comp X (nT)
1 L 1 1

Figure 2.10c :champ total

calculé par CM4.

A
50
0
T2 w0 w0
1 1 1 1 COTPY(\nT) 1 | 1 | | | | | 1 | 1 1
o k '\ ' | , e Il e ,
10 - |.\".4\‘\\ \ ‘.
l‘u '\ II n\,\\\ \x\ ) .n a\' Py -\a\\a\ v Sy
o 'h ' ‘, "\ ‘\ "l\ ‘\‘ "I& st ‘w,'\,c i . h‘ , “’l\m ﬁi ‘?\\\f"u‘ “n\b‘m? “\'hw» i
VHVH HVHHH HHH‘H
-20 r
%0 1 ‘ 2 ‘ 3 : 4 ‘ 5 : € ‘ 7 ‘ 8 ‘ 9 ‘ 10‘ 11 ‘ 12I 13 14 22 23 24 25 26 27 28 29 30‘ 31
CompZ(nT)
60 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
40 L
20 r
0 s A b S | s : = X < Ko it = A o o
-20 F
0 1‘2‘3‘4‘5‘5‘7‘8‘9‘10‘11‘12‘13‘14‘15‘16‘17‘18‘13‘20‘21‘22‘23‘24‘25‘26‘27‘28‘29‘30‘31
Figure 2.10b :champs d’origine externe calculés par CM4.
Observatoire: TAN année: 1999 mois: mai
Comp X:  moyennes horaires brutes: 19804 + (nT)  champ total calculé: 19490 + (nT)
100 1 1 | 1 | | | | 1 | 1 | 1 | | 1 | | 1
50 1
0
-50 1
~100
150 1|2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9|10‘11‘12‘13‘14|15‘1S|17 18‘19‘20‘21‘22‘23‘24‘25‘26‘27‘28‘29‘30‘31
Comp Y: moyennes horalres brutes 5168 + (nT) champ total calculé: -5115 + (nT)
50 1 1 1 1 1 1 1 1 1
\/\ \\\\ g o
AR RARKANKAN H SRR M A
/ !
0 1 I 2 ‘ 3 ‘ 4 I 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15‘ 16 17 ‘ 18I 19‘ 20 ‘ 21 I 22 23 31
CompZ moyennes horalresbrutes 25829+(nT) champtotal calcule 25653+(nT)
30 1 1 1
20 . ! i A,‘ ‘
.s\ﬂ- ‘j\“\\\\‘ \
J ! Vool
’ o) s b W \-\\ \1_ ) \'J J \J ‘J\‘ af bt \ W "\ "‘ " ‘ J V \
-10 -
i 1|2‘3‘4|5‘6‘7‘8‘9|10‘11‘12‘13 14 15‘16 17 18|19‘20‘21|22‘23‘24‘25‘26|27‘28‘29‘30‘31
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Observatoire: TAN année: 1999 mois: mai

Comp X: 314 +(nT)
1 1 1 1

40
20 r
0 L
-20 - L
-40 - L
-60 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
Comp Y: -52 + (nT)
40 1 1 1 1 1 | | | | 1 1 1 1
201 r
0 L
-20 | L
-40 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
Comp Z: -166 + (nT)
20 1 1 1 1 1 | | | | 1 1 1 1
10 r
0 L
=10 r
-20 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 M 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 256 26 27 28 29 30 31
Journées les plus calmes selon Kp: 11 17 31 22 16 29 4 8 9 10
Figure 2.10d :résidus du modéle CM4.
année: 1999 mois: mai uﬁ"ﬁw F
X ]
Comp X: TAN: 314 + (nT) HBK: 78 + (nT) HER: 27 + (nT) *
60 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
— TAN
40 HBK |-
— HER
20 — cHg /; | / ! \ ! r
il § | n A A 4 i % " " k 4
o -l o ARG P AL P N AP B b A A A i -Vl g A AL ot
VI N § \‘ FPERARAWAN Tl e g N g 41/ Y
-20 4 v ‘ | k r
-40 | ‘\’ L
-60 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 28 24 25 26 27 28 29 30 3
Comp Y: TAN: -52 + (nT) HBK: -15 + (nT) HER: 0 + (nT)
40 | | | | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 / | r
‘ k I i A\ A g T Pﬂg N it [/\ M ‘\ I A N AN j\
04 i "\ .’ / j J ‘ y’ ’ )’ / ' / / \I / i f ‘(A PRV ‘\‘f it f V‘ i fr \‘ v‘ ‘-’
IR / AR !
-20 - b U L
-40 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
2 3 4 5 6 7 8 9 0 1M 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
Comp Z: TAN: -166 + (nT) HBK: 19 + (nT) HER: 1+ (nT)
40 | | | | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 r

| i} A ] A
04 ‘, LRIy Y r R 3 A £ Lt 0 ﬁ“ b AT ‘ i l r‘. sy sl
|,,4\'| \rfl l\"(u'kﬁ
-20 1 r
'40 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
2 3 4 5 8 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 286 27 28 29 30 31

Figure 2.11a :résidus du modéele CM4 pour HBK et HER, comparés aeux de TAN.
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1000 km

année: 1999 mois: mai

Comp X:  BDV:0+(nT) FUR:25+(nT) NCK:26+(nT) HRB: 49+ (nT) THY:20+(nT) NGK:-30+(nT) CLF:-57 + (nT) SUA: 43 + (n
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 1

=l

T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 2z 23 24 25 26 27 28 29 30 31

Comp Z: BDV: 13+ (nT) FUR: 29+ (nT) NCK:-22 + (nT) HRB: -38 + (nT) THY:3+ (nT) NGK:-37 + (nT) CLF: 103 + (nT) SUA: -86 + (nT)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-40 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
. ;s . N . . ,
Figure 2.11b :résidus du modéle CM4 pour les huit observatoate®péens.
FILTRES NUMERIQUES 205 RMS (nT) en fonction des paramétres p et q pour N = 744 points o Spec X (nT)
. - — résidus de Ch4
x(n), n=0,..,N-1 205 5 — rnadéle ARMA (p=15, §=25)
h(n): H(z) = TZ[h(n)]
e(n): E(z)=1 280
e(n) X(n) &
h(n) 20
\—1 224
1- Modele AR (autorégressif) 196 15
H) 4 a 0.1 0z 03 04 05
e~ fréquence (heure’!
a,taztaz +.. +az a 168 - 10 d ( )
2- Modegle MA (moyenne ajustée) 140 04 Spec X (nT)
H(z) = b, +b,z+ b,z +..+b 2" ° — résidus de Chi4
a 12 5 — modele ARMA (p=200, g=200) |
3- Modéle ARMA
z g 84 -
Hez) = bytbiz+bz +...+qu 6 3
P
A +az+az +..+82 . B L
La transformée en Z du signal d'entrée e(n) étant 28 5 L
égale a 'unité. Le signal de sortie x(n) est le sighal &
modéliser par le filtre numérique h{n). Pour chaque it b A
modele, on cherche le nombre des paramétres a, a T T T T T T T T T T T T 0 T T T T
oLjet by nécessaires pour que X(z) = H(z). X(z) &t 0 28 56 & 11z 140 168 186 224  @5¢ 280 308 336 a 0.1 0z 03 04 05
H(z) sont les transformées en z de x(n) et de h{n) q fréquence (heure™")

respectivement.

Observatoire: TAN  année: 1993 moisimars  Comp % (nT)
50 1 1 1 I | | 1 | I | I | 1

oA | A [ h i b

1y L O | i ¢ W N A “;"\ A . | iy A ﬁk ! " Y g, af A
ST T T -,-«”\J\,/ m.‘_dh i S IN i *,-‘-".n WO AT e VAR R Y
\

50 | v L
— résidus de CM4
— modéle ARMA (p=200, q=200)
-100 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 z 3 4 El B 7 g El 10 1 1z 13 14 15 18 17 18 18 z0 21 2z z3 24 25 26 27 28 z9 30 31

Figure 2.12 :modele ARMA des résidus du modele CM4.
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Comme lillustre Idigure 2.11ales résidus varient également dans I'espace. Nbsarvons une

grande différence entre les résidus de TAN et ckulBK et HER, sur une distance de 2700 km
environ. Les déphasages observés entre les difsr@murbes montrent qu’il y a une grande
partie du champ dépendant du temps local (champgiie ionosphérique) qui n'est pas bien
modélisée. Nous retrouvons ici le cas defigmre 2.6 ou le modele de la variation Sg ne
représente qu’une petite partie de la variatiomm#iuTout se passe comme s'’il y avait une forte
amplification de la variation diurne pour certainesrnées et ceci est tres difficile a modéliser.
Mais a une distance plus petite (inférieure & 1R00) comme le cas des huit observatoires
européens (voifigure 2.110h, les résidus sont pratiquement les mémes sauf gesl journées

tres perturbées. C'est un résultat trés intéressantles distances entre TAN et les deux
extrémités Nord et Sud de Madagascar ne dépasasrBQbkm, autrement dit, nous pourrons

envisager que les résidus soient les mémes partdadagascar.

Nous avons fait également une modélisation deésdus a I'aide du modele classigue ARMA
(AutoRegressive Moving Average) qui est généraleamapplicable pour des signaux
stationnaires (par exemple, Choi, 1992) comme destas des résidus décrits ci-dessus. La
modélisation du signal que représentent les résidnsiste a déterminer le nombre de péles p et
le nombre de zéros q du filtre numérique dontdasformée en Z s’écrit :

q .
ijZJ
Hz) =122 2.11)

p .
> az
i=0

Sip =0, il n'y a que des coefficientgdi nous avons un modele MA (Moving Average) tandis
gue si q = 0, nous avons un modéle autorégressifjdiR’a que des poles. L'estimation de la
partie AR du modeéle peut étre réalisée par I'algoré de Trench (1964). Différentes techniques
permettent alors d'estimer les coefficients dealdie MA (exemple : Durbin, 1959). Nous avons
estimé l'erreur quadratiqgue moyenne (RMS) du modiefonction de p et g a l'aide des
meéthodes décrites par Hayes (1996). Les meillésgltats obtenus sont représentés sfiglae
2.12 Les modeéles MA ou a faibles valeurs de g dontesterreurs les plus importantes. Le
spectre nous montre que les résidus propres aiktiva diurne peuvent étre modélisés avec 15
poles et 25 zéros mais I'erreur correspondanteresire supérieure a 10nT. Pour avoir une erreur
inférieure a 5nT, il faut prendre au moins 200 p&¢ 200 zéros, soient 400 parametres pour
modéliser 744 échantillons. Malgré cela, la diffiae maximale entre les valeurs calculées et les
valeurs mesurées atteint encore 25nT en valeulwdbpour la journée du 28 mars 19%8re

2.12. Cet exemple nous montre clairement que le chartprne est extrémement difficile a
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modéliser. Il est évident gu’'un modele ne serea Fg'il y a pratiquement tant de parametres que
de données. Puisque le modele CM4 ne donne pagtsigigats quantitativement satisfaisants,

nous devons absolument introduire quelques coorexbour avoir plus de précision.

2.3.4- Quelques corrections a faire

Afin que le modele CM4 s’adapte mieux au cas de adadcar et que nous puissions ['utiliser
par la suite, il est indispensable de lui appodeelques corrections. D’aprés les résultats
préliminaires précédents, la correction a faireceone essentiellement le champ externe. Nous
devons alors déterminer le ou les parameétres mffud&kappelons que le champ calculé par CM4
est obtenu en utilisant les coefficients stockéssda fichier umdl.cm4, I'indice de flux radio
solaire et l'indice Dst. Il est évidemment impossitde toucher les coefficients prédéfinis par le
modele. Pour pouvoir les modifier, il faudrait oduire plus de données, puis recommencer la
résolution du systéme d’équatioBs0 précedent. Cette tache dépasse largement le dadee
thése. L'indice de flux radio solaire qui est udige journalier ne peut pas nous donner plus de
précision sur des variations horaires. Ainsi, noiavons pas d’autres solutions que de corriger
I'indice Dst qui est un indice horaire et un indgenétaire commun a tous les observatoires du
globe. En introduisant une correction, il perd gmification. Ce sera un indice propre a un
observatoire donné. AppeloAPst le terme correctif & ajouter & Dst pour queréssdus soient
nuls lorsqu’on introduit DstADst comme parametre d’entrée. Désignons par f tatiion qui

représente le modele CM4 et gef les résidus horaires. Pour gv¥ = 0, il faut que :

ofp  ofy ofq
AXq dDst; dDst, dDsty | ADsty
AX of of of 5 ADst,
=| 8Dst; 8Dst, ~ dDsty (2.12a)
AXn) | 8ty dfy 8y [ADsty
AX oDst; dDst, oDsty ) ADst
M

ou les éléments de la matrigesont estimés par différences finies:
o, _f(Dst)—f(Dst +aDst;)

6Dstj 6Dstj

Sachant que le résidu horalk¥; a I'instant { ne dépend que de Rdb matrice M est diagonale
et nous avons :
0 Sii#]

Sf;

U N . 2.12b

3Dst, f (Dst;) - (Dst; + dDst) siizi ( )
oDst
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oDst doit étre suffisamment petit pour que la défére finie puisse représenter la vraie dérivée
de la fonction. Dans notre cas, la valeur de 0.dstTadéquate. Et la correction a introddifzst

s’obtient aisément par :
ADst =M™ AX (2.12¢)

Les éléments de la matribé sont déterminés numériquement en utilisant leméles réelles. Ce
qui fait qu’il faut un observatoire de référenceippouvoir faire cette correction. Pour cela, TAN
sera considéré comme référence et nous admettangegurésidus sont les mémes partout a
Madagascar (pour les raisons illustrées pafigare 2.11h. Les observatoires listés dans le
tableau 2.1sont ensuite utilisés pour vérifier cette hypothés

Premierement, puisque HBK se trouve approximativénaal milieu de TAN et HER, nous
I'avons pris comme référence (I'indice Dst est ig@mpar rapport a ses données) puis nous avons
calculé les valeurs du champ a TAN et HER. Lesdu&siinsi obtenus sont représentés sur la
figure 2.13a lls sont relativement faibles et leurs valeursadibes ne dépassent pas 10nT en
moyenne sur les trois composantes. Les valeursghdwges se situent généralement pendant les
heures diurnes (entre 08 et 18 heures locales)cériitude absolue maximale est de l'ordre de
25nT sur X et Y, 35nT sur Z. Par contre, ils sdosdaibles pendant les heures nocturnes. Ces

valeurs sont relatives a une distance de 2400 kincegnde I'observatoire de référence.

Une analyse plus détaillée peut étre effectuéeurofde grace a la forte densité des observatoires.
Nous avons pris I'observatoire de BDV comme réféeepuis nous avons calculé les valeurs du
champ pour les sept autres observatoires voisiasigure 2.13bnous montre que les résidus
ainsi obtenus sont encore plus faibles et de lloddr 5nT en moyenne pour les observatoires les
plus proches. Cependant ceux de CLF et SUA (leslpln) sont deux fois plus élevés. Le champ
qui n'est pas bien modélisé se manifeste surtondau le jour également entre 08 et 18 heures
locales. Ceci est trés probablement di au champtidens la crolte sous I'effet de la variation
diurne d’origine ionosphérique et qui ne peut pae Bien modélisé en absence d’'un modele
adéquat de conductivité électrique du sous-sotdb#ribution maximale est de I'ordre de 20nT
sur X etY, 10nT sur Z.

Les erreurs commises en corrigeant I'indice Dst seprésentées sur fegure 2.13c.L’erreur

croit généralement avec la distance et cette emoigs est pratiquement linéaire. Pour une
distance de 1000 km, l'erreur maximale est de terde 11nT tandis que I'erreur quadratique
moyenne est de 3nT. Ce qui fait qu’en corrigeantice Dst a TAN, nous pourrons déterminer
le champ externe partout a Madagascar avec unesipréeneilleure que 5nT. Ce qui est tout a

fait acceptable.
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mois: mai  année: 1999 \‘jﬁﬁ-m £
K 2
4 &

1

HBK: 0+ (nT)  TAN: 237 + (nT) HER: -54 + (nT)
| | 1 | | | | | |

60
1‘2‘3‘4‘ 5‘G|7|8‘9‘10‘11‘12‘13 14‘15|1G‘17‘18 19‘20‘21 22|23|24 25 26‘27‘28 29‘30‘31
Figure 2.13a :résidus du modele CM4 apres correction de I'indidst a HBK
mois: mai  année: 1999
C‘omp)“(: ?DV:|0+(n;r) FUR:‘25+(r‘1T) ‘NCK:‘ZG+(|‘1T) I‘-IRB:|50+(|‘1T) ‘THY:‘20+(I“IT) ‘NGK:‘-30+I(nT) ICLF:-|57+(‘|'|T) ‘SUA:‘44+(|‘1T) ‘ ‘

30
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" Mool AY)S N \‘ﬂx s o) Db e e M g b Bz
DR P M A M e e ool dntide Rertiemi

-10 F
-20 F

-30 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

CompY: BDV:0+(nT) FUR:16+(nT) NCK:-1+(nT) HRB:-36+(nT) THY: 16+ (nT) NGK:-2 +(nT) CLF:-12+(nT) SUA:-26 + (nT)
| | | 1 1 | | | | | | | 1 | | | | | | 1 1 1 1 | | | |
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20 1 r

W, o o Wb P Aot e A A A iy 4 "
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-20 r

-30 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
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Figure 2.13b :résidus du modele CM4 apres correction de l'indist a BDV
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35 | | | |
—— RMS moyen des résidus: 0.003 nT.km™
30 1 | — érreur maximale meyenne: 0.011 nT.km™ B

0 T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500
distance (km)

Figure 2.13c :évaluation de I'erreur commise en corrigeant l'icg Dst.

Cette étude nous montre la pertinence, au moingriggng, de I'amélioration locale du modele

CM4 par une perturbation de 'indice Dst. Cependenis devons également examiner le champ
interne. En effet, 'écart entre la moyenne anrud#s valeurs horaires brutes et celle du champ
total calculé par CM4 devra étre constant si lerghanterne calculé par ce dernier est correct.
Ceci est évident car les résidus de CM4 sont siiagioes en moyenne sur un intervalle de temps

assez long, comme nous le remarquons sur les §gutéa 2.11aet2.11b.

Observatoire: TAN années: 1993 4 2002

Comp X: 19760 + (nT)
1 |

400 - : :
moyennes horaires
200 — noyau r
crofte
04 L
-200 r
-400 L
-600 T T T T T
1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003
Comp Y: -5120 + (nT)
300 1 1 I 1
200 - r
100 r
04 L
-100 r
-200 1 r
-300 T T T T T
1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003

Comp Z: -26860 + (nT)
300 1 1 1 1 1 1

200 r
100 r

-100 1 r

-200 1 r

T T T T T
1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003

Figure 2.14a :champs du noyau et de la crolte de 1983 a 20QLl&a par CM4.
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Observatoire: TAN années: 1993 a 2002

Comp X: 19763 + (nT)
1 | 1

400 ! L

I Il Il
200 - — champ interne Civi4 L
04 L
-200 r

-400

T T T T T
1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003

Comp Y: -5122 + (nT)
300 1 1 I

200
100

-100 4
-200 1

-300

T T T T T
1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003
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Figure 2.14b :champ interne de 1983 a 2001 calculé par CM4.

Afin de le vérifier pour le cas de TAN, nous avdracé les champs du noyau et de la crolte

calculés par CM4 de 1993 a 2003 suiidare 2.14a Le biais d’observatoire défini par le modéle

est de 319nT, -69nT et —185nT respectivement mmucdmposantes X, Y et Z (valeurs stockées

dans le fichier umdl.cm4). L’écart entre les vasehoraires brutes et le champ du noyau calculé

par CM4 parait constant de 1993 a 2003. Puis eeradst I'allure du champ interne total

(champ du noyau + champ de la crodte + biais dinlaseire), nous voyons que celui-ci parait en

bon accord avec les valeurs horaires bruigsire 2.140. Par contre, si nous calculons I'écart

entre les valeurs horaires brutes et le champ t@klulé par CM4 année par année, nous

constatons que celui-ci n’est pas constant ménas sialeurs calculées sont voisines de celles du

biais d’'observatoire.

ANN€e 1993| 1994| 1995| 1996 1997| 1998| 1999| 2000 2001 | 2002| 2003
Composan
X (nT) 317 | 315| 322 329 3283 31p 305 300 305 311 803
Y (nT) 71| 68| 69| -68] -70] -69 67 68 -71 71 -66
Z (nT) 190 | -188] -185] -184| -183] -184] -187| -191| -189| -186 | -178

Tableau 2.2 :écart entre les moyennes annuelles des valeugsrkerbrutes et du champ total
calculé par CM4 pour TAN.

Le résultat consigné danstkbleau 2.2nous montre que I'écart en question dérive auscdur

temps, notamment sur les composantes X et Z. @étiee est visible sur la composante Z de la
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figure 2.14bou le champ interne commence a s’écarter desngafeuaires a partir de 2002. Ceci
est sans doute dd a une variation de longue péniodenodélisée par le modéle CM4, autrement

dit, il y a aussi une partie du champ interne destnpas bien modélisée par CM4.

Normalement, il faut d’abord ajuster le champ inéeravant de pouvoir corriger le champ
externe. L’ajustement du champ interne est cepeéngiablématique a cause du fait que les
variations de longues périodes sont a la fois cade® d’'une contribution interne et d'une
contribution externe (effet du cycle solaire deabhls notamment). La séparation entre les deux
n'a pas encore trouvé de solution définitive aare.jAinsi, I'adaptation du modele CM4 au cas
de Madagascar nécessite une méthode plus élabaeéeogs allons proposer dans la deuxiéme

partie de notre these.
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Conclusion

Cette premiére partie de notre thése nous a pepmeiiierement de mieux comprendre la
variation temporelle du champ géomagnétique ertrégésl’'observatoire magnétique d’Antana-
narivo. Cette variation est liée principalementaauvement de la Terre autour d’elle-méme qui
est périodique de 24 heures, a la rotation sothrd7 jours environ, au mouvement annuel de la
Terre autour du Soleil et au cycle de 11 ans ddwtasolaires. La marée périodique de 12 heures
25 minutes intervient également mais sa contributest faible. Nous avons pu observer
clairement les signatures magnétiques de ces d@iff€iphénoménes en analysant les données de
TAN. L'existence de ces composantes périodiques moantre la possibilité de modéliser le
champ externe, qui va nous permettre de trouvetapswmite une nouvelle méthode de réduction
de données. Cependant, une partie non négligeabtdamp externe a un caractere tout a fait
aléatoire. Cette derniere domine completement Emghdurant des journées perturbées. La
régularité du champ est généralement due aux pr&mesrpropres liés a la Terre tandis que les
perturbations sont d’origine solaire. La plus metibntribution externe non négligeable est de

I'ordre de 5nT, précision avec laquelle nous posvespérer connaitre le champ externe.

Deuxiemement, nous avons étudié quelques modelebalup géomagnétique. La variation Sq
est une bonne représentation du champ externedasujournées tres calmes tandis qu’elle est
complétement insuffisante pour les autres. La nisal@n compléte du champ externe est tres
compliquée. Les diverses sources possibles du cluminpnt étre considérées. La qualité d’'un
modele dépend essentiellement celle des donnékséesi Plus les données utilisées sont
correctes et assez nombreuses, plus le modéleipdedurésultats plus précis. Le modele CM4
gue nous avons considéré est qualitativement b@st Gn modeéle plus complet et capable de
déterminer toutes les différentes contributionssgides du champ. Cependant, les résultats

préliminaires obtenus ne sont pas quantitativeraecegptables.

Nous devons adapter le modele CM4 pour pouvoilliBet a Madagascar. Notre premier essai a
montré la possibilité de corriger I'indice Dst. Kot#tude a montré que I'erreur correspondante
est faible. En premiére approximation, elle croiédirement avec une valeur moyenne de 3nT
par 1000km et avec une valeur maximale de 11nT1pA0km, notamment pour les journées

magnétiquement perturbées. Par contre, ce n’estnqupremiere approche car il nous faut

également corriger le champ interne. L'adaptatiomtdele CM4 nécessite ainsi une technique
plus élaborée que nous proposons dans la deuxiamiie ple notre these. Si nous sommes
capable d’adapter correctement le modele CM4, pousrons réduire les données magnétiques

en éliminant directement le champ externe.
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Deuxieme partie

Elaboration d’une banque de données
pour la modélisation régionale

« The sciences do not try to explain, they hargdbndry to
interpret, they mainly make models. By a modeléamha
mathematical construct which, with the additionceftain
verbal interpretations, describes observed phena@mnen
John Von Neumann (Mathématicien américain, 1903#)L95
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Introduction

Cette deuxieme partie est consacrée a l'élaboratimme banque de données, correctement
validée, dans la perspective de la modélisationiondde. En dehors des données de
I'observatoire, nous nous sommes particulierent@gtasses a celles des stations de répétition.
Ceci nous a amené a trouver une nouvelle méthodediection de données magnétiques en
utilisant le modele CM4 (Sabakaadt, 2002, 2004). Rappelons que CM4 est un modeletéce

capable de déterminer simultanément les différentegributions du champ géomagnétique.

Etant donné que c'est un modéle global, quelquaptaiions sont indispensables pour pouvoir

l'utiliser & I'échelle régionale.

Le travail effectué dans cette partie comprendtébapes: la premiere étape consiste a corriger le
modeéele CM4 pour qu'il reproduise localement lesiatemns du champ le plus fidélement
possible. CM4 fait appel en particulier a un mod#econductivité électrique, qui a été établi a
partir des données magnétiques d'observatoiresp@eme (Olsen, 1998). Son application a
Madagascar entraine par conséquent une anomaliigkls sur le champ induit. Il aurait été
intéressant d'évaluer les conséquences de la watdhifi du modeéle de conductivité, a supposer
que nous puissions le faire pour Madagascar, swomaposante induite, mais cela dépasse
largement le cadre de la these. Aussi, nous naumes contentés d'une approche empirique qui
consiste a modifier l'indice Dst (qui perd par cangent sa signification). Cette correction
empirique n'est évidemment applicable qu'a nog@nréd’étude.

La méthode de réduction classique des donnéestdisns de répétition permet seulement
d'éliminer une partie du champ d'origine exterramsdl'hypothése ou celle-ci est identique a la
station de répétition et a l'observatoire le plusche. La vérification de cette hypothése
nécessiterait un enregistrement continu du chatagsition sur une période d'au moins quelques
jours. On peut penser qu'elle est de moins en mpisifiée a mesure que la distance a
l'observatoire augmente, comme on le verra au tleapi De plus, de nhombreux travaux ont
montré combien il était difficile, méme dans un efstoire, de séparer le champ d'origine
externe du champ interne, la composante externat al@s contributions de périodes allant
jusqu'a celle de onze ans du cycle solaire (pample Courtillot et Le Mouel, 1988). C'est vrai,
a plus forte raison, dans les stations de répgtéigpour les levés magnétiques en général. Dans
la deuxiéme étape, nous testons une nouvelle dppde|'élimination du champ externe dans les

données temporaires a l'aide du modele CM4 coemngg@riguement pour la région concernée.

La derniére étape est consacrée a la réductioronlecds avec cette nouvelle méthode. Un test
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préalable est effectué en comparant les résultatsnos avec CM4 et ceux de la méthode
classique en mettant a profit la densité des obsgres magnétiques européens. La qualité des
données réduites est également contr6lée a l'aideadtre modéle de référence tel que I''GRF10,
en plus du modele CM4. Ce contrble est surtout ssee pour évaluer l'incertitude sur la
détermination du champ interne avec un modele gletbpour détecter les éventuelles données

aberrantes.
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Chapitre 3
Adaptation du modele CM4

Rappelons que d'aprées les résultats préliminaibésnas durant la premiere partie de notre
travail, des corrections sont a apporter au moG&d aussi bien sur le champ d'origine externe
qgue sur le champ d'origine interne. Ceci est tdiatitanormal car c'est un modéle global et nous
devons en faire une adaptation pour gqu'il répondetee exigence particuliére. Pour mettre au
point et évaluer notre méthode de correction, ramasis mis a profit la densité des observatoires
magnétiques européens, notamment les huit obserstmembres d'INTERMAGNET pour

nous faciliter I'acces aux données. Un observatmrgral (BDV) est choisi comme référence et
les autres observatoires jouent le réle des sttierrépétition. La distance maximale a la station
la plus éloignée est d’environ 2100km, ce qui deépdargement la distance entre TAN et la
station de répétition de Madagascar la plus él@gne est de 800km environ. Ces observatoires

sont représentés surflgure 3.1 efeurs caractéristiqgues sont consignées datableau 2.1

SET0E 1SE DE P

Figure 3.1 :localisation des observatoires européens utilésr adapter le modele CM4.

3.1- Formulation du probleme

A l'observatoire de référence O, nous proposomaddele suivant pour le champ a l'instant h.
Précisons au passage que CM4 ne donne pas de satidélipour les périodes inférieures a une
heure. Les quantités dépendant du temps sont demmdyennes horaires.

B(O,h) = B, cia(O,h) +b; (0) +3B; (O,h) + B o (O,h) + b (O,h) +E(O, h) (3.1a)

~

ou

I§LCM4(O,h) est le champ interne calculé par CM4,

Bi (O)est le biais d'observatoire constant dans le temps,
8B, (O,h) est une variation séculaire non modélisée par CM4,
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Bepw(o,h) est le champ externe calculé par CM4,

Be(O,h) est la variation d'origine externe de longues qus (supérieures a un an) non

modélisée par CM4,
€(0O,h) est la variation d'origine externe de courtes qu&s (inférieures a un an) non
modélisée par CM4.

Des estimations du biais d'observat(Bi (O) ont été publiées par Mandea et Langlais en 2002
mais pour avoir une meilleure cohérence nous aklatpter celui qui est calculé par le modele
CM4 lui-méme. Le cham B(O,h) peut encore s'écrire sous la forme:
B(O,h) = Boua (0,h) +5(0,h) (3.1b)
ou I§CM4(O,h) est le champ total calculé par CM4 donné par:
Bewa(0,h) = B ca(O,h) + b1 (0) + By (O.h) (3.2)
et p(O,h) est le champ résiduel non modélisé par CM4 doane p
5(0,h) = 8B, (0,h) + b, (O,h) + (O, h) (3.3)
Le probleme consiste donc a modéliser le ch.p(O,h) défini par laformule 3.3 Remarquons

gue cette formule est valable pour toute heureolir Rvoir une premiére idée sur la variation

temporelle dep(O,h), considérons sa distribution, pour BDV au cours aenées 2001 et 2002,

représentée sur fgure 3.2ci-apres.

Observatoire: BDV

Année; 2001 Année; 2002
Comp X (nT) Comp X (nT)
3000 mode: -5 nT 3000 moce: 1 nT
moyenne: -4 nT moyenne: 2 nT
2000 2000
1000 1000 /\
0 0
-30 20 10 0 10 20 30 40 30 -20 10 0 10 20 30 40
Comp Y (nT) Comp Y (nT)
3000 mode: 2 nT 3000 mode: 2 nT
moyenne: 5 nT moyenne: B nT
2000 2000
1000 /\‘\ 1000 /\
0 0
-30 20 10 0 10 20 30 40 30 -20 10 0 10 20 30 40
Comp Z (nT) Comp Z(nT)
3000 mode: -1 nT 3000 moce: -3 nT
moyenne: 0 nT moyenne: -2 nT
2000 2000
1000 1000
0 0
-30 20 10 0 10 20 30 40 30 20 10 0 10 20 30 40

Figure 3.2 :distribution des résidus horair¢p(O,h) pour BDV durant 2001 et 2002.
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La figure 3.2 nous montre que la composante verticaleplest relativement faible et est

pratiquement inférieure & 10nT en valeur absoliest@onc un champ constitué principalement
par ses deux composantes horizontales dont lesrsaent généralement comprises entre -30nT
et 40nT. La distribution est assez symétrique st X ou le mode et la moyenne sont voisins;
par contre elle est complétement dissymétriqueYsgui est de ce fait la composante la plus mal
modélisée par CM4. Remarquons également que le rabdke moyenne varient notablement

d'une année a l'autre. Ce qui nous montre bierstéce des variations de longue période non

modélisées par CM4.

3.1.1- Variations de longue période danp

Les variations de longue période non modéliséeG¥ sont d'origine interncaéi(o,h) et

externeBe(O,h); il est notoirement difficile de les séparer dieguent. Tout ce que nous savons

est que la premiére variation (variation séculagst)réguliére (au sens morphologique du terme)
et que la seconde présente un caractere relativeatéatoire et devant étre en relation avec le
cycle solaire de 11 ans (Gavoretagt 1986). Par conséquent, en calculant la moyenneedie

glissante d¢p(O,h) centrée sur I'neure h, et pour les heures nogutes journées calmes afin de

diminuer l'effet indésirable des perturbations més de courte période, nous obtenons la somme

de ces deux variations de longue période, soit:
B(0,h) = 3B, (O,h) + b, (O, h) (3.4)

La variation dep(O,h) durant la période de 1994 & 2004 est représentdesdigures 3.3 & 3.6
(la signification de K' est expliqguée au paragrafte2). Nous y voyons une bonne corrélation
avec le nombre de Wolf lissR(h), & un facteur multiplicatif prés, plus particaéitnent sur les
deux composantes horizontales. Les valeur R(h) sont disponibles auprés du Sunspot Index

Data Center a I'adresbkgp://sidc.oma.be/html/sunspot.html.

P(O,h) est généralement faible sur Z sauf a partir de 200Fous observons une variation
prononcée. Au passage, ceci illustre la nécessitéattualiser les modéles géomagnétiques pour
qu'ils soient a jour et utilisables en permaner@ette procédure est prévue pour les futurs
modeles de champ géomagnétique, apportant de ptuardéliorations importantes (Olserakt
2005). Dans notre cas, le modele CM4 est tout tastefisant car les données des stations de
répétition de Madagascar les plus récentes daeeB0dl. Cherchons maintenant une maniére de

modéliser le chamjp(O,h).
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Observatoire: BDV
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a) modélisation b) comparaison avedlie Dst

Figure 3.3 :variations dep(O,h), %(O, h) et Ap(O,h) pour BDV avec K’'=3.
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Figure 3.4 :variations dep(O,h), %(O, h) et Ap(O,h) pour BDV avec K'=4.
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Observatoire: BDV
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Figure 3.5 :variations dep(O,h), %(O, h) et Ap(O,h) pour BDV avec K'=5.
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Figure 3.6 :variations dep(O,h), %(O, h) et Ap(O,h) pour BDV avec K’'=6.
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3.1.2- Modélisation dep(O,h)

Dans le modéle CM4, la variation séculaire est rigéle avec des fonctions B-splines (Boehm,
1980) construites avec des nceuds équidistantseavaties de 2.5 ans. Nous avons, dans
l'intervalle 1994-2004, adopté une modélisationsphiimple, avec une suite de polynémes

orthogonaux R&h) de degré k (voiannexe B Nous pouvons écrire:

- K-1
Bicma(O,h) = Zék P.(h) (3.5)
k=0

Les coefficient:d, peuvent étre calculés aisément en appliquant thadé des moindres carrés
au modeéle interne fourni par CM4. Le chaéSBi (O,h) est considéré comme une perturbation de

Bi,CW(O,h) et il peut étre de méme modeélisé avec une suih@démes orthogonaux, avec un

degré maximal K’-1 a déterminer.

D'apres ledormules 3.4et 3.5 et les remarques inspirées par les résultats sepiés sur les

figures 3.323.6, nous proposons de modéliser le chami®,h) par:
2 = K-l
p(O,h)=aR(h) + ZQKPK (h) (3.6)
k=0

Les parameétred et a, sont déterminés a I'aide d’une inversion stoclhastidécrite adnnexe

C. Le nombre K' de polyndmes joue un rdle importians le calcul d@®(O,h) car il détermine
le bon ajustement du champ interne. Le choix deadeur est dicté empiriguement par Il'allure

des courbes obtenues par le modéle ainsi que pstiéution des résiduap(O,h) définis par:
AP(O,h) =p(0,h) -p(O,h) (3.7)

Ces résidus ne sont pas aléatoirement distriboésne le montrent lefigures 3.3ba3.6h Nous
les attribuons a l'influence de la composante bssgence du champ de perturbation. L'indice
Dst étant construit pour caractériser ces champsc(tes courants associés, anneau de courant

équatorial et courants de magnétopause de Chapareard), il est raisonnable d'utiliser la

comparaison entre les amplitudes de la moyenneeﬂarg]issanteD_st(h) centrée sur I'neure h

et celle des écart&p(O,h) comme critére de sélection de K'.

3.1.3- Modélisation de la variation séculaire résigelle

La variation séculaire résiduelle est définiar la partie polynomiale de farmule3.6. K' doit
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étre le plus petit possible pour que la moyenneuel glissante de la suite de polynémes

orthogonaux centrée sur I'neure h soit voisine al@adeur a cette méme heure, autrement dit
6§i (O,h) = BBi (O,h) . Lesfigures 3.3a3.6 nous montrent les résultats obtenus en applidaant
formules 3.6et 3.7 respectivement pour K'=3, K'=4, K'=5 et K':B_st(h) fluctue autour de sa
valeur moyenne avec une amplitude de I'ordre de(bgires 3.3ba 3.6H qui donne un ordre de
grandeur pour I'amplitude d&p(O,h). Pour des valeurs de K' inférieures a 5, |'ajustenest
surlissé figure 3.3aet 3.49 et Ap(O,h) peut dépasser la valeur de 5nT en valeur abselue,
particulier sur la composante Z ou il y a une an@ren 2003 figures 3.3bet 3.4bH. Par contre,
Ap(O,h) est toujours inférieur & 5nT en valeur absoluer mims valeurs de K' supérieures ou
égales a 5figures 3.5bet 3.68. Nous adoptons donc cette valeur de K'=5 dansdewui suit

pour le calcul dep(O,h). Ce choix est conforté par les résultats représesur ledigures 3.7a

et 3.7bpour le cas de TAN. La corrélation avec le nondee/Nolf est plus nette pour le cas de
BDV que pour le cas de TAN ou le champ d’origineine est mal modélisé.

Observatoire: TAN
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a) modélisation b) comparaison avedIte Dst

Figure 3.7 :variations dep(O,h), %(O, h) et Ap(O,h) pour TAN avec K'=5.

Connaissant les parameétrd; et a, nous pouvons calculep(O,h) & toute heure h pour

l'observatoire de référence @ormule 3.7. Il nous reste maintenant a modéliser le champ

£(O,h) comprenant toutes les variations externes de e®périodes non modélisées par CM4.
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3.1.4- Variations de courte période dang

Nous n'avons pas cherché & poursuivre la modélisatnpirique deAp(O,h) & l'aide d'un autre

indice d'activité comme l'ont fait Gavoretadt (1986) ou Verbanac el. (2007b) car nous avons
a notre disposition une méthode simple fondéeaspeiturbation de l'indice Dst qui offre en plus

la possibilité de calculer immédiatement la vaoiatspatiale des résidus. Nous pouvons combiner

Ap(O,h) avec &( O,h) en tant que variation d’origine externe, ainsilléars que la différence

entre Be(O, h) et Ee(O, h), et la formule3.3devient:

p(O,h) =%(O,h)+§'(0,h) (3.8)

ou €'( O,h) est donné par:

£'(0,h) = B(O,h) ~ [Boy4(0.h) + 5(O,h)] (3.9)

€'(0,h) contient a la fois des variations d'origine interdues aux phénomenes d'induction, et

externes. La figur8.6bsuggere qué&'( O,hgst au minimum stationnaire au premier ordre.

Pour pouvoir faire une modélisation spatiale parslate, nous modélisong'( O,hgn

introduisant une correction a l'indice Dst, qui estdes parametres d'entrée du modéle CM4.

C'est une démarche raisonnable car d'une padplases magnétosphériques ont également des
influences sur la variation diurne (Olsen, 1996)'atitre part, c'est un indice horaire grace auquel

la correction peut atteindre une précision hordde faisant, Dst n'est plus un indice planétaire et

identique pour les trois composantes mais il deypdutodt un indice régional valable uniquement

sur la région entourant I'observatoire de référeDost propre a une composante donnée. Notre

démarche consiste donc a déterminer le terme dibrréDst (cette écriture traduit tout

simplement le fait qu'il y a trois composantes astgr donc il s'agit d'un vecteur a trois

composantes) pour que les résidus horaires saemplétement nuls si I'on introduldst + 3Dst
a la place de Dst (équati@ilQ. Comme le modéle CM4 est une fonction linéair®de(d'aprés

les formules 2.7et 2.9), le champg'( O,h)n'est alors autre que le champ calculé par CM4 en

introduisantdDst a la place de Dst et nous avons :

€(0,h) =B (O,h) (3.10)

CM4,5Dst

La méthode de calcul d&Dst est identique a celle que nous avons déja repeseatans la
premiere partie de notre travail au paragraphe42.Binalement, l'expression du champ a

l'observatoire de référence O est donnée plariaule 3.11
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B(O,h) = Bey (O, h) + 5(O, h) + B (3.11)

CM 4,5Dst (G,h)

ConnaissandDst, nous pouvons calculer le champ a I'observatogreéfiérence O a toute heure

h. En admettant quéD—st(S) = 6D_s:t(0) et que la correction de variation séculaire caleyour
l'observatoire de référence est valable pour uagost S quelconque, I'erreur commise pourra

étre simplement estimée a partir du chad®p  (&hyue:

(S, h) = B(S, h) -[ECW(S, N+5(Sh+B.  (Sh) (3.12)

CM 4,0Dst j|

Dans cette expressidl? le champ% (Sh) est encore a déterminer car les paramiares a,
dans laformule 3.6sont valables uniquement pour l'observatoire @iéredce O. Comme nous
nous intéressons plus spécialement au champ extaraanodélisation spatiale du paramiare
nous permettra de déterminer le champ externe erstation quelconque et d’établir ainsi une

nouvelle méthode de réduction de données magnéteuatilisant le modéle CM4.

3.2- Réduction des données des stations de repéiiti
Avant d’appliquer ce nouveau procédé, nous alldabadd parler de la méthode classique de
réduction de données. Puis en faisant une comparaistre les deux méthodes nous pourrons

examiner la validité des hypothéses et approximatfaites durant leur application.

3.2.1- Méthode classique

La méthode classique est fondée sur deux hypothi@spgemiére consiste a admettre que I'écart
entre la valeur instantanée du champ et sa valeyenme annuelle centrée sur cet instant est
identique a la station S et a I'observatoire déregice O (Newitt eal., 1996). On admet donc

que:
BSt) -B(St) = B(O,t) - B(O,1) (3.13a)

Cette premiere hypothéese suppose donc l'unifordatéa variation transitoire sur I'ensemble du
territoire. Sachant que le champ transitoire résdk la superposition d'un champ d'origine
externe et du champ induit, selon Le Mouél (19&3),variation est uniforme sur une zone
d'extension comparable aux dimensions caractaresicdu phénomeéne d'induction. L'auteur
précise que cette hypothése peut étre appliquéeta station S se trouvant dans un rayon de
100km de I'observatoire de référence O. Or pooatede Madagascar, la distance avec la station
la plus éloignée dépasse largement cette vale@Odiem. D'aprés léormule 3.13ala moyenne
annuelle du champ a la station S, centrée sutdhihs, est donnée par:
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B(St) =B(0,1) +[BG 1) - BO,1) (3.13b)

Cette valeur moyenne de la station S a I'époqse éresuite rapportée afl juillet de I'année de
mesure en admettant, en outre, que la variationl@@ée entre I'époque t et I€" juillet est la
méme a la station S et a l'observatoire de référ€hcCette deuxieme hypothése suppose ainsi

l'identité de la variation séculaire. En notaritépoque { juillet de I'année n, elle se traduit par:

B(O,1) - B(O,t,) (3.13¢)

W
o3[

(S, t) - (Sto)

Le champ moyen a la station S rapporté a I'épogjse téduit de la combinaison defations
3.13bet 3.13cet nous avons:

B(St,) =B(O.t,) +[B& Y -B(O.Y)] (3.13d)
Les données de toutes les stations de répétitisnramenées a la méme époqua taide de la
formule 3.13dci-dessus. Un probleme se pose relativement &tierrdination de la différence
instantanéeAB (S) = B(St) -B( O,t)du fait de lincertitude expérimentale qui affecteaque
mesure d'une part, et de la non uniformité desatiaris transitoires sur I'étendue du territoire,

d'autre part. En effet, si nous avons N mesuresimgtants it i=1,...,N pour la station S, cette

différence instantanée aura également N valeutisicliss, soit:
AB; (9 =B(@St;)-B(Ot;) pouri=1,..,N (3.13e)

Pour déterminer la valeur définitivement attribié@dB (S), le Bureau Central de Magnétisme

Terrestre a adopté la procédure suivante (Le Meuditterly, 1997): la situation magnétique

correspondant aux instantsest d'abord examinée sur les enregistrementbigelvatoire de
référence O. Puis un poids variableept donné aux diverses estimatiakB, g8Jon que la

situation magnétique était plus ou moins calmeeletrsque le niveau de I'élément considére, était

plus ou moins voisin du niveau stationnaire de adiinstantjtde la mesure. La valeur définitive

de AB (S) s'obtient ainsi en calculant la moyenne pondénéaste:
= 1 N -
AB(S) =——> piAB; (3.13f)

Zpi =

Et finalement, le chamE(StO) s'obtient a partir de f@rmule 3.13gsuivante:

B(St,) =B(O,t,) +AB (S (3.13g)

Les champs des différentes stations ainsi rédsifgposés étre débarrassés du champ d'origine

externe, seront ultérieurement utilisés pour uneléhigation spatiale régionale du champ d’
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origine interne. Or en réalité, ils sont encorects par des contributions externes sachant que la
moyenne annuelle ne peut pas représenter le chateyme (Verbanac el., 2007a). De plus,
I'uniformité de la variation séculaire admise parsieconde hypotheése précédente est sujette a
caution. C'est d'ailleurs une hypothése en comntiadi avec I'un des objectifs principaux de la
maintenance d'un réseau de répétition, qui esétigrdiner la distribution spatiale de la variation
séculaire régionale. Pour en avoir une idée, nous'gns nous servir du champ interne calculé

par le modele CM4.
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Figure 3.8a :variation séculaire en 1983 d’apres le modele CM4.
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Figure 3.8b :variation séculaire en 2001 d’apres le modéle CM4.
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Ainsi, en désignant par E(§,tla valeur de I'élément E (E = D, |, F, X, Y, Z)ltnstant

(tg =19835 par exemple) en une station S, la variation séeutie cet élément est donnée par :

AEGto) = EGto +1) - ESto)

(3.13h)

Or les figures 3.8illustrent le fait que I'hypothése précédente th'eas vérifiee. A titre

d’exemple, considérons la déclinaison D en 19BRi(e 3.89 : au Nord AD = -0.02 deg/an, au

centre (& Antananarivd)D = -0.04 deg/an, et au SufiD = —008deg/

aAinsi en admettant
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que la variation séculaire est la méme pour togestations qu’a Antananarivo, on commet sur
un an une erreur absolue de 0.02 deg/an au Nortdu(® erreur relative de 50%) et une erreur
absolue de 0.04deg/an au Sud (soit une erreurveeldé 100%). Pour les autres composantes,
I'erreur relative sur un an atteint environ 50%0%) 20%, 14% et 37% pour X, Y, Z, l et F

respectivement.

3.2.2- Approche fondée sur le modele CM4

En reprenant ldormule 3.6et en séparant les parties interne (i) et extéehe nous pouvons

écrire plus explicitement f@rmule 3.11sous la forme:

B(O,h) = B, ey (O.h) + Bucyapst(O.1) +5,(0) + G(O)R(N) + tg:ﬁk (O)P.(0.h)

M Be,CM 4,5Dst (©.h) (3.14)
Nous en déduisons I'expression du champ exterastation S:
ée,CM4 Sh) = ée,CM4,Dst Sh)+d©R(h) +B — (Sh) (3.15)

e,CM4,dDst

Dans cetteexpression 3.15seul le champd (Sreste inconnu. Sa détermination consiste a
modéliser dans I'espace le chamfO prgalablement calculé pour I'observatoire de eéige O.
Nous pouvons admettre que le champ d'origine egtérfS) dérive d'un potentiel magnétique

dans le domaine d'étude. Comme il est connu unigneen un seul point, seul le terme dipolaire
peut étre résolu sans ambiguité. Nous pouvons terrdier a partir de la formule classique

suivante :

(S = —gﬁ'c[i (2, cosB+gt , sin@cosp + h 1sinesimp)} (3.16)
g v , ,
Remarquons que cetfermule 3.16est valable uniguement dans le repére géocentricese

coefficients de Gausgg ,, gy, hg, sont calculés & l'aide d&(O . En appliquant ldormule

3.6 a I'observatoire de référence O, nous pouvonsléddsire facilement a partir de talation

3.17suivante :

Uy (0)) (-sinBy, cosB,cosp, COSB,SiNd, ) 994
ayc(0) | = 0 singq cosp, Joa (3.17)
a,.(0) cosBy SN, Cospy  SiNB,sind, )| hg ;

04.(0), a,.(0), a,.(0) sont les composantes @O dans le repére geocentriqgue. Notons

que les composantes du champ géomagnétique sdntioethent déterminées dans le repere
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géodésique et il en est de méme poy . Ainsi, un changement de repere préalable est
nécessaire pour pouvoir utiliserflarmule 3.17ci-dessous. Les coordonnées géocentriques (Xc,
Yc, Zc) et géodésiques (X, Y, Z) sont reliées paelation 3.18asuivante (Heiskanen et Moritz,
1969) :

Xc cosd 0 -sind)\ X
Yc|=| 0O 1 0 Y (3.18a)
Zc sind 0 cosd )\ Z
avec
- a;bsinz)\ (3.18b)
a et b étant respectivement le grand axe et legetide I'ellipsoide de référence considéré. Nous
avons adopté l'ellipsoide de référence WGS84yd/etl Slater, 1994 ; Swift, 1994) selon lequel

a =6378.137km et b = 6356.752kinetant la latitude géodésique (vaimnexe D).

Connaissant les coefficient&g;f]’hl,gﬁ,,l,hﬁ,,1 , les composantes dé (Sans le repere
géocentrique sont calculés a l'aide dediation 3.17mais en introduisant les coordonnées de S a
la place deB, et ¢,. Les coordonnées dé& (Slans le repére geéodésique sont ensuite

déterminées en faisant le changement de repéré géciesformules 3.18 Et I'expression du

champ réduit a la stations S est finalement dopaée
B (S.1) = B(S.0) ~| Bacwmapst(S.1) + GSRM) + B, 4 555(S)| (3.19)

Aprés avoir présenté notre démarche, nous allomdegapplications et résultats correspondants
en examinant les différents paramétres concernés ftisant une comparaison entre la méthode

classique et celle que nous proposons.
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Chapitre 4
Applications et résultats

4.1- Résultats préliminaires et discussions

Commencons d’abord par examiner le terme corrdDst figurant dans la correction du modele

CM4 de laformule 3.19,en déterminant sa distribution. En tant que tecoreectif, Dst doit
avoir une distribution relativement symétrique @#ecde Dst par rapport a 0, notamment sur les
composantes X et Z sachant que Dst est un chamgigalement orienté Nord-Sud. Nous
pouvons le constater a titre d'illustration powanihée 2001, sur fgure 4.1apour BDV et sur la

figure 4.1bpour TAN. Les courbes de distributions §Dst et Dst sont approximativement
symétriques I'une de l'autre par rapport a I'oegdes abscisses. Généralement, les valeurs (en
nT) sont comprises entre [-100, 30] pour Dst tagdiglles varient entre [-50, 100] podDsty

et oDst;, . Le fait que Dst edDst, , dDst, soient du méme ordre de grandeur est a mettre en
parallele avec les observations que l'on peut fairelesfigures 3.3a 3.6 sur les amplitudes
respectives d&p(O,h) et Dst. Par contre, nous remarquons que les courbedrgésrétalées sur

la composante Y. Cela signifie qu’il faut une tg¥ande valeur de Dst pour apporter une petite

variation sur Y. Ce qui est tout a fait normal baifet de Dst sur cette composante est tres faible

Observatoire: BDV  Année: 2001 Observatoire: TAN Année: 2001
Dst (nT) Dst (nT)
3000 ‘ ‘ ‘ 3000 ‘ ‘ ‘
2000 2000
1000 _/ 1000 _/
a a
-100 -50 1) a0 100 150 200 -100 -50 o 50 100 150 200
éSDstX (nT) SDstx (nT)
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2000 4 2000 §
1000 1000 4
a a
-100 -50 1) a0 100 150 200 -100 -50 o 50 100 150 200
éSDstY (nT) éSDstY (nT)
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0 e R eryereceeey 1 -
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3000 ‘ ‘ ‘ 3000 4 ‘ ‘ ‘
2000 4 2000
1000 4 1000 4
i 0 ‘f/
-100 -50 1) a0 100 150 200 -100 -50 o 50 100 150 200
(a) (b)

Figure 4.1 :distribution du terme correctdDst pour BDV (a) et TAN (b) durant 2001.
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Un autre paramétre, qui intervient dans notre nuhest le coefficiera traduisant directement
la corrélation linéaire avec le nombre de Wolf. Sofluence peut étre approximativement
estimée a partir des amplitudes observées stiglegs 3.3a3.7. Nous avons environ 10nT/120
unités sur X et 5nT/120 unités sur Y et Z. Ce demtvaleurs a priori de I'inversion stochastique

pour le calcul dq%(o,h) (voir annexe Q.

Comparons les résultats obtenus par les deux meshie réduction. Nous proposons de faire la

comparaison entre le champ moyen annﬁe{ﬁh) centré sur l'instant h et le champ interne

§i (S,h) donnés respectivement par fesmules 3.13ket 3.19 A titre d'illustration, considérons

le cas de CLF pour 'année 2001, en prenant BDVmermobservatoire de référence. Le champ
réduit par la méthode classique avefolanule 3.13hmarqué par HMV, signifiant Hourly Mean
Value car il est directement calculé a partir deewrs moyennes horaires) et celui estimé a partir
de la nouvelle méthode utilisant CM4 aveddamule 3.19(marqué par CM4) sont représentés
ensemble sur Iéigure 4.2 Pour chacune des deux méthodes, nous observnsrggivariation
réguliere, que I'on est tenté d'assimiler a laatem séculaire, se superposent des fluctuations de
courtes périodes qui en principe, devraient avtér éiminées. Nous observons également un
écart constant en apparence entre les deux coumbigsment visible sur X et Z. Les fluctuations
n'étant pas expliquées par les modeles de rédudtiises, nous les considérons comme du bruit,

en faisant I'hypothése qu'il est stationnairerai&®?2 et nous écrivons:

B,(S,h) = B,,(S,h) + £,(S,h) (4.1a)
B,(S,h) = B,,(S,h) + &,(S,h) (4.1b)
ou

§1(S,h) est le champ réduit adopté en appliquant la méthddssique (noté§(S,h)

précédemment),

B,,(Sh) est la partie réguliére de,(Sh),

£,(Sh) est une perturbation dB,;(Sh , onsidérée comme un signal aléatoire de moyenne
nulle et de variance indépendante du temps,

§2(S,h) est le champ réduit adopté en appliquant la méthdiisant CM4 (noté§i (S,h)
précédemment),
B, (Sh) est la partie réguliére d@,(Sh),

£,(Sh) est une perturbation (ﬁrz (Sh ayant les mémes propriétés statistiques&@s ).

Examinons successivement les propriétés,dsh), &,(Sh) et B,,(S,h), B, (Sh).
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Figure 4.2 :champs réduits (HMV: méthode classique, CM4: nibeivecthode) calculés a CLF.

4.1.1- Estimation de I'erreur commise

L'erreur commise sur la détermination du champitgubut étre estimée soit a partir dgSh),

soit a partir dez,(Sh). D'aprés la formul&®.13h il est clair queg,(Sh) est da a la difféerence

instantanéeB(Sh) - B(O,h )tandis que,g,(Sh) est di a lincertitude sur la détermination du
champ externe calculé par CM4 en apportant unection sur Dst, plus précisément en faisant

I'approximation BD—St(S) = 6D—st(0) (formule 3.19. La logique veut que l'erreur commise soit
d'autant plus élevée que la station S est plugréei de I'observatoire de référence O. Si nous
quantifions cette erreur a l'aide de l|'écart-tyms dignauxe,(Sh) et £,(Sh),les résultats
représentés sur légures 4.3aet 4.3b nous montrent bien qu'il croit en fonction de ilstahce,
linéairement de surcroit. Nous observons pratigmenies mémes valeurs pour les deux
méthodes de réduction. Pour la composante X, neussaun écart-type de 0.005nT/km pour la
méthode classique et de 0.004nT/km pour la méthuitisant CM4. Nous avons des valeurs
encore plus petites jusqu’a 0.003nT/km sur les awaptes Y et Z. Pour le cas de Madagascar,
avec une distance maximale de la station la phigrde d'environ 800km, I'erreur commise sera

donc inférieure a 4nT. Ce qui est une précisioh adait acceptable pour notre étude.

Nous pouvons en outre controler I'exactitude deshode&s de réduction en appliquant les

formules 3.13b et 3.19 a I'observatoire de référence O lui-méme. Dangas &,(0,h) et
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€,(0,h) sont nuls et il ne reste que les composantesiéégsérl(o,h ket I§r2 (O,h). Ce qui est
bien le cas d'aprés les courbes représentées figuta 4.4qui nous montrent la variation de

B, (O,h) (marquée par HMV) et celle dB,, (O,h (Inarquée par CM4) a BDV.

Figure 4.3 : évaluation de I'erreur commise en appliquant creaméthode de réduction.
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I'observatoire de référence BDV.
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Notons que I'écart entre les deux champs réduisseetigalement a BDV et qu' il n'est pas tout a
fait constant durant toute lI'année. Vers le délut'ahnée 2001, il est de -30nT, OnT et 15nT
respectivement sur les composantes X, Y et Z taqdisdevient -27nT, -2nT et 14nT vers la fin
de cette méme année. Une question se pose éviddérmuorda variation et l'origine de cet écart
entre les deux champs réduits et, par conséquante shoix du champ réduit a adopter pour

représenter le champ interne.

4.1.2- Discussions sur le champ réduit
Notons Aér (Sh) la différence entre les champs réduits par le dagthodes. D'aprés les
équations 4.1&t4.1b elle peut s’exprimer par:

AB, (S,h) = B,,(S,h) - B,,(S,h) + A§(S,h) (4.2a)
Le termeAeg(S,h) = €,(S,h) —€,(S,h) doit étre de moyenne nulle. Ainsi, en calculanhtayenne

annuelle deAB, (S,h) centrée sur linstant h, nous avons :
AB, (Sh) =B, (Sh) - B,; (Sh) (4.2b)

Nous pouvons également exprim@%r (Sén calculant la différence entre les ddopmules
3.13bet3.19:
AB, (Sh) = AB(O,h) +B,cua (Sh) (4.2c)
ou
AB(O,h) = B(O,h) - B(O,h)

Ee,CW (Sh) est le champ externe calculé par CM4 (donné plarmaule 3.1%
Et la moyenne annuelle dlef%r (Sleentrée sur l'instant h est donnée par:
DB, (S,h) = AB(O, h) + B4 (S, h) (4.2d)

Le terme Aﬁ(o,h) est nul étant donné qu%(o,h) n'est autre que la moyenne annuelle de

B(O,h). Donc la différence entre les deux champs rédestsla moyenne annuelle du champ

externe fondé sur CM4. Nous pouvons noter une ioert@&ssemblance entre les courbes de la

figure 4.5aet celles de ldigure 3.6b car elles ont en commun le termg€S)R(h) . D'aprés les

analyses décrites ci-dessus, on doit donc s'attendne variation temporelle dér Sh) due a

la contamination de la moyenne annuelle par uné&ibotion externe. Pour illustrer ce fait, nous

avons calculéAB, (Sh) pour tous les observatoires européens considérés aktte étude. Les
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résultats correspondants sont représentés suigie®s 4.5aa 4.5h: Aﬁr (Sh) a bien une

variation temporelle «réguliere » avec une amgétinon négligeable, en particulier sur les
composantes X et Z ou elle atteint 5nT environ. Namarquons également que cette variation
se fait autour d'une valeur moyenne non nulle gtil'écart moyen entre les deux méthodes de
réduction. Elle est de I'ordre de -24nT, 1nT etTL8sspectivement sur les composantes X, Y et
Z. Nous pouvons nous convaincre d'une autre margesditative, du fait qu'il s'agit d'un champ
d'origine externe non éliminé par la méthode ctassi mais qui est supprimé par la méthode
utilisant CM4, parfaitement a I'observatoire deéréhce figure 4.4), avec une fluctuation de
moyenne nulle en une station prochigure 4.2).

Le protocole INTERMAGNET veut que pour chaque obatire du réseau, pour chaque année
et pour chague composante du champ, on calcukevabeurs moyennes annuelles: la moyenne
annuelle dite de tous les jours (marquée par A)mtyenne annuelle des journées calmes
(marquée par Q) et la moyenne annuelle des jourpéesirbées (marquée par D). Nous

proposons d'estimer l'influence du champ externdasmoyenne annuelle (centrée sur le milieu

de chaque année) a partir de ces trois grandewt®nsl respectivemerEp ,EQ et E, (E

désigne la composante X ou Y ou Z) les trois mogseret posons :

Ep =Ega +E (4.3a)
Eq =E, tE (4.3b)
Ep =Eq4 +E (4.3¢)
ou

Ee‘q est la moyenne du champ externe pour les joucsases

Ee‘d est la moyenne du champ externe pour les jouprertsrbées

Eea est la moyenne du champ externe pour tous les jou

E; est la moyenne du champ d’origine interne
Nous pouvons supposer qu,q et Ee,d sont dans le méme sens par rapport a ce qui $erait
niveau zéro pour l'activité externe et qEg, est une moyenne pondérée Ee,q et E.q. En
appelant symboliquemeEe,O ce niveau, nous devrions avoir :
soit Eeo<Eeq <Eea <Eeg (4.4a)

soit Eed <Egs <Egq <Eqp (4.4b)

Nous avons calculé et représenté sufiteses 4.6aa4.6dles grandeurs suivantes :
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(Ee,d _Ee,o) - (Eeq _Ee,o) :ED _EQ

ed _Ee,a = (Ee,d _Ee,o) - (Ee,a _Ee,o) =ED _EA

Ee,a_Eewq = (Eea _Ee,o) - (Eeq _Ee,o) :EA _EQ

ull

ed _Ee,q

ml

Dans le cagt.4anous devons avoiEp ~Eq >Ep ~Ep >0, Ep ~Eq >Ea ~Eg >0 ; dans le
cas 4.4b Ep -Eq<Ep —Ep <0, Ep-Eqg<Ep -Eg<0. Des figures4.6a & 4.6d nous
pouvons déduire que pour les composantes X, nomsnss dans le cad.4b et pour les
composantes Y et Z dans le @ada Il est cependant impossible, avec cette analfseeantaire,

d’estimer la valeur, ni méme le signe ¥e,, (Sh), Yeo (Sh), et Zoo (Sh). On peut toutefois
affirmer que X ,,(S,h) est inférieur & la composante correspondante dmghiaterne, tandis que

Y ,1(S,h)et Z,,(S,h)sont supérieurs aux composantes correspondantesagiop interne, ce qui
est en accord avec les résultats représentés suigieges 4.5si nous admettons, qu'aux

fluctuations prés, les composaniés, (S,h), Y ,(S,h), Z,,(S,h) représentent le champ interne.

Les résultats représentés surflgares 4.7aet4.7bpour le cas de TAN montrent des différences
instructives. En effet, dans ce cas, les signesa@posantes X et Z sont ceux du 4aHy tandis
que le signe de Y est celui du cégla Cette difference de comportement peut s'expliquer

grossierement si l'on admet que les composantesrnest de longue période du champ
§e’CM4(S,h) sont essentiellement dues a l'anneau de courargtaép. Celui-ci produit un
champ axial dirigé du nord vers le sud. On doitcdavoir la relation :

% - —tg/ (4.5)

ou est la latitude du lieu. Avelc=48°, on obtient th= 1.1, et aveé=-18°, tg.=-0.32. Pour les
observatoires européendZ/AX est compris entre 0.64 et 0.86, tandis que poAN,T
AZIAX=0.21. Le signe dAZ/AX est donc cohérent avec cette hypothese. Le f@tles ordres
de grandeurs soient cependant différents peutlsjerp par une mauvaise évaluation du biais
crustal, par l'influence de la composante indut#c de la conductivité locale et par l'influence
de champs magnétosphériques de géométrie plus icdel (produits par les courants de

Chapman-Ferraro par exemple).

La conclusion claire et bien connue, est que lemgh@&xterne lui aussi a une composante
permanente de valeur moyenne nulle. Ce champ pemhg@eut étre uniquement déterminé par
une modélisation globale incluant des données awetsdes données de satellites comme le
modele CM4.
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Figure 4.5 :écartzlﬁr (Sh) entre les deux champs réduits pour les différebservatoires
européens.
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Figure 4.5 (suite) :écart41§r (Sh) entre les deux champs réduits pour les différents
observatoires européens.
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Figure 4.6 :influence du champ externe sur les valeurs moyeaneuelles.
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Figure 4.6 (suite) :influence du champ externe sur les valeurs moyeaneuelles.
Observatoire: TAN
Comp X (nT)
0
‘Obser\‘/atoire‘: TANI 15
-30
ED_EQ ED_EA EA_EQ
5nT -45
1980 1985 1990 1995 2000 2005
-32nTt ,
Comp Y (nT)
15 : :
10
5nT EE : ; ; E
9nT | W i 5
0
AK- 1980 1985 1990 1995 2000 2005
AV,
_ Comp Z (nT)
AZ. nT 0 . . . L
-10
-15
1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 1980 1985 1980 . 1995 2000 2005
années années

(@) (b)

Figure 4.7 :écartzlﬁr entre les deux champs réduits (a) et influencerdump externe sur les
valeurs moyennes annuelles (b) de TAN.

L'étude présentée ci-dessus a été partiellemenigputtans la revuPublications of the Institute
of Geophysics Polish Academy of Scien€e9 (398), 2007, dans un article intitulé « Rape
Station Data Reduction using the CM4 Model », p&gesa 249.
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4.2- Article: Repeat Station Data Reduction usinghte CM4 Model

PUBLS. INST. GEOPHYS. POL. ACAD. SC., C-99 (398), 2007

Repeat Station Data Reduction using the CM4 Model

Zedidia ANDRIAMBAHOAKA®, Jean-Jacques SCHOTT
and Flavien RANAIVO-NOMENJANAHARY

!Institut et Observatoire de Géophysique d’Ambohigena
BP 3843 Antananarivo Madagascar
e-mails: zedidia_and@yahoo.fr; fnranai@univ-antamnan.mg

2Ecole et Observatoire des Sciences de la Terre
5 rue Descartes, F-67084 Strasbourg Cedex France
e-mail: JeanJacques.Schott@eost.u-strasbhg.fr

Abstract

As an alternative to the commonly used method fier reduction of repeat
station data, we have tested the relevance of t1d @odel for removing the
external field. The dense network of observatone§Vestern Europe offers a
good opportunity for this study. The prospect, hesveis to elaborate a method
which could be applied to the repeat station nétvadrMadagascar, where only
one observatory is available and the distance ¢orémotest repeat station is
about 800 km.

1. Introduction

This study aims at improving the method of datauctidn of repeat stations with
application to the network of Madagascar. With liedp of a nearby reference obser-
vatory, the classical method (Newdt al 1996) is based on the assumption that the
transient variations of the magnetic field are ta=h at both the repeat station and the
observatory. Under this assumption, the annual roé#re field at the repeat station S,
centered on the date t of the measurement, isatkifitom the annual mean at the
observatoryO for the same time span by the equation:

B(St) = BO.) +(B(s.) - BO,1) 1)

The overhead bar stands for mean values, in thgs, @nnual means. The error in-
volved in the assumption of transient variationfermity is difficult to assess. In ad-
dition, bearing in mind that a repeat station nekwe mainly devoted to internal field
surveying, this simple method of reduction doesawrhpletely eliminate the external



114

field. Indeed, it is well known that annual meams still contaminated by long term
external contributions which may be significane (iGavoreet al. 1986).

In an attempt to circumvent the drawbacks of taadard method, we have tried
to model the external contributions by means ofabeaprehensive CM4 model (Sa-
bakaet al. 2002, 2004) and to find out a formulae which coelgress the external
field at any repeat station in an area aroundeference observatory.

2. External field modeling

2.1 Preliminary

In order to validate the method, we have takeraathge of the dense observa-
tory network in Europe. We have selected a sebeérvatories where data are availa-
ble for the period 1993-2004. The observatory ofiigw (BDV), which is located in a
more or less central position, has been choseneésrence observatory. The
observatories THY, CLF, FUR, NCK, HRB, NGK, SUA pldhe role of repeat
stations (fig. 1a). Figure 1b displays an estinwtéhe error inherent to the classical
method of reduction. The error is defined as thes.. of G(O,t) — G(S,t), after removal
of the secular variation (fitted by a parabolicdtion of time). G stands for X, Y, or Z
hourly means, O is the reference observatory, aisdoBe of the observatories of the
set mentioned above. X, Y and Z are the field camapés in the geographical
reference frame. As expected, the error increasts the distance to the reference
observatory. In this example, it is about 5 10r/km for X, 4.1CG nT/km for Y and
4.10° nT/km for Z. (As a matter of comparison, the dise& between TAN and the
farthest repeat station of the network of Madagaiscabout 800 km).

15
a .. b) 5,5 = 0.005d .
- ol [ 5, = 0.004d SR,
s j/f/,/*fﬁ NgK [=J | R— 6,7 = 0.004d CLE e
) <lewr Fl‘la?\:(t"}B g ”,,.«5"::-4-'%'
a5 o E s THY e
NCK Hi TS "
0y FURE .~ ="
BOV,
0

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200
distance (km)

Fig. 1. a): location of the reference observat@VY) and the set of observatories used as
repeat stations. b): r.m.s. misfit of the hourlyame (second term of right-hand side of Eq. 1) as
a function of distance to the reference observatfmy the field components X (crosses), Y
(circles), Z (stars) respectively.

2.2 Problem setting
The modeling outlined below deals with hourly m&an order to be consistent
with the CM4 modeling. Figure 2 shows that, in tdase of TAN observatory in par-



115

ticular, the CM4 model yields only first approximation. In order to improve the
modeling, we have to add second order terms. Atrd¢ference observatory, we sug-
gest to model the field by the following equation:

B(O,h) = B, ¢4 (O, h) + b, (0) + B, (O,h) + B, cyy4 (O,h) +... 2)
be (0, 1) + B, cy4 (0, 1)

where B(O,h) is the field measured at the reference obseny& (internal plus ex-
ternal); Bicwa(O,h) is the internal field given by the CM4 modelGatb;(O) is the bias
field (various estimates of these bias fields haeen published, i.e. Mandea and
Langlais, 2002; however, for the sake of consistetie bias fields computed by CM4
have been adopted¥dB;(O,h) is the secular variation not modelled by CM4;
Be cmdO,h) is the external field given by CM#,(O,h) is the long-term external field
not modelled by CM4§B. cu{O,h) is the short-term external field not modelled b
CM4.

Observatory: TAN  Year: 2001  Month: October
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Fig. 2. Comparison of the hourly mean values (HM&) TAN observatory and the modeling
provided by the CM4 model for the month October200

Let us define the residual fietgO,h) by:
P(0,h) = 3B (O, h) +b,(0,h) + 3B,y (O, h)
=B(0,h) = B, c4(0, 1) = B, 4 (O, ) ~ B (O)

whereh stands for the time expressed in hours.
With respect to the aim of this study, term@O, h) anddB. cmdO, h) are our
main concern. In particular, we would like to canstdB. cud O, h) in such a way that

(3)
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it is a stationary signal with annual zero meaguFeé 3 shows the distribution pfO,

h) for the year 2001. Although the distribution magt be symmetrical (i.e. its mode
different from its mean), the mean turns out taHeemost robust measure of location.
As 6B;(O, h) andb.(O, h) vary smoothly with time, the distribution refleanainly the
statistical properties @B cmdO, h).

Observatory: BDV  Year: 2001
Comp X Comp Y Comp Z

2000 2000 2000

HMHF ‘ “\HH .\H“ ‘HH\HHHI iy ‘ A
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3000 3000 3000

1000 1000 1000

o
o

Fig. 3. Distribution of the hourly residuplin nT (Eq. 3) for each component and for the year
2001.

2.3 Residual secular variation and long-term externanations
Let be p(O,h) the running mean value @#O,h dver one year centered bn

Following Gavoret et al. (1986) we model the loagrt external variations using night
time values in order to exclude most of the solaifydvariation contribution. This
selection is clearly equally valid for the idergdtion of 6B;. With the constraint

dﬁeycm(o,h) =0, Eq. 3 leads to:
5(0,h) = &8 (O,h) +b,(0,h) (4)

Fig. 4b shows for each component X, Y, Z the vimiabf p(O,h) over the period
1994-2004.

We have now to modeﬁﬁi (O,h) and Ee(o, h) . In the CM4 model, the secular
variation is modeled with a set of B-splines camstied with equispaced knots at 2.5
year intervals. Over the time span 1993-2004, iy mqually well modeled with or-
thogonal polynomials. Thus, the CM4 internal fieldy be represented by:

K-1

Bicma(O,t) = Y. 4P (1) (5)

k=0
The coefficientsa, may be computed by a simple least-squares regressing the

true CM4 internal field as data. The regressiohdgiestimates od, as well as a co-
variance matrix.

0Bi(O, h) may be considered as a perturbatioB@jv(O, h) likewise modeled
with orthogonal polynomials restricted to low deggeAccordingly,dB, (O,h) will be

modeled with orthogonal polynomials. Their a priodefficients a° as well as a
covariance matrix may be derived from the corredpanparameters @B;(O, h).
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According to Gavoreet al (1986), we tentatively modet:ie(o, h) (which, ac-

cording to its definition, is close tp(O, h)) as a function of time proportional to some
index of geomagnetic activity or Solar-Terrestdahditions. It turns out that the Wolf

numbers are the most appropriate. FingliyO, h) is modeled by the equation:
- L K-1_,
P(O,h) =aR(h) + kZO acR(h) (6)

where R(h) is interpolated from its smooth monthly valuesifigrpolating splines.
The parametersi and @, are estimated by stochastic inversion. Figure 4b
shows the model 0B(O,h) computed according to Eq. (6).

2.4 Residual short-term external field

Having modelledB;(O, h) andb(O, h), we may return to Eq. (2), where the last
unknown term i$Be cudO, h). 3Be cmd O, h) is assumed to be a small perturbation of
the CM4 external field model. Of the a priori patars involved in the CM4 model-
ling (conductivity model, solar flux &4 Dst index), it turns out that the most easy to
handle is Dst. Figure 4a shows tlitais possible to fit exactlyb. cm4O, h) by a slight
(a) (b)

Observatory: BDV  Year: 2001 Month: October
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Fig. 4. a): example of exact modelingd®. cu{O,h) (Eq. 8) using hourly perturbations of the
Dst index as adjustment parameter. Hourly mean dedafor BDV observatory, in October
2001. See text for further explanation. b) Blackves: variation of the running yearly mean
value ofp (eq. 4) for each component X, Y, Z over the timarsi994-2004. Grey curves:
modeling ofp using Eq. (6).

changeoDst of Dst (of coursejDst has no longer the meaning of a geomagnetic
index). On fig. 4a, the adjusted curves cannotibgnduished from the actual ones.
According to its definition, the fieldBe cus has a zero annual running mean. Let us
recall that in the CM4 model, Dst parameterizey ¢iné dipolar term of the magneto-
spheric field.
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Having computed, at the reference observatorypénmrbatiorsDst required to
obtain the best fit 08Be cmdO, h), it is obvious to compute the same fi8BL cu S, h)
at any station S by the incorporation &Dst into the CM4 external field model.
Finally, our model for the external field is:

Be(S,h) = Becua (S,1) + Beca (S,) +b, (S, h) (7)

The last step is the computationlgfS, h), which, at the moment, is only known at the
reference observatory. We may assume bl@&,h) is the gradient of a time varying
external magnetic potentiadhe(S, h) being known at only one point, only the dipolar
term can be resolved unambiguously. Thus, we dé&{&h) from the equation

b, (S,h) = —@E (0%, (h)cosg+ g, (h)sin@coss + hévl(h)sinesin¢)} (8)

The Gauss coefficients, ., ge1', he:' may be easily derived froBy(O, h) by standard
computations taking into account the reference érahmnge from geodetic to geocen-
tric.

3. Example and discussion

Equation (7) yields the proposed formulae forrgraoval of the external field at
any repeat station S. It is valid only within soarea around the reference observatory.
We may check its validity by comparison with thangtard method. Fig. 5a shows, for
the year 2001, the “internal” field computed at Cbly means of the reduction
equation:

B (S.h) = B(S,h) ~B,(S,h) ©)

whereB¢(S h) is computed with Eq. (7) as comparedi(s, h) computed with Eq. (1).
The noisy pattern accounts for the imperfect rerho¥@he external contribution. We
observe an improvement on component Y only. Thetrmosspicuous result is the
nearly 20nT difference in the X and Z componentisifference is not constant in
time as shown on fig. 5b where the monthly meathefdifference is displayed. Figure
6 is similar to fig. 1a. It shows that the r.m.6ttee dispersion around a parabolic fit is
nearly the same than for the standard method.

Despite the rather modest improvement in the exdagt of the “internal” field,
fig. 5 shows, to our mind, an important, althougkllviknown result: the annual mean
rather imperfectly represent the internal field dese it is still significantly contami-
nated by field of external origin. The CM4-baseddelng differs from the classical
reduction of external field by a fluctuating norradield. The fluctuations may ac-
count for the persistance of a long-term externatgonent (Gavoredt al 1986).

Improvements of this modeling which is a first argerturbation of the CM4
model can be easily imagined mainly along two linke first one would be to allow
slight changes of the Gauss coefficients for tim@épheric field (Sabaka et al., 2002).
around their CM4 values. The second would be tosicen small changes of the
conductivity model, which is valid essentially f6urope, in order to make the induced



part of the ionospheric field more flexible. Botihgrovements would require a deep
scrutiny of the CM4 model. In a recent paper, Olseal. (2005) suggest to split up the
Dst index into an external and internal part. Altbb this new parameterization partly
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overlaps our empirical perturbatiéls, is could balance or constrain changes of the

ionospheric field. Improvements should also take #ccount the spatial distribution
of the fieldb(S, h). The dipolar approximation is prescribed by tieddf being known
at the reference observatory only. Although wedwelithat its geometry is simple, a
worldwide analysis of observatory data could peshagip to refine its description.

(@)
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Fig. 5. a):"internal” field computed at CLF using.H9) (curves labelled CM4) compared to the
estimate given by Eq. (1) (curves labelled HMV). imonthly mean of the difference (CM4

modeling) — (HMV modeling) over the intervall 192804. The curves show that the
difference is a function of time.
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Fig. 6. r.m.s. misfit of the hourly means modellad Eqg. (9) as a function of distance to the
reference observatory, for the field componentsYX,Z respectively. Same legend as fig.1
which it has to be compared to.

The last step, not considered here, would be toeirfteld variation on the one-
minute scale, which is more appropriate for theiotidn of repeat station data. Howe-
ver, this step in the reduction process would Iss teitical either if the survey would
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be carried out outside the main part of the dadsiation, and during quiet days, or if
the field variations would be recorded for a shione with a portable variometer.

4. Conclusions

The first order CM4 model complemented by some s@¢awrder terms derived from
the analysis of the magnetic field variation at teérence observatory provides a
promising tool for data reduction at the repeaticta. On one hand, with the second
order modeling carried out in this study, its aecyris only similar to the one of the
standard method using a reference observatory.dduthe other hand, improvements
of the external field modeling may be imagined, amaly benefit from improvements
of the CM4 model or the like. The most conspicuecesult is the mean difference
between the “internal” field yielded by this methadd the “internal” field (i.e. the
annual mean) given by the standard method. Thdatiin of the former with respect
to the latter requires however further investigagioFinally, we have not tried to
further reduce the field of the “repeat” stationsatcommon epoch. This should not be
a serious drawback as regional modeling, like dlabadeling, can easily take into
account measurements performed at different times.
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4.3- Applications aux données réelles

Notre objectif est bien slr d'obtenir une précisaussi bonne que possible sur les données
réduites. Rappelons que le modéle CM4 a été &apértir des valeurs moyennes horaires, et
gu'il est réputé valable essentiellement pour degsnges calmes. L'indice Dst lui aussi est un
indice horaire et nous avons travaillé sur desural&oraires jusqu'ici. Or, les données a traiter
sont des valeurs instantanées rapportées a desshetuminutes quelconques. Par conséquent,
pour mieux atteindre notre but, nous devons aussnaer le passage d'une valeur horaire a une

valeur instantanée ou vice-versa.

4.3.1- Valeur horaire et valeur instantanée

Presque tous les modéles existant du champ géotigagnént été établis a partir des valeurs
horaires. Par contre, le passage d’'une valeur freogaune valeur instantanée n’est pas encore
abordé. Cette étude nécessite évidemment unecedrii@ue de valeurs minutes. Nous désignons
par valeur horaire la valeur horaire moyenne dumghaa un instant h qui correspond
généralement a la minute 30 de I'heure en counswet avons au maximum 24 valeurs horaires
dans une journée. Et nous désignons par valewmnistée la valeur du champ a une minute t et
nous avons au maximum 1440 valeurs instantanées wan journée. Etant donné que l'indice
planétaire Dst est un indice horaire, sa valeumatdnt t quelconque s'obtient raisonnablement
avec une spline d'interpolation. Ce qui fait quevddeur correspondante calculée par CM4 sera
I'équivalent d'une valeur obtenue par une splimgedpolation qui peut présenter une différence
plus ou moins grande avec la vraie valeur instagaRour éviter toute ambiguité, notogs t
l'instant ou la valeur correspondante du champobstnue par une spline d'interpolation et t

I'instant qui correspond & une valeur minute intaée. 4 et t peuvent étre tous deux une valeur
minute quelconque de la journée. A titre d'illustna, E(O,ts) et B(O,t) sont représentés sur la

figure 4.8pour la journée du 20 novembre 2001 qui compreladf@is une période calme et une

période perturbée. Nous voyons sur cégare 4.8que la différence entr&( O, ®t I§(O,ts)

dépend principalement du niveau d’agitation magpéti Notons cette différence instantanée par:
B(0,t) = B(O,1) - B(Ots) (4.6)

Remarquons ques = t mais B(O,ts) # B(O,t). Par analogie avec les inégalités mensuelles,

journaliéres et horaires de la premiére partie deentravail, nous allons appelé&B( O,1)

« inégalités minutes ». C'est la différence endi®e Maleurs minutes instantanées et les valeurs

minutes obtenues par interpolation des valeurs mm&horaires avec une spline.
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Observatoire: BDV date: 20 novembre 2001
ComP X 270290 +|("T)

valeurs instantanées

valeurs interpolées

moyenne horaire

-40 T T T T T T T T T T T T T T
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Figure 4.8 :illustration de la différence entré(O,tS ) (courbe magenta) éB(O,t) (courbe bleu).

Pour des périodes calmes, la valeurdg¢ @df) généralement faible et dépasse rarement 2nT

en valeur absolue. Nous pouvons le constaterestentiple de ldigure 4.9 Par contre, pour des
périodes perturbées, elle est importante et pqasd@r 50nT dans certains cas selon le degré de
perturbation. Nous remarquons également a partoettefigure 4.9que les inégalités minutes

sont sensiblement identiques jusqu’a une distaec& 70km environ (distance entre BDV et
CLF). Nous avons alors deux possibilités pour dafde terme correctibDst:

- nous pouvons caIcuIc—ﬁﬁ(O, t) directement & partir d8( O, tx’est & dire la correction

est fondée directement sur des valeurs minuteshdme a I'observatoire de référence O, et le

champ externe correspondant calculé a la statsJacsit :

BLe(St) = Booma(S,h) +@(S)R(h) + B (St) (4.7a)

e,CM 4,Dst(O,t)

- OU nous caIcqun§F$(O,ts) a partir deB(O,ts), c’est a dire la correction est basée sur

des valeurs horaires interpolées du champ a I'ohsare de référence O, et le champ externe
correspondant calculé a la station S s’écrit :

B,o(Sit) = Becma(S,h) + @(S)R() + B (Sits) + B(O,1) (4.7b)

e,CM 4,5Dst(Ot)

ol 3B( O, t) désigne les inégalités minutes.
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date: 20 novembre 2001
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Figure 4.9 :illustration de la variation des inégalités mingt@B(S,t) pour quelques
observatoires européens.
Observatoire: CLF date: 20-nov-2001
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Figure 4.10 :écart entreélﬁ(SI) et I§2£(SI) calculé a CLF avetz?Et(O,t) et 5§t(0,ts)
respectivement et en prenant BDV comme observateiréférence.



124 Deuxieme partie

La premiere variante exprime que toute variatiorcalgte période non modélisée par CM4 peut
étre formellement corrigée a I'aide de Dst quelsoi¢ I'instant t, y compridB( O, t)tandis que

la deuxieme respecte mieux le fait que Dst esndité horaire. En tout cas, toutes les deux ont
besoin de valeurs minutes du champ a I'observati@neférence O et elles donnent pratiquement

les mémes résultats a 1nT prés comme nous pousa@amstater sur figure 4.10

L'écart entre les deux champs externes calculésedmtivement grand pour des périodes
perturbées a cause du terd®(  Qyt)i figure dans l&éormule 4.2b1l est donc plus raisonnable

d'utiliser laformule 4.7apour le calcul du champ externe. D'ailleurs, dinppde vue de calcul,
elle est plus simple et plus rapide a exécuterr Roe utilisation facile de notre programme de

réduction, nous avons adopté un format spécifique [es données a réduire.

4.3.2- Format de données et algorithme du programme

Comme notre objectif est d’établir une banque dendes pour la modélisation régionale, il est
nécessaire de définir un format pour I'ensemblends données. Nous avons choisi le nhom
générique staaamad pour le fichier contenant les données brugsssthtions de répétition de
Madagascar durant lI'annéaaaet le nom générigue radaamad pour le fichier contenant les
données réduites correspondantes. Ces fichiersenaent les renseignements indispensables
suivants: le nom de la station en trois lettresus@jles, les coordonnées géographiques (latitude
et longitude en degré, minute, seconde ; altitudmetre), la date et I'neure (TU), les angles D et
| (en degré, minute, seconde) et les éléments K, M, et Z (en nanoTesla). Nous avons adopté
le format indiqué sur I'exemple du fichier sta20@ad contenant les données brutes des stations
de répétition de Madagascar au cours de I'annék @0Qre 4.13. Pour simplifier la lecture et la
manipulation des valeurs numériques, les anglés teimps en particulier, nous n'avons mis sur
une ligne quelconque que des nombres entiers fgositi négatifs, en dehors du nom de la
station. Chaque fichier comprend 24 colonnes y c@ies noms des stations. Ce méme format

est adopté pour les données brutes et réduites.

STA Tat Ton alt date TU u] I F H s ¥ z .
TLH -014 55 51 050 1% 16 730013 10 2001 12 37 -15 10 26 47 06 30 34117 23221 22411 -6078 -24%954
TLH -014 55 51 050 19 16 F3 0013 10 2001 13 20 -15 11 46 47 06 47 34112 23215 22403 -6085 24653
sBv -014 16 39 050 10 27 148 15 10 2001 09 31 -12 01 50 -45 06 26 341099 24137 23607 -5031 -24228
SEY -014 16 35 050 10 27 148 16 10 2001 05 17 -12 0% 14 -45 07 07 34180 24115 23578 -5078 -24219
WHM  -013 22 04 Q50 Q00 00 67 16 10 2001 14 35 -10 32 44 44 47 57 34800 24552 24137 -4453 -24380
WwHM  -013 22 04 050 00 00 67 17 10 2001 03 51 -10 38 26 -44 48 26 345597 245448 24124 -4532 -24381
ABE -013 11 24 048 58 54 121 18 10 2001 07 43 -09 42 30 -44 45 51 34446 24457 24107 4125 -24257
ABE 013 11 24 048 58 34 121 18 10 2001 12 38 -09 39 24 -44 47 31 34447 244485 240099 4101 -24269
Dizs =012 21 00 045 17 40 74 1% 10 2001 0F 35 -08 43 41 43 18 35 34278 245843 24654 -37F5 -23513
DS -012 21 00 049 17 40 740020 10 2001 04 18 -08 47 12 43 25 31 34223 24855 24563 3797 23525
AB1  -(13 38 24 048 27 06 83 22 10 2001 10 59 -09 48 19 -45 21 51 34123 23074 23624 -4083 -24281
AE1  -013 38 24 048 27 08 83 22 10 2001 13 20 -09 45 33 45 25 59 34104 23532 23581 -4084 24254
THH -014 54 00 047 39 00 269 24 10 2001 06 30 -10 44 37 -47 46 41 33936 22805 22405 4251 -25131
THH -014 54 00 047 39 00 269 24 10 2001 0OF 45 -10 41 54 -47 45 45 33041 22815 22419 -4235 -25129
PEG -015 34 48 047 37 18 308 24 10 2001 13 50 11 OF 40 -48 48 48 33780 22245 21830 4254 -25426
PEG -013 34 48 047 37 18 308 24 10 2001 14 25 -11 08 04 -48 48 49 ZF37BY 22247 21829 4206 -25425

Figure 4.11 :illustration du format des données brutes a réeluifichier sta2001.mad.
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Les principales étapes du programme de réductiathodaées utilisant le modéle CM4 sont les

suivantes :

1) lecture du fichier stmaamad contenant les données a réduBdS t; )

2) lecture du fichier Dataadat et calcul des valeurs de Dgt@forrespondant a t
3) lecture du fichier flxaaadat et calcul des valeurs du flux radio solaiygAh;)

4) lecture du fichier sunspot.dat et calcul da@gurs du nombre de WoR (h,)

5) lecture des valeurs minutes de I'observatdé référence B(O,t; )

6) calcul du paramétré  @rmule 3.1, les coefficients de Gaussy ,, g1, Nas

ayant été préalablement déterminés a partir dungira G (O ) de I'observatoire de référence
7) calcul du terme correcDst(O,t,) (formule 2.12%
8) calcul du champ exteri&g, cy, St (frmule 4.7

9) calcul du champ rédui; o, St; (Formule 3.19
10) écriture des résultats dans le fichieassmad

La figure 4.12nous montre les valeurs réduites correspondamesaeurs brutes affichées sur
la figure 4.11 Nous pouvons remarquer sur ceitre 4.12que les composantes du champ
réduit sont déterminées a 3nT prés. Normalemerthdenp interne est constant pendant une ou
deux journées consécutives mais compte tenu défiautlé dans la modélisation du champ

externe, nous pouvons nous contenter d’avoir uéeigion meilleure que 5nT.

STA Tat Tan alt date TU u} I F H w N R
TLH -014 5% 51 050 19 16 730013 1o 2001 12 37 -15 05 06 47 02 3% 34146 23265 22467 -0056 -249%1
TLH -014 59 51 050 19 18 F3 0013 10 2001 13 20 -15 05 30 47 02 32 34145 23268 22468 -G6058 -24080
sBv  -0l4 16 30 050 10 27 148 15 10 2001 09 31 -11 55 44 -45 06 36 34185 24126 23605 -4987 -24218
SBY -014 16 3G Q50 10 27 148 16 10 2001 05 17 -11 55 35 -45 06 20 34184 24127 23606 -4%986 -24216
WHM  —013 22 04 050 Q0 00 67 16 10 2001 14 35 -10 26 44 -44 45 37 34618 24581 24173 -4457 -2437q
WHM  —013 22 04 Q50 a0 00 67 17 1d 2001 03 51 =10 26 21 -44 45 21 346818 24582 24175 -4454 -24374
ABE 013 11 24 048 58 54 121 18 10 2001 07 45 -09 34 01 -44 47 35 34444 24443 24103 -4002 -2424a7
ABE 013 11 24 048 58 534 121 18 10 2001 12 38 -09 33 50 -44 47 24 34443 24444 24104 -4081 -24265
DEs =012 21 0o 045 17 40 74015 1a 2001 0F 35 -08 33 59 43 21 22 342465 24514 24638 -3711 -23524
DS -012 21 Qo 045 17 40 740020 10 2001 04 18 -08 34 11 -43 21 03 34266 245917 24839 -3713 -23523
AB] 013 38 24 048 27 06 83 22 10 2001 10 59 -09 44 19 -45 11 54 34213 24108 23761 -4078 -24276
AEBJ 013 38 24 048 27 06 83 22 10 2001 13 20 -0% 44 0% -45 11 41 34215 24111 23764 4077 -24276
THH -014 54 Q0 047 39 00 269 24 10 2001 08 30 -10 31 00 -47 43 04 330984 22850 22468 -4171 -25128
THH -014 54 00 047 39 00 260 24 10 2001 07 45 -10 30 49 -47 43 13 33067 22851 22468 -4170 -25131
PEG -015 34 48 047 37 18 308 24 10 2001 13 50 -11 00 44 48 44 47 33813 22296 21886 -4259% -25421
PBG -015 34 48 047 37 18 308 24 10 2001 14 25 -11 00 30 -48 44 35 33815 22299 21888 -4258 -25420

Figure 4.12 :exemple de données réduites correspondant auxédsrbrutes affichées
sur la figure 4.11 : fichier red2001.mad.

Pour que les données soient homogeénes, il estsadeesle corriger les donné&(St,) qui

avaient déja été réduites au préalable avec lacdéthlassique. En vertu deEgmules 3.13cket

3.19 I_5>i (S,t) peut étre calculé a partir cﬁ(s,to) a l'aide de laelation 4.8suivante :

B (S,t) = [§(s,t0) - §(o,to)]+ B(O,1)

~|Becma(s) +@(SRM) + B (4.8)

e,CM 4,5Dst(O,t) (S t)]
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La relation 4.8traduit I'élimination de toute contribution extermgui n’était pas enlevée par la
méthode classique. Pour pouvoir I'appliquer, il ®idaut la valeur d( O, thjui n’est autre que

la valeur du champ a l'observatoire de référendénatant t. Sachant que lBormule 3.13b

utilisée par la méthode classique est valable gitstant t, nous pouvons également déterminer
la valeur deB, (S,t) & un instant t quelconque. Cependant, afin d’évéieprobléme di a la
variation séculaire entre t gt (1°' juillet de 'année de mesure), nous avons chaisinstant t
voisin de § de telle sorte queéi (St) = I_5>i (S,ty). Ceci reste encore valable pendant quelques

journées consécutives. Rappelons qu'avant 1993, TANlispose que des valeurs moyennes

horaires. Par conséquent, afin de diminuer l'intefé due aux inégalités minutdgyre 4.10
sur le calcul deI::Si (S,t), t doit étre choisi sur une période calme. Nowspasons ainsi des

données homogénes pour toutes les stations detigpée Madagascar que nous allons décrire

dans la suite de notre travail.
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Chapitre 5
Les données disponibles

Les données disponibles sont notamment cellessiauémagnétique de répétition malgache que

nous allons présenter dans ce chapitre.

5.1- Le réseau magnétique de répétition malgache
5.1.1- Historique

Depuis 1884, des mesures des composantes magsétiquété réalisées par des missionnaires
étrangers sur quelques régions des Hauts Plat¢des edtes de Madagascar : certaines dans un
but pratique, d’autres dans un but purement séiguméi (Colin, 1932). Des mesures magnétiques
sur des sites isolés ont été également réalisédsspagénieurs des missions hydrographiques de
la Marine frangaise (le lieutenant de Vaisseau den&dieres 1884, I'Enseigne de Vaisseau
Farvereau 1886). Les grands navires ont été wipsér les mesures sur les cotes. Par contre, on

a fait appel a des "mpilanja” ou "hnommes transpostesur les itinéraires intérieurs de I'ile.

La réoccupation des stations précédentes et |tianade nouvelles stations ont continué. Mais ce
n'est que vers 1920, lorsque Brown, envoyé de laé&ipe Institution de Washington, débarqua a
Madagascar, que I'on assista a la naissance d'itabie réseau magnétique malgache (Poisson,
1949). A partir de 1932, Savornin et surtout Bésadntreprirent des campagnes magnétiques
dont le but était a la fois de recueillir des regmsements utiles a la carte géologique de
Madagascar et de réoccuper les stations de Broesa(Be, 1937, 1938, 1939 ; Savornin, 1938).
Des nouvelles cartes de la déclinaison a Madagapties complétes et plus actuelles
remplacérent alors les anciennes cartes de Mic®2(08 du R.P. Colin (1900,0), de Roussilhe
(1905,0) et de Brown (1921,0).

La plupart des stations Brown ou Besairie sont dege malheureusement inutilisables du point
de vue magnétique, a cause de constructions récentgar suite de la disparition des bornes. Il
a donc été nécessaire, pour continuer I'étude dynétesme terrestre a Madagascar, de créer de

nouvelles stations, soit pour remplacer les an@snsoit pour avoir un réseau plus dense.

Le R.P. Cattala, d’abord chargé de recherches BURCS. puis devenu Maitre de Recherches a
I'O.R.S.T.O.M., commenca, en 1954, la création dionveau réseau magnétique. Il publia pour
I'époque 1955,0 d’abord, et pour I'époque 1958 #aswne carte de la déclinaison a Mada-
gascar, en méme temps qu’une carte de sa varmtionelle moyenne (Cattala, 1955, 1958). La

section géophysique de I'Institut de Recher@®aentifiques de Madagascar (I.R.S.M.) a pour-
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suivi I'établissement de ce nouveau réseau magretq une nouvelle carte de la déclinaison
pour I'époque 1961,0 a été publiee quelques anagess (Andriamirado, 1968). Certaines
données ont été communiquées a I'l.LR.S.M. par déaubrganismes : Service Hydrographique,
I'Observatoire de Tananarive, Service GéographideeMadagascar. Jusqu’en 1961, il a été
impossible a I'l.R.S.M. d’effectuer des mesureslsuerrain, de H et de Z, faute d’appareils. De
ce fait, aucune carte de H ou de Z, ayant une waetuelle, pour Madagascar, n'a pu étre

établie.

En ce qui concerne les appareils de mesure, deddliiés Brunner et appareils Lorieux furent
utilisés pour les campagnes avant 1954 pour lesireesle déclinaison. Aprés 1954, les mesures
de la déclinaison et de la composante horizontatenft réalisées a I'aide d’'un théodolite
Chasselon puis d'un théeodolite Wild To. A partir 8857, des Q.H.M. (Quartz Horizontal
Magnetometer) furent utilisés parallelement au dodite Wild To. Ces Q.H.M. furent étalonnés

a Rude Skov (Danemark) et le théodolite Chasselohambon-La-Forét (France). Les mesures
de la composante verticale furent faites a I'aitdme balance de Schmidt. A partir de 1962, une
balance danoise B.M.Z. (Balance Magnétique de ZétajJonnée a Rude Skov remplaca
avantageusement la balance de Schmidt pour lesacarap du réseau général. Un magnétometre

a protons fut également disponible pour mesunetefisité totale du champ.

A partir de 1983 et avec les concours de I'InsiitetPhysique du Globe de Paris (IPGP) puis de
I'Ecole et Observatoire des Sciences de la Terr8Stsbourg (EOST), I'Institut et Observatoire
de Géophysique d’Antananarivo (IOGA) a été modérnites variometres la Cour ont été
remplacés par un variometre triaxial a vanne de YEO31 et les anciens appareils de mesures
absolues (Q.H.M. et théodolite magnétique) par éalidbomeétre-Inclinométre a vanne de flux
dont la sonde est montée sur un théodolite Zei8 @Gimagnétique, adapté spécialement pour
des mesures magnétiques (Cantialgetl979 ; Cantin, 1980).

Les cartes magnétiques sont encore utilisées degomws, aussi bien pour la sécurité de la
navigation aérienne, maritime ou terrestre que pesirprospections de ressources naturelles.
Compte tenu de I'évolution temporelle du champy healidité est limitée dans le temps. Pour
pouvoir continuer I'étude du champ magnétique a adadcar d’'une part, et réactualiser les
cartes magnétiques de Madagascar d’autre parGA@ commenceé a établir un nouveau réseau

magnétique en 1983.

5.1.2- Les stations de répétition depuis 1983

Il a été nécessaire de créer de nouvelles stapms remplacer les anciennes dont la

réoccupation n’était plus possible pour diversasors. Un site peut devenir une station de
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mesure s'il satisfait aux trois conditions suivanfiee Mouél, 1969) :
- homogénéité magnétique: il n'y a pas ou peu dhaties locales a fort gradient,
- absence de perturbations magnétiques : lignesiglees, chemin de fer, ...
- facilité d'acces : les terrains d’aviation entaambon exemple.

Normalement, les visites des stations doiventféites au moins une fois tous les cing ans et les
informations géographiques relatives a chaqueostatoivent étre correctes et cohérentes d’une
année a l'autre. Cependant, la réalisation d’'umapegne magnétigue dépend aussi bien des

moyens matériels que des moyens financiers.

Région | Statior Nom Coordonnées géographiques
Latitude Longitude Altitude
DGS Antsiranana (Diégo-Suarez) -12° 21’ 00” 49° 140" 74m
ABB Ambilobe -13° 11’ 24~ 48° 58’ 54” 121m
Nord VHM Iharana (Vohémar) -13° 22' 04" 50° 00’ 00" 67m
ABJ Ambanja -13° 38’ 24" | 48° 27’ 06” 83m
SBV Sambava -14° 16’ 39” 50° 10’ 27" 148m
TLH Antalaha -14° 59’ 51~ 50° 19’ 16" 73m
THH Antsohihy -14° 54’ 00~ 47° 39 00” 269m
PBG Boriziny (Port-Bergé) -15° 34’ 48” 47° 37 18 308m
gﬂgs-t MJIG Mahajanga (Majunga) -15° 39’ 57" 46° 21’ 03” 44m
MVT Maevatanana -16° 57" 11~ 46° 49’ 57” 1013m
KZB Ankazobe -18° 19’ 49~ 47° 07’ 35” 1213m
ENV Fenoarivo Atsinanana(Fénérive- | _17¢ 25' 30” 49° 26’ 06” 42m
Ext AZK Ambato':ne(;l\razaka -17° 47" 32” 48° 26’ 12”7 650m
T™MV Toamasina (Tamatave) -18° 07’ 00" 49° 23’ 36” 36m
MRG Moramanga -18° 54’ 48~ 48° 12’ 54” 517m
TRB Antsirabe -19° 49’ 50~ 47° 03 04” 1493m
ABS Ambositra -20° 32’ 51~ 47° 14 40” 868m
Sud-Est | MNJ Manajary -21°12° 17" 48° 21’ 24” 54m
FNT Fianarantsoa -21° 26’ 15" 47° 07 06” 1127m
IHS Ihosy -22° 24’ 34" 46° 10’ 07~ 971m
MDV Morondava -20° 17’ 24” 44° 21’ 00” 88m
Sud-Ouest MRB Morombe -21° 45’ 18” 43° 32' 18” 94m
TUL Toliara (Tuléar) -23° 23 12" 43° 49’ 30" 56m
FDF Taolanaro (Fort Dauphin) -25° 02' 00" 46° 57'36" 114m

Tableau 5.1 :les stations de répétition réoccupées depuis 1983.
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Les stations ne sont généralement accessibles deteors de la période de pluie a Madagascar,
c’est a dire a partir du mois de mai jusqu'en orolha durée du s€jour a chaque station est
variable ; selon le cas, des mesures compléeteglde®nts du champ magnétique terrestre ou
seulement des mesures de la déclinaison ou déin@mon ont pu étre effectuées. Les stations
réoccupées depuis 1983 sont au nombre de 24 dultetas caractéristiques sont consignées
dans lgtableau 5.1 La réoccupation de ces stations se fait généealean plusieurs étapes selon

les voies de communication existantes et la régiorelles se trouvent. Nous distinguons les

régions Nord, Nord-Ouest, Est, Sud-Est et Sud-Ouéset différentes régions comprennent

respectivement 6 stations, 5 stations, 4 statibnstations et 4 stations. De 1983 a 1985, six
stations ont été initialement réoccupées. Puis @naees stations ont été ajoutées en 1986.
Malheureusement, quelques stations de la régiorCaias$t n'ont pas pu étre réoccupées pendant
les campagnes de 1986 et 1990 pour cause de Héfcwutiéres. Puis sept nouvelles stations
ont été également ajoutées durant la campagne @@ 1% derniere campagne magnétique

effectuée a Madagascar par 'lOGA remonte a 20@tos que le magnétomeétre a protons est
tombé en panne a cette date et par conséquergsdeslstations des régions Nord et Nord-Est

ont été réoccupées correctement.
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Figure 5.1 : répartition géographique des stations magnétiqiesepétition malgaches.
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La répartition des stations utilisées n’est pas dggne. Comme nous pouvons le constater sur la
figure 5.1 elles sont en majorité situées dans la partiedNi& I'lle. De méme, la partie Est
contient remarquablement plus de stations que faepQuest. Une réoccupation compléte de
toutes les stations et éventuellement une créatonouvelles stations dans les parties Sud et
Sud-Ouest devront étre envisagées pour les prashammpagnes pour avoir plus de détails sur
la variation spatiale du champ. En tout cas, noesrahs rechercher une technique de
modélisation appropriée afin d'exploiter raisoneai@nt toutes les données existantes quelle que
soit leur distribution dans l'espace ou dans lepterilous en discutons durant la troisieme partie

de notre travalil.

5.1.3- Les données existantes

Nous rappelons que la déclinaison, l'inclinaisotiiensité totale sont directement déterminées
par des mesures absolues tandis que les autresosan@s sont calculées a partir daations
1.1aa 1.1d Nous ne détaillons pas ici les différentes cartiques des appareils utilisés ainsi
que les techniques de mesures correspondantes. f¢ousyons le lecteur aux ouvrages
suivants : Wienert, 1970 ; Stuart, 1972 ; Cant@3Q; Ranaivo-Nomenjanahary, 1984 ; SOM,
1981 et 1990 ; Forbes, 1987 ; Gilberakt 1988.

Depuis 1983, sept campagnes magnétiques ont é&&wefes notamment en 1983, 1984, 1985,
1986, 1990, 1996 et 2001. Les données correspasjagtuites par la méthode fondée sur CM4
sont présentées sur légures 5.2aet 5.2h Les données y sont rangées par ordre de latitude
décroissante. Le nombre de mesures n'est pas homqmaur les différentes stations. Nous
remarguons que certaines stations ne disposenmigseule mesure durant cette période de 1983
a 2001. Il y a au total huit stations qui se traouv@ans cette situation, a savoir KZB, TRB, MDV,
ABS, MNJ, FNT, MRB et IHS.

La variation temporelle du champ montre approxiveatient la méme tendance pour toutes les
stations. Généralement, durant cette période d8 &49B001, D et Y décroissent en fonction du
temps tandis que X et | croissent. F et Z subissanthangement de pente vers 1986 puis vers
1996 (igures 5.2aet5.2h). Toutefois, dans le détalil, il y a des differensgnificatives. A titre
d’exemple, considérons les stations disposant ke giand nombre de mesures : DGS, TMV et
TAN (tableau 5.2.

Nous pouvons également remarquer une dépendansibleerent linéaire de D, de | et de F en
fonction de la latitude. En premiere approximatibnet F croissent en fonction de la latitude
avec une pente moyenne de 0.84° et 152nT par dieglétitude respectivement. Par contre, |

varie plus vite dans le Nord que dans le Sud : @RS respectivement une pente moyenne de
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1.01° et 1.65° par degré de latitude pour lesuld¢is inférieures a —16° et supérieures a —16°

respectivementigure 5.3.

Les données de 1983 a 1996, réduites par la métthasiEque, ont été analysées par Miarantsoa
au cours de son mémoire de DEA (Miarantsoa, 2088 travail a eu principalement pour

objectif la délimitation du domaine de validatioasdhypotheses de réduction utilisées pour le

calcul des valeurs moyennes annuelles de la dé&dimade l'inclinaison et de l'intensité totale.

1983 - 1984 1984 - 1985 1985 - 1984 1986 - 1990 019996
DGS|TMV | TAN | DGS|TMV | TAN | DGS| TMV | TAN | DGS| TMV | TAN | DGS| TMV | TAN
D -1.8'| -25'| -27'| -0.5’| -3.1’| -4.0'} -2.3'| -3.1’| -5.0'| -3.4'| -6.3'| -6.7'| -5.3'| -5.1'| -6.0¢
| 48| 44| 44| 39| 51| 41| 7.8| 3.6'| 35| 1.9 19| 25| 46| 3.4 | 3.9
F(nT)| -37| -22| -31| -13| -19| -21| -43 -3 -9 4 12 5 3 43 9
X (nT) 5 18 13 17 24 14 21 21 14 13 14 13 28 45 26
Y (nT)| -14( -19| -19 -5 -24| -27| -20 -23| -33] -26| -42( -44| -42( -41| -43
Z (nT) 59 43 50 37 46 41 85 24 27 11 2 11 30| -14 15
Tableau 5.2 :llustration de la non-uniformité de la variati@@culaire.
Déclinaison ( %) Inclinaison ( °) Intensité (nT)
DGS 3 M A4 M 24119 W
ABE: -9 e C 45 S et 34323 e
ABJ 9 e R a5 k___)’—/‘”_’_ﬂ 34095 //
SBY 12 O e S 46 ——em 34012 k_/.//
THH: -1 i 48 I e 23638 REEE————
TLH: 415 e T a7 gt 33037 ///
PBG 11 T 49 e 33716 B
MYT: 212 |- B TV S5 e v T 33387 /
PNV 14 \ 51 e 23862 ek
AT 13 |- &N\* 52 [ g e BB |- e
TV A2 [ e 7 - 3713 M
KZB: 13 | oo oore oo e 53 |+ K 33336 [ PR
TAN: -14 H*\\’\* B eI 32675 M
TRE: -16 + 54 + 33208 +
MOV -15 * 57 * 32846 +
ABS: 17 + 54 " 33000 M
MM 17 ; 55 " 33928 *
MRE: -15 * 57 * 32017 +
HS: 17 . 56 v 32645 +
TUL 17 [+ [ 58 | l 31923 | by I
EDF 20 *“H\_\_\\* AN BB |-y - 32505 | e .
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année
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1 1
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Figure 5.2a :ensemble des données pour les stations de répédiéi Madagascar (D, |, F).
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Composante X (nT) Composante Y (nT) Composante Z (nT)
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FRV: 20600 e 5081 28241 e
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MY 20179 M -4271 ZBBO6 | ety
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TAN: 19628 ’FM/ 4827 2932 |-t T T T
TRE ABTGD [rvorrorrisormrsiss oo 5392 LDBBAT e PR,
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ABS 18444 |-+ ovmrmreini e e BB [rrrer e LDEBYT [ vevere e PR,
MN 18380 + -5793 + 27923 =
MRE: 16808 * -4405 * 26892 *
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Figure 5.2b :ensemble des données pour les stations de répédiei Madagascar (X, Y, Z).
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Figure 5.3 :répartition des données en fonction de la latitude

L'auteur a bien souligné que les courbes des \almayennes des différents éléments mesurés
dans les stations de répétition possedent la méinee egénérale de variation que celle

enregistrée a I'Observatoire Magnétique d'AntanamaCette ressemblance est beaucoup plus
nette pour la déclinaison et l'inclinaison que plintensité totale subissant un changement de

pente entre temps.

Quant a la variation séculaire, l'auteur précise lgudéclinaison évolue plus vite dans la région
Sud que dans la région Nord tandis que linclimraigppésente une variation pratiguement

homogene pour les dix dernieres années. |l a égalesouligné que les composantes étudiées
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dépendent linéairement de la latitude. Par coritre)y a pas de corrélation nette avec la
longitude. Enfin, il a proposé de corriger les erseliées a la non-réoccupation exacte du site
(voir plus loin). Cette correction est simplemeas®&e sur les hypothéses adoptées par la méthode
classique. Cependant, aucune comparaison avec a#gdan globaux de champ magnétique n'a

ete faite pour mieux contrdler la qualité des dasné

Dans ce présent travail, nous analysons des donmeegu différentes car elles sont réduites
d'une autre maniére. Sachant que nous voulonseétladnon-homogénéité spatiale du champ,
nous ne pouvons pas directement admettre l'idedditéa variation séculaire. En conséquence,
nous n’avons pas tenu compte de la correction gég@récédemment et nous avons repris les
données non-corrigées telles qu'elles étaient. Nwosis uniquement appliqué farmule 4.8
pour obtenir des données homogenes. Et pour nsuseagle la qualité de nos données, nous les
comparons avec des modeles globaux de champ int&esige démarche nous parait plus
raisonnable pour contréler la variation tempordllechamp interne en chaque station, qui a peut-
étre un caractere local et dont la déterminationt dre altérée par des modifications de

I'environnement magnétique.

5.2- Contréle de la qualité des données

Avant toute exploitation, les données saisies duivaire |'objet d'une vérification minutieuse.
Les données douteuses font I'objet de contréleothdeau des documents originaux. La qualité
des observations dépend:

- de celle des appareils de mesure: la résolutempl(s petite variation de la grandeur
mesurée, détectable par I'appareil), la sensibjlééfacteur d'échelle entre la grandeur
mesurée et le signal délivré par l'appareil, pangde en nT/mV), fidélité (la dispersion

des mesures intrinseques a l'appareil, a conditidtérieures parfaitement constantes).
L'analyse de ces propriétés est liée au principkagpareil et de sa réalisation pratique et

nous ne le discuterons pas ici,

- d'une interaction complexe entre les qualitéanséques de l'appareil (estimées par le
constructeur), celles de l'observateur et les ¢mmdi dans lesquelles s'effectue la mesure
(humidité, température, niveau d'agitation magm&tiq..).

5.2.1- Précision des mesures absolues

La qualité des données s'exprime principalemerdrtirg'un modéle statistique (Narod, 1988)
d'autant mieux caractérisé que le nombre de messt@gand. Soit g une grandeur mesureée, et le

modéle statistique simple suivant, dans lequet (pesomme de deux termes :
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g=9gy te€ (5.1)

ou @ est la vraie valeur, inconnue, &jpeut étre considérée comme une variable aléadeire
moyenneg, et d'écart-type. La mesure est d'autant plus juste guest petit.eg correspond a
I'erreur systématique (par exemple, les erreursitded'azimut et de sonde) que I'on s'efforce de
réduire par une procédure appropriée. L'écart-typeut-étre estimé en répétant plusieurs fois
chaque mesure de D, I, F. Le protocole décrit piaie/ et al. (1996) élimine les erreurs
instrumentales systématiques, si et seulementesi,ecreurs peuvent étre considérées comme
constantes durant la mesure. Généraleroeest plus facile & estimer qae La précision est

d'autant plus grande quaeest petit.

Bitterly etal. (1984), Gilbert etl. (1988) ont proposé une méthode d'estimation statesde la

dispersion a partir des valeurs des lignes de blaservées dans quelques observatoires francais.

La dispersion des mesures de D est estimee a tlaitiesérie des écav‘szbl - Db,2" DpietDyp

étant les lignes de base déduites des deux mederdéclinaison. Les résultats de cette étude
(Bitterly etal., 1984) réalisée d'une part sur une série de 5@8imee et plus tard sur une série de
155 paires de mesures (Gilbertakt 1988; Bitterly etal., 1996) montrent que la précision est

meilleure que 5 secondes d'arc pour les mesurdédi@aison.

Une analyse similaire faite sur les lignes de hasservées des composantes H et Z permet de
remonter a la dispersion sur |. La précision estipa@r cette analyse est de I'ordre de 4 secondes
d'arc. On peut également obtenir une estimatiacti#rde la dispersion sur | en examinant I'écart
entre les deux valeurs de l'inclinaisgrfdonde au-dessous de la lunette), ¢dnde au-dessus de

la lunette) a une hauteur supérieure de 9 cm a dellla mesure dg. lUne différence entre ces
deux valeurs sera due a l'influence du gradierticaérdu champ régnant au voisinage du point
d'observation. Les résultats de cette démarchelaarde 300 mesures effectuées entre 1992 et
1994 a l'observatoire de Martin de Vivies (Bitteghal., 1996) montrent que la différenggt) —

In(t) est stationnaire mais que la dispersion vatealannée sur l'autre, ce qui traduit l'influence
des observateurs qui changent chaque année. ienstité des valeurs(t) — I,(t) montre que

le gradient local est resté stable durant cettogér La valeur de I'écart-type trouvé est aussi de
4 secondes d'arc. Ce résultat montre que les nseauvee le D-1 MAG restent valables méme en
cas de gradient de champ local important. Les vslda la précision sur D et | correspondent a
une précision de l'ordre de 1nT sur H et Z calcalg@artir des mesures de | et de F (Bitterly et
al., 1984; Gilbert etal., 1988). Quant a la mesure absolue de l'intensii#et la précision
communément atteinte aujourd’hui est égalementoddré de 1nT pour les magnétometres a

protons (Hrvoic, 1988).
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Néanmoins, quelles que soient les précautionsgpagemoment de la mesure et/ou au cours du
traitement des données, la précision finale desnélsm produites est affectée par la non
réoccupation exacte du point d'observation. Mia@at(2003) a proposé d'estimer l'erreur
commise a partir du décalage angulaire des orierttsrazimutaux effectués pour la mesure de
la déclinaison. En effet, deux ou trois balisepéres), dont les azimuts par rapport au Nord
géographique sont connus, sont utilisées en chatgii®n pour la mesure de la déclinaison.
L'écart entre les différentes lectures azimutagspectives est théoriquement considéré comme
constant. Or dans la pratique, il y a une faiblpeméance temporelle due a la non réoccupation
exacte. L'étude effectuée par Miarantsoa a corduiite valeur moyenne de cet écart angulaire de
l'ordre de 0.01°. Ce qui fait que la mesure dedalidaison est affectée d'une incertitude de
I'ordre de 36 secondes d'arc et en conséquencegngsosantes X et Y sont calculées avec une
incertitude de 2nT et 3nT respectivement. Nous rgoans que les valeurs angulaires
précédentes sont comparables aux valeurs moyenne®fdut de site et du défaut d'azimut
estimées par Bitterly etl. (1996). Les défauts de réglage de I'alignementa dende par rapport

a l'axe optique de la lunette restent stables gidedolite n'est pas ou peu déplacé. Ce qui n'est
pas tout a fait le cas pour les campagnes magestigiMadagascar car certaines routes sont trés

mauvaises et I'appareil peut étre notablement gecou

5.2.2- Comparaison avec des modeéles globaux

Sachant que cette étape concerne uniquement lepatianigine interne et sa variation séculaire.
nous pouvons considérer le modéle géomagnétigemattonal de référence IGRF (International
Geomagnetic Reference Field) universellement adartécomplément du modele CM4. 1l est
communément admis de représenter le champ d'origieene comme étant le gradient d'un
potentiel \, solution de l'équation de LaplacAV; = 0, qui peut étre exprimé par le

développement en harmoniques sphériques suivant:

n n+l
V,(r,6,0) = ai Z(%j (gn’“ cosmd +h" sin m¢)P,§“ (cosB) (5.2)

n=1m=0

ol a = 6371.2 km est le rayon moyen de la Terre, faslistance par rapport au centre de la

Terre, @ et ¢ indiquent respectivement la colatitude géocengrifuoir annexe D) et la longitude,

P (cost) sont les fonctions de Legendre associées de degird'ordre m g’ eth;' désignent

les coefficients de Gauss qui dépendent du tempseait, ces coefficients sont recalculés a des
intervalles de temps, qui sont de 5 ans pour leaieotlGRF. Comme nous avons des données
jusqu’en 2001, nous devons prendre la version Us pécente qui est le modéle IGRF10, la

10éme génération du modéele, dont les coefficienteespondants sont disponibles sur le site de
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I'Association Internationale de Géomagnétisme éemnomie (IAGA en anglais) a l'adresse
http://www.ngdc.noaa.gov/IAGA/vmod/igrf.html. Cesaefficients sont définitifs jusqu'en 2000

(donc définissent le DGRF 2000: Definitive GeomadgnReference Field) et ils sont valables
jusqu'en 2010, a condition de tenir compte de tEpendance temporelle qui est de la forme,
pour la période 2005-2010:

gn (t) =gy (To) +g,' (t - To) (5.3a)
h™(t) = h™ (To) + h™ (t - To) (5.3b)

ou g™ et h™ sont les coefficients de Gauss pour la variatiécukaire, c'est a dire, les dérivées

premiéres respectives dg' et h;' constants sur la période 2005-2010; To désigpedue du

modele et t représente 'année décimale telleTus t < To +5.

De nos jours, il est généralement admis que le phdmnoyau est dominant pour les degrés
allant de 1 a 12 tandis que le champ de la crosttel@minant pour les degrés supérieurs a 14
(Golovkov etal., 2000; Langlais et Mandea, 2000; Macmillan et @QuiB000 ; Olsen edl.,
2005). Le modéle IGRF constitue une bonne repréatentdu champ du noyau a I'échelle
planétaire et sur un long intervalle de temps. Psar représentation temporelle, il est
recommandé d'utiliser une fonction "lisse" qui évis discontinuités de la dérivée premiére (ce
que nous n‘avons pas fait pour les tracés diglae 5.4 pour laquelle nous avons interpolé les
modeles IGRF linéairement entre deux époques catigés). Pour le modéle CM4, ce probleme
est résolu car la variation temporelle du chamerire est représentée par des fonctions B-splines
(Boehm, 1980) construites avec des nceuds équitisiantervalles de 2.5 anéguation 2.5pet

les dérivées correspondantes sont bien continues.

Avant de pouvoir vérifier nos données, nous devtialord avoir une idée de l'incertitude sur le
champ interne. Cette incertitude pourrait étre Wéke a partir des propriétés statistiques des
modeles. Cependant, c'est une opération qui madtévident. Elle pourrait étre effectuée sur le
modele CM4 calculé a partir d'un ensemble de danbémn identifié mais nécessiterait d'avoir
acces aux résultats détaillés du probleme inv€r'sst encore moins facile avec le modeéle IGRF
qui est un compromis empirique entre diverses mibpas de modeles ne reposant pas sur le
méme ensemble de données. Aussi, hous estimores icedrtitude de maniére élémentaire a
partir de I'écart entre les deux modeles globaéxduents. D'aprés les résultats représentés sur la
figure 5.4 pour TAN, cet écart varie notablement en fonctithntemps. En outre, sa valeur
moyenne n'est pas nulle, ce qui montre que poarralumoins des modéeles, les estimations sont

biaisées. Rappelons que le modéle IGRF ne prenérpasmpte les "biais" d'observatoire donc
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on pourrait a priori suspecter le biais d'étre direodele IGRF. L'incertitude est plus faible sur
X que sur Y et Z ou la différence par rapport &déeur moyenne peut dépasser 30nT en valeur
absolue. En faisant I'hypothése grossiére quert'éest une fonction aléatoire du temps,
stationnaire au®®ordre, nous calculons respectivement un écartdgp@nT, 19nT et 24nT sur
les composantes X, Y et Z. Ces valeurs correspdradan écart-type de 3.6', 1.6" et 21nT sur D,

| et F respectivement.

Composante X: 19350 + (nT) Ecart sur X: 46 + (nT)

500 20

IGRF10
CMm4 10 o, =9nT
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1985 1990 1995 2000
Ecart sur Y: 4 +(nT)

1985 1990 1995 2000

Composante ¥: -4790 + (nT)
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Figure 5.4 :comparaison entre les champs internes calculédgsamodéles IGRF10 et CM4 pour TAN.

A cause de la mauvaise estimation du champ crustpnsable de la différence entre le champ
mesuré dans une station (supposé correctementrdgd@ide sa composante externe) et le champ
des modéles, nous ne pouvons raisonner que suariation des écarts par rapport a I'un ou
l'autre des deux modeles précédents. En admetiastamt le champ crustal, nous ne pouvons de
plus juger de la qualité des données que si n@msbns de mesures répétées (au moins deux
fois). Aussi, pour les stations de répétition desgd de données pour deux années différentes ou
plus, les écarts devraient présenter une dispersiotour de |'écart moyen, compatible avec
l'incertitude sur le champ modélisé. Nous pourrialtg's imaginer un critére fondé sur un test
d'hypothése pour rejeter une valeur. Compte tentoutes les approximations faites, nous nous
contenterons de qualifier les mesures par leuéwdiffce avec la valeur « la plus probable » qui
est un estimateur plus robuste que la moyenne. Mooss que les données sont de bonne
gualité, de qualité moyenne, de mauvaise qualitéssvaleurs absolues de leurs différences par
rapport a la valeur « la plus probable » sont iaftées a 10nT, comprises entre 10nT et 20nT,

supérieures a 20nT respectivement. Cette étude &t effectuée en chaque station, et a
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commencer par TAN. Dans tous les tableaux qui stjves angles sont exprimés en minutes
d’arc et les intensités sont en nT et nous utikses couleurs noire, bleue et rouge pour indiquer

les données de bonne qualité, de qualité moyente miauvaise qualité respectivement.

Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodeéle CM4
1983 1984| 1985| 1986| 1990| 1996| 2001| 1983 | 1984| 1985| 1986| 1990| 1996 | 2001
16/ -0.1f -1.0f -1.1| -69| 33| 0.8 0.8 0.8 09| 10/ 14 20| 24
10.3| 9.7 10.8| 11.2| 10.3| 12.4| 11.8| 15.7| 15.7| 15.7| 15.6| 15.5| 15.2| 15.0
321 338| 343| 337| 362| 297| 311| 343| 342| 342| 343| 343| 344| 345
264 272 278 279| 277| 272| 276 318 319| 319| 318 319| 319 319
54| -64| -71| -73| -112| -49| -67| -70( -70( -70| -69| -69| -70( -70
-199| -214| -215| -206| -231| -164| -174] -185| -185| -185| -185| -185| -186| -185

<|X|[m|[—|O]| TAN

N

Tableau 5.3 écarts entre le champ réduit a TAN et les chamigsnes calculés par les modeles
IGRF10 et CM4.

TAN : le biais d’observatoire par rapport au modEERF10 varie notablement au cours du
temps, en particulier en 1990 et 1996. Ceci mogtre ce modéle n’est pas adapté a TAN. Par
contre, I'écart par rapport au modéle CM4 est repuablement stable durant la période de 1983
a 2001. Nous remarquons que les valeurs affichdrele tableau 5.3correspondent parfaitement
au biais d’observatoire de TAN prédit par le modéM4 qui est de 319nT, -69nT et -185nT sur
X, Y et Z respectivement. Ce fait nous confirmedetitude de la correction apportée au modele

CM4 pour TAN, en particulier sur le calcul ch%z(o,h) (formule 3. : ce terme est donc
déterminé a 1nT prés sur les trois composantes ¥t ¥. Dans les stations de répétition, les
grandeurs mesurées sont D, | et F. Il est donc jpkifié de considérer les valeurs de D, | et F
pour identifier I'origine du probleme en cas deewas reconnues comme aberrantes. Celles-ci ne

seront pas prises en compte par la suite.

Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodeéle CM4
1983| 1984|1985 1986| 1990| 1996| 2001 1983 | 1984 | 1985| 1986| 1990 1996 | 2001
84| 6.6/ 7.0 7.8 16| 85| 7.0l 11.2| 10.4| 12.0| 12.7| 11.5| 10.3] 124
8.3 80l 6.9 87, 6.2 98/ 87 6.1 58 51 6.1 55/ 6.1] 51
-20 -8 6| -11 0| -64 -63| -39| -43| -32| -41| -50| -43| -39
49 53| 61| 59| 42| 29| 21| 25| 19| 24| 24| 14| 21| 20
50 36| 42| 45 3] 55| 52 76| 71| 83| 87| 80| 71| 88
71| 59| 47| 70| 42| 115 105 70| 71| 58| 72| 73| 74| 64

N|[<|X|T|—|T| DGS

Tableau 5.4a ecarts entre le champ réduit a DGS et les chantesrias calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.

DGS : d’'aprés ldgableau 5.4al'écart par rapport au modele IGRF10 n’est pastali stable

tandis que celui par rapport au modele CM4 est dmau plus satisfaisant. Le point faible du
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modele IGRF10 est clairement visible pour 'ann88QL Le modele CM4 détermine le champ
interne a DGS (a une distance de 754km de TAN) aweécart absolu maximal de 17nT (sur la
composante Y : 88nT — 71nT). Les écarts observé®sliet F montrent que les données sont
généralement de bonne qualité.

ABB : le tableau 5.4bnous montre de nouveau le point faible du mod&lRH10, pour 'année
1990 en particulier. Le modéle CM4 détermine lenghaa ABB (a une distance de 655km de
TAN) avec un écart absolu maximal de 12nT (surdengosante Y : 105nT — 93nT). Nous

remarquons que cette valeur est Iégerement inférgegelle observée a DGS.

ga Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodéle CM4

<C | 1983|1984 1985| 1986| 1990| 1996 2001| 1983| 1984| 1985| 1986| 1990| 1996| 2001
D -12.9| -17.4| -10.8| -12.0 -10.1| -9.5(-10.1] -9.0
I 59| 36| 57| 54 3.3 3.0/ 24| 18
F 278| 298| 237| 232 239| 239| 248| 244
X 221| 212| 196| 185 178| 176 177 172
Y -124| -158| -107| -115 -97( -94| -105| -93
z -158| -188| -125| -125 -148| -150| -159| -159

Tableau 5.4b gcarts entre le champ réduit & ABB et les chamigsries calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.

s Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodeéle CM4

§ 1983 1984| 1985| 1986| 1990| 1996| 2001| 1983| 1984 | 1985| 1986| 1990 1996| 2001
D -43.4| -49.2| -41.3| -45.7 -37.9| -39.6| -39.2| -41.1
I 16.6| 12.5| 15.9| 14.4 16.8| 15.5| 15.4| 13.6
F 156( 162 117| 113 97| 82| 110{ 106
X 175 142 145| 119 143 119| 136| 116
Y -330| -372| -320| -353 -290| -300| -304| -319
z 1| -29| 31| 21 48 50| 30| 22

Tableau 5.4c €écarts entre le champ réduit a VHM et les chamfsmes calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.

VHM : le défaut du modele IGRF10 se voit encore rpp890. Cependant, les deux modeéles
montrent que les données de 1990 et de 2001 ngasmte bonne qualitéapleau 5.4% L’écart
absolu maximal sur la détermination du champ i®eanVHM (a une distance de 670km de
TAN) est de 29nT (sur la composante Y : 319nT —n29Cet les données sont généralement de
qualité moyenne.
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2 Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodeéle CM4
< | 1983|1984 | 1985| 1986| 1990 | 1996| 2001 | 1983 | 1984 | 1985| 1986| 1990| 1996 | 2001
D -10.0 -7.4| -8.3 -9.5 -10.8| -85
I 25.7 29.2| 28.1 23.0 26.3| 24.8
F 198 163 153 153 168 157
X 303 310| 292 257 287 272
Y -114 -106| -110 -104 -123| -106
z 28 87| 86 46 61| 61

Tableau 5.4d écarts entre le champ réduit a ABJ et les chamiesries calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.

ABJ : les données de 1986 ne sont pas de bonniég(iableau 5.4) L’écart maximal sur la
détermination du champ interne a ABJ (a une distate 595km de TAN) est de 30nT (sur la
composante X : 287nT — 257nT) et les données sorérglement de qualité moyenne.

5 Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodeéle CM4

) 11983| 1984 | 1985| 1986| 1990| 1996| 2001| 1983 | 1984 | 1985| 1986 | 1990| 1996| 2001
D -78.9| -82.7| -74.3| -71.7 -75.7| -74.2| -73.8| -68.8
I 71.6| 70.9| 73.1| 74.4 74.0| 75.5| 74.1] 75.2
F -304| -280| -348| -344 -371| -371| -362| -359
X 204 206| 179| 185 182| 189 176 187
Y -582| -613| -555| -548 -556| -550| -552| -527
z 705 686| 754| 763 772 784 771] 783

Tableau 5.4e écarts entre le champ réduit a SBV et les chantpsnies calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.

SBV : nous remarquons une forte anomalie locale lesrvaleurs absolues des écarts sont

supérieures a 1° sur D ettélbleau 5.4 L'écart absolu maximal sur la détermination tharop

interne a SBV (a une distance de 587km de TANXes29nT (sur la composante Y : 556nT —

527nT) et les données sont généralement de quabyénne.

% Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodeéle CM4

H 11983| 1984| 1985| 1986| 1990| 1996| 2001| 1983| 1984 | 1985| 1986| 1990| 1996| 2001
D 0.8 -25 26| -1.0 -0.7] 13| -31| -2.8
I -2.3| -5.3| -24| -31 -0.4| -1.8| -1.6| -2.1
F 177| 196| 146| 166 114| 115 130| 147
X 97| 84| 78| 85 71| 64f 70| 78
Y 9| -33 1| -22 -16 -3 -33| -34
z -150| -184| -128| -144 -88| -98| -108| -122

Tableau 5.4f :écarts entre le champ réduit a THH et les chamfEmes calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.
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THH : les valeurs de Y en 1986 et 1990 ne sontdeabonne qualité selon les deux modeéles
(tableau 5.4%. La stabilité des écarts sur Y et Z est médiocéene avec le modele CM4. L’écart
absolu maximal sur la détermination du champ iérmHH (a une distance de 447km de TAN)
est de 34nT (sur la composante Z : 122nT — 88nT@setionnées sont généralement de qualité
moyenne.

TLH : nous remarquons une tres forte anomalie écalr les valeurs absolues des écarts sont
supérieures a 3° sur Dapleau 5.4y L’écart absolu maximal sur la détermination darop
interne a TLH (a une distance de 526km de TAN)XesBInT (sur la composante Y : 1430nT —
1391nT) et les données sont généralement de quadyénne.

T Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodeéle CM4

= 1983 1984| 1985| 1986| 1990| 1996| 2001| 1983| 1984 | 1985| 1986| 1990 1996| 2001
D -225| -227| -220| -223 -222| -219| -220| -221
I 18.0| 14.5| 19.1| 19.3 22.2| 21.3| 22.0| 22.0
F -337| -356| -419| -423 -443| -446| -432| -438
X -431| -451| -466| -492 -439| -454| -458| -479
Y -1425| -1443| -1404| -1439 -1409| -1391| -1411| -1430
z 399 363| 440| 440 477\ 472| 466| 471

Tableau 5.4g ecarts entre le champ réduit a TLH et les chamfEmes calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.

8 Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodéle CM4

0. | 1983|1984 | 1985| 1986| 1990| 1996 2001| 1983| 1984| 1985| 1986| 1990| 1996| 2001
D 2.7 11.9] 9.3 75 7.6 8.1
I -9.6| -6.7| -7.8 -3.3| -3.5| -4.8
F 123| 48| 51 46| 36|/ 35
X 15 -3 -12 14 7 -2
Y 13| 79| 64 46| 48| 54
z -152| -80| -90 -56| -50| -58

Tableau 5.4h écarts entre le champ réduit a PBG et les chamigsries calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.

PBG : le point faible du modele IGRF10 se manifdsds clairement sur les écarts en 1990
(tableau 5.4 L’écart absolu maximal sur la détermination camp interne a PBG (a une
distance de 371km de TAN) est de 16nT (sur la caap@ X : 14nT — (-2nT)) et les données

sont généralement de bonne qualité.
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g Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodeéle CM4
= | 1983|1984| 1985| 1986| 1990| 1996 | 2001 | 1983| 1984 | 1985| 1986| 1990| 1996 2001
D | -12.5| -15.1| -16.0 -23.4| -11.9| -17.1{ -13.9| -15.1| -15.1 -16.5( -14.7| -15.7
I |-11.3| -12.7| -10.6 -11.4| -9.2| -10.3] -3.9| -6.0| -4.3 -39 -3.8| -4.8
F | 211 231 228 242| 169| 186| 153 157| 151 159 145 158
X 39| 34| 47 47| 29| 30| 54| 40| 48 55| 48| 47
Y -85| -101| -109 -160| -83| -114| -97| -102| -103 -115| -103| -111
Z | -231| -260| -243 -255| -185| -201| -142| -158| -143 -146| -135| -150

Tableau 5.4i :écarts entre le champ réduit a MJG et les chamzsries calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.

MJG : la valeur de Y en 1990 est reconnue par é& enodeles comme ayant une incertitude

relativement grandedbleau 5.4). L'écart absolu maximal sur la détermination darmp interne
a MJG (a une distance de 383km de TAN) est de Z8uiTla composante Z : 158nT — 135nT) et

les données sont généralement de bonne qualité.

|; Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodéle CM4

= | 1983|1984 | 1985| 1986| 1990| 1996 2001| 1983| 1984| 1985| 1986 | 1990| 1996| 2001
D 6.3| 5.9 45| 7.4
I -5.8| -4.8 0.7/ 04
F -23 -9 -13 -8
X -45 -36 3 7
Y 50| 46 27| 45
z -15( -25 14 9

Tableau 5.4j :écarts entre le champ réduit a MVT et les chamzsnies calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.

MVT : les données sont généralement de bonne qusdiion les deux modéleslfleau 5.4).

L’écart absolu maximal sur la détermination du chanterne a MVT (a une distance de 231km
de TAN) est de 18nT (sur la composante Y : 45nTRTI.

% Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodeéle CM4
L 1 1983|1984 | 1985| 1986| 1990 1996| 2001| 1983 | 1984 | 1985| 1986| 1990| 1996| 2001
D -43.7| -52.1| -45.5 -42.0| -43.9| -46.0
I 16.1| 11.7| 15.4 21.7|] 19.0f 20.0
F -1 28| -44 -13] -11 -8
X 57| 29| 26 99| 74| 76
Y -291| -337| -296 -286| -295| -314
z 97| 48| 134 144| 125| 132

Tableau 5.4k :écarts entre le champ réduit a FNV et les chamigsries calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.
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FNV : la valeur de X en 1986 est reconnue par as<dnéthodes comme ayant une incertitude
relativement grandetdbleau 5.4k L’écart absolu maximal sur la détermination champ
interne a FNV (a une distance de 259km de TAN)Xes28nT (sur la composante Y : 314nT —
286nT) et les données sont généralement de quadiyénne.

ﬁ Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodeéle CM4
< | 1983|1984 | 1985| 1986| 1990 1996| 2001| 1983| 1984 | 1985| 1986| 1990| 1996| 2001
D -15.0( -22.2| -13.4 -13.3| -14.1| -15.2
I -2.8| -1.9| 1.9 3.3 53| 55
F -177| -144| -209 -182| -173| -168
X -144| -129| -133 -102| -83| -81
Y -59| -106| -52 -59| -68| -75
z 125| 103 173 164| 169| 166

Tableau 5.4l :écarts entre le champ réduit a AZK et les chamfesries calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.

AZK : la valeur de X en 1986 est reconnue par msxdnéthodes comme ayant une incertitude
relativement granddgbleau 5.4). L'écart absolu maximal sur la détermination tiarp interne
a AZK (a une distance de 156km de TAN) est de 2(suif la composante X : 102nT — 81nT) et

les données sont généralement de bonne qualité.

> Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodéle CM4
E 1983 1984| 1985| 1986| 1990| 1996 | 2001| 1983| 1984 | 1985| 1986| 1990 1996| 2001
D| 77.3| 76.8] 75.7| 77.6| 71.4| 81.8 77.2| 77.2| 77.9| 79.6| 79.8| 80.6
I -2.4| -3.0f -0.9| -0.3] -3.8/ 1.3 3.7 3.7 47| 5.0 33| 4.2
F | -152| -130| -129| -134| -106| -176 -130| -127| -131| -130| -130| -126
X -12 -1 12| 17 6 18 48| 51| 58| 62| 54 70
Y | 476| 468| 465 472| 440| 507 461| 461| 464| 474 480| 488
Z | 105 86| 94| 104 69| 145 125 122 132| 133| 123| 125

Tableau 5.4m gcarts entre le champ réduit & TMV et les chamggries calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.

TMV (tableau 5.4m: I'écart absolu maximal sur la déterminationahamp interne a TMV (a
une distance de 214km de TAN) est de 27nT (sumtaposante Y : 488nT — 461nT) et les

données sont généralement de bonne qualité.

KZB (tableau 5.4 TRB (ableau 5.4, ABS (ableau 5.4y, MNJ (ableau 5.45 FNT (ableau
5.41), IHS tableau 5.4y : les données n’existent qu’en 1996 et aucundicaiion de leur qualité

n’est possible en conséquence.

MRG : les données sont généralement de bonne éalitleau 5.49. L'écart absolu maximal
sur la détermination du champ interne a MRG (l&i®tda plus proche a une distance de 70km
de TAN) est de 13nT (sur la composante X : 284127 H).
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ﬁ Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodeéle CM4

X | 1983 1984| 1985| 1986| 1990| 1996| 2001| 1983| 1984 | 1985| 1986| 1990| 1996 | 2001
D 36.7 35.3

I -15.5 -10.9

F 73 114

X -20 34

Y 226 205

z -147 -155

Tableau 5.4n écarts entre le champ réduit & KZB et les chamigsries calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.

8 Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodeéle CM4

= | 1983 1984| 1985| 1986| 1990| 1996| 2001| 1983| 1984 | 1985| 1986| 1990| 1996 | 2001
D -31.9 -29.3 -30.6 -30.6

I -6.3 -4.7 -1.8 -2.6

F -380 -427 -372 -376

X -308 -329 -271 -284

Y -116 -88 -115 -110

z 271 311 288 284

Tableau 5.40 ecarts entre le champ réduit a MRG et les chamigsnies calculés par les

modeéles IGRF10 et CM4.

@ Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodeéle CM4

| 1983|1984 | 1985| 1986| 1990| 1996 2001| 1983| 1984| 1985| 1986 | 1990| 1996| 2001

D -42.5 -43.3

I 8.0 94

F 62 108

X 27 65

Y -260 -274

z -7 -35
Tableau 5.4p ecarts entre le champ réduit a TRB et les chantesrias calculés par les

modeles IGRF10 et CM4.

5 Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodeéle CM4

= | 1983|1984 | 1985| 1986| 1990| 1996 2001| 1983| 1984| 1985| 1986 | 1990| 1996| 2001

D -56.1 -51.2

I -48.3 -46.7

F 457 476

X -192 -164

Y -256 -238

z -635 -643

Tableau 5.4q &carts entre le champ réduit & MDV et les champesiires calculés par les

modeéles IGRF10 et CM4.
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c£ Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par rapport au modéle CM4
<C | 1983|1984 | 1985| 1986| 1990| 1996 2001| 1983| 1984| 1985| 1986| 1990| 1996| 2001
D -42.4 -42.8
I 21.7 23.2
F -82 -40
X 52 84
Y -265 -274
z 189 161

Tableau 5.4r :écarts entre le champ réduit a ABS et les champs internes calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.

2 Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par rapport au modéle CM4
= | 1983|1984 1985| 1986| 1990| 1996 2001| 1983| 1984| 1985| 1986| 1990| 1996| 2001
D 0.4 0.0
I -15.3 -14.2
F 415 448
X 110 134
Y -31 -42
z -425 -447

Tableau 5.4s ecarts entre le champ réduit a MNJ et les champs internes calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.

E Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par rapport au modéle CM4
L. | 1983|1984 | 1985| 1986| 1990| 1996 2001| 1983| 1984| 1985| 1986| 1990| 1996| 2001
D 23.3 24.8

I -4.5 -3.4

F 88 131

X 50 84

Y 117 115

z -97 -126

Tableau 5.4t :écarts entre le champ réduit a FNT et les champs internes calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.

@ Ecart par rapport au modeéle IGRF10 Ecart par rapport au modéle CM4
= | 1983|1984 | 1985| 1986| 1990| 1996 2001| 1983| 1984| 1985| 1986| 1990| 1996| 2001
D 21.8 22.7

I 3.1 3.6

F -33 -9

X 35 52

Y 103 105

z 44 26

Tableau 5.4u :écarts entre le champ réduit 8 MRB et les champs internes calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.
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%) Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodeéle CM4
L [ 1983 1984] 1985] 1986] 1990] 1996 2001| 1983] 1984 1985] 1986 1990[ 1996] 2001
D 60.5 62.7
I 9.5 10.0
F -80 -15
X 126 168
Y 294 292
z 116 65

Tableau 5.4v £écarts entre le champ réduit a IHS et les chamesries calculés par les modéles
IGRF10 et CM4.

MDV (tableau 5.4}y MRB (tableau 5.4): les données n’existent qu’en 1986, aucune
vérification de leur qualité n’est possible en canegence. Cependant, les écarts correspondants

pourront étre utiles pour des vérifications ulteres.

51 Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodéle CM4

| 1983|1984 | 1985| 1986| 1990| 1996 2001| 1983| 1984| 1985| 1986 | 1990| 1996| 2001
D 7.6| 82| 47 3.3 49| 30

I 0.5/ 0.3 0.6 1.7/ 13| 15

F -71| -50| -44 -17| -13| -13

X 21| -13 -7 9 10| 10

Y 47| 45| 27 14| 22| 13

z 63| 42| 43 22| 17| 19

Tableau 5.4w gcarts entre le champ réduit a TUL et les champestires calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.

TUL : la déclinaison en 1985 présente une incaféituelativement grande d'aprés le modele
IGRF10 tandis que les données sont bonne qualdprés le modele CM4tableau 5.4
L’écart absolu maximal sur la détermination du chamerne a TUL (a une distance de 630km
de TAN) est de 9nT (sur la composante Y : 22nT B 9n

LDL Ecart par rapport au modéle IGRF10 Ecart par ragpomodeéle CM4

L | 1983|1984 | 1985| 1986| 1990| 1996 2001| 1983| 1984| 1985| 1986| 1990| 1996| 2001
D | 16.7| 14.2| 12.2 6.3 14.5| 13.6| 12.8 13.5

| | 13.6| 14.2| 145 14.4 12.4| 13.2| 12.9 134

F | -224] -208| -210 -168 -150| -155| -164 -152

X 21 27| 25 41 46 48| 39 51

Y 78| 65| 57 17 59 54 53 53

Z | 258 246| 248 216 190| 197| 204 196

Tableau 5.4x :écarts entre le champ réduit a FDF et les champerines calculés par les
modeles IGRF10 et CM4.
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FDF : les écarts sur X sont relativement grands pesl deux modeledableau 5.4 L’écart
absolu maximal sur la détermination du champ ieri-DF (a une distance de 683km de TAN)
est de 12nT (sur la composante X : 51nT — 39nTeetdonnées sont généralement de bonne

qualité.

En résumé, parmi les 186 données analysées, 38%18es données) sont reconnues par les
deux modéles comme ayant des incertitudes relatuelevées (de qualité moyenne), 3 (1.6%
des données) sont identifiées comme étant de nsugmialité, les autres ont des incertitudes
absolues relativement faibles donc elles peuveatd@insidérées comme étant de bonne qualité.
Le modéle IGRF10 n'est pas du tout adapté a négrierr d'étude car l'incertitude correspondante
peut dépasser largement 30nT. Et méme le modele &@vtyé ne permet pas non plus d'avoir
un résultat satisfaisant. Sachant que le champnmta I'observatoire est déterminé a 1nT preés,
I'incertitude absolue est généralement de l'or@érd @hT pour les stations de répétition, soit 10
fois plus élevée. Dans la plupart des cas, ellgplest élevée sur X et Y que sur Z. Néanmoins,
nous remarquons que l'incertitude diminue si ltéiataest réoccupée plusieurs fois. Finalement,
cette étude nous montre qu'aucun des deux modwsgiérés ne peut bien représenter le champ
interne ainsi que sa variation séculaire dansdeaé des stations de répétition. C'est pour cela
gue nous proposons d'établir un formalisme de nsatéln régionale plus adapté a notre région

d'étude. Ceci fera I'objet de la derniere partiaakee travail.
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Conclusion

Dans cette deuxiéme partie de notre thése noussaaaapté le modéle CM4 pour qu'il puisse
étre utilisé a déterminer le champ externe a uagost quelconque. Les corrections apportées
sont raisonnables et indispensables étant donn€l4eest un modéle global et que TAN est le
seul observatoire magnétique dans notre régiond#étElles concernent a la fois les variations
de longue période, d'origine interne et externelestvariations de courte période, d'origine
externe, non modélisées par CM4. Les variationsotgue période d'origine externe sont
corrélées avec le nombre de Wolf lissé tandis guatiation séculaire résiduelle, non modélisée
par CM4, est représentée par des suites de polgarbogonaux. Parmi les différents
parametres d'entrée du modele, seul l'indice Dstisément modifiable pour la correction finale
des variations de courte période. Sachant queliGgipn de cette méthode aux données réelles
doit inclure le passage d'une valeur horaire a valeur instantanée, nous avons étendu
'adaptation du modele CM4 a la correction du chaemferne a I'’échelle de la minute. Nous
avons décrit deux procédés qui donnent pratiquehesnnémes résultats sauf pour les périodes
tres perturbées ou I'écart entre les deux peutdéaggnt dépasser 1nT en valeur absolue. Bien
gu’elle contienne encore des zones d’'ombre, notarhmi@ns la description de la composante
induite du champ externe, la nouvelle méthode daation des données présente au moins deux
avantages par rapport a la méthode classique:irabgre le fait que le champ externe est
persistant a long terme, - notamment, sa moyenneedie n’est pas nulle- ; il sera améliorable a

mesure que les modeles décrivant le champ exterseront.

L'étude faite sur quelques observatoires europg®mrdre la complexité de la variation spatio-
temporelle du champ externe qui ne peut étre dé@érgu'avec une incertitude de 4nT environ
sur une distance de 1000km. La précision est sant cptimale pour cette région européenne
car le modele de conductivité électrique utilisé M4 a été établi a partir des observatoires
européens. Son application a Madagascar entra@wéahlement une anomalie résiduelle due au
champ induit. Cette étude a confirmé aussi quénéanp externe n’est pas de moyenne annuelle
nulle, en particulier sur les composantes X et ZciGuppose l'existence d’'une contribution
externe qui existe en permanence, qui fluctue audtune valeur moyenne non nulle et qui est
non supprimée par la méthode de réduction classpehant que I'indice Dst n’est pas non plus
de moyenne nulle, on peut penser que I'anneau deagbéquatorial joue un réle majeur dans

I'entretien de cette contribution externe permaeent

En plus du modéle CM4, nous avons aussi consigémodéle IGRF10 pour contréler la qualité

des données réduites avec notre méthode. La cosparmdes prédictions fournies par les deux
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modeles nous donne une estimation grossiere dmeditude sur la détermination du champ
principal. Par rapport a ces modeles, les donnésssthtions de répétition sont généralement
reconnues comme étant de bonne qualité. Toutefoisee étude permet de conclure qu'aucun des
deux modeéles considérés ne permet de représenteerablement le champ a Madagascar,
sachant que la meilleure précision atteinte estfatdre de 10nT. Alors, I'établissement d'un
formalisme de modélisation régionale s'avere irghspble pour mieux représenter le champ

principal a Madagascar.
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Troisieme partie

Modélisation regionale du champ
magnetique

« Ne craignez rien, les équations n’explosent pas.
Bertrand Russel (Mathématicien et philosophe asglai
1872-1970), extrait du journal The Observer.



152 Troisiéme partie




153

Introduction

Cette derniére partie de notre these consistebdiréia nouveau formalisme de modélisation du
champ d’origine interne a I'échelle régionale. Lelificatif d’échelle régionale sous-entend que
ce type de méthodes s’adapte le mieux possibldairtae et a la dimension de la région couverte
par les données. Leur avantage réside dans l'éapt optimale de la densité locale des
données, qui nest pas pénalisée par une densit@realans des régions voisines (ou éloignées,
dans le cas d'une modélisation globale). Naturedlain plus les données utilisées sont
nombreuses, plus le modéle obtenu est précis.apréd ce que nous avons vu dans la deuxieme
partie de notre travail, la densité des donnéesnies par les stations de répétition est
relativement faible par rapport a la superficieMigdagascar. On pourrait songer alors a inclure
des données satellitaires. Nous ne le ferons pasaicd’'une part I'objectif premier de cette these
est de valoriser les données propres au territdrd®adagascar, d’autre part la manipulation de
données satellitaires nécessite un travail consdque sort des limites que nous nous sommes
fixées. En outre, le poids des données satellgies rapport a celui des données au sol risque de
masquer les détails de courte longueur d’'onde eomstdans les données au sol, mais absents, du
fait de I'atténuation par la distance, dans lesnéas satellitaires. Notre objectif est donc
I'établissement d’'un modéle de référence propre adadascar, fondé sur les données de

I'observatoire et des stations de répétition, aadéss sur une dizaine d'années.

Ce troisieme chapitre se compose de deux part@s & premiere, nous faisons un bref rappel
sur la modélisation du champ principal, a I'écheliebale d’abord, a I'’échelle régionale ensuite,
avec les méthodes bien connues que sont la maiEtispolynomiale de surface et la
modélisation en Harmoniques Sphériques RectangslalRHA) et la décomposition en
Harmoniques sur Calotte Sphérique (SCHA). Nous acnasis un paragraphe plus important a la
décomposition en Harmoniques Sphériques dans umaidentonique de section circulaire,
proposée par Haines en 1985), et corrigée par Ebduit en 2003). En effet, la modélisation
dans un tel domaine, fondée sur la résolution éguktion de Laplace assortie de conditions aux
limites, constitue une bonne introduction a la rmdthque nous avons développée nous-méme et
qui en est une généralisation. Plusieurs types alalitons aux limites sont envisageables
(conditions purement de Dirichlet ou de Neumann comditions mixtes). Sachant que les
solutions de I'équation de Laplace sont fondamentaht dictées par les conditions aux limites,
I'adoption de conditions aux limites différentesndait a différentes représentations du champ.
Néanmoins, elles ne sont pas équivalentes du mEntue de la convergence des séries de

fonctions obtenues. Le critere de I'implémentatimmmérique la plus favorable en vue du
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probleme inverse doit par conséquent étre prisoesidération. En dépit de ces précautions, une
difficulté essentielle persiste, surtout lorsquesioe disposons que de données au sol et lorsque

les données ne sont pas régulierement répartieséiéur du domaine conique considére.

Dans une deuxieme partie, nous proposons de comola difficulté précédente en considérant
un domaineQ limité par l'intersection d'un cbne elliptigue dde sommet est au centre de la
Terre et de deux spheéres, dont I'une a pour ragaaylon moyen de la terre et I'autre un rayon
compatible avec l'altitude maximale contenue dassdonnées. Nous déterminons la surface
sphérique elliptique délimitant la limite inférieude ce domaine pour le cas de Madagascar ainsi
gue les différentes caractéristiques de I'ellipébnaitant cette surface. Puis nous définissons le
systeme de coordonnées coniques elliptiques camesmt. Nous déterminons ensuite les
équations différentielles correspondant a la réswiude I'équation de Laplace a l'intérieur du
domaineQ précédent. Enfin, nous proposons des solutiondiguoment compte des conditions

aux limites les plus adéquates.
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Chapitre 6
Les méthodes de modélisation existantes

Supposons que nous disposions d’'un ensemble deregsegrises a différentes époques et qui
recouvrent plus ou moins uniformément la surfacdad@&erre (ou une région donnée). Nous
supposons ici franchie I'étape qui consiste a rslaleontribution qui nous intéresse, c’est a dire
la contribution interne, grace a une suppressiqrggpiee du champ externe (voir deuxieme
partie). Traditionnellement, les données incorpemd@ns un modele étaient réduites a une méme
date par l'utilisation de modeles de variation $&ice fondés sur les données d’observatoires et
de stations de répétition. Depuis lI'avénement datellgkes mesurant le vecteur champ
magnétique, la modélisation globale fournit & Iés fan modele de champ et de variation
séculaire, qui ne nécessite plus la réduction deséks a une époque commune. Cette démarche

peut étre également adoptée lorsqu’il s’agit d’urdede régional.

6.1- Méthodes usuelles

Nous commencons par exposer quelgues méthodes délisation du champ magnétique
classiques. Il convient cependant de traiter a lpaméthode de modélisation dans un domaine
conique car elle a connu un développement récepbritant et elle est un cas particulier de la
méthode sur laquelle nous avons travaillé. Les ouh de modélisation se distinguent
essentiellement par le domaife(ouvert, connexe) dans lequel on cherche a maiddéschamp

et les conditions aux limites sur la frontiere,é@1Q. SurQ, supposé ne pas contenir de sources,

le champ magnétiquB doit vérifier les équations de Maxwélllaet6.1b:

0B=0 (6.1a)
O0OB=0 (6.1b)
AV =0 (6.1c)

L’ équation6.1a est toujours vérifiee par I'induction,éjuation6.1b caractérise I'absence de
densité de courant et d’aimantation. Cette dernggteaine que dans un domaine connexe, le
champ B dérive d'un potentiel V unique & une constantespigui, d'aprés6.la satisfait
I'équation de Laplaceéguation 6.1z Remarquons que le chanf n'est pas a proprement
parler le champ magnétique mais l'induction quigaake les dimensions du Tesla. Le vrai champ
magnétiqueH est relié¢ aB par la perméabilitét que nous considérons constante. Nous nous

conformons a cet abus de langage en vigueur enagutisme et quand nous parlons du champ
magnétique, il s'agit en fait de l'induction.
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6.1.1- Modélisation globale

La modélisation globale est la modélisation du ghalans un domain@ limité intérieurement

et extérieurement par deux spheres concentriquessiGuement, la sphere intérieure a pour
rayon, le rayon moyen de la terre, soit 6371km. Le rayon de la sphére extérieure eshsnoi
clairement défini car il dépend de la limite inf&rie assignée a I'ionosphere. Il est par exemple

fixé un peu arbitrairementaa+ 110km dans le modele CM4.

En 1839, Gauss a proposé pour la premiére foigslmudre I'équation de Laplace sous la forme
d'un développement en harmoniques sphériques danpelt scalaire V (Gauss, 1841). La
solution générale est donnée en coordonnées spkérjpr la superposition des deux potentiels

Vi(r,6,¢) d’'origine interne et |r,8,¢) d’'origine externe. Ces deux potentiels se distamg par le

terme err : V; est en(a/r)™ (voir équation 5.2 tandis que Vest en(r/a)". Nous verrons un

peu plus loin (sectiorB.2) les étapes qui conduisent déduation 6.1caux expressions des
potentiels. Ce développement en harmoniques splefrigst bien adapté au domaidealécrit

plus haut en raison de la forme géométrique decsdidre. Il est utilisé actuellement dans tous
les modeles globaux, comme le modele CM4 et leséleedgéomagnétiques internationaux de
référence (DGRF : Definitive Geomagnetic Referelfiedd pour les modeles définitifs et IGRF :
International Geomagnetic Reference Field poumiesiéles prédictifs associés a un modéle de
variation séculaire pour la période a venir) erisatnt des ensembles de données dans une
couronne englobant toute la terre. Depuis 1965wadeles de référence sont publiés tous les 5
ans par I'Association Internationale de Géomagméigt d’Aéronomie (IAGA en anglais). lls
fournissent des modeéles de champ du noyau liquidgheamp principal, a partir desquels on peut,
entre autres choses, définir le champ de la lithespde maniére cohérente sur la terre entiere.
Depuis I'avénement des satellites mesurant le chasutoriel (Magsat, 1979 et plus récemment
Oersted depuis 1999 et Champ depuis 2000) le nodgbhdonnées a considérablement augmenté.
Bien que le traitement des données des satelldss ges problemes abondamment décrits dans
la littérature, notamment parce gu'’ils évoluentsldes systemes de courants, sources du champ
externe, cette profusion de données a permis bé#ion de modeles de champ principal et
lithosphérique dont le développement en harmonigpbgriques est poussé a des degrés éleves
(Maus etal., 2006). Mais que I'on s’intéresse a la variatiénudaire ou au champ lithosphérique,
ces modeles peuvent s’avérer imprécis a I'échéigonale. En effet, les modéles globaux de
variation séculaire restent limités a des bas de(@£10). Avec un degré maximal égal a 10, le
détail le plus fin (appelé longueur d’onde) estl'dedre de 4000km ; comparé a la taille de
Madagascar, il est huit fois supérieur a la largaeirl'fle (qui est de 500km environ). Cette

longueur d’onde est trop importante pour que nouisspons utiliser ces modéles a des fins
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régionales. Concernant le champ lithosphérique digsils de longueurs d’onde inférieures a
quelques centaines de kilometres sont effacés 'gltitude des satellites, comme le montre

I'exemple de la carte magnétique de la France (@hi¢letal., 2006).

L’information contenue par exemple dans les don@ssstations de répétition, de par sa nature
régionale, est mal utilisée dans I'ensemble desées globales. On pourrait songer a appliquer
le formalisme des harmoniques sphériques ordinairdes ensembles de données, denses mais
limitées a des régions restreintes. Les analydesteées ont montré qu’en réalité elles ne sont
que d’'un piétre secours dans ce cas. En effepus n’en considérons qu’une petite portion, ce
formalisme mathématique perd certaines de ses iptépr essentielles, I'orthogonalité en
particulier, qui rendent la modélisation instabtére impossible pour les moyennes ou courtes
longueurs d’ondes. Nous devons donc chercher doikemplles données de notre région en

utilisant une technique propre a la modélisatioigmétique régionale.

Plusieurs techniques de modélisation du champ ntiggeéa I'échelle régionale ont été
proposées dans le passé. Nous proposons de faileréwe représentation des méthodes les plus
classiques par ordre croissant de complexité algébrafin d’en définir leurs limites pour
pouvoir aborder le sujet qui nous préoccupe. Naws rsommes largement inspirés de la thése de

E. Thébault (2003) pour faire cette revue.

6.1.2- Modélisation polynémiale de surface

Le formalisme de modélisation polynémiale de swefast le plus simple a mettre en ceuvre.

Chaque composante est décrite par un polyndme amslannées(6,¢ )des données dans le

référentiel géodésique, sous la forme suivante:

X =Zag+a0+ap+a0+ap’+...
Y sin@ = by + b0+ byt + 02 +b, 02 + .. (6.2)
Z =co+c0+C0+c82 eyl +..

ou les triplets de coefficients;(bj, ¢) sont les inconnues du probléme.

Selon le cas, il est également possible de comvéd) en &y) dans une cartographie locale

par projection de Lambert par exemple (Le MouébQ)9 Toutefois, le champ d’application de
ce formalisme exclut les données prises a difféseattitudes. En outre, nous sommes confrontés

au fait que les bases de fonctions utilisées (tdgndmes end et ¢ ) ne sont pas orthogonales.

Nous sommes donc réduits a la recherche d’'un notmdsdaible de coefficients( b;, ¢). Pour

la modélisation régionale, cette particularité &giviter car elle limite les possibilités d’observe

les petites structures du champ magnétique.
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Dans le systeme d’équatioes2 on préfere le développement desin® a celui de Y, car la

circulation du champB le long d’'un chemin tracé & la surface d’une spliaiteintervenir les
composantes X et Ydin Néanmoins, on ne cherche pas en général a sa&tisiax propriétés
6.1laet6.1h ce qui imposerait des relations entre les caefiis &;, b, ¢). Cette modélisation
élémentaire ne vérifie donc pas toutes les caiatitpres physiques d’'un champ de potentiel. En

outre, elle ne permet pas de faire de prolongenerstle haut ou vers le bas.

6.1.3- Modélisation en Harmoniques Sphériques Reatgulaires

Une possibilité d’inclure des données prises aedbfites altitudes est de résoudre directement
'équation de Laplace dans un domaine appropriée Premiere version de cette méthode

d’analyse conduit a un formalisme appelé Modélsagn Harmonigues Rectangulaires.

Les hypothéses qui circonscrivent la décomposidorHarmoniques Sphériques Rectangulaires
(RHA : Rectangular Harmonic Analysis) sont moinstrietives que pour la décomposition
polyndmiale, strictement limitée a une portion gaére (Alldredge, 1981). Le domaine d’étude
Q est un parallélépipede rectangle de dimensioRs24l, L,, approximation plane du domaine
conique elliptigue décrit dans le chapitre 7. Laotétion de I'équation de Laplace en
coordonnées cartésiennes Y, 2) conduit a I'expression du potentiel sous formend’ double

série de Fourier :

K-1M-1
| iyl dy
V=X0x+fr0y+zoz+ZZije 7L 7! Ty o hi2 (6.3)
k=0 j=0

ou nous avons suivi les notations de Langel et ¢1{i898).

Le potentiel obéit donc strictement aux propriétBsn potentiel magnétique scalaire. Les

variations en altitudes sont régies par le terg1&” et ne peuvent étre réalistes que dans un
intervalle [0,L;] limité a quelques kilomeétres. Ce type de modébsane peut s'appliquer qu’'a
des données au sol et des données aéromagnétiquése utilisé avec un certain succes pour la
modélisation du champ des Etats-Unis dont la fodunéerritoire principal s’accorde assez bien
avec celle d’'un parallélépipede rectangle. Les ymeal n‘ont cependant jamais inclus des
considérations sur les conditions aux limites, gont pourtant essentielles comme nous le

verrons par la suite.

Nous n’avons pas poussé plus loin I'analyse dee amttthode car, d'une part, le domaine est
inadapté a la forme de Madagascar et d’autre pletne permet pas d’incorporer les données

des satellites dans la modélisation, ce qui eseradijectif dans le prolongement de cette these.
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6.2- Décomposition en Harmoniques dans un domainemique fini

Grace au lancement du satellite américain MAGSAT18/9, des données de qualité furent
disponibles en grande quantité et c'est dans cdexttn que Haines (1985) proposa la
décomposition en Harmoniques Sphériques sur CafotteSCHA : Spherical Cap Harmonic
Analysis) pour I'élaboration d’'un modele régionaf & Canada sachant que la méthode RHA ne
permettait pas de remplir cet objectif. Cette mééhtut présentée comme le formalisme le plus
proche des Harmoniques Sphériques ordinaires edgdogn modélisation globale. Elle avait
principalement pour objectif de pouvoir incorpogmultanément des ensembles de données
prises a des altitudes comprises entre la surfacestre et les altitudes satellitaires tout en

respectant les équations de Maxwell.

Cependant, le développement proposé par Hainesnegiartie incorrect car il ne résout que
partiellement I'équation de Laplace dans un domamrnexeQ, associée a des conditions aux
limites sur la frontiere du domaine. D’ailleurs, fl@ntiere du domaine n’était pas spécifiée,

notamment la frontiere latérald & 0o, & <1 < b} que nous noteron®Q,, par la suite, était

ignorée, ce qui conduit a ignorer I'un des typesahetions de base dans le développement.

Le probléme a été entierement repris par E. Thél§2003) et Thébault etl. (2004) et c’est ce
travail que nous résumons ci-dessous. Nous y remgle lecteur pour une analyse critique de la
modélisation de Haines. La révision de Thébault agssi appelée Décomposition en
Harmoniques sur Calotte Sphérique Révisée (en ian§laSCHA : Revised Spherical Cap
Harmonic Analysis, Thébault @l., 2006). Nous expliciterons certains complémenésitiques

et numeériques indispensables dont les techniquesatssonservées par la suite.

6.2.1- Géométrie et formulation du probleme

Le domaine d’étud€ est limité extérieurement par un céne de sectimulaire, de sommet le
centre de la terre et d'angle au somfgtet par deux spheres concentriques, dont le cestre
également le centre de la terre et les rayonsiiéniréet extérieur, notés a et b respectivement
(figure 6.]). La frontiere deQ est constituée de trois morceaux : l'intersectioncéne et de la
sphére de rayon, notéoQ,, l'intersection du cone et de la sphére de rayonotéoQy, et la
surface latéral@Qq, définie plus haut. Le domair@ limité par ces trois surfaces est supposé ne
contenir aucune source de champ magnétigue. Ceastite évidemment la condition

indispensable de la validité de notre méthode deriénation du champ comme gradient d’'un

potentiel.
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Figure 6.1 : représentation du domaine coniqe dans le repére géocentrique (Thébault,
2003). Le domaine étant limité par les trois sueeeQ , (surface sphérique en=a), 0Qy,

(surface latérale conique ebi=08,) eto Qy, (surface sphérique en=b).

On peut chercher darf® un potentiel magnétique V solution de divers peoids de condition
aux limites. En imposant des conditions aux limias les dérivées du potentiel, par exemple,

nous avons le problente4 suivant :

AV =0 (6.4a)
oV _1lov =F(r,9) (6.4b)
on 00 ' (oJ7 604,
[ -V =-G,(6,9) (6.4c)
on 0Q, or 0Q,
oV _ov =G, (6,9) (6.4d)
on oQy or aQy

ou n est le vecteur normal a la surface, dirigé vesgtérieur. Cette premiére formulation, qui

impose des conditions aux limites sur les dérivéespotentiel, est appelée classiquement
probleme de Neumann. La solution d’'un tel probléniest unique qu'a une constante pres pour
le potentiel, ce qui ne représente pas un incoeMé@our nOUs, puisque Nous Nous intéressons

principalement a son gradient.

Nous pouvons aussi écrire un autre probleme oadeditions aux limites sont sur les potentiels

eux-mémes :
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AV =0 (6.5a)
v|ano =F(r,q) (6.5b)
V| o, =Ci(6.9) (6.5¢)
V| o0, =G2(6.9) (6.5d)

Cette seconde formulation, qui impose des conditiamx limites sur le potentiel, est appelée

classiquement probleme de Dirichlet. La solutiomndel probléme est unique.

Puis en imposant des conditions aux limites mixtesis pouvons aussi définir un problééné:

AV =0 (6.6a)
Vlga, =F(r.9) (6.6D)

NV g6.4) (6.6c)
on 0Q, or 0Q,

NNV _6,6.4) (6.6d)
on oQyp or oQy

et un dernier probléme mix€?7:

AV =0 (6.7a)

v _1av| |
%aggo r o8 0Qg, "9 o
v|aQa =G,(6,9) (6.7¢)
V| 20 =G, (6,9) (6.7d)

La solution des problemes mixtes n’est pas unigag paragraphé.2.4).

Les conditions aux limites F,;&t G doivent par ailleurs satisfaire la condition deedgence
nulle (relation 6.13. En appliquant le théoréme d’Ostrogradski-GausdaamaineQ limité par la

surface fermeééQ =0Q, U 0Qy U 6Qy,, nous avons :

o[ [0 [[ron
0Q4 0Qgq, 0Qp

Larelation 6.8devra étre vérifiée par des conditions aux limitegype Neumann.

La résolution d’'un probléme de conditions aux lesita pour but de construire des bases de
fonctions générant un espace dans lequel nousnesmuins la solution. Cependant, chaque
probleme pris indépendamment ne peut étre résckemant que si I'on fait apparaitre des
conditions homogénes de Dirichlet ou de NeumanmsDee but, chacun des problemes de
conditions aux limites énoncé ci-dessus est décegnpo deux sous-problémes dont la somme

des solutions est la solution du probléme général.
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Pour le problemé.4 on définit deux potentiels\et V, solutions des sous-problémes suivants :

AV, =0
)
r 06 004,

Ml
or 00,
Ml
or 0,

ou F satisfait la condition ” Fdsg, =0

anO
et:

AVZ =
vl L,
06 |y,
Mol =Gy(a6,9)
or 00,
Mol =Gy (b,6,0)
or 0,

ol G, et G vérifient : - ”eldsa " j G,ds, =0

0Q, 0Qy

(6.9a)
(6.9b)

(6.9¢)

(6.9d)

(6.9¢)

(6.10a)
(6.10D)

(6.10c¢)

(6.10d)

(6.10e)

En vertu du principe de superposition, le potertt&dl V =V, +V, sera solution du probleme

initial 6.4.

Avec le méme raisonnement, pour le problérieon prendra :

AVl =0
V1|aQHO =F(r,6y.9)
et
V1|6§2a =0
V1|6Qb =0
Pour le problemé.6:
AVl =0
V1|aQHO =F(r.6.9)
M =0 et
or 00,
Ml
or 0,

AVZ =0

V| 2, =0
VzIaQa =Gy (a,6,9)
VzlaQb =G, (b,6,9)

AVZ =0

V2|ano =

v,
or
v,
or

90,

0Qyp

0

=G1(a 6,9)

=Gy(b.6,9)

(6.11)

(6.12)
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Et pour le problemé.7:

AVl =0 AVZ =0
10V ov
19 s % e
F 0%lo0g, et 0Qg, (6.13)
V1|aQa =0 V2|aQa =G1(a,6.9)
Vl|aQb =0 V2|aQb = G2 (b, 0, ¢)

Nous nous proposons donc de résoudre chacun des guablemes précédents. Puis, nous nous
attacherons a retenir celui qui respecte au mienaioes propriétés mathématiques importantes

telles que la convergence rapide des solutiorisrgidgonalité des gradients de potentiel.

6.2.2- Résolution des problemes de conditions auriltes homogeéenes
Rappelons I'expression de I'équation de Laplaceamdonnées sphériques :

2
AV:ii[rza—Vj+ 1 i(sinea—vj+—l 9V g (6.14a)
r2or or) r2singad 00 ) r2sin%6 992

our est la distance radiale par rapport au centra detre,0 la colatitude par rapport a 'axe de

référence (non nécessairement confondu avec l'asgemde rotation de la Terre) @t la

longitude par rapport a un méridien d’origine adbre.

Les solutions données par cette équation sont obserpar la méthode classique de

décomposition de Fourier dans laquelle on cherelsesdlutions de 6 et ¢ séparément :
V(r,8,0) =R(nP(O)P(d) (6.14Db)

En substituan6.14bdans6.14aon trouve le triplet bien connu d’équations difiétielles pour
chacune des fonctiorR(r) , P(8) et (¢ ) :

i(rZ@JzAR(r) (6.15a)
dr dr
sin&%(sin& dz(:)j +P(6)(Asin? §-m?) =0 (6.15b)
d?®(g) _
W —m2d(g) (6.15c)

Chacune des équations différentielles, associée @nditions aux limites énoncées au
paragraphe précédent, conduit & un probleme denStiouville dont la résolution fournit les

valeurs admissibles des constantes inconhetm.
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a) Solution de I'équation ernr

L’ équation 6.15apeut se ramener a une équation de type Euler (Agaii 1989). Comme
rD]a, b[, on peut poser =rge! et on se raméne a une équation différentielleegersd ordre a

coefficients constants. On distingue trois casrstovaleur de son discriminadt=1+4A :

1) siA >-1/4, en écrivaniA = n(n+ 1)on obtient la solution suivante:

n n+l
R, (r) = Cl(%j ¥ CZ[?) (6.16a)

ou les valeurs da sont réelles positives ety @ G sont des constantes arbitraires réelles qui

dépendent de la normalisation adoptée.

2) si A <-1/4, les valeurs de n sont complexes de la fomsg-1+i/~A)/2. La solution

radiale s’écrit de la méme maniére id6a mais avec des constantes € G complexes.

Toutefois, il est plus commode de I'écrire souslarte :

R, (r) = \f{clco{ |n—J+c2sm(*/‘2_A|niH (6.16b)

a
ou G et G sont maintenant deux constantes réelles qui dépe¢wniés conditions aux limites.

3) siA =-1/4 (cas qui est rencontré avec le cone infini), latsm est :

R(r) =\/§[clln%+czj (6.16¢)

Associons Equation 6.15aaux conditions aux limites de Neuma6®b et 6.9c Considérons
I'espace vectoriel g{a,b) des fonctions de r deux fois contindment dérigabdur l'intervalle
]a,of et vérifiant les propriétéf'(r)),-, =(f'(r)),=, =0, ol f désigne la fonction dérivée de f

par rapport a r. Sur\a,b), 'opérateur

D(f)_—%( 2%} (6.17)

est auto-adjoint pour le produit scalaire:
b
[f.dr =(f, 0)apy (6.18)
a

Cherchons sous guelles conditions, les fonctioyis) Besformules6.16 appartiennent a I'espace
En(a,b). Elles sont alors les vecteurs propres de l'opératassociés aux valeurs propres
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-A=-n(n+1) et sont par conséquent orthogonales pour le predalaire6.18 Egalons donc a

0 les dérivées radiales en=a et r =b, soit R'n(a):R'n(b)= 0. On obtient le systéme

suivant :
-(n+1)C, =0
n-l n+1 6.19
nCy b™" _ (n +1)02 =0 ( )
a bn+2

Le systemeb.19 posséde une solution non triviale enef G si son déterminant est nul. Cette
condition est remplie dans les deux cas suivants :

1) sin=0,C, =0 oun=-1C; =0, alors la valeur propre= 0 et d’apre$.16a R(r) = R
est une fonction constante. La fonction constagtéie bien entendu les conditions aux limites

sur les dérivées.

2) sia®™ =p?™! commea# b ceci entraine que est complexe, du type :
n= 1 +i i P1 (6.20a)
2 S
avecS = In(E) (6.20b)
a

et p est un nombre entier strictement positif. Le naarfrqui est un facteur géométrique sans

dimension, sera utile par la suite.

La valeur propre déduite de20as’écrit

iy ‘Z{ psﬂjz (6.20c)

Puisque A <- 1/4 les fonctions radiales peuvent se mettre soudotane 6.16b avec
N=A/2=pn/S. Il sera plus commode, par la suite, de les imdpar p. Enfin, pour que
R\, () =R, (b) =0, il faut que :

c,=Pc, (6.20d)

\.4

Finalement, on peut écrire 'ensemble des solutthngrobleme de Sturm-Liouville associé aux

conditions6.9cet6.9dpour la fonction radiale:

R (r) =constante= R, (6.21a)

R (r) = cz\ﬂzm {p Int j+sin(p—gln%ﬂ (6.21b)
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ou p est entier strictement positif.

En pratique, ces fonctions sont normalisées de tedlsiere que«R IO(r)” =a (voir annexe F.

Cette solution intervient aussi dans la résolutiorproblemes.12dont les conditions aux limites
sont définies identiquement a cellestde

Dans les probleme8.11 et 6.13 les conditions aux limites sont sur les potegtielonc des

conditions de Dirichlet. Ceci revient a imposer goedition homogene sur les fonctions radiales
elles-mémes, soiR,(a) = R,(b) = .0Ces fonctions appartiennent a I'espace vect&iéh,b)
des fonctions de r deux fois continlment dérivabled’intervalle ]a,b[ et vérifiant les propriétés
f(a) = f(b) = 0. Sur B(a,b), 'opérateur défini pab.17 est encore auto-adjoint pour le produit

scalaire défini pa6.18 Le systeme qui régit I'ensemble des valeurs m®@guivalent &.19

devient :
Cl + C2 = O
n n+1 6.22
C b_ +C a =0 ( )
1 n 2 bn+1

On retrouve les solutior.20 la valeur propre 0 et la fonction propre assoéi@mt ici exclus.

Puis compte tenu du fait qie,(a) =R ,(b) = , k fonction radiale s’écrit :

Ry(r) = Cz\/gsin(p—snln%j (6.23)

ou p est entier strictement positif.

Notons pour I'anecdote que les fonctions radiél@8 sont mentionnées par Smythe comme étant

la solution d’'un cone soumis a des conditions dtase de potentiel nul (Smythe, 1950).

La résolution des problémes de Sturm-Liouville aiedg conduisent les conditions aux limites
homogénes.9 et 6.11pour les potentiels Vdéterminent les valeurs de la constakteCes
valeurs appartiennent a un ensemble infini disdédini par laformule 6.20¢ auquel il faut
adjoindre 0 dans le cas des conditions aux limdeefNeumann. Excepté la valeur particuliére
A =0, les valeurs admissibles pduque donne le probleme de Sturm-Liouville sontrieigres

a -1/4. Le cad > -1/4, donc des valeurs de n réelles, ne relegedpun probleme de conditions
aux limites sur. Dans ce cas, comme nous allons le voir, les valda n sont fixées par un

probléeme de Sturm-Liouville analogue a celui quanlrencontre dans le formalisme de la

modélisation globale.
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b) Solution de I'équation eng

Les solutions de €quation 6.15cqui est de type Sturm-Liouville, sont obtenuegé&svlvant le

probléme de Sturm-Liouville suivant pour la fonati®(¢):

2
80 2op)

d¢
®(0) = d(2n) (6.24a)
®'(0) = ®'(2m)

(P' étant la dérivée par rapport¢d). Les conditions de périodicité résultent dedatmuité du

potentiel et du champ par rapport a la longitude. t&uve facilement que ces conditions
imposent an d’étre entier, la restriction aux entiers posiéfant suffisante pour exprimer toutes
les solutions®(¢) est une fonction trigonomeétrique élémentaireritére la plus répandue étant

une combinaison linéaire deosfmd ¢t sin(md) pour m> 0. Et la solution enp s’écrit

simplement sous la forme :
®(¢) = G cosmd) + H' sin(md) (6.24b)

ou {Gannm} sont les coefficients de Gauss (réels) caraardriamplitude de I’harmonique
de degrén et d’ordrem que nous appellerons par la suite coefficient&dess locaux pour éviter

toute confusion avec les coefficients de Ga{gﬁé hr’{‘} de la modélisation globale.

c) Solution de I'équation end

Le changement de variablecosd dans [équation 6.15kconduit & une équation du type Sturm-

Liouville :
_d(g_2 PO, m? L
dt((l t<) ” j+ 2 P(t) = AP(t) (6.25a)

avec t appartenant a I'intervallg # co%,, 1[.

Cette forme fait apparaitre I'opérateur différehntie

dt 2

2
Ln(P) =—%(<1—t2)@j+ ™) (6.25b)

L’ équation 6.25ast alors une équation aux valeurs propres popétateur |k, sur un espace de
fonctions a préciser, associée aux valeurs propréss valeurs propres sont déterminées soit par
le probléme de Sturm-Liouville résolu au paragrammécédent (potentiels ;Y soit par le

probleme de Sturm-Liouville décrit ci-dessous (ptitds Vs,).
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En posant :
Pt)=1-t2)™?F (1) (6.25¢)
puis en faisant le changement de variable:

:%(H) (6.25d)

L’ équation 6.25alevient :

dF (u)

uil-u) +(A-m(m+1)F@u)=0 (6.25€)

2
d Fé“) £ (m+1)a-2u) W

du
avec u appartenant a l'intervalle ]0, (1 - @)&].

L’ équation 6.25eest un cas particulier de I'équation hypergéomeagai Sachant que nous nous
intéressons aux solutions finies en 0, au voisirda@, cette solution est développable en série

entiere day, de la forme :
Fi)=) ajul (6.25f)

Toujours en écrivarit = n(n + 1), on a la formule de récurrence suivante

a9 =1
- _(+rm=-n)(j+m+n+1 a (6.250)
T (+D(+mey
a,
Puisque lim i =1, la série6.7f est absolument convergente p¢ujr|(1 t)/2|<1 c'est a
]_.+oo aJ

dire dans lintervalle [Gf en 6. Avec A = n(n + 1), il est commode de noter la fonction
hypergéométriqueF(m-n,m+n+1m+21u). Finalement, I'équation e® a pour solution les

fonctions de Legendre de premiére espece défimiempelatiort.25hsuivante (Robin, 1959) :

_aym
P™(cosB) = (2”}) N 'sin™ OF (m—n,m+n+1,m+1(1-cosB)/2) (6.25h)
m
avecN["' _fn+rm+) pourm# 0 (6.25i)
NMn-m+1)
etN =1

I étant la fonction Gamma ordinaire. En toute gditérd’espace des solutions dedjuation

6.15b est plus vaste car il fait intervenir de manieoenfelle les fonctions de Legendre de
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deuxiéme espec®,'(x) . La forme compléte des solutions serait donc umebinaison linéaire

des P" et Q". Nous avons déja implicitement exclu les solutidiesdeuxiéme espéatans

I'expression 6.25Hn effet, ces solutions tendent vers l'infinixen 1 etx=-1 (en® = Ooum).

d) Conditions aux limites
Potentiels Vi

Dans le cas des potentielg, ious avons vu que les valeurs de n sont fixéetepaonditions
aux limites homogenes sur les frontief€3, et 0Qyp, et donc aux bornes et b de I'intervalle
]a,b de variation de r pour les fonctions radiales)RLes expression de n sont données par
6.20a auxquelles s’ajoutent les valeurs n=0 et n=-1 dansas des conditions aux limites de
Neumann. L'introduction des fonctions de Legend¥aéyalisées de degré n complexe donné par
6.20aconstitue l'originalité du travail de Thébault ) 2004, 2006). Elle représente également
une correction majeure du formalisme de Haines §L98omme I'a montré Thébault (2003),
I'absence de ces fonctions de base interdit la fisadi®n du champ fondée sur des données
recueillies a des altitudes différentes, ce qut etaurtant I'objectif de Haines. Ces fonctions tson
connues sous le nom de fonctions coniques de MeGlempte tenu dé.25h et 6.203 elles
s’écrivent :

prt prt

KT orior s (8) = el NmsinmeF(m+1—i— m+L 4P m+lsin29) (6.26)
-1/2+ipr/ S oMy p 5 S’ 2 s’ > .

Nous avons suivi la notatiorKrF’,‘ proposée par Robin (1959) et adoptée par Zhuenha
Karmazina, (1966), en posant par commodﬁt@ = Kf‘f,z+ipn,5. D’autre part, en ne considérant

pour l'instant que la fonction non normée, on mergue le facteuNrg,‘ (relation 6.25) dans ce

cas prend la forme (Zhurina et Karmazina, 1966) :

NG =1 (6.272)
M @/2+m+ipr/S) m (o) (2j-1)2

N = oS- comp () (25 (6.27)
F@W/2-m+iprt/S) =1 S 2

Dans le cam = ®u n=-1, I'expression des fonctions de Legen@ra5hn’est plus valable
en raison de la singularité de la fonctibth—m+ )i figure au dénominateur du facteNf,'.

Thébault (2003) a montré que dans ce cas, I'exipres®evient:

RI"(6) = P"(6) = I (m) tan’“g (6.28)
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Ces fonctions ne sont pas définies poue=  er®vertu de la singularité de la fonctién .(0)

Cette particularité est dictée par la volonté diéndéces fonctions de la méme maniére que les
fonctions de Legendre généralisées. On peut simme;mserPg = let cette définition n'a pas

d’incidence sur la modélisation.

Potentiels \,

Associons léquation 6.25aux conditions aux limites de Neuma®riOb Considérons I'espace
vectoriel F(to,1) des fonctions de t deux fois continlment ddélies sur lintervalle B 1[ et
vérifiant les propriétés :
f'(t) = fini (6.29a)
f(t)z0=0 (6.29b)

ou f désigne la fonction dérivée de f par rapgott= co$.

L’ équation 6.25aassociée aux conditions aux limité29 constitue un probleme de Sturm-
Liouville singulier sur I'espace \fto,1). La condition 6.29aexclut de K(to,1) les fonctions de
Legendre de seconde espéece, comme nous lI'avons@nplus haut. Sungio,1), 'opérateur k,
défini par6.25best auto-adjoint pour le produit scalaire:

1 &
J'f.gdt - J' f.gsinddo=(f, 9o q (6.30)
to 0

Cherchons sous quelles conditions, les fonctid{8(t) (formule 6.25h ou m est fixé,

appartiennent a I'espace(k,1). Elles sont alors les vecteurs propres de fateér L, associés
aux valeurs proprgs= n(n + 1) et sont par conséquent orthogonales lpquroduit scalairé.30

Pour qu’elles appartiennent g(f,1), il suffit que

m m
{dPn ] =—sint90{dp” J =0 (6.31)
dt dé
t=tp 0=6

La condition 6.31est vérifiée pour un ensemble discret de valears déelles, notées,, qui

: [ dR" o . <A
sont les racines des fonctloﬁsﬁ considérées comme fonctions de n. On montre, grace
t=tp

la relation de récurrend&&25gque n, est nécessairement supérieur a m. Par ailleerssdimble
{n.} dépend de m et de t(ou 0p). Il peut étre ordonné par valeurs croissantesiastc
inf(n,)=m. Lorsque m=0, la premiéere racine est nulle. Nugqu&ment, les racines,

croissent rapidement. Elles tendent asymptotiquénes I'expression suivante (Hainse, 1985) :
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N ~ (k +1—mji—1 (6.32)
2 20, 2
La condition aux limite$.29best donc celle qui détermine les valeurs propges n, (n, + 1).

L’ensemble des valeurs propres est par conséquesbus-ensemble discret de 'ensemble des
réels positifs. L'indexation a un caractére arlaigraPour conserver une certaine similitude avec
le formalisme des harmoniques sphériques ordinailames (1985) a suggéré de prendre un

ensemble d’indices tels que k — m est pair, dorafk m+ 2, m + 4, ...

Enfin, associons équation 6.25aaux conditions aux limites de Dirichl&11l Considérons
I'espace vectoriel #{tp,1) des fonctions de t deux fois continOment déies sur I'intervalle

Jto,1] et vérifiant les propriétés :
f(t) =1 fini (6.33a)

f(theto = O (6.33b)

L’ équation 6.25aassociée aux conditions aux limités33 constitue encore un probléme de
Sturm-Liouville singulier sur l'espace pffp,1). Les propriétés énoncées ci-dessus restent

valables. Le seul changement est que lesont ici les racines des fonctiors"(ty). Ces racines

sont strictement positives quel que soit m. Haifl*85) a suggéré de prendre un ensemble
d’indices tels que k — m est impair, donc k = m,+ml+ 3, ... Cette notation a I'avantage de
distinguer commodément les solutions du problémeNdamann de celles du probléme de
Dirichlet.

e) Expressions des potentielsvV

Sachant que le potentiel s’écrit sous la folrielh on obtient finalement les solutions suivantes:

- pour les probléemes.9et6.12

Vi(r,6,6)=ad > R p(r)(Gg‘ cos(md) +H' sin(mq)))K 0 (6)

p=1m=0

+a), RO(GS‘ cosfmd) + H' sin(mq)))P(T(e)
m=0

(6.34a)

ou les fonctionsR ,(r ) Krg,‘(e), Ry et P3"(8) sont données par lexpressions 6.2116.26
6.21a et 6.28 respectivement. Le coefficierst en facteur permet aux coefficients de Gauss

d’avoir les dimensions du chantp.

- pour les problemes.11et6.13
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Vi(r.6,0)=ad >R IO(r)(GrIQ,q cosmg) + H’g‘sin(nﬂ)))K ' (6) (6.34b)

p=1m=0

la fonction R ,(r ) étant donnée parekpression 6.23

f) Expression des potentiels ¥

Avec6.163a 6.25hou n est noté, , et6.24 V, donné pab.14bdevient :

ne +1
vareg)=ay, 3 (2] (61 cosng) + Him sinmg) (6
(6.35)
+ay &j ‘ (ngm cosgng) + HE sin(m¢))Pn”|: @)

ou E, = {m, m+2,m+4,...} si \\ est la solution des probleméslO ou 6.13 et B, = {m+1,
m+3,m+5,...} si \4 est la solution des problemésl1ou6.12 Les coefficients de Gauss locaux
dits internes et externes sont respectivement éspgair les indiceset e. Dans la pratique, les

séries infinies sont tronquées a un indice maximdgm, pour toutm.

g) Propriétés d’orthogonalité des fonctions de base
Yp'¢ =Ry (1)K ' (cosd) cosmg

Yp'® =Ry (r)K j'(cost) sinmg

Ym,c,i _|a nk+lpm(cos¢9) cosmg
R Mk

. Nk
Soit ymee - &j Pnr: (cosh) cosmg (6.36)

Nk

ymsi — a et P™(cosh) sinmg
Ny r Nk

Nk
mse | I m ;
Ynk (a} Pnk (cosf)sinmg

Définissons le produit scalaire suivant :

(1,0)= || oradf Coradg av (6.37)
Q

On peut montrer (Thébault, 2003), que les fonctidéBnies par lesormules 6.36sont, quelle
gue soit leur combinaison, orthogonales pour ledpitoscalaire6.37 seulement pour les

conditions aux limites mixte8.6 et6.7. On a par ailleurs des propriétés d’orthogonalééielle
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des fonctionsyy*“et Y **entre elles et des fonctioh’%’:’c et an:'s entre elles pour des produits

scalaires du typ6.37 mais définis comme intégrales de surfaced§yr surdQ, respectivement,
ou 0dQy est un cone d’angle au somndeet 0Q, est l'intersection du domaine conique et d’'une
sphére de rayon Ces propriétés sont utiles dans la résolutioprdbléemes de conditions aux
limites tels que ceux du paragraph@.3 mais n’offrent qu’un intérét limité dans les préies
inverses usuels. Seul le produit scaléii®/ est alors pertinent.

6.2.3- Résolution des conditions aux limites non hegenes

Les solutions de chacun des problémes de conditiorslimites6.4 a 6.7 sont obtenues, en
raison de leur linéarité, en faisant la somme deni®ls \, et V, donnés pa6.34et6.35 Les

coefficients de Gauss Iocau{Gi’m,Hir’]'k"}, {GﬁI{"Hﬁ:"} {G?},Hm} et {GB",HB“} définis

Ny p
respectivement dan®.34 et 6.35 sont les inconnues des problemes géophysiquesatends
peuvent étre trouvés par exemple grace a la caarais des fonctions F et G qui sont aux
seconds membres déguations 6.4a 6.7. Thébault (2003) a montré que si ces fonctiong son
déduites d’'une modélisation globale, on obtient talation univoque entre les coefficients de
Gauss locaux et globaux (voir ci-dessous). En quati comme dans le cas de la modélisation
globale, les coefficients de Gauss locaux sontitediun échantillonnage discret du champ dans

le domaineQ par la résolution d’'un probléeme inverse.

Rappelons comment 'on établit les relations entefficients locaux et globaux. Nous pouvons

nous servir de ces relations pour évaluer la cépdeis représentatiofs34et6.35a reconstruire

un champ global a l'intérieur du domaige. Désignons pak7 le potentiel global correspondant
au champ interne, exprimé dans le systeme de n&férocal, c’est a dire dans le référentiel

centré sur I'axe z’ du conéidure 6.]). D’aprés laformule 5.2 nous avons :

400 N n+1
Vi a ~m m; m
\ = — .
(r.6,9) azzu (6" costng) + A singg) o7 (cost) (6.38)
n=1m=0
ou {@'{Pﬁﬂ“} sont les coefficients de Gauss du modéle glohadieré dans le référentiel local du
cone et lespy' sont les fonctions de Schmidt en regle générateisNhe détaillons pas ici les

transformations qui permettent de passer des comffs de Gaus:ltgnm,hnm} dans le repére

géocentrique aux coefficien{@{f‘,h?}. Nous avons deux points a examiner : les conditib

flux et les relations entre les coefficients de €alocaux et globaux.
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a) Les conditions de flux

Considérons d’abord le probleme de Neumé&mh Les conditions aux limites portent sur la
dérivée des potentiels et pour que la décomposgiordeux sous-problemds9 et 6.10 soit
correcte, il faut que les conditions de flux soiergpectées séparément pardtation 6.9¢, G,

et G (relation 6.10¢ qui seront dans ce cas la composante X (pownetibn F) sur la frontiere

0Qq, et les composantes Z sur les frontieds, et 0Q,. En développant explicitement

I'expression de~(r,8,,¢ )on montre que :

Fds =—+w o dr On cos(mb)+hmsm(m¢) i (9) sinB,dé (6.39a)
ffron, =5 21(2] o fl
Qe Bkl 8o

En écrivantb = ae®, I'expression finale du flux est donnée par :

e~ S(n+) )dpﬁ ©)|

= A‘J’Fdse = 2masing® zg”(l_nﬂ o
8o 8o

(6.39b)

Cette quantité est en général différente de O eteomarque qu’elle est due uniquement aux
termes zonaux du modele global. Un champ exprimBamoniques sphériques ordinaires ne

satisfait donc pas les conditions de flux sur ledages du coneQg, et 0Q,U0Q,, prises

séparément si nous décomposons le probleme iNitead deux sous-problemes ¥t V. tel que
nous l'avons fait, sans modifications préalablestté€€propriété est bien entendue suffisante pour
affirmer qu’'un champ global ne peut pas étre inezsrrectement en utilisant ces bases de
fonctions. Dans la théorie, on dispose de deuxégfies artificielles pour satisfaire la condition
de flux nul. La premiére stratégie consiste a netnar du champ initial toutes les contributions
m=0. Or I'égalité des composantes locale et globaldiqne qu’elles soient exprimées dans le
méme systeme de référence. Ainsi, les contributiors0 dans le référentiel local ne sont pas
les contributionsm= 0d’'un champ global exprimées en harmoniques sphesiglans le repere
géocentrique a moins que l'axe du cbne ne coinemec le Nord géographique. Ce fait
complique la mise en application de cette premigratégie. L’autre stratégie est moins

pénalisante puisqu’elle consiste a modifier lesditions aux limites de telle maniere que le

probléme résolve le potenti®! défini par :

V=V-U, (6.39¢)
19V

avec || ———dsy, =0 6.39d

vec [[ g 98 (6.39d)
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U, est le potentiel d’'un multipéle de degré n arlyiérment choisi, exprimé dans le référentiel

du cbne. Son expression est :
n+l
a 0
U, = ac(?j Py (6) (6.39¢)

La constante C doit étre ajustée de maniere a edagnouvelle condition aux limites39dsoit

satisfaite. Si les fonctions;&t &G dérivent du méme potentiel modifi, la condition6.10e
sera automatiqguement remplie. Dans le cas d’'unlgmabinverse usuel, il n’est pas possible de
contourner la difficulté de cette maniere car liewade la constante C n’est pas faisable. On ne
peut donc, en pratique, avec la formulatéofa modéliser que des champs n’ayant pas de termes

zonaux dans le référentiel local.

Pour le problemes.5 les conditions aux limites portent sur le poteinplutdt que sur ses
dérivées. Aucune contrainte n’est imposée sur &alignt des potentiels;\et V. et donc la

condition de flux est automatiquement satisfaite.

Pour le problemé.6, la condition de flux6.8 devient respectivement, pour chacun des potentiels
VietVs:

[[50m w0 [ [+ [ o0

0Qg, 0Q, 0Qp 0Qg,

. - L0V, ov, . "
Puisqu’ aucune restriction n’est posee ni sauél— ni sura—z, il N’y a pas de condition de flux
r
particuliére. Un raisonnement similaire s’appliqaar le probleme.7 et on aboutit & la méme
conclusion.
b) Relations entre les coefficients de Gauss Ioca{@ p,H } et les coefficients globaux

Supposons maintenant que la fonctiongj(puisse s’exprimer comme dérivée du potenﬁel

(équation 6.3} c’est-a-dire :

o (a2 (- ~n dp™ (cosd
F(r.8o.#)=Y Z(?j (gr’]“ cosfng) + A sm(m¢))% (6.41)
n=1m=0

c) Cas de la condition aux limites de Neuman(6.4bet6.7h

En vertu de l'unicité du développement en sériéagrier encosfmd )et sin(md ), la condition

6.4bou6.7bs’écrit :
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i dk ™6
ZRp(r) O‘I’H( )
p=1

Gp dR@)| [Gy' | A a\™dpM@)| [gT
{H m}+ Ro—o7 { }_Z(?) i “ (6.42a)
Gl P 2 G LN

H(r)n n=m
Sachant que les fonctions(R (en incluant R dans le ca$.4b forment une base orthogonale

dans lintervalle[a,b ] en multipliant6.42apar Ry(r) et en intégrant surm,b , Jl vient pour un

couple(m, p ), les coefficients de Gauss locaux :

a\™ dpf(8)
+oo <(rj ’Rp(r)> do

{GQ } _ [a,b] fo ijﬁ"} (6.42b)
m m h™
H p n=m HRp(r)Hz depe(e) lhn

6

De méme, en multipliarG.42apar R, (complément pour le c&s4b) on trouve :

a\™ dpR'(8)
Gm) e <(rj ’R°> do rm
{ 0 }zz [a.b] 9019”} (6.42c)

2 dRY" (6)
dé

Rl

)

Ces relations supposent qmg(e)/de‘e est non nul, ce qui est toujours vrai, et que
0

est non nul, ce qui est vrai sauf sn=  cér Pg = 1 En realité, le coefficient de

dR(0)/d0
8

Gauss IocaGS est indéterminé et ceci reflete le fait que leeptiel ne peut étre connu qu’a une

constante pres avec une condition aux limites denNan.

d) Cas de la condition aux limites de Dirichle(6.5bet6.6h)

On trouve dans ce cas :

(6.42d)

a n+l
<(J 1Rp(r)> Pn (o)
Gp' _i ' [a.b] J@rﬂ"
Hp

= R kg AT

Ces relations sont communes aux deux problemerge&amche, on devra inclure en plus, pour le
probléeme6.6:

a n+l
) e
{Go } [a.b] Jg{{‘}

= R|PPM6) AT

(6.42¢€)
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car R, fait partie des solutions radiales pour ce proelé Ici, nous n’avons aucune

indétermination caP$(6,) # O

e) Relations entre les coefficients de Gauss Ioca{(ﬂ' m oy m} {Gﬁi"HﬁI{"} et les coefficients

globaux

Si les fonctions Get G sont les dérivées radiales @88respectivement en=a etr =b, elles

s’écrivent :
+0 n
G = Z Z (n+ 1)(@{1“ cosfng) + ﬁnm sin(m¢))pﬂ‘(cos€) (6.43a)
n=1 m=0
n+2
G2 = Z Zm * 1)( J (@‘H‘ cos{ng) + hy" sin(m¢))pa“<cose) (6.43b)
n=1 m=0

f) Cas de la condition aux limites de Neuman(6.4c,det6.6c¢,d

Alors, les condition$.4¢ 6.4dou6.6¢ 6.6ddonnent le systéeme suivant :

Z(n+1)pr2“ga“ ZP”‘[(n +1G™ -~y Gem]
(6.43c)
Z(n+1)pme S(+2)gm = me[(n +1)e S(”k+1)G'm nce S(”k‘l)ngm]

et un systeme est équivalent pour les coefﬁciHﬁké. Sachant que les fonctiom}i:(e fgrment

une base orthogonale s{0,0, , én multipliant6.43c par Pr:E et en intégrant suj0,0, , Jon

obtient par la résolution du systeme era et r =b les solutions suivantes pour un couple
(mny) :

im n+1<Pm’Pm> (l_e—S(n+nk+1)) _
S =LY [ar

n

6.43d)
im 2 _ ~m} (
Hoo ) nem HPJEH (nk+1)(1—e 5(2”k+1)) lhn

Gem 1o (N +1)<Pr2", > (1_eS(nk—n))J~m
olo Sl In (6.43¢)
H ﬁlin n=m H Pr:: H nk (eS(an +1) _ 1) lh rr]n

Dans le problemé.4 la premiére racinegrest nulle pour m = 0. Il en résulte une indéteation

sur le coefficient externésgO qui illustre une fois encore le fait que le potelnhe peut étre
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connu qu’a une constante prés dans un problemesdeméhn. Les solutior&43det 6.43esont
également valables pour la résolution du probleh& Cependant, nous n’avons pas
d’'indétermination pour ce dernier parce que lesdimms aux limites sont de type Dirichlet et

ne #0 pourm= 0.

g) Cas de la condition aux limites de Dirichle{6.5c,det6.7c,d
Les expressions des fonctiong €& G sont données par :

Gy = az Z (@ M cosmg) + h™ sin(m¢))pﬂ“(cos€) (6.44a)

n=1m=0
400 N n+1 -
Gy = aZ_; Z‘a@ (6 cosng) + R sin(mg) o (cost) (6.44b)

Alors les conditions aux limites suWiQ, et dQ, entrainent que les coefficients internes et

externes s’écrivent maintenant :

Gim|  sa (PRPT) -e7smnerd) (am

kLo 0] In (6.44c)
H :}:‘ - Pnr: (1_ o~ S@nc+D) ) lhnm
GeM| o <prT,PnT> @_es(nk—n))[~m

| 0% In } (6.44d)
H ﬁp v Pnr: (eS(an ) _ 1) 1hnm

Il N’y a pas d’indétermination pour ces expressiagsqui reflete une fois de plus l'unicité de la

solution d’un probléme de Dirichlet.

Terminons par une remarque sur la notion d’origiterne ou externe du champ. On définit
communément cette notion par rapport a la surfewesdtre prise comme référence. La surface
terrestre englobe les sources internes et le condémpterne/externe se réduit donc plus
simplement a en dessous et au-dessus de la sddaééerence. Par exemple, le potentiel global
6.38 est d’origine interne. Le potentiel local V pamt@ ne peut étre interprété d’'une maniére

aussi simple. D’une part, tout en étant égal, suldmaine coniqu® a un potentiel d’origine
interne, il contient, dans la contribution,\des coefficient Gﬁi“Hﬁ:‘} que I'on pourrait étre
tenté, par analogie avec le développement gloeatjudlifier d’externes alors gu'’il n’en est rien.

D’autre part, la dépendance radiale de la coniobW; ne donne pas lieu a une interprétation en

termes de contribution interne et externe. On veod’'une certaine maniere cette ambiguité
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méme en modélisation globale lorsque les donnéeisrestreintes a une coquille sphérique de
faible épaisseur. C’est le cas notamment avec desné@ks des satellites, car, par exemple, les
couches ou circulent les courants ionosphériques isbernes a la surface du satellite mais
externes vues de la surface terrestre. Cependarsiaig dans ce cas, que lI'ambiguité peut étre
aisément levée grace aux données au sol. Les ckBoségplus compliquées en modélisation
régionale. Du point de vue du cbne tout se trouvexdéérieur, que ce soit au-dessus, en dessous
ou méme sur les cotés. Les fonctions de basestoqai décrivent le champ magnétique ne sont
pas valides a I'extérieur du domaine de définitibet ne peuvent pas nous donner d’'information
directe sur la localisation des sources. Nous s@roaatonnés dans un domaine dont le monde

extérieur nous est inconnu.

6.2.4- Considérations numériques et limitations dia méthode

Les différents problemes de conditions aux limif@ecédents ne sont pas eéquivalents
numériguement. En pratique, les séries infinieg somquées et leur capacité de représentation
d’'un champ de potentiel dépend de leur vitesseodeergence, donc des propriétés des fonctions
de base. Les développements en séries que nous exmontrés sont des développements en

séries de fonctions orthogonales pour divers ptedigalaires ayant des propriétés semblables
aux développements de Fourier. En particulierfdestions (a/r)n+l (n est entier), peuvent étre
projetées sur la base des fonctions loc&eqr et jon peut reconstituer les fonctions par le

développement de Fourier suivant :

a n+l
- 'R
+00 (rj P

[Ejnﬂ: > [ (1) (6.453)
) Ry i

Ce qu'il nous faut considérer c’est la capacité festions R ,(r ) a représente(a/r)n+l sur

tout l'intervalle a<r <b au sens de la convergence uniforme. Sachant gueéees sont
tronquées a un certain degme= P, Pplus la convergence est rapide, moins l'effetlale
troncature doit se faire sentir et plus I'expresgpar les sommes partielles doivent approcher la
limite. Or, la vitesse de convergence des séripernte du choix de conditions aux limites. La
figure 6.2illustre le résultat de la reconstruction tronqaé@,,,, = 15 et avecn = 14 Elle nous
montre premiérement que le formalisme R-SCHA reochpte des variations naturelles d'un
champ de potentiel. Nous observons suigare 6.2aque la convergence est plus rapide si les

conditions aux limites ont été imposées sur ledvélés des fonctions radiales (soit avec
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I"expression 6.2-de R, (r)). Seuls persistent quelques phénomenes de bormuts otio peut

néanmoins se débarrasser en augmentant I'ordrédiopppement en série. Par contrdijdare
6.2b nous montre que la série de FouBet5aconverge lentement si les conditions aux limites
ont eté imposees sur les fonctions radiales eli@s@s (soit avecdxpression 6.28e Ry(r)). Il y

a donc des avantages et des inconvénients liéstaix des conditions aux limites. Le choix de
conditions aux limites sur les dérivées est paiocement adapté pour les composantes X et Y
du champ magnétique dérivant du potentiel ®n revanche, Z est nul. Ce qui fait que sur les

surfaces Q,, et Q,,, la composante radiale du champ magnétique toésultat de la

superposition des deux potentielsat V, ne sera portée que par la base de Legendre.dbast
naturel de s’attendre a une résolution moins peédes la composante Z sur ces surfaces mais
également a l'intérieur du cbne. Inversement, leixhde la condition aux limites sur les
fonctions nous assure une bonne représentatioa denhposante Z mais une détérioration des

composantes X et Y dans tout le volume.

500 500

450 - 450 |- B

400 400 | .
350 - 350 .
300 - 300 | .

250 - 250 A

Altitude (km)
Altitude (km)

200 - 200 - B

150 - 150 |- B

100 - 100 |

—— fonction radiale glabale
— fonction radiale locale

—— fonction radiale globale

50 F )
— fonction radiale locale

50

00 0‘.2 0i4 UI.B 0‘.8 1 -0.02 [I] 0.02 00 0.2 0‘.4 0‘.6 UiB 1 -1 (Il 1
fap Y avec n=14 écart fafr Y avec n=14 écart
a) avecdRp(r)/dr :dRp(r)/dr‘ =0 b) avecR ,(a) =R ,(b) =0
r=a r=b p p

Figure 6.2 :illustration de la capacité des fonctions locaRg (r) a représenter les fonctions

globales(a,/r)”+1. Selon les conditions aux limites, la série derteslconverge rapidement en a)
ou lentement en b) vers la solution.

De méme, les fonctions de Legendre ou de Schmijit(avecn, m entiers) peuvent s'écrire

comme combinaison linéaire des fonctions de Legegénéraliséeﬁ’rr]: :
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+00 prr]n 1 an
PM(6) = < ':n> %] pm g (6.45b)
k=1

Nk

Thébault (2003) a montré que la convergence dérla sonquée vers la solution est rapide si les

conditions aux limites ont été imposées sur lesvélés des fonction?r::(e .)Par contre, la

convergence est lente si les conditions aux limitets été imposées sur les fonctioﬁ%‘ ®.)

Pour la reconstruction du champ magnétique, céétaf particulierement les composantes Y et
Z, calculées a partir de,Vqui présentent des effets de bord prépondér&mstout cas, la
décomposition du probléme initial en deux sous-igmles entraine forcément la dégradation de
'une ou de l'autre des composantes du champ miagmésur le bord. Pour en avoir une vue
d’ensemble, nous donnons une synthése des prapdétéhaque décomposition dansaleleau

6.1

f Condition
Caracteristique - . - -
probleme 6.4 probleme 6.5 probleme 6.6 probleme6.7
Condition de flux | satisfaite sim> 0 satisfaite satisfaite satisfaite
Orthogorjallte des non non oui oui
gradients
Vitesse de
convergence des rapide trés lente lente lente
solutions
_ trés importants, surtodtimportants sur les importants sur les
Effets de bords | faiPles entous sur les contours contours
points contourC(a,b; 00 )| C(a,b;6,;0) C(a,b;0,;)
Coefficients m=0 e0 =0 =0
e T G, etG m m
indéterminés p=0 Nk aucun Gp=0 G p=0

Tableau 6.1 :synthéses des propriétés des solutions des pnek|®.4 & 6.7.

La décomposition6.4 souleve un probléeme conceptuel, celui de ne pasetik tous les

parametres zonaux, c'est a dire, d’'ordre=  d@ns son développement. Cette difficulte, a
laquelle s’ajoute la non-orthogonalité des gradigfait que cette décomposition a été écartée par
Thébault. De méme, la convergence lente et la mihhogonalité des gradients conduit a écarter

la décompositiol®.5.

Il reste a considérer les représentatiér et 6.7 qui semblent équivalentes. Elles présentent
toutes deux des effets de bord importants, enqodigr sur la surface terrest@,. Pour les
comparer, on peut d’abord exclure des bords uneonoe de largeur angulaire. Puis on

détermine I'erreur moyenne de reconstruction dumghanagnétique sur la surfa€k, notée



182 Troisiéme partie

Og_, et I'erreur moyenne dans le volurfedélimité par6 <8, —¢, notéed,, . Cette démarche

permet d’estimer aussi bien les effets de bordassurface terrestre que sur la surface latérale. S

Naq, €st le nombre total de points sur la surface seeel'erreur moyenne,,, est definie

par :

N

> (b -85+ -85 + b 05 )

Tan, = | N (6.46)
a

ou B etB° représentent respectivement le champ vrai etdenphcalculé par le modéle.

0Oq se calcule de la méme maniere avec le nombredetabintsNg dans le domain®. Les
résultats ainsi obtenus sont donnés dantalidéeau 6.2pour un cdne d’ouverture maximale
By =5° correspondant a la dimension de la France et #vea+103kkm. Le choix d’'une

élévation maximale de 1030km permet d’englobedtmmées des satellites MAGSAT, CHAMP
et IRSTED (Thébault, 2003).

Probleme 6.6 Probleme 6.7
Angle € endegré| Gon, ennT G ennT Gyn, ennT G ennT
0.0 41.4 3.8 68.3 7.1
0.1 25.5 2.2 32.0 3.1
0.2 14.2 1.2 18.0 1.7
0.3 13.2 1.1 16.7 15
0.4 114 0.9 14.3 1.3
0.5 10.6 0.8 13.4 1.2

Tableau 6.2 wvariation des erreurs moyennes sur la surfaceetsre 0Q 5
et dans le volume tot& lorsque nous excluons des bords une couronne dedamngulaires .

Nous observons logiqguement que l'erreur décroitedure que nous retranchons une couronne
d’angle € croissant sur les bords. La décompositonimplique une erreur de troncature plus
importante que la décompositiénb. De facon générale, I'erreur commise par la déamsitipn

6.6 n'excede jamais 5nT au centre du cOne et les mrrda magnitudes supérieures sont
localisées aux bords de la calotte. Cette déconiposiemble, par conséquent, la plus adaptée.
Toutefois, nous gardons dans I'esprit que, malgné@eilleur compromis gu’elle offre, la surface
terrestre reste I'une des régions les moins biprésentées ou l'erreur est toujours supérieure a
10nT. En outre, les valeurs observées dansaldeau 6.2 correspondent a des exemples

synthétiques dont les données sont uniformémemtrtiép (Thébault, 2003). Il est donc naturel
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de s’attendre a une erreur plus élevée dans ldecés répartition de données réelles, lorsque les

fonctions de base ne sont pas orthogonales swseleble discret des points de mesure.

Pour le cas de Madagascar, si nous nous limitoxglannées terrestres, la modélisation dans un
cbne de section circulaire s’appuiera nécessairemerdes données mal réparties. L'lle s’inscrit
beaucoup mieux dans une calotte de section elliptque dans une calotte de section circulaire.
Aussi, nous avons repris le probléeme de la mod@&isadans un domaine conique en le
généralisant a un céne de section elliptique. Gevemu formalisme devrait donner de meilleurs

résultats du fait que la densité de points sera ¢levée.
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Chapitre 7
Proposition d’'un nouveau formalisme

Dans un premier temps, nous allons définir la géoende notre nouveau formalisme ainsi que le
systeme de coordonnées coniques elliptiques camdsnt. Sachant que [l'utilisation de ce
systéeme n’est pas courante, nous donnerons en k&talifférentes formes qu’il peut revétir.

Puis nous recherchons les expressions des différepérateurs différentiels notamment
I'expression de l'opérateur laplacien, pour pouvddsoudre ensuite I'équation de Laplace
correspondante. Certains points importants teldegipropriétés d’orthogonalité des gradients et

les cas limites seront également examinés au cdeunstre étude.

7.1- Géométrie et systeme de coordonnées du nouveaableme

Commencons par définir les différents paramétresngériques nécessaires pour localiser notre

nouveau domaine dans le repére géocentrique orelinai

7.1.1- Parameétres géométriques et changement de ezp

Dans tout ce qui suit, nous considérons un domaaoeique elliptique Q. limité par

I'intersection d’'un céne a base elliptique donstenmet se trouve au centre O de la Terre, et de
deux spheres concentriqgues de rayons respectifa et r =b ; a=63712km est le rayon
moyen de la Terre étest adapté pour pouvoir inclure toutes les dondégmwnibles. Dans notre
cas, laltitude des stations est toujours infégewr 1.5km donc nous pouvons prendre
b =a+15km. Une représentation du domaifx, dans le repére géocentrique ordinaire (Oxyz)
est donnée sur lagure 7.1a.Plus précisément, le domaine est limité par tspifaces : une

surface sphérique inférieu@2,, une surface conique elliptique latérade,, et une surface
sphérique supérieu@,. L'axe Oz’ du cbne est reperé par sa colatitdgest sa longitudep .

Le demi-grand angle au sommet et le demi-petiteanglsommet du cbne elliptique représentant
la limite latérale sont notés p#&k,., et 0,,, respectivement. Nous définissons également un
angle d'orientatiornu : c’est I'angle entre le plan Ozz’, contenant lérigien défini pard,, et le
plan Ox’z’, contenant le grand axe de I'ellipsecl@&mt queu correspond a une rotation autour de
'axe Oz’, similairement a l'angleb, qui correspond a une rotation autour de 'axe iDest

aussi compté positivement dans le sens contraigduh de l'aiguille d’'une montre. Notre région
d’étude, la région entourant Madagascar, se sittiee €.0° et 28° Sud, 42° et 52° Efigre

7.1bH. L'axe Oz’ du nouveau repere géocentrique rédigdx’y’z’) passe part, =1086° et
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¢y =4695°. Les deux angles au sommet du cone elliptiqueespandant a la dimension de
Madagascar sorf,,x = 7.3° et 0, = 32°. L'angle d’orientation du plan Ox’z’ par rappom a

plan du méridien défini pap, estp =-135° (figure 7.19.

Considérons un point P de coordonnées (x,y,z) dangepéere géocentrique usuel (Oxyz).

Désignons par (X'y'z’) les coordonnées de P danefere géocentrigle régional (Ox'y'z") et

établissons la relation qui relie ces deux systénmscoordonnées. On fait trois rotations

successives pour passer de (Oxyz) a (Ox'y'z’) :
1) une premiere rotation d’anglg, autour de I'axe Oz pour passer de (Oxyz) a unreepe

intermédiaire (Oxy12). NotonsR,, la matrice de rotation correspondante :

X cospy -—sinpy 0} x4

y|=|sing, cospy Ofy; (7.1a)
z 0 0 1) z

Roy

2) une deuxieme rotation d’anghy autour de I'axe Oypour passer de (@Qxz) a un second

repere intermédiaire (Qy2’) ; notons Ry, la matrice de rotation correspondante :

X1 cosdy 0 sindy \ Xo
yi|= 0 1 0 Y1 (7.1b)
z -sind, 0 coshy \ Z

R,

3) et une derniere rotation d’angle autour de l'axe Oz’ pour passer de {@Ax’) a

(Ox’y'z’) ; notons R, la matrice de rotation correspondante :

Xo cost -sinp 0Y) X'
y1 |=|sinp cosp Oy (7.1c)
z 0 0 1\ Z

Ry

Finalement, la matrice de passage de (Oxyz) a (Dxgst donnée par :
R =Ry Ry Ry (7.1d)

avecdetR) = 1
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18 s . -

24°S -

52°E

(b)

Figure 7.1 :représentation du domaine conique ellipticg : (a)dans le repére géocentrique ;

(b) de la région d’étude entourant Madagascar ;gayametres géométriques du cone elliptique
correspondant a la dimension de Madagascar.

7.1.2- Coordonnées coniques elliptiques,{,w)

Les surfaces des trois types de coniques défirtissarroordonnées coniques elliptiques,(v)
sont représentées suffigure 7.2: la surface & constant est une surface sphérique, la surface a v
constant est une surface conique hyperbolique sirface a w constant est une surface conique

elliptique. Etablissons maintenant la relation ilie les coordonnées (x'y’z’) et,{,w) :

- 'équation cartésienne d’une surface sphériqueanstant est donnée par :

X2 +y?+z2 =12 (7.2a)
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- '’équation cartésienne d’'une surface conique Hyg&ue a v constant est donnée par (Korn et
Korn, 1968) :

AN Y (7.2b)

- 'équation cartésienne d’'une surface coniquepiljue a w constant est donnée par (Korn et
Korn, 1968) :

2 2 2
X y z
+ + =0 (7.2c)
w?-c®> w?2-b? w?

avecw,? <w? <b? <v? <c? (7.2d)

ou b, c etw, sont des paramétres réels positifs caractériaatimension du cone elliptique qui

délimite la surface latérale du domaifyg .

surface sphérique a r constant O

B surface conique hyperbolique a v constant

B surface conique elliptique a w constant

Figure 7.2 :représentation des surfaces des trois types digees définissant les coordonnées
coniques elliptiques (r,v,w).

Rappelons qu’une surface conique de sommet O emttéasée par la propriété suivante : si M
de rayon vecteulOM =7 appartient a la surface, alors le point M’ de ray@cteurf'=ATt

appartient a la méme surface. On vérifie aisémaatlgséquations?.2b et 7.2c définissent des

surfaces coniques. Notons que d’aprées la condifi@d le coefficient dey'2 est positif dans

7.2b tandis qu’il est négatif dang2c C’est pourquoi ces deux équations, méme si sl
semblables, correspondent a des surfaces completediféérentes figure 7.2. Les trois
relations7.2aa7.2cforment un systeme de trois équations a troisnnaes. Ainsi, connaissant

r, v et w, nous déterminons x’, y’ et z’ par :
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2\ 2 _ 2
x2=r? 1—W—2 C2 V2 (7.3a)
c® )c“-b
2\ 2 _p2
2_ 2/, _W7|vi-Db
y2=r2[1-" (7.3b)
( szcz—bz
2,22
22 VW (7.3¢)

Ces relations définissent une application contimas non bijective entre (X’,y’,z’) et (r,v,w).
Par analogie avec I'angle définissant la longitude en coordonnées sphérigtiegin de lever

I'ambiguité sur le signe de x’ et y’, nous introsloms un angle) (figure 7.3 tel que :

2 _.,2
cofy=2"V (7.4a)
c?-p?
2 _ b2
Sin2 g = (74b)
c? - b?
(7.4¢)

% =\/b2COSZLU+C28in2LU
Nous veérifions facilement queos2 U +sin? Y =1. En introduisant les expressiongl dans7.3

et comme nous considérons par ailleurs le demieesp0, nous avons :

w2
X'=r 1——2coqu (7.5a)
Cc
/ w2
y'=r,/1-—-siny (7.5b)
b2
2 2 qin2
Z,:rw\/b cos? P +c?sin® P (7.50)
bc
avecwy <w < betO<y<2n
Inversement, connaissant x’, y’, et z’, nous déteamsr, v et w par :
r = x2+y2+22 (7.6a)
+./B2 — 4r 2p2c242
v:l\/[3 VB2 - ar*bPc’s (7.6b)
r 2
_ a2 _ 4 2pn2.2.2
W:}\/B \/B 4r “b“c“z (7.6¢)
r 2
(7.6d)

avecP = b2x2+c2y2+(b? +c?)z2
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Et connaissant v, I'angley se déduit simplement démmules 7.4a&t7.4btout en tenant compte

des signes de x’ et y' ; plus explicitement :

cosy =

CZ—V2

c? - p?

2 _y2

c? -b?

si x'=20

si x'<0

et

sing =

v2 -p?
c? - p?
v2 —p2

c? -b?

siy'=20
(7.7)

si y'<0

Exemple : pour TAN nous obtenons v = 0.999995312, 0993383743 efp = 88°27'55”. Afin
de pouvoir déterminer les valeurs des parameétresebw, établissons I'équation donnant la

colatitude# en fonction de v et w. D’aprésflarmule 7.3¢nous avons :

2 2002
2 =coo="" (7.8a)
r b“c
Comme nous nous limitonsé< 172, donccos? > Q nous obtenons :
cosp=YW (7.8b)
cb

La valeur maximald,,,, est atteinte pour v =hj)(=0 ouy=T1) et w =wy (figure 7.3, d'ou :
w
COS gy = —2

(7.9a)
C

La valeur minimaled,,;, est atteinte pour v = al(=17/2 ou Y =317/2) et w =w (figure 7.3

et nous avons :

COS in =

W
— 7.9b
I (7.9b)

Sachant que c est arbitraire, nous pouvons simpiela@rendre égal a I'unité et nous obtenons :

c=1 (7.10a)

W = COSHnax (7.10Db)

b= % (7.10c)
COSYmin

oU Opax €t Onin sont les parametres indiqués sur figure 7.1c Avec 6, = 7.3° et
Omin = 32°, nous obtenonsvy = 0.991894443 et b = 0.993443455.
Nous vérifions que Sify.x =0min Cest a direb= 1(ou généralementb= )¢ alors les

coordonnées coniques elliptigues wiettendent vers les coordonnées sphériques ordingires

nous obtenonsv =cosf et Y =¢.
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A\ 4

Figure 7.3 :intersections des surfaceda(ou v) constant et & w constant avec la surfac&sgbe a r
constant (figure projetée sur le plan Ox’y’).

Pour pouvoir déterminer I'expression des composamte champ dans le repere conique

elliptique, nous définirons €galement les troisteers unitairesg,, €, et g, formant la base

correspondante (une illustration €g et €,, est donnée sur fegure 7.3.

7.1.3- Expression des composantes du champ

Déterminons d’abord les éléments métriques dedasformation pour passer de (x',y',z") a

(r,v,w). En utilisant lesormules 7.5avecc = 1 nous avons :

N2 N2 2
h :\/(6_xj +(6_yj +(a_zj -1 (7.11a)
d or or or

ox' ? oy' ? oz' ? b2 Cosqu+sin2LjJ—w2
hy = (—j +(—j +(—j =r (7.11b)
oy oy oy b? cos® Y +sin?
N2 N2 N\ 2 2 2 L2 2
hW:J(a_Xj (a_yj (O_Zj i (7.110)
ow ow ow (1—w2)(b2 _Wz)

Et les trois vecteurs unitairés, €, et €,, sont définis par :

ox' ox' ox'

or oy ow

= 1oy = 1oy ~ 1oy
€ =— Y\, €y =— Y| et Ew =— Y (7.12)

hy | or hy | o hw | ow

i3 oz o

or oy ow
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En calculant les différentes dérivées partiellesir(velation 7.130, nous pouvons vérifier que
ces trois vecteurs sont orthogonaux entre eufplileent alors une base orthonormée et le champ

peut s’écrire sous la forme :

B=B,§ +ByE, +B,E, (7.13a)

En désignant paB,., B,. et B, les composantes cartésiennes du champ dans e régeonal

(Ox’y’'2"), la formule (7.13a¥’écrit plus explicitement sous la forme :

By Vi-w2 cosy ‘\/(bz coS’ Y +sin® g)(1-w?) siny - wyb® - w? cosy By
\/b2c052¢+sin241—w2 \/bzcoszq_wsinztp—w2

5 |- ll—wz/bz siny \/(bz cod g +sin® ) (L- w?/b?) cosy -wy1-w?siny B (7.13b)

g \/bzco§w+sin2w—w2 b\/bZCOSZl]J+Sin2l]J—W2 v

w4/ b%cog s +sin g bw(¥/b? - ))siny cosy \/(bZ cod Y +sin? P)L- w2)(b? - w?)
B, _.b \/bchSZlJJ +Sin2qJ—W2 b\/bZCOSZl]J+Sin2llJ—W2 By
— Er 3 — =
B' &y Ew Bec
C

avecdetC) =1

De méme, en désignant pAg , B, et B, les composantes cartésiennes du champ dans te repe

global (Oxyz) et en considérant I'écriture classiglans le systéme de coordonnées sphériques,
soit :

B=B,8 +B,8 +B}e, (7.14a)

Nous avons également la relation suivante :

By sindcosp cogcosh -sind | B,
By [=| sindsing codgsing cosp | By (7.14b)
B, coy -sind 0 Bo
\TJ ~ - ﬁ/—J N
B & % % ) B
S

avecdet® = 1

Sachant que nous connaissons déja la matrice dagmR formules 7.) pour passer de (Oxyz)
a (Ox'y'z), c'est & direB = RB', en combinant leformules 7.13ket 7.14h nous obtenons la

relation reliant les composantes coniqueségeet les composantes sphérique@e:
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B, =S 'RCB, (7.15)
T

avecdet(T) = 1

Dans la pratique, nous disposons d’'un moyen singuar vérifier I'exactitude de notre
transformation. En effet, compte tenu de la géomée notre domaine, la composante radiale du

champ reste inchangéB( =B, et€, =€) et la matrice T doit étre orthogonale et de lari® :

1 0 0
T=|0 t22 t23 (7168.)

0 t3p ta3

Donc det(T)=1, ce qui donngtks — tatso = 1. De plus, l'invariance de la composante hariale

du champ, cest & dirdBﬁJ +B2 = \/Bg +Bg , nous permet d'obtenikd= tz; et bs = -tz2. Ce qui

fait que si les éléments des différentes matriceR,GS sont corrects, la matrice T doit étre de la

forme :

1 O 0
T=|0 cosa -sina (7.16b)
0 sina  cosa

Autrement dit, T correspond tout simplement a wtation d’anglea autour de I'axe radial de
vecteur directeug, =€, . Ce qui est attendu sachant que la différence éedgrdeux systémes de
coordonnées concerne uniqguement la composanteohtaie du champ. Toutefois, I'expression
analytiqgue dea est complexe car I'angle dépend des différentarpatres angulaireg,, 6,5, K,
6, ¢, Y et w, et le calcul de T lui-méme est assez labaridPartant d'un point P de
coordonnées sphériques ordinaifed, ¢ , le} étapes a suivre sont les suivantes :

1) calcul des coordonnées cartésiennes (x,y,z) etidonde (r,6,¢ ),

2) calcul de la matrice de passagefétroule 7.19I,

3) calcul des coordonnées cartésiennes (x',y’,z palé de R et (X,y,2),

4) calcul des coordonnées coniques elliptiqireg),  awhpide de (x',y’,z") formules 7.6at
7.7),

5) calcul de la matrice C a l'aide de,, \relation 7.13D,

6) calcul de la matrice Sdlation 7.14b,
7) et finalement, calcul de la matrice T a I'aide &kt C (elation 7.15.

Rappelons que les composantes classiques X, Ydatchamp et les composantes sphériques de

B, sont reliées par la relation :
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B, =-Z
B, =X (7.17)
B¢ =Y

Ainsi, connaissanB, , B, et B,,, nous pouvons déterminer X, Y et Z (par l'intethadre de la

matrice T) a l'aide deformules 7.15et 7.17 et vice versa. Il nous faut maintenant trouver le

potentiel V =V (r,y,w ) en résolvant I'équation de Laplace dans le dom&lpeet en déduire

les composantes du charp, B, et B,, al'aide de la formule classiqug=—gradv .

7.1.4- Expression de I'opérateur Laplacien

Rappelons que le Laplacien du potentiel scalairesVdéfini par :

AV = div(gradv) (7.18)

L’expression de I'opératewgrad dans notre systéme est définie par :

— 10V . 1 0V . 1 0V,

— €& +t———F¢E, +t——F¢ 7.19a
he or " hyoy ¥ h,ow " (7.192)

En portant legxpressiong.11dans7.19aet en considérant farmule 7.13anous obtenons :

_ Jb%co y+sin? v
i _I’\/bZCOSZlIJ+Sin2l|J—W2 oy
Ja-wHp?-w?)  av

! _r\/bZCOSZlIJ+Sin2l|J—W2 ow

B

(7.19b)

Nous vérifions que sb = ,Inous avons I'expression en coordonnées sphérmyesy = ¢ et

w =cosf . Si nous utilisons la variable €, reste le méme maB,, devientB,, :

_Ja-v?)(v?-b?) av

B 7.19
! rv2-w2 OV (7.199)
L’expression de la divergence du chaBpdans notre systéme est définie par :
= 1 0 0 0
dv8 =——|—\h,h, B, ]+ —(h h,By)+—1Ih h B 7.20
iy BonaB e nBu) e e ) (7.20

En portant les expressioiisllet7.19bdans7.20et en utilisant la définitio.18 nous obtenons

I'expression du laplacien du potentiel V :
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av= TrZor r?(b?cos’ Y+sin? y-w?) \/(1—w2)(b2—W2) oy
3 [ Ja-w2)p?-w?) Y
aw \/bzcoszqﬁsm i ow

Nous vérifions que &xpression7.2latend vers Expression 6.14&n coordonnées sphériques

19 ( Vj+\/(1—w2)(b2—w2)(b2 cos” | +sin? ) {i“bz cos’ Y +sin® Y 6_VJ+
ar oy

(7.21a)

gquandb= 1l avecy =¢ et w=cosf. Cependant, elle est manifestement complexet iples

commode de I'écrire en fonction de la variable vtemant compte de lelation 7.4c Dans ce

cas, I'’équation de Laplace s’écrit :

szizai[ zavj e Vz)(vz_bz) 2 (\/(1 v2)(v2 -b?) av]

9 202 2
r r2w?-w?) (7.21b)

ANe-wdp?-w?) 72 3 V).
T B o Je-w262-w?) S=0

Il nous faut maintenant résoudré&duation7.21b dans le domain€), en tenant compte des

conditions aux limites mixtes imposées dans ledblpres6.6 et 6.7 du paragraphes.2.1
(formules 6.6, 6.,/6.12et6.13.

7.2- Résolution de I'équation de Laplace dans le dwine conique elliptique

Nous cherchons des solutions par la méthode classig décomposition de Fourier en écrivant

V(r,v,w) sous la formeV(r,v,w) = R(r)F(v,w )L équation 7.21lwevient :

[1—v2 V2 - b2 [ 2vp2_ 2
ii(ﬁﬁ} @-vo)(v" - b%) a[ (1—v2)(v2—b2)%j+ @-w)(b” ~w?) 9 [,/(1—w2)(b2 )aFj 0 (7.22a)
Rdr\ dr (v2-w?)F v ov vZ-w?F  ow 0

A -A

Nous en déduisons les deux équations suivantes :

i(rzﬁj AR (7.22b)
dr dr

/ 2\ 2 _ W2 [ _\2\(h2 _ 2
@-v(v' -b7) 0 [,/(1 vA)(v? - b?) 05]+ A-wA(O ~w7) 9 U(l—wz)(bz—wz)g—vl\:/}:—)\F (7.22c)

(v -w?) v v2-w?)  ow

Notons que EBquation7.22b est identique a €quation 6.15aAlors, en écrivantA = n(n+ 1)
nous retrouvons exactement les mémes solutionslgpdoinction radiale R{, c’est a dire :
- problemeb.6 : expressioré.34apour V; etexpression 6.3avec Em = {m+1, m+3, ...}pour \,

- problemeb.7 : expressior6.34bpour V; etexpressior6.35(avec Em = {m, m+2, ...}pour
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Par contre, Bquation 7.22a1est pas familiere. En poursuivant la décomposigous la forme
F(v,w) =G(V)H(w), elle devient :

JA-VAM2-b%) d ([ a7 2. dG) L o N A-WAMP-wD) d ([ o5 5 dH)
5 vl @-ve)(v b)EjH\v + [ a-w?)(b* —w )mj awe=0 (7.22d)

H dw
-h
Nous en déduisons les deux équations suivantes :
2y 2, 2,d%G 2 2, dG 5
@-vo)(ve-b%)— -v(2v- -1-b°)—+(Av--h)G =0 (7.23a)
dV2 dv
2
1-w?)(b? —wz)d—H +w(w? -1- bz)d—H +(h-Aw?)H=0 (7.23b)
dW2 dw

Remarquons que léguations 7.23&t 7.23bsont identiques; seuls les intervalles de définiti
des variables v et w different, mais cela se ttagar des comportements tres différents des
solutions, comme nous le verrons plus loin. Cesatgos portent le nom d’équations
différentielles de Lamé ou simplement équationd@mé dont la forme algébrique générale est
(Byerly, 1959; Hobson, 1965) :

2-p p
d En (X) + X(2X2 _b2 _02) dEn (X)

; o —(n(n+1)x2 - (b +02)p)Er§’(x):0 (7.23c)
X

(x* =b?)(x* - c?)

Les solutionsEP (x)sont appelées fonctions de Lamé ou harmoniquigsitiales de degré n.
Dans notre cas,c=1, A=n(n+1), h=(b?+c®)p, G=EP(v) et H=EP(w) avec
wg<w<bsvs<c.

La résolution de I'équation de Laplace dans le domaonique elliptique revient donc a

déterminer ces fonctions de Lamé. Compte tenu dmzditions aux limites énoncées

précédemment, nous cherchons a les déterminergmualeurs de\ = n(n+ 1jéelles, pour un
degré n réel ou complexe de la forme —§+|q (voir équations5.20. Cependant, pour mieux

comprendre les méthodes de calcul des fonctionsadee ainsi que les difficultés numériques
gue nous pourrons rencontrer, nous allons considéres un premier temps le cas ou le degré n
est entier. Cet intermédiaire nous permettra égatémie comprendre certaines propriétés de ces

fonctions inhabituelles.

7.2.1- Fonctions de Lamé de degré n entier

Dans le cas ol n est entier, on peut trouver(b? +c?)p pour que les solutions particuliéres de

7.23csoient de la forme (Garmier et Barriot, 2001) :



Chapitre 7. Proposition d’'un nouveau formalisme 197

EF (%) =%h (RS (X) (7.24a)
Ces solutions constituent les fonctions de Lam@reeniere espéece, dont I'un des types est un
polynéme (typeKr? , Voir ci-dessous), appelé polynéme de Lai. st un polyndme dont

les coefficients sont a déterminer :

m .
PR(x)=> ax?l (7.24b)
j=0

n si n estpair
oumdépend du nombre k tel qle=

n . . .
TSI n estimpair

WP (x), appelé produit principal, est une fonction conetiél existe 4 types de fonctions de

Lamé selon son expression. Leurs caractéristiquasrsdiquées dans tableau 7.1

Type Produit principal m Nombre | Valeurs de p et de I'index
. _ . =0,...,k
K (| Wa(0)=x""2¢ m=k | k#l |ER=K{ avec{ip:o ’
ER =L"
| ) M= neke P =L} avec
Lr;]I (x) qJn(x)le n+2k ‘xz—bz‘ 1 n—k p=k+1..,n
i=0,..,n-k-1
m= nk EP =M avec
M Ei (x) | Yn(x) = xInrK ‘Xz _02‘ _1 n—k p=n+1..,2n-k
i=0,..,n-k-1
EP =N/ avec
NQ‘ (x) | Wh(¥)= x”_2k\/‘(x2 -b?)(x? —02)‘ m=k-1 k p=2n-k+1,...,2n
i=0,..,k-1
Total 2n+1

Tableau 7.1 :caractéristiques des fonctions de Lamé de prenagpece.

DansER (x), p est un entier; sa valeur varie de 0 & 2n ganiln+1 fonctions de Lamé pour une

valeur de n donnée; bst vecteur propre d’un opérateur linéaire stitf Bomme nous le verrons
plus loin. Remarquons que borrespond directement a une valeur du parameétdans les

équations 7.23ce qui détermine autant d’équations de Lamé qu'th de valeurs de;h
Exemple : pour n = 10, nous avons k = 5 et il yuaaal 21 fonctionsEﬁ (x)k’est a dire 21
valeurs possibles de kont 6 valeurs pourKﬂi (x), 5 valeurs pourLﬁi (x), 5 valeurs pour

M ﬂi (x) et5 valeurs pouN Ei (x).
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La valeur de n étant donnée, les inconnues sontdefficientsa; (équation 7.24p et les
parameétres;hConsidérons d’abord le cas des fonctidﬂ{&(x). En introduisant leexpressions

7.24dans lequation7.23¢ nous obtenons la relation de récurrence suivante

2k - j+1(2n -2k +2j-Day 4 + [(6% +c?)(n - 2k +2j)(n - 2k +2j) -hla- b%c?(n -2k +2j+2)(n - 2k +2j +1)aj,, =0 (7.25a)
a; : Vi
j Bj j

soit ajaj-1 + (Bj -h)a; +y;aj, =0 pour j=0,....,k

Sachant queay,q =0, litération s’arréte au rang k et en introduisaat; = a4+ =0,

'ensemble des relations de récurre@bbpeut s’écrire sous la forme :

Bo Yo O 0 0 - 0 Y a 2
ap B y2 O 0 - 0 | & &
0 ap B2 y2 O - 0 | & ay
0O 0 oaz Bz vyz . az |=h a3 (7.25b)
ST 0 : :
0 0 - 0 oy Bk Yk |- -1
0 o - 0 0 ax By ay ay
N N
Uk A A
soit Ug A =hA

Uk est une matrice carrée de dimension (k+1) x (kit&)vecteur A de K* de composantess,
a, ..., a est un vecteur propre de I'opérateur slii* Re matrice WY, associé a la valeur propre
h. Il y a donc en principe k+1 valeurs et vectqugpres. En effet, on montre qu’il est possible

de trouver une matrice diagonale D et une matyogtrique & telles que :

Sk =DUD™? (7.25c)
g, 0 0 - 0
0 o0 0 - O 0p =1
avechb=|{ 0 0 o, . : |oU Yj-1 pourj=1,...,k
. . . O;i=|—0jq
: : .. 0 J aj J
0 0 - 0 o

La matrice & est diagonalisable sous la formg S R.A.R ou A est diagonale et R est une

matrice orthogonale, et par conséquent la matriceest diagonalisable et admet k+1 valeurs

propres hdistinctes associées a k+1 vecteurs propredisdincts donc a k+1 fonctionis ﬂi (x)

pouri =0, ..., k. § a les mémes valeurs propres que Sachant queSest symétrique, ses
valeurs propres;let vecteurs propressAs’obtiennent classiquement en utilisant I'alganth QR
(Press efl., 1992). Puis les vecteurs propres A de ddnt donnés par A = BAs. On prend

a, =1 car A est déterminé a un facteur multiplicatifré
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La détermination des 3 autres types de fonctiorigisde la méme maniére. A titre d’illustration,
les différentes fonctions de Lamé pour n = 10, septésentées sur légures 7.4qui illustrent

les propriétés suivantes:

- pour tout xO[wg,b], ER(x) a une allure polynomiale ou hyperbolique, done ekt

analogue aux polynémes de Legendre en harmonighésigues globales.

- généralement pour toukO[b,.c], EP(x) fluctue autour de zéro et en particulier,

-1<ER(x)<1, donc elle est analogue aux fonctions trigonomé&s cosfix) ou sin(x) en

harmonigues sphériques globales dans l'intervallg .

- chacune des fonctiorlsﬂi (x), Lr},i (x), Mﬂi (x) et Nﬂi (x) admet exactement i zéros dans

I'intervalle ]b,c[.

- pour tout n et L™ () =0, MM (©)=0 et N7 (b) =N (c) =0.
- pour iz%, la valeur de hcorrespondant éKﬂi (x) est identique a la valeur degih

correspondant éNﬂi—l(x), et les valeurs de;lcorrespondant éi_?,‘ (x) et a Mﬂi (x) sont

identiques.

Toutefois, le calcul montre une instabilité numéegmportante si la valeur de n augmente,
notamment a partir de n = 12 et pour les faibldsuwra de hcomme nous voyons sur figiure
7.5a Il s’agit d’'un probleme numérique lié au calcudsdcoefficientss; correspondant a
I'expression polynomiale ordinaifz24bde PP (x). Une technique pour obtenir un calcul stable

est d’écrire le facteur polynomial sous la formeante (Ritter, 1998; Dobner et Ritter, 1998) :

m 2 j
PR(x)=> 4 (1—);—2J (7.26)

j=0

Le gain de stabilité numérigue est illustré sufidgmre 7.5b Cependant, alors que les valeurs
propres de l'opérateurdkestent inchangées, les vecteurs propres sonffidrdies expressions

de aj, B; ety; (voirrelations 7.23 données par I'expressian26de la partie polynomiale sont

indiquées dans lableau 7.2 Elles dépendent de la parité de n.

Il existe également des fonctions de Lamé de secespece notéelérﬁ) (>ohais elles sont a

exclure car elles sont infiniesen x =b et x = c.
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En résumé, cette premiere approche nous a permeomerendre les techniques de base du
calcul des fonctions de Lamé. Nous retenons qudolestions ER(x) fluctuent généralement

autour de zéro dans l'intervalle [b,c]. Le mémecggate de calcul sera utilisée pour résoudre des

problemes numériques d’instabilité dans le cas(odtl) est réel.

aj =—(2k -2j+2)(2k +2j-1b?
n pair B;j = 2k(2k +Db® -4j? (2b* -c?)
¥j =—Qi+2@2j+1(c* -b?)
K (%)
a; = -(2k—2j+2)(2k +2j+1)b?
nimpair | {B; = ((2k +1(2k+2)-4j2)b? +(2j+1)? (c? -b?)
¥j =—Qj+2)@2j+1(c* -b?)
aj = -(2k -2j)(2k +2j+1)b?
n pair B = (2k(2k +1) - (2j+1)?)b? +(2j+2) (c* —b?)
¥j =—Qi+2)(@2j+3)(c* -b?)
LT (x)
a; =-(2k—2j+2)(2k +2j+1)b?
nimpair | 1B = (k+1)(2k+2)b? -(2j+1)? (2b* -c?)
¥j =—Qj+2)@2j+3)(c* -b?)
a; =-(2k—-2j)(2k +2j +1)b?
npair | Bj=2k(k+Db? - (2j+D?(2b? -c?)
¥j =—Qj+2)@2j+1(c* -b?)
M (x)
aj = -(2k-2j+2)(2k +2j+Db?
nimpair | 1B; = ((k+1(2k +2) - (2] +1)?)b? +4j (c? -b?)
¥j =—Qi+2)@2j+1(c* -b?)
a; =-(2k—-2j)(2k +2j+1b?
n pair B = (2k(2k+1)-(2j+2)%)b® +(2j+1) (c* —b?)
¥j =—Qj+2(@2j+3)(c* -b?)
Np (x)
aj = -(2k -2j)(2k +2j + 3)b?
n impair | {Bj = (k+1)(2k + 2)b? - (2j+2)* (20 -¢?)
¥j =—Q2j+2)(@2j+3)(c? -b?)

Tableau 7.2 :expressions de, (3; ety; utilisees dans la relation 7.25b pour calculer pedynémes de
Lamé avec la méthode stable de I'expression 7.26.
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Coefficients 4 ¢t fonctions Kll’f)

Q= - 5 _ . h5 5 _h5
i=5 - h, =9.934423 ES, =Ko ES,=Kiow
10 0 1
0 -50 0
-10 -100 ‘ - - -1 - ‘
. - 4 _ . h4 4 _ b4
i=4 - h,=45698205 Ef, =K w) Ej,=KiTm
10 40 1
014\/\/1 20\ 0\/
-10 L L . L 0 . L i -1 L .
o _ 3 _h3 3 _ . h3
i=3 - h,=73513947 E2, =K w) E2,=Ki2w)
0 1
- - ‘ - -10 ‘ - - -1 - ‘
o - 2 _h2 2 _h2
i=2 - h,= 93380439 S EZ,=Kiow
4 1
2 \ ok ..
0 ‘ - - -1 -
i=1 = h, = 105.253472 El =k"(w El =k
1 : 10=Kig 10= K10
5 0 1
0 «\/v A0
-5 L L L L ) L L L -1 L L
o - 0 _ho 0 _ho
i=0 — h, = 109.344092 EV, =KMw) V=KW
5 1 1
04‘\/\/ 0.5 0
-5 L L L L 1] L L L -1 L L L
0 1 2 3 4 5 W, b b 1
j w v

Figure 7.4a :fonctionsK 2i (x) et coefficients du facteur polynomial pour n = 10

Coefficients a. et fonctions Lll’g

= — 10_,hd 10_,hd
i=4 > h4—28.809794 Emsz(w) E1O=L10(V)
40 1
20+ 0
0 L - . -1 L
D= — 9 _,h3 9 _,h3
i=3 — h3—60.599615 E10=L10(w) E'IE]=L1D(V)
5 0 1
0 \/v 0l o /
-8 L L - -20 L - L -1 . .
| = - 8 _ h2 8 _ h2
=2 — h2—84.441032 EWO=L1O(W) E1O=L10(V)
5 5 1
ol
0 L . L -1 L L
i = - T o_ 7 _ b
i=1 > h1 =100.331467 Em: L1U(W) E1O: L‘IO(V)
5 0 1
2 . . . 1 " .
P = — 6 _,h0 8§ _ho
i=0 — hO_ 108.661525 E10=L10(w) E1O=L10(V)
04 1
0.2¢ 0
. . 0 . . . -1 . . .
0 1 2 3 4 Wy b b 1
i w v

Figure 7.4b :fonctioner;,i (x) et coefficients du facteur polynomial pour n = 10
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Coefficients a. et fonctions Ml;i)

i=4 - h,=28.809794 E15 = M)
i=3 = h, =60.599615 ELf=Mow)
5 0
0 \/\/ -10 //
-5 . L L -20 L : .
i=2 — h,=84.441032 =MW Bl = MG
1
. o
. ‘ - 1 : ]
i=1 - h, =100.330105 EjZ =M o) Bl = Mg
5 0 !
2l —— ] ¢ )
4 . . ' -1 :
i=0 — hy=107.944031 El = MOw) Ejg =M
2 2 !
0 W i °
-2 . . 0 -1
0 1 2 3 4 Wy b b !
| w v

Figure 7.4c :fonctionsM 2‘ (x) et coefficients du facteur polynomial pour n = 10

Coefficients 4 ¢t fonctions N}I‘f,)

(= - 0 hd 20_ M
i=4 > h, =9.934423 Efy=Njiw) ETp=Njjw
10 100 1
0 L h -1 L
iz - 19_ i3 19_ 13
i=3 > h, =45698205 Eqq=Ni2w) E;p=Njow
5 0 1 p
0 \/\/ 20 0 / \/ ]
-5 . L L -40 L . L -1 L L
= - 18 _ g2 18 _ 2
i=2 > h,=73.513947 Eqh = N5 E,p=Njow
5 10 1
5 0
0 : -1
i - 17 _ o
i=1 - h, =93.380452 E;f=Njiw)
0 1
2t 0
4 s 1 .
iz - 16 _ il 18 _ 10
i=0 - h, = 105316407 Eqq=Njiw) E;p=Njpw
2 1 1 N\
OJ\/ 05| 0 i
-2 . L L 0 L . L -1 L L .
0 1 2 3 4 (A b b 1
i W v

Figure 7.4d :fonctionsNﬂi (x) et coefficients du facteur polynomial pour n = 10
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Coefficients . et fonctions K}fﬁ

_ _ 7 h7 7 h7
=7 — h, =75.501534 El5=Kiplw) Elp =Kz
0
-1#" Ak Vi '
-2 . . .
. _ 6 _ 6
i=6 — hy=127.160132 Elg = Kipw)
40
20F
0 1 L 1
. — 5 _ h5 5 _h5
i=5 — hy=170.870644 Ejp = Kjaw) = K2
0 1
-50 0
-100 . : . -1 .
L _ 4 _ hd a4 _
i=4 - h, = 206632507 E\p= K W) E\p=Kie™)
20 40 1
0 4«\/\/\/ 20 \ 0 v
-20 ' ' L 0 ' L T -1 ' '
. - 3 _h3 3 _ . h3
=3 — h, =234.444024 Es= Kiplw) Ejp =Ko
1
. . . -1
b b 1
i w v

Figure 7.5a :illustration des problémes numériques liés au wladies fonctions de Lamé en utilisant
I'expression polynomiale ordinaire 7.24b

Coefficients . et fonctions K}fﬁ

L — T eh? T _h?
i=7 > h,=75.501534 Ejs= Kipw) Els =K
1 0 1
o =200 + 0;/ B Y SRS A
-1 L L . -400 L . L -1 L L .
i = - 5 _ h6 G _ hG
i=6 - h, =127.160132 ES, =K' E% =K"2()
2 200
2 0 . ‘
P = = 5 _ b 5 _hs
i=5 - h. = 170.870644 Es = Katw) ES, =KW
5 0 1
-5 - - : -100 - : - -1 -
. = 4 _ o hd 4 _ e hd
i=4 - h, = 206.632507 Ejs=Katw) El =KW
5 40 1
0—————4\/v 20-\ 0\/
-5 L L L 0 L L T -1 L L
i= = 3 _hd 3 _pehd
i=3 — h,=234.444024 Ejs = Kipw) Els =KW
1
. ‘ . -
b b 1
i w v

Figure 7.5b :illustration de la stabilisation du calcul des fiiions de Lamé en utilisant I'expression
polynomiale 7.26
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7.2.2- Fonctions de Lamé pour n(n+1) reel

La généralisation du calcul des fonctions de Lamér m(n+1) réel nécessite un changement de
variable faisant appel aux fonctions elliptiquesldeobi (Byrd et Friedman, 1954). Dans ce cas,
I'équation de Lamé est transformée en une nouf@liee appelée forme de Jacobi.

a) Fonctions elliptiques de Jacobi et forme de Jabode I'équation de Lamé

Introduites par le mathématicien Allemand Carl @usiakob Jacobi vers 1830, les fonctions

elliptigues sont définies a partir de l'intégraligptique incompléete de premiere espece suivante :

(7.27a)

u(k.g) = J'¢ dy _ J'X dt
0 1-k2siny 90 1-t2\1-K2?
ou x = simp, k est le module@<k< 1et ¢ est I'amplitude. k':m est appelé
complément du module. s¢=g, on a lintégrale elliptique compléte de premi@spéce
(figure7.69 :

K(k)EKZJ'T[/Z

dy K L
=|_ du=Fk,=)
0 \/1—kzsin2w IO 2

Les fonctions elliptiques de Jacobi sont les famgiréciproques donnant x @ten fonction de u:

(7.27b)

am(u,k) =amu=¢
sn(u, k) = snu=sin(amu) = x

cn(u,k) =cnu=cos@mu =v1- x2
dn(u,k) = dnu=1-k2sin2(amy) =v1-k2x2

(7.28)

Il existe aussi d’autres fonctions elliptiques deabi mais nous présentons ici uniquement celles
gue nous allons utiliser. Chacune de ces fonctsoms illustrées sur lefigures 7.6bet 7.6¢ En

général, la variable u est complexe et on a lentitgs fondamentales suivantes :

2 2

sn“u+cn“u=1
dn®u -k?cn®u =k'? (7.29a)
k2 sn?u +cnu = dnu
-1<snu<il
siu estréel alors—1<cnus<l (7.29b)
k'<sdnus<1l

Les dérivées de ces fonctions sont données par :
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damu: dnu

du
dsnu
d— =cnudnu

u (7.29¢)

dcnu
——— =-=snudnu

du
ddnu_ —k2snucnu

du

Considérées comme des fonctions de la variable lexmples fonctions elliptiques de Jacobi
snu, cnu et dnu sont doublement périodiques, prEpgui définit les fonctions elliptiques en
général :

- snu est périodique de période réelle 4K eta@ogde complexe 2iK’ avec K’ = K(K’)

- cnu est périodique de période réelle 4K et@@pe complexe 2K+2iK’

- dnu est périodique de période réelle 2K eté&tiode complexe 4iK’

La figure 7.6dnous montre la variation de la variable= v( (épuation 7.4xpour Y O [021].
La comparaison des courbes représentatives de¢sida dnu et de ) (figures 7.6cet 7.60

justifie de poser:
v=df (7.30a)

w = dry (7.30b)

Puis, en utilisant lesformules 7.28 et 7.29 les équations 7.23a et 7.23b deviennent

respectivement :
2
d—f = [)\ (1-b? Bn’B- h]G (7.31a)
dp
2
GRS [)\(1— b2 )snzy—h]H (7.31b)
dy

Les deuxéquations 7.31at 7.31bsont également identiques. Elles sont la formdaimbi de

I'équation de Lamé dont I'expression générale esnée par :

2
d_;/ =[n(n +1)k25n2u - h]y (7.31c)
du

Nous en déduisons que le module k est égar&? . On écrit, comme d’habitude, le paramétre

A sous la forme n(n + 1). Nous avons bien k’ = b m@mous observons sur liggures 7.6cet

7.6d Les solutions y(u) sont appelées fonctions de d aénéralisées. Notons que y(u)dnu

vérifie également équation 7.31c
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En appliguant directement l&rmules7.28et7.293 nous avons :

1-v2 \/vz—k'2

sf3=— et cMB=—— 7.32a

B " 3 " ( )
2 2 .2

shy = 1TW et cny= ikTW (7.32b)

Les équations 7.32nontrent que la variabl@ est réelle tandis queest complexe (mais grest

réel). Ceci est confirmé par le fait q0es sr3< etlsny = 1 (figure 7.6eet relation 7.29h. G(3)

correspond donc aux fonctions de Lamé généralidéegériode réelle tandis queyest de

période complexe.

b) fonction elliptique de Jacobi am(u,k)

a) fonction K(k)

27
3.]-“'2_ ....................................................... -
S ST O o — k=0
— k=09
w2k - k=099
— k=1
Il i Il
0 K 2K 3K 4K

— sn{u,k) 2F
— en(uk) gl s T
—dn{uk — snp _
'10 K 2K 3K 4K 00 0.2 0.4 0.6 08 b 1
u O=w<b bav<1

Figure 7.6 :illustration des fonctions elliptiques nécessaijpesir la résolution de I'équation de Lamé et
représentation des variablgset ytelles que v=df et w=dny.

b) Fonctions de Lamé généralisées

Considérons d’abord les fonctions de Lamé de pérréelle. Sachant C]U'B’IZB est de période

fondamentale 2K, toute période est de la forme 2pKp = 1, 2, ... De plussn2[3 est une
fonction paire dg3 — K Alors si G(3) est solution de €quation7.31g G(2K -f3), qui est une

fonction impaire dg — K est également solution de cette méme équatioa fofrction de Lamé
périodique est notéeEcnm(B,kz)EEcnm(B i elle est une fonction paire dBp- ket

Esy ([3,k2) =Es'(B) si elle est une fonction impaire @~ . ICes fonctions ont exactement

pm zéros dan)<B <2 pKSachant que la circonférence d’'une ellipse va(t @bus nous

limitons ap = let p = 2. Les valeurs caractéristiques h corresponddita(3 et Eph (B) sont
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notéesal (k%) = al et b (k%) =bT respectivement. Ces notations ont été introdyiéednce
(Ince, 1940a) et modifiees par Erdélyi (Erdélyid1Ppen distinguant clairement les fonctions de

période 2K et 4K. Leurs caractéristiques respestbomt récapitulées dansédleau 7.3

Pamﬁ selon Période| Nom de la fonction Va!e_ur_ Propriétés Analoglc_e avecn
B-K caractéristique entier
G'(-K)=G'(K)=0 .
= A2m — o2m _wh
paire W | CPEEA® h=a G'(0)=G'(2K) =0 K
G'(-K)=G'(K)=0 G(v=1)=0
— A2m+l — o2m+l _
4K | G@B)=ECE"P®) | h=a] G(0) = G(2K) =0 _mh
G(-K)=G(K)=0 G(v=b)=0
= m+1 — Rr2m+l
4K | GB)=ES"@) | h=b] (0) = G(2K) =0 o
impaire

G(-K)=G(K) =0
G(0)=G(2K)=0

G(v=1)=G(v=b)=
2K | GB)=ES"2@®) | h=bim*? 0

~NPDi

lyamzérosdan<B< K'estadiredanb<v< 1

Tableau 7.3 :caractéristiques des fonctions de Lamé périodiqoes 0, 1, 2, 3, ...).

En 1940, Ince (Ince, 1940a) a proposé des solutleni®&quation de Lamé.31csous forme de
séries de puissances paires de snu, c’'est a diesfolene :

+o00

Eca™(U) =Ag+ Y Aysn®u (7.33a)
r=1
+o0
Eca™(u) =cny Ag+ > Aysn®u (7.33b)
r=1
+00
ESA™(u) = snud_ Bysn®'u (7.33c)
r=1
+o00
ESA™ 2 (u) = cnusny)_ Bosn'u (7.33d)

r=1
Ces différentes séries sont convergentes pourulksnCependant, elle sont numériquement
instables sachant gqu’elles ressemblent a I'expragsdlynomiale ordinair@.24h Une solution
pour obtenir un calcul stable est de transfornméguation de Lamé en une forme trigopnométrique
(Ince, 1940b, Erdélyi, 1941, Bateman et Erdelyg3)9 Ainsi, en posant :

E=g—arr(3, smB = cosg (7.34a)

I'équation7.34adevient :

(1-k? cos? a)dZ—G +k2costsing 3G + [h-n(n+Dk?cos’ £]G =0 (7.34b)
de 2 dg '
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Sachant que @jdnB est également solution detdjuation7.34h chaque fonction de Lamé

périodique a deux expressions donnant des coefticdistincts et des valeurs de h identiques :

Ec2™(B) =%A0 + :ZZAZ cosQre) = dnBE Co + :ZZCZ cosQrE)_ (7.35a)

Eci™(p) = §A2r+1 cos[@r +1)E] = dnﬁ{iﬂ Car41 COS[@r +1)&]_ (7.35b)
r=0 r=0 J

Esa™ (@) = f Borsg SIN[(2r +1)E] = dnsrf D r42 SIN[(2r + 1)&]] (7.35c)
r=0 r=0

EsZ™2(p) = f B, sin(@ré) = dnﬁlf Doy sin(ZrE)} (7.35d)
r=1 r=1

Les coefficients A B,, C et D s’obtiennent en portant chacune desiations 7.3%lans7.34h
Par exemple, pour les coefficients,;Ade I'équation 7.35a nous obtenons la relation de
récurrence suivante :

~HAg +(n-1)(n+2)k?A, =0
—— | ————
bg=0 co

1 ) 5 ) 1 ) ~ (7.36a)
E(n—2r+2)(n+2r—1)k Ao +[4r°(2-k )—H]A2r+E(n—2r—1)(n+2r+2)k Ay =0

aor b2r Cor

pourr=1,2,3, ... etaveld = 2h - k?n(n +1)

Les relations de récurrence pour les autres caoaitie sont données aafinexe E Dans la
pratique, on s’arréte a une itération maximale Ra@mettant que 4 -+ » est négligeable. Cette

hypothese est vérifiée car la série étant conveéegefim A, = 0. A titre d'illustration, pour

[N )
n=1273, les coefficients 4 sont pratiquement nuls & partir de r = 28"t2olonne de ldigure

7.73. Dans ce cas, llation 7.36apeut encore s’écrire sous la forme :

bo Co 0 0 0 0 AO AO

ao b2 Co 0 0 0 A2 A2

0 ay b4 Cy 0 0 A4 A4

0 0 dg b6 Ce Ag =H Ag (7.36b)
0 0 0 ayr-2 Pr-2 Cor-2 | A2R-2 A2r-2

0 0 0 0 aoRr bZR AZR AZR
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Ua est une matrice carrée de dimension R+1 don@aiRy1 valeurs de H et R+1 vecteurs A, qui
sont respectivement les valeurs propres et legwexpropres de la matrice,Uls s’obtiennent

avec la méme méthode que nous avons exposée potien(voiréquations 7.2b

Un autre probleme est de choisir la valeur derétién maximale R. Dans le principe, chacune
des valeurs propres H (infinies en nombre) doititervers une limite finie quand R augmente,
autrement dit, nous ne pouvons nous arréter gles sialeurs de h commencent a étre stables. A
titre d'illustration, lesfigures 7.7(1% colonne) nous montrent les huit premiéres valeler
pour n =127.3 Généralement, la stabilité de h dépend légéremenn : h commence a étre

stable a partirde R = 11 sim =0 et a partir de B8 sim = 7. Les valeurs de h sont telles que :

ad<al<al<. ,aM - +cosim - +oo
bt <b2 <bS<..,bM - +osim - +0

(7.36c)
ad<bl <a?<pd<..

at <b?<a<br<..

Mais le calcul montre que R dépend surtout de lawale n. Pour des raisons numériques, nous
avons étudié la dépendance de R en fonction del@ et D’apres les résultats représentés sur les

figures 7.10a et 7.10mous pouvons prendre une itération maximale IR tgie :

R>m++/n+20 (7.36d)

R détermine également la valeur maximale de m ques rpouvons prendre. Par raison de
commodité, nous représentons directement les fomgtde Lamé en fonction des variables
originales w et v. Nous vérifions bien que les foorts de Lamé périodiques ont exactement m

zéros danb <v < ffigures 7.7 £ colonne).

Quant aux fonctions de Lamé de période complexechamgement de variable est nécessaire

pour obtenir une fonction a valeur réelle (BateraaBrdelyi, 1955). En posant :
y-K'=i(y—K), c'esta direy'=i(y—-K -iK ") (7.37a)
et h'=n(n+1) - h (7.37b)
I’ équation 7.31ldevient :

d2H 2 9
— = n(n +)k'“sn“y'-h'H (7.37¢)
dy'
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L’ équation7.37cest encore une équation de Lamé dont nous vermuietdiller la résolution.

Elle nous permet d’'obtenir les fonctions de Lamérpiintervalle wg <w < b comme nous

voyons sur lesigures 7.7(3™ colonne). Toutefois, nous avons détecté une ifiséabumérique
sérieuse avec cette méthode si la valeur de n anigne¢ notamment au voisinage dg Wwa
figure 7.8anous illustre ce fait pour n = 382.6. Or, les fiimres de Lamé doivent étre bien

déterminées engypour pouvoir tenir compte des conditions aux l@sipar la suite.

Pour en essayer de trouver une solution, nous pamsode reprendre la méthode polynomiale
stable de Dobner et Ritter (Dobner et Ritter, 1988&que la méthode de Ince (Ince, 1940a) est
instable pour n(n+1) réel. En posart=snL dans leséquations 7.33elles ressemblent a

'expression polynomiale ordinairé.24b qui donne des résultats numériques instables.akt p
analogie avec la méthode stable dexpression 7.26nous proposons d’écrire les fonctions de

Lamé de la maniére suivante :

+00
EcAM(x)= > A, L-x%)" (7.38a)
r=0
+00
Ecam(x) =x > B, @-x?)" (7.38b)
r=0
+00
Es2M*(x) = ‘1—x2 > C -x?) (7.38¢)
r=0

Esﬁm+2(x)=x,/‘1—x2‘§Dr(1—x2)r (7.38d)
r=0

ol x =snt doncl-x2 =cn’u
Leséquations 7.31&t7.31bsont identiques et la variable u peut étre alensplacée soit pd,
soit pary. Autrement dit, les fonctions de Lamé de périogiedle et de période complexe sont

déterminées a partir d'une formule unique poys <w < etlpourb<v< 1 comme dans le

cas ou n est entier. De la méme maniére que préuedat, les coefficients AB;, C et D ainsi
gue les valeurs de h correspondantes s’obtienmeogant chacune dexjuations 7.38lans
7.31c En s’arrétant a une itération maximale R, c’edira en admettant que; &st négligeable
pour toutr>=R+1 (ce qui est toujours vrai comme nous observonsladigure 7.9h pme
colonne), nous obtenons une relation matriciellaye 7.25b ou 7.36h Pour A par exemple,
nous avons laelation 7.39a Nous donnons les expressions gedf et g pour chacun de ces

coefficients dans leableau 7.4 explicitement en fonction de r, de n(n+1) et chduoie k.
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do do 0 0 0 0 AO AO
fl dl 01 0 0 0 Al Al
0 f2 d2 o)) 0 0 A2 A2
0 0 f3 d3 03 A3 =h A3 (7.39a)
: : . S : 0 : :
0 0 0 fr-1 dr-1 9r-1 | AR-1 ARr-1
0 0 0 0 fr dgr AR AR
— —
Un A A
f. =[2(r-1)(2r —1) - n(n +1)]k?
A, d, = n(n+Dk? - 4r?(2k? -1)
gr = —-2(r +1)(2r +1)(1-k?2)
f, =[2r(2r +1) - n(n +1)]k>
B, d, = n(n+Dk? - @2r +1)% (2k? -1)
gr = —-2(r +1)(2r +)(1-k?2)
f. =[2r(2r —1) - n(n +1)]k?
C, d, = n(n+Dk? - @2r +1)% (2k? -1)
g =-2(r +1)(2r +3)(1-k?)
f, =[2(r +1)(2r +1) - n(n +1)]k?
D, d, = n(n+Dk? - @2r +2)2 (2k? -1)
gr = —2(r +1)(2r +3)(1-k?)
Tableau 7.4 :expressions de,fd, et g permettant de calculer les coefficients B, C, et D
a l'aide de la relation 7.39a.
Les résultats montrent que notre méthode est nguefrient stable danwg<w < (@omme

nous observons sur fagure 7.8h ™ colonne) méme si elle converge plus lentementuet g

nous devions donc prendre une itération maximagdurR élevée. Pour n = 382.6 par exemple, il

suffit de prendre R = 30 en utilisant la méthods siéries de Fouriefofmules 7.351% colonne

de lafigure 7.83 tandis qu'il faut prendre une valeur supérieuweégale a R = 70 avec notre
méthode formules 7.38 1°® colonne sur lesigures 7.8bet 7.9b). Les deux méthodes donnent

exactement les mémes valeurs de h ainsi que desrgsatentiques des fonctions de Lamé pour

les faibles valeurs de m. Avec notre méthode, Répend que de n et d’apréditgure 7.10¢ il

faut que :

R=02n+20

(7.39b)
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Coefficients A2r pourn=127.3

BT al¥ = 309.165537...+ . 7 Ec!w) Ecw)
1 1 40 1
0 w 0 Uﬁ 20 \ 0 M
-1 -1 0 R
12 12 12
(qg'? N=a)’=260569425..4 ., =6 Ec)w) Ec) )
6 1 ” 10 1
0 w 0 UA 5 \ 0 \/\/\j
% - 0 -1
e’ M= al0=224.415422..+ . =5 Ec"w) Ec.%w)
3 1 2 1
0 W ol u’\ 0 1 9
3 -1 0 -1
(gt h= a®= 200490024+ . m=4 Eciw) Ectv)
2 1 1 1
0 W 0 UA 0 / 0 \/\_}
2 -1 -1 R
6_ 5 5
cqg’? h=d= 1648900414 . =3 EcCiw) Ec’(v)
3 1 ﬂ 01 1
0 W 0 UV\ 0 J 0 \A
3 - 0.1 -1
(ot h= = 120098468...+ .. =2 c10° Eciw) Eciv)
2 1 A 1
0 . L_/—_.f\mw-mw«v\\wm 0 an 0 . \/
-2 L L L L L L L L L -1 L L L I I I L L L -5 L L L -1 L L L
gt = a? = 69.593280..+ ... m=1 1o Ecw) Ec2)
2 1 2 1
0 W 0 ﬂl[l‘v 0 \-\/ 0
2 -1 -2 R
NN S all = 14.353008..+ ... =0 <10° Ecltw) Eclv)
3 1 2 1
0 w 0 lf-\ 0 ,/\/ 0
-3 -1 -2 -1
0 10 20 30 40 50 60 70 60 90 100 O 10 20 30 40 50 60 70 60 90 100 W, b b 1
R r W v

Figure 7.7a :illustration des fonctions de Lanﬁcﬁm et des valeurs proprds= ay,

Coefficients A2M pourn=127.3

2m

BRI al®= 336965794+ . o7 Ec!%w) Ec/%w)
1 ﬂ 100 1

0 W 0 V[ 50 0 M
9 -1 0 R

NS a)®=283.647087...+ .. =6 Ec)*w) Ec ()
7 1 20 1
0 W 0 VA 10 \ 0 M
7 - 0 -1

h=a''=240414211..4 el el

<102 =q, = E m=5 c (w) Cn ]
4 1 4 1
ol w ot hv 2 \ 0
-4 -1 0 -1

(gt h= a’=212578451..+ . m=4 Eciw) Ecdv)
4 1 1 1
i a———_ ~
-4 -1 0 R

<10’ = al =184.369522..+ . =3 Ec/tw) Ec/(v)
2 1 05 1
0 w 0 {\Uﬂv R e St B \/\J
2 - 0.5 -1

(ot h= = 143.304652...+ .. =2 EcCW)
2 1 fl 1
1] . w 0 WA 0 . \/
-2 L L L L L L L L L -1 L L L I I I L L L -1 L L L

gt = a = 95483674+ ... m=1 Eclv)
1 1 ’l 1
0 w 0 l"\ 0 \_}
-1 -1 R

<10 h=a) =42524482..+ .. =0 Ec,(v)
2 1 2 1
0 W 0 “'fA 0 \/ 0
2 -1 -2 -1

0 10 20 30 40 50 60 70 60 90 100 O 10 20 30 40 50 60 70 60 90 100 W, b b 1

R r W v
m+1

Figure 7.7b :illustration des fonctions de Lanﬁcﬁ

et des valeurs proprels = ap,

2m+1
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Coefficients E2r+1 pourn = 127.3

107 h= b)%=336.956730..+ ... =7 Es)2w) Es %
9 1 J\ 100 1
0 w 0 vn\ 50 o \/\/V\
-9 -1 0 -1
't = b)® = 283.636924..4 .. m=6 Es, tw) Es )
7 1 A
0 w 0 l,*
-7 -1
g2 h=b) = 280716143, 4 m=5
5 1
1 0 S s _\ﬁv
-5 -1
10" h=b? = 203240266+ ... m=4
o Tl
0 ot
-2 -1
cp’? N=bl=16404624 m=3
2 1
R ﬂvnv
-2 -1
o1’ =80 =120.008795. 4 . m=2
1 1 Jl
Ot w o
-1 I I I I L L L L L -1 L L L L L L L L L
10" h=b?=69.693280 .+ . me=1
2 1 N
{E—
-2 -1
(ag’? N=b) = 14353008, 4 . m=0
4 1

-4 -1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90100 O 10 20 30 40 50 &0 70 80 90 100
R r w v

m+1 m+1

Figure 7.7c :illustration des fonctions de Lan@sﬁ et des valeurs proprels = br%

Coefficients E2r+2 pourn = 127.3

o™ = b = 366.934053. .+ ... o7 Es)%w) Es,fw
1 1 ﬂ 200 1
0 W 0 vn\ 100 0 W\A
-1 -1 0 -1
't = b)* = 309.164661...+ .. m=6 Es, “tw) Es“t)
5 1 ﬂ 40 1
0 w 0 f 20 0 M
-5 -1 0 -1
' = b7 = 260473388...+ ... m=5 Es)2(w) Es ’(v)
4 1 10 1
o W oLl 5 ot
-4 -1 0 -1
(17 = b10= 221015479+ ... m=4 Es)%w) Es, %)
4 1 2 1
0 w 0 J‘!{ 1 ’x 0 W
-4 -1 0 -1
<10’ = 5% = 184.869211..4 .. m=3 Esfw) Es)
4 1 04 1
0 w 0 ﬂ]{ﬁ 02 0 \A
-4 -1 0 -1
RIS BE = 143.309954. .+ ... m=2 EsBw) Esiw)
2 1 Jl 1
o} W 0 )UVA 0 [ \/\
-2 I I I I L L L L L -1 L L L L L L L L L -1 L L L
(gt = bl = 95.483689..+ ... me=1 10 Esiw) Esiw)
2 1 1 1
0 L———WWM\_«,- 0 NVA 0 /\ 0 \j
-2 -1 -1 -1
g’? N= bl=42524482.+ .. m=0 10" Es?w) Esiv)
3 1 2 1
0 w 0 ﬂi 0 M 0
-3 -1 2 -1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90100 © 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 W, b b 1
R r w v

m+2 b2m+2
n .

Figure 7.7d :illustration des fonctions de Lanﬁqf et des valeurs proprels =
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Coefficients A2r pour n = 382.6

ILE alt = 1152475401+ . 7 <107 Ec!w) Ecw)
9 1 5 1
9 -1 R
12 h=a'’ = 1008.893761...+ Ec'’v)
10 ! ; =6 !
7 1 1
0 T s T .
vy
7 - -1
10 10
cqp'? @)= 859813793, 4 =5 Ec.%w)
8 1 1
0 e W gwunl’l‘vﬁ 0 . .
-5 -1 -1
5. 3 3
(qg't N=a)=T05.854570. 4 . m=4 10" Eciw) Ectv)
1 1 2 1
0 w 0 0 WM,K/—\; 0 \N
-1 -1 -2 R
6_ 5 5
(g = =546.980083.. 4 . =3 10" EcCiw) Ec’(v)
2 1 ﬁ 5 1
1] w 0 wl"v 0 w o 0
2 - -5 -1
4 4 4
(qg't P=a)=383513250..+ . =2 cao Eciw) Eciv)
4 1 1
[ Y L«\.,__WW 0 ikl 0 W 0
-4 L L L L L L L L L -1 L L L I I I L L L -1 L L L -1 L L
2. 2 2
(qgtt P=a)=215.845016.4 . m=1 Ecw) Ec2)
3 1 n 1 1
0 W 0 WAU" 0 0
3 -1 -1 R
0_ 0 0
cqg! =@ =43543050..4 . =0 Ecltw) Eclv)
5 1 1 1
5 -1 -1 -1
0 10 20 30 40 50 60 70 60 90 100 O 10 20 30 40 50 60 70 60 90 100 W, b 1
R r W v

Figure 7.8a :illustration du probleme numérique damg <ws<

Coefficients Ar avec h = 382.6

eb utilisant les formules 7.35

14 _ 14 14
gqgt N=a) = 115247540104 . m=7 <107 Ec, "(w) Ec, ')
5 1
0 [ 0 W
-5 -1
R 12
«10° h= a-= 1008.893761..+ ... Ec:n (1]
2 1
-2 L L L L L L L L L -1 L n
10 2 10
%107 h= - = 859.913793..+ ... Ec:n )
6 1
0 [W 0 \/\A
-6 -1
8 3
%107 h= .= 705.854570...+ ... Ecn(v)
2 1
0 [W 0 \/V
-2 -1
N 6
«10"° h= a, = 546.980083..+ ... Ecn(v)
5 1
0 [WN 0
-5 -1
4 _ 4
%107 h= a,= 383.513280...+ ... Ecn(v)
1 1
0 [W 0
-1 -1
g 2
<10 h= a, = 215.645416...+ ... Ecn(v)
3 1
-3 -1
_ 0 0
cqo"" N=a; = 43543050 4 Ec (V)
3 ‘ 1
o L] 0
-3 -1 -2 -1
0 14 28 42 56 70 84 98 112126140 0 14 28 42 56 70 84 98 112126140 Wy b 1
R r w v

Figure 7.8b :stabilisation numérique dans, <ws< n utilisant lesormules 7.38
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Coefficients A2r pourn = 382.6

L a®' = 3897.633364 .+ . mz o7 10° Ecw) Eci)
1 1 4 1
0 W 0 \Jﬂvl"v 2 K'\ 0
-1 -1 0 -1
52 _ 52 52
(g =@ = 3690224494, . m=26 c10’ Ec>%w) Ec’tv)
8 1 1 tl 10 1
0 w 0 l 5 0
Al
-8 -1 V 0 -1
o' = a?0= 2491173020, .. =25 o Ec2"w) Ec2Cw)
6 1 4 1
0 w 0 4 ﬁy»«w«— 2 0
-6 -1 0 -1
_ 48 43 43
(1o N=a)” =3300.554997. .+ . =24 10" Ec!P(w) Eci¥)
1 1 ﬂ 10 1
0 w 0l— wﬁv 5 1]
-1 -1 0 -1
<10’ = a’®=3118.466206..+ .. m=23 10" Ec;Pew) Ec"tv)
C] 1 ﬂ 4 1
0 w 0 w/\/\w\ 2 1]
-9 -1 0 -1
_oad_ 44 44
1" N=at=2045.020203. 4 . =22 10° Eci(w) Ec)
4 1 10 1
0 . w 05— /\'V'Fluﬂv. 5 0
-4 I I I I L L L L L -1 L L L L L L L L L 0 L -1 L L
c1p™ = al? = 2780403898+ . m=21 10° Ec’2(w) Ec!’v)
5 1 fl 2 1
0 w 0 \M 1 0
-5 -1 0 -1
w10’ = 0= 2624.804079..+ .. m=20 10" Ec;ow) Ec )
5 1 4 1
0 w 0 /\Uhuh[ 2 0
-5 -1 0 -1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90100 © 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 W, b 1
R r w v

Figure 7.9a :illustration de la stabilité numérique damsv<

Coefficients AI’ avecn =3826

eh utilisant les formules 7.35

g = 54 54
<1 N=6, =3897.633354..+ .. m =27 <107 Ec"(w) Ec) ')
1 1 4 1
0 W 0 oo 2 \'\ 0 \/\AA A JJ
-1 -1 0 -1 A
_ 50 52 52
cqo? N=apT=3690224494 4 m =26 <107 Ec“(w) Ec¢ (v
2 1 10 1
P4 I O R B O 0 ‘ A . ‘ i
_ S0 50 50
cqg? M=, =3491.173020..+ .. m =25 107 Ec,"(w) Ec ()
4 1 4 1
, A — \ i
-4 -1 0 -1
_ A48 2 48 43
w1t N=d =3300.554997 .+ .. m =24 «10° Ec°(w) Ec ")
1 1 10 1
0 'W 0 ﬂW\jb— 5 0
-1 -1 0 -1
_ A0 46 46
cqg® N=d;=3118466206 + m=23 < 10° Ec;"(w) Ec."(v)
2 1 4 1
0 'W 0 «/\[W\p—’—— 2 0
-2 -1 0 -1
_ A 44 44
cqg? M=) =2945.020203..+ .. m =22 107 Ec"(w) Ec ')
5 1 10 1
0 ’W 0 N\W\/\,*— 5 0
-5 -1 0 -1
_ A2 42 42
w107 N=d,"=2760.402898. 4 ... m=21 <107 Ec, “(w) Ec,"(v)
1 1 2 1
0 ‘ 0 «W\fmfv— 1 o
-1 -1 0 -1
_ A0 40 40
cqg7 N=d; = 2624804079+ m =20 «10° Ec_"w) Ec."(v)
2 1 4 1
0 W 0 ,AW\/»— 2 0
-2 ’ - 0 -1
0 14 28 42 56 70 84 98112126140 0O 14 28 42 56 70 84 98 112126140 w, b 1
R T w v

Figure 7.9b :illustration du probléme numérique dahsv< eh utilisant lesormules 7.38
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a) R(m=0) en fonction de n c) R en fonction de n

180

T T
+ R observé

R=02n+20

5 +  R(m=0) observé ||

R(m=0) = vn+ 20

1]
0 100 200 300 400 500 600 700 800
n

b) R en fonction de m

+ R observé
R =m + R{m=0) b

0 L L L L I L I L I I I I L I I I

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 100 200 300 400 500 600 700 800
m n

Figure 7.10 :valeurs de R a prendre dans la relation 7.36b tdisant la méthode des séries de Fourier :
a) et b), et dans la relation 7.39a en utilisantié@thode polynomiale stable : c).

Par contre, pour les valeurs de m plus élevéese moéthode présente une anomalie importante
dans b<v < 1 notamment au voisinage de v = figyres 7.9aet 7.9bH. Nous pouvons en

conclure que notre méthode est fiable dans< w < c’elst a dire pour calculer les fonctions de

Lamé de période complexe tandis que la méthodeséaes de Fourier est meilleure dans

b<v <1 cestadire pour le calcul des fonctions de Lala@ériode réelle.

Maintenant, nous sommes en mesure de déterminérieBons de Lamé pour n’importe quelle
valeur de n et de m. Mais pour tenir compte deditions aux limites imposées dans les
problemes6.6 et 6.7, nous devons encore rechercher les valeyrstmy de n qui annulent
respectivement les fonctions de Lamé et ses dériméev = w.

7.2.3- Recherche des racinesg; et n’q

Pour m fixé, les fonctions de Lamé ont une allypenbolique dansvg <w < Ipour de petites

valeurs de n. Mais au-dela d’'un certain seuil,seieesentent des ondulations. Dans ce cas, elles

peuvent s’annuler ew =w. Nous devons utiliser des méthodes numériques géterminer les

valeurs g de n qui annulent les fonctions de Lamé et/oulgeisées en w = w Et pour pouvoir
contrller les résultats, nous avons considéré dettkodes : une premiere méthode qui est une
combinaison de la bissection, de la sécante etiterpolation quadratique inverse puis une
deuxieme méthode basée sur l'interpolation pargbeli Les algorithmes correspondants sont
détaillés dans Brent (Brent, 1973) et Forsythal efForsythe eal., 1976) respectivement et sont

utilisés par les fonctionéninbnd et fzero de la bibliothéque ‘optimisation’ de Matlab pouar |
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recherche des minima et/ou des zéros d’'une foncG@hracune de ces deux fonctions a besoin
d’'une valeur approchée de la solution a rechershalle existe, autrement dit nous devons
d’abord mettre en évidence l'existence des racimgesNous pouvons en observer quelques

exemples sur leBgures 7.7et 7.8 précédentes : la valeur=127 &t une valeur approchée

pour Ecﬁ(w) et aussi pouEsﬁ (w Xfigure 7.7¢ ™ colonne, m = 1) ; la valeun=382 6t

une valeur approchée polint:?1 (w ed Ec}f‘(w) (figure 7.8h ™ colonne, m = 4 et m = 7). Pour
déterminer systématiquement la valeur approchéeeddolution, nous proposons la méthode
suivante : sachant qu'une fonction de Lamé estriodtée a une constante prés, nous

considéerons sa valeur absolue wrw( afin d’éviter toute ambiguité sur son signe. Fhoss
divisons cette valeur absolue par la valeur mavendal la fonction dans l'intervalleg <w < b

de telle sorte qu’elle soit comprise entre 0 etolirpn’importe quelle valeur de n. Alors, si n
correspond a une valeur approchée glelanfonction ainsi obtenue devrait présenter umtpo
anguleux correspondant a un minimum proche de to&itoen ayant une allure ‘réguliére’. Plus

précisément, pour les quatre types de fonctionsateé, nous considérons les fonctions de test

suivantes :
Eca™ (o)
Ec2™ (n) = ‘ " Zm‘ (7.40a)
max |Ecp (W)‘
Wosw<b
EC2m+l(WO)
EC™(n) = = - J (7.40b)
0 max |Ec;™ (W)‘
wosw<b
Esﬁvmﬂ(n): ‘ " +1‘ (7.40c)
0 max |Es2™ (W)‘
wosw<b
ESS™2(wg)
ESS™2(n) = ‘ ‘ (7.40d)
0 max Esﬁm+2(w)‘
Wosw<b

Les résultats de cette démarche sont représentdsssiigures 7.11 Nous y voyons que les
racines g sont dénombrables, leurs nombres décroissentadé 6 m varie de 0 a 31 et il n'est
plus possible, pour des raisons numeériques, dedraucune racine a partir de m = 32, bien que
les racines, en théorie, constituent un ensembiei idénombrable. Connaissant les valeurs
approchées degnnous pouvons déterminer les vraies valeurs qooretantes a l'aide des deux
méthodes numériques précédentes. Le calcul moniee aps deux méthodes conduisent

pratiquement aux mémes résultats et les racinesnt estimées a 10pres.
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Figure 7.11 :mise en évidence des racinggnnulant les fonctions de Lamé &= w .
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Figure 7.12 :illustration de la vérification de I'exactitude sieacines gpour m = 0.

Examinons maintenant l'allure de chaque fonctionLdmé pour chaque valeur dg tnouvée.
Ceci nous permet de vérifier I'exactitude de cesnes et également de comprendre pourquoi
elles existent, numériquement, uniqguement dansirdesralles de n et de m bien déterminés.

Considérons le cas oo = :@ous pouvons calculer 6 racingspour chaque type de fonctions

(figures 7.12. D’apres les résultats présentés sdigare 7.12 les fonctions de Lamé s’annulent
bien enw =wg. Si n est inférieure a la premiére racimg les fonctions de Lameé ont une allure
hyperbolique et ne coupent jamais I'axe des absgidans l'intervallewy <w < bPuis elles
commencent a couper I'axe des abscisses pour taignes fois enw =wg a partir den =n;.
Ensuite, elles continuent a avoir une allure siidede si la valeur de n augmente et a partir de
n=n, elles ont exactement q zéros damg <w < . Efin, si n est supérieure a la derniere
racine ng, elles reprennent une allure hyperbolique et'aensilent plus erw =wg. Le calcul

montre que les amplitudes des fonctions de Laméndient rapidement dans lintervalle

Wg <w <b pour les valeurs de n ou de m trés élevées conmuug Ifobservons sur ligure

7.12,donc les racines sont calculables avec notreittigoe uniquement dans des intervalles de n

et de m bien déterminés. Au total, il y a 143, 1837, 137 racinesgyrcalculables pochﬁm :

Ec2M™* g™ E2M*2 respectivement.
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Rappelons que les racineg sont nécessaires pour déterminer le potentiefians le probleme
6.6. Quant au problemé.7, sachant que les conditions aux limites ont étposBes sur les
dérivées du potentiel, nous avons besoin égaledetéterminer les valeurs de n qui annulent

les dérivées des fonctions de Laméverr wq. Dans ledormules 7.3%t7.38 les fonctions de

) . . : L
Lamé sont données en fonction des varlab&esz—arw' (avec srny'=cost ) et x =sry

respectivement. Les dérivées par rapport a w (ougpgoort a v en remplacant w par v) peuvent

étre classiguement obtenues connaissamelagsons 7.41suivantes :

dé¢ _  dny w

= - = 7.41a
dw  kZeny'sny  lk2-w2y1-w? ( :
dx__dvy ___ W (7.41b)

dw szW_ kvl-w?

Pour bien distinguer les différentes types de eimotonsn’, les valeurs de n qui annulent les
dérivées des fonctions de Lameé er= w. En suivant la méme procédure que précédemment,
nous proposons aussi de déterminer les valeurocipes des racings, mais en considérant

les dérivées des fonctions de Lamé, c’est a daéolections de test suivantes :

dECZ™
% )= (7.42a)
dw dECZ™
max |———(w)
wosw<b dw
dEcﬁm"'l
dchvmﬂ T(Wo)
° _(n)= (7.42b)
o aw )
0_
dE%m"'l
v (n)= com (7.42c)
wnl?vx<b dw (W)‘
O_
dE%m+2
CIES5vm+2 v (Wo)
O _(n)= (7.42d)
dW E%m+2
wnlzviv)ib dw W)
0_
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Cependant, le calcul montre qu’en limitant les uedeabsolues des dérivées wr=w( entre 0

et 1, les valeurs obtenues sont beaucoup plusilll est donc plus commode de représenter

leurs logarithmes. Dans ce cas, elles sont géméeaiecomprises entre 0 et4 (entrelO_4 etl

a I'échelle linéaire) et une valeur approchéendg correspondra a un point anguleux et a une
valeur plus petite que 1 (inférieure & 10).

Les résultats représentés sur figsires 7.13nous montrent que les racineg sbnt également
dénombrables. Il n'est plus possible de trouveuaaaacine a partir de m = 35. Au total, il y a

171, 167, 154, 154 racinesyncalculables pour les dérivées 2™, Ec2M*!, E2M*T
Es2M*2 respectivement.

Avec une bonne approximation, les racing®iny sont des fonctions linéaires de m. Mais les

coefficients correspondants dépendent aussi du mumé Ainsi, leurs valeurs approchées

s'écrivent :
Ny (M) =pom+Bo
{nq(m) =(u-g)m+ag+p (7.43a)
n'g (M) =p'om+pYy
{n'q (m) =(u-gm+a'q+p (7.43b)

Les valeurs numériques des différents parametres grelations 7.43sont données dans le

0

tableau 7.5Elles sont valables sauf poe(EIETC” (m =0 sur ldfigure 7.133 ou n'y =56.2q + 36.

Les valeurs dep etl'o sont voisines I'une de l'autre et il en est de re@uourp et’, ou a et
a’. Donc, les pentes par rapport a m et a q sordque identiques poug, @t niy. Par contre, les

valeurs deg3p etf3’o, ou3 et}’ sont trés difféerentes et constituent ainsi langeadifférence entre

Ny et Ny,
Parametres , 1 1 , ’
Fonctions Ho Bo H a B Ko B'o M o} B
m
Ecﬁm et% 225| 322 248 59.2 -46p 217 116 250 60.1 -84.3
W

dEcﬁm'HL
et—n 225| 43.6| 248 58. -34y) 21)7 218 250 5¢Y.8 -60.0

Ec2m*
dw

dE%m‘Fl
et—™n 22.0| 525 240 593 -17p3 215 267 240 584 -43.6

Es2m*l
dw

dEim+2 i
et—n 22.0| 63.1| 24.0 58.9 -7.1 215 37(1 240 579 -32.7

Es2m*2 i

Tableau 7.5 wvaleurs numériques des différents paramétres temnelations 7.43.
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Figure 7.13 :racines ny annulant les dérivées des fonctions de Lame erwy, .



Chapitre 7. Proposition d’'un nouveau formalisme 223

Connaissant les différentes solutions de I'équati®.aplace ainsi que les racingsehny, nous
sommes désormais en mesure de déterminer les sixpresies potentiels Vet V, pour les
problemes$.6 et6.7.

7.2.4- Expressions des potentiels;\ét V,

Par analogie avec les harmoniques sphériques @iaceute produitEP (w)EP (v)est appelé

harmonique conique elliptique de surface,Ef) désigne une fonction de Lamé quelconque. Ces
harmoniques coniques elliptiques forment une baseogonale de I'espace normé des
fonctions de carré intégrable muni du produit soalasuel (Hobson, 1931), la normalisation
correspondante se trouve arlhexe F Les potentiels Y et V, peuvent s'écrire comme leur

combinaison linéaire.

a) Potentiel V4

Rappelons que les conditions aux limites ont é{gosres sur les surfaces sphérigigset Q,,

. . 1 .pn .
dans le potentiel ¥ Les valeurs du degré n sont de la formen, = —§+|p€ ou p est un

. b .
entier naturel e6=In— (relations 6.20.
a

Pour le problemé.6, les dérivees s’annulent sur les surfaces limged, R)(a) = R'y(b) = 0.

Ry(r) est donnée par farmule 6.21p étant positif ou nul et le potentiel ¥écrit :

Pmax M max 2 2 2 +1 2 +l
Vy(r,v,w)=a E [Amep(r JEC.™ (W)ECZ™ (V) + Bp'Rp (r)Ec ™ (w)EC (V) +
—~ = p p p p
p=0 m=0 (7.44a)

Cg‘ Rp(r )Esﬁ’r)nﬂ(w )Esﬁ;nﬂ(v) +D 81 Rp(r )Esﬁ;mz (w )Esﬁ:”Z (v)}

Pour le probleme6.7, les fonctions elles-méme s’annulent sur les sedalimites, soit

Rp(@) =Rp(0) =0. Ry(r) est donnée par léormule 6.23 p étant strictement positif, et le

potentiel | s’écrit :

Pmax M max

— m 2m 2m m 2m+1 2m+1
Vy(r,v,w) _aZ Z [Ap Rp(r)Ecnp (w)Ecnp (v)+Byp Rp(r)Ecnp (w)Ecnp (v) +
p=1 m=0 (7.44b)

Cg]R . (r )Esﬁmﬂ(w )Esﬁmﬂ(v) +D g R o (r )Esﬁm+2 (W )Esﬁm+2 (V)}
P P P P
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Les coefficients de Gausé[)“, B[,n, C[)“ et D[,n sont a déterminer. Les valeurs de,fet de

Mmax @ prendre dépendent de I'énergie magnétique @&ssa@cichaque ordre m ainsi que de la
distribution géographique et du nombre des donrdisponibles. Nous en parlerons au

paragraphe suivant.

b) Potentiel V,

Sachant que les conditions aux limites ont été sépse sur la surface conique elliptique latérale

Qay, dans le potentiel ¥ les valeurs du degré n sont celles qui annuentdnctions de Lamé

ou leurs dérivées engw autrement dit, elles sont les racingsom nj. La fonction radiale

correspondante prendflarme 6.16a

Dans le problemé.6, les fonctions de Lameé s’annulent = w et le potentiel Y s’écrit :

M Q(m)[

Vo(r,vwy=a)' > | Al

m=0g=1 |

M Q(m)[
ay Y |Big
m=0g=1 |_

{0
;
M Q(m)[ (
(

r Ec2m 2m
+AeoI (Ej nq (w )Ecnq (v) +

J Ecﬁmﬂ(w JECC™ A (v) +
q q
- (7.45a)

ay > |Ci

m=0g=1 | d d

M Q(m)[
ay Y |Dig
m=0qg=0 |_

Dans le problem®.7, les dérivées des fonctions de Lameé s’annulentvenw et le potentiel

V5 S’écrit :

M Q(m)[
Vo(r,vw)=ad)' > | Aig

m=0g=1 |

+1 n'g
( j +Aeg Lj Ec2™ (w)ECA™ (v) +
a q q
M Q(m)[ N
DWALHE
m=0g=1 |_

M Q(m)[
az z Cig'
m=0g=1 |
M Q(m)[ N
az Z Dian(—J +Deg’

m=0qg=0 |_

Ecﬁ.’;”l(w )Ecﬁ.r:ﬂ(v) +
- (7.45b)

Es?M (w )ESZ™ (v) +
Nq Mq

j ! ]Esﬁ.r: (w )Esf].':; (v)

ou Q(m) désigne le nombre de racingson ny correspondant a une valeur de m donnée et a

chaque type de fonctions de Lamé.
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Nous écrivons quatre fois les sommations par ra@pos racines yiet ny pour bien indiquer que

chaque type de fonctions a ses propres valeurg elenfy. Les coefficients de Gausé!s'an, Aean,

Big'. Bej', Cig, Cey ,Dig et Deg' sont & déterminer. M désigne la valeur maxirdelen a

prendre. Sa valeur dépend également de I'énerggnétigue associée a chaque ordre m ainsi
qgue du nombre des données disponibles. Connaiesaekpressions de;\ét V,, nous sommes
en mesure d’étudier les aspects numériques de notreeau formalisme ainsi que le probleme

inverse correspondant.

7.3- Considérations numeriques et probleme inverse

Cette derniere étape de notre travail consistdientger numériquement les différents parametres
de notre formalisme, a éviter préalablement ledicdifés numériques que nous pourrons
rencontrer et a évaluer l'erreur relative au profdeinverse correspondant a chacun des

problemes6.6 et 6.7. Autrement dit, elle est indispensable pour examia validité de notre

. , R o b
formalisme. Le plus grand souci concerne surtowmalaur du parametre géometriq&e= In—
a

qui tend vers 0 9b = a, c’est a dire dans le cas ou I'on ne dispose ggeddnnées au sol. Avant

d’entamer le probléme inverse proprement dit, rdewons d’abord examiner I'aspect numérique
du calcul des coordonnées coniques elliptiques w ainsi que celui des fonctions pour une
valeur de S gquelconque. Notre expérience montrelguermalisme est numériquement trés

sensible. A titre d'illustration, considérons lesi$ cas suivants :

- avecr = 6372.172km ¢ = 46° 55’ 00” 0=111° 47 00"
nous obtenons v = 0.99855595130394 w = 0.983E6443

1.0000000000000 0.0000000000006 -0.000000000001
et T =| 0.0000000000000 - 0.9552092888554-0.2959311203760
-0.0000000000019 0.29593119203760 - 0.955209288855

- avecr = 6371.214km ¢ = 46° 46’ 00" 6 = 106° 27’ 00"
nous obtenons v =0.99936765003087 w = 0.9933%78207

1.0000000000000 0.0000000000017 -0.000000000004
et T =| -0.0000000000004 0.9633696831184 0.2681770837011
0.0000000000050 -0.2681770837011 0.9633696331184

- avecr = 6372.603km ¢ = 46° 46’ 30” 0 =110° 33’ 58"
nous obtenons v =0.0.99942214314822 w = @2835761625

1.0000000000000 0.0000000000035 -0.000000000020
et T =| -0.0000000000018-0.9685539248613-0.2488037@27302
-0.0000000000210 0.2488037827302 - 0.968553924861
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D’aprés I'exemple ci-dessus, pour pouvoir biené#hcier les valeurs de v et de w pour deux
stations distinctes, il faut prendre au moins coigffres aprés virgule, soit une preécision
minimale de I'ordre de I8. En outre, sachant que les quatre élémentsTTs, To1 et Ts; de la
matrice T sont théoriquement nufelétions 7.1, nous devons négliger les trés faibles valeurs
inférieures & 102 en valeurs absolues dans notre formalisme. P@ur &aminer encore son
aspect numérique, nous allons faire appel aux roroes différentes fonctions utilisées.
Rappelons que I'objectif principal de la normalisatdes fonctions est d'éviter les valeurs
numeriques tres élevées ou tres faibles. Nous sligae si nous sommes capables de calculer
numeériguement les normes, ceci implique que noumnswu calculer les fonctions sans
probléme. Et inversement, une difficulté sur lecahldes fonctions se traduit par une difficulté
sur le calcul des normes. De ce fait, nous allaie fune étude préliminaire fondée sur les
normes des différentes fonctions utilisées. Ceasmermet de prévoir des éventuelles difficultés
numeériques d’'une part, et d’optimiser le calcul dé&rents parametres de notre formalisme

d’autre part.

7.3.1- Etude préliminaire

Afin de bien exposer notre démarche, nous alloasnéxer successivement les fonctions radiales
dans le potentiel ¥ les fonctions de Lamé dans le potentig) s fonctions de Lamé dans le
potentiel | et les fonctions radiales dans le potentiglBt pour faciliter notre étude, nous allons

introduire le parameétre z qui n’est autre queitiadke maximale exprimée en km, soit :

b=a+z (7.46)

a) Fonctions radiales dans le potentiel ¥V

Leurs normes sont bien définies analytiguememnéxe F. Cependant, nous allons encore
vérifier leurs amplitudes dans le cas ou z ser@# §irand ou z est trés petit. Les deux cas limites
a examiner sont le cas correspondant a l'altitud&imale des satellites (z = 500km environ) et
le cas correspondant a l'altitude maximale des desrau sol (z = 2km environ). Les résultats

montrent que I'amplitude des fonctiorﬁsp(r) augmente si z diminue. Cette augmentation n’est

pas trés grande. Pour le problef6, I'amplitude maximale est de 'ordre de 6 pour 5G9Okm
tandis qu’elle est de 'ordre de 80 pour z = 2kmnanB les deux cas, nous vérifions bien que les
dérivées des fonctions radiales s’annulent toujemrs = a etr = b et que les fonctions ont p
zéros dans lintervallea] b] (figure 7.14. Nous avons également les mémes variations

d’amplitude pour le problem@.7. Pour ce dernier, les fonctior®,(r) s'annulent toujours en

=aetr =b et elles ont p+1 zéros dans l'intervalée ] (figure 7.15. Ceci nous montre que la

valeur de z n'apporte aucun souci sur les fonctradgales du potentiel vV
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a) avec Z = 500km
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Figure 7.14 :vérification numérique des fonctions radiales denpotentiel Y du probléme 6.6.
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Figure 7.15 :vérification numérique des fonctions radiales denpotentiel Y du probléme 6.7.
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b) Fonctions de Lamé dans le potentiel ¥

Nous connaissons aussi les expressions analytigfietu carré de leurs normeanpiexe F. Le

calcul montre que les valeurs correspondantes est faibles. Nous proposons alors de
normaliser les fonctions en les multipliant pacdéefficient défini par :

rP=— (7.47a)

Les fonctions normalisées sont données par
ER(VER (W) =TFER (V)ER (W) (7.47b)

Examinonsl? pour n quelconque allant de 0 & 650 et pour nmtatla 0 & 31 (valeur maximale

tolérable pour le calcul des racineg dans le potentiel 3. Le calcul montre qud ) varie

généralement entre Toet 1G°. Il est alors plus commode de représenter sonitbgee décimal

log(F) comme nous observons sur kgures 7.16 Pour une valeur de m donnée, 16§
augmente trés rapidement en fonction de n. Ceajjugfie les amplitudes des fonctions de Lamé
diminuent trés rapidement si n augmente. Sachamiegivaleurs inférieures a tben valeurs
absolues sont pratiquement négligeables, les fumctile Lamé non normalisées ne seront pas
utilisables numériquement. Nous observons égaleenizones ou les courbes représentatives

de log("P) sont régulieres et des autres zones ou elleemqe¥d des petites irrégularités,

notamment pour les valeurs élevées de m et de motke avis, ces irrégularités sont

probablement liées a des difficultés liées a |l@mdination des fonctions de Lamé. Pour vérifier

cette hypothése, nous avons représenté les foaaii@morme Iog'(rﬁ’ ) pour les racinesgnlLes
q

résultats représentés sur fegures 7.17nous montrent que les courbes ont généralement une
allure réguliere sauf pour les valeurs de m supgggea 24. Tout se passe comme Si hous avions
sélectionné les zones sur liggures 7.16ou les courbes sont régulieres. Nous avons aessi |
meémes résultats pour les racineg Nous en déduisons que les conditions aux liniitgwsées

sur les fonctions de Lamé dans le potentiglpérmettent également d’éviter les éventuelles

difficultés dans leur calcul.

c) Fonctions de Lamé dans le potentiel
Nous n’avons pas encore examiné jusqu’ici le casm(oal)<-1/4 c'est-a-dire les fonctions de

Lamé dans le potentielVn etant de la forme, :_%Hp?n. Pour faciliter notre étude, nous

allons poser :
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_pn
u= 7.48a
S ( )
1 .
et n,= _EHU (7.48b)

L’allure des courbes représentatives des carrés ndeses rrﬁ’ en fonction de la partie

u
imaginaire u va nous permettre de détecter lesixalde u ou de m pour lesquelles des difficultés
numérigues se manifestent. Les résultats représsatdedigures 7.18nous montrent que seules
les courbes correspondant a m < 20 comportent ange préguliere. Contrairement au cas

n(n+1)>1/4, rr'? décroit rapidement si u augmente, ce qui fait bpgefonctions de Lamé
u

croissent rapidement. Pour une valeur de m dordeseirrégularités commencent a apparaitre a
partir d’'une certaine valeur de u que nous allantemuy,.x. Donc les valeurs de m >= 20 et les
valeurs de u>i sont a éviter. D’apres ldgjures7.18 unax €St une fonction décroissante de m :
Umax = 700 et wax = 400 respectivement pour m = 0 et m = 10. En¢ast la partie imaginaire u

doit étre inférieure ay:

u= p—sﬂ < Umax (7.49a)

a) Ec2™ by Ec2™"! o EsZ dyEsZ™2
20
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Figure 7.16 :normelog(Fr']o ) des fonctions de Lamé pour n allant de 0 a 650.



230

Troisieme partie

2m
a) Ecnq

2m+1

2m+2

b) B2 o Es? ) Es?
20 20 e 20 = 20 e
18} 18} 18} 18}
m=0 m=0
16} 16} 16} . 16 m=1
e
m=0 m=0
=1
m=2 "
14 m=1 14+ m=1 14 14 m=3
m=2
m=2
L m=3
12 mea

)

L)

'S

~

ol

10} S 1
m=6
m=7
m=8
L m=9 1
3
, =20
AUEP ]
m=28

=)

/

@
330

L)

'S

~

m=
m=5
m=é
m=7
=8

.

m ==2é

ITY
e
=289

o

'S

\\\I’\?\ Eh

e

i

=

~ - ® @ S N
\3
\33 S
33u$'.|->
2Nt e
I
©
fiE] h h h . . .

-8 L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700

n

q

-8 L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700

n
q

-8 L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700

n
q

-8 L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700

n
q

Figure 7.17 :normelog(]“r? ) des fonctions de Lamé pour les racings n
q

. a+z . .
En écrivant S sous la fornfe=In——, larelation 7.49adevient :

PT1t

a!mx 1)<z

a

(7.49D)

La relation 7.49bnous donne une idée sur les valeurs p a prendreration de ['altitude

maximale z. Pour cela, posons :

Pt

Up =ae"™ -1)

(7.49¢c)

Ainsi en représentant la fonction, @n fonction de p, nous pouvons prendre les valderp telles que

Up<z. U, est exprimé en km tout comme z. La courbe reptatea de |J avec .= 700 est représentée

sur lafigure 7.19 D’apres cette figure, avec z = 500km, nous poaymendre des valeurs de p inférieures

ou égales a 16 (B = 16) et avec z = 2km, nous ne pouvons prendrdajualeur p = 0 (R = 0). La

variation de |J en fonction de p est quasi-linéaire et nous aapmsoximativement :

(7.49d)
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u

Figure 7.18 :normelog(]ﬂr']3 ) des fonctions de Lamé poufm+1)<-1/4.

z = 500km

z = 2km
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Figure 7.19 :variation de |} en fonction de p.
Seules les valeurs de p telles qygzJsont a prendre dans le potential V
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La relation 7.49dsignifie qu’on peut ou qu’il faut ajouter une valade p dans le potentiel;\a
chaque distance de 30km en altitude. Le fait dpmesoir prendre que la seule valeur p=0 si
z<30km nous conduit a nous poser les questionsasi@s : pourquoi ne peut-on prendre que
cette seule valeur p = 0 ? Que se passera-tdil prend encore p = 1 avec z = 2km par exemple ?
Pour essayer de répondre a ces questions, exantiaure des fonctions de Lamé pour z = 2km
et avec p = 0 et p = 1, c’est a dire avgc=n-0.5 et B = -0.5+ 10009.428271i. Les courbes
correspondantes sont représentées suigeses 7.20 La figure 7.20anous montre que l'allure
des courbes est tout a fait normale avec np.=Par contre, avec n =,nles fonctions sont
pratiguement nulles sauf pour les valeurs de vivessde b et les valeurs de w voisines gelve
plus, les fonctions de Lamé tendent pratiquemert Nafini en w = wp. Remarquons que nous
n'avons détecté aucune anomalie lors du calculfalestions de Lamé avec n 5;rtoutes les
valeurs propres sont réelles et les fonctions @ bine allure hyperbolique dans lintervalle
[wo,b]. Ce qui fait qu’il n'est pas nécessaire de adrer les valeurs de p supérieures a 0 pour
z=2km et que si nous ne respectons pasofadition 7.49¢d nous introduisons inutilement des

difficultés numériques ainsi que des effets de mybrtants dans notre formalisme.

14 14 14 14
E::nn (w) E::nn ) o ‘IUEA Et:n1 (w) Ecm )
0 1 0 1
-400 L L L -1 L L L -4 L L L -1 L
12 12 12 12
Ec:ﬂU (w) Ec:ﬂU (V) % 10% Et:'11 (w) Et:ﬂ1 [\]
200 1 2 1
100 f o\/\/ Dy 1 UNL_.
0 . ; 1 . . 0 1 . .
10 10 10 10
EcﬂU (W) EcﬂU W) % 10% Ec'11 (w) Ecﬂ1 W)
0 1 0 1
50 0 -2 0
-4
100 1 1 :
g g 3 g
Ecntgw) Ecntgv) % 10% Ecm(w) Ecn1(v)
40 1 2 1
20 \ 0 \/ 1 0 L
0 L I T _1 L L L 0 _1 L
G G 6 G
Ecn[SW) EanSV) w107 Ecnﬂ(w) Ecm(v)
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5 / 0 -2 0
-10 -1 -4 -1
4 4 4 4
Ecnn(w) Ecnn(v) . 1055 Ecm(w) Ecm(v)
4 1 10 1
2 \ 0 5 0
0 -1 0 -1
2 2 2 2
Ecnn(w) Ecnn(v) . 1054 Ecm(w) Ecm(v)
0 1 0 1
AL — 0 0 L
-2 1 -10 1
0 0 0 0
Ecnn(w) Ecnn(v) . 1052 Ecm(w) Ecm(v)
2 1 4 1
1 0 2 0
0 1 0 1
w, b b 1 W, b b 1
w v w v
a) avec =-0.5 b) avec;r=-0.5+10009.428271i

Figure 7.20 :allure des fonctions de Lamé pour n(n+1)<-1/4 etipz = 2km.
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Nous en déduisons également que si z est trés gmatirapport aa, le volume se réduit
pratiguement en une surface et la contribution atengiel V4 est négligeable. Dans ce cas, notre
formalisme est comparable a celui des Harmoniqua®i®&jues sur Calotte de Haines. Par
contre, si z est relativement grand, il faut coésed un domaine volumique, la contribution du
potentiel \, devient plus importante et il faut ajouter deseuad de p selon leelation 7.49d
D’ou la nécessité de corriger le formalisme de HairDans ce cas, notre formalisme ressemble a

celui d’Erwan Thébault.

d) Fonctions radiales dans le potentiel ¥

)n+1

Les fonctions radiales internéa/r et externedr/a)” sont bien connues en géomagnétisme,

notamment en modélisation globale. Cependant, reuens un souci d’ordre numérique
concernant ces fonctions en modélisation régiorgledans notre formalisme en particulier.
Sachant que nous aurons un systeme de plusieuaidgtgia plusieurs inconnues a résoudre dans
le probléme inverse, nous devons impérativemerteles valeurs tres petites (inférieures a
102 en valeurs absolues) ou les valeurs trés grarsigséifeures a 18 en valeurs absolues)
pour que le déterminant ne soit pas nul ou infitémarquons que pour notre machine, les
nombres inférieurs & I8* en valeurs absolues sont considérés comme éttntamdlis que les

nombres supérieurs a'f% en valeurs absolues sont considérés comme étaunt &g'infini.

Rappelons qu’en modélisation globale, les valeugsndsont relativement faibles et sont
généralement inférieures a 70. Par exemple, laiwvah@ximale de n est 65 dans le modele CM4
(équations 2.b Par contre, en modélisation régionale, les valede n a prendre sont
généralement supérieures a 100 (racinestmy sur lesfigures 7.11et 7.13. Dans ce cas, les
fonctions radiales peuvent tendrent rapidementv&g zéro soit vers l'infini, notamment dans le
cas our>>a. A titre d’illustration, pour n = 400 et= a+2km, les fonctions internes et externes
valent respectivement 0.881738 et 1.133766. Patrescopour n = 400 et = at+500km, elles
valent respectivement 6.96x10et 1.33x10". D’un coté, ces valeurs trés différentes peuvent s
compenser dans le calcul, leur produit peut doonemombre aisément manipulable et c’est une
des raisons pour lesquelles il faut considérer kamément les deux fonctions internes et
externes. Mais d’un autre coté, cette compensatomerique n’est pas toujours sdre, tout dépend
de la matrice des fonctions a inverser, c'est-@-dir nombre et de la répartition des données a
I'intérieur du domaine. Afin d'éviter toute ambig@irelative a ces fonctions radiales, nous
proposons de considérer uniquement les valeurspinles quelles les fonctions internes sont

supérieures &R, = 102 Dans ce cas, il faut que :
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a n+l
>R 7.50a
(a+ ZJ min ( )

Sachant que logR.<0 etlog% <0, larelation 7.50apeut s’écrire encore sous la forme :
a+z

<199Rmin _; (7.50b)
log

atz

Larelation 7.50bnous donne la valeur maximale de n a prendrermstifon de la valeur de z. Par
exemple : pour z = 2km, n< 88034 c'est-a-dire muussons prendre toutes les racingghny,.

Par contre, avec z = 500km, n< 365. Dans ce céam,tilsélectionner les racines dont les valeurs
sont inférieures a fx = 365 et il sera plus commode d’écrire le poténtig sous les formes

7.51aet7.52brespectivement pour les problénte§et6.7.

n,+1 n
.m(a) ry
Vo (r,v,w)=a z Alg](?j +Aean(aJ Ecﬁm (W)Ecﬁm(v)+
Ng (M)<Npax . ‘ ’
a BiM[ 2 nq+1+Bern )™ EcC™L(w)ECC™ (v) +
z al, 9| 5 Ng (w) ng (v)
Ng(M)<Nmax L J
a e N (7.51a)
a cim 2 nq+1+Cem Ak E2™ L (w ESZ™ L (v) +
Z al, 9| 5 n (w)E n (v)
Ng(M)<Nmax L - ‘ ’
i n,+1 n
mfa) m( )% |-2m 2m
a > Dig (? +Dej (Ej Ean (w )Ean (v)
nq(m)<Nmax_
r n',+1 ng |
Vo(rvw)=a > Aig‘(ﬂj +Ae iJ Ec?™(w)Ec2™ (v) +
o (m)<N r a Mg Mg
q max L .
- . o
a BiM[ 2 hat +BeM| ! e Ec?™ L (w)ECPM L (v) +
z al, 9 5 ng (w) n'g (v)
N'q(M)<Nmax L J
g e (7.51b)

a Y [c@(?jn +Cel @ ]ES ™ w () +

N'q (M) <N pmax
n'g+1 n'y
a Y |oin2 +Del| | |ES2M (wES2™ (v)
, r a Ng Mg
N'q(M)<N max

Remarquons que pour m = 0, il n’est plus possiblérauver aucune racing at ny pour n>360
environ figures 7.11let 7.13. Comme cette valeur est trés voisine de cell®&Ngg ci-dessus,
notre théorie se confirme et la valeur limite dgi,R= 10 est bien en accord avec nos

limitations numériques des fonctions de Lamé.
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Cette étude préliminaire nous a permis de préesirparametres adaptés a notre formalisme en
fonction de laltitude maximale z. Cependant, satttpe notre objectif principal est d’essayer
de résoudre les difficultés dans le cas ou I'odispose que des données au sol, nous allons nous
limiter au cas ou z = 2km dans toute la suite. @eeis impose de prendrg, /2 = 0 dans le
potentiel 4, c’est a dire que théoriquement, il N’y aura que@et n = pdans le potentiel Mdu
probleme6.6 et seul le potentiel ¥sera considéré dans le probletné Les fonctions de Lameé
sont-elles capables de représenter correctemerthdnp magnétique terrestre dans cette
condition ? La réponse se trouve bien sir dangd&tu probléme inverse proprement dit. Cette
étude nous permettra également de déterminer lesrsades parametresp et M optimales

pour notre formalisme.

7.3.2- Mise en équation du probléme inverse

Sachant qu’il s’agit ici d'une premiére tentativendersion de données magnétiques avec notre
formalisme, nous allons nous limiter au cas ouclesfficients de Gauss sont constants, c’est a
dire que les données utilisées sont supposées cataneprises a une méme époque. Dans la
pratique, cette hypothése est valable si elleggtihacquises pendant une durée de I'ordre d’un
mois. La variation du champ interne calculé pantaele CM4 est par exemple de I'ordre de 2 a

3nT par mois d’aprés la premiere partie de noteeeh

Nous partons des composantes X, Y, Z du champ (Bamepére géocentrique) puis nous
calculons les composantes coniques elliptique8B B,, correspondantes a I'aide de la relation :

B, -Z
B, |=T7} -X (7.52)
By Y

ou T est la matrice de passage définie paglktion 7.15
Les expressions des composantes du champ damele @nique elliptique sont les suivantes :

- Pour le problemé.6:

M Q(m) a nq+2 r ng—1 _ _,
— m m m m
B, = Z‘E) ’ = (ng +DAiq (?] +NgAey g] Ecnq (W)Ecnq (V)
m=0 g=
M Q(m)[ ng+2 ng-1]
m(a) m( 1) 7 = 2mH, = 2mL
+ z z —(ng +1Big " +ngBey 3 Ecnq (W)Ecnq (v)
O - (7.53a)
Q(m) a nq+2 r nq—l ol —
:m EcZm+ Eo2m+
+ Z‘a Z‘{ ~ (nq +1Cig (T] +ngCef} g] Esng  (W)Esng (V)
m=0qg=1 L i
M Q(m)[ a) +2 r ng-1] B
. (ng +1Dif - + aneg‘(g Esﬁgm(w)Esﬁ;W(v)
m=0 g=1 [
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M max 2\ (v, 2 2 2m+1
a J@A-vo) (v -b ( ) = dEch " (v)
By =Ry > ¢ ] 2)( - )[A{;‘E ca(w ) +Bg'EchH(w) ”gv
m=0 V- —WwW
Esng (V) dEsy (V)
+CE 2m+1 W 0 +DVE 2m+2 W
Snp (W) 4 Sng( ) "
M QM [m_2v2 12y [ g+l Ng dEsz(V)
+a z @-vo)(ve-b) Alg‘(gj +Aeg‘[ij Ecﬁm(w
i \/ 2_,.2 r a q dv
m=0 g=1 Ve —w L i
. —— - - B2 ) (7.53b)
- — q q |_ C \'
+Ez z Y @=v)(v7 -b%) Big‘(gj +Be{{‘(ij Ecﬁ?ﬂ(w) ng
o o N/vz_Wz I r a) | dv
M QM) [ 2y, 2 12y [ ng+1 ng |_ dEs2™*(v)
+EZ Z Y @=vo)(v" -b%) Ci?(gj +CG¥T(LJ Esﬁg]ﬂ(w) ng
o o x/vz_wz I r a) | dv
M QM) [p_2v,2 _ 2 g+l Nq Es2M*2(v)
2 Z Y@=V (v -b%) Digq(gj +Deg](Lj Esﬁg"'z(w) ng
o o x/vz_wz I r a dv
aVaex [a-w?) o2 -w?) |, GECEN(w) _ dECZ™(w) _
B, =Rp— AR Eczm(v)+Bm 0 Ec2™(v)
w0y ~ x/vz _w?2 O dw No
m dESﬁgH'l(W)_ 2m+1 m d ﬁgﬁ-z( )— 2m+2
+Cy v Esno (v)+Dg v Es (V)
M Q(m) 22 oo [ ng+L q ] dEc2™ (w)
1— b? - q _
S 0 3 (e i T Y UV L el SE
e \/Vz —w?2 r a dw Nq
- (7.53c)
M QM) [ 2\ 2 2\ [ ng+1 ng | dEC (w)
1 b q q _
v SR gl a1
e \/Vz —w?2 I r a) | dw q
M Qm) [ 2vi2 20T ng+L ng |dEs2™(w)
«2 3 e h(s)" ved(5) e
re= e v2 —w?2 I r a | dw q
r iEo2m+2
M Q(m)\/(l_WZ)(bZ _WZ) m a nq+l " r nq dEan (W)_ ome2
+— z Dig|— +Deg| — r Es,, (V)
e ] \/Vz_wz I r a W q
- Pour le problémé.7:
M Q(m) q nlq_l
, r
B, = z [ (Mg tDAI g [rj + nqug‘(Ej ] 2r;‘(W)Eczm( )
m=0 gq=1
M, T .m( @ "q*2 ' m( [l Mall 2m+l,,, \Ea2m+1
+ Z Z = (g +D)Big - +n'q Bey 3 Ecn.q (W)ECn.q (V)
m=0q=1L | - (7.54a)
M, ' m( @ "q*2 . m( T a7t 2m+l,  NEo2m+l
+ z = (n'g+)Cig (?j +n'g Cey (Ej Esn.q (W)ESn.q (V)
m=0qg=1 [ i
M Q(m)[ 'q+2 L -1 e S
+ Z - (n +1)D|q( ] +n'g Deg“[—] Es= e (w)EsZM 4 (v)
m=0 gq=1 r a
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. v =A~2m
a S Vv 07 [ (@) 1)1 o P )
—z z > Aig|— +Aeq | — Ecn.q (W)d—
r S 2 _w r a) | v
M Q(m) 22 _ 12 n'q+L g dEcZ™(v)
+Ez > @=v)v" — b9 Big' a +Bef] L1 [Ee2m i w)—
re = v2 — w2 r a Mg dv
q L . _ L (7.54b)
M_Q(m) 2y(y2 i n'q+l ng | dEs’, (V)
+2 z z L=V’ - b°) Cig‘(gj + Ceg‘[ij Esﬁmﬂ(w) i
r = e} v2 — w2 I r a | q dv
M QM) [ 22 _ 2 g+l n $2M*2(v)
+2 z = vi)(ve ~ b7 Dl(’q‘"(E + Dem(ij ]Esﬁ"”z(w) Ta
re= e v2 — w2 I r a dv
M Q(m) 2 n'g+1 g 1 dEC2™ (w)
1 - b2 — q q
5, -2 3§ a-whye? w >[A.gn( ™ neg(2) ] "o g m
r m=0 g=1 V2 - W2 r a dw
- , 2m+l
+3§:Q(zm)\/(1_wz)(b2 W | gim( 2 anrl+|3em e | g W) EcZ™(v)
r 2_.2 ar 9a dw g
m=0 g=1 Ve —w L i
o (7.54c)
M 2\ (2 [ ‘gl ‘¢ | dE
+2 zqzm)‘/(l_w )b - w') Clm(gjwr +C831(Ljnq ry ") ESSMH(v)
ri W2 - w2 ar a dw "q
M 22 5 1 ' 1dE 2m+2
+ 2 ZQ(m)‘/(l_W )(b” ~w?) Dig“(ﬂjn ' +Deg1(ijnq ) Es2M*2(y)
risha \/Vz —w2 r a dw Mq

Supposons que nous ayong Mesures a inclure dans notre modélisation Yaleurs de X, N
valeurs de Y et N valeurs de Z). Désignons pat i nombre total des coefficients de Gauss
nécessaires dans chacun des problétest 6.7. La valeur de Nest donnée en fonction de M
et/ou de Myax dans lgableau 7.6

Probleme6.6 Probleme6.7

M N, M N, M N, M N,
0 | 48+4(Mnatl) 18 | 860+4(Mhaxt1) 0 50 18 | 940
1 | 96+4(Mnactl) 19 | 892+4(Mhat1) 1 | 102 19 | 980
2 | 144+4(Mnaet1) 20 | 924+4(Mut1) 2 | 154 20 | 1020
3 [ 192+4(Mnat1) 21 | 956+4(Mhat1) 3 | 206 21 | 1058
4 | 240+4(Muit1) 22 | 984+4(Mut1) 4 | 258 22 | 1092
5 | 288+4(Mnaxt1) 23 | 1010+4(Mhat1) 5 310 23 | 1124
6 | 336+4(Mnaxt1) 24 | 1034+4(Mhait1) 6 362 24 | 1150
7 | 384+4(Mpaxt1) 25 | 1052+4(Mhait1) 7 414 25 | 1174
8 | 432+4(Mnaxt1) 26 | 1068+4(Mhait1) 8 466 26 | 1198
9 | 480+4(Mnat1) 27 | 1084+4(Mhaxt1) 9 | 518 27 | 1216
10 | 528+4(Mhagt1) 28 | 1092+4(Nhat1) 10 | 570 28 | 1232
11 | 576+4(Magct1) 29 | 1100+4(Mhat1) 11 | 622 29 | 1248
12 | 620+4(Mnagt1) 30 | 1108+4(Mhat1) 12 | 670 30 | 1258
13 | 664+4(Magt1) 31 | 1116+4(Mhat1) 13 | 718 31 | 1266
14 | 704+4(Mpagt1) 14 | 766 32 | 1274
15 | 744+4(Mhagt1) 15 | 814 33 | 1282
16 | 784+4(Mhagt1) 16 | 858 34 | 1290
17 | 824+4(Mhaet1) 17 | 900

Tableau 7.6 :nombre de paramétres nécessaires en fonction dédy de Max
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Leseéquations 7.52t7.54 sont linéaires et chacune d’elles peut s’écriresda forme matricielle

suivante :

B

A.. :rl

o B y d : '
1 1 1 1 Ber

B...
o B ey ) : BVl
3Nm Nn)+l N{_n+l Nr:n+1 N[_n+1 C - (755a)

Bva

Oon 41 BZN +1 Yon 41 '62N +1 : Bwi

D... .
F — BWNm

La matriceF, appelée matrice des fonctions, est formée dg I8es et de Ncolonnes. Ses
elémentsy;, Bi, Vi, & pour i = 1,...,3N, sont les produits des fonctions radiales avetolestions
de Lamé normalisées dans le méme ordre que lecoeatis commencant par les lettres A, B, C,
et D respectivement.

Le vecteur P est le vecteur des parametres a mwreiC’est un vecteur de dimension N1

formé par les coefficients commencant par lesdst&, B, C, et D dans l'ordre.

Le vecteur D est le vecteur des données, de dioerdN, x 1 (N, lignes pour B Ny, lignes
pour B, et N, lignes pour RB).

Les données étant supposées bruitées, on utilieedele statistique classique :
D=FP +¢ (7.55b)

ol € est une variable aléatoire gaussienne de moyauriteeat de variance®. Compte tenu de la

précision sur la réduction de données (voir deugigartie), nous adoptons la valeurade 5nT.

La résolution de Bquation 7.55kest classique. Elle peut se faire en utilisanimithode des

moindres carrés ordinaires. Le vecteur des incanRugobtient par :

P=FF)FD (7.55c¢)
oUF' désigne la transposée de la matFce

Ici, nous considérons un poids identique pour ®ués données et nous nimposons aucune

contrainte dans notre inversion.
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7.3.3- Données utilisées et évaluation de 'erreur

Connaissant le vecteur des parametres P, nous soammaesure de déterminer le champ calculé
par notre modéle en un point quelconque du domeimeque elliptique. Puis nous pouvons
estimer I'erreur correspondante en examinant lgmdiice entre les vraies valeurs observées et
les valeurs théoriques calculées par le modéleei@imt, il est a noter que I'erreur obtenue par
la méthode d’inversion ci-dessus est proportioenallix valeurs absolues des éléments de la
matrice D. A titre d'illustration, si les élémende la matrice D sont de I'ordre d¢6800nT
(ordre de grandeur de; B Antananarivo), la différence minimale entreJateurs observées et
les valeurs calculées est de I'ordre de 1500nTsiAihfaut que les éléments de la matrice D ne
soient pas trop grands et nous ne pouvons intredilirectement les données brutes dans le
modele. Pour ce faire, nous allons suivre la déneagu’E. Thébault a appliquée dans sa these
(2003). On retranche d’abord des données brutehamp global connu (le modele IGRF ou le
modéle CM4 par exemple) et on modélise uniquenmeentifférence. En notant respectivement
Dobs €t Dhnog l© champ observé a modéliser et le champ calcaidepmodéle global connu, la

matrice D est donnée par :

Compte tenu du nombre de parameétres nécesssaaeau 7.6 et du nombre des données

disponibles a une époque donnée d’apres la deuxpariee de notre thése, les données des
stations de répétition de Madagascar ne sont gz aeombreuses méme si nous considérons
toutes les données de 1983 a 2001. Méme avec nil y 8,déja une cinquantaine de parametres
a déterminer, c'est-a-dire qu’il nous faut déjastations a une époque donnée. Ce qui fait que les
données des stations de répétition sont completeimauffisantes et ne nous permettent pas de

poursuivre notre étude, dans I'état actuel de matthode de modélisation.

Aussi, afin de pouvoir continuer, nous devons faagpel a des données synthétiques.
Néanmoins, pour rester dans une situation réalistes allons nous limiter au cas des données a
répartition réelle. Rappelons que nous avons all 24t stations de répétition dont 20 se trouvent
dans les aérodromes de Madagascar. De toute feggomaérodromes sont des endroits sdrs et
pratiques pour faire des mesures magnétiques si vaulons augmenter le nombre des stations
de répétition dans I'avenir. Alors, nous allonssidarer tous les 139 aérodromes de Madagascar.
Les coordonnées des 119 aérodromes additifs sonéds a Annexe GLes données nous a été
fournies par la société Aviation Civile de Madagas@®CM). En ajoutant TAN et les 4 stations
qui restent, nous obtenons 144 stations au togair tépartition géographique est représentée sur

la figure 7.21 Nous avons utilisé le champ calculé par le mod@RF correspondant auf'1
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juillet 2001 comme champdg pour les 144 stations et nous avons pris le chabtepne calculé

par CM4 a la méme époque pour représentgs [Cette démarche nous permet de savoir si notre
formalisme est capable de modéliser le champ iatedgional non modélisé par les deux
modéles globaux d’'une part, et d’estimer I'errearrdconstruction engendrée par le choix des

indices de troncatures d’autre part.

= TAN
» station de répétition
« aérodrome

) I 1 i
4T E 45°E 4TE 49°E 51°E

Figure 7.21 :répartition géographique des données incluses tiéhgle du probléme inverse.

Nous prenons les composantes géocentriques syptbstXs, Ys, Zs provenant de la différence
entre le modéle IGRF et le modéle CM4 auxquellassrajoutons un bruit gaussien de moyenne
nulle et d’écart-type = 5nT. Puis nous calculons les composantesHs Bs, correspondantes
ainsi que la matrice des parametres rBlation 7.55¢. Nous en déduisons ensuite les
composantes BcBc,, Bg, calculées a I'aide de notre modéle, c’est-a-dileuwtées a l'aide de la
matrice P. Enfin, nous déterminons les composaggesentriques Xc, Yc, Zc correspondantes.
Conformément aux pratiques de I'analyse statistigoes nous intéressons aux résidus dont les

moyennes sont définies par :

1 N

Px =— > (Xsj —Xcj) (7.57a)
Nm {31
L

Py o > (Ys; - Ycp) (7.57b)
mij=1
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M5

()4 :i (Zsj —Zcy) (7.57c)
N m

11
-

Dans une inversion par moindres carrés ordinalessrésidus moyens doivent étre voisins de
zéro si le modeéele est en bon accord avec les denr#ns ce cas, l'erreur du modéle est

classiquement évaluée par :

Nm
Oy = \/Ni > (Xs; - Xc; —px)? (7.58a)

mi=1

N v a2
Oy = D (Ysi —Yci —=Py) (7.58b)
Nm|:1

Nm
oy = \/Ni > (Zs - Zci - pz)? (7.58¢)

m j=1

7.3.4- Résultats et discussions

Nous avons a examiner I'évolution des résidus meyensi que des erreurs correspondantes en
fonction des indices de troncatures M gtMMais avant de représenter les résultats propremen
dits, il est & remarquer que dans un probleme dadres carrés ordinaire, il faut que le nombre
d’'inconnues soit inférieur ou égal au nombre d'égma. S’il y a plus dinconnues que
d’équations, le systeme a théoriquement une iéfité solutions. Dans notre cas, cette condition

s’écrit N, <3N,. Afin d’éviter toute ambiguité sur la validité desefficients du modele, nous
allons fonder notre interprétation sur les valedgsM et Mnay telles queN; =3N,. Avec la

valeur de N=144, nous avons au total 432 équations. En teoantipte du nombre de
coefficients nécessaires en fonction de M dansldeau 7.6 nous allons nous intéresser plus

particulierement aux erreurs correspondantes aletM = 8.

Nos résultats montrent bien que généralement Edu® moyens et les erreurs diminuent en
fonction de M et sont pratiguement nuls pour M>fi@u¢es 7.22et7.23. Pour le problemé.6,

en absence du potentiel,M'erreur est particulierement élevée pour M =sd,valeur dépassant
largement 60nT pour les trois composantegife 7.223. En ajoutant une valeur de m dans le
potentiel \, c’est a dire en prenantk = 0, I'erreur diminue et est inférieure a 50nT Ry
trois composantesigure 7.22h. Bien que I'erreur soit encore élevée pour Met M = 8, ce fait

montre clairement 'importance du potentigl Méme avec Rx= 0 et Mhax= 0.
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d) probléeme 6.6 avec M= 9

Figure 7.22 :évolution des résidus moyens et des erreurs atiéonde M et avec N= 144 pour le
probléme 6.6.
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0
012345678 910112131
M M

Figure 7.23 :évolution des résidus moyens et des erreurs etidonde M et avec N= 144 pour le
probléeme 6.7.

En augmentant la valeur de M & 3 figure 7.22¢, nous avons pour M = 7pyx =7.7nT,

Py =27nT, Pz =00nT et oy =222nT, oy =130nT, o7 =14.3nT. Et pour M=8 :py = 08nT,

Py =1InT, pz =00nT et ox =110nT, oy = 73T, 0, = 6.7nT. Le calcul montre que si nous
augmentons encore la valeur degJ¥ ces résultats s’ameéliorent trés faiblement eardirpde la
valeur de Mhax = 9, il N’y a pratiguement plus de changementirlément nous avons pour
M=7: px =56nT, py = 2InT, p; =00nT et ox =195nT, oy =114nT, o, = 9.InT. Et pour
M=8: px =-03nT, py =06nT, pz=-00nT et oyx =99nT, oy =5InT, o7 =33nT.
Remarquons que ces valeurs obtenues avgg=®l et M=8 sont comparables a celles du bruit
gue nous avons injecté dans les données sauf potwnhposante X qui reste encore la plus
difficile a estimer. Nous observons également guedmposante Z est la plus facile a estimer

donc il N’y a aucun souci avec les fonctions razfial

Pour le probléme6.7, nous avons pour M=7 pyx =56nT, py =22nT, pz=00nT et

Ox =242nT, oy =114nT, 0z =134nT. Et pour M=8 :px =00nT, py =13nT, pz =-00nT et

Oy =115nT, oy =67nT, o7 =23nT (figure 7.23. Ces valeurs indiquent que les résidus
moyens liés aux deux problemes sont pratiquememtigues tandis que 'erreur correspondant
au problemes.7 est relativement élevée sauf sur la composantd 234 en tout cas la plus facile

a estimer. Nous en déduisons que la décompos@iénest la plus efficace en termes de

convergence. Elle sera retenue par la suite.

Notons que notre modele prévoit des résidus mogedss erreurs pratiquement nuls a partir de
M =10 et M x =3 dans le problem&.6 (figure 6.22¢. Nous pourrons alors déterminer le
champ en tout point du domaine conique elliptiquecaN. = 544 coefficients. Cependant, ce
nombre dépasse largement le nombre d’équationps=3HB2. C’est la raison pour laguelle nous
limitons notre étude a Mx =9, M=7 (ou N = 424) et M=8 (ou Nc = 472). Afin d’examiner la

variation spatiale des résidus correspondants, atloss les représenter graphiquement. Ceci
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nous permettra de détecter des éventuels effd®mied’'une part, et de suivre I'évolution de la

distribution spatiale des résidus en fonction dd’autre part.

Les résultats représentés sur les diégures 7.24et 7.25 montrent premiérement qu'il n'y a
aucune corrélation entre l'allure des résidus dbime elliptigue du domaine. D’aprésflgure
7.24 les résidus sont importants avec M = 7 gL.M: 9, notamment sur la composante X ou les
valeurs observées atteignent —20nT au Nord et 6amTSud. Par contre, les résidus sont
relativement faibles pour les autres composantepaeiculier sur Z ou les valeurs ne dépassent
pas 25nT en valeurs absolues. Nous observons égaleqnelques zones ou les résidus sont
particulierement élevés. Aprés avoir verifié tougss données, nous nous sommes rendu compte
gue ces zones particuliéres correspondent aux rgatdavées du bruit que nous avons injecté
dans les données. L’'examen des données montretgsgamplitudes du bruit atteignent 16nT en
valeurs absolues (sachant que I'écart-type esnde hogiquement, il faut augmenter la valeur
de l'indice de troncature M pour pouvoir les éligrin

Les résultats représentés surfigure 7.25avec M = 8 montrent que la plupart de ces zones
particulieres ont disparu. Les résidus sont géagraht devenus faibles et sont pratiguement nuls
a l'intérieur du domaine, notamment sur les comptEsaY et Z. Cependant, les résidus au Nord
et au Sud atteignent encore 25nT en valeurs alssalieequi fait que si les amplitudes du bruit

dans les données se trouvant prés du bord sontétemges, les résidus correspondants sont
difficiles a réduire. L’allure des résidus montreedes effets de bord se manifestent surtout au

voisinage dew =w et de v = b (pres de la limite latérale au NordweSud) et ne dépassent pas

25nT en valeurs absolues. Remarquons que ceciesseb accord avec le fait que si la valeur de
m augmente, les fonctions de Lamé sont particutierd élevées en w =qwet v = b {igure

7.20). Ceci justifie également le fait que nous devprendre la valeur d@,,;, =0 si z<30km.

En tout casgx, oy etoz sont faibles sur I'ensemble du domaine coniquptille.

D’apres les résultats précédents, notre formalissiebien capable de modéliser la différence
entre les champs internes calculés par les moti@RE et CM4. Il est alors apte de représenter
un champ de potentiel avec une erreur relativerfeebte. Nous avons pu choisir la meilleure

décomposition parmi les deux problénte8 et6.7. Nous avons également pu choisir les valeurs
des indices de troncature a prendre. Pour poueduire les effets de bord, il faut prendre au
moins M = 10 et Max = 3. Ceci impose d’inclure un nombre de donnésszélevé sachant qu’a

chaque valeur de m correspondent quatre fonctierlsaché. Cependant, ce n’est qu'un exemple
sur sa capacité a modeéliser un champ magnétiquestlpossible d’étudier d’autres cas et

d’apporter des améliorations que nous allons menéodans les perspectives.
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Composante X (nT) Composante Y (nT) Composantery (n

263 I I i
43°E 45°E a7°E 193°E 51°E

Figure 7.24 :résidus du probleme 6.6 avec M = 7 g} M= 9.
Les lignes d’isovaleurs sont représentées touSnds

Composante X (nT) Composante Y (nT) Composanter¥ (n

263 I I i
43°E 45°E a7°E 193°E 51°E

Figure 7.25 :résidus du probleme 6.6 avec M = 8 g} M= 9.
Les lignes d’isovaleurs sont représentées touSnds
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Conclusion

Dans cette troisieme partie nous avons d’abordyaé@adés différentes techniques de modélisation
régionale du champ interne puis proposé des sakipour une géométrie elliptique, plus adaptée
a Madagascar par exemple. En effet, a la fois p&duire le nombre de fonctions nécessaires et
pour améliorer la stabilité du probleme inversegst souhaitable de choisir une méthode de
modélisation adaptée a la géométrie de la régimsidéréee. Il faut aussi, naturellement, que la
modélisation respecte toutes les caractéristighgsigues d’un champ de potentiel. Par ailleurs,
il est souhaitable, dans une perspective de dépetopnts ultérieurs, que la méthode de
modélisation puisse intégrer a la fois des donraéesol ou a faible altitude et des données
satellitaires. La modélisation polynomiale de scefae vérifie pas les propriétés fondamentales
et la décomposition en harmoniques rectangulait@sedpart, ne s’adapte qu’'a peu de régions,
d’autre part ne convient pas pour intégrer des éessatellitaires. Ces deux techniques simples
sont a exclure. Les améliorations introduites darfsrmalisme SCHA de Haines, le plus proche
de celui des harmoniques sphériques ordinairesprserévelées insuffisantes. Avec les fonctions
radiales classiques, les fonctions de bases @slisént uniguement les fonctions de Legendre
généralisées. Haines n’a pas imposé de conditiansiraites sur la surface latérale du domaine ;
or dans un probléme tel que la résolution de I'qunade Laplace assortie de conditions sur la
frontiére du domaine, ce sont les conditions ammtéis qui imposent la forme des solutions. La
formulation de SCHA est alors entachée d’'une ertieéorique préjudiciable a la modélisation
régionale dont I'objectif principal est de mettra évidence les structures fines du champ

magnétique.

La correction proposée par E. Thébault (2003) sbasi considérer un domaine conique fini et a
imposer des conditions aux limites sur tous lesiau domaine. Ce qui conduit a I'utilisation
des fonctions radiales nouvelles en géomagnétisnse gue des fonctions coniques de Mehler.
Parmi les quatre probléemes de conditions aux Isniposées, les problemes mixtes sont les
plus appropriés pour la résolution du probleme risweet donnent des erreurs relativement
faibles. Le formalisme est bien apte a représeaterchamp mais des problemes d’ordre
numerique persistent encore dans le cas ou l'atigpose que des données au sol comme le cas

de Madagascar.

Le nouveau formalisme que nous venons de propossiste a considérer un domaine conique a
base elliptique. La résolution de I'équation de laap dans ce domaine conduit a l'utilisation des

fonctions de Lamé généralisées qui sont égalemenfahctions nouvelles en géomagnétisme.
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Nous avons détaillé les techniques de calcul ddaregions. Nous avons également pu prévoir
les éventuelles difficultés numériques correspotetarNotre prévision est bien en accord avec

les résultats que nous avons obtenus durant I'@ugeobléeme inverse.
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Conclusion générale et perspectives

Le présent travail comprend une analyse détailleelthmp magnétigue a Madagascar d’'une
part, et de différentes techniques de modélisatiochamp externe ainsi que du champ interne.
Dans une premiére partie, nous avons analysé leeéds de TAN, le seul observatoire de
référence dans notre région d’étude, notammenvadé=urs horaires depuis 1993. Cette étude
nous a permis de bien caractériser le champ extergananarivo. Bien que le champ externe
comprenne des composantes régulieres bien conihueste difficile a représenter du fait de la
contribution des variations transitoires irrégudier La modélisation séparée des diverses
contributions ayant un caractére arbitraire, ungorfade contourner cette difficulté est de
modéliser simultanément tout le champ externe comenfigit le modéle CM4. Or le champ brut
calculé par ce dernier n'est pas directement adapi®AN. La correction que nous avons
proposée consiste a modifier I'indice Dst qui datigans ce cas un indice régional. D’'une part
I'indice Dst perd sa signification physique et dfaupart, il intégre aussi une partie de la

variation diurne qui n’est pas bien modélisée p&riC

Dans une seconde partie, nous avons utilisé le imddM4 pour trouver une méthode de
réduction de données des stations de répétitiogaviaés. Notre principe consiste a adapter le
modéle CM4 aux données de TAN pour pouvoir déteeménsuite le champ externe partout a
Madagascar. Sachant que I'adaptation concernef@slde champ interne et le champ externe,
nous avons da établir une méthode plus élaborédagsenple correction sur l'indice Dst. La
correction du champ interne de CM4 est obligataimeamment a partir de 2002 ou I'écart par
rapport aux données réelles devient plus imporNwmire méthode de réduction a été bien validée
d’apres les résultats obtenus avec les huit obseres européens. Pour le cas de Madagascar, le
champ externe sera connu avec une précision nreillgue 5nT. Elle peut étre alors appliquée
pour réduire correctement les données des stadimmépétition de Madagascar. Contrairement a
la pratique répandue qui cherche a ramener tog®sdbnnées a une méme époque, nous
préférons limiter la réduction a celle du champeext et ne pas y introduire une correction de
variation séculaire car la représentation de a@liest précisément un objectif de la modélisation
régionale. Ce qui nous oblige a trouver un fornmadisde modélisation régionale capable
d’inclure des données prises a différentes épogueas avons ensuite estimé la qualité des
données des 24 stations de répétition de 1983 B Bodfournissent 186 mesures au total durant
cette période de 1983 a 2001. La stabilité du chdenlla crolte est variable en chaque station, ce
qui reflete lincertitude sur les mesures. Sachamé le champ interne a l'observatoire est

déterminé a 1nT pres, l'incertitude absolue eséigdament de l'ordre de 10nT pour les stations
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de répétition, soit 10 fois plus élevée. Dans lgptt des cas, I'incertitude est plus élevée sur X
et Y que sur Z. Nous cherchons par conséquent @aitoa le champ interne avec une précision

meilleure que 10nT dans une modélisation régionale.

Dans une troisieme partie, nous analysons d'abdférehtes techniques de modélisation
régionale dans le but de choisir celle qui s'adapieux a la modélisation des données
magnétiques de Madagascar. Certaines techniqueplesimsoit ne satisfont pas les
caractéristiques d’'un champ de potentiel soit stadaptées au cas présent. La décomposition en
Harmoniques sur Calotte Sphérique de Haines (1686})oujours en vigueur en modélisation
régionale. La théorie est cependant incompleteltane prend pas en compte les conditions aux
limites sur la surface latérale, ce qui entraiaddence d’'une base de fonctions. La correction
proposée par Thébault (2003) consiste a considéredne fini et a imposer des conditions aux
limites sur tous les bords du domaine. De ce daiatre problemes de conditions aux limites ont
étée examinés. L'étude réalisée par Thébault maopteeles deux probléemes correspondants aux
conditions mixtes sont les plus adaptés aux aspecteriques. Toutefois, le domaine défini par
un cbne de section circulaire ne s’accorde padahae géométrique de Madagascar. En effet, si
'on limite 'ensemble des données a celles quiultéat des mesures, leur répartition est
hétérogéne ce qui est toujours un inconvénientumgjeur I'estimation des coefficients de Gauss
(ou probléme inverse). La pratique usuelle dansasest d'ajouter un ensemble de données
synthétiques, ce qui fausse plus ou moins le mad@glienal. C’est pourquoi nous avons préféré

établir un nouveau formalisme plus adapté.

Notre nouveau formalisme consiste a considéreréme @ base elliptique, bien approprié a la
forme de Madagascar. Dans un premier temps, nooissadéfini le systeme de coordonnées
coniques elliptiques ainsi que la matrice de chareyeg de base correspondante. Nous avons pu
résoudre pour la premiere fois I'équation de Lapldans ce nouveau systéme. Ceci nous a
conduit a l'utilisation des fonctions de Lamé gétiéées. Nos essais ont montré que les calculs
relatifs aux quatre types de fonctions de Lamé eeuyprésenter des difficultés numériques
sérieuses pour les valeurs élevées de n et de mogigen’avons pas complétement résolues. Afin
de satisfaire aux conditions aux limites imposaesla surface latérale, nous avons également
proposé un algorithme pour calculer les valeurs dai annulent les fonctions de Lamé ainsi que
leurs dérivées sur cette surface. Ce qui fait bgeriquement, le probléme direct est bien défini.
Dans un deuxieme temps, nous avons entamé l'étuderabléme inverse pour la validation
complete de notre formalisme. Grace a I'étude niquérdes normes des différentes fonctions
utilisées, nous avons pu prévoir les valeurs d#érdnts indices de troncatures a prendre afin

d’éviter des éventuelles difficultés numériquegdiéu probleme inverse. Avec des coefficients
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de Gauss constants, notre formalisme exige déj@ombre de données suffisamment élevé pour
produire un résultat significatif. Or ce n’est pasas des données des stations de répétition de
Madagascar. Aussi, nous avons dd considérer desdersynthétiques pour pouvoir continuer.
Toutefois, pour ne pas trop éloigner de la réalid)s avons limité notre étude au cas des
données au sol a répartition réaliste. L'inversttas données des 144 aérodromes et stations
malgaches montre bien que le formalisme est apgpr@senter un champ magnétique détaillé.
Nous avons pu quantifier les effets de bord cooedpnts qui pourraient étre pratiquement

éliminés en prenant une valeur de I'indice de tabm@s plus élevée.

Bien que I'essentiel des ingrédients soit d’oredégh rassemblé, le formalisme que nous venons
de proposer nécessite des développements théorigires que des essais pratiques
complémentaires. Les parameétres géométriques de gda nous avons utilisés durant notre
étude sont spécifiques a Madagascar. Une étudérslurence de ces parametres en considérant
d'autres valeurs ou d'autres régions serait irgarés, notamment sur la recherche des valeurs de
n annulant les fonctions de Lamé ou leurs dérigéesa surface latérale. Le fait qu'il ne soit plus
possible, pour une valeur de m donnée, de trouvarree racine a partir d’'une certaine valeur de
n, montre que le calcul des fonctions de Lamé pesiigrandes valeurs de n et m est imprécis
avec les algorithmes dont nous avons connaiss@raptes I'étude que nous avons faite sur les
normes des fonctions de Lamé, nous avons vu quidesithmes des normes varient d’'une
facon quasi-linéaire en fonction de n pour une walle m donnée. Rappelons que nous avons
utilisé uniguement des méthodes numériques pouermdéter les intégrales elliptiques
correspondantes. Or lintégration numérique dépsendout de la valeur adoptée du pas
d’échantillonnage. Les expressions analytiquesndesies mériteraient alors d’étre développées
un peu plus afin d’optimiser les résultats. Fawdamps, nous n'avons pas pu développer toutes
ces techniques durant notre étude.

Le probleme inverse relatif a notre formalisme defaire I'objet d'une étude plus détaillée et
plus approfondie en considérant diverses situatiomspeut envisager par exemple d’utiliser des
données synthétiques uniformément réparties dashanhaine. Cela permettra de bien illustrer les
qualités des modeles obtenus. On peut aussi indesedonnées a differentes altitudes ou des
données satellitaires afin d’évaluer I'erreur enction de l'altitude. Rappelons que nous avons
considéré uniquement des données vectoriellesrddres étude et le probléme était ainsi linéaire.
Nous avons pu obtenir des résultats satisfaisant@aisant une inversion par moindres carrés
simples. Par contre, si nous envisageons d’incigadement des données scalaires, notamment
l'intensité totale F, le probleme deviendra norédiime et il faudra aussi envisager une technique

d’inversion plus élaborée.
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Un probléeme que nous n'avons pas résolu est cella adnodélisation de la variation séculaire.
En effet, notre objectif était d'utiliser des doeséprises a différentes époques. C’est
indispensable pour l'étude du champ magnétique aali@scar, notamment pour pouvoir
exploiter simultanément toutes les données dispemil®r le champ magnétique dérive et pour
mettre en évidence des contributions lithosphésagiliéaut réeduire les jeux de données prises sur
des difféerentes périodes de temps a une méme épogmdélisant la variation séculaire. Ceci
ne présente pas de difficulté particuliere a praan la transposition des méthodes employées
dans la modélisation globale est assez immédiaias Serons cependant sans doute limités par
le nombre de données disponibles. S’y ajoute uffiewdié numérique également non résolue qui
est celle du calcul des fonctions de Mehler dandamaine conique de faible épaisseur, qui fait

appel a des développements asymptotiques de liéquidd Lamé.

Enfin, au méme titre que le champ magnétique, éanghde gravité est également un champ de
potentiel. En adaptant le formalisme au potentegravite, il pourrait étre appliqué a des études
gravimétriques. Cette derniere possibilité estasurimportante depuis que la géophysique
dispose de données gravimétriques prises auxdattsatellitaires.
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Annexe A
Filtrage et décimation

La décimation est I'opération qui consiste a réathanner au pas &t (k 0 IN*) un signal x

échantillonné au past. Pour que les conditions du théoréme d’échantildme soient satisfaites,
A . s , , 1 . . .
elle doit étre précédée d’'un filtrage passe-bagatpience de coupur%. Ce filtrage induit

un déphasage linéaire (entre le signal d’entréd je esignal rééchantillonné) et une phase
transitoire qu'’il est souhaitable d’éliminer. Paliminer le déphasage, une technique consiste a
filtrer dans les deux sens t croissant et t désaois Il est cependant nécessaire d’ajouter du
signal en amont et en aval du signal traité poumiégér correctement la phase transitoire et
calculer sans déphasage le signal rééchantilldmméongueur N du filtre est fixée par k et un
parametre ajustable [d IN* tel que N = kq si kg est impair et N = kq +slLkq est pair. Dans
notre cas, k est toujours pair (k = 60, 24, 30 eeBpement pour les moyennes horaires,

journalieres et mensuelles) donc N = kq + 1. Dangue suit, nous admettons que la longueur du

signal a traiter est X (Nxk O IN*). Le décalage da au filtrage esuz;l et dans une séquence

[pk+1,...,(p+1)k], on conserve le terme d’indiq:ﬂ<+1+§:(p+%jk +1. Le premier terme

retenu a pour indice, =1+ N _1+5 =

K
Z(g+1)+1
2(q )

Or la phase transitoire s’étend dans un intend®léongueur N- 1. Si I'on fait précéder le signal

traité d’'une séquence dg termes, le premier terme non affecté par la plasesitoire a pour
L . - . k
indice N-n, =kg+1-n,. Donc il faut au minimum que, =kq+1-n,,doun, = 5 Q-1

Le dernier terme sélectionné a pour ind{®¢, —1)k +1+§ dans la série x et par conseéquent

(N, Dk +1+g+ N-1

doit étre la longueur de la série traitée. Il fdahc ajouter a la fin du

signal x une séquence de longueyr = (N, —1)k +1+%+ N-1

—ka=%(q—1)+1.

Si I'on veut, en méme temps, effectuer une déconati calculer les résidus (inégalités)
r=x-h*x (2)

r et x sont au méme pas d’échantillonndge h*x est le signal filtré avec une fréquence de

1 : L . :
coupureﬂ gu’on peut ensuite rééchantillonner au pAt K faut que le premier terme non
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affecté par la phase transitoire soit le termedida 1. Dans ce cald —n, =1 et par conséquent
n, =N-1=Kkq. En posant y = h*x, la formule (1) s’écrit plugpégitement

rn] =x[n]-y[n+*3] et r[NK]=x[NK]-y[N,k+*3]

Il faut donc que la série traitée se prolonge de

N-1_ Kk
n, N1k @
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Annexe B

Ajustement par une suite de polyndmes orthogonaux

Soit a ajuster les N couples,(¥%) par une série
M
f(x) =2 C®(x) 1)
r=0

ou les ®, sont des polynd6mes de degré r, orthogonaux syr.{x x}. On peut se ramener a

I'intervalle [-1, 1] par le changement de variable

2X: =X, =X
t =" (2)
XN T Xg

et les polyndomesp, (t) satisfont a la relation d'orthogonalité suivante :
M
ZOGJp(tr)CDq(tr) =0 pourg# p )
r:

On suppose que les sont tous différents et rangés par ordre croisdass polynémesdb, (t),

pour tJ [-1, 1], sont générés par la relation de récued®eber, 1977)

q)r+1(t) =2(t- ar+1)cDr (t) - br (4)
ou
N
inq)rz(xi)
Bz E (52)
Z(Drz(xi)
i=1
N
zcbrz(xi)
b, =|i\|:1— (5b)
Z(Drz—l(xi)
i=1
Po(t) =1 (5¢)

1 N
ay =N2ti (5d)
i=1
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b, =0 (51)
C: de la formule (1) est donné par :

N
Zyi¢r2(xi)

c=" (6)
zcbrz(xi)

i=1

- 19
en particulierCy =—>"y; =y
N3
Les polynbmes peuvent étre calculés pour t queloerdpns l'intervalle [-1, 1], grace a la

relation de récurrence (4), connaissant les s(aks; . w et (B)=o... m-1.

f(t) de I'équation (1) peut étre calculée pour élgonque dans l'intervalle [-1, 1], connaissant les

coefficients (Q=o,... ». ReEmarquons gu’a une valeur de x quelconque @mnesune valeur de t

dans l'intervalle [-1, 1] en utilisant la relati¢B).
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Annexe C
Inversion stochastique

La formulation que nous donnons maintenant estblalexclusivement dans le cas gaussien
linéaire (Wittlinger, 2002).

On se donne des lois de répartition (donc gaussgnaussi bien pour le modele a priori que
pour les données ; c’est a dire que I'on donne odéle moyen met sa covariance Cet de
méme pour les données on se domet @ (on peut a la rigueur considérer que les donnges s
constituées d’un signal entaché d'un bruit gaudsidous supposerons qu’il existe un modele

vraie m, ainsi que des données vraigstelles que ¢=Gm,. Dans notre cas, la matrice G est

formé par le nombre de Wolf lisg& et les polyndmes orthogonaux formule 3.9.
Soit mune estimation du modeéle obtenue en ajoutant auelmad priori ng une correction
dépendant de facon linéaire du résidu entre le taqutédit Gng et les donnéesgdalors :

Mm=m, +L(d, -Gm,) 1)

ou L est un opérateur linéaire a déterminer pow lgumodéle estimé soit aussi proche que
possible du modeéle vrai. Pour cela, exprimomsen fonction de la différence entre les données

actuelles get les données vraieg d

M -mq, =LG(m, —m,) - L(d, —d,) )
LG est I'opérateur de résolution et L(edy) est le terme di au bruit sur les données. Exprémo
aussi la différence entre le modeéle estimét le modéle vrai g

m-m, =(LG -1)(m, -my) - L(d, —d) 3)

Le terme (LG- 1) indigue que la résolution sera d’autant meréequ’il sera proche de I. Il faut
rendre la « distance » entneet m, la plus petite possible. Comnme est une variable aléatoire,

nous minimiserons la quantité :

efji-m, |} @

ou E(X) est I'espérance mathématique de la varial@atoire X. L’expression (4) est le moment

d'ordre 2 de la variable aléatoire et c’est aussi la trace de sa matrice de covaienc:

Cs =L(GC,G" +C,)L" -LGC,, -C,,G'L" +C,, (5)
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Mettons cette covariance sous forme canonique émwduisant I'opérateur J- pour faire

apparaitre une forme quadratique qui nous faalit@recherche du minimum, soit :

Ch =(L_L0)M(L_L0)T+N (6)
ou

L,=C,G (GC,G"+Cy)™

M =GC,G' +Cy

N=C, —L,ML}

et le modele estimé (proche du modele vrai) est :

m=m,+C,G"(GC,G" +C,)*(d, -Gmy,) (7)
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Annexe D

Passage des coordonnées géodésiqued, () aux
coordonnées geocentriques @s, @)

Considérons les systemes de coordonnées représantadigure suivante :

(Pe,, &) : repére géocentrique local
(P.e, ,&,) : repéere géodésique local

() : plan du méridien contenant le point

Paramétres de I'ellipsoide WGS84 :
a =6378137m (demi-grand axe)
f = 1/298.257223563 (aplatissement)
d'ou
b=a(l-f) =6356752m (demi-petit
axe)
e’ = f(2 - f) = 6.694 10 (excentricité)

Les coordonnées géocentriques de P étang,(®, :

r . distance au centre de la Terre
Ao : latitude géocentrique
¢ : longitude géocentrique = longitude géodésique

Les coordonnées géodésiques de P était ¢h),:
h : hauteur géodésique mesurée suivant la norria#ipsoide de référence
A : latitude géodésique
¢ : longitude géodésique = longitude géocentrique
On passe de (A, ¢) a (r,Ao, ¢) par les formules suivantes, en introduisant cormtemediaires
les coordonnées cartésiennes (X, Y, z) :
X = (v +h)cosA cosd
y = (v +h)cosAsing (1)
z=[(1-e?)v +h]sinA

avec v =

_a
v1-€e?sin?\

et r etAp sont données par les relations suivantes :
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r= [X2+y2+22

T z
Ay = —=—acos—
2 r

)

Nous pouvons nous référer a I'ouvrage Physical gepdHeiskanen et Moritz, 1967) pour les

détails correspondants.

La transformation inverse se fait également enodhtisant comme intermédiaires les

coordonnées cartésiennes (X, Y, z) :

X =TI COSA, COSp
Yy =rcosh,sing 3)
z=rsinA,

etA et h sont données par les relations suivantes :

z(L-f) +e?asin®u
(1-f)(p-e?acos’ u) (4)

h = pcosA +zsinA —ay1-e?sin A
avec p=/x* +y?

2
et u= atar{z(l—f +ﬂﬂ
p r

Soit V un vecteur quelconque contenu dans le pignlés coordonnées dé , (Xo, Zo) et (X, Z)

A = atan

dans les reperes locaufPe,, &, ) et (P&, e,) respectivementHg 1), sont simplement

reliées par la relation suivante :
Xo) _(cosd —sind\ X 5)
Z,) \sind cosd |z
_ e _a-b .
avec d0=A-Ag =fsin(2\) —Tsm(Z)\)

Il est a remarquer que le systeme géodésique ke yilisé dans le monde est désormais le
systeme WGS84 (World Geodetic System 1984) quidesttement associé au systeme de

positionnement GPS (Global Positioning System).
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Annexe E

Relations de récurrence pour le calcul des fonstamlamé généralisées

Les relations de récurrence ci-dessous sont néaesgour calculer les différentes fonctions de

Lamé a I'aide deformules 7.35pourr =1, 2, 3, ..., R et avét=2h-k?n(n +1) :

~HCy +n(n+1)k?C, =0
— —_—
bO:O CO
1 2 2 2 1 2 1)
—(-2r+)(n+2r)k“Cy 5 +[4r“(2-k“)-HICo +=(N—-2r)(n+2r +1)k“Cp1o =0
ao 2r Cor
[2-k? +%n(n+1)k2 —H]A1+%(n—2)(n+3)k2A3 =0
b 0
1 ° 1 @
E(n—2r+1)(n+2r)k2A2r_l+[(2r+1)2(2—k2)—H]A2r+1+E(n—2r—2)(n+2r+3)k2A2r+3 =0
| S
b
[2-k? +% n(n+1)k? —H]C1+%(n—1)(n+2)k2C3 =0
—_—
b Co
1 ° 1 ®)
E(n—2r)(n+2|r+1)k2c:2r_1 +[(2r+1)2(2—k2)—H]CZH1+E(n—2r—1)(n+2r+2)k2C2r+3 =0
| S
b
[2-k? —% n(n+1)k?2 - H]B, +%(n—2)(n+3)k283 =0
b o
1 ° 1 @
E(n—2r+1)(n+2r)k282r_1+[(2r+1)2(2—k2)—H]BZr+1+§(n—2r—2)(n+2r+3)k282r+3 =0
-
b
[2-k? —% n(n+1)k? —H]Dl+%(n—1)(n+2)k2D3 =0
—
b Co
1 ’ 1 (5)
E(n—2r)(n+2r+1)k2D2r_1+[(2r+1)2(2—k2)—H]D2r+1+E(n—2r—1)(n+2r+2)k2D2r+3 =0
—_
b
1
8-4k2 —H]B, +=(n-3)(n+4)k’B4 =0
[ o 1Bz +2 (N-3)(n+4)k"B,
1 ° 1 (6)
E(n—2|r)(n+2r+1)k232r +[@2r+2)2(2-k?)=HIB s +E(n—2r—3)(n+2r+4)k282r+4 =0
-
b
aoy 2r Cor
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2 i 2~ _
[B-4k% ~HID2 + (n-2(n+Ik?Dy =0

—
& 0 )
%(n—Zr—l)(n+2r+2)k2D2r +[@2r+2)2(2-k?)=HID 54 +%(n—2r—2)(n+2r+3)k2D2r+4 =0

b2r

agy Cor
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Annexe F
Normalisation des différentes fonctions utilisées

Il est souvent préférable d’utiliser des fonctiommalisées pour simplifier les expressions des
produits scalaires d’'une part, et pour obtenirgdsurs numeériques qui ne sont pas trop grandes

d’autre part.

b
. . _ N 2 2 .
Les fonctions radiales sont normalisées de tellriéna queHRp(r)H = HRp(r)‘ dr=a. Siles
a

dérivées s’annulent en=a etr =b, alorsp> Oet les fonctions normalisées sont données par :

_ |l a _ 1

Rol) =5 = s ®
[ fafaem o), g P E

0% o2+ 52 r{ s CO{S'”a}S'”(S'”aH (2)

avecS= In(g)

Si les fonctions elles-mémes s’annulentrena etr =b, alorsp = let elles sont données par :

|2 |a . (pm, ¥
Rp(r) = \/;\/;sm(glngj (3)

En revanche, la normalisation des harmoniques aesicelliptiques découlant du produit

scalaire :

<f,g >=I f.gds ou S est l'intersection du cone elliptique etasphere unité
s

est beaucoup plus complexe a cause du fait queeteuit a des intégrales elliptiques et que les
variables v et w ne sont pas directement sépardbles le calcul de I'élément de surface(ds

constant). D’aprés lesxpressions 7.19&t7.19¢ ds est donné par :

r\/vz—wzdv rvZ —w2dw

(4)
a-v2)w2 -b?) | 1-w2)b? -w?)

dsr:\/

En notant une fonction de Lamé p&f (avec E = Ec ou Es g@g=2 rou 2m+1), nous

cherchons a déterminer la quantyfe définie par :
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[ER (VER(W)]?(v? - w?)dvdw

b (1
Yh= (5)
IWOJb\/(1—v2)(v2—b2)\/(1—w2)(b2—w2)
L’intégrale (5) peut étre décomposée dans les guittegrales suivantes :
_ it [ER)Pdv
I = (6)
' '[b\/(l—vz)(vz—bz)
1 [ER(v)?v@dv
I, = )
’ '[b\/(l—vz)(vz—bz)
_b _ [ER(w)’dw
ly= (8)
’ jWO\/(l—wz)(bz—wz)
2.2
= b [ER(w)]“wdw ©)
"o Ja-w2)(b? -w?)
et nous avons :
Yh =123 -1l (10)

Les intégrales,| I, I3 et |, sont elliptiques. Alors, nous nous contentonstdiob leurs valeurs

approchées a l'aide d'une méthode d'intégratiorériqoe (Davis et Rabinowitz, 1975 ; Evans,

1993). Connaissanyh, la fonction normée est donnée par :

ER (VER (W)

I

ER(VER(W) = (11)
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longitude altitude(m)

46°55'00" E
46°46'00" E
46°46'30" E
45°32'00" E
44°12'26" E
45°36'00" E
48°58'24" E
46°51'30" E
48°28'00" E
47°27'14" E
47°00'00" E
46°04'00" E
48°56'49" E
48°38'00" E
50°21'00" E
44°44'00" E
48°13'18" E
47°20'42" E
47°55'00" E
47°46'00" E
49°37'00" E
48°32'00" E
45°38'00" E
45°33'00" E
47°31'00" E
49°15'00" E
43°31'04" E
47°14'14" E
47°18'02" E
47°48'07" E
45°17'00" E
44°32'00" E
48°10'10" E
44°26'00" E
49°51'34" E
45°41'00" E
47°04'45" E
44°37'00" E
45°10'13"E
48°42'00" E
48°29'00" E
46°25'00" E
45°18'00" E
45°05'00" E
44°32'00" E
45°09'14" E
45°02'00" E
45°39'00" E
46°18'07" E
45°00'00" E
45°08'00" E
47°03'51" E
44°29'00" E
46°07'30" E
44°23'00" E
44°29'00" E
46°57'38" E

972
14
1403
90
630
320
27
41
759
1570
100
130
69
11
5
235
785
4
60
105
473
100
51
350
792
340
60
15
15
4
130
430

176
65
168
502
1120
250
44
387
270
47
210
128
540
52
10
250

38
280
866
128

41

Annexe G
Coordonnées des aérodromes de Madagascar utidisédelprobleme inverse
NOM latitude
AMBALAVAO 21°47'00"
AMBATO BOENI 16°27'00"
AMBATOFINANDRAHANA 20°33'58"
AMBATOLAHY 20°01'00"
AMBATOLAHY Ankazoabo 22°24'58"
AMBATOMAINTY 17°42'00"
AMBAVANANKARANA 12°56'14"
AMBESESIKA 16°30'26"
AMBOHIMANGA 17°41'00"
AMBOHIMENA Ambatolampy 19°28'42"
AMBONGABE 16°48'00"
AMBOVOMBE 25°12'00"
AMBOVONAHOMBY 12°43'42"
AMPAMPAMENA AMBANJA 13°29'00"
AMPANAVOANA 15°41'00"
AMPANIHY 24°42'00"
AMPARAFARAVOLA 17°39'24"
AMPASIMASAY 24°19'05"
ANAHIDRANO 15°01'00"
ANALALAVA 14°38'00"
ANDAPA 14°39'00"
ANDILAMENA 17°01'00"
ANDRANOMANGATSIAKA 16°03'00"
ANDRANOMAVO 16°35'00"
ANDRIAMENA 17°27'00"
ANIVORANO NORD 12°47'00"
ANJABETRONGO 22°31'36"
ANJAJAVY 15°01'15"
ANKARAMAMY 24°24'52"
ANKASETRA (NOSY VALIHA) 14°09'24"
ANKAVANDRA 18°48'00"
ANKAZOABO 22°18'00"
ANKIBANIVATO NOSY BE (Hydrobase) 13°19'08"
ANKOKOAMBO 16°36'00"
ANTANAMBE 16°26'19"
ANTANIMORA 24°50'00"
ANTANIMALANDY 15°08'57"
ANTSALOVA 18°42'00"
ANTSOHAMAMY IANAPERA 23°53'45"
BEALANANA Ankaizina 14°33'00"
BEFAFANDRIANA NORD 15°12'00"
BEHARA 24°59'00"
BEKILY 24°14'00"
BEKODOKA 16°58'00"
BELO / TSIRIBIHINA 19°41'00"
BEMANA 21°43'13"
BENENITRA 23°25'00"
BERAKETA 24°11'00"
BERENTY 25°00'29"
BEREVO 19°43'00"
BEROROHA /Antsoa 21°36'00"
BESAKOA MAHAJAMBA 15°40'28"
BESALAMPY 16°45'00"
BETIOKY 23°16'28"
BETROKA 23°44'00"
BEZAHA 23°30'00"
BEVILANY 16°42'25"
DOANY 14°22'00"

58-

(RGN ONONORORONOEONORO RO ORONONO RO RGN ORONONO RGN OGN ONORORONORONONORON OGN ORORORO NN ORONORORONONORONORONGRONONORORO NN N)]

49°31'00" E

500
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59- EJEDA 24°21'00" S 44°32'00"E 200
60- FARAFANGANA 22°48'00" S 47°50'00" E 8
61- FAUX CAP 25°30'00" S 45°30'00" E 7
62- FIADANANA 20°22'00" S 47°23'00"E 125
63- FIHAONANA 18°34'33" S 47°14'20"E 1390
64- FOULPOINTE 17°43'00" S 49°29'00" E 5
65- IKALAMAVONY 21°07'00" S 46°32'00"E 800
66- IMERIN'IMADY 20°33'00" S 47°20'00"E 1260
67- ITAPERA 24°53'40" S 47°07'14"E 3
68- IVATO ANTANANARIVO 18°47'47" S 47°28'34"E 1279
69- JANGANY 22°52'00" S 45°48'00"E 917
70- LABANDIKELY 15°59'04" S 47°38'00"E 51
71- LAVANONO 25°25'00" S 44°56'00" E 5
72- LAVARATY 23°15'00" S 47°00'00"E 600
73- MADIROVALO 16°27'00" S 46°34'00"E 82
74- MAHAMAVO 17°37'58" S 47°43'32"E 766
75- MAHANORO 19°50'00" S 48°48'00" E 5
76- MAINTIRANO 18°03'03" S 44°01'56"E 23
77- MALAIMBANDY 20°21'00" S 45°33'00"E 182
78- MANAKARA 22°07'14" S 48°01'16"E 10
79- MANANARA AVARATRA 16°09'49" S 49°46'11"E 3
80- MANDABE 21°02'00" S 44°57'00"E 290
81- MANDOTO 19°34'00" S 46°19'00"E 870
82- MANDRITSARA 15°50'00" S 48°50'00"E 307
83- MANDROANARIVO 21°08'00" S 45°46'00"E 401
84- MANERINERINA 16°17'58" S 47°18'36"E 99
85- MANJA 21°25'00" S 44°19'00"E 240
86- MAROANTSETRA 15°26'00" S 49°41'00" E 4
87- MAROLAMBO 20°03'44" S 48°07'10"E 549
88- MAROROY 24°11'41" S 47°23'26"E 10
89- MAROVASA Anjajavy 14°56'59" S 47°18'12"E 18
90- MATSOANDAKANA 15°03'00" S 49°19'00"E 850
91- MIANDRIVAZO 19°34'00" S 45°27'00"E 12
92- MIFOKO 15°08'11" S 47°06'39" E 5
93- MITSINJO 16°00'00" S 45°52'00"E 20
94- MITSINJO MAF 22°31'36" S 43°31'04"E 621
95- MORAFENOBE 17°51'00" S 44°45'00"E 228
96- MORAMBA ANKAREFO 14°53'00" S 47°17'00" E 2
97- NAMAKIA 15°55'46" S 45°5027"E 19
98- NOSY BE FASCENE 13°19'15" S 48°18'33"E 10
99- NOSY SABA 14°21'41" S 47°38'00" E 9
100- NOSY VARIKA 20°38'00" S 48°31'00" E 5
101- PLAN D'EAU ANJAJAVY 14°59'04" S 47°14'22" E 0
102- PLAN D'EAU TSARABANJINA 13°00'51" S 48°32'07"E 0
103- RELAIS DE LA REINE 22°38'50" S 45°19'50"E 827
104- SAHAKEVO 20°16'00" S 47°51'00"E 720
105- SAINTE LUCE 24°46'33" S 47°10'30" E 3
106- SAINTE MARIE 17°05'00" S 49°49'00" E 2
107- SALARY 22°33'00" S 43°17'00" E 4
108- SOALALA Andranomavo 16°06'00" S 45°22'00"E 43
109- TAMBOHORANO 17°29'00" S 43°58'00" E 7
110- TANANDAVA 21°42'00" S 45°46'00"E 27
111- TSARATANANA 16°45'00" S 47°37'00"E 327
112- TSIMIRORO ANKISATRA 18°20'655" S 45°00'41"E 241
113- TSIROANOMANDIDY 18°45'00" S 46°03'00"E 846
114- TSITONDROINA 21°20'00" S 46°00'00"E 625
115- TSIVORY 24°03'00" S 46°04'00" E 1
116- VANGAINDRANO 23°21'06" S 47°34'44"E 10
117- VATOMANDRY 19°23'00" S 48°57'00"E 12
118- VOREHE 22°16'10" S 43°38'25"E 150
119- VOHIDIALA 17°53'48" S 47°18'14"E 811
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MODELISATION REGIONALE DU CHAMP MAGNETIQUE TERRESTR E ET
ETABLISSEMENT DE CARTES MAGNETIQUES DETAILLEES APPL IQUES A
MADAGASCAR

Résumeé

L'objet du travail entrepris dans le cadre de cdtiese est la valorisation des mesures
magnétiques collectées a l'observatoire magnétidéetananarivo (dont le nom de code
reconnu par I’Association Internationale de Géongtigme et d’Aéronomie est TAN) et dans le
réseau des stations de répétition au cours deriadeél983-2001, et le but en est la réalisation
d’'un modele régional détaillé fondé sur ces mesuresmanuscrit comprend trois parties. Les
deux premiéres sont consacrées a l'analyse etraot¥élisation du champ d’origine externe,
d'une part pour caractériser au mieux cette comfivn du champ a l'observatoire de TAN,
d’autre part pour mettre au point une méthode deation du champ externe dans les mesures
des stations de répétition, sachant que I'objexdif la description spatio-temporelle du champ
d’'origine interne. La troisieme partie décrit uneumelle méthode de modélisation régionale
fondée sur la résolution de I'équation de Laplaaesdun domaine dont la frontiére est constituée
de lintersection de deux sphéres concentriquest @ocentre est le centre de la terre, avec un
cbne de section elliptique, dont le sommet estedgaht le centre de la terre. Cette modélisation
est une généralisation de celle qui a été propes&®05, 2006 par E. Thébaultaét dans le cas
d’'un cone de section circulaire.

Mots clés :modélisation régionale, géomagnétisme, cone iglipt fonctions de Lamé.

Abstract

The object of the work undertaken within the frarewof this thesis is the valorization of the
magnetic measurements collected at the magnetienadisry of Antananarivo (whose code
name recognized by International Association of iBagnetism and Aeronomy is TAN) and in
the network of the stations of repetition during tberiod 1983-2001, and drank it in is the
realization of a detailed regional model foundethi&se measures. The manuscript includes three
parts. The two first are devoted to the analysd thie modelling of the external field, on the one
hand as well as possible to characterize this ttion of the field to the observatory of TAN,
on the other hand to develop a method of reducaifathe external field in measurements of the
stations of repetition, knowing that the objectisehe space-time description of the internal field
of origin. The third part describes a new methodegional modelling founded on the resolution
of the equation of Laplace in a field whose borderconsisted of the intersection of two
concentric spheres, whose center is the centdreoftound, with an elliptic cone of section, the
top is also the center of the groupd. This modglima generalization of that which was proposed
into 2005, 2006 by E. Thébault aal, in the case of a circular cone.

Key words : regional modelling, geomagnetism, elliptical cobamé’s functions.
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