Synthésel’observateurpouruneculturebactériennenbatchavecrecyclagedesubstrat

3.2 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons le modele mathématique qui décrit la dynamique de la croissance
d’'une biomasse de concentration X sur un substrat de concentration S en culture batch tout en tenant
compte de I'accumulation des cellules non viableg)(Ke recyclage d’'une partie des cellules mortes
en substrat, en fonction du temps t est également considéré.

Nous faisons face a un modéle pour lequel nos paramétres ne sont pas identifiables a I'équilibre. Ainsi,
on ne peut pas appliquer simplement les techniques classiques d’identification, qui exigent habituelle-
ment I'observabilité globale du systéme. En outre, nous comptons reconstruire les variables d’état non
mesurées en ligne (concentrations des cellules viables et non viables), aussi bien que les paramétres.
Pour cela, nous proposons un couplage de deux observateurs non linéaires en cascade avec différentes

échelles de temps, fournissant une convergence pratique de I'erreur d’estimation.

X = (X —mX,
Xd = OmX, (3.1)

sz—@wr/\(l—a)mx.

Il sS’agit d’'une extension du modéle de Monod. Le parametre fhest le taux de mortalité que I'on
suppose significatif lorsque(S) prend de petites valeurs, € (0,1) décrit la part des cellules mortes

non éclatées) > 0 est le facteur de recyclage, Y est le coefficient de rendement de la conversion de
substrat en biomasse. D’un point de vue biologique, on supposa &sé plus petit que le rendement

de croissance :

H1. é >A.

On suppose que le taux de croissande) et le coefficient de rendement Y du modéle classique de
Monod sont connus et que le but est d’identifier les paramétred emA, et de reconstruire en ligne
les variables d'état X et X basé sur les observations en ligne de la concentration en substrat S et la
biomasse totale B- X 4+ Xq4. Sans perte de généralité, on suppose que le taux de croisgdncest une

fonction vérifiant les hypothéses suivantes :

H2. La fonctionu(-) est réguliére, croissante et verifig0) = 0.
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Soit le changement de variables suivants :

,a=(1-0)m et k=AY.

_ox_ X X
s=§ Xx= xd_Y

le modéle s'écrit alors sous la forme simple suivante

§ = —u(s)x+kax
X = U(S)x—mx (3.2)
[ X4 = mx—ax
tout en observant le vecteur suivant
[
y= ) (3.3)
X+ Xd

avec les conditions initiales connues suivantes
S(0)=5>0, x(0)=0 et x0)=x>0.

Rappelons que notre but est de reconstruire les paramétrasaink ainsi que les variables d’étaf-x

et x4 (+), sous I'hypothése :
H3. m>aetk< 1

De plus, on suppose gue les bornes, a priori, des paramétrastik sont connus c.a.d.
3 (m,m",a",a" k~, k") € (R%)® connus tels quém,a,k) € [m~,m"] x [a~,a"] x [k, k'] . (3.4)

Nous donnons deux propriétés concernant la positivité degisns et I'existence d’'une variété

invariante :

(m—ka) ) )
Xd = So+ Xo ¢ sont invariants par la dyna-

.. 3 _ 3
Proposition R etQ = {(s,x,xd) eR? | S+X+7(m—a)

mique [3R)

Preuve : L'invariance de]Rii est garantie par le fait que :

x=0 = x=0,
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=0 = xg=(m—-a)x>0.

(m—ka)
(m—a)

Soit M= s+ X+ X4, 0N obtientM = 0, d’ou 'invariance de I'ensembl@. ]

pi(m) si pimax> D,
Soits définit pars=
+00 sinon

Proposition Les trajectoires de la dynamique{3.2) convergent asyingpietnent vers un point d’équi-

libre

E*= <s*,0, %(sm—xo—s*)) avec s" <min(sy+ Xo,9)
Preuve : L'invariance de I'ensembl€ donnée dans la propositidd 2 montre que les variables d’état
sont bornées. De I'équatiay = (m—a)x avec > a, et du fait que xest bornée, on en déduit que X
doit converger vere. x4(-) est croissante et converge vefstel que % € [0, (sp+Xo)(m—a)/(m—Kka)].
Ainsi, de l'invariance de 'ensembl®, s(-) converge vers's< s+ Xo. Si § est tel que s> s, alors de

I'équationx = (u(s) — m)x, on en déduit que(x) ne peut pas converger vesl’'ou s* < s. |

3.3 Conception d’'un observateur pratique en cascade

On rappelle gue notre but est de donner une estimation en lips parameétres et des variables non
Mesurés X, en se basant sur les mesures disponibles. On peut immdéeiateoir que les paramétres
(m,a,k) ne peuvent pas étre reconstruits si le systeme est a I'bgpilNéanmoins, en dérivant les

sorties (y) :

i = (—H(y1)+kax,
Y2 = (u(y1) —a)Xx,

Y1 = (K(yr) —m)ys— p'(y1) Xy,

Y2 = (H(yr) —m) Y2+ p'(y1) X1
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on obtient explicitement les expressions des paramétaEsatariables d’état non mesurées en fonctions

des sorties et de leurs dérivées lorsqu’on n'est pas a lléxeai:

Y1+
m = _—
p(y1) Y1tV
« - Y- (H(y1) —m)y>
— ST 7
K (Y1)y1
Xd = Y2—X (35)
_ »
a = “(yl) X’
Koo MO n
a ax

on en déduit I'observabilité du systeme.

En jouant sur la structure de la dynamique, on peut écrireendyynamique sous une forme particu-

liere de deux sous modéles en cascade :

- On commence par présenter un observateur pratique pegintéét reconstruction des paramétres
a et k en utilisant uniguement I'observatiop ynais en effectuant un changent d’échelle de temps
qui dépend deyyet .

- Puis on présente un second observateur permettant la steaion du parametre m et des va-
riables d'état x et x en utilisant les deux observationget y, et la connaissance des paramétres
aetk.

- Finalement, nous couplons les deux observateurs, le éimexutilise les approximations de a et
k estimées par le premier observateur.

Plus précisément, notre modéle est sous la forme

X=F(X,P) , y=H(X)

ou X, P ety sont les vecteurs des variables d'états, des gdarasnet des observations, de dimensions

respectives, 3 et2. Nous proposons une partition

X — X1 Cp= P avec d!mxlzl ot d!mFizz
Xo P dmX =2 dmB=1
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y— yr | _ [ Hi(Xy)
Y2 Ha(X2)

et la dynamigue est découplée comme suit

tels que

Xo = Fa(Xa,y1,P1,P,)

d e . .
avec% > 0. De plus, les caractéristiques suivantes sont satisfaites

- (Xq,P1) est observable pour la dynamiquigy, Hz) (sans le termed(g(ty)),
- (X2,P2) est observable pour la dynamiqui;, H,) lorsque R est connu.
Ainsi, la considération de deux observateéﬁ$~) et Ifg(Pl,-) pour les deux pairegXy, Py) et (X, Py)

respectivement, permettant la construction d’un obsewagn cascade

d [ X A
— ( Ny ) = F1(X1,P1,y1),

dr \ P,
d( %\ =40 =
d ( B, ) = F2(P1, X2, P2, Y2)
avect(t) = @(y(t)) — @(y(0)), qu'on le donne explicitement. Notons que le couplage desroateurs
se fait par I'intermédiaire dé;, et que le termg% nous empéche d’avoir un convergence asympto-

tiqgue quanc{lirp T(t) < +oo.

1 Définition On dit qu'un estimateuX,(-) d’un vecteurX(-), o'y est un paramétre, e convergence
exponentielle pratiqus’il existe deux constantes positis etK, telles que pour tout > 0 et > 0,
l'inégalité

1X,(t) = X(1)]| < e+ Kee k20wt >0
est satisfaite pow €T .

Pour toute la suite, on note par stu, 1) 'opérateur de saturatiomax(l,min(u,1)).
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3.3.1 Un premier observateur pratique

Considérons la nouvelle variable

T(t) = y1(0) +y2(0) — ya(t) — y2(t)

qui est mesurée en ligne. De la propositidn 2, on en déduitrqueest bornée. Comme

%:(1—k)ax(t) >0, Vt>0,

par conséquencg,(-) est une fonction croissante vers

T= lim 1(t) < 4o (3.6)

o t——+oo

et 7(-) définie une difféomorphisme @& +o) vers|0, 7). Ainsi la dynamique du variable s en temps

est découplée de la dynamique des autres variables d'état :

ds
dar a—pBu(s)

ou a etf sont des paramétres définis comme des combinaisons desgieainconnues a etk :

Kk 1
“1okP= a(l—k)’

a

De (33) il existe des constantes positiees a™, 3~ et 3+ telles que(a,B) € [a—,a™] x [B~,BT].

e=[s & d_]
dr dr? ’

Considérons le vecteur d’état

qui vérifie la dynamique

dé 0
T=AE+| 0
d)(yl?E)
avec
_ _ 5_3? K (y1)
Y1 —CE ) d)(yl»E) - EZ +EZES I—l/(yl) )

et la paire(A,C) est de forme canonique de type Brunovsky :

.C:(l 0 o). (3.7)

>

I
o o o
o o R
o r O
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Les paramétres inconnues et B peuvent étre ainsi exprimés en fonction de I'observatipretydu

vecteur d’état :

a=lag(yn,&)=3&— 525’(();’11)) 7

Notons que les fonctiongs(ys, -), la (y1,-) etlg(y1,-) ne sont pas définies partout dR?, mais comme le
long des trajectoires d€(3.2) onég/ &> = — B’ (y1) eté2 = a — Bu(y1), qui sont bornées et I'hypothése
H2 garantie le fait queu’(y1) est toujours strictement positive, on peut, donc, considémne extension

globalement Lipschitzienne de ces fonctions loin desdtajes du systéme, comme sulit :

P (y1,€)

&3 <h1()’1, &)+ Zl,/((;lll)) ha(y1, f)) :

LE) = &y, &) A

K (y1)
- __hn,d)
L T
avec
(v &) — sat(—ﬁ*u'(yo,—ﬂu’<y1>,§>,

ho(y1,€) = sat(a™ =B u(yr),at =B p(y1), &) .
Ainsi on peut construire un observateur pratique de la mangdivante.

Proposition Il existent deux constantes positives> 0 etc; > O telles que I'observateur

dé R 0 361 .
g A o |- 307 | (§1—y1),
F(y1. &) 6; (3.8)

(673) = <I~G(ylvé)7l~ﬁ(ylaé)) )
assure la convergence
max(|&(t) - al,|B(r) - Bl ) < bre®||€(0) - £(0) (3.9)

pour tout6; assez grand ate [0, T).
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Preuve : Considérons une trajectoire de la dynamiqlie](3.2) et s@it=Q{y1(t) }t>0. La proposition
T
1, assure le fait que Dest borné. Définissonsgk= — ( 36, 62 Gf’ ) . On vérifie facilement que

Kg, = —P,'CT, ol By, est la solution de I'équation algébrique suivante :
01Ps, + ATPg, + Py, A=C'C.
Considérons l'erreur e= 3 —£.0na

0
de
g (A+KgCle+ X 0

$(y1,6) — P (y1,¢)

ol @ (y1,-) est globalement Lipschitzienne g&if uniformément enjyc O;. Le résultat de Gauthier et

al. [37] assure I'existence de deux constantes positives @ et ¢ > 0 telles que
le(T)|| < cue %7 |e(0)]|

pour 6; assez grande.
Finalement, les fonctionk; (y1,-) et rB (y1,-) sont aussi globalement Lipschitzienne & uniformé-

ment en y € Oy, on obtient ainsi I'inégalité[{319). [ |

Corollaire L'estimation des paramétresetk avec les mémes propriétés de convergencelque (3.9) est

donnée par

~ _ a(r)

k(1) = sat| k k", ——
(1) =sailk K ral).

a(r) = sat(a‘,a*, 1A7

o +
=2
=
N———

Remarquel’observateur [[31B) assure seulement une convergencégpeatar 1(t) ne tend pas vers
+oo lorsque le temps t tend vers l'infini.

Pour des valeurs grandes de,»on peut avoiru(t) >t pour des valeurs det+ 0. Comme notre ob-
servateur utilise les observationg jsqu’au le tempg, il doit, donc, étre intégré suj0, min(7(t),t)]

lorsque le temps actuel est .
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3.3.2 Un second observateur

Revenons maintenant en temps t et considérons la variablaréges=y; + y».

Lorsque les parameétras et 8 sont connus, la dynamique du vecteur

T
(= [ z z 7 ]
peut étre écrite comme sulit :
0
{=Al+ 0
QU(YL Zv avB)
avec
Z2
z=C{ et Y(y1,¢{,a,B)= Z—z + 33U (y1)(Bu(yr) — @).
Le paramétre m et la variable(¥ peuvent étre explicités en fonction deey{ comme suit :
(3

m= Im(Yl»Z) = l"l(yl) _a , X= _BZZ

Les fonctionap(ys,-,a,B) et In(y1,-) ne sont pas définies partout SRF mais tout le long des trajec-
toires de la dynamiqué{3.2), onia/{> = p(y1) — m et{, = —x/f et qui sont bornées. Ainsi on peut

proposer des extensions, de ces fonctions, globalemestthitpiennes par rapport & :

@(y1,¢,a,B) =ha(y1,{)z+min(Z,2(0)%/B) i (y1) (BU(y1) — @)
(3.10)

Im(y1,{) = 1(y1) —hs(y1, {)
avec

hs(y1,{) = saf (H(Y1) —m"u(y) —m-, %) -

Proposition Lorsquea etf3 sont connus, ils existent deux constantes positiges 0 etc, > 0 telles

qgue l'observateur

g . 0 36, \
az =Al + 0 —| 362 |[(Q1—y1—y2)
P(y1,{,a,B) 63 (3.11)

(M%) = (Iny1.{).~BL2)
garantit la convergence exponentielle

max([(t) —ml,[%(t) — x(t)]) < boe%![|{>(0) — &(0)|
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pour toutf, assez grande et> 0.

Preuve : Méme preuve que celle de la propositidn 4, une application rdsultats de Gauthier et
al. [37]. [ |

3.3.3 Couplage des deux observateurs

Considérons maintenant le couplage des deux observateotservateur[[37111) utilise les estima-
tions (&,ﬁ) données par le premier observatelir {3.8). Cela nous ramdiguale de la robustesse du

second observateur par rapport a I'incertitude des paras®dr et 3.

Proposition Considérons I'observateUr {3111) avec 3) remplacées pdidi (-), 3(-)) telles que
@),B) €la,a]x [, vt>0,
ainsi il existe des constantes positi@sc} et d_z telles que pour tout > 0 il existe 6, assez grande

garantissant les inégalités suivantes :

IM(t) —m| < &+ boe2||Z(0) - Z(0)]]
- - (3.12)
IX(t) = x(t)| < £+l B(t) — B| +boe 2| (0) — Z(0)|

pour toutt > 0.

Preuve : Comme dans la preuve de la propositldn 4, on fixe une condititinle du systemd{3.2) et

considérons I'ensemble bornég & {y(t) }t>o0. La dynamique de l'erreur & 2 — { est donnée par :
é= (A+ K92C)e+ (lll(yb 27 a?ﬁ) - (ll(ylv Z> G,B))V
T

ou (A,C) est la forme canonique de type Brunov@(&?:),@ 0 01 ) etKg, = —Pe‘zlcT avec

0, 6,2 6,3
Po,=| -6,2 26;° —36,* (3.13)
6, —30,* 66,°

solution de I'équation algébrique

8,Pg, + ATPg, + Ps,A=C'C. (3.14)
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Considérons maitenant(¥) = He(t)HE,e2 = €' (t)Pg,e(t). En utilisant [3:I#), on a

V = —6e"Pge—e C'Ce+25e" PV
(3.15)

IN

~0,l[el[3, +25][€llpy, [VIn,

ouod = "l’(ﬁ;iaaﬁ) - ‘I’(YLZJJ’B)‘-
En utilisant [31IB), vérifie facilement qu||p, = V6052, De I'expression[(310) et du fait que la
fonction { — (y1,{,a,B) est globalement Lipschitzienne uniformément e Y1, on en déduit

I'existence de deux constantes positives c et L telles que

o < |¢’(y1727&7ﬁ)’\_,‘Zl(y1>2>a7ﬁ)|

+¢’(ylvzvavB) - (I’(y].?ZvavB)

. X 3.16
< Q0On,¢a,BT) =Py, {,a, ) +LJe| 320

< c+Lel

Notons qu'on d|ef|p,, = 62[|&||p, avecs = 6, 'e et||g|? > 6,°||e||? pour toutd, > 1. Les normes
|- ||, et]|-|| sont équivalentes, d'ou I'existence d'une constante pesijt > Otelle que||€]|p,|| > |||,
et on en déduit I'inégalité

—-5/2
elley, > 16, *|Jel] (3.17)

Finalement, rassemblarfi{3115), (3 16)[ef(B8.17), on perite

d 6 VoL —5/2
aHeHPez < <—§+T> Hereer\/éBz %

Pour 8, assez grande, on-af/2++/6L/n < 0 et par suite, en utilisant de nouved (3.17), on obtient

a partir de la quelle on en déduit la convergence expondati I'erreur e dans n'importe quel voisi-
nage ded dés qued, est assez grande.

La continuité Lipschitzienne de la fonctiog(l) par rapport & uniformément enjye O; assure la
premiére inégalité dd{3.12).

Pour I'estimation de &), on a I'inégalité

8—X = |BL2— BL| < 1B - BlI&o| + B2 — 2
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ce qui donne la deuxieme estimation [de(B.12) puisque la asampel, est bornée.

2 Corollaire Pour tout temps > 0O, I'observateur couplé

df i 0 36, A
95 = A + o |- 362 | (é1—y1)
$(y1,€) e
dz i 0 36, A
EZAZ+ 0 —| 362 [(La—y1—Y2)
P(y1,{,0(x2),B(s2)) 63

intégré pours; € [0,min(t, T(t)] ets; € [0,t], avec

T(t) = y1(0) —ya(t) +y2(0) — y2(1),

a(s2) = sat(a™,a* . To(ya(min(sz, 7(1)))). & (min(sz,7(1)) )

B(s2) = sat( B~ B+ Tg(ya(min(sz, (1)), (min(sz, 7(1))) )

fourni les estimations

A ~

(R(t),%(t) = (—BOL0.20) + BO L) -

La convergence pratique de I'estimateur est exponentiddle qued, et 6, sont assez grandes.

3.4 Simulations numériques

Considérons un taux de croissance de type Mohad (2.2) asqmal@metreumax = 1 et Ks = 100
et fixons les conditions initialeg® = 50, x(0) = 1, x4(0) = 0. Les paramétres a reconstruire ainsi que

leur bornes sont donnés dans le tableau suivant :

Ces parametres nous assurent une croissance a une vitdssamable (§0) a une valeur de K/2),
et la valeur der n’est pas trés petite. Pour un interval de ten@ps t < tmax= 80, le nouveau axe de
temps est, a peu préB< T < Tmax~ 37.22 (voir Figure[31). Pour le premier observateur, on choisit u

gain 6; = 3 qui donne une petite erreur sur les estimationsdet 8 a I'instant Tmax (voir Figures3.B).
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parameétre o k m
valeur 0.2 0.2 0.1
bornes [0.1,0.3] | [0.1,0.3] | [0.05,0.2]

TAB. 3.1 — Les paramétres et leurs bornes

707 45

.
w - ) Y,
.
T L 25 yl 15
30 T 20

15 10

.
107 5 N
0 0 20 o | a0 © @ | 1 e 10 2 a0 40 s w 70 f.‘o ! T i o P o B f“’

FiG. 3.1 — Graphes de la fonctianet des observationg etys.
. - .
] A
“© E 1» Ez 2 A
40 1
38

35 -2} B

] o
] ]
. N

. N
.

T T T

035

0.30

——
a>

0.20

0.15-

FiGc. 3.3 — Estimation des paramétrest 3.

Ces estimations sont utilisées, en ligne, par le secondradiseir, avec un gaiéh, = 2. Sur les Figures
B3, on voit bien que I'erreur d’estimation est petite sirf&ur d’estimation donnée par le premier

observateur est petite elle aussi.
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FIG. 3.4 — Les variableg du second observateur en tentps
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FiGc. 3.5 — Estimation du paramétneet des variables d’étatet xg.

Les simulations sont refaites en ajoutant du bruit sur lesepbations y et y, (voir Figures[3.6 et

B.3).

Q>

- >

0207
0187
016
0147

012

3>

FiG. 3.6 — Estimation des paramétr@sf etm pour des données bruitées.

En présence de bruit a basse fréquence (ce qui peut étre ldesaapplications biologiques), on
obtient une bonne robustesse pour les estimations des p&esu et 3 et des variables d’état x e x
L'estimation du paramétre m est plus affectée par le brugcieut étre expliqué par la structure de

I'’équation [35) : I'estimation de m est reliée au dérivéesa@des des deux observationlys, et par
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C{<>

x>

FiGc. 3.7 — Estimation des variables d'éiattxy en présence de bruit.

suite plus sensible au bruits sur les observations.

3.5 Conclusion

L'extension du modéle de Monod avec un compartiment addiglopour les cellules mortes et un
terme de recyclage de substrat n’est pas identifiable endérasit les observations de la concentration
en substrat et de la biomasse totale. Néanmoins, nous avoagépque le modele peut étre écrit sous
une forme particuliere cascade, en considérant deux éeheik temps.

Cette décomposition permettre la conception, séparéndeniieux observateurs, puis les coupler en-
semble en cascade. Le premier est a échelle de temps borpéiguant pourquoi le systéme n’est pas
identifiable a I'équilibre, alors que le second est a échdéeéemps non bornée. Cette construction four-
nit une convergence pratique des observateurs couplés.

Les deux observateurs sont a grand-gain inspirés de [37¢ awe construction explicite de I'exten-
sion Lipschitzienne de la dynamique (cf. [78]). D'autresichd’observateurs pourraient avoir été faits
et appliqués a cette structure particuliére. Une telle déposition pourrait étre appliquée a d’autres

systémes qui sont pas identifiables ou pas observable dligu
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