3 Schémas et maillages DDFV

Dans ce chapitre, nous décrivons les maillages et les principaux résultats de la méthode
de volumes finis, appelée DDFV acronyme de "Discrete Duality Finite Volume". Avec ces
schémas, nous faisons les discrétisations spatiales des équations de Stokes et de Navier-
Stokes décrivant des écoulements d'un fluide incompressible sur des maillages conformes
et non conformes. Le principe consiste a construire des opérateurs gradient, divergence et
rotationnel discrets, puis de remplacer les opérateurs qui interviennent dans les EDP par
leurs équivalents discrets. Ces opérateurs agissent sur des maillages quelconques par un

choix judicieux des inconnues.

Les méthodes DDFV sont une généralisation des schémas MAC. Elles ont été introduites et
étudiées par F. Hermeline dans [53] et depuis, plusieurs versions ont vu le jour [32], [34], [17].
L’idée générale de ces méthodes est de combiner deux maillages Volumes Finis distincts
en les superposant : le maillage primal et le maillage dual ou les cellules sont construites
autour des sommets du maillage primal. Un troisiéme maillage, appelé maillage diamant est
nécessaire pour la construction d’un gradient consistant. Ceux-ci conservent la structure du
probléme continu, si bien qu’il est possible d’écrire une formule de Green discréte qui donne
un équivalent de la formule continue. Les opérateurs ainsi construits sont en dualité discréte,

ce qui donne le nom a la méthode.

Le premier schéma que nous avons étudié est basé sur la méthode proposée par Y. Coudiére
et F. Hubert [30], puis détaillée par S. Krell et al. [58,59]. Dans ce schéma, les inconnues
sont localisées aux centres des cellules, aux sommets et aux faces, et également aux milieux
des arétes, d’ou l'appellation CeVeFE-DDFV (Cell/Vertex/Face/Edge). De cette fagon, on
doit tenir compte d’'un autre maillage dit "faces-arétes". Le second schéma auquel nous
nous sommes intéressé et qui est adaptée dans ce travail, repose sur une méthode appelée
CeVe-DDF'V. Contrairement au premier schéma, les inconnues ne sont pas positionnées aux
milieux des arétes. Cette méthode a été introduite par C. Pierre [78| et utilisée également
par Y. Coudiére et al. [29]. La méthode que nous avons développée est basée sur la variante
étudiée par B. Andreianov et al. [1,2]. La particularité de ce schéma est que le maillage
primal et le maillage dual recouvrent chacun exactement une fois le domaine. Néanmoins,

les relations de dualité discrétes restent conservées.
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3 Schémas et maillages DDF'V

3.1 Définitions et notations

3.1.1 Construction du maillage

Soit 2 un ouvert polygonal convexe borné de R? (d = 2,3). On définit un maillage DDFV
par une discrétisation du domaine €2 constituée d’un couplet M = (T, D) tel que :

— T est 'ensemble composé par des cellules et des sommets.

— D est 'ensemble relatif aux interfaces.

Le maillage M est défini par deux ensembles complémentaires, le domaine est ainsi recou-

vert deux fois et peut étre discrétiser par deux maillages 7 et D.

Le maillage 7

Le maillage T est composé d'un ensemble des mailles primales et duales relatives respec-
tivement aux cellules K et aux sommets V.

— Les mailles primales K sont des polygones disjoints auxquels on associe les points K, en

général le centre de gravité de la cellule K. Ces points sont appelés nceuds du maillage

primal. Ils vérifient les deux relations suivantes ot £ est une autre cellule :

UK=0 et KNL=0si K#L.
KeT

— Pour toutes les mailles primales voisines K et £, on suppose que 0K N IL est une face

et on la note 0 = IC|L (voir figure 3.1a). L’ensemble des faces, noté F, est tel que :

— Les noeuds du maillage dual V sont les sommets du maillage primal (voir figure 3.1b).

Ce maillage est donc formé par les sommets A des faces o.

C
A
°K
o
oL B
(a) Cellules K et L (b) Sommets A, B et C

FIGURE 3.1: Exemple de mailles primales et duales.
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3.1 Définitions et notations

Le maillage D

A chaque face o € F, on associe la cellule diamant D, € D de la maniére suivante :

— Pour une face o interne, dont on note ’ensemble par F™, on considére les deux cellules
voisines K et L telle 0 = K|L. Le diamant D,, est défini comme l'intérieur de enveloppe
convexe de K U o U L (voir figure 3.2a).

— Pour une face o du bord, dont on note I’ensemble par F?, on considére une cellule K telle
que o = K N ON). Le diamant D, est défini comme l'intérieur de I'enveloppe convexe
de 0 UK (voir figure 3.2b).

K o
4 K
B
o
B
L
(a) Diamant interne : o € F'™ (b) Diamant au bord : o € F?

FIGURE 3.2: Exemples de diamant D,.

En considérant une face o et sa cellule de centre K on peut construire un demi-diamant
D, k. Ainsi, un diamant D,y est la réunion de deux demi-diamants D, x et D, . Les

demi-diamants sont 2 & 2 disjoints et couvrent entiérement le domaine 2, de sorte que :

U Dok =

KeT
f<tele

Remarque 3
— Tout diamant du bord D, peut étre réduit au demi-diamants D, . Dans ce cas, les

points L se confondent avec les points F' centre de des faces o, autrement dit :

sioge FP alors L = F.

— On associe a chaque demi-diamant D, x une unique face o et une unique cellule K.

Nous traitons par la suite deux exemples concrets et importants de maillage DDFV en
dimension 2 puis en dimension 3 adaptés respectivement pour les domaines quadrilatéres et

parallélépipédiques et leurs unions.
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3 Schémas et maillages DDF'V

Maillage 2D DDFV

En dimension 2, les faces sont des segments de droite non réduits & un point. Les cellules
sont sous forme triangulaire (voir les figures précédentes) ou quadrilatére (voir la figure
3.3). Gréace aux mailles primales et duales, on définit les mailles diamants qui composent le

maillage D comme illustré dans figure 3.4. En pratique on remarque que ces diamants sont

une réunion de triangles disjoints.

® @ @ ‘ -
° ° ° ° °
[ ' ' e N e N e D
° ° ° ¢ ¢
® ' ® ‘ ‘
(a) Maillage T (b) Maillage D
FIGURE 3.3: Maillage cartésien 2D conforme.
Le maillage peut étre non conforme comme illustré dans la figure 3.4.
1 ° ° ¢
) ° + ” o- ,:, —o-
| ° ] <
- X---0---X-0-X-e-
3 A
° ) s “e-X-e-
: [ J ‘ [

(a) Maillage T

(b) Maillage D

FIGURE 3.4: Maillage cartésien 2D non conforme.

Maillage 3D DDFV

En dimension 3, les faces sont des polygones; en pratiques ce sont des triangles ou des
quadrilatéres. Pour simplifier les notations et pour donner des illustrations, nous prenons un
parallélépipéde rectangle, comme illustré dans la figure 3.5 partitionné de fagon uniforme (a

noter que ni la forme cubique, ni I'uniformité des mailles n’est importante ; la construction

se généralise aux maillages cartésiens non conformes).
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3.1 Définitions et notations

FIGURE 3.5: Maillage 7 d’un cube.

Dans cette étude, on travaille avec des faces o € F sous forme quadrilatérale. Notons F
le centre de 0. Les diamants ont la forme d’octaédres construits a partir des centres K et L
des deux cubes primaires K, L et des faces o0 = K|L qu’ils partagent. Ainsi, comme illustré
dans la figure 3.6, les diamants D, sont formés donc par les six points suivants :

— A, B, C et D : les sommets qui constituent la face o ;

— K et L : les centres de deux cellules voisines partageant la méme face o.

K — DU,K

\
\ e
) . L D, 1,

FIGURE 3.6: Maille diamant 3D.

Le maillage 7 est constitué par les nceuds sommets et cellules (A et K) et le maillage D
par les centres des faces (F'). Sur le bord du domaine, comme vu précédemment, les diamants
sont réduits aux demi diamants D, i et les points L = F'.

Remarque 4

—
L’orientation des points A, B, C, D est choisie de telle facon a avoir det(m, Eﬁ, FK) > 0.
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3 Schémas et maillages DDF'V

3.1.2 Volumes de controle

Chaque élément du maillage DDFV a un volume de contréle. Il s’agit d’une mesure que

I'on associe & cet élément. On note | X| la mesure d’un objet géométrique X. Les grandeurs

|K| et |A| désignent respectivement les mesures dans R? d'une cellule primale de centre K

et d’une cellule duale dont le centre est le sommet A. Pour une interface o, |o| désigne sa

mesure en dimension d — 1 (sa longueur si d = 2 ou son aire si d = 3).

Afin de calculer les volumes de contréle de ces éléments, on introduit tout d’abord une

décomposition de chaque demi diamant D, x en simplexe. Les diamants formant une parti-

tion du domaine, cette décomposition aboutit a une partition du domaine en simplexe. En

dimension 2 ces simplexes sont des triangles indexés sur les sommets de o, en dimension 3,

ce sont des tétracdres indexés sur les arétes de o (voir figure 3.7 et 3.10).
— En 2D :

Soient A et B les sommets d'une face o de centre F. On définit deux triangles T;}K et
TfK comme :
T} =KAF |, T2, =KBF.

A
F
o Tf 1%

B

FIGURE 3.7: Décomposition en simplexe d'un demi diamant 2D.

Les volumes de controle sont :

Kl= ) Tl o 1A= ) IT |

AcoK Keov
oDA oc3A
Dol = |T7xl +T7x| . |Do|l = |Dox| + | Dol

L’aire du triangle T;}K constitue 1’élément de base avec lequel nous assemblons les vo-
lumes de controle des maillages T et D. Dans les figures 3.8 et 3.9a, on illustre les
volumes de controles d’'un neeud A (& l'intérieur et au bord du domaine), d’une cellule

de centre K et d’un diamant de centre F'.
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3.1 Définitions et notations

(a) A a lintérieur du domaine (b) A au bord du domaine

FIGURE 3.8: Volumes de contrdle d’une cellule duale dont le sommet est A.

°K

(a) Cellule : volume de contrdle |K| (b) Diamant : volume de contrdle | D, |

FIGURE 3.9: Volume de controle d’'une cellule primale et d’'un diamant.

— En 3D :
On rappelle que dans cette étude, en 3D, on travaille avec des faces quadrilatérales.
Soient A, B,C' et D les sommets d'une face . On considére le sommet A (les autres
sommets sont interchangeables) ; Soient F; et Ey les milieux respectifs des arétes [A, B]
et [A, D] et soit F' le centre de o.

On définit deux tétraédres Tf}< et TUE% comme (voir figure 3.10) :
TP = KAFE, |, T = KAFE,.

Les volumes de controles sont :

Kl= ) IT7% . (A=) 1T

Bj€oK Keov
oo E; o3E;
E.
|DO',K‘ = § ’Ta,;( :
E;c0KNo

|DU| = |D0,K| + |DU7L|-
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3 Schémas et maillages DDF'V

D -

FIGURE 3.10: Décomposition en simplexe d’un demi diamant 3D.

Dans le cas cartésien on a :

— Le volume du tétraedre Tf}{ est :

1
TP | = 6|det(ﬁ,m,f)|.

— Le volume d'un demi diamant D, k est :

1
D, x| = 6|det<@,§z3,ﬁ()y.

3.1.3 Normales extérieures aux volumes

A partir des volumes de contrdle définis autour de chaque élément du maillage 7, nous
obtenons les surfaces du bord de chaque volume K et )V notées respectivement 0K et 9V.

Ces surfaces sont portées par les vecteurs normaux aux bords N et N7,.

FIGURE 3.11: Vecteurs normaux aux cellules primales et duales (internes et aux bord).
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3.1 Définitions et notations

Chaque vecteur normal extérieur a un volume de controle d’un élément X peut étre associé
a une face o tel que X € D, (voir figure 3.11 ot ¢ = [A, B]). Pour déterminer les vecteurs
normaux on utilise la décomposition en simplexe des diamants D, k.

En 2D :

— Cas d’une cellule primale K : soient K le centre de cette cellule et 0 = [A, B] une de ses

arétes, comme illustré dans la figure 3.12, on peut donner l’expression du vecteur N

o — APt + FB*.

Les deux parties du vecteur Ny correspondent aux vecteurs normaux aux interfaces

sous la forme :

formées par I'intersection du volume V et les deux triangles T;}K et TfK qui composent

le demi diamants D, k.

lape F 7 Ee

FIGURE 3.12: Vecteurs normaux aux cellules primales et au demi diamant (en hachuré).

— Cas d’une cellule duale V : soient K le centre d’une cellule primale telle que K € 0V,
L le centre de sa cellule voisine et F' le centre de 0 = K|L (on rappelle que L = F
si 0 € F); en utilisant de la méme maniére les triangles issus de la décomposition en
simplexe du diamant D, x et leurs intersections avec le volume de controle de V, on
peut donner Iexpression du vecteur INY, sous la forme (voir les cellules duales internes

et aux bord dans la figure 3.11) :
; —
sioce Fm o €/=FKL+[?L7
2
sioeFP o N‘{/:FKL—I—ﬁL.
Le découpage des vecteurs IN¥- et NY, comme indiqué ci-dessus nous permet de mieux décrire

les volumes du bord et les volumes dans le cas des maillages non conformes. Dans la figure

3.13 on donne une illustration dans le cas non conforme.
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3 Schémas et maillages DDF'V

4
.
4
.
. —
4
.
.
A
N D
.
. \
.
N _) \
. \
.
.
O 4
A .
. .
Y ’
a e —
\

I a ]

FIGURE 3.13: mailles non conformes : vecteurs normaux aux cellules duales A.

En 3D

Soient K le centre d’une cellule et o une des faces constituée par les sommets A, B, C et
D, telles que o C OK. Comme dans le cas 2D, on utilise la décomposition du diamant D, en
simplexe. On considére le sommet A, en 3D il s’agit des deux tétraedres T f}( et Tfﬁ( avec

E; et E, les milieux respectifs des arétes [A, B] et [A, D] (voir la figure 3.14).

On peut donner I'expression des vecteurs N et INY, sous la forme :

g g
PJK - E PJA,
AcoK
A€o

o _ o o NTo
Ny, = E N 4+ eyN%,
Keov
Acony
avec : €5, =1si 0 C F*NV et €} = 0 sinon.
Le calcul des composantes N% et N9 s’effectue a partir des faces externes des tétraédres

TE et T2 comme illustré dans la figure 3.14. On trouve :

l—" == 1= ==
N9 = §FA/\FE1—§FA/\FE2

= }LF_fl/\zﬁ,

et

1 S P
N7 = 51«‘7(AFE2—§FKAFEl

_ 3}7}?/\55.
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3.1 Définitions et notations

FIGURE 3.14: Vecteurs normaux : composantes N% et N%.

Les calculs des normales extérieures font intervenir une face, donc un diamant D,, et un
volume de contréle K ou V. Comme chaque diamant est constitué par les points K, L, A, B, C'
et D, on peut exhiber a l'intérieur du domaine les expressions de N¥. et Ny, pour chaque
élément du sextuplet (K, L, A, B,C, D).

— Pour K et L, le calcul de Ny. permet d’obtenir deux vecteurs :
1 1

— Pour A, B,C et D le calcul de N7, permet d’obtenir les vecteurs suivants :

1 1 1 1
NA: ZB?/\F(,NB = Zz@/\ﬁ(,NC: Z—Llﬁ/\ﬁ(et ND: ZCTZX/\I?(
Par des raisons de symétrie, on observe que N, = —Ng, No = —N4 et Np = —Npg. Donc,

pour alléger les notations, on peut introduire trois vecteurs Ng, N ac et Ngp tels que :

Nyp = %BAD’B),

N, — ilﬁ/\ﬁ(,

Npp = E@AL—I%.
E{emarque 5

Si A est un sommet appartenant a une face du bord, alors la contribution de la normale

a cette face en intersection avec le volume de A sera prise en compte et dans ce cas on a :

1
Ny = Nyc + ZNKL-
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3 Schémas et maillages DDF'V

3.2 Espaces discrets

Désormais, on ne traite que le schéma DDFV en dimension 3. Dans cette partie nous
définissons les espaces d’approximation et les inconnues discrétes. Les calculs 2D seront
réalisés avec une seule cellule selon la profondeur et les conditions de symétrie.

Définition 1
— On introduit I'espace d’approximation R7 du maillage T. Ainsi une inconnue discréte

u” € R7. est définie de la maniére suivante :

ul = ((uk), (UA>>K,AGT'

— Lespace (R®)7 est I'espace des champs de vecteurs discrets définis sur le maillage T .

Ainsi, un vecteur discret u” € (R3)7 est défini de la maniére suivante :

ul
ul = ug— , avec :uz—, ug, ug— eR7.
uf

— On définit 'espace R97 ¢ R7 comme I'ensemble des inconnues du bord OT.

Définition 2

— On introduit I'espace d’approximation RP du maillage D. Ainsi une inconnue discréte

qP € RP est définie de la maniére suivante :

7" = (4o)p,ep -

— L’espace (R®)P des champs de vecteurs discrets définis pour des fonctions constantes
sur chaque diamant de D et a valeurs dans R3. Ainsi, un vecteur discret qF € (R*)P

est défini de la maniére suivante :

a’

D D D D D
=1 ¢@ |,avec:q0,q7,q7 € R".

a5

— On définit I'espace R9P? € RP comme I'ensemble des inconnues du bord oD.

Les inconnues discrétes u7 € R7 et ¢P € RP peuvent aussi étre écrites sous la forme :

ul = Y (uxlc+ualy) et g7 =Y glp,.
K,AeT Ds,eD
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3.2 Espaces discrets

Le but de la construction des ces espaces est de définir les opérateurs gradient et divergence

discrets opérant ainsi :

VD
N
RT (R3)D
\_/

div?
Les espaces R7 et R? sont munis des produits scalaires suivants qui permettent de les
identifier a des sous espaces de L?(1).
Définition 3
— Pour tout couple (u”,v") dans R”, on définit le produit scalaire :

1 2
<UT7 UT>7_ — g Z ‘K‘UKUK + § Z ’A‘UAUA.
KeT AeT

— Pour tout couple (p?,¢P) dans RP, on définit le produit scalaire :

<pD7qD>D: Z |DU|p0'q0"

D,eD

— Pour tout couple (p¥, qP) dans I'espace du bord R?P | on définit le produit scalaire :

"0 )op = D 10ID0to-

oc€dD

Aux produits scalaires définis précédemment, on associe les normes suivantes :
1
lu" |7 = (uT, u7—>3r, vuT € R7.
1
ld®llo = {d",4")2, Vq° €RP.

Remarque 6

Dans le produit scalaire sur R7 les coefficients % et % peuvent étre interprétés comme
les contributions respectives des inconnues sur les cellules primales et duales. Notons que
dans la variante du schéma 3D développé par Y. Coudiére et al. dans [29] et [78] ces deux
coefficient valent % car le le domaine est recouvert une 1 fois par les cellules primales et 2

fois par les cellules duales. Nous n’avons pas besoin de pondérer le produit scalaire. On a :

1 2
(L1)r=2 > IK[+3> |A=9.

KeT AeT
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3 Schémas et maillages DDF'V

3.3 Opérateurs discrets

Dans cette section nous allons commencer par construire les opérateurs gradient et diver-

gence discréte, V2 et div”, illustrés dans le diagramme de la section (3.2).

3.3.1 Le gradient discret
Définition 4

Le gradient discret, VP, est défini pour u7 € R7 de la maniére suivante :
VP RT — (R?)”

VPuT = (VPuT)p,ep, avec pour D, = (K,L, A, B,C, D) :

1

ng T:
TN

((ur, —ur)Ngr + 2(uc —ua)Nac + 2(up —ug)Ngp)

Notons que ce gradient discret est évalué en utilisant les différences finies entre les incon-
nues ug et uy, aux deux cellules primaires voisines K et £ et deux différences finies entre les
inconnues uy et uc puis entre les inconnues up et up sur U'interface o = K|L£ contenant les
sommets A, B,C et D.

3.3.2 La divergence discréte
Péﬁnition 5

La divergence discréte, div”, est définie pour qP € (R*)? de la maniére suivante :
div” : (R*P? — R”

div’ (qP) = (divg (qP), divA(qD))KAeT, avec pour K,A€ 7T ona:

. 1
divi(q”) = m Z q, - Nk
«€D
) 1
diva(qP) = m Z q, Ny
D,€D

Remarque 7

Si L € OT alors, comme la cellule £ de centre L = F € F° n’a aucun volume de contréle,

on pose : VqP € D, div(qP) = 0.
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3.3 Opérateurs discrets

Les expressions de la divergence discréte correspondent aux formulations de la discréti-
sation par volumes finis appliquées a chaque partie K et V du maillage 7. Cette définition
est équivalente a la divergence continue obtenue pour une fonction vectorielle réguliére u de

Q) calculée par la formule de la divergence, ou K est une partie de €2 et n, est sa normale

/ div(u)dx = Z u - n,ds.
K

c€dK VY

extérieure :

Remarque 8

La construction décrite ci-dessus permet d’avoir une approximation consistante de I'opé-

rateur divergence discréte.

3.3.3 Opérateur de trace discréte

Comme mentionné précédemment, les opérateurs gradient et divergence discrets sont liés
par des relations de Green discrétes qui seront annoncées plus loin. Pour obtenir des formu-
lations complétes de ces relations nous définissons un opérateur de trace discréte.
Définition 6

La trace discréte, vP, est définie de R7 dans R9P pour u” € R?7 de la maniére suivante :

ot : u” = (up,ua), avec F, K € OT.

Notons que la trace discréte d'une fonction constante vaut la méme constante. Mais qu’une

trace nulle d’une fonction n’assure pas la nullité de cette fonction.

3.3.4 Assemblage des opérateurs discrets

Grace aux opérateurs gradient et divergence discrets définis précédemment nous obtenons

les autres opérateurs discrets suivants :

VP RT — (R*)P div” : (R*P — R7 rot? : (R*)7 — (R%)P
u’ — VPuT q? — div’ (qP) u” — VP AU’

V7T :RP — (R%)7 div? : (R*)T — RP rot” : (R*)? — (R%))7
q° — div’ (¢P1) u” — tr(VPu7) qf — VT A qP

La validation de ’approximation numérique de ces opérateurs sera réalisée dans la section
3.5.
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3 Schémas et maillages DDF'V

3.4 Formules de Green discrétes

Les opérateurs gradient et divergence discrets, VP et div’, présentent une relation de
dualité analogue a la formule de Green dans le cas continu. Cette formule a été établie par
F. Hemeline [53] et par K. Omnés et al. [34] pour les maillages en dimension 2. Puis, en
dimension 3, par Y. Coudiére et al. [29], F. Hubert et al. [30] et B. Martin [66].

Nous annongons ici deux versions : une semblable a celle étudiée par les auteurs cités, qui

lie div” et VP et une nouvelle qui lie les opérateurs div? et V7.
Théoréme 1

Pour tout qP € (R*)P et u7 € R7 on a :

(div7 q” ") = = (", VP uT), +(d” 0" (7)),

Preuve : Soient q” € (R*)P et u7 € R7, On a :

{(divT q”, T>7. = —Z|K|d1vK Juk + = Z|A[d1VA( Pyuy
KGT AGT
- = Z Z q, - Nxug +- Z Z qy - Naug .
KeTDgsK AeTDgsA
:§1 :§2

On peut écrire les deux sommes S; et S5 sous la forme :

S1 = Z Z q, - Ngug

KeT Dy3K
= Z 94 - Z Nrug = Z q, - (ugNg +urNp)
D,€D K€D, Do€D
Z q, - (ux —ur)Ngy + Z q, - Ngrup.
DseD DgseD
ceFint oeFb

Sy = Z qu'NAUA: qu' ZNAUA

AeT Ds3A DseD AeD,
1
= Z q, - (UANA+UBNB+UCN0+UDND>+ Z q, - Z ZNKLUA
DyeD Do €D AeD,
ae]:znt 06.7:
Y 4y ((ua = uc)Nac + (up — up)Npp) + Z A, - Nir Y ua;
D,eD Dgs€eD AeD,

ccFb
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3.4 Formules de Green discrétes

Par conséquences :

1 2
divi q®,u").. = -8, +=8
< v >T 3 1+ 3 2
= Z q, - (ug —up)Ngyp + Z 2q, - ((wa — uc)Nac + (up —up)Npp)
DseD DseD
ceFint ceFint
+ Z q, - Ngrup + - Z q, - Nkr Z ua
Do €eD Ds€D AeD,
UE}'b UE}'b
= Z q, - (ux —ur)Ngr + 2(us —uc)Nac + 2(up — up)Npp)
Dg €D
oceFint
1
+ Z q, - Ngr(up + G Z Ua)
Dgs€eD AeD,
ocFb
= =Y IDoa, - VP + > q, NgyP(u”)
Dgs€eD Dgs€eD
o'e]-"b Je}-b
= - Z |D |q0' VD Z q; - 1’1|0'|’}/ ( )
Ds,eD Do €D
oeFb
= —{(a”.VPu") +{(q” n,4" ")), .
n
Finalement :

<d1vT D T>T = — <qD, vP uT>D + <qD -1, ’YD(UT)>873 :

La nouvelle formule de Green qui lie les opérateurs div? et V7 :

Théoréme 2

Pour u” € (R*)7 et ¢P € RP :

(divP u’, qD>D S <uT, v QD>T + <QD77D(UT n)>ap
Preuve :

Soient u” € (R?)7 et ¢¥ € RP. On note par (e, ey, e3) la base orthonormale de R? et on

pose : uT =u’ e et VZ—qD =V7¢P e pouri=1,23.

Donc on peut écrire :

3
(" V7 qP) = (] V"),
i=1
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3 Schémas et maillages DDF'V

En utilisant les définitions données dans la section 3.3.4, on trouve :

3

3
Z <ui7—, VZ—qD>7_ = Z <ui7', div? (qDei)>T.
i=1

=1

Par la 1™ formule de Green et la linéarité de la trace on obtient :

3

3
Z <uiT7 diVD (qDez)>T - Z - <qDei7 VD UZ—>,D + <qDei I, ’yp(uz—)>ap

=1

= Z (0", VP ul i)+ (a7 (u] e m)),

= —<qD,Z(VDuf~ez)> +<qD7Z(vD<u7ewn>)> :
D i oD

=1

Or, on a
3 3
Z(VD ul - e;) (VPu") =divPu” et Z(’yD(u e;-n)) =~"u” -n)

Z <u1 ,div? (qDei)> =— <q divP uT>D - <q -n)>8D.

=1
Finalement :

<uT>VTqD> = <q div® uT>D+<q n>8’D'

3.5 Validations numériques

Nous présentons, quelques tests numériques pour I’étude de la convergence des opérateurs

présentés dans le paragraphe 3.3.4. Le domaine considéré est le cube unitaire © = [0, 1]3

Soit N € N*, dans un premier temps nous utilisons un maillage Cartésien conforme constitué

de N3 cubes de coté h = % Puis, dans un second temps nous utilisons un maillage cartésien

non conforme obtenu en raffinant la moitié du domaine avec des cubes scindés en quatre

cubes élémentaires de coté % (voir figure 3.15).

On se donne un jeu de fonctions analytiques et on applique un opérateur a chaque fonction,

puis on évalue pour divers pas de maillage l'erreur relative que nous définissons par la suite.
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(a) Mesh 1 (b) Mesh 2

FIGURE 3.15: Maillages 3D DDFV conforme et non conforme.

Si la solution & évaluer est dans RP (resp. R7), on note ¢ (resp. ¢7) la solution exacte et
¢ (resp. q7) la solution approchée.

La norme L2 de lerreur entre les deux solutions sur R? et R7 est mesurée en utilisant
respectivement le produit scalaire (.,.), et (.,.), :

D_ D T T
% — 4 lp 2 [ uy —ue |7
ErrL*(D) := g = ac"llp et EnlL*(7) = ——"—.
a2 llp Il N7

Les tableaux présentés dans les sections qui suivront présentent les erreurs dans le cas d'un

maillage conforme et un maillage non conforme (voir figure 3.15) en fonction de N, nombre
de maille dans chaque direction.

3.5.1 Gradients et divergences

Nous présentons quelques résultats pour illustrer 'ordre de convergence des opérateurs
gradient et divergence.

» Gradient V7 :
On considére la fonction u” = In(1+ )+ 2y/T + y + 22, la solution est q¥ = VP u” avec :

Mesh 1 Mesh 2
) N | ErrL? | Ordre | ErrL? | Ordre
> | T 5|535E-02| - | 3.68E-02| -
de = g 10 | 1.35E-02 | 1.97 | 9.46E-03 | 1.94
20 | 3.40E-03 | 1.98 | 2.42E-03 | 1.95
40 | 8.25E-04 | 2.02 | 6.14E-04 | 1.98
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3 Schémas et maillages DDF'V

» Gradient V7 :

On considére la fonction ¢? = = (cos(mx) + cos(my) + cos(mz)), la solution est ul = V7 ¢”
avec :
Mesh 1 Mesh 2
N | ErrlLl? | Ordre Errl.? Ordre
sin(mx)
e . 5| 1.63E-02 - 0.18E400 -
u, = | sin(wy)
) 10 | 4.15E-03 | 1.96 4.91E-01 1.83
sin(mz)
20 | 1.04E-03 | 1.98 1.28E-01 1.89
40 | 2.56E-04 | 2.00 3.27E-02 1.96
» Divergence div? :
Inl+ =z
On considere la fonction u” = | 2/T+y) | la solution est ¢© = divP u” avec :
2
Mesh 1 Mesh 2
N ErrL? Ordre Errl? Ordre
5 | 7.00E-04 - 5.10E-03 -
L=yl
e 14y 10 | 1.82E-04 | 1.92 | 1.44E-03 | 1.77
20 | 4.65E-05 | 1.95 | 3.79E-04 | 1.90
40 | 1.17E-05 | 1.98 | 9.81E-05 | 1.93

» Divergence div’ :
cos(mz) sin(my) sin(mrz)
On considére la fonction q” = | sin(7z) cos(ry) sin(72)

sin(mx) sin(7y) cos(mwz)

, la solution est u] = divP q?

avec :
Mesh 1 Mesh 2
N | ErrL? | Ordre | ErrL? Ordre
ul = —37sin(rx) sin(7y) sin(rz) 5 | 5.545-02 : 0.22E+00 -
10 | 1.42E-02 | 1.95 6.07E-01 1.81
20 | 3.62E-03 | 1.96 1.59E-01 1.90
40 | 9.09E-04 | 1.99 4.11E-02 1.94

Plusieurs tests ont été effectués, et comme illustré dans les tableaux précédents, on trouve

que ces opérateurs sont d’ordre 2 pour les normes L*(D) et L*(T).

Remarque 9

Pour tous ces exemples, on trouve que 'ordre de convergence en norme discréte H' est de
lordre de 1.
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3.5 Validations numériques

3.5.2 Rotationnels

Pour valider les deux opérateurs rot” et rot”, on procéde comme dans le paragraphe
précédent en utilisant respectivement la norme L*(7) et L?*(D) en évaluant l'erreur entre

des solutions exactes et des solutions approchées.

» Rotationnel rot” :

zy sin(mx)
On considére la fonction ¥ = | zzsin(my) |, la solution est u/ = rot” q¥ avec :
yx sin(nz)
Mesh 1 Mesh 2
N | ErrL? Ordre ErrL? Ordre
z(sin(7z) — sin(7y))
5 | 3.80E-02 - 0.16 E+00 -

10 | 9.69E-03 | 1.96 | 4.25E-02 | 1.88
20 | 243E-03 | 1.99 | 1.10E-02 | 1.92
40 | 6.05E-04 | 2.01 | 2.88E-03 | 1.92

» Rotationnel rot? :

sin(my) sin(7z2)
On considére la fonction u” = sin(mz)sin(7wz) |, la solution est q? =rotPu” avec :
sin(my) sin(rz)
Mesh 1 Mesh 2
N | ErrL? | Ordre | ErrL? | Ordre

sin(r) (cos(my) — cos(rz)) 5] 316802 - [966E01] -

10 | 8.18E-03 | 1.93 | 2.61E-01 | 1.85
20 | 2.07E-03 | 1.97 | 6.68E-02 | 1.90
40 | 5.52E-04 | 1.99 | 1.77E-02 | 1.93

q. = m | sin(mwy)(cos(mz) — cos(mx))

sin(mz)(cos(mz) — cos(my))

Remarque 10

On a effectué des tests avec des fonctions analytiques u a divergence nulle car elles per-
mettent d’avoir la décomposition suivante :
2

(u‘V)u:—u/\rotu—i-Vu?

Une décomposition qu’on utilisera dans la résolution de I'équation de Navier-Stokes (voir

chapitre 4). Pour cela on vérifie qu’on a u A rotu # 0, afin de valider un cas non trivial.
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3 Schémas et maillages DDF'V

3.5.3 Laplaciens

Deux Laplaciens discrets, A7 et AP, opérant sur des fonctions définies respectivement sur
les espaces liés aux maillages T et D, peuvent étre obtenus par composition des opérateurs
gradients et divergences définis précédemment, tels que :

AT RT — RT AP RP? — RP
et
u” — div (VP uT) ¢° — divP (V7T ¢P).
Pour les valider, on étudie pour chacun des deux, ’approximation du probléme de Laplace

suivant, ot f est une fonction réguliére :
— Au = f dans Q +C.L. sur 09, (3.1)

ou (C.L.) désigne les conditions aux limites considérées et qui permettent de fermer le sys-
téme. Ici, on traite deux types : les conditions de Dirichlet et les conditions de Neumann.

Elles seront exposées dans les paragraphes qui suivront.

» Laplacien A7 :
La discrétisation de I’équation du probléme (3.1) en utilisant I'opérateur A7 donne le

schéma discret suivant :
—ATy" = —divT (VPu") = f7 sur R, (3.2)

Afin de donner un sens & ce probléme, on procéde au passage & une formulation variation-
nelle sur I'équation (3.2) en la multipliant par une fonction réguliére v7 € R7 et en intégrant
le produit obtenu sur le domaine €. On utilise le produit scalaire (.,.) puis on applique la

1% formule de Green discréte :

(f7, UT>7_ = —{divT (VPu"), UT>7_
= <VD ul, VP UT>D + \<VD u” - n, VD(UT)>3D1.
By

On peut traiter le terme au bord Bj selon les conditions limites et trouver par la suite les

espaces dans lesquels on peut bien définir le schéma (3.2).

1. La condition de Dirichlet

Dans ce cas, en imposant v/ = 0 sur le bord 9T, on aura 4P (v”7) = 0 et donc B; = 0.
Dans la pratique, nous pénalisons ['opérateur elliptique par ’ajout de %uT, avec € < 1,

(voir les détails de la pénalisation dans le chapitre suivant).
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2. La condition de Neumann

Dans ce cas, pour avoir By = 0 il faut imposer V? 7 - n sur le bord 07 . Pour cela on

prend v7 = (vg,vp, va, UB, Vo, vp) Un élément d'un diamant du bord D, et on calcule :

((UF — UK)NKL -n + Q(Uc — UA)NAC’ -n + Q(UD — uB)NBD . l’l) s
comme Ny -n = |o| et Nyo-n=Npgp-n =0, on trouve que :

vD T . — ’0-|
" 3D, |

(up — uk).
Donc, en prenant ur = ug sur les faces du bords, on obtient VP47 -n = 0.
Finalement, dans les deux cas on obtient, pour toute fonction test v7 de I’espace adapté :
D,T oD, T T , T
(VPuT VP = (f7,v >7_. (3.3)

Avant de passer aux validations numériques, on annonce deux propositions pour démontrer

'existence et I'unicité de la solution de I’équation (3.2) avec les deux conditions limites.

Proposition 1

II existe une solution unique v” € R7 du schéma :

—divT (VPuT) = f7 dansQ
uT =0 sur N

Preuve :

Le schéma (3.4) s’écrit sous forme d’un systéme linéaire carré, il y a autant d’inconnues

que d’équations. II suffit de montrer 1'unicité pour avoir le résultat énoncé. Soient u] et uJ

T T

deux solutions, on pose u7 = u] —uJ. L’inconnue u” s’annule sur 09 et vérifie :

—div? (VP uT) =0.
Par D'utilisation de la formulation variationnelle (3.3) en prenant v7 = u”, on obtient :

(VPuT VP uT>D = 0.

Donc : VP uT = 0 ce qui implique que : VD, € D, VP47 = 0, il existe ainsi deux constantes
c1 et ¢y telles que : VK, A € T,ux = ¢1 et ug = cy. Or, u”7 = 0 sur 0%, donc ¢; = ¢ = 0.
T pu—

Dou: u ]
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3 Schémas et maillages DDF'V

Proposition 2

II existe une solution unique v” € R7 du schéma :

—div7 (VPuT) = f7 dansQ (3.5)
VPuT-n =0 surof '
telle que :
D IKluk =) [Alua = 0. (3.6)
KeT AeT
Preuve :

La condition (3.6) est la formulation en DDFV par discrétisation sur le maillage 7 de la

condition dans le cas continu, qui est nécessaire pour 1'unicité :

/Q w(z)de = 0.

On note card(R7) = N. On a un systéme linéaire sous la forme A7u” = b7 avec :

AT;RN—>V:{fK,fAeRT,Z|K|fK:Z|A|fA:o}.

KeT AeT

Comme dim (V) =N, il suffit de montrer que A7 est injective.
Soient u] et uj deux solutions, on pose u” = u] — uj . Elle vérifie :— div’ (VP u”) = 0.

T =T

Par l'utilisation de la formulation variationnelle (3.3) en prenant v , on obtient :

<VD u”, VP uT>D =0.

Donc : VP47 = 0 ce qui implique que : VD, € D, VP77 = 0.
Il existe ainsi deux constantes ¢; et ¢y telles que : VK, A € T,ux = ¢; et ugq = ca.

Or la condition (3.6) impose les deux constantes. En effet, on a :

D IKler =) |Ale = 0.

KeT AeT

Donc ¢; = ¢y = 0. Dot : u” =0. m

Remarque 11

L’extension aux conditions de Dirichlet ou de Neumann inhomogénes est seulement tech-
nique et identique au étapes décrites pour la mise en ceuvre des conditions de Dirichlet et

de Neumann homogeénes.
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Pour la validation numérique de 'opérateur A7, on utilise la configuration décrite au début
de cette section, a savoir le domaine de travail Q2 = [0, 1] avec les deux types de maillages qui
ont été présentés précédemment (la figure 3.15). Pour différents pas de maillage, on calcule
I'erreur en norme L2 et norme L* entre une solution analytique et la solution approchée
du probléme (3.1) dans chaque cas selon les conditions aux limites. Les tableaux présentés
donnent les résultats de I'ordre de convergence en fonction de N, nombre de mailles dans

chaque direction.

1. Le cas avec la condition limite de Dirichlet homogéne : on considére la solution exacte

ul = sin(mx) sin(ry) sin(nz) et f7 = —3n?sin(7z) sin(7y) sin(7z) le second membre
correspondant.
Mesh 1 Mesh 2
N | ErrL? | Ordre | ErrL* | Ordre | ErrL? | Ordre | ErrL> | Ordre
5 | 1.22E-01 - 1.04E-01 - 9.53E-02 - 6.13E-02 -

10 | 3.35E-02 | 1.82 | 2.79E-02 | 1.88 | 2.59E-02 | 1.84 | 1.64E-02 | 1.87
20 | 8.26E-03 | 2.02 | 6.85E-03 | 2.03 | 6.47E-03 | 2.00 | 4.33E-02 | 1.89
40 | 2.05E-04 | 2.01 | 1.70E-03 | 2.01 | 1.62E-03 | 1.99 | 1.12E-03 | 1.93
80 | 5.14E-04 | 1.99 | 4.26E-04 | 1.99 | 4.02E-04 | 2.01 | 2.85E-04 | 1.96

2. Le cas avec la condition limite Neumann homogéne : on considére la solution exacte

ul = cos(rx) cos(my) cos(mz) et fT = —3mw2 cos(mx) cos(my) cos(rz) le second membre
correspondant.
Mesh 1 Mesh 2
N | ErrL? | Ordre | ErrL*® | Ordre | ErrL? | Ordre | ErrL> | Ordre
5 | 1.01E-01 - 9.71E-01 - 9.04E-02 - 6.14E-02 -

10 | 2.88E-02 | 1.75 | 2.67E-02 | 1.81 | 2.52E-02 | 1.80 | 1.63E-02 | 1.88
20 | 7.96E-03 | 1.80 | 6.96E-03 | 1.92 | 9.45E-03 | 1.89 | 4.28E0-3 | 1.90
40 | 2.03E-03 | 1.96 | 1.74E-03 | 2.00 | 2.38E-03 | 1.98 | 1.07E0-3 | 1.99
80 | 5.12E-04 | 1.98 | 4.31E-04 | 2.01 | 5.90E-04 | 1.98 | 2.66E-04 | 2.01

On observe qu’on trouve "une superconvergence" d’ordre 2 pour les deux normes L*(2)
et L>°(Q). Des résultats qui correspondent & ceux obtenus par B. Andreianov dans [1] et
par Y. Coudiére et F. Hubert dans [30] pour des problémes de diffusion anisotrope de type
—divkVu = f discrétisés avec le schéma DDFV.
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» Laplacien AP :
On procéde comme pour 'opérateur A7 en discrétisant cette fois I’équation du probléme

(3.1) par I'utilisation de I'opérateur AP, ce qui donne le schéma discret suivant :
— APpP = —div? (V7 pP) = fP sur RP. (3.7)

La formulation variationnelle de I’équation (3.7) donne :

(FP.4%)p = —(dv® (V7 p").q"),
= (VT pP, V7 qD>T + (" AP (VT " n)) -
Bo

Ici, on a multiplié I'équation par une fonction réguliére ¢ € RP et on a intégré ces deux

parties sur le domaine Q en utilisant le produit scalaire (.,.),, puis on a appliqué la 2°me

formule de Green discréte. Le terme au bord B obtenu peut étre annulé en appliquant les

conditions aux limites.

1. La condition de Dirichlet
Dans ce cas, en imposant ¢© = 0 sur le bord 9D, on aura directement By = 0.
Dans la pratique, comme pour A7, nous pénalisons I'opérateur elliptique par I’ajout
de %uT, avec € < 1.

2. La condition de Neumann

Dans ce cas, pour avoir By = 0 il suffit d’avoir ¥2(V7 pP -n) = 0 sur le bord D.

Cherchons comment imposer cette condition.

Soit u7 = (ug,up, ua, up, uc,up) un élément d'un diamant du bord tel que :
u” =V pP - n=div’ (pPn).

Ce qui implique pour A € 97 :

Uy = diVA(pDn>
1 1
= —_— o n- N +_ o n- N
‘A’ JAZea(p 70AC 4p | |KL)
1
= — lo| Do
i 2
Donc, pour avoir : 7P (u”) =

= tup + §(ua +up + uc +up) = 0.
(

11 suffit de prendre : up = —% us + up + uc + up).
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D

Ce qui revient & imposer une valeur non nulle a div’ (pPn) sur les points du bord

dive(p™m) = ~5(30 o 3 Il
A

o,Aco

L = F et qui vaut :

Dans les deux cas on obtient :
(VTP VT ") = (P47, (3.8)

Finalement, comme pour I’équation du Laplacien concernant A7, on peut obtenir des
résultats d’existence et d’unicité de I'équation (3.7) avec les deux conditions aux limites

exposées ci-dessus.

Pour valider 'opérateur AP, on utilise la méme configuration et la méme procédure décrite

pour la validation de A7
1. Le cas avec la condition de Dirichlet homogéne : on considére la solution exacte
pP = sin(nz)sin(ry) sin(nz) et fP = —3x%sin(rx)sin(my) sin(7z) le second membre

correspondant. Le tableau suivant donne des résultats de ’ordre de convergence.

Mesh 1 Mesh 2
N Errl2 Ordre | ErrL*® | Ordre Errl2 Ordre | ErrLL>® | Ordre
5| 2.96E-02 - 9.02E-02 - 5.73E-01 - 3.49E-01 -

10 | 2.35E-02 | 1.97 | 2.33E-02 | 1.93 | 1.57E-01 | 1.82 | 9.38E-02 | 1.86
20 | 6.04E-03 | 1.98 | 598E-03 | 1.94 | 4.22E-02 | 1.86 | 2.46E-02 | 1.90
40 | 1.52E-03 | 1.98 | 1.51E-03 | 1.98 | 1.08E-02 | 1.94 | 6.32E-03 | 1.95
80 | 3.84E-04 | 1.99 | 3.82E-04 | 198 | 2.76E-03 | 1.95 | 1.60E-03 | 1.96

2. Le cas avec la condition de Neumann homogéne : on considére la solution exacte
pP = cos(mx) cos(my) cos(mz) et fP = —3x2 cos(mx) cos(my) cos(nz) le second membre

correspondant. Le tableau suivant donne des résultats de ’ordre de convergence.

Mesh 1 Mesh 2
N ErrL? Ordre | ErrL*>® Ordre ErrL? Ordre | ErrL®* Ordre
5 1 9.39E-02 - 1.03E-01 - 2.75E-01 - 1.88E-01 -

10 | 243E-02 | 1.93 | 2.49E-02 | 2.06 | 7.51E-01 | 1.83 | 5.02E-02 | 1.87
20 | 6.14E-03 | 1.97 | 6.18E-03 | 2.01 | 2.01E-02 | 1.86 | 1.34E-02 | 1.87
40 | 1.54E-03 | 1.99 | 1.54E-03 | 2.00 | 5.31E-03 | 1.90 | 9.60E-03 | 1.92
80 | 3.85E-04 | 2.00 | 3.84E-03 | 2.01 | 1.39E-03 | 1.91 | 2.46E-03 | 1.93

On obtient aussi une convergence d’ordre de 2 pour les deux normes L?(2) et L°((Q)).
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3.5.4 Visualisations

Pour illustrer notre propos, on présente quelques visualisations des résultats du probléeme
de Laplace, sur des maillages conformes, puis sur des maillages non conformes, en utilisant
la discrétisation donnée dans ’équation (3.3) avec les conditions aux limites de Dirichlet

homogénes, puis avec les conditions aux limites de Neumann homogénes.

e On considére le probléme sur © = [0, 1]* avec la condition de Dirichlet aux bords :
—ATuT = f7 dans Q et u’ =0 sur 09, (3.9)

ot fT = 3r?sin(rx)sin(mry) sin(nz).
La solution exacte est : u7 = sin(7z) sin(7y) sin(rz).
On affiche sur la figure ci-dessous la solution approchée du probléme sur un maillage

conforme, selon la coupe z = 0.5.

Pseudocolkr
Var: _U_

—0.7562

05041
02521
2.4522-20

0.8

Max: 1.008
Min: -2.452e-20

0.6

Mesh
var: malliage

Y Axis

FIGURE 3.16: Solution du probléme 3.9 sur un maillage conforme.

Dans les deux figures qui suivent, on affiche la solution approchée du probléme , selon la
méme coupe z = 0.5, sur deux maillages non conformes : le premier avec un seul niveau

de raffinement et le second avec deux niveaux de raffinement.
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Pseudocalor
var _U_
1.000

—0.7545

0.5030

02515

\930e-20
Mac: 1006
Min: -8.930e-20

Mesh
Var: mailage

Y Axis

FIGURE 3.17: Solution du probléme 3.9 sur le 1°" maillage non conforme.

Pseudocolor
Var _U_
1.000

—0.7541

05028

02514

1.782e-19
Mar: 1006
Min: -1.762e-19

Mesh
Var malllages:

Y Axis

FIGURE 3.18: Solution du probléme 3.9 sur le 2"¢ maillage non conforme.
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e On consideére le probléme sur Q = [0, 1]® avec la condition de Neumann aux bords :
— A4 = 7 dans Q et VP4 -n =0 sur 99, (3.10)

ot f7 = 3n% cos(mx) cos(my) cos(nz). La solution exacte est : u” = cos(rx) cos(wy) cos(rz).
On affiche dans les deux figures suivantes une solution approchée du probléme sur un

maillage conforme puis sur un maillage non conforme.

Pssudocolor

#
-
-

1.0
Max: 1.002
Min; 1,002

Mesh
Var: mallage

Mesh
var. maillage

FIGURE 3.20: Solution du probléme 3.10 sur un maillage non conforme.
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3.6 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre un schéma DDFV et les notations associées que nous
utiliserons tout le long de ce manuscrit. Ce schéma est composé de deux maillages T et D
qui vont servir par la suite pour discrétiser respectivement le champs de vitesse u’ et la
pression pP. On a définit sur ces maillages les opérateurs divergence et gradient discrets,
div” et VP, qui sont en dualité (voir la 1% formule de Green discréte). Par un jeu d’écriture
on a construit deux autres opérateurs divergence et gradient discrets, div? et V7 qui sont
aussi en dualité (voir la 2™ formule de Green discréte). Dans les deux cas, on peut faire
des compositions de la divergence et du gradient pour obtenir deux opérateurs Laplaciens,
AT = divP V7 et AP = div’ VP, des opérateurs consistants et d’ordre 2 en norme L?.

Numériquement, pour le probléme de Laplace utilisant un des deux opérateurs, on a méme
obtenu une super-convergence en norme L? en faisant varier les conditions limites, cependant

la preuve de I'estimation théorique est encore un probléme ouvert.
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