Chapitre 111

Composition Asynchrone

Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié un concept de modularité “verti-
cale”, & savoir le raflinement hiérarchique par remplacement de modules par des
modules équivalents. Ici nous considérons un concept de modularité “horizontale”,
c-a-d, la composition des modeles. Il existe deux facons naturelles de composer
des réseaux de Petri: la fusion de transitions et la fusion de places.

La fusion de transitions correspond a la synchronisation d’événements par
(multi-)rendez-vous. Elle a déja fait I'objet de nombreux travaux qui posent le
probleme de déterminer le comportement d’un systéme a partir des comporte-
ments de ses composants, ou de trouver sous quelles conditions des propriétés du
systeme (vivacité, caractére borné) peuvent étre déduites de celles de ses com-
posants. Mazurkievicz[41] montre que la composition des ensembles de traces de
deux réseaux est égal a ’ensemble des traces du réseau composé; Winskel[66] étudie
le probleme dans le cadre des catégories ou la composition de deux réseaux par fu-
sion de transitions correspond au produit; Souissi[51,52] étudie la conservation de
la vivacité dans la composition de deux réseaux a travers un medium de communi-
cation et la composition par rendez-vous multiples ordonnés; Valmari[59] propose
une méthode de composition des graphes d’états correspondant a la composition
par fusion de transitions: on associe & chaque composant son graphe qu’on réduit
par des transformations conservant une certaine relation d’équivalence, puis on
compose les graphes réduits. (voir aussi 'introduction du chapitre précédent.)

Ici nous étudions la composition par fusion de places que nous appelons com-
position asynchrone par opposition a la fusion de transitions qui est une synchro-
nisation d’événements.

L’étude de la composition par fusion de places (notée ®) est plus difficile que
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56 CHAPITRE III. COMPOSITION ASYNCHRONE

celle de la composition par fusion de transitions (notée |) car, si &; et ¥, sont
deux systémes P /T, les projections du graphe des marquages de ;| sont inclus
dans les graphes de marquages de ¥; et X5, cette propriété n’étant pas vérifiée par
21 ® L.

Cette opération admet plusieurs interprétations: le séquencement, l'alternative
ou l'itération sont obtenues par des fusions de places quand les places sont con-
sidérées comme les préconditions et les postconditions d’une action (Kotov[37]);
quand on fusionne des places représentant des ressources des systémes, la fu-
sion s’interprete comme un partage de ressources ou un multiplexage si les places
représentent 1’état repos d’une unité.

Dans le cas général, nous obtenons essentiellement la conservation des flots,
et celle des espaces d’accuell quand leur accessibilité est indépendante des places
partagées. En particulier, ce résultat implique que la composition de deux réseaux
a interface ouverte robuste est un Ol-réseau robuste.

La diificulté du probleme a déja été mise en évidence par d’autres travaux.
Dans [53], Souissi étudie la conservation de la vivacité lors de la composition de
réseaux par fusion de places, et est amené a supposer des conditions de mono-
tonie de vivacité des réseaux. Petrucci[45] présente un algorithme de construction
du graphe des marquages de la composition de deux réseaux: dans le cas de la
composition par fusion de places, I'algorithme est plus complexe et construit im-
plicitement plusieurs graphes pour chacun des composants.

La relation entre un réseau composé et ses composants étant assez décevante
dans le cas général, nous étudions la composition de réseaux appartenant a des
classes plus restreintes, et nous nous intéressons a des propriétés particuliéres:
nous considérons le probleme du partage de ressources et la preuve modulaire de
la propriété “il est toujours possible de libérer les ressources.”

Dans [33], Holt développe une théorie des systémes et des catégories de res-
sources en vue d'étudier les propriétés de blocages. Il distingue deux types de
ressources: les renouvelables et les consommables.

Les ressources consommables sont disponibles en nombre infini et ne sont pas
réutilisables (messages, signaux): leur partage est modélisé par la fusion de places
représentant des canaux, et donc initialement vides.

Les ressources renouvelables sont disponibles en nombre fini et le processus
qui les utilise les libére quand il n’en a plus besoin (imprimantes, variable de
sémaphore); leur partage est modélisé par la fusion de places bornées par leur
marquage initial.

Quelques analyses du probleme d’allocation de ressources au moyen des réseaux
de Petri existent centrées autour de l'algorithme d’Habermann[28] et celui du
banquier[21]. Lautenbach et Thiagarajan[39] ont considéré des processus séquen-
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tiels modélisés par des réseaux cycliques, et ont montré que ’ajout de certaines
places empéchent le franchissement des séquences qui ne sont pas “fiables” (qui
menent a un blocage) et celles-ci seulement. Tazza[56] reprend le probleme sur une
classe de réseaux plus générale, ou la stratégie d’allocation n’est plus optimale (c-a-
d, certaines séquences fiables sont aussi interdites): il étudie alors quantitativement
la déviation par rapport a I'optimum. Hauschildt et Valk[32] étudient & partir
d’une représentation au moyen d’un réseau de Petri de ’algorithme du banquier,
et dérivent des formules caractérisant les états fiables (qui ne menent pas a un
blocage).

Nous n’étudions pas de stratégie d’allocation de ressources, mais des conditions
que doivent vérifier les réseaux dans leurs demandes et libérations de ressources
pour éviter 'interblocage. Le résultat principal de ce chapitre est une solution du
probleme d’interblocage dans les systemes a ressources renouvelables, basée sur un
ordonnancement des ressources. Notre solution differe de la solution classique en
ce qu’ll existe des choix dans les suites de demandes de ressources.

Dans la premiére section, nous examinons les propriétés élémentaires de cette
composition: relation entre les langages des composants et celui du composé, ainsi
que les propriétés relatives aux flots. Nous énongons un premier résultat sur la
conservation d’espace d’accueil dans certaines conditions.

Dans la deuxieme section, la classe des réseaux a ressources renouvelables est
définie: il s’agit de réseaux ol on distingue un ensemble de places (ressources)
bornées par leur marquage initial. Nous montrons alors que la relation entre les
comportements des composants et celui du composé devient plus étroite.

Dans la troisiéme section, nous définissons la classe des réseaux a ressources
ordonnées: ce sont des réseaux a ressources renouvelables, ou les ressources sont
ordonnées et il est toujours possible de libérer une ressource de rang k sans de-
mander des ressources de rang j < k. Nous montrons alors que dans un tel réseau,
1l est toujours possible de libérer toutes les ressources. De plus, cette classe est
fermée par composition ce qui implique que cette propriété est conservée.

L’originalité de cette solution réside dans le fait que nous considérons des pro-
cessus avec choix, car sinon, ces hypothéses d’ordonnancement coincident avec
celles de la solution classique quand les processus sont linéaires.

La quatrieme section esquisse rapidement une extension des différentes opéra-
tions et définitions aux réseaux colorés.
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III-1 Composition par fusion de places

Cette section étudie certaines propriétés générales de la composition par fusion de
places: quelques résultats sur relations entre un systéme et ses composants en ce
qui concerne les séquences franchissables, les invariants, les places implicites et les
espaces d’accueil.

I11-1.1 Définition et comportement

Nous appelons la composition par fusion de places composition asynchrone par
opposition a la fusion des transitions gu1 est une synchronisation d’événements.
Graphiquement, l'opération consiste a superposer les places communes aux deux
réseaux; pour les réseaux marqués, les places fusionnées doivent avoir le méme mar-
quage initial, car les deux systémes partagent les mémes ressources et n’apportent
pas chacun ses ressources. La figure III-1 résume l'opération et fixe les notations.

N1
[ t

O——0O—100—0

1 1
N2

Figure III-1: Composition asynchrone

Définition III-1 (Composition asynchrone de réseaux)
La composition asynchrone de deuz réseauzr N; = (P, T;; W), i = 1,2, est définie
par:

]\7'1 ® Ng = (P.,T,VV)

L] P=P1UP2
o T=T18T, (T est l'union disjointe de T\ et T3 )
o W =W, UW,

Définition 1II-2 (Composition asynchrone de systémes)
La composition asynchrone de deuz systémes P/T, (N;; My;), 1 = 1,2, tels que

MO]lP]ﬂPQ = M02lP1 NP,
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est définie par
(N1 Mo) @ (Na; Mog) = (N1 @ Ny; M)

ou

MolP. = Af[oilP.
Dans la suite, on notera PPN P, =S et P/ = P;\ S.

La proposition suivante montre la différence fondamentale entre la composition
par fusion de transitions et celle par fusion de places.

Dans la composition par fusion de transitions (qu’on notera |), si M 25 Af’
dans N, |N; alors M; AN M ouM;=M|p,0,=0cl1, et M/ = M'|p; autrement
dit la projection du graphe des marquages de £,|Z; sur les places et les transitions
de L, est un sous-graphe du graphe de I, (ou Z; = (N;; My,)).

Cette relation est fausse dans la composition par fusion de places.

La figure III-2 montre un exemple de client-serveur ayant un compteur qui
mémorise le nombre de requétes traitées; CT R est la place modélisant le compteur.

Dans £; ® 39, on a pour tout n, CI+ SI -2 CI+ SI + n.CTR pour ¢ =
(er.rr.ea.ra)™; or dans ¥, rien n’est franchissable & partir de ST mais SI+n.R —%
SI+n.CTR+ n.A ou o, = (rr.ea)”.

Donc le marquage qui permet le franchissement de o|7, dans N; dépend de M
et de o, et M et M, sont égaux uniquement sur P; privé des places partagées.

Cela signifie que le comportement du systeme résultant de la composition ne
se déduit pas du comportement des composants, d’ou la difficulté d’étudier cette
composition et le besoin de mettre des restrictions pour obtenir une relation entre
le réseau composé et ses composants. Ce sera 'objet de la section suivante avec
les réseaux a ressources renouvelables.

Figure III-2: Composition et comportement
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Proposition I1I-1 (Composition et comportement) Soit T, et ¥, deur sys-
témes P/T, 0 € L(Z, @ =) et My —— M.
En général

olr, & L(%)

mais il existe M}, € N© dépendant de o, tel que
AJ(;; LN .Af['-l, ot cy = UlT.

Milp =Mlp AMlls > M|s
(1dem pour Mg, et My).

Preuve Si M, —— M, on définit M}, en ajoutant au marquage initial de I;
toutes les productions dans les places partagées des transitions de o appartenant

5 T (ot {ij)={1,2}):

Vp € Py, M{i(p) = Moi(p) + > 5(t)W(t,p)
teT,

ou &(t) est le nombre d’occurrences de t dans o.
Il est alors facile de vérifier que M{; =+ M! et que les relations entre M! et M
sont vraies. a

I11-1.2 Invariants structurels

Les invariants inductifs sont des outils de preuve importants. Certains de ces
invariants se déduisent de la structure du réseau, c-a-d de la matrice d’incidence
ou des matrices Pre et Post.

Proposition II1-2 (Invariants structurels) Soit X; la matrice d’incidence, de
Pre ou de Post de N;, et X la matrice correspondante de NyQN,. Soit R C ZxZ,
a; CZN , aCZ5 etbe 2.
Alors pour tout d € Z on a:

(1)

Vi€ {1,2},V1 € T, (Tpem al(p)Xi(p,t) + Tpes a(p) Xi(p,t)) Rd
0
Vie Ty U T, (ZpeP; ar(p)X(p,t) + Lpesalp)X(p,t) + 2 pe Py ax(p)X(p, t)) Rd
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(ii)

Vp € Py, (2 b()X1(p, t)) Rd=Vpe PLUP, (Z b(t) X (p. t)) R d

teTy tely

Preuve La preuve est immeédiate comme le montre la construction de X a partir
de X; et Xo:
—Y a—
A ‘z

X | O
A { O XL

—
VNS

K=

a

(i) concerne les invariants de place: si R est I'égalité et d = 0, alors f € NP
est un flot de N; ® N, si et seulement si f|p est un flot de N; pour z = 1,2.
Autrement dit, on peut composer deux flots s’ils ont mémes coefficients sur les
places partagées. En particulier, les flots de IN; dont le support ne contient pas
des places partagées, sont conservés dans N; ® N,. Si R est la relation > (ou <),
il s’agit des invariants d’inégalité.

(i1) concerne les invariants de transition ou “rythmes”: un rythme de N; est
évidemment un rythme de N; ® N, mais il peut exister des rythmes de N; ® N
dont les projections sur 7; et T, ne soient pas des rythmes. Il en est de méme pour
les séquences croissantes.

Dans ’exemple de la figure I11-3, A+ B 4+ C est un flot de Ny et B4+ C+ D
un flot de N;: comme les coefficients sur {B,C} sont les mémes dans les deux
réseaux, on en déduit que A + B + C + D est un flot de N; ® N,.

2A+4+ B+42C est un flot de N3 et B4+C+ D un flot de N4: comme les coefficients
de C sont différents dans les deux réseaux, on ne peut pas en déduire de flot; mais
A+ B+ C > 0 est vral dans N3 et donc on en déduit que A+ B +C + D > 0 est
vrai dans N3 ® Ny, c-a-d, M(A) + M(B) + M(C) + M(D) > k est un invariant
inductif de N3 ® Ny.
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C

§
N1 Y N2 N3 N4

Figure III-3: Invariants structurels

II1-1.3 Conservation de place implicite

Les places implicites (structurelles) étar déterminées par des propriétés linéaires
de la matrice d’incidence et du marquage initial, le résultat précédent permet de
déduire des conditions de conservation de place implicite lors de la composition.
La définition de place implicite donnée ici est inspirée de Silva[17].

Définition ITI-3 (Place implicite) Soit (N;My) un systéme P/T et p, € P.
On dit que po est une place wmplicite par rapport ¢ (I,f) ou I C P\ {po} et

pel

Vt € T, f(po)Mo(po) — Y f(p)Mo(p) > f(po)W (po,t) — X f(PYW(p,t)

pel pel

Quand une place partagée est implicite pour les deux réseaux, et qu’elle l'est
par rapport aux mémes places partagées avec les mémes coefficients dans les deux
réseaux, cette place est implicite dans le réseau obtenu par composition. Donc cette
place partagée pcut étre supprimée, ce qui simplifie I'analyse du réseau composé.

Corollaire ITI-1 (Conservation de place implicite) Sott Z,(N;; My;) deuz
sysiemes P/T, et s € S= P, N P,.

Si s est implicite par rapport 4 (I,f) ou I C S, dans Ty et £y, alors sy est
implictte par rapport ¢ (I, f) dans £, ® £,

Preuve On suppose que sg € S est implicite par rapport a (I, f) dans les deux
réseaux (et donc I C S).

Vi € {1,2},Vt € T}, f(s0)Ci(s0,t) — 2 f(p)Ci(p,t) > 0

pel

Par application de la proposition III-2, on obtient

Vte Ty UTy, f(s0)C(s0,t) — D f(p)C(p,t) =0

pel
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De meéme, de

Vi€ {1,2},Vt € T, f(s0)Moi(po)—2_ f(p)Moi(p) > f(s0)Wilpo, )= f(pIWi(p. 1)

pel pel

en notant que

d = f(so)Moi(po) — 2 F(P)Mor(p) = f(s0)Moz(po) — D f(p)Moz(p)

pel pel

car ]\10115 = ]\40215, on déduit

Vt € Ty U Ty, f(so)Mo(po) — 2 f(p)Ma(p) > f(so)W(pa.t) — 3 f(p)W(p, 1)

pel pel

I1I-1.4 Conservation d’espaces d’accueil

La derniére propriété examinée est celle d’espace d’accueil. Pour avoir une con-
servation de cette propriété lors de la composition, nous supposons une certaine
indépendace vis-a-vis des places partagées et donc de leurs transitions sorties. Nous
considérons donc des (T'\ S*)-espaces d’accueil, c-a-d accessibles sans franchir des
transitions en sortie des places partagées, et accessibles pour une classe de mar-
quages initiaux, c-a-d si ’environnement avec lequel est composé le réseau vérifie
certaines propriétés.

Proposition ITI-3 (Conservation d’espaces d’accueil) Soit (N;; My;) deuz
systémes P/T, MI, C NP et E; C NI,
On note (]\T,M()) = (Nl, M01) 1034 (1\72; A{O2).

Si
VM; € MI;, Eq" est un (T:\ S*)-espace d’accueil de (N M)
et
Vo € L((N, Mo)), 3]\16,- € MI;, (]W(I)ilp'l = Mo,'lp") A (UlT. € L((N,‘; Mé')))
alors

E\P N EY est un (T '\ S°*)-espace d’accueil de (Ny; Moy) © (Ny; Mog)
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Notons que 'existence d’un A, tel que o)1, € L{(Ny; M{,)) est vraie d’apres
la proposition III-1, mais la contrainte supplémentaire est M; € M [;.

Preuve Soit o € T tel que My — M. On veut montrer qu’il existe s tel que
M < me EiiP nEfFf.

Par hypothese, il existe Mg, € MI; tel que Mg lp = Malp et My, 2L M.
Comme E; 15 est un (77 \ S*)-espace d’accueil de (Ny; M}, ), il existe s; € (T1\S*)"
telle que M/ 25, M/ € E;tHh. Or ]\ﬁplr = J\fl'lp; et donc M = Q; ot Q1lp, =
Mlp, et Qilp € En.

De méme, a partir de @, il existe une séquence s; € (T3 \ S*)* telle que
Q1 =% Q1, avec Qolp = Qilp et Qalp € Ep: donc m = Q, € Ey1F N EytF et
§ = 81583. ) O

Corollaire II1-2 (Composition d’OI-réseaux robustes)

Soit (N ITF;; STB;; My;) deuz réseaur d tnterface ouverte robuste tels que (P N
P, C (ITH nITE,).

Alors (N;ITF; STB; M) est un Ol-réseau robuste ou

o (N;Mp) = (N1; Mo) ® (No; Moz)
[ ] ITF=ITF1 UITFQ
e STB=STB1PNSTB,1Y o P=P,UP,

Preuve On applique la proposition précédente, en prenant MI; = {My}17 et
E;= STB,. O

En fait, ce résultat aurait pu étre déduit directement de la caractérisation des
Ol-réseaux robustes de la proposition II-2. Nous avons voulu montré qu’il est aussi
une conséquence de la proposition JII-3.

I11-2 Reéseaux a ressources renouvelables

Dans cette section nous étudions les propriétés de la composition de réseaux par
fusion de places marquées et bornées par leur marquage initial. Dans ce cas, le
comportement du systeme global est la composition des comportements de ses
composants.

Nous commengons par définir une classe de réseaux ou on distingue un ensemble
de places bornées par leur marquage initial. Ces places sont interprétées comme
modélisant des ressources renouvelables, d'ou le nom de ces réseaux.
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Définition II1-4 (Réseaux a ressources renouvelables) Unréseau a ressour-
ces renouvelables est un triplet RRN = (N; My; RES) ou

o (N; M) = (P,T;W; M) est un systéme place/transition

e RES C P est l'ensemble des ressources de RRN vérifiant: pour tout r €
RES, r est bornée par Mo(r) dans (N; Mo).

Lensemble des réseauz a ressources renouvelables est noté RRN.

La composition de deux réseaux a ressources renouvelables est un réseau a res-
sources renouvelables et donc un nombre arbitraire de réseaux peut étre composé.

La composition de deux réseaux a ressources renouvelables se fait par fusion
de places appartenant uniquement a RES. Dans ces hypotheses, la projection
d’une séquence du langage de la composition des deux réseaux est une séquence
du Jangage d'un composant {contrairement au cas général: cf. la proposition I1I-1).

Définition III-5 (Composition sur RRA') La composition asynchrone de
deuz réseaur d ressources renouvelables tels que

RES,NRES, =P NFH,
est définie par
(N1; Mo; RES)) @ (N2; Moz; RES,) = (N; Mo; RES)
0U

o (N;Mo) = (Ny; Mar) ® (N2; Moz)
L RES=RE510RESQ=P1F‘|P2

Proposition III-4 (Fermeture de RRA par composition) Soient deuz ré-
seauz d ressources renouvelables (N;; My;; RES)).

Alors (N1; Mo1; RES,) ® (N2; Mo2; RESy) € RRN et
]\lo 5 M= 30’,’, BM.',Mo,' AN M,'

oi =olr, A\ Milp = Mlpr \ Milres > M|REs

et plus précisément

M|lres = Milres + Malres — Molres
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Preuve On prouve par récurrence sur la longueur de o l'assertion suivante
({i,7} = {1,2}):

Si My -5 M, alors My, = M, ou 0; = ol et Mi(p) = M(p) pour p € P/,
et Mi(p) = M(p) — Cj(p,o;) pour p € RES (se rappeler que C;(p,0;) = M,(p) —
Mo(p) < 0sur RES, car p € RES est bornée par son marquage initial).

Pour o = )X, c’est trivial.

Pas de récurrence. Supposons Mo = M — M’ o' = ot. Sit € T, alors
M; -5 et donc Mo, 25 M et Mo, 2 My = M, avec M!|p = M'|p/; il reste &
montrer M;(p) = M(p) — Cj(p.o;) pour p € RES.

Sitg*RESU RES® pas de probleme.

Site *RESURES"*, alors M'(p) = M(p)+ Ci(p,t) et M{(p) = Mi(p)+Ci(p. t)
pour p € RES. Par conséquent, M|(p) — M'(p) = Mi(p) — M(p) = Co(p,02) =
Co(p,03) pour p € RES, et My(p) = Ma(p) = M(p)—Ci(p,01) = M(p)+Ci(p,t)-
Ci(p,o1t) = M'(p) — Ci(p,07) pour p € RES. O

Un blocage d’un réseau a ressources renouvelables n’est pas un marquage ou
toutes les transitions sont mortes mais un marquage qui ne permet pas de libérer
toutes les ressources, ie, les ramener a leur état initial.

Donc un réseau a ressources renouvelables est dit sans R-interblocage si 'en-
semble des états ou les ressources sont libres est un espace d’accueil.

Définition II1-6 (R-interblocage) (N;My; RES) € RRN est dit sans R-in-

terblocage sst
FREE = {M € NF;Vr € RES, M(r) = Mo(r)}

est un espace d’accueil de (N; My).

I11I-3 Reéseaux a Ressources Ordonnées

Dans cette section, nous définissons une sous-classe des réseaux a ressources re-
nouvelables sans R-interblocage et telle que la composition de deux réseaux de
cette classe appartienne a cette classe. Cette classe est I’ensemble des réseaux a
ressources ordonnées.

Une solution simple et classique au probléme de l'interblocage est la parti-
tion des ressources en classes ordonnées et 'obligation pour chaque processus de
demander les ressources dont il a besoin en respectant ’ordre.

La solution que nous proposons consiste aussi 4 ordonner les ressources, mais
le systeme n’est pas obligé de suivre un certain ordre dans ses demandes, mais
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doit pouvoir toujours prendre une porte de sortie et libérer les ressources qu’il
détient si jamais 1l v a risque d’interblocage, et dans sa “sortie,” il peut continuer
a demander des ressources mais en respectant ’ordre cette fois. Il existe donc
des choix dans les suites de demandes de ressources, contrairement aux solutions
classiques. Cette solution coincide avec la solution classique pour les processus
linéaires (séquentiels sans choix).

Cette condition est exprimée par une propriété d’espace d’accueil: il est tou-
jours possible de libérer une ressource sans demander au cours de la libération des
ressources de rang inférieur (mais avec la possibilité de demander des ressources
de rang supérieur).

Définition III-7 (Réseaux a ressources ordonnées) Un réseau a ressources
ordonnées est un quadruplet (N; My; RES;(RES;)i=1,n) 0U

e (N;My; RES) € RRN
¢ (RES;)i=1,n est une partition ordonnée de RES

e Vi,Vr € RES;, FREE(r) = {M € N¥; M(r) = Moy(r)} est un T(r)-espace
d’accueil, ou T(r) =T\ (U,;<; RES})

L’ensemble des réseaur d ressources ordonnées est noté RRO.

La figure I1I-4 montre un exemple de réseau a ressources ordonnées: il existe
une séquence ou S) est demandée avant Sy (t1t,t3t4) et une autre out Sz est de-
mandée avant S; (#stg); mais dans la séquence ou S; est demandée avant S, 1l est
toujours possible de continuer dans le bon ordre, en particulier de libérer S; en
demandant S3 (tsts).

D’abord nous montrons qu’un réseau a ressources ordonnées (RRO) est sans
R-interblocage (en tant que réseau a ressources renouvelables), puis que la com-
position de deux RRO ayant mémes ressources avec le méme ordre est un RRO,
ce qui prouve ’absence d’R-interblocage lors de la composition.

Proposition III-5 (RRO et R-interblocage)
Si(N;My; RES;(RES)i=1,n) € RRO, alors (N;Mqy; RES) est sans R-interblocage.

Preuve On montre par récurrence sur k que Ex = [i<jck Nrerps, FREE(r) est
un espace d’accueil.

= 1. Comme FREE(r) est un (T \ RES}])-espace d’accueil pour r € RES],
on peut ramener une ressource de rang 1 & son état initial sans changer 1'état
des autres ressources de rang 1 et donc E; = (\,cpps, FREE(r) est un espace
d’accueil.
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Figure I1I-4: Réseau a ressources ordonnées

. Pas de récurrence. Si E; est un espace d’accuell, comme

FREE(r)estun (T\ |J RES"*)-espace d’accueil pour r € RES;4;
) 1<1<k+1
on peut atteindre (.¢ggs,,, FREE(r) sans faire décroitre le marquage des places
de Ui<j<k+1 RES;, et donc atteindre Ei4y. Donc E, est un espace d’accueil. O

La composition de deux réseaux a ressources ordonnées est sans R-interblocage,
car on peut toujours libérer les ressources de la classe la plus grande, disons de
rang n, sans rien demander. Puis on peut libérer les ressources de rang n — 1 sans
demander de ressources de rang inférieur mais éventuellement en demandant des
ressources de rang n. A la fin de cette opération, les ressources de rang n — 1
sont libres mais celles de rang n ne le sont peut-étre plus: mais on peut toujours
libérer les ressources de rang n sans rien demander. Ainsi on atteint un état ou
les ressources des rangs n et n — 1 sont libres. Et ainsi de suite...

Proposition I1I-6 (RRO et composition) Soit deuz réseauz d ressources or-
données (N;; Mo;; RES; (RES|)i=1,n)j=12 ayant mémes ressources et mémes par-
titions avec le méme ordre, alors

((N1; Mo1; RES) ® (N2; Mo2; RES); (RES)i=1.») € RRO



III-4. COMPOSITION DE RESEAUX COLORES 69

Preuve On montre par récurrence descendante sur k < n que

n

Er=() () FREE(r)

J:k TERESJ

est un Ai-espace d’accueil ol Ay = T\ (U, <k RES?).

k = n. La preuve repose sur 'idée que chaque réseau peut libérer les ressources
de rang n qu’il détient sans demander aucune ressource supplémentaire, et ainsi
on atteint F,,.

Si My — M, on veut montrer qu'il existe s € T telle que M - Q € E,.
D’apres la proposition I1I-4. pour i = 1.2, My; —; M;; puisque (N;; My,;) € RRO,
il existe o} € (T; \ Ui<i<cn RES?)", telle que

M, 25, M! € FREE{RES,)

Comme M|p = M;|p/ et 0, ne contient pas de transition € RES®, alors

M 2. M’ 2 Q € FREE(RES,)

D’ou s = 0703.

Pas de récurrence. Si My, — @, alors par hypotheése de récurrence, Q —-
M € Ey avec v € A;. On note s = uv.

D’aprés la proposition III-4, pour i = 1,2, My, —; M;, avec M; € Eilp et
done M(r) = Moi(r) pour r € Uicj<cn RES;.

Puisque les deux réseaux sont dans RRO, pour rq € RES;_,, il existe o, telle
que M; 25, M! € FREE(rq), avec 0; € Ay,.

Alors M 223 M' € FREE(r,), puis par application de ’hypothese de récur-
rence, il existe w € Ay C Ai_1, telle que M’ — M" € E; N FREE(ro): donc &
partir de M € E; on atteint £, N FREE(ro) par la séquence 0102w € Ag_;.

On recommence cette opération pour les autres places de RES;_1, et on obtient
ainsi une séquence y € Ax_; telle que Q = Q' € Ex_;. O

ITII-4 Composition de réseaux colorés

Le seul point a ajouter a la définition de la composition asynchrone de réseaux
ordinaires pour obtenir celle des réseaux colorés est la définition des domaines de
couleurs: on prend D(p) = D;(p) si p € P;, en exigeant que les places partagées
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alent méme domaine dans les deux réseaux, c-a-d Vp € S, D;(p) = D,(p). Dans ces
conditions le réseau composé déplié est égal a la composition des réseaux dépliés.

Pour les réseaux a ressources ordonnées, on prend exactement la méme défini-
tion. Il reste & montrer qu'a tout réseau coloré a ressources ordonnées, on peut
associer un réseau ordinaire a ressources ordonnées. Si RES est I'ensemble des
ressources du réseau coloré, et (RES;);=1,» sa partition ordonnée, on prend pour
le réseau déplié, RES' = {(p,c);p € RES,c € Dip)} et RES! = {(p,c);p €

RES;, c € D(p)} et on vérifie qu’alors le méme ordre convient.

Le multiplexage d’unités entre plusieurs utilisateurs revient souvent a partager
les places représentant 1’état oisif de ces unités entre plusieurs réseaux identiques.
On obtient ainsi une coloration supplém:ntaire du réseau d’origine: le domaine de
toutes les places sauf celles partagées, devient égal & D(p) x {1,...,n}.

Conclusion

La composition par fusion de places a pour avantage essentiel de conserver les flots.
Toutefois, dans le cas général, il n’y a pas de relation entre les comportements des
composants et celui du réseau total. Il n’est donc possible d’obtenir des propriétes
de conservation qu’en introduisant des conditions supplémentaires sur le com-
portement vis-a-vis des places partagées. Nous avons obtenu la conservation des
espaces d’accueil (Proposition III-3) quand leur accessibilité est indépendante des
places partagées, et la conservation des comportements (Proposition I11-4) quand
les places partagées sont bornées par leur marquage initial (réseaux a ressources
renouvelables).

Nous arrivons a déduire ’absence de R-interblocage du réseau total uniquement
en considérant les composants, dans la classe des réseaux a resssources ordonnées.
Cette classe est assez restreinte, mais la preuve modulaire de ’absence de blocage
est intrinsequement difficile. La recherche d’autres propriétés plus faciles devrait
aboutir a des classes de réseaux plus larges.

Des résultats de ce chapitre sont appliqués a la composition des réseaux réen-
trants, classe de réseaux définie dans le chapitre suivant.



