31

Chapitre 2
Approche microscopique

S’inspirant des travaux de Rayleigh [Rayleigh, 1945], Zwikker et Kosten
[Zwikker et al., 1949] se sont intéressés a la propagation d’ondes acoustiques
dans un milieu poreux constitué de pores identiques non connectés, paralleles,
de section circulaire uniforme et perpendiculaires a la surtace. Le squelette est
supposé rigide et les propriétés acoustiques sont établies au niveau du pore.
Zwikker et Kosten ont largement popularisé cette théorie. I est vral qu'un
milieu poreux constitué de pores uniformes non connectés de section circulaire
présente peu d’intérét, mais ils estiment que le comportement devrait étre
similaire a celui de milieux plus complexes et par 1a méme pourrait étre amélioré
apreés quelques modifications et réinterprétation de parametres. Cette démarche
repose sur la connaissance des caractéristiques acoustiques d’un guide d’onde
de section circulaire. La solution exacte donnée par Kirchhoff [Kirchhoff, 1868]
prend en compte les dissipations visqueuses et thermiques et reste valable
quelque soit la fréquence ou le rayon de la section. Elle reste tout de méme
trés compliquée pour de nombreuses applications. Zwikker et Kosten proposent
une formulation approchée plus simple ou les effets visqueux et thermiques
sont traités séparément et résumés en terme de fonctions complexes de densité
et de compressibilité. De nombreux auteurs ont depuis adopté cette théorie.
Cependant cette approche n’a été justifiée qu’aux basses et hautes fréquences et
le régime intermédiaire n’a pas pu étre traité. Stinson [Stinson, 1991] montre que
la solution exacte de Kirchhoff peut étre réduite a la forme analytique donnée
par Zwikker et Kosten en introduisant des simplifications appropriées a certains
choix de rayons, de sections et de fréquences acoustiques. Il détermine ainsi de
fagon précise le régime dans lequel 'approche Zwikker et Kosten est valable.

D’autres traitements approximatifs ont été introduits. Ainsi Crandall
[Crandall, 1926] considere la distribution des vitesses & travers une section
lorsque la conductivité thermique est négligeable. Il obtient avec cette hypotheése
un écoulement laminaire et les caractéristiques acoustiques peuvent étre calcu-
lées. Daniels [Daniels, 1947] considere la conduction thermique dans un conduit
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cylindrique et en déduit une relation entre écart de température et pression
acoustique. Cette analyse suppose toutefois que les gradients thermiques sont
négligeables ie long de 'axe du cylindre.

Ces aspects approximatifs de la propagation peuvent étre décrit en terme
d’impédance et d’admittance [Mawardi, 1949] [Daniels, 1950] {Benade, 1968]
(Russell et al., 1993]. En eflet lorsque la longueur d’onde est bien plus grande que
les dimensions transverses du conduit, le mouvement de l'onde est analogue au
flux de courant électrique dans une ligne de transmission. Le courant électrique
s’identifie au débit acoustique, tandis que le potentiel électrique est 1’analogue
de la pression acoustique.

La section circulaire a été une géomeétrie prototype, et ’extension de la théorie
a des sections non circulaires a été nécessaire. En effet, les milieux poreux réels ont
rarement des pores de sections circulaires et certains auteurs [Attenborough, 1983]
ont traduit le changement de géométrie par !'introduction d’un facteur de forme.
Stinson [Stinson, 1991] estime par contre que certaines spécificités de la solution
obtenue pour une section circulaire peuvent étre appliquées & des conduits de
forme arbitraire, et développe ainsi une procédure générale permettant le calcul
des caractéristiques acoustiques. De fagon & démontrer 1'utilité de cette procé-
dure, il développe la solution pour des sections rectangulaire, triangulaire, et de
type fissure [Stinson ef al., 1992]. Cummings [Cummings, 1993] propose une mé-
thode variationnelle applicable & des géométries plus complexes ou les solutions
analytiques sont limitées. Il en déduit des solutions approchées aux basses et
hautes fréquences. Wilson [Wilson, 1993] développe un modele reposant sur un
formalisme de relaxation. Il estime que les dissipations visqueuses et thermiques
sont des caractéristiques d’un processus de relaxation. Ce modele a I'avantage de
faire intervenir un parametre en moins, et a la différence des modeles précédents
n’utilise pas de fonction de Bessel et de Kelvin.

Les milieux poreux réels sont rarement constitués de pores de sections uni-
formes. Les milieux granulaires par exemple, qu’ils soient consolidés ou non
n’ont pas de taille de pores constante, mais des dimensions qui varient de sec-
tions nulles a des sections de l'ordre du diametre des grains. La détermina-
tion de la distribution de taille de pores a été 'objet de recherches de nom-
breux physiciens [Marshall ef al., 1979] [Pittman, 1984]. Yamamoto et Turgut
{Yamamoto et al., 1988] montrent qu’un milieu poreux avec une porosité don-
née et une perméabilité donnée peut étre décrit par une infinité de distributions
de taille de pores et que la vitesse et 'atténuation de I’onde acoustique, insen-
sibles a la distribution dans le domaine des basses et hautes fréquences, le sont
fortement dans le domaine des fréquences intermédiaires. Leur modéle se base sur
le traitement des effets visqueux de pores distribués selon une loi normale. Atten-
borough [Attenborough, 1993] généralise cette approche pour y inclure les effets
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thermiques. Une autre formulation a été introduite par Stinson et Champoux
[Champoux et al., 1992] consistant a modéliser chaque pore comme une série de
conduits uniformes de section et forme aléatoires, en négligeant les phénomenes
associés aux jonctions de segment. L’application de ce modele nécessite toutefois
la connaissance du détail de la géométrie du pore. Pour des milieux complexes
cette information n’est pas toujours accessible. Le modeéle est alors généralisé
par l'introduction de deux paramétres supplémentaires associés aux effets vis-
queux et thermiques qu’il convient d’ajuster. On peut également citer le modele
de Biot-Allard [Allard et al., 1990} qui ne nécessite qu’un facteur de forme sup-
plémentaire, mais qui semble étre inefficace lorsque les variations de section sont
trés prononcées.

Une des particularités des milieux poreux réels provient également de la na-
ture des parois de pores. Les auteurs considerent généralement que celles-ci sont
rigides. Arnott [Arnott et al., 1991} apporte une contribution en étudiant les pa-
rois percées par des micropores non connectés aux pores voisins, ce qui se traduit
par une impédance de paroi. Wilson [Wilson, 1993] dans le cadre du modéle de re-
laxation propose une extension a des surfaces de pores de type fractales. Toutefois
ces modélisations n’ont été développées que pour des pores de section uniforme.

Les méthodes d’homogénéisation que nous venons d’évoquer reposent sur le
principe de la moyenne et consistent a établir les propriétés acoustiques a ’echelle
du pore. D’autres approches utilisent une hypothese de périodicité de la struc-
ture hétérogene microscopique. Les champs de contraintes et de délormation sont
alors périodiques et la résolution du probleme se raméne a ’étude d’une cellule
parallelépipédique composée d’une phase solide élastique et d’une phase fluide.
Les lois macroscopiques sont obtenues pour une dimension de la période spatiale
petite devant la longueur caractéristique des phénomenes macroscopiques qui est
la Jongueur d’onde [Lévy et al., 1977] [Lévy, 1977, 78] (méthode asymptotique).

Cette démarche qui prend en compte les dissipations visqueuses et thermiques,
permet de retrouver les conclusions de la théorie de Biot. Elle indique I'influence
de la connection des pores [Lévy, 1979] et met en évidence I'existence de trois
type d’ondes lorsque la phase solide est supposée élastique [Dupin et Lévy, 1980]
[Lévy, 1977]. Elle généralise en outre la loi de Darcy classique pour un régime
instationnaire qui fait intervenir une perméabilité dynamique. La filtration acous-
tique de 'air se fait comme si la matrice était rigide lorsque le fluide saturant
est de densité bien plus petite que celle des parties solides. L’hypothése de pé-
riodicité peut paraitre a premiere vue contraignante, mais il semblerait que cette
démarche supporte correctement les comparaisons avec les mesures expérimen-
tales effectuées sur des milieux aléatoires [Suquet, 1982].

Nous utiliserons par la suite, la premiére méthode d’homogénéisation (prin-
cipe de la moyenne) qui malgré ses limites d’applicabilité, permet de fournir des
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estimations analytiques des qualités acoustiques pour des géométries de pore com-
plexes.

Apreés un rappel des équations de Navier-Stokes (§2.1), nous écrirons les for-
mulations exactes des vitesses et des grandeurs thermodynamiques (température,
pression et densité) introduites dans la théorie de Kirchhofl (§2.2). Celles-ci seront
analysées pour deux types d’écoulements (isotherme et adiabatique) de maniere
a dégager quelques caractéristiques suceptibles de simplifier la solution générale
(§2.3).

Nous introduirons alors les fonctions complexes de densité et de compressibi-
lité qui généralisent dans le cas d’un fluide limité dans 'espace, la densité et la
compressibilité d’un fluide libre non dissipatif. Ces deux fonctions nous donnerons
tres simplement une estimation de I'impédance et du nombre d’onde. Toutes ces
grandeurs seront calculées pour une section circulaire.

En appliquant les mémes simplifications aux équations de Navier-Stokes, nous
généraliserons ces résultats a des formes arbitraires (§2.4), et a titre d’exemple les
calculs seront entierement traités pour des sections rectangulaires et triangulaires
(§2.5).

Ces propos seront étendus a un milieu poreux constitué de pores identiques
traversant tout le matérian (§2.6). Nous évoquerons alors une premiére situation
ou les pores sont considérés uniformes, pour traiter par la suite une autre ou la
taille varie en fonction de la profondeur du matériau.
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2.1 Equations locales linéarisées - Modele de
Navier-Stokes

2.1.1 Variables microscopiques

Pour décrire ’état d’un fluide, on doit donner les vitesses microscopiques, ainsi
que les distributions de grandeurs thermodynamiques que nous choisissons parri
la pression, la température, la densité et ’entropie. La nature d’un fluide étant
précisée et connaissant deux grandeurs thermodynamiques en un point, les autres
grandeurs s’obtiennent en ce point a laide d’équations d’état caractéristiques du
fluide. Nous ne considérerons que de petites perturbations par rapport a un état
ambiant caractérisé par:

F, pression atmosphérique
po : densité ambiante du fluide
T, : température ambiante
S, : entropie au repos
?O : vitesse nulle au repos

En présence de petites perturbations ces quantités deviennent en coordonnées
cartésiennes:

Plz,y,z,t) = Po+p(z,y,2,1) (2.1)
plz,y,2,t) = po+ple,y,2,t) (2.2)
T(z,y,2,t) = To+7(z,y,2,1) (2.3)

7 - -

(z,y,2,t) = 0 + 7 (a,y,21) (2.4)

S(z,y,z,t) = S,+s(z,y,z,1) (2.5)

Si nous supposons que la vitesse est deﬁnie par trois composantes vectorielles,
le probleme possede sept mconnues (p, , P, s et 7). Il ne peut étre résolu
qu’en introduisant sept relations données par les équations du mouvement, de
conservation de la masse, de propagation de la chaleur et de deux relations qui
expriment que l'entropie et la masse volumique sont des variables d’état (ds et dp
sont des différentielles totales exactes). Nous rappelons ci-dessous ces équations
sous leurs formes locales. Elles seront utiles pour 'obtention de la solution exacte
de Kirchhoff, mais également pour la recherche d’une formulation approchée.
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2.1.2 Equation du mouvement

Elle s’exprime de la facon suivante:

o

E— =, . .
Pogr = —grad(p) + nAV + ggmd(dw( 7)) (2.6)

Nous supposons dans cette écriture que les dissipations visqueuses associées
au mouvements de rotation et de vibration des molécules sont négligeables. Le
coeflicient de viscosité i que nous avons introduit, mesure 'intensité du phéno-
meéne d’amortissement par cisaillement di a 'échange énergétique au niveau du
mouvement de translation des molécules entre couches de fluides voisines animées
de vitesses différentes.

2.1.3 Conservation de la masse

Elle exprime le fait que la variation de masse du fluide dans un volume élé-
mentaire est due au flux de fluide sortant de la surface fermée limitant ce volume.
Une fois linéarisée, elle s’écrit sous la forme locale de la fagon suivante:

= ¥ podiv(T) =0 (2.7)

2.1.4 Equation d’état pour la densité

Nous considérons que la densité est une fonction d'état (approximation L-
néaire) de la pression p et de la température 7:

aofoe] . [oe
plp,T) = {8PLP+ [BTL T (2.8)
Ol encore
pp,7) = —poBo T+ L2 p (2.9)

3. désigne le coefficient d’expansion thermique du fluide. Il mesure la variation
relative de la masse volumique résultant d’une variation de la température d’une
unité. Ce coefhicient est défini par la relation suivante:

__L o
B«--p, [8TL (2.10)

Au premier ordre prés, il devient:
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g, =L [@] (2.11)
oo | OT »

De méme, le module d’incompressibilté isotherme K, mesure la variation re-
lative de la pression par unité de masse volumique dans un processus isotherme.

Il est défini par:

oP .
K=p [—-—] (2.12)
T
Au premier ordre, nous avons:

0
K, = p, {—’—’] (2.13)
ap|. "
Lorsque le gaz est dit thermiquement parfait, son équation d’état thermique
P = f(p/,T) prend la forme suivante:

P=p'rT (2.14)

ou r est la constante des gaz parfaits définie par:

R
ro=— 2.15
: (215)
On désigne ici par R, la constante universelle des gaz parfaits (R = 8.314 J/° L),
et M la masse molaire du gaz. En reportant la loi (2.14) dans les définitions du co-
efficient d’expansion thermique (2.10) et d’incompressibilité isothermique (2.12),
nous obtenons:

1
= = 2.
8= 3 (2.16)
K = P (2.17)
soit au premier ordre:
G, = 1 (2.18
o To ("" )
K, = P, (2.19)

L’équation d’état pour la densité se résume donc a la relation suivante:

Lo Po
= fo, e 2.2
p T + 5P (2.20)
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2.1.5 Equation d’état pour ’entropie

L’entropie est nne fonction d’état (approximation linéaire) de la pression p et
de la température 7:

0 19}
s(p,T) = [b—%} p+ [éé:l T (2.21)
T P

Par définition, nous avons:

Jds
N ik 99)
=1, [37‘]? (2.22)

et d’aprés une relation de Maxwell {Landau et al., 1989]:
& 1 o
[3-} =~ {—W /"")] - (2.23)
op], or |, Po

Nous obtenons ainsi 'écriture suivante pour 'entropie:

Cp 1 .
§ = —— T — : 2.24
T T T T, P (2.24)

2.1.6 Equation de diffusion de la température

Elle est obtenue a l’aide de 1'équation de Kirchhoff-Fourier linéarisée:

Jds
ol o — = KAT 2.25
poTlom (2.25)
ol & est le coefficient de conduction thermique. L'écriture de I'entropie (2.24)
reportée dans 1’équation de Kirchhoff-Fourier (2.25), nous fournit 'expression de

I’équation de diffusion de la température:

or Op
Py I —— e D
Potr gy = + RAT (2.26)

2.1.7 Récapitulation

Le fluide étant caractérisé par cing grandeurs (trois composantes de vitesse
et deux grandeurs thermodynamiques), nous disposons a présent d'un nombre
suffisant d’équations pour résoudre le probleme de propagation dans un guide
d’onde. Pour la commodité, nous rappelons les équations établies:

- Equation du mouvement
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"_‘+ 3
po% = —grad(p) + AT + g‘m(dir(m)

|

Equation de conservation de la rnasse

dp

5 + podiv(T) =0

|

Equation d’état pour la densité

P="7"7p

- Equation d’état pour I’entropie

s 1
T, Tt
— Equation de diffusion de la chaleur
or Op .
pOCp“a—t = 5{ + HIAT
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(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.31)

Pour l’air, dans les conditions standard, les quantités n,&,v, K,, 3, p, et T,

valent [Lafarge, 1993]:

n = 1.84107°% kgm™! s™!
Eo= 26107°W m™ K
v = 14
K, = P,= 10° Pa
B, = 1/T, K7}
po = 129 = kg/m®

T, = 204 K

(2.32)
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2.2 Propagation dans un conduit de section cir-
culaire - Solution exacte

La propagation d’onde dans un conduit uniforme de section circulaire est un
probleme fondamental qui se pose dans de nombreux domaines de 'acoustique.
La solution exacte donnée par Kirchhoff au XIX siecle [Kirchhoff, 1868] peut
se présenter sous une forme analytique suggérée par Zwikker et Kosten dans la
mesure ol le rayon de la section r, est supérieur & 1072 ¢ et que les fréquences
acoustiques f soient telles que r,f3/? soit inférieur & 108cms~%/? selon Stinson
[Stinson, 1991]. Ces concepts seront exposés dans la section suivante (§2.3), ou
nous préciserons dans quelle mesure ils peuvent étre étendus a des conduits de
forme arbitraire. ,

Cette partie sera plutdt consacrée au développement de la solution de Kirch-
hoff sous sa forme initiale. Nous préciserons dans un premier temps les conditions
aux limites utilisées sur les parois du guide, pour donner par la suite ’écriture
de la solution (pression, vitesse, température et densité) telle que ’avait pro-
posée Kirchhoff. Nous nous contenterons d’en donner ’expression sans détailler
les calculs, le lecteur pourra se reporter a la publication de Kirchhoff pour plus
d’explications.

Les résultats seront analysés pour deux types d’écoulement (adiabatique et
isotherme) de maniére & dégager quelques caractéristiques de la propagation su-
ceptibles de simplifier la solution générale.

Notre ambition est d’appliquer par la suite les outils obtenus a un milieu
poreux. Les résultats obtenus pour un conduit que nous assimilerons & un pore,
seront alors généralisés a ’échelle macroscopique du milieu poreux. Le détail des
variations & travers la section du pore des grandeurs recherchées n’est donc pas
nécessaire et nous introduirons donc des grandeurs équivalentes moyennes.

2.2.1 Conditions aux limites

Le systéme d’équations couplées (2.27)-(2.32) ponr les variables p , 7 et 7 est
complété par les conditions aux limites aux parois:

=0 e T=10 (2.33)

La condition 7 = 0 est la condition d’adhérence du fluide visqueux. La condi-
tion T = 0 signifie que les parois restent & température ambiante et qu’il n'y a
pas de saut de température interfacial entre le solide et le fluide. Elle repose
essentiellement sur les deux circonstances suivantes. D’une part les solides sont
généralement de bien meilleurs conducteurs de chaleur que les fluides. D’autre
part, l'onde apporte de la chaleur au solide mais elle en extrait également pé-
riodiquement une partie dans son mouvement harmonique. En nous reportant a
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Pierce [Pierce, 1981}, les conditions suivantes assurent la validité des conditions

aux limites (2.33):

(pocpfk)ﬁmde < (Pstsf‘E‘s)soiide (234)
5 1/2 o V.o
(Rpop”) fruiae € @2 (Pscp”)sotide (gf') (2.35)

oti S et V, désignent respectivement la surface de contact fluide-solide, le
volume occupé par le solide. La premiere condition provient de ['analyse de la ré-
flection d’une onde plane en incidence normale sur un demi espace de conductivité
thermique finie. La seconde repose sur le calcul du flux de chaleur dans la phase
solide ou I’énergie est supposée uniformément répartie. Dans le cas de la laine de
verre ces conditions sont respectées lorsque les fréquences sont supérieure a 1H,,
ce qui est largement réalisé pour des applications acoustiques [Lafarge, 1993]. On
peut calculer cette fréquence critique pour des entobés drainants si nous assimi-
lons ce type de milieux a un béton fibreux, de maniere a calculer simplement la
surface de contact fluide-solide. La chaleur spécifique ¢,°, la masse volumique p
et la conduciivité thermique du squelette sont données par:

' =916.5 Jm™3C p, =2510%kgm™® £, =175 Wm™ 'K~ (2.36)
Pour Pair, nous avons:
e =10° IJm™3C™' pp=120kgm™ £, =1610"2 Wm 'K~ (2.37)

Le milieu poreux considéré d’épaisseur E,, est constitué de pores identiques
allant de la surface supérieure du matériau a la surface inférieure. De maniere
a simplifier le calcul, nous supposerons que la tortuosité est égale a 1 (section
uniforme et axe de chaque pore perpendiculaire a la surface du matériau). Pour
calculer le rapport surface de contact par le volume solide, nous introduisons la
porosité 0 et le rayon moyen des pores R. Lorsqu’il s’agit de pores & sections
circulaires, en introduisant Vy le volume occupé par le fluide, nous obtenons:

(5) = (%) ()

El—ﬂ
2

(2.38)

Q

Avec les valeurs numériques (2.36) pour le squelette et (2.37) pour Vair les
deux membres de 'inégalité (2.34) prennent les valeurs suivantes:
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(Pocr’ ) fryge = 20.64 (2.39)
(pscps"%s)salide = 40 ]05 (240)

La premiére condition (2.34) est donc vérifiée. La seconde (2.35) associée au
rapport volume par surface défini par ’équation (2.38) nous permet d’écrire la
fréquence critique f, au dela de laquelle I'inégalité (2.35) est vérifiée:

2Q% K po ¢y’

o= e R -]

(2.41)

Pour une porosité de 20% (§2 = 0.2) et un rayon moyen R égal a 0.1cm, nous
obtenons:

fo~2.541077 H, (2.42)

Cette fréquence est d’autant plus petite que le rayon est grand, on peut donc
estimer que les conditions aux limites (2.33) sont valables quelque soit la fré-
quence.

2.2.2 Solution exacte

La théorie de Kirchhoff a été établie pour un conduit infiniment long a paroi
rigide, de section circulaire et uniforme. Une hypothése de symétrie cylindrique
de la solution a été adoptée et une dépendance en fonction de la position lon-
gitudinale z et temporelle ¢t de type e™'¥™* est choisie (m grandeur complexe
appelée improprement nombre d’onde). Les équations de Navier-Stokes ainsi que
les conditions aux limites sont valables quelque soit la géométrie du guide. Elles
le sont en particulier lorsqu’il s’agit d’un conduit uniforme de section circulaire
uniforme de rayon r,.

i

N
Ul

Fia. 2.1 - Conduit de section circulaire

En utilisant un systéme de coordonnées cylindriques, Kirchhoff décompose la
vitesse sous la forme d’une composante radiale v, et d’une composante longitu-
dinale v, (la direction axiale z et radiale r sont indiquées sur la figure (2.1)) et
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montre, en utilisant une hypothese de symétrie cylindrique de la solution, que les
grandeurs acoustiques s’écrivent sous la forme suivante:

[AQ A =)@y — Agm( ~V)Qz] o (2.43)
X 5
Am d dQl ic"’ sz mz
o= [_ (iw/v) —m? dr 1( )wa? B Az()\_g e dr ] e (244)
T = (7 — DTo(AQ; + A2Q5)e™ (2.45)

ol v =1/po, V' = K[/(pscy) et les fonctions ¢, @ et 2 sont définies a I'aide
de la fonction de Bessel d’ordre 0, par les relations suivantes:

Q = J, [r(m® —iw/v)"?] (2.46)
Q1 =J, [r(m? — A7 (2.47)
Q2 = J, [r(m® — ;)" (2.48)

A; et Ay sont respectivement les solutions de petit et grand module de 1’équa-
tion du second degré en A:

14

v 4 4
A? [C. =g gw/} - A [co2 + zw(§1/ + )| —~w? =0 (2.49)

Wy

Le parametre m est la constante de propagation. Il est évalué en posant v,,v, et
7 nuls sur les parois du conduit. Cela nous donne un systéme de trois équations
pour les inconnues Aj, Az et A;. Pour obtenir une solution non triviale son
déterminant doit étre nul:
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Dans cette expression, I'indice p indique une évaluation des quantités @, @,
et (J, et de leurs dérivées par rapport au rayon, a la paroi du conduit, ¢’est a dire
en 7 = r,. Lorsque nous effectuons le calcul du déterminant, nous obtenons:

@Q_«; E V’).C.f.g_?
Y4
| «L—-dQ[ (5 )@y (e —u')czw@zp}:o

(iw/v) —m2dr,

Gp (2.51)

11 se simplifie en divisant cette équation par () 1Q)2 et en utilisant la relation

1dJ,  din(J,)

:f: dr — dr
numériquement a ’aide de la méthode de Newton:

, pour parvenir a une expression réduite qui peut étre résolue

jwm? 1 1 .dIn@ w d in@,
N 2——_——) + (——_1) »
(wwo/vy—m2 Ay Ay dr, M dr,
W N InQa
- ()\2 — /) i 0 (2.52)

Par ailleurs, les constantes A, A; et A; sont déterminées par les conditions
aux limites, pour donner d’apres Kirchhoft:

1
v. = mB {—Zwk )leszQ
+ (% — 1V )QpQ2,Q1 ~ (TQ - u’)QlepQg] €™ (2.53)
_ iwm? 1 d Q
v = B {m(:\j )Q1pQ2p
ol ’?:w + d : mz 1
+ —v")Qy Q2p Ql - (‘)\—2" -V )QpQw—:g-z} e (2.54)
7 = By - 1)T.Qx(Q1,,Q2 — Q2,Q1) (2.55)
La constante B est donuée par:
Ay
B=— 2.56
QpQZp ( )

La densité et la pression acoustique s’obtiennent en utilisant 1’équation de
continuité (2.28) et ’équation d’état pour la densité (2.29) moyennant quelques
manipulations :
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VA V' \ - \
p =B, | (2L = 101 - (22 - 104Qs | € (2.5
VA . V' Az . ez
p= PDBQp l:( iw]“ _ ’)’}QQPQ1 - (""‘iw““ - ’Y)Q},)C_}z} e (258)

2.2.3 Analyse des résultats

Les quantités v,, v, 7 et p ont été calculées pour un conduit de rayon 0.0lem
a la fréquence de 100H,. La figure (2.2) représente les amplitudes des vitesses
longitudinale et transversale ainsi que la densité, la pression et la température
(normalisées par rapport a leur valeurs au repos) en fonction de la position radiale
7.

Les mémes quantités ont été calculées pour un conduit de rayon 0.1em a la
fréquence de 10k H, (figure 2.3).

L’épaisseur de la couche limite visqueuse {notée §,) est calculée & l'aide de la
relation &, = (2 n/py w)%. Elle est égale 4 2.2 1072cm 4 100H, et 5 2.2 10 %amn &
10kH,. Le premier conduit est alors dii ’étroit’ tandis que le second est 'large’.

Un certain nombre de traits ressortent de I'analyse des figures (2.2) (2.3).
Nous constatons que la pression ne connait pas de variation significative sur une
section donnée que ce soit pour des conduits ’étroits’ ou ’larges’. La variation se
fait le long de I’axe de cylindre a travers le terme ™. On remarque également
que la vitesse radiale v, est négligeable devant la vitesse longitudinale v,.

Densité et pression acoustique normalisées sont par contre comparables. Lors-
qu’il s’agit d’un conduit ’étroit’, sur une section donnée, |p/p,| et |p/F,| sont
égaux et le processus est isothermique, c’est a dire que [7/7,] est négligeable de-
vant les autres grandeurs mesurées. Lorsqu’il s’agit d’un conduit large, |p/p,| est
plus petit que |p/P,| d’un facteur 1.4, mais les deux quantités sont égales 3 la
paroi du tube. Dans ce cas le processus est adiabatique.

Calcul de grandeurs moyennes

Dans de nombreuses applications et en particulier I’étude des milieux poreux,
le détail de la variation de la vitesse, de la densité et de la température a travers
une section n’est pas nécessaire. Le résultat recherché est plutdt la moyenne de ces

quantitées a travers une section. Ainsi, pour une quantité E{ X ), nous calculerons
la moyenne (E):

(B) =1 / E(X) ds (2.59)
S

V5]
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FiG. 2.2 - Evaluation des grandeurs acoustiques en fenction de la position radiale
pour un conduit de rayon 0.0lem ¢ la fréquence de 100H, -processus isotherme

ou nous avons noté S la surface de la section et ? le vecteur position. Nous
utiliserons par la suite les moyennes de la vitesse longitudinale et de la densité.
D’apres (2.59), pour des sections circulaires, elles s’écrivent :

1 [ ,
(v,) = WT;/O 27 v,(r) dr (2.60)
. 1 i
{p) = - /0 27 p(r) dr (2.61)

Les écritures de la vitesse (2.53) et de la densité {2.57) données par la théorie
de Kirchhoff, sont reportées dans les équations (2.60) et (2.61), et sachant que
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F1G. 2.3 - FEvaluation des grandeurs acoustiques en fonction de la position radiale
pour un conduit de rayon 0.1¢cm a la fréquence de 10k H, -processus adiabatique

Iy # Jo(z) dz = aJy(a), nous obtenons:

(p)

W

-

2BQ,

Tp

V')

Ay —iw

1

QMJQ?pRP

Ay )72

0
Zpr

|

(m? — Ay)

1/2 szRlp -

X/ (m? = fw/uv) 1/

QPQZP-RIP +

(m? —

Z‘_(&’_ — /I
(/\2 : )(m2~—

Aot —w

(m? — Xp)

QlepR'Zp

i /ZJ e (2.62)

ToraQuf] (269

R, R, et Ry sont des fonctions de Bessel d’ordre 1 définies par:
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R = J; [r(m® —iw/v)'?] (2.64)
Ry = Ji [r(m® — A\)'7?) (2.65)
Ry = J; [r(m® — M) (2.66)

Ces quantités ont pour indice p lorsqu’elles sont évaluées a la paroi, en r = ry,.

2.3 Propagation dans un conduit de section cir-
culaire - Solution approchée

Nous avons obtenu une solution complete telle que 'avait décrite Kirch-
hoff. Toutefois, les équations obtenues restent compliquées et sont difficiles a
appliquer. Une solution approchée a été développée par Zwikker et Kosten
[Zwikker ef al., 1949], mais ceux-ci n'ont pu justifier leurs expressions qu’aux
basses et hautes {réquences. Nous proposons de reprendre 'analyse de Stinson
qui définit précisément le domaine de validité de cette approche.

Nous définirons ainsi le régime de rayons et fréquences envisagé, pour déve-
lopper par la suite les simplifications que cette restriction apporte aux équations
constituant la solution de Kirchhoff. Nous introduirons alors deux grandeurs com-
plexes appelées fonction de densité et de compressibilté qui rendent compte des
phénomenes visqueux et thermiques et en fonction desquels s’écrit simplement le
nombre d’onde.

2.3.1 Approximation de la Solution de Kirchhoff

S’inspirant des travaux de Weston [Weston, 1953], Stinson [Stinson, 1991] es-
time que la solution compléte peut étre réduite a I'approximation Zwikker et
Kosten dans le régime vérifiant les inégalités suivantes :

rp, 7 < 10%em s et v, > 1073 em (2.67)

Pour un rayon de P'ordre de 0.5 c¢m, les fréquences sont inférieures a 16000H.,.
Bien entendu, plus le rayon est petit plus la gamme de fréquences autorisées est
large. Avec v = 0.151cm?/s et ¢, = 34300 cm/s, nous avons pour les fréquences
acoustiques inférieures & 102 H. :
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wr /e« 1 (2.68)

Dans ce cas, les solutions A; et Ay de I'équation du second degré (2.49), se
simplifient pour donner:

)\1 & —— et .)\2 R e (269)

Le détail des calculs est donné en annexe [B.1]. Pour lair avec v = 1.4 et
v = 0.3 em?/s, nous avons:

A

< JAql (2.70)

Par ailleurs, Weston constate que 'argument de la fonction (), est toujours
tres faible, inférieur a 0.1 pour les conduits ’larges’ et ’étroits’. La figure (2.4)
représente I’évolution de cet argument pour différentes fréquences et rayons vé-
rifiant les critéeres du régime étudié (2.67). Il est clair que pour des {réquences de
bruit routier (100 —~ 10000 H,) et pour des rayons allant de 1073 & 1 cm cette
approximation est valable. Les termes qui impliquent cet argument sont donc
approchés dans le régime étudié:

d 1 \ .
Qy ~ 1 et % ~ -§(m2 ~ Ay T (2.71)
Avec ces approximations ((2.69) et (2.70)), ’écriture de la pression (2.58)

prend une forme plus simple:

p~ —P, By @, Qs ™ (2.72)

La pression ne dépend plus de la variable r, elle reste donc constante & travers
une section, ce qui n’est pas étonnant puisque les fréquences qui nous intéressent
sont en dessous de la premiere fréquence de coupure au dela de laquelie les modes
supérieurs se manifestent.

D’autres approximations peuvent étre introduites. La figure (2.5) illustre 'évo-
lution du nombre d’onde m. Le module de m* a été calculé en fonction de la
fréquence pour différents rayons de section et comparé a |As| et liw/v] . Il en
ressort que pour un rayon supérieur & 107%cm nous avons:

Im? <« Xy et M < liw/v] (2.73)
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Ainsi pour le régime qui nous préoccupe m> est négligeable devant A, et
iw/1+ dans les expressions de la solution compléte. En appliquant I’ensemble de
ces approximations a ’équation (2.52), la résolution par la méthode de Newton
Raphson n’est plus nécessaire et nous obtenons une solution analytique pour la
constante de propagation (Annexe [B.2]):

m? = —(w/e,?) x {14 2(y = 1)(~iwy/V) V2 G [rp(—iwy/V' )] Jrp}
X {1 - ‘2(—7@/1/)'1/2 G [rp(—-iwﬂ,f/u)]/z] /7';,}—1 (2.74)

La fonction G est définie par:

_ i)
Jo(¢)
On constate dans I’écriture de la constante de propagation que les effets asso-

ciés a la viscosité et a la thermoconductivité sont traités séparément a travers les
termes v et 1. Les mémes approximations peuvent étre appliquées a la vitesse

Gdl (2.75)
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Fi1Gg. 2.5 - Comparaison de la constante de propagation et de trois paramétres
(A1], 1Al et |iw/v| introduits dans la théorie de Kirchhoff

longitudinale (2.62) et & la densité (2.63) moyennées a travers la section. Elles

deviennent (Annexe [B.3]):

() = mB g, {Qp _g (T2 @} e (2.76)
W 14 Tp
(o) = —p.BQ, [sz +2(y - 1)(1?1)'1/2 %—”—} e™r (2.77)

2.3.2 Fonctions complexes de densité et de compressibi-

lité

Dans un fluide libre, avec 'approximation ou les pertes sont négligeables, le

mouvement obéit aux relations sulvantes:

, O
pC) at

—
= — grad p'

(2.78)
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Iy
[ )

5 l [
% a_;; = —div ¥ (2.79)

~—

<

- U G . . .

ol T , pl7 g, et 1% désignent respectivement la vitesse, la pression, la den-

{

]
sité et le module de compressibilité du fluide libre. Ces équations sont obtenues
simplement & partir des relations de Navier-Stokes en supprimant les dissipations.
Pour un fluide limité dans 'espace, les équatious (2.78) et (2.79) peuvent étre
maintenues en introduisant les densité et compressibilité effectives du fluide. Du

fait de existerice de phénomenes irréversibles de pertes, nous considérons que

les fonctions qui généralisent les constantes physiques du fluide libre p! et I
X

Q

sont complexes. Nous les notons p(w) et C{w}, et les réponses linéaires (2.78) et
{(2.79) sont alors définies par les relations suivantes, avec les notations de notre

probléme:

tw p(w) (v,) = — ch;?ip (2.80)

twCw)p = — div (v,) (2.81)

La pression connait une dépendance suivant l'axe z de type ¢™. La fonction
densité complexe s’écrit donc:

Les expressions de la vitesse (2.76) de la pression {2.72) sont alors reportées
pour obtenir:

. ~ . -1
) = o {1 = 220 G (i)} (259)
rp U

La densité complexe ne prend en compte que les contributions visqueuses a
travers le terme v ( v = 1/p,, n coeflicient de viscosité de ['air).
L’équation (2.81) est transformée en utilisant ’équation de continuité (2.28):

po Clw) p = {p) (2.84)

Nous en déduisons une définition de la compressibilité complexe:

O(w) = % (2.85)
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En reprenant de nouvean 'écriture de la pression (2.72) et celle de la den-
sité moyenne (2.77), nous obtenons une nouvelle formulation pour la fonction
compressibilité complexe:

Cw) =

o, o
{1 b 2 - E 1 G i ) (286)

» J
La fonction de compressibilité dépend de la conduction thermique, mais pas
de la viscosité. Cette dépendance se manifeste par le parametre v/ (V' = &(p,/¢y),

~P,

& coeflicient de conduction thermique). On remarque également que le nombre
d’onde défini par la relation (2.74) implique des termes que 'on retrouve dans les
écritures des fonctions complexes de densité et de compressibilité. Son expression
peut donc se simplifier en y injectant les fonctions complexes:

m? = —w? p(w) C(w) (2.87)

Les principaux résultats de ce paragraphe sont les expressions approchées de
la constante de propagation (2.87) et des fonctions complexes de densité et de
compressibilité données par les équations (2.83) et (2.86). Ces deux dernieres
fonctions généralisent pour un fluide limité, les constantes physiques du fluide
libre que sont la densité p, et la compressibilité 1/K,.

Ces résultats représentent une simplification considérable de la solution com-
pléte de Kirchhoff dans un régime de fréquence acoustique et de rayon de conduit
suffisamment large. lls sont bien entendu valables pour une section circulaire, et
nous tacherons de les généraliser a des formes arbitraires dans le chapitre suivant.

2.4 Généralisation a des conduits de forme ar-
bitraire

Nous allons développer une procédure générale, permettant de calculer les
caractéristiques acoustiques de conduits uniformes, de section arbitraire. Cette
procédure est appropriée au régime introduit précédemment (2.67) qui correspond
a des conduits ’étroits’ et ’larges’ selon la classification de Weston qui évoque
également les conduits dits ’trés larges’ et ’tres étroits’. Nous avons vu que la
solution de Kirchhoff peut étre considérablement simplifiée dans le régime étudié.
Stinson suppose que ces simplifications peuvent étre appliquées aux équations
générales de Navier-Stokes, pour différentes formes de sections.

Nous rappelerons donc les caractéristiques de la propagation obtenues & par-
tir de 'analyse des résultats de la solution de Kirchhoff (§2.2.3) pour en déga-
ger quelques approximations que nous supposerons applicables aux équations de
Navier-Stokes. Nous donnerons par la suite une méthode générale permettant de
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calculer les fonctions complexes de densité et de compressibilité pour un conduit
de forme arbitraire et a titre d’exemple, nous développerons les solutions pour
des sections circulaires, rectangulaires et triangulaires.

2.4.1 Equations simplifiées

Trois principaux traits ressortent de 'étude d’un conduit de section circulaire:

o La pression acoustique ne varie pas de facon significative sur une section
{figures 2.2 et 2.3). Nous supposerons donc qu’elle ne dépend que de la compo-
sante longitudinale z.

o La densité et la pression normalisées sont comparables en amplitude. Ces
deux grandeurs sont égales lors d’un processus isotherme et different d’un facteur
v = 1.4 dans le cas adiabatique (figures 2.2 et 2.3). Nous supposerons par la suite
qu’elles sont toujours égales:

LN 5 (2.88)

e La constante de propagation peut étre négligée par rapport a d’autres
termes. Nous supposerons alors que |m?| est négligeable par rapport a |iw/v] et
liwy /1| pour le régime de conduits étroits et larges (figure 2.5).

Ces trois hypotheéses seront appliquées a des conduits de formes quelconques.
¥ P q q

La composante z de I'équation du mouvement (2.27) s’écrit pour une dépendance

temporelle de type e

tw 1 9 17
Av, — = z:~—{ —-id*“?} 2.89
1 ~ v - 5 p— g dive (2.89)
Cette équation peut se simplifier en négligeant le terme en divergence. En effet

d’apres Péquation de conservation de la masse (2.28), ce terme peut s’écrire:

—_ di —
5 N divy 3

P (2.90)

En utilisant la définition de la célérité du son adiabatique ¢, = vP,/p,, et
Iapproximation (2.88) , nous obtenons:

— g ndive = _—5p (2.91)
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Pour le régime de [réquences et de rayons (2.67), 'approximation wr/c,? < 1,
montre que le terime en divergence peut étre négligé devant la pression acoustique
dans Pécriture de la composante = de ’équation du mouvement (2.89). Rappelons
que la vitesse, la pression acoustique et la température ont une dépendance en z
de type €™* . Dans ces conditions ’équation de la dynamique devient:

W m \
Acv, + mPu,——v. = —p (2.92)
v n
A, est le laplacien transversal. Avec Uapproximation |m?| < |iw/v| | elle se

simplifie:

ANyv, — o, = U P (2.93)
v 7
Nous effectuons une démarche similaire pour I’équation de ditfusion de la cha-
leur {2.31). Nous rappelons que la dépendance suivant la direction de propagation
est de type e™*. En calculant les dérivées temporelles, 'équation de la chaleur
devient :

WP,Cp 1w

Arr+m?Pr - —L22 = p (2.94)

K K

En introduisant o/ = £/(poc,) et le rapport des chaleurs spécifiques v = ¢, /¢,
Papproximation |m?| < |iwy/v/| simplifie 'expression de P’équation de diffusion :

Apr — =1, = 1% (2.95)

2.4.2 Méthode de résolution

La vitesse et la température ont les mémes conditions aux limites et vérifient
des équations de formes identiques. Le probléme a denx équations (2.93) et (2.95)
et deux inconnues (v.,7} peut alors étre réduit a une seule équation générale
vérifiée par une incounue W commune a la vitesse et la température. Si nous
définissons la variable ¥ par:

v, = — il p ¥ (2.96)

WP,
L’équation du mouvement (2.93) devient :
w

AT -2y K (2.97)
«

S S
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ol £ = v. L’équation de la chaleur (2.95) peut étre traité de maniere similaire,
sl nous posons:

p ¥ (2.98)

L’équation de diffusion de la chaleur se met alors sous la forme (2.97), avec
£ =1/ /~. Léquation (2.97) (dont I'inconnue est W) permet ainsi de déterminer les
caractéristiques acoustiques d’un conduit de forme quelconque, du moment que
l'on trouve une solution s’annulant sur le périmetre de la section. Les quantités
qui nous intéressent sont plutot les moyennes sur une section. Nous introduisons
donc la fonction F' qui représente la moyenne sur une section de la fonction ¥ :

F(&) = (0) (2.99)

Les quantités rechierchées, c’est a dire vitesse, température se mettent donc
sous la forme suivante:

m

(v:) = - z'wp,; p F(v) (2.100)
(r) = = pF(>) (2.101)
VR g '

La densité s'obtient & ’aide de 'équation d’état (2.29). Sa moyenne s’écrit :
\ £ . Po
(p) = WTi N+ E P (2.102)

Lorsque la moyenne de la température (2.101) y est injectée, nous obtenons:

!

_Po otV 5
{p) = PP TR F\,y) (2.103)

Nous rappelons que les fonctions complexes de densité et de compressibilité
définies par (2.82) et (2.85) s’écrivent:

plw) = ~Z,w"<‘i> (2.104)
Clw) = (o) (2.105)

PoP
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L’expression de la deunsité est obtenue en substituant dans (2.104) Uécriture
de la vitesse moyenne donnée par 'équation (2.100):

plw) = F'O(‘;j (2.106)

Pour la compressibilité, nous rveportons 'expression de la densité moyenne
(2.103) dans I’équation (2.105), en substituant v’ par sa valeur &/(p,c,):

1 1 1 v
Clw) = — — ——— — F{—) 2.107
(w) P " oo ( o ( )
Nous utilisons la relation thermodynamique ¢, — ¢, = P,/p, T,

[Landau et al., 1989] qui, divisée par la chaleur spécifique & volume constant de-
vient :

1 v—1 \
= 2.1
PoTva P, ( 08)

ba fonction compressibilité complexe est alors donnée par la relation suivante:

i v .
Clw == v —(y—1) F{— 2.109
@ = o5 [-a-yrE (2.109)

La constante de propagation s’obtient a I’aide de 1’équation de conservation
de la masse (2.28 ), moyennée a travers la section, en supposant qu'il n'y a qu’une
composante longitudinale de la vitesse:

rw(p) = — pom (v:) (2.110)

Celle-ci peut se transformer pour se mettre sous la forme suivante:

(2.111)

En utilisant les définitions des fonctions complexes de densité (2.104) et de
compressibilité (2.105), le nombre d’onde se formule de la maniére suivante:
m? = — w? p(w) Cw) (2.112)

ce qui semble étre en accord avec la solution obtenue pour une section circu-
laire. L'impédanice caractéristique peut aussi s’écrire en terme de fonction F. Si
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I'on s’intéresse & une onde se propageant dans la direction —Z , Pimpédance est
définie par:

7° = — - (2.113)

La vitesse est substituée par son expression (2.100j:

. WP, (o -
Z° = ‘ (2.114
mF(v) (2.114)

En utilisant la définition de la densité complexe (2.106) et de la constante de
propagation (2.112), I'impédance devient:

7" = [g%] . (2.115)

Nous reportons les écritures des fonctions complexes de densité (2.106) et de
compressibilité (2.109) en utilisant la définition de la célérité du son adiabatique

o2 = vP,/p,, pour obtenir finalement:

Z¢ = Po % : (2.116)

\ VY2
Fu) |y = (= 1) F( ;)]

2.5 Application de la procédure générale

La section précédente fut consacrée a la recherche d’'une formulation approchée
de la solution de Kirchoff pour une section arbitraire. Nous avons pu constater
que cela consiste a simplifier les équations de Navier-Stokes pour un régime de
fréquences précis. Nous avons obtenu une équation différentielle pour la vitesse
et la température dont les conditions aux limites dépendent de la géométrie. Ces
deux quantités s’expriment en fonction de F' qui caractérise la géométrie considé-
rée. Sa connaissance suffit pour en déduire les grandeurs acoustiques recherchées
a savoir la densité et la compressibilité et a travers elles, 'impédance et le nombre
d’onde.

Nous proposons de calculer la fonction génératrice F pour des géornétries
précises et d’en étudier I'influence. Nous envisagerons ainsi trois types de sections :
circulaire, rectangulaire et triangulaire.
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o
o

2.5.1 Section circulaire

La solution a déja été obtenue a la section (2.3.2}. Nous allons tenter de la
retrouver a l'aide de la procédure générale. Lorsqu’il n’y a pas de dépendance
angulaire 'équation différentielle {2.97}, s’écrit dans un repére cylindrique:

td | d¥, w iw :

~=—=r—)— =¥ = —— 2.117

v dr o dr £ '3 ( )
La solution vérifiant la condition aux limites ¥(r,) = 0 est donnée par

[Stinson, 1991]:

Jo{r(—iw/§)'?)

per) =1 - Jo(rp(—iw/§)H/7)

(2.118)
La moyenne & travers la section est calculée a ['aide de la définition (2.59):

I3 )
4 7

F(§) = 1 - ———— G[(~iw/)* 2.119

(6) (—iw /&2y, [( w/fE) ) ( )

Nous rappelons que G est le rapport de la fonction de Bessel d’ordre 1 par la

fonction de Bessel d’ordre 0. En injectant ’écriture de F' dans les équations

(2.106) et (2.109), nous retrouvons les expressions de la densité (2.83) et de la
compressibilité (2.86) obtenues par le passé.

2.5.2 Section rectangulaire

AY

F1G. 2.6 - Conduit de section rectangulaire

Nous choisissons un systeme de coordonnées cartésiennes, ou l'axe z est
confondu avec ’axe du cylindre et les axes z et y définissent les dimensions trans-
verses du conduit. Nous notons 2a (dans la direction ) et 2b (dans la direction
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y) les dimensions transverses du cylindre. Dans ce repere, 'équation différentielle
(2.97) et les conditions aux limites pour la vitesse et la température se formulent
de la fagon suivante:

O 82 W W

EE ¢ (2.120)

VU(z,y)=0 pourz=d4a et y=+£b

La fonction ¥ est recherchée scus la forme d’uine sommation infinie de solu-
tions élémentaires qui constituent une base orthogonale:

U(r,y) = Z }: A cos{agz) cos(B,y) (2.121)

k=0 n=0

ap = (kb 5)=

avec (2.122
1

B = (TLT'Q‘“Z;

L’expression {2.121) de ¥ injectée dans I’équation différentielle (2.120) donne

z Z Agn (02 + 82 + Z—g—) cos(ara) cos(fny) = ;;u' (2.123)
S

k=0 n=0

Les coefficients A, sont alors déterminés en utilisant 'orthogonalité des fonc-
tions cosinus. L’équation (2.123) est donc multipliée par cos{ayz) cos(Buy) de
part et d’autre de 'égalité, et intégrée a travers la section rectangulaire avec z
allant de —a & a et y de —b a b. Nous obtenons en définitive:

iw  4=D)H=D"
5 a&/@n(ak‘}“/j f_‘)

A = (2.124)

Nous obtenons ainsi, 'expression de la fonction ¥ solution du systeme d’équa-
tions (2.120):

U(z,y) = 4WZZ , [reos(ewz) cos(fny) (2.125)

gab k=0 n=0 oxfBn{ai + B2 + ———)
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L.a moyenne a travers la section s’écrit:

F{¢§) = 4ab/ / (z,y) dv dy (2.126)

4w N 2 a2 g2, W
() = sz 2. D ok Biled + A1+ ) (2.127)

k=0 n=0

Les fonctions de densité et de compressibilité s’obtiennent a I’aide des relations
générales (2.106) et (2.109):

k=0 n=0

o0 co . _ -1
p(»)-po”_".”z{zz ot 2(a + 024 2| } (2.128)

N uww—l) N - ) zuy o i

L’'impédance caractéristique et la constante de propagation s’obtiennent a
’aide des relations (2.115) et (2.112).

Dans le cas d’une fente, c’est a dire pour a > b, Pécriture (2.127) de la fonction
F peut se simplifier. En développant les calculs, elle devient :

RO = Y (R AR rc R AT )

k=0 n=0

1,6 1, %]
X {(k+§)‘§+(n+§)‘+ﬂ2§H

2
Nous négligeons le terme — devant les autres quantités:
a
4iwh? & 1 o 1 1, wb]™
F(§) ~ —— k4 =)? =2 . R S 2.
(&) o k:o( +3) HE:; (n+3) [(n+ 5) + W] (2.131)

ou encore, en évaluant les deux sommations:

. yo —1/2 coog9n 1/2
F{#y~ 1~ (%Zb ) tanh (%i) (2.132)
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P
—
x r 7
/‘/
/' /
d,/:, 7 B J ////
,'/‘ P -2 - >
y ey N T

F1G. 2.7 - Conduit de section triangulaire

2.5.3 Section triangulaire

La section triangulaire sera supposée équilatérale de longueur de coté d. Nous
travaillons ici aussi en coordonnées cartésiennes, x et y définissant les dimen-
sions transverses et z 'axe du cylindre. Le probleme se traite comme dans le cas
d’une section rectangulaire par la recherche d'une sclution s’exprimant sous la
forme d’une sormmmation infinie de solutions élémentaires s’annulaut sur la paroi
du conduit:

Y(z,y) =Y By falz,y) (2.133)
n=0
avec
.Qﬂny].{ y][ y\]
e, y) = sin sin | On(2 + —==) sin | Gu(r — ==
Fulesy) E L) sin [t - 2
1 . 4/3':1:9 . y A
= - —— 1 —sin |28, (z + == 2.134)
1 {sm[\/g] .sm[ﬁ(%%—v/‘s)] (2.134)
- y 1)
+ sin |20, x—m}}
|26:(2 = )
et 3, = ? Les parametres B, sont identifiés en injectant l'écriture de la

solution (2.133) dans 'équation différentielle (2.120) vérifiée par la fonction U,
et en utilisant "orthogonalité des fonctions f.(z,y). Nous obtenons en définitive
la fonction moyenne de ¥ a travers une section:

3 3
F(§)=1- - coth{e) + =) (2.135)
- 3 dwd? ) ., xeter sy g . .
ol €° = 6 Les fonctions densité et compressibilité s’obtiennent a partir
5

des équations (2.106) et (2.109).
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2.5.4 Remarque-Récapitulation

Les auteurs expriment en général leurs modeles en introduisant les nombres
sans dimensions A et Ap caractéristiques des perturbations visqueuses et ther-
miques. Ceux cl sont deéfinis par:

= (2.136)
)\T — R (pocjcp)l,/’z
~
2R
= I
= AN/? (2.137)

avec N, = nec, /& le nombre de Prandtl. §, et &r sont respectivement les épais-
seurs des couches limites visqueuses et thermiques, R grandeur caractéristique de
la dimension transverse du conduit. Par définition R est deux fois le rayon hy-
draulique, ce dernier étant le rapport de la surface par le périmetre du cylindre.
R est égal au rayon r, pour une section circulaire, a ab/(a + b) pour une section
rectangulaire (b pour une fissure) et d/2v/3 pour une section triangulaire. Avec
ces notations les fonctions densité et compressibilité s’écrivent :

plw) = Iﬁpﬁj (2.138)
l A
Clw) = vz {v—(v=1) F(Ar)} (2.139)

La fonction £ est définie pour chaque géométrie par:
¢ Section circulaire:

P\ =1- /\—% G (A=) (2.140)

e Section de type fissure:

~

.2 A -
F())=1- WG tanh (5\/2) (2.141)

e Section triangulaire:

, 2 3 A\ 4 )
F(A) =1~ b S5V ) — e 2.142
(A) =1 Wi cotl (2\/’2) |51 (2.142)
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FIG. 2.8 - Fvolution de la fonction F' pour trois types de géomeétries

La figure {2.8) représente I'évolution des parties réelles et imaginaires de la
fonction F' pour trois sections différentes (circulaire, carrée, triangulaire). Les
résultats sont semblables pour les trois géométries. On peut donc estimer que
la propagation des ondes est insensible a la forme du pore pour un méme rayon
hydraulique, dans le régime de rayons et fréquences (2.67) ou nous travaillons.

2.5.5 Comportement pour les hautes fréquences

Nous proposons d’établir pour les hautes fréquences une solution valable
quelque soit la forme de la section. Comme nous 'avons évoqué par le passé,
il s’agit de résoudre le systeme suivant:

W

W
JAVIR'} «F\Ii = __é:_ sur S (2.143)
¥ =0sur 8

De maniére a simplifier I'intégration, nous découpons la surface 5 en N sur-
faces élémentaires S; de maniere a ce que la frontiére 95 commune a la frontiere
d.5; soit une portion droite. Si la discrétisation est suffisamment fine, la résolution
du systéme (2.143) dans le domaine S peut se ramener a une résolution dans un
domaine élémentaire S;. En utilisant le systéme de coordonnées (z;,y;} introduit
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P ///”\ / \\/-'/ﬂ\\ .
( LA N
N / Lo
~_ o o

&8s

S\ /

\ ,

N~

Fia. 2.9 - Description de la discrétisation

dans la figure (2.9), il suffit de résoudre le probléme suivant:

0? d9* . ' ] ,
(52t 32) Yzow) — ZU(ziy) = -5 sur
T Y, 5 § (2144)
U(0,y;) =0 sur 4SNOS;
Nous introdnisons la fonction © définie par:
=¥ ~—1 sur S, (2.145)

Le systeme (2.144) se simplifie:

9? o*
T 9y

) Oz, y;) — et O(x;,y;) = 0sur S,
¢ (2.146)

U(0,y;) = —1 sur 95 NIS,

(

Q»
“lpe

x

Nous recherchons des solutions & variables séparables sous la forme suivante:

O(zi,y:) = flz) glyi) (2.147)

Nous reportons cette relation dans le systeme (2.146) qui devient:

3% f(z:) 3%g(y;) w o
; yi) + i) — > ; i) = 0sur S;
527 g(u:) o flas) : f(z:) gly sur o118,

f(0) g(yi) = —1 sur 0SNIS;

De la condition aux limites, nous déduisons que la fonction ¢ est constante
et non nulle. [’équation aux dérivées partielles se réduit donc & 'expression sui-
vante:
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D*flzy)  iw
- ;f; ) _ % flz) =0sur S, (2.149)

La solution est donnée par la relation suivante:

flz;) = A exp (z‘”“ig_j ;zrl-) (2.150}

En utilisant la condition aux limites (2.148}), nous obtenons:

w
O(z;) = —exp (i\/-z— JZg)

Nous en déduisons la solution recherchée:

~~
b
Y
o
f—s

Pl

$(z;)=1—exp (z _% 3:i> (2.152)

Celle-ci est intégrée sur la surface S de maniére & en dégager une moyenne:

1
= - d
F 5,/5\115

J\T
1
= 3 ;fs, U{z;) dydz;

= L iyi Irm; /,‘ml erp (znﬁ z; | dz; (2.153)
‘SY 'l=1 1 0 1 . é Z t

ou nous avons noté rm; une dimension caractéristique de la surface S; suivant
la direction z;. Cette dimension peut s’interpréter comme un rayon moyen de la
section. L’écriture (2.150) de la solution est reportée:

N - -1 - Ty
1 W [ w
F = = E 18 My — 1 —— ex 1] —— T; (2154
0

Pour les hautes fréquences, c’est a dire pour le domaine fréquentiel ou I'in-

fw ’rm,-2

égalité \/ 7 > 1 est vérifiée, cette expression se simplifie:
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=2
-1

F o=

Dl =

: e -
Z:: TG Y+ z\/——;— v (2.155]

i=1 >

o N Y i i Lo D =N
Or S =} ._, rm; y; et le périmetre de la section est donné par P = )" v

En reportant ces relations dans I'équation (2.155), nous obtenons en définitive:

P P _/’F—;u— - _

Cette expression montre que pour les hautes fréquences, U'influence de la géomé-
trie ne se manifeste qu’a travers le rapport périmeétre par la surface. De maniere
a valider cette écriture, nous nous proposons de la comparer aux expressions
(2.140), (2.141) et (2.142) calculées pour des sections circulaire, rectangulaire et
triangulaire. Pour € = n/p,, (2.156) devient:

P 7
F=l+3 (i\/?z',/%) (2.157)

Ui
Po W
dire pour les dimensions transversales de conduit plus grandes que I’épaisseur de
la couche limite visqueuse.

Le domaine fréquentiel est alors défini par Uinégalité rm; > , c’est a

e Section circulaire

Pour les hautes fréquences (A > 1), et en choisissant une convention de signe
ou la partie imaginaire de /=1 est positive, le rapport des fonctions de Bessel
G (A/—1) est approché par 1. Dans ces conditions, écriture (2.140) de la fonction
F associée a une section circulaire devient :

FA)=1- —= (2.158)
Nous reportons ’expression de A en fonction du rayon hydraulique (2.136):

2
S (2.159)
Ry =5, [“Pe

Vo
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Le rayon hydraulique est défini comme étant deux fois le rapport de la surface
par le périmeétre, I'équation (2.159) devient :

P 1 \
F=lt g7 (2.160)
i

Vo

On retrouve ainsi la formulation générale (2.157) établie pour une section
quelconque.
e Section de type fente

A
- s N . .
Pour les hautes fréquences, le terme tanh 5 V1 introduit dans ’expression

4

(2.141) de F associée & une section rectangulaire est approché par 1. Cette écriture
se simplifie donc lorsque les fréquences sont grandes:

2
FA=1--

(2.161)

=7

v

s . . N N N . . aary .
En utilisant la convention de signe ou la partie imaginaire de v/~ est positive,
on montre que iv/—i = —v/4. X est substitué par son écriture en fonction du
rapport périmetre par surface:

P 1
F=1+ ‘g““———‘—rw:): (2.162)
z\/:_z‘\/ Po
i
e Section de type triangulaire
) , 3A -~ , : s .
Ici aussi le terme coth (? v’z) —1 oY de Pexpression associée a la section

triangulaire tend vers 1 pour les hautes fréquences, ce qui réduit I'équation (2.142)
a 1a relation suivante:

2
FMy=1--— 2.163
On obtient alors une expression identique & celle correspondant a la section
rectangulaire (2.161). En utilisant les mémes remarques, on montre alors que 1’on
retrouve Dexpression générale (2.157).

2.5.6 Comportement pour les basses fréquences

Il s’agit d’établir une forme générale pour la fonction F', dans le domaine des
basses fréquernces et pour une forme de section quelconque. Le systeme (2.143) a
résoudre se simplifie:
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{ Ay =0 surS (2.164)

¥ =0 sur 08

On obtient donc un probleme de Dirichlet pour 1'équation de Laplace, dont
I'unique solution est ¥ = 0. La fonction F', moyenne de ¥ sur la section est donc
nulle. Ce résultat est en accord avec les formulations (2.140), (2.141) et (2.142) ob-
tenues pour des sections circulaire, rectangulaire et triangulaire, cornme le montre
P’analyse suivante:

e Section circulaire

Pour les basses fréquences, c’est a dire pour A < 1, les fonctions de Bessel
d’ordre 0 et 1 peuvent €tre approchées :

. r— 1 Y 1. 4
— == - AT — — 2.
LW = 1472 (2.165)
- 1 R U T

En effectuant un développement a ’ordre 5, I’écriture {2.140) de la fonction F
associée a une section circulaire est transformée:

A1
FN) =i 2> + = )4+0(5 2.167
(A)=1 8+48)\ + O(5) (2.167)

A Tordre 1, on peut estimer qu’elle est nulle.
e Section rectangulaire

Nous effectuons un développement limité (A < 1) de 'expression {2.141)
associée a une forme rectangulaire. Nous obtenons a 'ordre 5:

o1 IS
F(\) = Th A+ 50 A+ 0(5) (2.168)

Soit une fonction nulle si nous retenons que les termes d'ordre 1.

e Section triangulaire

Le développement limité a Pordre 5 de I"écriture F (2.142) définie pour une
section triangulaire est donne par la relation suivante:
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C
P A%+ D ey 0(5) (2.169)

3
20

La fonction F' est donc nulle pour les basses {réquences, si nous ne retenons
que les termes du premier ordre.

2.6 Impédance de surface

Les résultats obtenus pour un conduit cylindrique seront généralisés & un
milieu poreux par 'introduction de grandeurs macroscopiques caractérisant phy-
siquement le miatériau. Les pores, tous identiques et non connectés, sont supposés
partir de la surface supérieure vers la surface inférieure du matériau. Nous trai-
terons dans un premier temps un matériau ou les pores sont de section uniforme
pour présenter par la suite un modeéle a section de pore variable.

2.6.1 Matériau poreux A section de pore uniforme

Les pores tortueux considérés ont une section circulaire uniforme. La tortuo-
sité est schématisée par une inclinaison de la direction de propagation microsco-
pique z par rapport a la direction macroscopique X qui oriente le chargement
(onde plane en incidence normale)

FiG. 2.10 - Matériau poreuz a pores tortueur de section uniforme
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Seules les contributions des vitesses microscopiques suivant Ja direction X sont
retenues a l’échelle macroscopique. Rappelons la définition de la densité complexe

(2.80):

ieoplwhon = — P (2.170)
dx
ou la vitesse longitudinale moyennée sur la section (v,) et I'axe du cylindre =z
ont été notés v, et x.
La composante suivant la direction de propagation macroscopique X de la
vitesse microscopique est donnée par:

Vx = Up cOs 8 (2.171)

De plus, les dérivées suivant les directions « et X sont reliées par:

d 1 d .
(2.172)

1/cos*# n’est rien d’autre que le coefficient de tortuosité, que nous noterons
par la suite k;. A 'aide de (2.171 ) et (2.172) Uéquation (2.170) s’écrit dans la
direction de propagation macroscopique:

_d
X

Nous définissons ainsi une nouvelle fonction densité complexe qui prend en compte
les effets associés a la tortuosite:

= 1wp(w)ksvx (2.173)

p = pks
pO ks N
= = 2.174
FON (2.174)
La compressibilité complexe n’est pas modifiée par la tortuosité du pore. Elle
est donc donnée par ’équation (2.139):

Clw)=—{y—(v—1) F(A 17
(w) o LA AR )} (2.175)
Nous rappelons que la fonction complexe F', les nombres sans dimensions A et Ar
caractéristiques des perturbations visqueuses et thermiques s’écrivent pour une
section circulaire uniforme:
2 .
F()) = 1- ¢ (A=) 2.176
po 1/2
A = R ( 2 ) (2.177)
1
_ 1/2 ”
At = AN (2.178)
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Pour une section circulaire, le rayon hydranlique R est égal au rayon r, de la
section du pore. Cette information n’est pas accessible a ’échelle macroscopique,
mais elle peut étre déduite de la résistance au passage de lair.

Nous notons £, I'épaisseur du milieu poreux, { la longueur du pore et NV le
nombre de pores par unité de surface. Avec ces notations la porosité est donnée

par:

Nrr? ) .
£ (2.179)

cos

Q=

La résistance au passage de l'air est définie par:

Ap .
R, = E (2.180)

Ap et D sont respectivement la différence de pression a laquelle est soumise
I’éprouvette et le flux d’air par unité de surface. Ce flux s’exprime en fonction de
la porosité et de la composante suivant la direction macroscopique de la vitesse
de la maniere suivante:

D = 'U}" Q (2181)

La résistance au passage de l'air est une grandeur intrinseque. Elle peut donc
étre estimée dans le régime des basses frequences. Dans ces conditions, les fonc-
tions de Bessel d’ordre 0 et 1 sont approchées, et la fonction F' (2.176) introduite
dans la définition de la densité complexe {2.174} se simplifie. D’apres P'approxi-
mation (2.167), nous obtenons a ’ordre 2:

F(N) =i

o
o] >

(2.182)

En substituant A par son expression en fonction du rayon du pore (2.177),
Péquation (2.173) devient pour les basses fréquences:

dp i Po

e T e ks 2
dxX [ P X (2.183)
P BT}
Soit :
dp 87
— iy 9
X — ks vx (2.184)
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Nous en déduisons le saut de pression Ap:

<ok
Ap = LT?ZS E, vx (2.1
™

co

5)

Les équations exprimant le saut de pression (2.185) et le flux d’air (2.181)
sont reportées dans la définition de la résistance au passage de lair {2.180):

on
=3

o)
)

R, =>1C 2.1
7’%9 ( 86)

Le rayon du pore r, s’exprime donc en fonction de grandeurs macroscopiques :

2 Smks

T, = N (2.187)
Le nombre sans dimension A s'écrit alors:
/8L 5w\ 2
A= | =282 2.188
BO ) ( )

Nous obtenons ainsi les écritures des fonctions complexes de densité (2.174)
et de compressibilité (2.175) en terme de grandeurs macroscopiques (résistance a
’écoulement de lair, tortuosité et porosité) pour un pore tortueux. L'impédance
caractéristique et le nombre d’onde s’obtiennent a ’aide des relations (2.115) et

(2.112):

. )] 1201
z° = | 5= 2.

) 2150

m* = —w jw) Cw) (2.190)

51 le pore se termine en X = E, par une surface rigide, I'impédance en X = 0
est donnée par [Annexe B.4):

20 = 5%

= —1 Z° cotg(imF,) (2.191)

ou p(0) et vx(0) désignent respectivement la pression et la composante normale
de la vitesse a la surface du matériau dans le milieu poreux.

Nous disposons a présent de tous les outils nécessaires pour calculer 'impé-
dance de surface. Celle-ci est définie par le rapport de la pression par la vitesse
normale. Ces grandeurs que nous noterons p® et v* sont calculées a Dair libre, au
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niveau de la surface du matériau. Pour un matériau poreux reposant sur un fond
rigide, elles s’obtiennent en utilisant les conditions aux limitesen X = 0:

¢ Continuite de la pression:

P’ = p(0) (2.192)

s Continuité des déhits:

Dans le milieu poreux, en X = 0, le débit D par unité de surface est donné
par:

D = Q vy (0) (2.193)

A Tair libre, toujours au niveau de la surface du matériau, le débit par unité
de surface n’est rien d’autre que la vitesse v* de 'onde. Nous avons donc:

v® =0 vx(0) (2.194)

Les conditions aux limites (2.192) et (2.194), nous donnent ainsi I'écriture de
V'impédance de surface que nous noterons Z°:

70 = £
v

p(0) o 1ax

— — 2.19:

Q vx(0) (2.195)

En reportant la définition de 'tmpédance d’un pore (2.191}, nous obtenons:

4

Z° =1 o cotg(imkE,) (2.196)

Pour résumer, lorsque le milieu poreux considéré repose sur un fond rigide,
pour des pores identiques de section uniforme traversant tout le matériau dans
direction de propagation macroscopique, I'impédance de surface est donnée par:

Z° = —1 {M] v cotg [—w(p(c NC{w))H2E ] (2.197)
- 02 C(w) g WP ! P :

Avec:

e () :porosité
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o E,: épaisseur du milieu poreux
e w: pulsation (w = 27 f avec f fréquence)

e /: fonction complexe de densité associée aux dissipations visqueuses

. Po ks
w) = = 2.198
plw) =3 0 (2.198)
e (' : fonction complexe de compressibilté associée aux dissipations thermiques
, 1
Ow) = =5 (v = (v = 1) F(M)) (2.199)

it o

o F: fonction caractérisant la géométrie de la section du pore. Pour une section
circulaire:

-1

2 -
nl — . ¥ — ; D)
FO)=1-37=0 (A=) (2.200)
o N, : nombre de Prandtl

e \: nombre sans dimension caractérisant les perturbations visqueuses

. 1/2
A= (___8 lg g"‘“’) (2.201)

e A7 : nombre sans dimension caractérisant les perturbations thermiques

8 ks pow Ny \* ,
= S5 o Tor 2.20
AT ( R.Q ) (2.202)

® p, : masse volumique de Iair
o k,: tortuosité
e R, : résistance a I’écoulement de ’air

Bien entendu, nous avons modélisé la tortuosité par une inclinaison constante
des pores par rapport a la direction de propagation macroscopique X. Toutefois,
les auteurs estiment généralement que tout pore tortueux (dont I’inclinaison varie
en fonction de la position géométrique) peut étre ramené a un pore droit d’in-
clinaison constante si I’on retient comme définition de la tortuosité le rapport de
la longueur du pore par 'épaisseur de I’éprouvette. De plus, les calculs ont été
traités pour une section circulaire, mais ils peuvent étre généralisés & d’autres
sections par I'utilisation de fonctions F' adéquates (§2.5). Cependant, nous avons
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pu constater que la forme de la section a une faible influence pour le régime de
fréquences et de rayons considéré {§2.5.4). Ce point de vue est confirmé par les ré-
sultats numériques des travaux d’Attenborough [Attenborough, 1993} de Wilson
[Wilson, 1993] et de Cummings [Cummings, 1993]. Signalons également que les
fonctions complexes de densité et de compressiblité sont des grandeurs microsco-
piques. De nombreux auteurs définissent des grandeurs équivalentes, a ’échelle
macroscopique pour calculer 'impédance de surface.

2.6.2 Matériau poreux a section de pore variable

La tortuosité ne se limite plus a une simple mesure de la sinuosité, mais tient
compte des étranglements. Aussi certains auteurs ont tenté d’enrichir les écritures
des fonctions de densités et de compressibilité par 'introduction de parameétres
additionnels tout en supposant des pores identigues.

Stinson et Champoux [Champoux et al., 1992! prennent en compte le chan-
gement de section le long du pore, en modélisant celui-ci comme une série de
conduits uniformes, chaque conduit élémentaire ayant une forme et une taille
particuliere. Cette démarche est intéressante, car elle montre que les fonctions
complexes de densité et de compressibilité dépendent de la géométrie du pore de
différentes manieres. La densité complexe (qui caractérise les perturbations vis-
queuses) est fortement influencée par la présence de conduits étroits tandis que la
compressibilité complexe (caractérisant les perturbations thermiques) est plutot
sensible a la présence de conduits larges. Devant 1’impossibilité de définir de fagon
précise la géométrie des pores dans les milieux couramment utilisés, ils suggerent
de généraliser ce modele par Uintroduction de deux parametres supplémentaires
associés séparément aux effets visqueux et thermiques et qu’il convient d’ajuster
en fonction de la distribution de taille de pore.

L.e modele de Biot-Allard {Allard, 1993] n’utilise qu’un parameire supplémen-
taire, mais semble moins efficace que le modele précédent lorsque les discontinuites
sont prononcées.

Toujours dans le cadre de la théorie de Biot, et en ne retenant que les dis-
sipations visqueuses, Yamamoto [Yamamoto et al., 1988] donne l'expression de
la perméabilité pour une distribution de taille de pores selon une loi normale. 11
montre ainsi que pour une perméabilité donnée, nous pouvons avoir une infinité
de distibution et que la propagation des ondes (lentes, rapides et de cisaillement)
n’est pas influencée par le désordre pour les basses et tres hautes fréquences, mais
lest fortement dans le régime des fréquences intermédiaires.

Attenborough [Attenborough, 1993} généralise cette approche pour y inclare
les dissipations thermiques, dans le cadre d’une modélisation microscopique on
le squelette est supposé rigide.
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Il propose par ailleurs une autre approche qui consiste a généraliser les fonc-
tions de densité et de compressibilité établies précédement par 'introduction d’un
parametre supplémentaire.

Nous distinguons ansi quatre modeles généralisés qui ont pour objectif d’éta-
blir une écriture enrichie pour les fonctions de densité et de compressibilité. En
utilisant la relation (2.197), ces quantités sont suffisantes pour obtenir une esti-
mation de 'impédance de surface. Nous proposons de les décrire brievement en
donnant 'expression des quantités recherchées:

& Modele de Biot-Allard

Il consiste & déduire de la théorie de Biot, une écriture pour la fonction com-
plexe de densité:

BN) = p, ki {1 -+ ,RSQ yf‘(A)} (2.203)
1kspow

avec
. 1 A=t GIAW=3)
L2 —
W G(AV 1)

4
Pour la compressibilité, le modele utilise 'écriture (2.199). Il est généralisé en
corrigeant les termes sans dimension A et Ar:

(2.204)

8]‘75 o 1z ’8 ;“:s ok N'r H2
\ = sy (_pi"-) Ar = sp (—«-1%%_ P ) (2.205)

ou sp est utilisé comme une quantité a ajuster et qui est sensée prendre en
compte la complexité du réseau poreux.

< Modeles d’Attenborough

o Le premier consiste a utiliser les fonctions densité et compressibilité données
par les équations (2.198) et {2.199). Celles-ci ne sont pas applicables lorsque le
pore n’a pas une section circulaire uniforme. Aussi, il se propose de les généraliser
en modifiant les nombre A et Ay par introduction d’un parametre supplémentaire
SAl

8 ky pow)'/” 8 ks pow Ny \ '
A= s, <“R gﬁi) Ar = 54 ( m%}‘;-—”-) (2.206)
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Les approches d’Attenborough et de Biot-Allard sont donc semblables, mais
utilisent des fonctions de densité différentes. Celles-ci sont identiques uniquement
lorsqu’il s’agit d’un pore section circulaire uniforme.

o Le second modéle s’inspire de la théorie de Biot et des travaux de Yamamoto
pour considérer une distribution de tailles de pores selon une loi normale tout
en prenant en compte les perturbations visqueuses et thermiques. Il introduit la
longueur ® qui caractérise la taille de la section et qui est défini par:

¢ =~ logy 7 (2.207)

ou r rayon du pore est exprimé en mm. En notant o l'écart-type, e(r) la
densité de distribution, la loi de distribution s’écrit :

f(®) = l_n, exp [—{® — ®)? /207 (2.208)
o\ 2m '
o0 + o0
/ e(r) dr = / F(®) dD =1 (2.209)
0 J —00

Il parvient en définitive a proposer de nouvelles ecritures pour les fonctions
complexes de densité et de compressibilité:

i RO - o
pQ)_p0@{1+ihmwfmn} (2.210)
Clw) = 731;3— S — ;Q” ! (2.211)
by=3 RE .
ks{1+ ikspowf(,\:vp, )}

ou pour une section circulaire, la fonction F dite de correction de viscosité
est donnée par:

2

QR, [~ 2 —
/0 e(r) [1« Wari G(AV=1)| dr

/\/-’”Z

) o / ) T GOV T dr
Flw) = ==L o

(2.212)

Ce modele repose sur une description du milieu poreux utilisant quatre para-
metres: porosité , tortuosité k;, résistance au passage de 'air B et écart type
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a. Ce parametre quantifie le désordre autour d'une taille moyenne de section. 1l
est obtenu par une technique de porosimétriec au mercure ou encore lorsque les
moyens expérimentaux ne le permettent pas, par un ajustement par rapport au
mesures expérimentales de I'impédance. Malgré sa richesse cette modélisation a
I'inconvénient de ne pas donner de solution analytigue simple, comme ce fut le
cas pour une section de pore constante. En effet le calcul des intégrales (2.212)
ne peut se faire que par des méthodes numériques et N'utilisation d’autres géomé-
tries de sections ne présente pas pour autant un avantage. Attenborough propose
toutefois (pour des pores de type fissurej des solutions dans le régime des basses
et hautes fréquences ou l'intégration se traite analytiquemnent.

< Modeéle de Champoux et Stinson

Il consiste a discrétriser le pore en une série de conduits droits de section
circulaire et a négliger les effets associés aux discontinuités. Le modéle suppose
des pores tous identiques, et considere que la pression et le débit ne varient pas
lorsque les équations de continuite et du mouvement sont respectivement intégrées
sur le volume du pore. Ils obtiennent ainsi de nouvelles écritures discrétes pour
les fonctions de densité et de compressihilité. Celles-ci sent comparés au fonctions
équivalentes issues du modele de Biot-Allard classique de maniere a identifier des
expressions pour deux parameétres additionnels notés s, et sg.

Le modele de Biot-Allard est alors modifié en utilisant ces deux quantités qui
corrigeront séparément les fonctions de densité et de compressibilité a travers les
nombres sans dimensions A et Ar:

8 &, pow\/”
)\ = 5, I 2.2 [y
W (S522) (2.213)
‘S ks pow Ny
A = s (_g o ) (2.214)

Ce modele a été validé pour un milieu poreux composés de pores identiques
et a section variable. Cependant, Attenborough remarque que les formulations
théoriques des parametres s, e t sx ne sont pas toujours pertinentes.
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2.7 Conclusion

Nous avons considéré une théorie modélisant la propagation dans un milieu
poreux a squelette rigide en utilisant une méthode d’homogénéisation reposant
sur le principe de la moyenne. Cette démarche utilise une simplification des équa-
tions de Navier-Stokes pour un régime de fréquences et de rayons suffisamment
large. Ces simplifications sont issues d’une analyse des résultats de la solution de
ICirchhoff.

Une nouvelle formulation de ’équation du mouvement et de transfert de la
chaleur nous a permis d’introduire les fonctions complexes de densité et de com-
pressibilité dont la connaissance suflit pour prédire le comportement acoustique, a
travers le nombre d'onde et 'impédance caractéristique. Ces fonctions ont égale-
ment 'avantage de traiter séparément les effets associés aux phénomenes visqueux
et thermiques. Les calculs ont été développés pour différentes formies de section,
mais il semblerait que I'influence de ce parametre soit négligeable. La premiere
partie de ce chapitre fut donc consacrée a rechercher P'écriture du nombre d’onde
et de 'impédance d'un conduit.

Dans une seconde partie, ces résultats ont été généralisés a un milieu poreux
par un passage " micro-macro” associant la taille du pore a la résistance au passage
de l'air et & la porosité, puis la longueur a la tortuosité. Nous en avons déduit une
nouvelle formulation des fonctions complexes de densité et de compressibilité en
retenant dans un premier temps, des pores de section uniforme {modéle a trois
parametres).

En utilisant les conditions aux limites a la surface du matériau et pour une
onde plane en incidence normale, nous obtenons 'expression de 'impédance de
surface.

Nous avons ensuite présenté différents modeles (a quatre ou cing parametres)
suceptibles de prendre en compte les variations de la section du pore. Certains
sont issus de la théorie de Biot. Nous avons toutefois fait le choix de les inclure
dans ce chapitre dans la mesure ot ils s’expriment en termes de fonctions de
densité et de compressibilité.

On pourrait étre tenté de compliquer davantage ce modele, en considérant
par exemple que la matrice est viscoélastique, ou encore en introduisant des
connections entre les pores, mails nous pensons que cette complication risque
de se prolonger indéfiniment et sans espoir d’aboutissernent. Construire un mo-
dele général, applicable a I’ensemble des matériaux poreux est en effet une tache
ardue et peut étre méme irréaliste. Il est par contre capital de tenir compte des
conditions in situ et des parameétres importants dans la gamme de fréquences a
considérer de maniere a adapter 'outil de simulation au probleme posé (en consi-
dérant par exemple la rigidité de la matrice, dans le cas des enrobés drainants).
Ainsi, & chaque probleme peut correspondre une théorie différente en fonction
des parametres physiques qui donnent lieu a des phénomenes observables.

Par ailleurs, pour des applications industrielles, il est essentiel pour un outil
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de simulation de donner une information qualitative des phénomenes mis en jeu
en utilisant un modele aussi simple que possible. Cela sera 'objet du chapitre
suivant, ou nous tacherons d’étudier l'influence des différents parametres sur les
qualités acoustiques des enrobés drainants.

On peut aussi s’interroger quant a utilité de la théorie de Biot. Pour un
squelette élastique, celle-ci est d’un grand intérét en retenant trois types d’onde
(lentes, rapides et de cisaillements). Elle est donc profitable lorsqu’il s’agit par
exemple d’étudier les propriétés pétrophysiques de roches poreuses souterraines
et de leur contenu en fluide.

Pour un probleme d’acoustique, ou le squelette est supposé rigide, 'approche
microstructurelle reste tout de méme plus intéressante, par une étude fine des
phénomenes, mais également par la prise en compte des dissipations thermiques.

Cette démarche a I’échelle du pore sera développée davantage en seconde
partie du document ol nous tacherons d’affiner la description du réseau poreux
en proposant ainsi une caractérisation acoustique plus riche.






83

Chapitre 3

Application aux enrobés
drainants

Les enrobés drainants sont des couches de roulement placées en partie supé-
rieure de la chaussées, en contact direct avec les véhicules. Cette technique qui
apparait pour la premiere fois au début des années cinquaute en Angleterre fut
par la suite l'objet de quelyues campagnes d'expérimentations aux USA et en
France. Aprés une période de balbutiement et encouragée par le développement
des revétement poreux dans les pays voisins {Belgique, Autriche, Pays Bas) cette
méthode fut introduite en France au niveau de développement industriel depuis
1987. En 1992, on estimait que plus de 30 millions de metres carrés ont été mis
en oeuvre sur ’ensemble du réseau routier francais.

Cette technique avait comme objectif initial d’offrir un maximum de sécurité
aux usagers du réseau routier en supprimant l’aquaplanage et les projections d’eau
par temps de pluie par une bonne évacuation des eaux. Il s’est avéré par la suite
que ce type de revétement a egalement des propriétés acoustiques intéressantes
en réduisant le bruit de roulement & la source et en absorbant une partie avec un
gain de 'ordre de 3 a 6dB. 1l est maintenant admis qu’au dela de 50 km/h, le
bruit de roulement est prédominant et que les contributions des bruits moteur,
d’échappement et aérodynamiques deviennent négligeables, du moins pour les
véhicules 1égers.

On estime généralement que les principaux processus générateurs de bruit de
roulement se décomposent en trois mécanismes [Bar et al., 1993]:

e bruit d’impact des sculptures du pneumatique sur la chaussée. Ce phé-
nomene génere du bruit dans le domaine des basses et moyennes fréquences
(125 — 1600 H,). Il est d’autant plus important que la surface du revétement
est irréguliere.

o bruit lié au phénomeéne de compression/décompression (alr pumping) de



