Chapitre 6

Analyse numérique du calcul des
coefficients d’amplification

Introduction

Pour calculer les cocfficients d’amplification, on a deux problémes numériques distincts :

1. calculer I'opérateur de propagation libre a partir des équations d’équilibre ;

2. diagonaliser cet opérateur.

Pour calculer diagonaliser I'opérateur de propagation libre, on a cherché & se ramener 3 un probléme
réel. On a utilisé pour cela la propriété de conservation de la forme symplectique par 'opérateur de

propagation.

Puis on a envisagé trois méthodes :

1. une méthode par itération successive et déflation de I'opérateur 3 diagonaliser.

2. une méthode tirée de [Geradin & Rixen92] qui permet de se ramener 3 la codiagonalisation
de deux opérateurs symétriques a partir du probléme de la recherche de la partie imaginaire des
coefficients d’amplification. Par contre, on n'a pas pu montrer qu'ils étaient positifs, et on n'a

pas programmé cette méthode.

3. une méthode qui étend la méthode de Lanczos. A partir du probléme de la recherche de la partie
réelle des coefficients d’amplification, on développe un algorithme de Lanczos symplectique en

s'inspirant des résultats de [Zhong & Williams95] sur un probléme identique.

Cet algorithme est utilisé avec I'opérateur de propagation libre déduit de notre modéle simplifié de

pneumatique.



114

Notations

A, K J D | Matrice bloc de dimension 2nx 2n constituée de blocs 2 x 2

a;; Matrice de dimension 2 x 2, bloc 1, 7 de la matrice A
Ji Matrice de dimension 2 x 2, bloc i, 7 de la matrice J

X, ¥, 4, q;- Vecteur de dimension 2n

g, = (qj,q;) Matrice de dimension 2nx 2

R, P, Q Matrice de dimension p x p

z Vecteur de dimension p

u, s, b;, 1 | Matrices 2 x 2

a;, ¢j, x Nombres réels
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6.1 Procédure de diagonalisation

6.1.1 Méthode par itération et déflation

La méthode d'itération permet de trouver la plus grande valeur propre (en module) et le plus grand
vecteur propre d une matrice réelle diagonalisable a valeurs propres réelles. Pour notre probléme, les
valeurs propres de |'opérateur de propagation sont des nombres complexes de module 1. Mais on peut
rechercher soit la partie réelle des valeurs propres, soit la partie imaginaire, en utilisant les formules
développées dans le chapitre 3.

, ; JL+LLT) .V = 2cos(ip,) .V

i no__ upnvn (, oSNER)

L.Vt =e = { (JL—LT.J).v* = 2isin{p,)J.V"

Comme on a vu que les coefficients d'amplification qui conduisent & une amplification des vibrations

sont proches de 1, on choisit d'utiliser la formule donnant la partie réelle des valeurs propres, avec

translation spectrale pour calculer la partie réelle de la valeur propre la plus proche de 1.

¢ Recherche des espaces propres par itération

On a vu que les espaces propres sont de dimension 2. L'algorithme consiste a calculer les itérés
successifs par I'opérateur (2J —J.L — I[,,T.JI)-1 J d'un couple de vecteurs zy, z; orthogonaux. A
chaque étape, on réorthogonalise les deux vecteurs, et on les renorme par un procédé de Gram-
Schmidt:

q= (2J-JL-L"3)" Jz

¢=(2-JL-LT3)"Jz

b € ,

= ( Q' > (99)

b=sTs!

Znt1 = 51,19 + 8129

Zne1 = $219 + 5229

Lorsque les composantes de z,,; et z; ., ne varient presque plus, on a:

- 1
2-JL-L"TN " ' Jz= ———— 2z,
(J J) J.2n 2—2(:05(,002
oll g est 'argument de la valeur propre de L la plus proche de 1.
On trouve aussi que:
T 7yt _ 1 '
(2J—JL“-L .]I) .J.4+1—m2n+1

avec g, trés proche de .

On pose Up = z,4; et Uy =2’ 1y
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¢ Déflation de 'opérateur

Pour continuer la procédure de diagonalisation, on utilise la propriété 3.6 qu'on a montrée au chapitre
3; si U, est un vecteur propre associé a une autre valeur propre, alors:

UqT.J.U{) =0
U, T J =10

Par contre, on a montré que U’¢T.J.Us # 0. On peut poser cette quantité égale 3 1.
On décompose x =y + aUp + SU’¢.

Regardons |'opérateur (J}.]L +LT.J—2cos f,po.L'.U’o.UgT.J + 2 cos vy .E.UO.U’OT.J!’) :

(.}JL + LTJ — 2 cos ot} .H.U’Q.UOT..E -+ 2 cos Po J.Uo.U’oT..H) ¥
=J.Ly+ ILT..H.y — 2¢os a,ao.lI.U’o.UoT..’J.y + 2cos g JI.U@.U’OT..E.y
=JLy+LTJy

La derniere égalité s'explique car y est une combinaison linéaire de vecteurs propres autres que Uy et

U’,. Pour le vecteur y cet opérateur est égal a 'opérateur initial.

(.}j'.L+ LY.J — 2cos ¢od .U0.UoT.J + 2cos cng.Uo.U’OT.J]’) {alUy+ 3Y0}
= 2cosppd.{aUog+ BU’g) —2cospoJ.(aly+ U’} =0

Sur 'espace propre associé a g, cet opérateur est nul.

On peut donc continuer la méme procédure d'itération avec cet opérateur. Les deux vecteurs propres

qu'on va trouver sont associés a la seconde valeur de cos ¢, la plus proche de 1.

& Premiers résultats

L’algorithme de diagonalisation par itération a été programmé. Il a été testé avec des matrices
antisymétriques quelconques. Il ne converge pas vite si les valeurs propres sont trop rapprochées.
Les approximations successives sur les vecteurs propres font qu'on ne peut pas calculer un grand

nombre de coefficients d'amplification.

Pour l'instant, les vecteurs propres calculés sont des combinaisons linéaires de la partie réelle et de la
partie imaginaire des vecteurs propres de |'opérateur de propagation, associés a des valeurs propres
conjuguées. D’aprés la propriété 9, on calcule les vecteurs propres de I'opérateur de propagation 3

partir de ce sous espace en diagonalisant une matrice 2 x 2.

Cependant, s'il faut calculer un grand nombre de vecteurs propres de |'opérateur de propagation, cet
algorithme n’est pas efficace. C'est pour cela qu'on va rechercher une méthode de diagonalisation

différente.
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6.1.2 Recherche de la partie imaginaire des valeurs propres

On peut aussi utiliser le probleme intermédiaire de la recherche de la partie imaginaire des coefficients
d'amplification :

(J.L—LT.J) W = 2isin{p,)J.W"
G

Comme la matrice J.L — L7.J est symétrique, et que la matrice J est antisymétrique, on peut se
ramener a la codiagonalisation de deux opérateurs symétriques. En reprenant les calculs développés

dans [Geradin & Rixen92], on a en posant W* = x" + iy™:
1

: o s ‘ . -G x" = J.y" égalitéd ties réell
G .(x" +1y") = 2isinp, J.(x" +1y") = 2sin{vn) J.y" égalité des parties réelles
y" = 2sin(¢,) Gi1.J.x"  égalité des parties imaginaires

En remplacant la seconde équation dans la premiére, on trouve:

1
- (5; X"

JGI = ————
o 4sin®(pn)

Les deux matrices J.G;'.J et G; sont symétriques. Par contre, on ne sait pas si elles sont positives.

Pour cette raison, on n’a pas utilisé cette méthode.

6.1.3 Variation de la méthode de Lanczos

On utilise la relation vérifiée par la partie réelle des vecteurs propres:

(JL4+LTI)x" = (A, + — )
Nl A
G,

La matrice :(5, est hermitienne, et la matrice +J |'est aussi, on donc affaire 3 la codiagonalisation de

deux opérateurs hermitiens. En revanche, on ne sait pas si elles sont positives. Pour cette raison, on

n'a pas utilisé la méthode classique de Lanczos.

On propose une méthode qui s’en approche beaucoup.

e Factorisation de Choleski symplectique

On rappelle ici un résultat utilisé dans [Zhong & Williams95].

0 -1 00 10
Onposeu-(i 0 ),0_(0 O)et1—<0 1).
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T

On remarque que u est unitaire: u*.u = 1.

J est une matrice de dimension paire 2n x 2n, antisymétrique. Toute matrice vérifiant ces propriétés

et qui est inversible peut &tre décomposée sous la forme:
J=ADAT

oll I est une matrice bloc-diagonale (D; est un réel):

D,-_lu 0 0
D= g D,‘u 0
0 0 D,j+1u

et oll A est une matrice réelle, bloc-sous-diagonale, dont les blocs sur la diagonale sont {'identité:

1 0 0
A= a; ;-1 1 0
Q11 Agrs 1

La décomposition est donnée par la formule de récurrence sur ¢ :

. . 1 -1 T 3. .
Vi<i a; = D; ( pet Bie- D {2 ] —J:,J) -a

D =i = S0 Dragufan]” = 3i — T4, det(ag ) Diu
P, |

a;;, — 4

¢ Réduction a la forme normale avec translation spectrale

On fait d'abord une translation spectrale. On va s’intéresser aux valeurs propres de L proches de 1 et
aux vecteurs propres associés. On écrit donc le probléme de la recherche de la partie réelle des valeurs

propres sous la forme:

(2+eJ-JL-LT"J)x" = ((2 +€)— A — %) AD.AT x*

nr

On utilise la factorisation précédente. On pose y® = ATx™. On peut donc redéfinir le probleme aux

valeurs propres avec translation spectrale sous la forme suivante :

AT (2+e]-JL-LTD) ATy = ((2 S e /\i) Dy"

Pour deux vecteurs propres x™ et x™ associés & deux valeurs propres distinctes, on a montré dans le
chapitre 3 la propriété 3.6:

T Jx =0
Avec la décomposition introduite, on trouve maintenant que cette propriété se traduit par la relation :

vy I Dy =x"T ADAT 3" =0
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A H . ~ » ra
De méme, pour deux vecteurs propres x" et x ™ associés a la méme valeur propre, on a montré la
propriété 3.6

4
T Jx" =1

Cette propriété se traduit par la relation suivante:

yIDy" =1

Dans la suite, on préfere se ramener par une inversion de [A‘l, (2+e)J-JL~ LT.J) .A\'T] au

probléme classique suivant:

b “ - 1
T I -JL-LT)) " ADy" = "
AT (2+el-JL J) J (2+€)_)\n—iy

An

a

K

La matrice K est antisymétrique réelle. Pour la calculer, il faut inverser la matrice antisymétrique

2] — J.L— LZ.J. Pour ce faire, on peut utiliser la décomposition de Choleski symplectique.

¢ Algorithme de Lanczos symplectique

L’idée consiste 3 construire un sous-espace contenant les premiers vecteurs propres de K.ID, associés
aux plus grandes valeurs propres. Par conséquent, on fait d'une part ressortir les vecteurs propres
associés aux plus grandes valeurs propres par itérations successives. D’autre part, il faut faire en sorte
que le sous espace qu’on construit soit “presque” stable par KD: le dernier vecteur est calculé de
facon a ce qu'il soit orthogonal au sens de D aux autres vecteurs construits. Si la procédure converge,
les vecteurs propres de KD associés aux grandes valeurs propres sont dans le sous-espace construit,

et par conséquent le dernier vecteur ne contiendra plus de composantes dans ces directions.

& itération numéro 1 :
On part d'un couple de vecteurs libres, 4, = (q,,q)). Ce couple de vecteurs de départ devant étre

libre, on peut les choisir tels que:

On construit la séquence de Lanczos symplectique par itération de K.ID' sur chacun des deux vecteiirs
initiaux. On obtient dans chaque cas une composante qui appartient a I'espace des vecteurs de Lanczos

déja construits, et la direction du nouveau vecteur de Lanczos.

Les directions des deux nouveaux vecteurs de Lanczos sont choisies pour obtenir la proprieté
~T ~
q; -D.gq, = 0.

La norme des nouveaux vecteurs de Lanczos est choisie pour avoir G..D.4, = u. A cause de

['antisymétrie de D, cela représente une seule équation.
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On peut poser la formule suivante, ol ag est un réel, ¢; est un réel positif, et s; est une matrice 2 x

/10 (10
1=V 0 1 =10 -1

Cy ql.Sl = KDQU —-(qug (61)
)
(KD.qq, KD.q)

2 a déterminer entre :

Le réel aq est choisi tel que 37 D.q, = 0. En multipliant cette formule 3 gauche par 5,7 et par ¢;, on
trouve que cette condition est équivalente & {c¢; Eh.sl)T D.q, = 0. En remplacant le premier terme
du membre de gauche par sa valeur donnée par la formule 6.1, on trouve une équation qui ne porte
que sur gg:

af DT K' D, — aogl D.g, =0

On rappelle que D, K sont antisymétriques, donc DT . KT D = —D7 .K.D est aussi antisymétrique. Un
tel nombre ag existe car il traduit I'égalité de deux matrices 2 x 2 antisymétriques, qui ne dépendent

que d'un réel.

Avec ce choix de ap, on définit le nombre x; par ila formule suivante, qui traduit la proportionnalité

de deux matrices antisymétriques de dimension 2 x 2:
(c18,-51)7 D.(1§,.81) = (KD.4, — aog,)” D (KD.§, — aod,) = 71 u

On choisit la matrice s; pour que le réel z; soit positif. Cette opération est toujours possible car
I'équation ci-dessus peut s'écrire aussi ¢4 .10.§, = z;8;.u.8; et que les deux possibilités sur s,
19 49,

correspondent a s;.u.s; = fu.
Enfin, le nombre ¢, est pris égal a ,/z;. On obtient alors la propriété voulue :
~T ~
q;.D.g3,.=u
o itération numéro 2 :
On construit les deux nouveaux vecteurs de Lanczos par itération de IKID sur chacun des vecteurs

du couple §,. On obtient dans chaque cas une composante qui appartient 3 |'espace des vecteurs de

Lanczos déja construits, et la direction du nouveau vecteur de Lanczos.

Les directions des deux nouveaux vecteurs de Lanczos sont choisies pour obtenir les propriétés
T ~T T
q;D.q, =0et g, D.q, =0.

La norme des nouveaux vecteurs de Lanczos est choisie pour avoir §2.D.9, = u. A cause de

I'antisymétrie de D, cela représente une seule équation.
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Avec a; réel, c; réel positif, by une matrice 2 x 2, et s, une matrice 2 x 2 3 déterminer entre:

(10 (10
27\ 0 1 2= 1o =1

Cy QQ.SQ = KDE]_I —alé‘h - qo.bg
-
(KD.q,,KD.q})

on pose:

La matrice by est choisie telle que 47 .D.4, = 0. En multipliant 3 gauche par sI et par c;, on obtient :
(c2 2'12.52)T D.q, = 0. En remplacant ¢, q,.s; par son expression dans I'équation ci-dessus, on trouve
I'équation :

I DKD.g,— 17 D.g, — be" .4 D.g, = 0

En utilisant que §..D.q, = u et §7D.g, = 0, on trouve que by” .u = 7 D.(KD.g,). En utilisant
I'expression de KID2.q, donnée par la formule 6.1, puis les relations d’orthogonalité sur g, et g,, on

trouve que by = ciu~l.s.u:
T T & Ty (o -
be'.u = g; D (KD.qy) = a; D. (e1§,.51 + a0dy) = c1u.s;
On remarque que u™'.s;.u est une matrice diagonale :

~1 u f 1 si 81 = 1
uls;u= :
! | —s1 sinon

Le réel a; est choisi tel que qg.iD.Eh = 0. En multipliant 3 gauche cette condition par s,7 et par c,, on
trouve une condition équivalente: (ca qg.sz)'*" ID.q, = 0. En remplacant ¢; §,.s, par son expression,

on trouve une équation qui ne fait intervenir que a; :
§' DKDg, —a;.u=0

Il est toujours possible de trouver un tel nombre a; car il traduit l'égalité de deux matrices

antisymétriques réelles.

Enfin, le nombre ¢, et la matrice s, sont choisis pour avoir:

o itération numéro p + 1 :

Plus généralement, connaissant g, et §,_, tels que:
~T ~
q}z,q.lqup_1 =0
q, g, =u
<:{p_1.1|3>.qp_1 =u
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on pose:
Cp+1 Gppr-Spt1 = KID.q, — a9, — Qp—1-bp1
Dans cette formule, a,, est un réel, ¢, est un réel positif, et s,,; est une matrice 2 x 2 3 déterminer

1 0 140
Sp+1 = 0 1 Spiy1 = 0 —1

De plus b,y est une matrice 2 x 2, diagonale.

entre :

Pour vérifier les hypothéses de récurrence, on impose les relations suivantes:
ﬁp+1‘D'€1p«-1 =0 T
= (CP‘*'I Elp+1'sp"f'1) 'D'Qp—I = OT
= (IIT&D.QP - gpqp — c]p_l.bp_l) Dg, ;=0
= b, ;u=gq, DKDg,,
Qi -2-q, =0 .
= (Cp.;.]_ Eip+1.5p+1) qu =40 ’
= (KD.g, — 4,8, —q,_;-bp1)” D.g,=0
= qu =g DKDJ§,

~T o — N —
qp+1-D-qap+1 = U Cpy1 = 4/ Tptt

On a la relation de récurrence au rang p qui sert 3 calculer b,_; = ¢, u™l.sp.u:

bl . u =g D (KDg3,_,) )
=g, D (cp d,-Sp + Gp-1q,_; + qp_Q.bp_g) = .8,

On a aussi la relation de récurrence au rang p—j, 1 < j < p~1, qui prouve que g, ainsi construit
est orthogonal pour I a Eg_p_l_j :

~ AT o ~T R
(cps1 Qyr-Spet) DG, ; = q{;,'D' (KD.q,_;-;)
= qp D (Cp—-jqp._j'sp—j + al"“l-jqp—l—j + qp-ﬁ—j’bp_2-j)
=0
On a bien comme résultat l'orthogonalité du dernier vecteur avec tous les vecteurs précédents.
Cependant, les erreurs numériques font perdre cette orthogonalité. On pourra éliminer une composante
sur un vecteur de Lanczos de couple de rang p — 1 — j en utilisant la formule suivante. Si g, les
composantes suivantes inconnues sur les vecteurs de Lanczos déja calculés:
~ R ! A
9Qpy1 = @ (qp—1=j>0) -8 (qp—l—j’o) T (O’qp—l—j) -9 (O’qp~1~j) + .

alors connaissant le couple de vecteur q,_,_;, et en supposant que tous les vecteurs de Lanczos

_jr
précédemment calculés sont orthogonaux pour D), alors les valeurs de a, 3, 7 et § sont calculables

~ . a f8
qp+1-D‘1p-1—j = ( ) )

Cette formule permet de restaurer {'orthogonalité.

par la formule:
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e Le probleme aux valeurs propres dans I'espace réduit

Les formules de récurrence s’écrivent sous la forme matricielle suivante:

(101 bg
0
€151 a11
KD.(3,...4,) = (3---49,) +(0...0 cpr1d, 41 -Sp41)
o a.p_,ll bp-l
CpSp  Gpl
’ T
Avec les formules suivantes:
bp1 =G uspu = { &l sisp=1

—CpSp sinon

L intérét d’avoir travailié en orthogonalisant pour [D les vecteurs de Lanczos se retrouve dans la forme
de la matrice 7. Cette matrice est bloc-tridiagonale, et grace a la relation permettant de calculer
les matrices b;, les blocs 2 x 2 sont diagonaux. La relation de récurrence peut se ramener a deux
problémes découplés. On note P la partie de la matrice du membre de droite qui s'applique 3 (qg ... qp)

et P’ la partie de la matrice du membre de droite qui s’applique 3 (q’g . ..q’p). Ces deux matrices

sont tridiagonales de dimension p x p. On a les deux relations suivantes :

KD. (% . .qp) = (% e qp) P+ (0 o0 Cpi1Spyy 4 qp_H)
KD, (6)--60) = (&) P+ (0.0 Gpipprgg ot

Ces deux matrices représentent |'expression du probléme aux valeurs propres sur chacun des espaces

réduits : supposons qu’'on connaisse par exemple un vecteur z de dimension p tel que:
Pz= vz

On note z; les composantes de z. On construit la combinaison lindaire suivante des vecteurs de

Lanczos:
r

y=)Y zq

=1

Ce vecteur vérifie {a relation suivante:
KDy =KD. (qo . qp) .z
=(q...9,) Pz+ (0 ...0 Cp+lsp+11,1qp+1-) z

=v (qp-+-9p) Z+ Cos1Spsiy; ZpDus
=vy+ Cp+1Sp+1 1,1 Zp9p4y
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On a convergence vers un vecteur propre initial si le reste est proche de (:

ep 12| ‘gqm-l” <e€ (6.2)

L'autre intérét d’avoir séparé la recherche des vecteurs de Lanczos en deux suites qui vérifient
I'orthogonalité pour I tient au fait qu'aucune des deux suites ne contient deux vecteurs propres
du probléme initial qui sont associés a la méme valeur propre. En effet, soient deux combinaisons

linéaires quelconques de vecteurs d'une des suites:

P

y =3z,
7,:;1

g = Z 252)%
=1

T _ 2o .
Alors comme q,* [D.q; = 0, on en déduit que:
y(I)T.D.y(Q) =0
Or on a vu que deux vecteurs propres associés a la méme valeur propre sont tels que:

viiDy™ =1

On se ramene donc au probleme de la diagonalisation de deux matrices réelles, tridiagonales, de
dimension réduite p et n’ayant pas a priori de valeurs propres multiples. C'est un probléme bien

conditionné pour un algorithme QR.

Cette méthode a été programmée. Dans le cas de matrice de petite taille (jusqu'a 8 x 8), elle permet
de calculer la totalité des valeurs propres. On trouve deux séries de valeurs propres réelles, dont les
valeurs sont dans le bon intervalle pour &tre interprétables en terme de cos ¢,,. Toujours dans le cas de
matrice de petite taille, on a comparé les résultats de cet algorithme avec ceux fournis par le logiciel
de calcul formel Mathematica. On trouve des résultats identiques a 6 chiffres significatifs.

P
On a aussi vérifié que les vecteurs obtenus par recomposition y = by ziq, vérifiaient KD.y = vy.

A

i=1
On remarque que dans le cas de matrices de grande taille, cette méthode converge beaucoup plus
vite que la méthode de la puissance. L’algorithme de Lanczos calcule les mémes valeurs propres que

{"algorithme puissance.
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6.2 Intégration numérique des équations d’équilibre

s Le probléme étudié et la méthode de résolution

Pour déterminer un opérateur de propagation libre L, on a programmé le modeéle d’intégration
numérique des équations du modéle simplifié par I'algorithme Hilber-Hughes-Taylor (HHT). Les

équations algébriques a résoudre sont présentées dans I'annexe B.

La méthode d'intégration des équations d'équilibre par 'algorithme HHT est coliteuse en temps de cal-
cul. Elle pourrait étre avantageusement remplacée par la méthode proposée dans [Sinha & Butcher97].
Cette méthode semi-analytique utilise la décomposition de |'opérateur différentiel qui dépend du temps
et qui définit I'évolution du systéeme en une série de polyndmes de Chebyshev en temps en facteurs

d’opérateur différentiel indépendant du temps. La solution se calcule de maniére itérative.
On choisit d’étudier un pneumatique a rainures transversales.

o Les caractéristiques géométriques sont :
. un rayon de bande de roulement R, de 0,3 m
. une largeur de bande de roulement e de 0,2 m

. 50 rainures dans la bande de roulement d'une largeur de 9.4 mm

¢ Les caractéristiques mécaniques des flancs sont :
. une rigidité normale ky de 100 kN
. une rigidité tangentielle by de 33 kN

o Les caractéristiques mécaniques des patins de gomme sont :
. une masse surfacique p de 15 kg/m 3
. une rigidité de flexion D de 35 Nm

¢ Les caractéristiques mécaniques des rainures sont :
. une masse surfacique y de 5 kg/m °
. une rigidité de flexion D de 30 Nm

o La vitesse du véhicule est constante et vaut 8,33 m/s, et on étudie I'influence de la taille de la
partie du pneumatique qui n'est pas en contact avec la chaussée, on choisit 3 valeurs, 320 degré
(correspondant & une zone de contact de 20 cm environ), 330 degrés (correspondant & 16 cm) et 340

degrés (correspondant 3 10 cm).

¢ Les caracténstiques de maillage sont:
. une période d’analyse d’ 1/50 '*™€ de période de rotation de la roue, on profite de la périodicité du

motif de bande de roulement
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. un pas de temps de 1/3000 s

. une géométrie découpée en 900 intervalles soit un intervalle inférieur 3 de 3 mm.

On a vu en partie bibliographique qu’il n’est pas nécessaire de prendre en compte les vibrations de
: , i : , w

petite longueur d'onde, car on a vu au chapitre 1 que les ondes de petite longueur d'onde (k; > —)
c

n'émettent pas de son. Pour calculer I'opérateur de propagation, on le restreint 3 une base finie de

fonctions oscillantes, dont la longueur d’oscillation est limitée.

On a choisi de décomposer le déplacement initial et sa dérivée partielle par rapport au temps sur la
: , . 6+8 L g .
base des fonctions orthonormées sin (pvr %} Cette base ne vérifie pas toutes les conditions

1
V28, 204

aux limites et on a donc négligé certaines conditions de bord.

Concrétement, 'algorithme procéde comme suit :

1. on choisit un déplacement initial aux points du maillage égal a un des vecteurs de base et on

prend une dérivée partielle par rapport au temps nulle, ou inversement.

2. on calcule la solution au temps ¢;+ N par I'algorithme HHT avec un certain choix des paramétres

a, 3, .

3. on projette le déplacement et dérivée partielle par rapport au temps obtenus aux points du
maillage sur la base de départ (elle est orthonormée). On construit ainsi une colonne de

I'opérateur de propagation.

Cette procédure converge lorsque le pas du maillage en espace diminue.

Comme dans le cas classique, lorsque le pas de temps varie, on régle a partie des vibrations qui seront

amorties par I'algorithme.

s Résultats

L'objectif maintenant est de régler les parameétres de |'algorithme HHT pour avoir un systeme a peu

prés conservatif.

On va rechercher les parameétres a, ( et v qui redonnent des valeurs propres de module 1. Comme
on travaille avec un systéme qui a peu de degré de liberté, on va calculer avec un algorithme général
toutes les valeurs propres de I'opérateur de propagation. Cet algorithme consiste a équilibrer la matrice
puis utiliser un algorithme QR (voir numerical recipies par exemple). On a choisi 40 fonctions de base,

on trouve donc 80 valeurs propres.

On présente un exemple pour un pneumatique sans rainure avec a = 0, 8 = 0,28 et v =0, 55.
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Le coefficients proches de 0 s'expliquent par la projection orthogonale qui coupe une partie de la
réponse. Les coefficients dont le module est plus grand que 1 peuvent s’expliquer par le fait que la

famille des fonctions de base ne vérifie pas les conditions de bord et engendrent des erreurs numériques.

Les résultats pour un pneumatique avec rainures sont actuellement moins bons. On présente le cas
o=0,400=05etvy=1,0.

La recherche des parametres dans ce cas est en cours,
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F1G. 6.1 - Coefficients d’amplification d’un pneumatique lisse
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F1G. 6.2 - Coefficients d’amplification d’un pneumatique avec rainures
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Conclusion

On a mis au point une procédure de recherche de la partie réelle des coefficients d’amplification
rapide, qui permet d’extraire les valeurs propres proches de 1 d’un systéme a grand nombre de degré
de liberté.

En entrée de ce programme, il faut fournir I'opérateur de propagation libre sans dissipation. On a
programmé l'algorithme Hilber-Hughes-Taylor qui est suffisamment souple pour permettre un calcul

sans instabilité numérique et sans trop de dissipation.

Les paramétres a, (3, v ont pu étre ajustés dans certains cas particuliers et donnent une approximation

de I'opérateur de propagation libre sans dissipation. La généralisation est en cours.
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