Analyse des tolérances de systemes

mécaniques hyperstatiques sans défauts de forme
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1.1 Introduction

Ce chapitre présente une synthése des travaux sur les méthodes probabilistes de 1’analyse des
tolérances des systemes mécaniques hyperstatiques sans défauts de forme, développées

principalement dans le projet AHTOLA.

L’analyse des tolérances est un outil d’aide a la décision, utilis¢ durant la phase de conception
pour vérifier le respect des spécifications géométriques et des tolérances des €léments d’un
produit au regard des conditions d’assemblage et des conditions fonctionnelles. Globalement,

il s’agit de répondre pendant 1’analyse des tolérances aux trois questions suivantes :

e comment modéliser les variations géométriques des surfaces d’un mécanisme et les jeux

entre deux surfaces potentiellement en contact ?
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e comment modéliser le comportement géométrique du systeme ?
e quels sont les techniques et modéles mathématiques associés a la réalisation de I’analyse

des tolérances ?

Pour répondre a ces trois problématiques de 1’analyse des tolérances, deux types d’approche
sont généralement proposés (voir Figure 0.2) : une approche par accumulation des tolérances

et une approche par accumulation des déplacements.

L’approche par accumulation des tolérances est basée sur la méthode d’analyse au pire des cas
pour définir des tolérances garantissant la probabilité de rebut égal a zéro. Les dimensions et
les tolérances sont définies de telle maniére que toutes les combinaisons possibles des pieces
du mécanisme assurent son assemblage. Des domaines de variations admissibles sont définis

par rapport aux écarts geomeétriques et aux jeux (domaines écarts et domaines jeux).
Les spécifications géométriques simples sont représentés par :

e les domaines écarts (Giordano et al., 2001; Mansuy et al., 2011; Petit, 2004), des
polytopes (Gouyou et al., 2016; L. Homri, 2014) ;
e des T-maps (Davidson et al., 2002; Singh et al., 2013);

o lesenveloppes convexes de spécifications (Dantan et Ballu, 2002; Dantan et al., 2005).

Ces concepts sont d’hypothétiques volumes euclidiens qui représentent tous les écarts possibles
(la taille, l'orientation et la position des caractéristiques). Pour l'analyse des tolérances, cette
représentation mathématique des tolérances permet le calcul de I'accumulation des tolérances
par la somme de Minkowski des domaines écarts et jeux. L utilisation de cette méthode au pire
des cas, conduit souvent a des tolérances plus serrées et a des colts de production élevés a cause
du fait que ’occurrence qui permet de calculer les pires des cas soit faible (Hong et Chang,
2002).

L’approche par accumulation des déplacements est quant a elle basée sur la méthode d’analyse
statistique. Elle a pour but de déterminer la qualité d’un produit pas le biais d’une probabilité
de défaillance ou d’un taux de rebut (Beaucaire et al., 2013; J-Y Dantan, A-J Qureshi, 2009;
Morse, 2004; Nigam et Turner, 1995). Les écarts geéométriques sont modélisés par des variables
aléatoires qui suivent des distributions statistiques. Les paramétres des jeux sont modélisés par
des variables libres et constituent les inconnues a identifier pour déterminer les configurations

possibles d’assemblage et de fonctionnement du systéme mécanique. L’utilisation de la
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méthode d’analyse statistique conduit a des tolérances plus larges. Les colts de productions
basées sur cette méthode sont moins élevés et les produits sont d’une qualité optimale (Hong et
Chang, 2002). Cette méthode de 1’analyse statistique a été déployée tout au long du projet
AHTOLA dans le cadre des travaux de Dumas (2014).

L’analyse statistique des tolérances constitue la méthode de base du projet AHTOLA et elle
représente la méthode qui est décrite dans ce chapitre pour 1’étude des systémes mécaniques
hyperstatiques. Les méthodes d’analyse statistique ont été appliquées dans de nombreux
travaux a de différents types de mécanisme : isostatique et hyperstatique. Les mécanismes
isostatiques sont plus simples a étudier. L’étude des mécanismes hyperstatiques est plus
complexe (Ballu et al., 2008). Plus récemment, Dumas et al. (2015a) ont proposé une démarche

d’analyse statistique des tolérances des systemes hyperstatiques avec jeux.

L’approche statistique permet d’évaluer les probabilités de respect des contraintes liées a
I’assemblage et & la fonctionnalité d’un systéme mécanique et cela par le calcul des deux
probabilités associées (Dumas, 2014; J-Y Dantan, A-J Qureshi, 2009).

Les travaux développés dans la littérature sont basés sur certaines hypotheses fortes qu’il est

nécessaire d’énumérer :

e les défauts de forme des piéces sont négligés, ainsi, les surfaces considérées dans
I’analyse sont les surfaces de substitution ;
e Les solides sont considérés comme rigides ;

e Lesrotations entre les surfaces et les pieces sont supposées petites.

La prochaine section décrit les étapes ayant permis de calculer les probabilités de non-
assemblage et de non-fonctionnalité, permettant ainsi de réaliser 1’analyse des tolérances des

systemes hyperstatiques dans le cadre du projet AHTOLA.

1.2 Analyse des tolérances des mécanismes hyperstatiques

L’objectif de cette section est de présenter les trois problématiques de 1’analyse des tolérances :

e la modélisation des écarts geomeétriques inhérents aux processus de fabrication et les
jeux entre les piéces ;
e lamodélisation du comportement géométrique du systeme ;

e le développement de techniques d’analyse pour évaluer la qualité du systéme.
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La sous-section 1.2.1 est consacrée a la definition des différentes variations géométriques ainsi
que la technique de modélisation choisie. La sous-section 1.2.2 décrit les étapes de modélisation
du comportement géométrique d’un systéme mécanique. Ces étapes sont constituées de
plusieurs formulations mathématiques qui sont présentées en détail. Enfin la sous-section 1.2.3

présente la formalisation mathématique des problémes d’assemblage et fonctionnel.

1.2.1 Modélisation des variations géométriques

Les variations géométriques représentent les écarts observés entre une surface dite idéale (une
surface parfaite sans défauts) et une surface non-idéale (une surface avec des imperfections). Il
est donc nécessaire de maitriser ces variations géométriques afin d’apporter des garanties sur la
qualité des produits. Il existe plusieurs modeles de surfaces comme le stipule la norme

ISO17450-1 et peuvent étre regroupés en trois groupes (voir Figure 1.1) :

e Le modéle nominal est une surface parfaite, sans défauts et constitue I’intention du
concepteur.

e Le skin modele représente la surface non-idéale ou la surface réelle des piéces
fabriquées qui sont sujettes a toutes les imperfections causées durant le processus de
fabrication, de mesure et d’assemblage [ISO17450-1]. C’est une surface non-idéale qui
représente ’interface physique de la piéce avec son environnement (Ballu et Mathieu,
1996; Charpentier et al., 2012).

e Le modele de substitution représente une surface souvent utilisée pour approximer la
surface non-idéale. C’est une représentation de la surface non-idéale pilotée par un
nombre fini de parametres qui assurent un compromis entre le niveau de détail, la
difficulté de calcul et la validité des résultats. Les orientations et les positions de ce
modele dépendent de la surface réelle (Dantan, 2000). Plusieurs choix sont disponibles
pour obtenir la surface de ce modéle : la tangente a I’intérieur de maticre, la tangente a
I’extérieur de matiére et la méthode des moindres carrés (Dumas, 2014). C’est ce

modele de substitution qui est utilisé dans 1’analyse des tolérances de ce chapitre.
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Figure 1.1 : (a) Surface nominale, (b) Surface non-idéale, (c) Surface de substitution, (d) différents types de
surface pour une surface nominale cylindrique (Dumas, 2014)

Les écarts géométriques observés sur les surfaces des piéces fabriquées et dans un mécanisme
sont de caractéristiques et natures différentes. On distingue : les écarts intrinséques, les écarts

de situation et les jeux entre les surfaces des liaisons et les caractéristiques fonctionnelles.

Les écarts intrinseques sont comme le nom I’indique, intrinseques a la surface, ils dépendent
du type de surface, ils représentent les variations des parameétres intrinséques des surfaces de
substitution comme le cas de la variation du rayon pour une surface cylindrique (Dantan, 2000).
Plus précisément, la variation intrinseque du cylindre constitue la variation du rayon entre la

surface de substitution du cylindre et la surface nominale du cylindre (Qureshi et al., 2012).

Les écarts de situation définissent les déplacements en position, en orientation d’une surface
de substitution par rapport a sa surface nominale (Dantan, 2000). Ils sont composés des défauts
de translations, de rotations. Ce sont ces écarts de situation ajoutés aux écarts intrinseques qui

décrivent les écarts entre la surface nominale et la surface de substitution.

Les jeux constituent les déplacements en position et en orientation entre deux surfaces de
substitution, qui sont nominalement en contact. Leur présence est indispensable dans un

mécanisme hyperstatique afin que ce dernier puisse s’assembler ou fonctionner.
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La premiére problématique de I’analyse des tolérances consiste 8 modéliser mathématiquement
a la fois les différents écarts des surfaces et les jeux au niveau des contacts. Ainsi, de nombreux

outils ou modeles mathématiques existent dans la littérature permettant de modéliser ces écarts :

e avec des vecteurs ou le tolérancement vectoriel (Chase et Parkinson, 1991) ;

e par les torseurs de petits déplacements (Bourdet et al., 1996; Dantan et al., 2005; Dumas
et al., 2015b; Qureshi et al., 2012; Sergent et al., 2011) ;

e par les matrices (Gupta et Turner, 1993; Roy et Li, 1999; Zou et Morse, 2004) ;

e par ['approche cinématique (M-H Kyung, E. Sacks, 2003; Sacks et Joskowicz, 1997).

Dans le projet AHTOLA, I’approche retenue est basée sur le torseur de petits déplacements. Le
concept du torseur de petits déplacements a été proposé par Bourdet et al. (1996) pour
caractériser les défauts géométriques des surfaces usinées en métrologie et en fabrication.
Cependant, différents outils et modéles d’analyse peuvent étre déployés avec d’autres
modélisations des écarts et des jeux. Le concept du torseur de petits déplacements est basé sur
le mouvement des solides rigides. Il modélise I’ensemble des déplacements en tout point.
Plusieurs types de torseurs ont été définis pour représenter les différents types de défauts

géomeétriques et jeux dans un mécanisme (Ballot, 1995; Petit, 2004) :

e Le torseur écart : il permet de décrire les déplacements relatifs d’une surface nominale
rigide par rapport a la surface de substitution associée a la surface réelle (Dantan, 2000);

e Le torseur jeu: il permet de décrire les déplacements relatifs d’une surface de
substitution par rapport a une autre surface de substitution ; ces deux surfaces de
substitution étant nominalement en contact (Ballot, 1995; Giordano et Duret, 1993);

e Le torseur défaut : il permet de décrire les déplacements relatifs entre deux ou plusieurs
surfaces d’une méme piece (Giordano et Duret, 1993);

e Le torseur piéce : il permet de décrire les déplacements entre une piéce nominale et un
repere global fictif (Ballot, 1995).

Dans le cadre du projet AHTOLA, deux torseurs sont principalement utilisés pour modéliser
les variations géométriques dans la démarche de I’analyse des tolérances : les torseurs écarts et

les torseurs jeux. Ces deux concepts sont ainsi détaillés.

Le torseur écart décrit les déplacements d’orientation et de position d’une surface de

substitution par rapport au repere de référence associé a sa géométrie nominale (voir Figure

1.2). 1l est défini en un point spécifique du repere. Deux vecteurs sont utilisés afin de former
13
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les composantes de ce torseur écart : le vecteur des petites rotations R =(«, 3, ) et le vecteur

des petites translations T, =(u,,, v,,, W, ) représentant respectivement les rotations autour

des trois axes Ox, Oy et Oz et les translations du point M suivant ces trois axes. Certaines des
composantes de ce torseur écart peuvent étre nulles lorsqu’elles sont associées a des degrés
d’invariance de la surface considérée. Les degrés d’invariance représentent les directions dans
lesquelles la rotation ou la translation ne change pas globalement la position ou I’orientation de
la surface. Le tableau 1.1 présente les degrés d’invariance de différentes classes de surfaces
(plan, cylindre, sphére, cone, tore). Un torseur écart d’une surface a dans une piéce i et écrit en

un point M peut étre généralement exprimé par :

i Uiim
{Tia/i} = :Biai Viai,m (1'1)
Viai Wiaim |y,

Par exemple, le torseur écart d’une surface cylindrique d’axe Oz (voir Figure 1.2) est donné

O3 Usea

par: {T30/3} = /83c3 Vacam
0 O

M

Cylindre de substitution ¢

Cylindre nominal ¢

Figure 1.2 : Représentation du torseur écart pour une surface cylindrique

Le Tableau 1.1 présente la caractérisation des 5 surfaces par rapport a leur degré d’invariance

et leur torseur écart, souvent rencontrées en tolérancement.
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Tableau 1.1 : Classes de surface avec leur degré d’invariance et la représentation de leur torseur écart

Surface de Classe Degrés Elément de Torseur
substitution S d’invariance d’invariance situation écart
Plan
t 1 rotation z (y) a0
) Plane S (T}, =180
e N 2 translations x et y Ow
(u,v)
Cylindre
1 rotation X (&) 00
{Tha =18V
Cylindrique | 1translationx (u) | A:axede$S yw
Spheére
3 rotations x, Y, z N : centre de Ou
Sphérique (o B 7) S {T}=40v
Ow
Céne
A:axedeS
Ou
Surface de 1 rotation X (c) P:centrede | {T}=18V
révolution la petite base rw
A:axedeS
N : centre du Ou
Surface de 1 rotation X (c) cercle guide | {T}=1/4V
révolution a
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Le torseur jeu comme le torseur écart, est défini dans une base vectorielle donnée et en un point
donné. Un torseur jeu représente le déplacement possible en position et en orientation d’une
surface de substitution par rapport a une autre des deux pieces potentiellement en contact.
L’expression d’un torseur jeu entre une surface b sur la piece i et une surface b sur la piéce j

est donnée par :

ipip Uipjp
{gib/jb}M = ﬂibjb Vibib (1-2)

Yivjp Wibjo R,

La Figure 1.3 représente le torseur jeu entre deux surfaces cylindriques nominalement en

contact et d’axe Oz.

Surface de substitution 3¢

|

Jeu selon les degrés de contact
Jeu entre les surfaces de

substitution de /e et 3e

::D{g%/le}

Jeu selon les degrés de liberté . o
Surface de substitution /e

Figure 1.3 : Représentation de jeu entre deux piéces

Les composantes des six degres de liberté composant ce torseur jeu {g,,,,.},, dépendent de la

nature du contact et doivent étre déterminées par une méthode d’analyse (Dantan et Ballu,
2002). En effet, il existe 3 types de contacts, souvent rencontrés dans les systemes mécaniques
(Dantan, 2002; Dantan et Ballu, 2002) (voir Figure 1.4): les contacts fixes, les contacts

glissants et les contacts flottants.
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Les contacts fixes possédent des surfaces en contact maintenues dans une position particuliére
grace a une contrainte mécanique qui empéche tout déplacement relatif des deux surfaces lors
d’une utilisation du mécanisme. Les composantes du torseur jeu dans ce type de contact sont

fixées a zéro dans I’hypothese ou les surfaces sont considérées sans défauts de forme.

Les contacts glissants ont également leurs surfaces de liaison aussi maintenues par une action
mécanique qui laisse admissible les déplacements tangentiels lors d’une utilisation normale ;
les déplacements relatifs non tangentiels (déplacements normaux, déplacements par rapport aux
normales des surfaces en liaison) ne sont pas possibles. Les composantes du torseur jeu dans le
cas d’un contact glissant sont ceux des déplacements cinématiques i.e. des déplacements qui

sont possibles. Les autres composantes sont fixées a zéro ou a des valeurs spécifiques connues.

Les contacts flottants sont des contacts ou tous les déplacements relatifs des deux surfaces sont
possibles (déplacements tangentiels et normaux). Le torseur jeu d’un contact flottant possede

toutes les composantes des six degrés de liberté qui sont inconnus.

e U

D
Piéce 2 Piece 2 m
Piéce 1 Piéce 1 Piéce 1
. Jeu=10
Jeu et Mobilité = 0 Jeu et mobilité libres

La mobilité est libre

a b (e

Figure 1.4 : (a) contact fixe, (b) contact glissant, (c) contact flottant (Dantan et Ballu, 2002)

Les caractéristiques fonctionnelles décrivent les déplacements en position, en orientation entre
deux surfaces de substitution qui sont fonctionnellement en relation (Dantan, 2000; Dantan et
Qureshi, 2009). Elles sont aussi modélisées a 1’aide de torseurs jeu nommés torseurs jeux

fonctionnels.

Toutes les composantes de ces variations géométriques présentées ci-dessus sont incluses dans

la définition des contraintes modélisant le comportement geométrique d’un systéme mécanique.
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Synthése : cette premiére partie a permis de définir les écarts géométriques et le concept du jeu
rencontrés dans les systémes mécaniques hyperstatiques. Le concept du torseur de petits
déplacements est la méthode choisie pour modéliser les écarts géométriques et les jeux grace
aux torseurs ecarts et aux torseurs jeux. Les composantes des torseurs écarts caractérisent les
écarts de situation. Ces composantes et les écarts intrinséques constituent les écarts
géométriques et sont représentés par X. L’ensemble des composantes des torseurs jeux est
représenté par G. Ces notations sont adoptées pour la suite de la présentation des travaux de

ce chapitre.

Cependant, I’ensemble G subira une modification dans sa définition dans le cadre des travaux
de these qui suivront. Plus amples informations concernant les notations utilisées dans ce
manuscrit peuvent étre trouvées dans I’annexe A. Une distinction est faite par rapport aux
composantes des torseurs jeux des contacts fixes et glissants d’une part, et des composantes des

torseurs jeux des contacts flottants d’autre part.

1.2.2 Modélisation du comportement géométrique d’un mécanisme

La modélisation mathématique des interactions entre les différentes piéces d’un systéme
mécanique permet de construire son modeéle de comportement. Ainsi, un ensemble de
contraintes permet de traduire mathématiquement le comportement géométrique d’un systeme
mécanique : les équations de compatibilité, les contraintes d’interface et les conditions

fonctionnelles.

1.2.2.1  Lesequations de compatibilité

Les équations de compatibilité représentent les contraintes sur les déplacements inhérentes aux
boucles topologiques (Ballot et Bourdet, 1998; Dantan et Ballu, 2002; Dantan et al., 2005).
Elles représentent donc les relations de compatibilité entre les écarts et les jeux. L’ensemble
des équations de compatibilit¢é forment un systéme d’équations linéaires. Ces équations
permettent de modeliser la propagation des défauts géométriques et des jeux dans un
assemblage. En effet, dans un mécanisme, les défauts d’une piéce ont des influences sur une
autre piéce. Il est donc nécessaire d’écrire les équations reliant ces différents écarts et jeux pour

caractériser 1’équilibre entre les positions et les orientations entre les différentes pieces dans le
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mécanisme. L’ensemble des équations de compatibilité est identifiée par une relation de la

forme: C,(X,G)=0.

La structure topologique d’un systéme mécanique est modélisé par un graphe (Ballu et Mathieu,
1999; L. Homri, 2014). Un graphe est composé de plusieurs cycles. Un cycle est défini comme
une chaine finie qui part d’un sommet pour en finir a ce méme sommet et correspond a une
boucle topologique (voir Figure 1.5). Chaque cycle du graphe permet d’écrire 6 équations de
compatibilité, chacune écrite suivant les axes de chaque composante des torseurs (3 translations
et 3 rotations).

Pour la formalisation, les torseurs des équations de compatibilité doivent étre définis tous au
méme point du repere. Les torseurs qui ne le sont pas, peuvent étre ramenés a ce point commun

en utilisant la relation de Varignon.

Le nombre de boucle topologique dans un graphe nécessaire pour formuler les équations de

compatibilité d’un syst¢éme mécanique est donné par la relation :

Npee = Npooore =N 41 (1.3)

boucles liaisons pieces

En se basant sur la boucle topologique identifié dans la Figure 1.5 par la fleche bleue, les
équations de compatibilité peuvent étre ainsi développées faisant appel généralement a la

relation de Chasles sur les déplacements (Dantan, 2000).

Les équations de compatibilité de la boucle topologique considérée dans graphe d’assemblage

(exemple, Figure 1.5) et exprimeés au point M, sont données par les équations suivantes :
{T3/3} = {T3/3e }M + {gselle }M + {Tle/l}M + {de }M + { O14/34 }M + {T3d/3}|\/| =0 (1'4)

Qe T Ugerp T Aoy — Aygy — Aggyg T Xag3 = 0
—Paes + Bacre + Brer = Pras — Baarg T Paaz =0

Y3e1e — Vad1a =0 (1.5)
—Ugeg +Ugge T Uy —Upgy —Uggyg +Uggs = 0

~Vae3  Vaere T Vigr = Vigr —Vagig +Vags = 0

W, Wagig = 0

ele
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Figure 1.5 : Boucle topologique et graphe d’assemblage d’un mécanisme

Apres la définition des compositions de déplacements entre les différentes pieces d’un
mécanisme, il faut dans un second temps modéliser mathématiquement, le second phénomene
physique qui correspond aux conditions de non-interpénétration entre les surfaces

potentiellement en contact.

1.2.2.2 Les contraintes d’interface

Les contraintes d’interface limitent les déplacements relatifs des deux surfaces de substitution
d’une liaison et caractérisent la non-interpénétration ou association entre les surfaces de
substitution qui sont nominalement en contact (Dantan, 2000; Dumas et al., 2015b; Gaunet,
1994; Giordano et Duret, 1993; Qureshi et al., 2012; Roy et Li, 1999). Les jeux entre deux
surfaces de substitution sont donc limités. Développer les contraintes d’interface revient a
développer des inégalités ou égalités limitant ces jeux. Dans le cas d’un contact flottant (Dantan
et Ballu, 2002), les positions relatives des surfaces de substitution sont contraintes

technologiquement par la non-interpénétration. Les contraintes d’interface sont alors identifiées

par: C, (X,G)SO. Dans le cas d’un contact fixe ou glissant, les positions relatives sont
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technologiquement contraintes dans une configuration donnée par une action mécanique. Par

conséquent, les contraintes d’interface sont identifi¢es dans ce cas par : C. (X, G) =0.

Ya

Surface de substitution 37

Surface nominale 3f

N
M,

Surface nominale /f

Surface de substitution /f

g; 7/17 : leu entre les surfaces de substitution 37 et

If

Figure 1.6 : Contrainte de non-interpénétration entre deux surfaces

En prenant I’exemple de la Figure 1.6, les contraintes d’interface peuvent étre développées entre

les surfaces 3f et 1f, en utilisant I’inégalité suivante :
M:, MJ .n,, >0 (1.6)

Pour des pieces rigides sans defaut de forme, les contraintes d’interface peuvent étre écrites
seulement aux points extrémes de chaque élément de contact. Dans le cas d’un contact flottant
entre deux surfaces planes avec jeu, les contraintes d’interface sont écrites uniquement au

niveau des points des extrémités (A, B, C et D, voir Figure 1.7a).
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(@) (b)

Figure 1.7 : Considération des points d’écriture des contraintes d’interface : () contact flottant plan-plan, (b)
contact flottant cylindre-cylindre (Dantan, 2000)

Si les contraintes d’interface sont vérifiées au niveau de ces points du contour de 1’¢1ément de
contact alors elles sont vérifiées pour 1’ensemble des points de la surface de contact (Dantan,
2000). De méme pour le contact flottant cylindre-cylindre (voir Figure 1.7b), les contraintes
d’interface sont uniquement développées aux points extrémes A et B. La vérification de ces
contraintes d’interface a ces points signifie qu’elles sont aussi vérifiées a tous les points du

cylindre de contact.

L’écriture des contraintes d’interface peut parfois conduire a des contraintes non-linéaires sous
forme quadratique qui nécessitent d’étre lin€arisées pour la suite de I’analyse des tolérances et
cela par souci de simplification des calculs et aussi pour avoir un ensemble de contraintes (de
compatibilité et d’interface) linéaires. Un exemple de linéarisation des contraintes d’interface a
été développé au cours des travaux de Dumas (2014) et permet de n’avoir que des équations et
inéquations linéaires. Par exemple, dans le cas d’un contact pivot glissant (voir Figure 1.7b), la

contrainte d’interface peut étre donnée par 1’inéquation :

Ci(u,v)=u®+v?—-AR? 1.7
ou u et v représentent les composantes de jeux représentant les translations suivant 1’axe Ox et
Oy et AR représente la différence de rayon entre 1’alésage et 1°arbre.

La linéarisation développée par Dumas et al. (2015b), consiste a discrétiser le cercle de
déplacement possible en polygone dont le nombre de facette dépend d’un parametre Ng. La

méthode de linéarisation du premier ordre du developpement de Taylor de la fonction de
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contrainte ~ d’interface (C,), est utilisee en un point Mx de coordonnées

2krx
(Xy, =AR.C0S6,, Y, =ARsing,)ou b, =N etk=1..,N, .
d

La contrainte d’interface quadratique peut étre linéarisée comme suit :

2krz
C, (u,v)=u.cosé, +Vv.sing, <AR avec 6, "N etk=1..,N, (1.8)
d

1.2.2.3 Les conditions fonctionnelles

Une condition fonctionnelle décrit une aptitude a I'emploi (montabilité, étanchéité, ...). Elle se
traduit par des contraintes géométriques sur les surfaces appelées "surfaces fonctionnelles" : jeu
minimum, ajustement, condition de non dépassement de piéces, réserve de filetage dans un
assemblage vissé, garantie de longueur suffisante pour un guidage, un centrage etc. Ce sont des
exigences sur le déplacement relatif entre des surfaces en condition fonctionnelle. Une

condition fonctionnelle est identifiée par: C, (X,G)>0. L’ensemble G de cette inégalité,

comporte les composantes du torseur jeu fonctionnel.

Une condition fonctionnelle peut étre exprimée a 1’aide d’un domaine qui modélise les
déplacements possibles de la surface fonctionnelle a I’intérieur de sa zone des tolérances
associée (dans le cas de 1’approche par accumulation des tolérances) (Ameta et al., 2011,
Mansuy, 2012) ou a I’aide des contraintes représentées grace aux inéquations qui limitent les
déplacements de la surface fonctionnelle dans un intervalle donné (dans le cas de 1’approche
par accumulation des déplacements) (Dumas et al., 2015b). Les conditions fonctionnelles d une

surface dont les déplacements sont contraints dans un intervalle 1 =[1_. .1 . ] sont traduites

min? " max

géneralement par les inéquations :

—C;+1,,20

max —

{Cf—lmmzo (L.9)

Des formalisations mathématiques des conditions d’assemblage et de fonctionnalité ont été
développées par Dantan et al. (2005). Ces formalisations ont pour objectif d’évaluer les

probabilités de non-assemblage et de non-fonctionnalité d’un systéme mécanique.
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Synthese : la modélisation du comportement géométrique d’un systéme mécanique est traduite
mathématiquement par un ensemble de contraintes: les équations de compatibilité, les
contraintes d’interfaces et les conditions fonctionnelles. La modélisation du comportement

géométrique d’un systéme mécanique permet de décrire deux phénomenes :

e la composition des déplacements dans les boucles topologiques. Ainsi, les écarts
géométriques et les jeux du systeme meécanique sont liés entre eux. Les équations de
compatibilité permettent de décrire ce phénomeéne ;

e la non-interpénétration de matiére qui est traduite par les contraintes d’interface.

Cet ensemble de formulations mathématiques constitue les contraintes des optimisations qui

sont réalisées lors de 1’analyse des tolérances.

Cependant, dans le cadre des travaux de these actuels, une attention particuliére est portée sur
les contraintes d’interface. Les défauts de forme qui sont intégrés ont un impact sur la

modélisation de ces contraintes d’interface.

1.2.3 Formulation des problémes d’assemblage et fonctionnel

L’analyse des tolérances par approche d’accumulation des déplacements a pour but d’estimer
la qualité d’un produit au moyen d’un indicateur. Les indicateurs dans le projet AHTOLA
représentent les probabilités de non-assemblage et de non-fonctionnalité. Des formalisations
mathématiques de ces conditions ont été proposees par Dantan et al. (2005) a I’aide des notions

de quantificateurs (‘ 3~ (il existe) et * vV’ (pour tout)).
¢ Condition d’assemblage - Probabilité de non assemblage

Une condition d’assemblage d’un mécanisme exige d’identifier les positions des piéces d’un
systtme mécanique tel qu’elles puissent s’assembler. La condition d’assemblage peut étre
traduite par (Dantan, 2000; Dantan et al., 2005; Qureshi et al., 2012): « Il existe une
configuration des jeux du mécanisme telle que les équations de compatibilité et les contraintes
d’interface soient respectées ». Une configuration est une position relative particuliére entre
les piéces d'un mécanisme permettant la non-interférence entre les surfaces dans le contact. La

condition d’assemblage ou de montabilité peut étre mathématiquement exprimée par :
3G e{GeR™:C,(X,G)=0nC(X,G)<0NC (X,G)=0} (1.10)
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La probabilite de non-assemblage P., peut ainsi étre formalisée de la maniére suivante (Dumas

etal., 2015¢c) :
P, =1—Prob(3G e R" tel que C,(X,G)=0NC,(X,G)<0NC(X,G)=0) (L.11)

Le calcul de la probabilit¢é de non assemblage découle de la résolution d’un probléme
d’optimisation ou la fonction objectif est fonction des composantes des torseurs et les
contraintes a respecter : les équations de compatibilité, les contraintes d’interfaces. Dans ce
probléme d’optimisation, les valeurs des composantes des torseurs jeux qui sont trouvées ne
sont pas importantes car c’est juste leur existence qui est vérifiée. Leur existence traduit

I’existence d’une configuration de jeux telle que les pieces s’assemblent.
e Condition fonctionnelle - Probabilité de non fonctionnalité

(Dantan, 2000; Dantan et al., 2005; Qureshi et al., 2012) proposent la définition suivante pour
une condition fonctionnelle respectée : « Pour toutes les configurations admissibles du
mécanisme, les conditions d’assemblage et la ou les contraintes fonctionnelles sont
respectées ». Pour les configurations admissibles du mécanisme, il n’est pas nécessaire de
vérifier le respect de la condition fonctionnelle pour chacune d’elles, mais il suffit de chercher
la configuration qui donne la pire valeur de la caractéristique fonctionnelle. Si pour cette
configuration la condition fonctionnelle est vérifiée alors elle 1’est pour toutes les autres
configurations du systéme mécanique. Mathématiquement, cette condition fonctionnelle peut

étre exprimée par :
VG e{GeR™:C,(X,G)=0nC/(X,G)<0NC (X,G)=0},C,(X,G)=0 (112)

Basée sur cette équation (1.12) la fonctionnalité d’un systéme mécanique est vérifiée. La

probabilité de non-fonctionnalité P.. d’un systéme est définie par A. Dumas (2015):

P, :1—Prob{(mein C, (X,G)=0) sujeta C, (X,G)=0NC,(X,G)<0NC,(X,G) :o}
(1.13)

En se basant sur cette équation (1.13), la détermination de la probabilité de non fonctionnalité
représente un probléme d’optimisation dont 1’objectif est de déterminer les composantes du
torseur jeu fonctionnel assurant les conditions fonctionnelles et en tenant en compte I’ensemble

des équations de compatibilité et des contraintes d’interface. Ainsi, dans cette optimisation, les
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valeurs des composantes des torseurs jeux a déterminer sont importantes vu qu’elles doivent
respecter un certain seuil ou appartenir a un intervalle donné pour le bon fonctionnement du

mécanisme.

Apres avoir formulé mathématiquement les probabilités d’assemblage et de fonctionnalité,
différentes techniques de résolution peuvent étre développées. La section suivante synthétise

quelques-unes.

1.3 Les différentes méthodes d’analyse des tolérances du projet AHTOLA

Les formulations mathématiques des conditions d’assemblage et de fonctionnalité ont permis
de poser les bases mathématiques des techniques d’analyse des tolérances d’un systéme
mécanique. Différentes approches de quantification ont été développées dans la littérature et
permettent de considérer les systemes hyperstatiques avec jeux : la simulation de Monte Carlo
couplée a une optimisation, la méthode FORM systeme. Cette section permet de présenter une
synthese de ces méthodes. Ces méthodes sont par la suite adaptées et améliorées lors de

I’introduction des défauts de forme des pieces dans une démarche d’analyse des tolérances.

1.3.1 Simulation de Monte Carlo et optimisation

Cette méthode a été développée et testée au cours de la these de Qureshi (2011). L’objectif de
la méthode est de simuler et d’évaluer les influences des défauts géométriques sur les exigences
d’assemblage et de fonctionnalité. La simulation de Monte Carlo (MC) est utilisée pour simuler
les défauts géométriques et une optimisation permet de déterminer la pire configuration des
jeux permettant I’assemblage et le fonctionnement du syst¢eme mécanique. La procédure est
effectuée pour un nombre donné d’échantillon de défauts géométriques afin de déterminer les

probabilités de défaillance et de non fonctionnalité.

Dans un premier temps, les différentes contraintes modelisant le comportement géométrique du

systtme mécanique sont developpées: les équations de compatibilité, les contraintes

d’interface et les conditions fonctionnelles. Puis, un échantillon X%, i=1,...,N (X(i) e X)

mc
de défauts géométriques est généré tel qu’il vérifie les spécifications géométriques pré-stipulées
sur les dessins techniques du mécanisme. Cet échantillon est défini selon une distribution
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statistique, par exemple une loi normale de moyenne les dimensions nominales et en
définissant les écarts types a I’aide des intervalles des tolérances. Ensuite, une optimisation est
utilisée pour déterminer les composantes des torseurs jeux qui permettent d’identifier la pire
configuration des jeux telle que les piéces du mécanisme puissent s’assembler et fonctionner.
L’existence d’une solution minimisant ces composantes de torseurs jeux et qui respectent les
contraintes du comportement géométrique du mécanisme, signifie 1’existence d’une
configuration des jeux telle que les piéces s’assemblent. Dans le cas contraire, cela signifie que
pour cet echantillon de défauts geométriques, 1’assemblage est impossible. De plus, lors de
I’optimisation, quand une solution est trouvée, les composantes optimisées des torseurs jeux
fonctionnels sont introduites dans les conditions fonctionnelles afin de les Vérifier. Des
fonctions indicatrices sont utilisées pour dénombrer le nombre des occurrences des événements
dont les probabilités sont calculées. A la fin de la simulation de Monte Carlo, les probabilités
de défaillance d’assemblage et de fonctionnalité sont calculées ; elles sont égales au nombre
d’occurrences de ces événements, divisé par le nombre d’échantillons. La Figure 1.8 présente
la méthode de I’analyse des tolérances basée sur la simulation de Monte Carlo couplée a une
optimisation. L’estimation des probabilités de défaillance en se basant sur les fonctions

indicatrices est donnée par :

e Probabilité de non-assemblage :

N

P = ﬁ; Lo (X)) (1.14)

ou N, représente le nombre total d’échantillons générés par la simulation de Monte Carlo et

I représente la fonction indicatrice définie par :

| _|LsiR, (X) n'a pas de solution 11
o (X) = 0si R (X) a une solution (119
avec
R (X) = g"]lgp C (X’é)
sous Cg”(X,é)=0 Vj:{l’--chomp} (1.16)
c"(X,G)<0 vI={1..N,}
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Avec N le nombre total d’équations de compatibilité, N le nombre total de contraintes

comp

d’interfaces.

e Probabilité de non-fonctionnalité :

- l N i
P, :N—Zlm(x“) (1.17)
mec i=1

ou N, représente le nombre total d’échantillons générés par la simulation de Monte Carlo et

I, représente la fonction indicatrice définie par :

ix 1siC,(X,G)<0 18
o (%)= 0siC,(X,G)>0 (119

ol G représente les valeurs des torseurs jeux issues de I’optimisation.

Le développement des contraintes du comportement géométrique du mécanisme peut conduire
a D’obtention des contraintes non-linéaires qui peuvent étre soit des équations ou des
inéquations. Qureshi et al. (2012) proposent I’utilisation de techniques numériques
d’optimisation globale non-linéaire comme les méthodes basées sur les gradients ou les
méthodes de recherche directe. Mais 1’utilisation de ces méthodes numériques peut conduire a
des violations de contraintes. Pour pallier ce probleme, Dumas et al. (2015b) proposent une
méthode de linéarisation décrite dans la Section 1.2.2 afin de pouvoir utiliser un algorithme
d’optimisation linéaire comme 1’algorithme du simplexe (Bertsimas et Tsitsiklis, 1997; Nelder,
1965; Nocedal et Wright, 1999).

Toutefois, la simulation de Monte Carlo couplée a une optimisation, est une méthode colteuse
en temps de calcul. Dans le but de réduire de temps de simulation, deux méthodes ont été
proposées par Dumas (2014), 1’une pour le probléme d’assemblage et 1’autre pour le probléme

fonctionnel.
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Initialisation

L]

Définition du model mathématique du comportement
géométrique du mécanisme en développant : les équations
de compatibilité, les contraintes d’interface et les conditions
fonctionnelles

C(XG)=0, C (XG)<0, C,(XG)20

L]

Affectation des intervalles des tolérances et des paramétres
de la distribution statistique des défauts X

Ve

Simulation de Monte Carlo avec génération des échantillons
des variables aléatoires X

!

Evaluation de I’assemblage et de la fonctionnalité du
mécanisme par la détermination des composantes des
torseurs jeux G par optimisation

l

Véritication de la cohérence des solutions identifiées

Compteurs de I’incrémentation

Non

Nombre total d’essai > Nme

Estimation Des probabilités de défaillance d’assemblage et
de fonctionnalité

Figure 1.8 : Méthode de la simulation de Monte Carlo couplée a [’algorithme d’optimisation

1.3.2 La méthode FORM pour la résolution du probléme fonctionnel

La méthode proposée pour la résolution du probléme fonctionnel est basee sur une méthode de
fiabilité systeme. Cette méthode a éte utilisée dans plusieurs recherches (Ballu et al., 2008;
Beaucaire et al., 2013; Dumas et al., 2015a). Avant de pouvoir utiliser cette méthode de fiabilité,
I’ancienne formulation du probléme d’analyse des tolérances est transformée a une formulation
sous forme d’un probléme de fiabilité systeme. Le calcul de la probabilité de non-fonctionnalité
(Pnr) dans cette formulation sous forme d’un probléme de fiabilité systeme est effectué grace a

I’utilisation de la forme duale de Lagrange de 1’optimisation. La probabilité Py est désormais
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décrite sous forme d’une intersection d’événements. Chaque configuration de jeux du
mécanisme est définie comme un événement de défaillance. Etant donné que les évenements
sont nombreux, un algorithme préliminaire de recherche sélectif (Kim et al., 2013) des
configurations de défaillance dominantes du mécanisme est appliqué. La méthode de fiabilité
nommée First Order Reliability Method (FORM) est appliquée pour déterminer la probabilité
Pnf avec un temps de résolution plus faible que celui de la méthode MC. La différence entre la
méthode de formulation systeme de Dumas et al. (2015a) par rapport aux autres recherches
utilisant la méme technique est que la pire configuration est déterminée par une procédure
d’optimisation alors que pour les autres méthodes, cela revient au technicien de le stipuler lors
de la résolution. En plus les formulations des autres méthodes basées sur 1’union des
intersections des évenements, ne peuvent pas étre appliquées aux mécanismes complexes
(Dumas et al., 2015a).

Synthese : Différentes techniques d’analyse des tolérances ont été proposées dans le cadre du
projet AHTOLA : une technique d’optimisation couplée a la simulation de Monte Carlo, la
méthode FORM systéme pour la résolution de probléme fonctionnel. Une synthése de ces

techniques a été présentée dans cette partie.

Dans le cadre du projet AHTOLAND, la simulation de Monte Carlo couplée a la technique
d’optimisation est la méthode qui est choisie afin de réaliser 1’analyse des tolérances des
systemes mécaniques hyperstatiques. Toutefois, des modifications sont apportées afin de
prendre en compte les défauts de forme et le comportement géométrique des différents types de
contacts.

1.4 Conclusion

L’objectif de ce chapitre est de faire la synthése de démarches d’analyse statistique des
tolérances des systéemes mécaniques hyperstatiques avec jeux developpées dans la littérature et
plus particulierement au sein du projet AHTOLA. Cette demarche repose sur des solutions aux
trois problématiques fondamentales a savoir la modélisation des variations géométriques, la
modélisation du comportement géométrique du systeme mécanique, et le développement de

techniques de résolution numérique. Une attention particuliére est donnée a la modélisation du
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comportement géométrique en particulier le développement des conditions d’assemblage et de
fonctionnalité faisant appel a des outils mathématiques comme les notions de quantificateurs et
de probabilités. Ensuite, certaines techniques de I’analyse des tolérances proposées dans la
littérature et qui sont en relation avec les travaux qui sont développés dans ce manuscrit, ont été

analysées.

Les différents développements de ce chapitre constituent une base pour la suite afin mieux
cerner les travaux développés dans le projet AHTOLAND : la considération des défauts de
forme des surfaces, leurs impacts dans la modélisation mathématique des contraintes
d’assemblage et de fonctionnalité. La procédure adaptée pour une analyse des tolérances des

systemes meécaniques hyperstatiques avec jeux est modifiée et améliorée. Les enjeux sont :

e comment générer les défauts de forme des surfaces ?
e comment simuler les impacts de I’intégration des défauts de forme lors de ’analyse des

liaisons entre les surfaces ?

31



