Action du groupe symétrique sur les
polynomes

Les bases de I'anneau des polynomes étudiées dans ce chapitre apparaissent
naturellement dans un probleme ancien de géométrie algébrique, le calcul de Schu-
bert. Le principe est de décomposer une variété géométrique en ce qu’on appelle
des cellules de Schubert en fonction de leurs intersections avec un drapeau, c’est-
a-dire un ensemble d’espaces vectoriels emboités. Le cas ou la variété de départ est
la Grassmannienne est en particulier décrit par Fulton [Ful84]. Les intersections
de cellules de Schubert peuvent alors étre obtenues par un calcul algébrique dans
I’anneau de cohomologie qui correspond ici a un quotient de I’anneau des fonctions
symétriques. En particulier, les images des cellules de Schubert sont les fonctions
de Schur. Quand la variété de départ est une variété de drapeau, 'anneau de coho-
mologie est un quotient de I’anneau des polynémes non symétriques et I'image des
cellules de Schubert est donné par les polynémes de Schubert [LS82]. Malgré leur
origine géométrique, ces polynomes se calculent de facon purement combinatoire
et font intervenir les structures vues dans la partie [.

En particulier, I'action du groupe symétrique joue un role fondamental. Les
propriétés des polynomes sont donc fortement liées a celles du groupe symétrique
et en particulier aux structures d’ordres que nous avons définies. Nous expliquons
ici comment certains opérateurs particuliers, les différences divisées, permettent
de retrouver les bases des polyndmes multivariés et le lien ténu qui existe entre
ces opérateurs et les ordres sur les permutations, en particulier 'ordre de Bruhat.

Dans tout ce chapitre, nous nous appuyons sur le travail de Lascoux et Schiitzen-
berger a qui l'on doit en particulier les polynémes de Schubert et de Grothendieck
[LS82, LS83, Las90]. Si les différences divisées étaient connues depuis Newton, ce
n’est que récemment qu’elles ont été utilisées dans le contexte de la combinatoire
et de la géométrie, d’abord par Demazure [Dem73, Dem74] et Bernstein-Gelfand-
Gelfand [BGGT73] puis de fagon plus systématique par Lascoux et Schiitzenberger
[LS92]. On trouvera dans 'oeuvre de Lascoux de nombreuses explications sur les
calculs a partir de différences divisées. On peut par exemple se reporter a 1’his-
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44 Chapitre 3 — Action du groupe symétrique sur les polynomes

torique des polynomes de Schubert [Las95]. L’article [LS96] que nous avons déja
largement utilisé dans le chapitre 2 fait le lien entre les différences divisées et les
ordres sur les groupes de Coxeter. Par ailleurs, la these de Veigneau [Vei96] aborde
la théorie d'une facon tres similaire a la nétre avec des explications détaillées de
Iinterprétation géométrique.

Dans le paragraphe 3.1, nous définissons 1’action de base du groupe symétrique
sur les polyndémes et introduisons les différences divisées. Le paragraphe 3.2 est
un rapide survol de la théorie des fonctions symétriques et plus précisément de
la construction des fonctions de Schur par différence divisée. Dans le paragraphe
3.3, nous généralisons cette construction au cas des polyndémes non symétriques.
Enfin, dans le paragraphe 3.4, nous étudions plus particulierement les différences
divisées isobares 7 et 7, générateurs de 1'algebre 0-Hecke. Les relations entre ces
opérateurs permettent de faire le lien avec l'ordre de Bruhat vu en partie I. Le
cadre formel que nous définissons ici sera la base de notre travail sur les polynomes
de Grothendieck dans le chapitre 4.

3.1 Opérateurs sur les polynémes

3.1.1 Action élémentaire sur les monomes

Le groupe symétrique, et plus généralement les groupes de Coxeter, agissent

fidelement sur les vecteurs. Soit v = [vy,...,v,] € Z" on a :
VS = (U1, oy Vin1, Uiy v oy U] pour 1 <i < n, (3.1)
vsP =[v1, ..., —vi,..., U] pour 1 <i <mn, (3.2)
vsP = [v1,..., =V, —Vi_1,. .., U] pour 1 <7 < n. (3.3)

ou les opérateurs agissent sur leur gauche. On vérifie facilement que les relations
définies dans les paragraphes 2.1.1 et 2.1.3 sont bien respectées. On rappelle que le
groupe BC,, (resp. D,,) est engendré par sy,...,s, 1 et sZ (resp. s). Cependant,
on s’autorise aussi a utiliser s? (resp. s”) pour i # n. On a vu que &, était le
groupe des permutations, ce qui correspond bien a 'orbite du vecteur [1,...,n] .
Dans le cas de BC,, (resp. D,,), on obtient les permutations signées (resp. signées
avec un nombre pair de négatifs).

On se place maintenant dans 'espace Z [x1, . .., ;] des polyndmes multivariés.
Pour v € Z", on écrit :

¥ =axfte? .ot (3.4)

Ainsi, les polynémes sont vus comme des sommes formelles de vecteurs (les
exposants). L’action du groupe symétrique sur les vecteurs nous donne alors une
opération sur les polynomes. De la méme fagon, les groupes BC et D agissent
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sur les polynémes a exposants dans Z. Pour f un polynéme (éventuellement avec
exposants négatifs), on a donc :

fSZ‘:f(l‘l,...,$i+1717i,-~~7xn)7 (35)
1

fSiB:f(Il’...,g,...,I'n), (36)
1 1

fsz f(xlv ’xi’$i—l’ y L ) ( )

3.1.2 Différences divisées

On utilise les opérations élémentaires s; pour définir des familles d’opérateurs
plus sophistiquées, les différences divisées. La différence divisée 0; s’écrit :

_ J—Isi

fo= (3.8)

La différence entre f et fs; symétrise le polynome f. C’est-a-dire que si g =
f0;, on a gs; = ¢g. Par ailleurs, le résultat est toujours un polynoéme car la symétrie
fait que f — fs; s’annule pour x; = x;,1. Plus précisément, on peut écrire la
différence divisée directement comme une somme.

m”@i =0 si Vi = Vi1 (39)
v;—1

x”&- = Z LC[""k’Uiik""} siv; > Vit1 (310)
k=viq1
vi41—1

x%0; = Z —gleokvir =k, ] si vy < vigq (3.11)
k=v;

Par exemple,
5 4 2,3 3,2 4
xT1xe O = 105 + T1T5 + x7X5 + 1T, (3.12)

La famille d’opérateurs (0;)1<;<n satisfait des relations proches de celles des s;.
En effet, les relations de tresses (2.7) et (2.8) sont conservées et seule la relation
quadratique est modifiée. On a :

07 = 0. (3.13)
@Bj = 3]81 pour |Z — j| > 1 (314)
0;0410; = 03110;0;11 (3.15)

Il existe d’autres types de différences divisées. Nous présentons deux sortes
de différences divisées isobares qui, contrairement aux 0;, conservent le degré du
polynomes :
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T i — x,-(?i, (316)

Ou de facon équivalente,

zif — ziy1(fsi)

= o) (3.18)
o= 2] ;fi)‘ (3.19)

Les familles (m;)1<i<n €t (7;)1<i<n vérifient elles aussi les relations de tresses
ainsi que les relations quadratiques :

2 =m, (3.20
72 = (3.21
Par ailleurs, on vérifie que

Pour s;, ...s; une décomposition réduite de o, on écrit 0, := 0;, ... 0;., Ty :=
Ty - T4, €t Ty := 7, ... 7;,.. Comme les différences divisées vérifient les relations
de tresse, ces produits ne dépendent pas de la décomposition réduite choisie et
sont donc bien définis.

Nous verrons dans le paragraphe 3.3 que les différences divisées sont utilisées
pour définir des bases de 'anneau des polyndémes multivariés. Par ailleurs, les
opérateurs m; et 7; sont liés a 'algebre de 0-Hecke que nous présentons dans le
paragraphe 3.4 et a 'ordre de Bruhat. Dans le chapitre 4, nous les étudions de
facon plus approfondie et prouvons un résultat sur un produit mélangeant des
opérateurs m; et ;.

3.1.3 Types B, C et D

Les différences divisées 0;, m; et 7; sont définies a partir des générateurs s;
du groupe symétrique. Nous avons vu dans le paragraphe 2.1.3 que le groupe
symétrique &,, appartient a une famille plus générale : les groupes de Coxeter.
Dans le paragraphe 3.1.1, nous avons en particulier défini les actions des éléments
sB et sP sur les vecteurs. De facon similaire, il existe aussi des différences divisées
98 oC et OP.

Les groupes de Coxeter sont générés par des réflexions que 1'on peut réaliser
géométriquement comme des systémes de racines [Hil82]. Les vecteurs d’exposants
s'interpretent comme des éléments de I'espace ambiant de ces systémes de racines.
La différence divisée 9; appliquée & z¥ revient & sommer des éléments ¥~ ~*" ol
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e;=10,...,0,1,0,...,0l et r=[0,...,—1,1...,0], comme on I'a vu en (3.10). Le
vecteur r est une racine simple de ’espace ambiant du systeme de racine A, ;.
De fagon générale les racines simples de A,,_; sont les vecteurs (r;)1<;<, de Z™ ou

ri[t] =1, r;[i + 1] = —1 et ou les autres valeurs sont nulles. On pose
5 =10,...,0,1] (3.23)
r¢ =10,...,0,2] (3.24)
ry =10,...,0,1,1]. (3.25)

Les racines simples des espaces ambiants des systémes de racines de type B,, (resp.
C,, et D,,) sont les vecteurs (r;)1<i<n et 72 (vesp. ¢ et r2). On a alors, par exemple

rizs OF = Z 2=k 01 (3.26)
0<k<6

= 1175 + 1175 + 112 + 125+ T3y 4wy (3.27)

zix3 OF = Z 12—k 10.2] (3.28)
0<k<3

= 1175 + 1179 + 11757, (3.29)

vy OF = Y gtk (3.30)
0<k<4

= myas + afzy + 2y wy + 2%yt (3.31)

La valeur maximale de k est donnée par le produit scalaire entre le vecteur et la
co-racine de r; dans l’espace ambiant. De fagon générale, on traduit ces sommes
par

1 —
oF = — 5_1 (3.32)
l’n - ZL’n
1—s¢
1— D
l’n 1 Tn

Les différences divisées isobares peuvent aussi s’exprimer de fagon formelle
sur les espaces ambiants des systemes de racines. On obtient alors les définitions
suivantes

7TB = 21?98, #B = 9By 12, (3.35)
= 2,0, 78 = 0%z, (3.36)

D D
D_ (71— D=7 3.37
K ( xi—ll'i) 1 - x_}lz_ ’ " T — 1 ( )
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3.2 Polyndémes et fonctions symétriques

3.2.1 Définition et premiéres bases

On dit qu'un polynéme en n variables est symétrique s’il est invariant par
l'action de &,,. Par exemple, le polynoéme suivant sur {1, xe, x3} est symétrique :

2 2 2
T1Xols + T1T5T3 + TIToT3. (3.38)

Si 'on considere maintenant des séries formelles sur un alphabet infini, les
fonctions symétriques sont les séries invariantes par I'action de &,, pour tout n.
On notera cet ensemble Sym et sa projection sur les polynémes en n variables
Sym,,.

Les fonctions symétriques sont un objet d’étude fondamental en combinatoire
algébrique. Elles admettent plusieurs bases dont nous présentons ici quelques ex-
emples. Le calcul des changements de base est un probleme ancien, déja abordé
par Newton puis plus tard par Vandermonde, Faa de Bruno, Cayley et Kostka.
Elles apparaissent dans des problemes liés a la fois a la combinatoire, I’algebre et la
géométrie. Nous nous contentons ici d’un tres rapide survol des notions de base. Le
premier chapitre du livre de Macdonald [Mac95] est une treés bonne introduction
a la théorie.

La base la plus naturelle des fonctions symétriques est celle des fonctions mono-
miales obtenue en symétrisant les mondmes. Soit v un vecteur de taille n, le
symétrisé de zv est la somme de tous les éléments distincts V7 avec 0 € &,,. Par
exemple, le symétrisé de x1z3z3 est le polyndome symétrique (3.38). Soit A une
partition de longueur n, c’est-a-dire un vecteur tel que Ay > Ay > -+ > A\, > 0,
alors my est le symétrisé de z*. Tout polynéme symétrique peut s’écrire comme
une somme de my. Les (m,) forment donc une base des polynémes symétriques.
Par exemple, le polynome (3.38) est égal a mo 1 1(z1, 22, x3).

On définit aussi deux autres bases : les fonctions élémentaires et complétes.
Soit r € N, alors

e, = Z T iy - - Ty, (3.39)

11 <t <-<ip
h?‘ = Z L1 Ly« + - Tje (340)

11 i <<y

Par exemple,
62(171,I2,ZE3) = T1T2 +ZL’11’3 +ZL‘2I’3, (341)
2 2 2

ho(z1, e, x3) = ] + x5 + x5 + L1292 + T123 + ToX3. 3.42)
A présent, pour A une partition, on écrit ey := ey, ey, ...ey, et de la méme

facon, hy := hy,hy, ... hy,. On prouve que les ey ainsi que les hy sont algébrique-
ment indépendants et forment des bases des fonctions symétriques.
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Les partitions sont les objets combinatoires indexant les bases des fonctions
symétriques. Une partition A est un vecteur (Aq, g, ..., ;) tel que Ay > Ay >
- > M. La longueur d’une partition ¢(\) est le nombre d’éléments dans le
vecteur. La taille d'une partition est donnée par la somme des valeurs A; + Ay +
-+ + A,. On représente souvent une partition par un diagramme de Ferrers : un
ensemble de cases tel que la iéme ligne (en partant du bas) contienne \; cases. Par
exemple, la partition (4, 3,2, 2) est représentée par

m) (3.43)

En lisant le diagramme selon les colonnes plutét que selon les lignes, on obtient
N = (4,4,2,1) la partition conjuguée de A,

H, (3.44)

3.2.2 Fonctions de Schur

Nous avons vu dans le paragraphe 3.1.2 que les opérateurs de différence divisée

symétrisaient les polyndomes. En effet, si f = zx3zs, alors

fO1 = 2ia52s + viwiws (3.45)

est un polynéme symétrique en x; et xs. Si a présent on applique 0, on obtient
f0105 = 23x0w3 + 222273 + 220003 (3.46)

qui est symétrique en x5 et x3. Cependant, on a perdu la symétrie entre x; et x,,
on peut la retrouver en réappliquant d;. On obtient alors

f010,0, = x]wom3 + 112573 + 117973, (3.47)

Pour obtenir un polynéme symétrique en 3 variables, on a appliqué 0,0,0; = 0,
ou w est la permutation maximale de taille 3. Cette propriété est vraie quelque soit
n et les polynémes symétriques obtenus sont appelés fonctions de Schur. Celles-ci
forment une base des fonctions symétriques. Plus précisément, soit A une partition
de longueur n et § le vecteur [n — 1,n —2,...,1,0], alors

sy = 20, (3.48)
_ M Y ee, £(0)30

B H1§z’<j§n(f’5i - zj) ‘

(3.49)

Le numérateur est l’antisymétrisé de 220 : on applique toutes les permutations

de &,, pondérées par leur signature £(o). Le dénominateur est le déterminant de
Vanderrmonde.
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Les fonctions de Schur peuvent aussi étre exprimées en tant que déterminants
de fonctions élémentaires ou complétes. On a

sy = det(hx,—i+j)1<ij<n (3.50)

sx = det(ex—irj)1<ij<m, 3.51)

ou X est la partition conjuguée de A et n = £(X), m = £(X'). En particulier,

S(n) = hn, (3.52)
5(1n) = €n.- (3.53)

3.2.3 Formule de Pieri et interprétation géométrique

Les fonctions de Schur jouent un réle fondamental en combinatoire algébrique.
Elles correspondent en particulier aux caracteres des représentations du groupe
symétrique [Mac95]. Leur structure multiplicative est liée & une tres jolie com-
binatoire sur les tableaux décrite par la regle de Littlewood-Richardson. Le cas
spécifique de la multiplication d’une fonction de Schur par une fonction complete
est donné par la formule de Pieri [Mac95]. Soit 1 une partition et r € N, alors

suhy = Z Sx (3.54)
)

sommé sur les partitions A égales a la partition 1 augmentée d’une bande horizon-
tale de taille r. Cela revient a ajouter des cases sur le diagramme de Ferrers de la
partition p : au maximum une case par colonne et r cases en tout. Par exemple,
le produit de la fonction de Schur s 51y par la fonction complete hy s’écrit

S hEDZS + s +sr] +tS (3.55)
@3 % 7—‘! | j\H

|
S22 ha = 82221 + 532,11 T 5322) T S4,2,1)- (3.56)

Ce calcul a une importance particuliere en géométrie algébrique. La géométrie
énumeérative est apparue vers le milieu du XIXeme siecle. Son but est de calculer le
nombre de solutions de problemes de type intersection de variétés. Un cas classique
est le calcul de Schubert. La Grassmannienne G(k,n) est I'ensemble des sous-
espaces vectoriels de dimension £ d’un espace de dimension n. Soit maintenant un
ensemble de sous-espaces vectoriels V; de dimension ¢ tel que V; C Vo, C ...V,
ou drapeau. On décompose I'ensemble G(k,n) en cellules de Schubert en fonction
de la dimension de W N'V; pour W C G(k,n) et i = 1,...,k. Les cellules de
Schubert sont indexées par des partitions et notées €2,. Une cellule €2, est incluse
dans 'adhérence d'une cellule €2, si et seulement si yu C v. Cela donne un ordre
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sur les cellules de Schubert introduit par Ehresmann et qu’on appelle aussi ordre
de Bruhat. En effet, quand on ne travaille plus sur la Grassmannienne mais sur
les variétés de drapeau, I'ordre sur les cellules de Schubert correspond alors a celui
que nous avons vu dans le chapitre 2.

Un des buts de la géométrie algébrique est de résoudre des problemes énumérat-
ifs comme celui que nous avons décrit par des méthodes algébriques. Ainsi, on
montre que les adhérences €2, des cellules de Schubert peuvent étre identifiées a
des variétés algébriques et on les appelle variétés de Schubert. 11 est alors possi-
ble de définir une relation d’équivalence appelée homologie sur le Z-module des
combinaisons linéaires des sous-varié¢tés de G(k,n). On peut ainsi travailler dans
I'anneau de cohomologie de G(k,n). Le produit des classes des sous-variétés U et
V de G(k,n) dans cet anneau code I'information géométrique liée a I'intersection
de U et V. Plus précisément, la classe de cohomologie d’'un point de G(k,n) est
toujours indexée par la partition (k"7*), on la note o(n-ky. Si U et V sont deux
sous-variétés de dimensions complémentaires dont on note les classes respectives

[U] et [V] alors

[U][V] = mo(gnr (3.57)

ou m est le nombre de points d’intersection de U et de V.

Ce produit s’interprete en réalité comme un produit de polynéme. Plus pré-
cisément, a une variété de Schubert €2,,, on fait correspondre une fonction de Schur
s,. L’anneau de cohomologie de G(k, n) s’identifie alors au quotient Sym/Z(k,n)
ou Z(k,n) est I'idéal engendré par les fonctions de Schur s, telles que v n’est pas
contenue dans la partition (k"*). C’est dans ce contexte que la formule de Pieri a
d’abord été établie. Ces problemes géométriques motivent encore aujourd’hui les
questions combinatoires liées aux fonctions symétriques ainsi qu’aux polynoémes
non symétriques.

Le premier cas non trivial est la Grassmannienne G(2,4) des plans de dimen-
sions 2 dans C* qui peut en fait étre identifiée & I'espace de module des droites
projectives dans P3(C). Le calcul suivant

SQH =1.s M (3.58)

nous confirme un résultat géométrique clair : il existe exactement une droite con-
tenue dans deux plans en position générale. En effet, dans G(2,4), la classe d'un
plan est donnée par la partition (1,1). Si ce résultat est relativement simple, ce
systeme de calcul permet de résoudre des probléemes beaucoup plus complexes. En
restant dans G(2,4) on obtient par exemple qu’il existe deux droites s’appuyant
sur quatre droites en position générale. Le résultat est donné par le calcul

S4D = 2s H}, (359)

la classe d'une droite s’appuyant sur une droite donnée étant s . De la méme
fagon, dans G(2,5) (identifiée a a '’espace de module des droites projectives dans
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P*), le nombre de droites coupant six plans est donné par le coefficient de s

dans le développement de SGD. La regle de Littlewood-Richardson nous dit qu’il
est égal au nombre de tableaux standard de forme (3, 3), c’est-a-dire 5.

3.3 Polynémes non symétriques

La théorie des fonctions symétriques a été largement étudiée en combina-
toire. Nous avons vu ses motivations géométriques. Elle fait aussi le lien avec la
théorie des représentations. L’étude par une approche similaire des polynémes non
symétriques et de leur combinatoire est plus récente. Elle est liée a des problemes
géométriques qui généralisent ceux que nous avons abordés. Si pour les fonctions
symétriques, les objets combinatoires de base sont les partitions et les tableaux,
les problemes du cas non symétrique font intervenir les permutations et les ordres
du groupe symétrique par le biais des différences divisées.

3.3.1 Polynomes de Schubert

Nous avons vu qu’en appliquant la différence divisée maximale J,, & un monome,
on obtenait un polynéme symétrique. Si on applique a présent toutes les différences
divisées 0,, on symétrise partiellement le polynome. Ces symétrisations partielles
nous donnent une base des polynémes non symétriques : les polynémes de Schu-
bert. On se place sur 'anneau des polynoémes sur Z en deux alphabets commutatifs
potentiellement infinis {1, zo, ...} et {y1,v9,...}.

Définition 3.3.1. Soit \ une partition, on définit le polynome de Schubert dom-
inant Yy par
Vie= [] (zi—y). (3.60)

i

=1l..n
7j=1...

A
Les polynomes de Schubert sont I’ensemble des images non nulles des polynomes
dominants par les différences divisées en x.

Si ’on pose I'alphabet y = 0, alors pour A une partition, le polynéme dominant
correspondant & A est simplement 2. Pour éviter les confusions, on parlera souvent
de polynomes simples quand y = 0 et doubles lorsqu’on utilise les deux alphabets.

Un polynoéme est donné par un polynéome dominant et un produit de différences
divisées. En réalité, on indexe les polynémes par des vecteurs tels que pour v avec
V; > Vi41, Ol &
=Y,0;. (3.61)

Ui 1,01,

Par exemple, sur la figure 3.1 on lit que

Y0223 = Y6,3,3,11010203020,. (3.62)



§ 3.3 — Polynomes non symétriques 53

Y172,2 3
A
3,1,2 3] Y1,2,4 2
VA
Yizz12 Y42 Yiseg
03] 62] ]al
Yi3,3.4,1] Y3512 Y6122
a\ Vo a\ Vb
Yi3,5.3.1] Yi6,3,1,2]
a\ Vo
6 3,3, 1

FIGURE 3.1 — Images par différences divisées du polynéme Schubert dominant
Yio3.3.1)

On applique les différences divisées en suivant un chemin dans le graphe entre
Yi6,331] et Y} 223 Le résultat ne dépend pas du chemin suivi car les différences
divisées vérifient les relations de tresses. Dans le cas des polynéomes de Schubert
simples, cela donne

3 2 2,3, 2 3 2,23
Y223 = ririrsT, + x1x2x3x4 + x1x2x3x4 +x x2x3x4 + x1x2x3x4 + T]X5T574
2,2 2 2 3 2,3, 2
+ 3 xiziaia] + xiasraxl + A werial + ¥imenial + ;ixsria] + TsTin]

+ Ty5757s. (3.63)

C’est la fonction de Schur s(329,1) développée sur {z1,z2,23}. De facon générale,
les polynomes de Schubert indexés par des vecteurs croissants sont des fonctions
de Schur.

Il arrive qu’en appliquant une différence divisée, on retombe selon (3.61) sur un
polyndome dominant. Par exemple, on a Y331 = Y6.4,3,1102. Le polynéme Yg 3 3 1]
a donc deux définitions : x8z3z3x, ou x?x2x3x432 Cependant on prouve que cela
ne provoque pas d’incohérence.

Le vecteur indexant le polynéme peut étre interprété comme le code de Lehmer
d’une permutation. On peut donc aussi indexer les polyndémes par une permutation

plutot que par un vecteur et la relation (3.61) s’écrit

Y, = Y,,.0;. (3.64)

ol o est une permutation telle que o; > 0;,1. Les différences divisées sont alors
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simplement des opérateurs formels de réordonnement sur les permutations. Le pro-
duit de différences divisées qu’on applique a un polynéme dominant pour obtenir
un polyndéme donné est un chemin dans I'ordre faible.

1 Yio.0) Yios
AR ATA
1 T1+ %o Yo Yo Yois Yis2
82[ o o] Y oy
L1122 x? Y Y20 Yoz Yos
Ko A AR A
227y Y Y301

FIGURE 3.2 — Polyndémes de Schubert indexés par &3. A gauche, les polyndmes
développés en somme de mondomes, au milieu la notation avec codes de Lehmer
en index et a droite la notation avec permutations en index.

L’indexation par code de Lehmer permet de connaitre le nombre de variables
nécessaires (sur 'alphabet x) au développement du polynéme. En effet, si v est un
vecteur de taille n sans 0 final, par construction Y, se développe sur n variables.
Plus précisément, 'ensemble (Y,)y/<n forme une base triangulaire des polynémes
en n variables. Par ailleurs, chaque polynome est de degré homogene donné par
la somme des valeurs du vecteur. Ces propriétés sont illustrées figure 3.3 pour les
polyndémes en 2 variables de degré inférieur ou égal a 3.

T | Ty | X | myTe | X5 | 27 | XiTe | W5 | T

Yo,
Y10
Yo,
Y2,
Y
Yo,
Yi3,0]
Yo,
Y012
Yio,3)

1
1 1
1 1 1

OO OO OO | =

[e=) Ben) Hen) Hen) Neo) Neo) Nev) Nev) Nel Bl el

ololololololol-
olo|lool~lol~
olo|o| o~
olo|lo|o| -
—lo|lo| =

e}

FIGURE 3.3 — Matrice de transition des polynémes de Schubert pour les vecteurs
de taille 2 jusqu’en degré 3

Les polynomes de Schubert sont donc une généralisation des fonctions de Schur
a la fois sur les polynémes non symétriques et par 1'utilisation d’un double alpha-
bet. Ils répondent aussi a un probléeme géométrique plus général. Nous avons vu
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que le produit des fonctions Schur correspondait au produit des variétés de Schu-
bert de la Grassmannienne dans ’anneau de cohomologie. Au lieu de la Grass-
manienne, considérons une suite de variétés linéaires emboitées

Wkl C W]Q c---C Wkn (365)

de dimension k; < --- < k,. On 'appelle une variété de drapeau, le drapeau est
dit complet si k; = 1.

Tout comme pour la Grassmannienne, on peut considérer les intersections
d’éléments de la variété de drapeau avec un drapeau de référence. On doit a
Ehresmann [Ehr34] la décomposition en cellules de Schubert des variétés de dra-
peaux. Pour F,, la variété des drapeaux complets de C", les cellules sont indexées
par une suite de tableaux colonnes

aix Aa21 Az ... Gpl
Q22 A32 Apn2
" (3.66)
a33
ann

qui sont par construction emboitées les unes dans les autres. C’est-a-dire, on a
{an1} C {aor, a2} C ... {an,...,awm}. On a vu dans le chapitre 2 qu’on pouvait
interpréter ce type de tableau comme des facteurs gauches réordonnés de permuta-
tions. Les cellules de Schubert sont donc indexées par des permutations et ’ordre
d’inclusion est I'ordre de Bruhat vu au paragraphe 2.3.

Comme dans le cas de la Grassmannienne, les anneaux d’homologie et de
cohomologie des variétés de drapeaux peuvent étre interprétés comme des quo-
tients d’anneaux de polyndémes, non symétriques cette fois. Plus précisément,
I’anneau de cohomologie de la variété de drapeau F,, est isomorphe au quotient
Zlxq, ..., x,]/IT ou IT est I'idéal engendré par les fonctions symétriques sans ter-
mes constants en les variables {x1,...,z,}. Dans ce contexte, la variété de Schu-
bert indexée par la permutation o correspond au polynéme de Schubert simple
Y,. Les polynomes doubles permettent de travailler dans 'anneau de cohomolo-
gie équivariante, généralisation classique de la cohomologie. Nous donnerons des
exemples de calcul et d’interprétations géométriques dans le chapitre 5.

3.3.2 Polynomes de Grothendieck

Pour obtenir une information plus précise sur la géométrie d’une variété, on
remplace parfois 'anneau de cohomologie par 'anneau de Grothendieck des classes
d’isomorphismes de fibrés vectoriels. On parle dans ce cas de K-théorie et de K-
théorie équivariante. Pour la variété de drapeau F", les variétés de Schubert sont
alors représentées par une autre base des polynéomes multivariés, les polynémes de
Grothendieck, introduits par Lascoux et Schiitzenberger [Las90].
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Définition 3.3.2. Soit A\ une partition, on définit le polynome de Grothendieck
dominant G par

Gy= J[ (1- %) (3.67)

Les polynomes de Grothendieck sont ’ensemble des images des polynomes dom-
inants par les différences divisées ;.

Tout comme pour les polynémes de Schubert, on indexe les polynomes de
Grothendieck par des vecteurs. Pour v tel que v; > v;41, on a

G...,'Ui_i,_l,l)i—l,.“ - G'Uﬂ—i' (368)

Le vecteur correspond la aussi au code de Lehmer d’une permutation. On peut
décider d’indexer directement par la permutation elle méme. Dans ce cas, pour o
telle que o; > 0,11, on obtient

GO’ - Gosiﬂ-i- (369)

L’algorithme de calcul d’'un polynéme de Grothendieck est donc le méme
que celui d’un polynéme de Schubert, seuls 'opération et le développement du
polynome dominant changent. Par exemple, pour calculer G|; 223 on suivra dans
le graphe dessiné figure 3.1 le méme chemin que pour Y]; 223 et on obtient

G[1,2,2,3} = G[6,3,3,1]7T17TQ7T37T27T1- (3'70)

On utilisera parfois des polynomes de Grothendieck en un seul alphabet. Deux
solutions sont alors possibles. On peut spécialiser I’alphabet y en 1. Dans ce cas
les polynémes de Grothendieck forment une base de 'anneau Z| ]. Cette

base est triangulaire pour les variables (1 — xi) Une seconde solution consiste

donc a effectuer un changement de variable z; = (1 — =) pour obtenir une base de
Z[zy,...,x,). On a illustré le changement de base dans ce dernier cas figure 3.4.

1 1
PR

3.3.3 Polynomes Clés

Nous avons vu qu'un polynéme de Schubert dominant simple est donné par *

avec A une partition. Les polynomes de Schubert sont ensuite obtenus par I'appli-
cation des opérateurs 0;. Dans le cas des polyndmes de Grothendieck, on applique
les opérateurs 7; tout en modifiant la définition des polynémes dominants. Il est
aussi possible d’appliquer les opérateurs m; sur les monémes dominants de Schu-
bert, on obtient alors les polynomes clés ou caracteres de Demazure.

Définition 3.3.3. Soit \ une partition, on définit les polynomes clés dominants
K, et K, par
Ky =Ky :=a2" (3.71)

Les polynomes clés K et K sont [’ensemble des images des polynomes domi-
nants par les différences divisées isobares, respectivement m; et ;.
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1| @y | 2wy | 2o | 2% | 23z | 2323 | 125 | 25
G | 1
G[LO} 0] 1
Guy |00 1
Gy | 0] 1 -1 1
G[Qm 0] 0 0 0|1
Gon|0]0] 0 [0 0] 1
Goz |0]0] 0 0[]0 0 | 1
Gig|0]0] 0 [0]0] 1 | 1|1
Goz [0/ 0 1 [0 1] 1] 0 | 11

FIGURE 3.4 — Début de la matrice de transition des polynomes de Grothendieck

simples pour les vecteurs de taille 2 (apres le changement de variable z; = 1 — %)

On obtient donc deux sortes de polyndémes clés, K et K. Ces polynomes ont été
introduits a 1'origine par Demazure et sont les caracteres en théorie des représen-
tations des modules de Demazure.

Tout comme les polynémes de Schubert et de Grothendieck, on les indexe par
des vecteurs. Soit un vecteur v tel que v; > v; 41 alors

Kvsi = NyTy, (372)

Ky, = K, 7. (3.73)

Les familles (K, )uj<n €t (K,)sj<n forment des bases des polynémes en n vari-

ables. Les polynémes K, sont égaux aux polynomes de Schubert sur une large

classe de vecteurs : ceux qui correspondent aux permutations dites wvezxillaires,

c’est-a-dire évitant le motif 2143. La premiere permutation non vexillaire corre-
spond au motif lui méme, donc au code de Lehmer [1,0, 1],

Y01 = T102 + 1173 + z?, (3.74)
K[I,O,l] = T1%9 + T1T3. (375)

Nous étudierons en détail le changement de base des K vers les K dans le
paragraphe 3.4. Il est 1ié¢ a I'algebre 0-Hecke et a I'ordre de Bruhat, nous 1'utilisons
de fagon poussée dans le chapitre 4.

Les polynomes clés admettent aussi des définitions en types B, C' et D. Les
éléments sont indexés par des vecteurs v € Z™. On dit que v est dominant pour
les types B et C' siv = (vy,...,v,) et v > v9 > -+ > v, > 0. Et on dit que v est
dominant pour le type D si v = (vy,...,v,_1, 2v,) avec v; > vy > -+ > v, > 0.
Alors pour v dominant pour le type { = B, C ou D, on pose

K9 = K9 =", (3.76)
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et pour v € Z" tel que v; > v;11 et ¢ < n,

K$, = Kom, (3.77)
KS = K #. (3.78)

Le cas ¢ = n est différent en fonction du type. Pour les types B et C', on a

KBy = KPrP KPp=KPnl (3.79)

Ko = KSn§ KSe = KSrS (3.80)
siv, >0et

Klp = KPrp Klp = KPrp (3.81)

si vp—1 + v, > 0.
Par exemple, on calcule

Kg 10 = Kf1 qym (3.82)
= K175 2 (3.83)
= 22 + 2375 '3 + 1320 + TiT023 " + TlT0T5 + TIT3, ( )

K11 = Ky ym3m (3.85)
= 2} 4 2wy wy + wirany’ + alwaws, (3.86)

KR oy = Kpgy o (3.87)
= Koy’ (3.88)
= x%x%x:}l + x%xz + xfxgx?,) + x?xg) + I?ZEQQ]52 + xfxg ( )

2,,—2 2,.—1
+ X%y T3 + T3 .

Les ensembles (K2), (KB), (KS), (K®), (KP) et (KP) pour v € Z" forment
chacun des bases des polynémes multivariés a exposants dans Z", aussi appelés
polynomes de Laurent.

3.4 Algebre 0-Hecke et ordre de Bruhat

Les opérateurs 7 et & apparaissent dans un autre contexte, celui de ’algebre de
Hecke. Ils sont en effet les générateurs de ce qu'on appelle communément [’algebre
de Hecke a ¢ = 0 ou 0-Hecke, cas dégénéré de l'algebre de Hecke classique. Le
changement de base entre les deux familles de générateurs fait intervenir I'ordre
de Bruhat et nous intéresse plus particulierement. Par ailleurs, en faisant agir
I’algebre de 0-Hecke sur les vecteurs, les opérateurs m et @ s’interpretent simple-
ment comme des opérateurs de réordonnement. De nombreuses questions liées aux
polynomes peuvent alors s’interpréter formellement comme des opérations sur un
espace vectoriel dont la base est indexée par les permutations.
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3.4.1 Algebre de 0-Hecke

L’algebre de Hecke de &,,, notée H(ty,t5), est une déformation de 'algebre
du groupe symétrique en fonction de deux parametres scalaires t; et t5. Elle est
engendrée par une famille d’opérateurs (7;)1<;<, vérifiant les relations

TT; = T;T,, i i — | > 1, (3.90)
Ty i i1 = TTia T, sil<i<n-—2 (3.91)

Elle conserve donc les mémes relations de tresses que &, : (2.7) et (2.8). Seule la
relation quadratique est modifiée. Dans la littérature, on trouve souvent 1’algebre
de Hecke paramétrée par un unique parametre ¢, ce qui correspond a to = ¢q et
t; = —1 et donc a la relation quadratique

(T; —g)(Ti + 1) = 0. (3.93)

L’algebre de Hecke est de dimension n! et sa base est donnée par (T, ),cs, OU
pour S;, ...S;, une décomposition réduite de o, on a
1, =1, ...T,

im*

(3.94)

Nous étudions ici le cas ou ¢ = 0, qu’on appelle aussi 'algebre de 0-Hecke.
Si on pose to = 0 et t; = —1, les T; vérifient la relation quadratique (3.20) et
correspondent donc aux opérateurs de différence divisée ;. Si I'on pose a présent

ces nouveaux opérateurs 7; correspondent aux opérateurs de méme nom définis
dans le paragraphe 3.1.2. De la, ils vérifient les relations de tresses (3.90) et (3.91).
Leur relation quadratique est donnée par (3.21) et correspond a la relation quadra-
tique de Hecke (3.92) pour t, = 0 et t; = —1. Si t5 = 0, la spécialisation de ¢; en
+1 n’a donc pas d’impact structurel sur I'algebre. Dans les deux cas, on 'appelle
algebre de 0-Hecke et elle admet deux bases m = (7,)yee, €t T = (y)see, dont
la relation est donnée par (3.95).

3.4.2 Changement de base

Le changement de base entre les générateurs m, et 7, est donné par 'ordre de
Bruhat. Soit s;,s;, ... s;,, une décomposition réduite d’'une permutation o, alors

m

ﬁa:ﬁ-ilﬁ-ig---ﬁimy (396)

= (my — V)(mi, — 1) ... (m,, — 1). (3.97)

On prouve la proposition suivante.
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Proposition 3.4.1. Soit 0 € &,,, alors le développement de m, (resp. #ty) dans
la base 7t (resp. w) est donnée par

Fo= > (—1)WHOr,, (3.98)
p<o

To = D Ty, (3.99)
p<o

ot l'ordre p < o est l'ordre de Bruhat sur les permutations.

En développant (3.97), on obtient bien que 7, est une somme de 7, ol une
décomposition réduite de p est un sous mot de la décomposition réduite de o.
C’est-a-dire qu’on a bien y < ¢ pour l'ordre de Bruhat. Il reste a vérifier que
les annulations dans le développement de (3.97) permettent bien d’obtenir chaque
permutation avec coefficient 1 en fonction de sa longueur. On trouve ce résultat
dans [Las90, Lemme 1.13], on peut le vérifier sur ’exemple suivant.

T391 = M1 727 (3.100)
=(1—m)(1—m)(1—m) (3.101)
=1— T — Mg+ MMy — T + T2 + Ty — T T3 (3.102)
=1— 7 — Ty + oM + MMy — T TaMs (3.103)

3.4.3 Opérateurs de réordonnement

L’action des opérateurs 7 et 7 sur les permutations s’interprete comme une
opération de réordonnement. On définit deux espaces vectoriels formels sur les
permutations dont les bases respectives sont appelées K = (K,)secs, et K =

(Ks)oes, - L'action des ensembles 7 et 7 sur respectivement K et K est donnée
par

Kcrs- i i > Oit1,

K,m = { i 8101 = i (3.104)
K, sinon,

2 f(as- i i > Oit1,

K,7 = { si 51 0i = Gitl (3.105)
— K, sinon.

Cette action est bien compatible avec la définition des opérateurs, on dit qu’elle
réordonne la permutation. En effet, pour w la permutation maximale, on a que
K, m, = Kis. . L’application d’'un opérateur m; (ou 7;) revient a remonter d’une
aréte dans le graphe du permutoedre. L’action de l'opérateur lorsque la permuta-
tion est déja ordonnée est déterminée par les relations quadratiques des opérateurs
7 et 7. On pose a présent que

A

K, =K., (3.106)



§ 3.4 — Algebre 0-Hecke et ordre de Bruhat 61

Les ensembles K et K sont alors deux bases d’un méme espace vectoriel et le
changement de base est donné par la proposition 3.4.1,

K, =Y (-1, (3.107)
n>o

K,=Y K (3.108)
p>o

Nous avons utilisé ici la méme terminologie que pour les polyndémes clés du
paragraphe 3.3.3. En effet, ces polynémes sont une des interprétations que l'on
peut donner aux bases K et K. 11 suffit pour cela de poser
K,=K,=a"s""' .z, (3.109)

On retrouve la définition des polynémes clés dominants (Définition 3.3.3). On
s’est simplement restreint aux polynomes indexés par des vecteurs aux valeurs
distinctes. Dans le cas général, il faut préciser 'action de m; quand v; = v;yq :
K,m; = K, et K& = 0.

Cependant, les polyndémes clés ne sont pas la seule interprétation des bases
formelles K et K. Au lieu de (3.109), posons a présent

n—1n—i
K,=1]] H(1—%). (3.110)
i=1 j=i i

D’apres la Définition 3.3.2, le polynéome K, correspond alors au polynéme de
Grothendieck dominant indexé par la partition A\=n —1,n —2,...,1,0, c’est-a-
dire par le code de la permutation maximale w. L’action des opérateurs formels
m sur K est la méme que celle des différences divisées 7 sur les polynomes de
Grothendieck indexés par des permutations (3.69).

En fonction du sens donné a K, les bases formelles K et & peuvent donc étre
interprétées en termes de polynomes clés ou de polynéomes de Grothendieck. Cela
nous permet de prouver formellement des résultats qui s’appliqueront aux deux
types de polyndmes. Ce sera I'objet du chapitre 4.
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