Inégalités de Fefferman-Stein pour
’opérateur maximal de Dunkl
associé a Zg

Le principal but de ce chapitre est de démontrer dans le cadre de I’analyse de Dunkl des
inégalités de Fefferman-Stein pour un opérateur maximal défini classiquement au moyen
des mesures )" et de la translation de Dunkl. Ces inégalités, qui constituent un outil fon-
damental en analyse harmonique, généralisent dans un cadre vectoriel le théoreme maximal
(scalaire) prouvé par Thangavelu et Xu ([56]). Cependant, comme la grande majorité des
résultats de la théorie de Dunkl, nous ne pourrons démontrer ces inégalités que dans le
cas ou le groupe de réflexions est Zg. La méconnaissance de 'opérateur de translation
généralisé empéche a I’heure actuelle d’énoncer un théoréme de Fefferman-Stein en toutes
généralités. Pour autant, démontrer ces inégalités dans le cadre Zg ou 'opérateur de trans-
lation est mieux cerné est loin d’étre une évidence car la structure de la translation de
Dunkl ne permet pas la mise en ceuvre des outils d’analyse réelle.

Le contenu du chapitre est le suivant. Dans un premier temps, nous introduirons, pour un
groupe de réflexions quelconque, 'opérateur maximal de Dunkl pour lequel un théoréeme
maximal a été démontré. Nous apporterons alors des précisions sur la taille des constantes
de ce théoreme. Nous présenterons en détails dans une deuxieéme section le cadre de travail
dans lequel nous établirons les inégalités de Fefferman-Stein, a savoir Zg. On démontrera
en particulier une inégalité fondamentale pour la translatée de Dunkl de la fonction carac-
téristique d’une boule euclidienne de rayon r centrée en ’origine. La troisieme section sera
quant a elle consacrée a I’énoncé et a la démonstration des inégalités de Fefferman-Stein.
On donnera enfin dans une dernieére section une extension de ces inégalités a une plus large
classe d’opérateurs liés a I’analyse de Dunkl.

Signalons que ce chapitre contient entre autres les résultats publiés dans [I2].

2.1 Opérateur maximal de Dunkl

Dans cette section, nous allons introduire 'opérateur maximal de Dunkl associé a un
groupe de réflexions et présenter le théoreme maximal prouvé en 2005 par Thangavelu et
Xu. Nous apporterons des précisions sur les constantes de ce théoreme.
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2.1.1 Définition et théoréme maximal

Commengons par donner la définition de l'opérateur maximal de Dunkl qui a été
introduit dans [56].

Définition 2.1. Soit f € L%(u}”). La fonction maximale de Dunkl associée & f et W,
notée MV f, est définie pour tout = € R? par

MY f(x) = sup —p—=— V(B

r>0 M XBT)(_?/) dM,ZV(y) .

L’opérateur M, XV est 'opérateur maximal de Dunkl associé au groupe de réflexions W.

Dans le cas ou la fonction de multiplicité « est nulle, on retrouve 'opérateur maximal
classique introduit en 1930 par Hardy et Littlewood dans un cadre unidimensionnel (voir
[27]) et généralisé en dimension supérieure par Wiener en 1939 (voir [59]). Le résultat
suivant, di & Thangavelu et Xu (J56]), discute du caractere LP(u/”)-borné de I'opérateur
maximal de Dunkl. Il généralise le théoreme maximal classique (aussi appelé théoréeme de
Hardy-Littlewood).

Théoréme 2.2. Soit f une fonction mesurable définie sur R?.

1. Si f € LY(uY), alors pour tout A >0 on a

n (o e R0 1) > 4}) < S v

ot C = C(d, k) est une constante indépendante de f et de A.
2. Si f € LP(uY), avec 1 < p < +oo, alors MYV f € LP(u?V) et on a

MYl < CUF s

ot C = C(d,k,p) est une constante indépendante de f.

Remarque 2.3. Signalons que méme le cas ou p = 400 est loin d’étre aisé. En effet, pour
montrer que

MY £l 00 < I Wi oo

on a besoin d’invoquer la positivité de la translation de Dunkl d’une fonction intégrable,
bornée, radiale et positive ainsi que le résultat non trivial suivant (application du théoréme

[C20)
TV () () dpy (y) = / Xg, () dul (y).
Rd

R4

Comme dans le cas usuel, un résultat de type fort est faux pour p = 1. Localement,
on peut tout de méme énoncer le résultat d’intégrabilité suivant.

Proposition 2.4. Soit B une boule de R? et soit f € L*(uY). Supposons que

[ r@ios” £@)] il (@) < +ox,
ot 'on a noté log™ t = max{logt;0}. Alors

MY gl (@) < +ox.
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Plus précisément, on a l'inégalité suivante
[ M @l @) < 2 (B)+ € [ 1r@)hog” (e aulf (o)

ou, C = C(d, k) est une constante indépendante de f et de B.

Démonstration. En termes de fonction de répartition, on peut écrire

[ swant )= [ T ({oe B MY @) > A} )

égalité de laquelle on peut déduire que

/BM,ZVf(x) dp?(z) <21V (B) + 2/1+OO ,uHW({x eR: MY f(z) > 2)\}> dA.
Pour tout A\ > 0, écrivons f = fy+ (f — fn) ou f) = fX{‘f‘>)\}' Puisque 'on a d’une part
MY f <MY+ MYIF = £,
et MV|f — fi| < A d’autre part (car MY est L>°(u!V)-contractant), on peut affirmer que
{m eR: MY f(z) > 2)\} c {x eR?: MY |f|(z) > )\}.

Par conséquent

[ @) <oz [ ({eem MYl > 4} o

En utilisant la premiere assertion du théoreme 22, on obtient

+oo 1
[ r@ant @ <l e [ 5[ @l @
B 1 {I71>A

ou C' = C(d, k) est une constante indépendante de f, de B et de A. Apres interversion
puis intégration, on aboutit a

[ MY s ddt @) <2 B+ € [ (r@)log )] dul @),
B {If1>1}

ce qui est bien le résultat escompté. O

Revenons au théoréme maximal (théoreme EZ2). A I'heure actuelle, une preuve basée
sur une méthode combinant des arguments de recouvrement et d’interpolation semble,
pour un groupe de réflexions quelconque, hors de portée, tout comme une théorie des in-
tégrales singulieres dans le contexte de ’analyse de Dunkl semble hors de portée. Cela est
di a la structure de la translation de Dunkl qui ne permet pas la mise en ceuvre des outils
classiques d’analyse réelle, et ce, bien que les mesures !V soient doublantes. Pour démon-
trer le théoreme maximal en toute généralité, Thangavelu et Xu ont réussi a contourner le
probleme en contrélant I'opérateur maximal de Dunkl au moyen de I'opérateur maximal
associé au semi-groupe de la chaleur de type Dunkl afin d’utiliser le théoreme ergodique
de Hopf-Dunford-Schwartz. Cette technique est due a Stein ([b0]). Plus précisément, ils
ont démontré 'inégalité ponctuelle suivante

w 1 ¢ W.k
MY F) < c<d,n>sup<— [ @) ds>
t>0 \ .t Jo

afin d’appliquer le théoréeme ergodique que nous énongons maintenant (pour des informa-
tions sur ce théoréme, nous renvoyons le lecteur a [14]).
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Théoreme 2.5. Soit X un espace mesurable et soit m une mesure positive sur X. Soit
{T};}t>0 un semi-groupe d’opérateurs sur LP(X;m). Pour tout p € [1,4+00] et tout f €
LP(X;m) on suppose que

1T f o (xim) < I1flle(xim)s

et on note A f la fonction définie par

A f(x) = sup

t
%/0 Tsf(z)ds

1. Si f € LY(X;m), alors pour tout A >0 on a

2
m({ € Xt f(@) > 2}) < Sl cxm)-
2. 5i f € Lp(Xam)f 1 <p < +00, alors %f € Lp(X’m) et on a
H%fHLP(X;m) < CHfHLP(X;m),

ot C' = C(p) est une constante indépendante de f.

Si l'utilisation de ce théoreme ne permet pas d’établir des inégalités de Fefferman-Stein,
il permet en revanche d’étre plus précis quant a la taille des constantes dans le théoreme
maximal. C’est ce que nous allons voir maintenant dans une nouvelle sous-section.

2.1.2 Discussion sur la taille des constantes du théoréme maximal

Les théoremes que nous allons présenter dans cette sous-section généralisent certains
résultats démontrés par Stein et Stromberg pour la fonction maximale usuelle (voir [ES]).
Nous nous inspirons d’ailleurs de leur stratégie de preuve.

Nous supposerons g > 0 car le cas yg = 0 correspond au cas classique.

Lorsque p = 1, on donne la version suivante du théoréme maximal 221

Théoréme 2.6. Il existe une constante numérique C telle que pour tout f € L*(ulV) et
pour tout A > 0

al ({w e B MY () > 2}) < O flen

Pour démontrer ce théoreme, nous allons avoir besoin de deux lemmes. Le premier est
purement calculatoire. Avant de I’énoncer et de le prouver, nous introduisons des notations
commodes.

Notations 2.7. On désignera par a(hy, S%!) la masse de la sphere S9! pour la mesure
h%V, . dw (avec w la mesure de surface sur S4°1), c’est-a-dire

a(hy, S471) :/ h%,V,R(m) dw(x).
Sd—1
On utilisera également la notation suivante

C]W’H SR S
t ‘Sd—l (2t)%+»yR
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On en vient dorénavant a ’énoncé du premier lemme.
Lemme 2.8. On a les égalités suivantes
a(hw, Sdil)‘
d+2yr
()t = 2g+w_1f(g + ’YR)a(hWa S,

+00 Wol+yr
W,k _ G 22 d
[ = S (),

wY (Br) =

De plus, si on suppose d + 2vyr = 8, alors on a l'inégalité suivante

d
o e W22 tr <d+2w>%+w—1ed+im
L B e S 4 4 :
d+2yR

Démonstration. Les trois premieres égalités sont évidentes par passage en coordonnées
polaires et changement de variable. Prouvons seulement I'inégalité. Par définition, on a

too W,k %% oo 1 _1
q; dt =c ———e" % dt,
1 |gd—1 w 1 (2t)%+’¥7€
d+2yR d+2vR

ce qui donne apres changement de variable

d+2
oo Witm =

W,,‘Q _ 4 Q+,YR72 —t
O dt = RV /0 t2 e " dt.

1
d+2’yR

Or, pour d + 2yg > 8 et pour tout ¢ € [0, %] on a

d
g tIR—2 _d+2
et ¢ (LE2RY TR

Par conséquent

d+2’yR
4

)

d+ 2773) %-I—’YR—l _d+2yp
- e 4

15T m =20~ qt < < -

0
et I'inégalité est ainsi prouvée. O

Le second lemme va quant a lui permettre de réduire I'inégalité du théoreme a une
inégalité plus simple.

Lemme 2.9. Supposons qu’il existe un tog > 0 tel que

1 < C(d, HZ) to W,k

< q dt.
Y (Br) to Jo 0 lsam

On a alors pour tout f € L*(u}V) et pour tout \ > 0 l'inégalité faible suivante

W (Lo e m0a 5@y > 2}) < a5 e,

ou C(d, k) est la méme constante dans l’hypothése et dans la conclusion du lemme.
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Démonstration. Remarquons que 1'on peut considérer f positive. Supposons qu’il existe

un tg > 0 tel que
to
Wl < C(d’ 'L{) ql/V,/@‘
e (B1) to Jo sd-1

On peut donc dire que pour n suffisamment grand

dt.

1 < 20(d7 K:) fo W,Ii

dt.
pr (Br) o Ji T lsa
Alors on peut affirmer que pour tout y € R4
1 QC(d HZ) to W.k
—_ < —1= ’ dt.
(B e (y) T LW (y)

n

(2.1)

(2.2)

En effet, si [[y[| > 1, 'inégalité (Z2) est évidente puisque x, (y) = 0 et que le membre de
droite est positif. Dans le cas ou ||y|| < 1, il suffit d’utiliser I'inégalité [ZII) et le fait que

W, w,
%" S (W)

Par conséquent, on peut écrire pour tout r > 0 et tout y € R? que

1 1 y\ _ 2C0(d, k) /to W/@(y)
L =y (L)« =250 () at.
a0 = ey () < s, o4

" 0
Apres changement de variable on obtient

1 20(d, k) [T .
< 2 )[2 gV (y) dt.

WXBT (y) < 2t

Soit € R®. Par positivité de la translation de Dunkl sur 'ensemble des fonctions qui sont

bornées, radiales, positives et éléments de L'(1?'), on a

) < G ([ g ar) ),

n

On admet provisoirement que

T2t0 TQtO
TXV’“<[2 th’“(-)dt>(—y) 2/2 T (") () dt.

On peut alors écrire que

1

2C(d, k)
WV (B,) S

(X, ) () <

T‘2t0 W W
K
S [ e

En multipliant par f(y) puis en intégrant sur R? on aboutit &

7’2t0
FT 0, ) an ) < 2S5 [ b ) ae

MEV(BT) R4 2tg

puis a

2C(d, k)

M T2t0

1 r2t0 .
B o F)m " (X, (—y) dy (y) < 7/0 H)V" f()dt.

(2.3)
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On en déduit bien évidemment que

v) Al () < 20(d, ) sup@ | # s dt>,

s>0

f( )Te (X, ) (=

et donc
MY f(z) < 20(d, & Sup< / HY £ ( dt)

s>0
Puisque {H "}i>0 est un semi-groupe contractant sur L? (Mn ), la premiere assertion du
théoréme ergodique de Hopf-Dunford-Schwartz (théoreme [Z3]) permet de conclure. Il nous
reste a prouver I'égalité (3.

On a bien évidemment f 20 V() dt € LY (uY) (par utilisation de la proposition [Z34)
donc d’apres le premier pomt du théoreme

e s “()dt) € L)

Puisque 'on a d’une part
7,2

T2t0 to 9
A ([ ear) = [ e are ),

et d’autre part

T2t0 T2t0
K W,k
A (e [ ) ) = G 2 ([l ear).
alors )
W[ W,k o W,k 1, W
fli <Tm, </T2 9’ ()dt>> €L (Mn )
Par conséquent, T, WF”( gto a"" () dt) € )V (R?) et d’apres la formule d’inversion
W, o W w w t 2
([ o) = [ B Bl ) [ e gl o),

soit apres interversion

T2t0 T2t0
we( [, a0a)w= [ ([ B o e 1 4l () d

r2

En utilisant & nouveau la formule d’inversion on aboutit &
T2t0

T2t0
(Lo )m = [, e

L’égalité ([Z3) est donc vraie, et le lemme est entierement démontré

Nous pouvons désormais prouver le théoréme 2.6l
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Démonstration. D’apres le lemme 29 il nous suffit de trouver un ¢y de telle sorte que

1 d+ 2vr /to W
<0 a4 dt. 2.4
uWV(By) o J, Tt lsa (2.4)
Prenons tg = ﬁ. On sait d’aprés I'inégalité du lemme que 'on a dans le cas ol
d+2yr > 8
+00 Wk CHWQ%JF’YR <d + 2772) gﬂﬁ_l{ L)
1 qt |Sd*1 X 4 1 .

d+2w72

D’une part, la formule de Stirling permet de montrer que

n_y
()" e f=, 0. (r(G-1)
4 n—-+00 2

et, d’autre part, on sait d’apres la troisieme égalité du lemme que

+00 Wos+ir
/ T e R
0

|Sd*1 4

Par conséquent, on peut conclure qu’il existe une constante numérique C telle que

1
d d
czv2%+ml“<§ + R — 1) < C/o o q"" dt. (2.5)

ISd—l
En utilisant les deux premieres égalités du lemme 28], on peut écrire

2T (¢ +vr — 1)
¥ (B1)(d + 2y=)T (4 + =)’

d
CHW2%+7RI’(§ + YR — 1) =

et, en injectant cette nouvelle égalité dans (ZH) on aboutit alors a

1
L ) (o e,
0

pl (Br) L4 +yr—1) b lgam

ce qui implique finalement que

1
AR Wk
——— < C(d+2 2/ ' dt.
pl (By) ( R) 0 U |gas

On a donc prouvé ([Z34) et le théoreme est ainsi démontré. O

On en vient & présent au second théoreme de cette sous-section. Il apporte des précisions
sur la constante du théoréme maximal dans le cas o 1 < p < 4o00. Le résultat est le
suivant.

Théoreme 2.10. Il existe une constante numérique C' telle que pour tout p vérifiant
1 <p<+oo et tout f e LP(ul)

IV Ty < €5 25) VAF B 1 i
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Remarquons que cette inégalité est plus fine que celle que I'on obtiendrait en utilisant
le théoreme L6, le cas L°° et un argument d’interpolation. Pour prouver le théoréme, nous
allons avoir besoin du lemme suivant.

Lemme 2.11. Supposons qu’il existe un tg > 0 tel que
L <o mg""
27 (Bl)

Alors il existe une constante numérique C telle que pour tout p vérifiant 1 < p < 400 et
tout f € LP(w)")

|Sd*1‘

102 Pl < € (527 ) o) 1 i

ou C(d, k) est la méme constante dans l’hypothése et dans la conclusion du lemme.

Démonstration. La démonstration est proche de celle du lemme On peut supposer f
positive. S’il existe tg > 0 tel que

1 W,k
- < )
,U/HW(Bl) X C(d, ff)qlfo |Sd—1’ (26)
alors on peut en déduire que pour tout y € R?
1 W,
B (y) < C(d, K)g;, " (y)- (2.7)
K

En effet, si ||y|| > 1, 'inégalité ([Z7) est évidente puisque X5, (y) = 0 et que le membre de
droite est positif. Dans le cas ou ||ly|| < 1, il suffit d’utiliser I'inégalité ([2Z8) et le fait que
G| S W)

Par conséquent, pour tout r > 0, on peut écrire

1 B 1 ¥\ _ Cldk) we(y\ _ Wik
M,ZV(BT)XBT (y) - 7“d+2'7RME/(Bl)XBl (;) < rd+2’YR Qto (;) — C(d7 :‘f)qr2t0(y).

Soit z € R?. Par positivité de la translation de Dunkl sur ’ensemble des fonctions qui sont
bornées, radiales, positives et éléments de L!(u/V), on a

1
i (By)

En multipliant par f(y) puis en intégrant sur R? on aboutit &

7 (X, ) (=) < C(d, 1) " () (—)-

1
pl (Br)

dont on déduit que

T 6, )0 At () < ) B )

MY f(z) < C(d, k) sup Hy"" f(z). (2.8)
t>0

Or, {HXV "}>0 est un semi-groupe symétrique de diffusion (d’apres le théoréme [[3) :
on sait donc d’aprés un résultat di & Stein (voir [b0, chapitre 4]) qu’il vérifie pour tout
l<p<+o0

p
lsup #2 < € (527 ) 1l

avec C' une constante numérique. On aboutit au résultat en utilisant cette inégalité dans
I'inégalité ponctuelle (ZF)). O
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Venons-en maintenant a la preuve du théoreme ELT10

Démonstration. D’apres le lemme précédent, il nous suffit de trouver ty > 0 tel que
1

L C\d+ 29 g
1V (By) TRt |

gd—1

c’est-a-~dire tel que

—— < Cc,; \/d—|—2773(—) e %o,

py (Br) 2t
D’une part, les deux premieres égalités du lemme permettent d’affirmer que
1 w d -1 d
(s st )

et d’autre part, la formule de Stirling donne I’estimation

2%I‘<ﬁ): O (nnTilefg).

2 n—+00

On obtient finalement le résultat souhaité en choisissant ¢y = m.

2.2 Analyse associée au groupe Z¢4

Nous présentons de maniere détaillée le cadre dans lequel nous allons énoncer et dé-
montrer les inégalités de Fefferman-Stein, a savoir le cas ol le groupe de réflexions est
Zg. Les résultats de 'analyse de Dunkl sont en grande majorité démontrés dans ce cas
particulier car c’est le seul ou la connaissance explicite du noyau (produit des noyaux
unidimensionnels) permet d’établir une formule produit pour celui-ci. De plus, on peut

d
déduire de cette formule produit le caractere LP (,u%Q)—borné de l'opérateur de translation.
C’est ce que nous allons maintenant présenter.
2.2.1 Formule produit et opérateur de translation

Rappelons pour commencer que se placer dans le cas Zg signifie que 'on considere
le systeme positif de racines Ry = {e; : 1 < j < d} (le systeme de racines est R =

{£e; : 1 < j < d}). La fonction de multiplicité x prend d valeurs notées 1, ..., kg plutot
que x(e1),...,k(eq). On supposera dans tout le chapitre que ces valeurs sont strictement
positives. Le noyau de Dunkl est donné pour tout = = (x1,...,24) € C? et tout y =
(y1,---,ya) € C? par
d
74 7.
Ex?(z,y) = H Enf(xﬁ yj)?
j=1

oil le noyau unidimensionnel EZ2 est donné pour z et y dans C par

E(x,y) = j_1(izy) + s (iy).

Ty .
2+ 1Rt

Enfin, la mesure considérée est
a d d
Ay (@) = ([T Iyl ) do = @) iz (z).
j=1 j=1

Introduisons maintenant plusieurs notations qui vont s’avérer utiles dans la suite de la
discussion.
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Notations 2.12. 1. Pour z,y,z € R, on pose

oz 0 siz=0o0uy=0,

et on note alors

1
o(x,y,2) = 5(1 — Py, T Pzay t pz,y,r)'

2. Pour z,y,z > 0, on pose

}) A(x,y,2)* 2

0262 gp—1
Kﬁ(xayaz) =2"""% <"£7 2 (xyz)Zn—l X[\x—y\,x‘ﬂl](z)’

ou A(x,y, z) désigne laire du triangle de cotés x,y, z, c’est-a-dire

1
3. Pour z,y, z réels non nuls, on note enfin

Ki(z,y,2) = Kq(|2l, lyl, |2]) o(2,y, 2).

Signalons les symétries évidentes du noyau Xy
ICR(:C’ Y, Z) = ,Cli(ya z, Z) = ICR(_:U’ 2 y) = ICR(_Za Y, _x)

En ayant a l’esprit ces notations, nous pouvons désormais énoncer une formule produit
pour le noyau de Dunkl unidimensionnel. Ce résultat fondamental est dii & Rosler ([39])
et a été prouvé dans le cadre des hypergroupes signés de type Bessel sur R.

Théoréeme 2.13. Soit x,y € R.
1. Pour tout z € R on a

EL2(jz, 2)EL2 (iy, 2 /EZ2 (iz,2") duZQ’ (),

\ Lo,k ,
ot la mesure vy, est donnée par

Kulz,y, 2" )du22(2")  siz,y #0
dv22(2') = § do,(2) siy=0
doy (2) stz =0.
2. La mesure v2%" satisfait

Ja| + |yl] pour .y £ 0.

(a) supp %" = [~Ial = Iyl ~le] = Iyl | U |2l -
<

(b) V23" (R) =1 et |v23"| = [o |dvsy"| < 4, pour z,y € R.

Remarque 2.14. Il est important de noter que les mesures szfy"i ne sont pas positives. En
effet, pour z et y non nuls et tels que z # y, alors o(z,y,y — ) = —1. Par conséquent, on
peut trouver un voisinage de y — = dans supp vz~ pour lequel la fonction z — Ky(z,y, 2)
est strictement négative.
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L’argument principal intervenant dans la preuve du théoreéme précédent est la formule
produit suivante pour les fonctions de Bessel normalisées (pour o > —% et z,y > 0)

Jo(@)jaly) = B! <a, %) /Wja<\/x2 +9y2 — Qxycose) sin’® 6 dé.
0

Du fait que le noyau de Dunkl associé a Zg est le produit des noyaux unidimensionnels,
on déduit trivialement du théoreme le résultat suivant.

Théoréme 2.15. Soit z,y,z € R On a alors

d d
fop (iz, Z)E%Q (1y,z) = E (iz, 2’ ®d Zﬁ’;}’ (2.9)

Comme conséquence importante de cette formule produit, on a une représentation
intégrale de 'opérateur de translation généralisé sur ’espace de Schwartz qui va permettre

d
d’étendre a tous les LP (,u%Q) la translation de Dunkl en un opérateur borné (cela illustre
d’ailleurs le fait que formule produit et caractere borné de 'opérateur de translation sont
intimement liés).

Proposition 2.16. Soit x € R?. Pour tout f € S(R?) on a la représentation intégrale
suvante

z4, ,
722" (f)() ®d vatwi(z), yeR™ (2.10)

Démonstration. En appliquant la formule d’inversion du théoreme [L2T] (ce qui est licite
puisque f € S(R?)), on peut écrire

TN y) = 2 | BE(im, 2)BE Gy, 2) FE (F)(2) Al (2).

R4

En utilisant la formule produit [Z3) et apres interversion, on aboutit a

2w = [ (2| B (in ) FE (1)(2) A > 22y (2
N = [ (& [ B e o ®

On obtient le résultat escompté en utilisant de nouveau la formule d’inversion. O

Remarque 2.17. Dans le cas ou d = 1, signalons que la formule ([ZI0) coincide & chan-
gement de variable pres avec la formule ().

La proposition implique naturellement le théoreme suivant.

Théoréme 2.18. Soit z € R? et soit p vérifiant 1 < p < +o0. La translation de Dunkl

28 ., . 7g . P
T2 s'étend a LP(ux?) en un opérateur borné qui vérifie
Z b
172" Fllzg e < 4%01F Iz e

d
Démonstration. Soit € R? et soit f € LP (MZQ). Nous allons montrer que

y - f ®dufj’y“j ) e LP(u2),
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Les cas p = 1 et p = +o00 étant évidents, on suppose 1 < p < +o00. Soit alors g tel que
% + é = 1. En écrivant

d

1
f@] x]ayjazj ‘_ ‘f ‘H“CKJ x]ayjazj)‘p
J=1 J

Rl

E&

"CHJ (%,yga Zj)‘

||’:]&

1

on obtient apres utilisation de I'inégalité de Holder
Z

® dV:vJQ,’y’?

(/R P T s o) 2 @) (], H Ky a5, 73) i >)

7=1

N

D’apres le théoreme (point 2.(b)), on en déduit que

ZQ,I{J' P
i f $j7yj (Zj) <

j= 1

d
dp 7.4
47 [ 1P TL K (002 a0 )

j=1

En intégrant et apres interversion licite, on aboutit a

Zd
deeQ (y)

Zg,n]
/ ® dyxj Y ZJ

d
dp VA z4
<a¥ [ 18P ([ T o0 4 ) o).
j=1

En utilisant les propriétés de symétrie de chaque Ky, et en utilisant a nouveau le théoreme
(point 2.(b)), on obtient

Zg,/-e]
/ ® dl/xwyj ;)

et le théoreme est prouvé. ]

z4 z4
") < 4% [ reraie)

Remarque 2.19. Tout comme pour la dimension un, Amri, Anker et Sifi donnent dans
[3] une meilleure estimation de la borne, a savoir

1)2 2d|1-1
[ mZQ’“szg,ﬁ,p < <\/§ F(V?g +2) = ) | 1114 .-
T(vza +3)T (vza + 1)

On peut montrer classiquement a partir du théoreme les inégalités de Young
suivantes pour la convolution de Dunkl (voir [63] pour la preuve standard).

Corollaire 2.20. Soit p,q,r € [1,+00] vérifiant
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d d
Alors Uapplication (f,g) — f ¥ g définie initialement sur LQ(MZQ) X L2(MZQ) s’étend en
75,k

d d d
une application continue de LP(MEQ) X Lq(,u%Q) dans Lr(,u%Q) et on a

Zd
IF o llzg e < ex* 40 lzg o p9llzg
2,1

Nous avons donc dans le cas ot le groupe de réflexions est Z4 des outils puissants pour

faire de ’analyse.

Nous allons montrer dans la sous-section suivante une estimation fine de la translatée de
Dunkl de la fonction caractéristique d’une boule euclidienne de rayon r centrée en 1’origine.
Cette estimation va étre un argument important dans la démonstration des inégalités de
Fefferman-Stein.

2.2.2 Estimation de la translatée de Dunkl de

Avant d’énoncer le résultat fondamental de cette sous-section, nous avons besoin d’in-
troduire la notation suivante.

Notation 2.21. Pour x € R et r > 0, on désignera par I(z,r) Uintervalle suivant
I(z,r) =] max{0; |z| — r},|z| + r[.
Ayant fixé cette notation, nous pouvons maintenant présenter I’estimation fine suivante.

Théoréme 2.22. Pour tout x € R%, tout y € R? et tout r > 0 on a

d Zo
Tng,n . < C tunj (] - TD
0l < Tz

ou C = C(d, k) est une constante indépendante de x,y,r.

Pour prouver ce théoréme, nous allons avoir besoin du résultat unidimensionnel suivant.

Théoréeme 2.23. Pour tout x € R, tout y € R et tout r > 0 on a

722 (X)) (W)] <

ot C' = C(k) est une constante indépendante de z,y,r.

Ce théoreme, du a Abdelkefi et Sifi ([I]), a été démontré en s’appuyant sur des résul-
tats analogues dans le cadre des hypergroupes unidimensionnels de Chébli-Trimeche (voir
larticle de Bloom et Xu [§]). Pour plus de clarté, nous en donnons ici une preuve dégagée
de tout contexte d’hypergroupe. Nous allons avoir besoin de deux lemmes. Le premier est
une estimation du noyau de Dunkl en dimension un.

Lemme 2.24. Soit x € R\ {0} ety € R\ {0}. On a l’estimation suivante
C

‘EZQ(Zxay)’ < Tkl KD
" ||~ [y[*

ot C = C(k) est indépendante de x et y.
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Démonstration. Rappelons la formule explicite du noyau

1 (zy),

T s ) Yy
B (i y) = J,.%%(ﬂ?y) + ot 17+

égalité que 'on peut écrire sous la forme

1 1
N @y)2d_1(@y) gy ) 3\ (@y)2J 1 (2y)
EZQ - — 2/{711:1( _> 2 2R+*F< _) 2
K (Zxay) 2k + 5 (,Iy)“ + o 1 21K+ —(,Iy)"ﬁq

Or, on sait que pour tout @ > —1 (voir [55, page 167])

1
sup (aﬁ |Ja(:c)|> < +00.
x>0

En appliquant cet argument, on obtient le résultat. O

Le second lemme donne la transformée de Dunkl de la fonction caractéristique d’une
boule euclidienne de rayon r centrée en 'origine. Nous donnons pour ce résultat connu
(voir par exemple [56]) une nouvelle preuve. Signalons que nous énongons le résultat en
dimension d et pour un groupe de réflexions quelconque.

Lemme 2.25. Soit r > 0. Alors, pour tout x € R%, on a

d+2’*{72

f,ZVX 7 r|x||).
a0 = S g e )

Démonstration. Par définition de la transformée de Dunkl, on a

F (X, ) (@) =& / EY (=i, y)x s, (v) Ay (y).
]Rd

En revenant a 'opérateur d’entrelacement, on écrit alors

Y o) = [ dZn,vW i, )™ ()X, () Al (9),

ce qui donne apres interversion licite

+oow

A )0 =35 [V 0 I @ @
Or, on dispose de la formule suivante (voir |23 page 196])

LV i) @, () i 0

(g hw, §4-1 +oo -
_ g+ m)alw, ST0) / <—m,y>"( [ a1l 1x[0,r[<u>du) day.
T (yr)|S4-1  Jre lyl

Par conséquent, 1’égalité (1) peut s’écrire apres interversion comme suit

AT 44 ~vr)a(hy, 891 . T B
A () (@) = =L m)al R T
m2l(yr)]S4 ! llyll<r Iyl
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Apres intégration on obtient
V' T(§ +r)alhw, S 1)
d
2m2yRT (vR)[S41|

On utilise la deuxieme égalité du lemme afin de simplifier la constante et on utilise un
changement de variable pour aboutir a

FV () (@) = /|| Tyl
YIXxr

7,.dJrQ’yR

; 2%+“’RF(773 + 1)7T%|Sd*1| /Hy||<1

Fi (X, )(2) eI (L — ly|*) T dy.

En utilisant maintenant la formule donnant la transformée de Fourier de la fonction ¢ —
(1-— ]t!Q)WX[O’l](]t]) (voir par exemple [62, page 171]) on en déduit que

TdJrQ’YR d
2

FY (xs,)(@) (25 FRD (yr+1) 7 (rlle]) "5 R T (),

= 2%+7RF(’7'R 4+ 1)71'%|Sd_1|

c’est-a-dire
rd+2yr

2§+VRP(%‘ +r +1

Le lemme est démontré. O

FY (x5, () = T

Nous sommes désormais en mesure de donner la preuve de I'inégalité du théoreme EL23

Démonstration. Commencons par prouver qu’il existe une constante C' ne dépendant que
de k telle que pour tout = réel non nul, tout y réel et tout r réel strictement positif

7.211

722 () )] < szn- (2.12)

Supposons dans un premier temps que 0 < |z| < 2r. Alors, en utilisant le fait que la
translation de Dunkl 722" est L™ (uZ2)-bornée, on a pour tout y € R

722 (o )] < T2 00, 200 < 4,

et I'inégalité ([ZI2) s’en déduit aisément.

Supposons maintenant que |x| > 2r. La représentation intégrale

rlan(y )(y) = /R X (2) V2 (2)

et la condition de support 2.(a) du théoréme impliquent que l'on peut se limiter au
cas ou ||x| - |y|‘ < r car, sinon, U'inégalité ([ZI2) est évidente puisque TxZQ’“(X]fT D) =0.

Soit ¢ > 0 et soit th > ]a gaussienne généralisée. Comme on a
Lo,k 1/,7Z
X],nr[ * Gy *tel (M/@2)a
L2,k

le caractere L'(uZ?)-borné de la translation de Dunkl implique que

Z
e (X Zjﬁqtm) e L' (u2?).
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De plus, I'inégalité de Holder et le théoreme de Plancherel donnent

HfHZ2(X]—T,T[)fHZ2( Z27 HZgﬁil = HX =7 227

inégalité de laquelle on déduit d’une part que

FE 0 ) = FE 0 ) P ) € L),

Za,k, 2”‘1 HZQ,H,W

D’autre part, puisque 1'on a par définition

Za, . Z2,
FE(r2 (g )0 = B2 (i, P2 (a0,

alors F22 (13 Za:n (X]—m[ 25 thQ’F”)) € L'(u%2). On peut donc affirmer que
2,

7
Z2, (X] 7| ;k th7 ) ‘52{/@22(1&)7

et la formule d’inversion permet alors d’écrire

7z )
T g )W) = /RE%(W B2 iy, 2)F,2 () (e din? (2),
Notons
G g 0 ) = 2 (B 0) + B yr), (213
avec

Ii(z,y,7,t) = /| | B iz, 2) B (i, ) F2 (L, )(2)e " dp? (2)

Ir(x,y,r,t) :/II EZ (i, 2) B2 iy, 2) Fi2 (x,_,, ) (2)e ™ dpi (2),
>

Commencons par étudier I (z,y,r,t). On a par définition de la transformée de Dunkl
T
F(x_,,)(2) =2 | EZ(=iz, ) dug?(6),
-

et puisque le noyau de Dunkl est borné par 1 on en déduit facilement que
7 2k+1
‘ff€2 (X]—T,T[)(z)‘ < CT t .

En utilisant & la fois I'inégalité précédente et I'inégalité du lemme B224] on obtient

T2/@+1

Li(z,y,r,t)| <C —_ du”2(2).
| 1('r y r )| ~ |Z|<l |$|R|y|H|Z|2R lu’li (Z)

1
dpZ2(z) :/ dz,
/z<% |2 2]

7.211

< ly[~

Puisque

on aboutit alors a
|1 (z,y,r,t)] <C

En remarquant I'implication

x| = 2r
=| > — 2yl > fal,
|z = [y]| < r

on en déduit finalement 'estimation suivante

T,Zn

‘Il(.%',y77'7t)’ < C|$|2H.

(2.14)
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Etudions & présent I (x,y,r,t). En utilisant le résultat du lemme 2225, on a
K

FE 0, 02) = Cr g (r1l) = 15 (1) 0y 012D).

égalité de laquelle on déduit que

Cr®
ek

[ () ()] <

1
ot 'on a utilisé le fait que sup, > (aﬁ |Jo(2) ]) < 400 tout comme dans la preuve du lemme
Par conséquent, on peut écrire
T.:‘Q

I < C du?(z).
’ 2(z,y, 7, )‘ X 2o 1 |Z|m+1|x|m|y|n|z|2fﬁ i (z)

Apres intégration et en considérant a nouveau le fait que 2|y| > |x|, on aboutit a

7,.2/{
| I(z,y,7m,t)| < Cm%. (2.15)
En utilisant a la fois (ZI4) et [ZIH) dans I'égalité ([ZI3]), on obtient
B ) < O (2.16)
v I=rrl 750k ]m\z’i

Pour montrer (ZIZ), nous allons bien str faire tendre ¢ vers 0 dans l'inégalité (EZT6l).
Observons que par utilisation du théoreme de Plancherel on a 1’égalité suivante

Zo, 2 7, 2 €2\ 2 7.
HX]—T,T[ Zj,ﬁ Qt 2 — X]—’r,r[ Lo ,k,2 = /R|f:‘€2(X]r,r[)(£)‘ (1 —€ " ) dlu’RQ (5)
On a donc
* L2,k —
X]—r,r[ Zo qt X]—T,T[

dans L?(u%2) lorsque t — 0. Puisque TE2 ogt L?(p%)-borné on a aussi

ZQ7 7—227"{(
x

Z b
" ¥ O ") — Xy— ()

dans L?(u%2) lorsque t — 0. En passant & une sous-suite si nécessaire, on peut de ce fait

supposer que la convergence se fait presque partout. En passant a la limite lorsque ¢ tend
vers 0 dans (ZI6]), on aboutit &

T,ZH

Z
722" 0 W] < CW’
et la démonstration de I'inégalité (ZI2]) est terminée.

Venons-en maintenant a la preuve elle-méme du théoreme.
On peut supposer que x # 0 car, dans le cas contraire, I'inégalité a démontrer est évidente
puisque pour tout y réel

0 )W) = X ).
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Considérons pour commencer le cas ou |z| < 7. On a alors

||+ 2r
M%Q(I(.%’,T)) :/ duz2(z) < / dM%Q(Z) < CT,2K)+17
0 0

c’est-a-dire
2 (I(x,r)) < Cpu () = r, 7).

Le résultat découle alors du fait que
722 (X )W S T2 (0, ) 22 00 < 4

Considérons maintenant le cas ou |x| > r. On a dans cette situation

2K
pr2(I(w,r)) :/ dpZ2(z) < 2r(|z] +7r)* < C’r2"””+1<‘x’ >,

T.ZH

soit

T 2K
pa(t(e) < ue - o) (20,

On obtient alors le résultat escompté en utilisant I'inégalité [I2). Le théoréme est entie-
rement démontré. O

Nous allons pouvoir donner la preuve de I'estimation fondamentale du théoreme .22
Au préalable, on introduit une notation.

Notation 2.26. Pour z et y réels, on désignera par V%,Qy’ﬁ’Jr la mesure donnée pour tout

z € R par

%KR(|x|,|y|,|z|)(1 — Pay,z) duk?(z) siz,y#0
dv22m T (2) = § dog(2) siy=0
déy(2) si x = 0.

Signalons que cette mesure est positive. En effet, c’est une simple conséquence de
I’'observation suivante

21 € [[le] = lyll. l2] + ] = pr.el < 1
Voici donc la preuve du théoreme

Démonstration. Ecrivons pour tout z € R%, tout y € R% et tout r > 0

z4, Z2,
72 (X ) (y) = /R X, (2 ®dvzf,y?

puis en utilisant le théoréme de Fubini (justifié par le point 2.(b) du théoréeme T3]

74,k K Lo,k
722" (s, ) () = /[R ( /[R X, (2) A2 (21 ) ®d vy (% (2.17)
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Si x1 est nul ou si y; est nul, on a alors bien évidemment
Zd7’</ 7 ZQvﬁ
0w = [ ([ adge) ®d

Si x1 et y; sont non nuls, I'égalité I1) s’écrit

T (0 )

7
_ / ( / Yoo () Er (21, 1], 122 D @1, 9, 21) dpe )®d 2). (218)
Rd-1 \JR

Or les fonctions

217 Py €6 217 P2y 0

sont impaires. Mais puisque la fonction 21 +— x, (2) est paire, I'égalité (LIS s’écrit
72,k
7 (X5, ) (W)

1 Zo,
= [ ([ o @Rl nl 400 = ) i) ) ®d

c’est-a-dire

Zd,K/ K Z 7/45
)0 = [ (e @aze )®d

En utilisant de maniére répétée le théoreme de Fubini (justifié a chaque fois par le point
2.(b) du théoreme ZI3)) et 'argument décrit ci-dessus, on aboutit &

74, Za, ,+
72" (X, ) () = /R X, (2 ®d Vi (

Puisque la mesure est positive, on peut désormais affirmer que

74, Z, ,+
T )W < [ X, ®d

ou I'on désigne par ), le cube suivant @, = {x e R?: lzj| <7, 1<j< d}. Les variables
étant séparées, on en déduit que

d
d7 Z K 7+
‘Tx2 XBT H / —r 7‘[ dV$J27ij] (Z])

Or, pour tout 1 < j < d, on a par parité de z; — X]frr[(zj)

Z? it Z ,Kj
/I\%X] T'r (Z]) dl/xi;]f] (Z]) - /l\gx]r,r[(zj) dy‘r]?’;]? (Zj)’
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c’est-a-dire
Z Kt Z yhg
o) W ) = ) )

Finalement, on a donc

d
Zd7 Z7 j
72 e )| < [ 7™ O ) (W) (2.19)
j=1

On obtient le résultat escompté en utilisant le théoreme dans l'inégalité (ZI9). O

Nous avons présenté dans les sections précédentes I'opérateur maximal de Dunkl et le

cadre de travail. Nous pouvons a présent en venir au résultat fondamental de ce chapitre,
d

N . . ez . Z
a savoir les inégalités de Fefferman-Stein pour M2.

2.3 Inégalités de Fefferman-Stein pour ME 2

2.3.1 FEnoncé et discussion du résultat

Commencons par énoncer les inégalités que nous souhaitons prouver. On dira indif-
féremment inégalités de Fefferman-Stein ou théoreme maximal vectoriel pour désigner le
résultat suivant, qui constitue une extension du théoreme maximal de Thangavelu et Xu

(théoreme EZ2)) dans le cas Z4.

Théoreme 2.27. Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables définies sur R,

1 d
1. Soit 1 <1 < +o0. Si (X025 [fn()[7)" € Ll(,uEQ), alors pour tout A >0 on a

i ({x eR’: Ci? \M?gfn(x)\”)% > A}) < %‘ (:i ’fn(')’r)%

ou C =C(d,k,r) est indépendante de (fn)n>1 et de .

)
Zg,n,l

1 d
2. Soit 1 <r < +oo et soit 1 <p<+oo. Si( oo |fa()7)7 € Lp(,u%Q), alors on a

| nesor) (S 150r)’
n=1 n=1

ou C = C(d,k,p,r) est indépendante de (fn)n>1-

)
d
ZQvﬁvp

<c

74 k.,p

Dans le cas ou 'on remplace M,.% 2 par 'opérateur de Hardy-Littlewood et LP (u%g) par
les espaces LP classiques, on retrouve les inégalités prouvées par Fefferman et Stein au
début des années soixante-dix ([24]), ces inégalités constituant une extension du théoreme
de Hardy-Littlewood au cas des fonctions a valeurs £". Leur preuve repose essentiellement
sur trois puissants arguments d’analyse réelle, a savoir un théoreme maximal et une in-
égalité a poids pour 'opérateur maximal et une décomposition de Calderén-Zygmund.
Comme nous 'avons dit dans le préambule au chapitre 2, un théoréeme analogue pour
MY semble, du fait du manque d’informations sur la translation de Dunkl, hors de portée
a I’heure actuelle. Méme dans le cas ou le groupe de réflexions est Zg, cet opérateur de

. . 74 , . , 73
translation, bien que LP(u,.?)-borné, ne permet pas la mise en ceuvre pour 'opérateur M,
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des trois ingrédients cités plus haut. Notre stratégie pour parvenir a démontrer le théo-
reme consiste donc a construire un opérateur de type Hardy-Littlewood qui controle

7¢ - . .
ponctuellement M2 et pour lequel on pourra utiliser les techniques classiques d’analyse
réelle. Pour construire un tel opérateur, il va falloir nous débarrasser finement de la transla-
tion de Dunkl. Dans cette optique, I'estimation du théoreme 222 va jouer un réle essentiel.

Avant de donner la preuve du théoreme maximal vectoriel, discutons du cas ou
r = 400 et du cas ou p = +oc.

Le cas r = +o0 Le théoreme E27 reste vrai dans le cas ou 7 = 400, et il est méme
vrai pour un groupe de réflexions quelconque. En effet, ce cas est une simple conséquence
du théoréme maximal pour MY (théoreme E2) puisque

supM,Zan < M,L/V(sup\fn\).
n>1 n>1

Le cas p = +o0 Le théoreme EEZ7 est faux dans le cas o p = +o00. Donnons un

contre-exemple dans le cas de la dimension un. Soit (fy,)n>1 la suite de fonctions o, pour
tout n > 1, fn:X[ On a

on—1 on|*

+00 1
<Z |X[2n7172n[|r> = X[1,+oo[ 6 LOO
n=1

alors que I'on va montrer que
00 1
7, T
(D IMEX s o) ¢ 2. (2.20)
n=1

Pour tout = € R on a, par définition de M?Z22, I'inégalité suivante

1 2
M2X 0y (@) 2 / T2 (X, oo o on) (=) A2 ().
F Xt ) 2 L T o a4 2] Jond ™ N (W) )
Or, on affirme que pour y € [2"71, 27|
Z
T:B27H(X]—\x\—2",\x\+2”[)(_y) =L (2.21)

En effet, on peut écrire

1
2-2 7
2 HE%(K;;§>T$27"£(X]_‘x‘_2n"x‘+2n[)(_y)

A(lzl, [yl [2))* z
= /]RX]12n71+2n[(Z)X]zy,z+y[(|z|) (lzyz]) 21 o(z, —y,z) du?(2),

et, puisque |z| + |y| < |z| + 2", on en déduit que

1
2-2 7
2 HE%(K;;§>T$27"£(X]_‘x‘_2n"x‘+2n[)(_y)

A(lz], lyl, [2))*2 z
:/RXJzy,Hy[(‘zD (|lryz])2e1 oz, =y, z) d? (),
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c’est-a-dire
Za, _ Lo,
T (X2 a2 o) () = 727 (R).
On obtient ([ZZI]) en utilisant le point 2.(b) du théoreme Par conséquent on a l'in-
égalité

1 2
MZ2 T) > / du?2(y),
K X[anlygn[( ) M%2(] . ‘x’ . 277/’ ‘x’ + 2”[) on—1 ILLH (y)

soit apres calcul
on(26+1) _ 9(n—1)(2k+1)

2(|$| + 271)2H+1

Pour x vérifiant |z| < 2™ on aboutit a l'inégalité

Z
Mli 2X[2n7172n[ (1’) 2

7 on(26+1) _ 9(n—1)(2k+1)
2
M X150 2 —mmEmmn

et apres simplification
7 1— 2—(2/@—}—1)
2
Mli X[Qn—l’gn[(l‘) > 22H+2 °

On peut donc écrire pour tout z € R

1 — 9—(2k+1)

+oo

7, T
: : |MI'€2X[27L—1’27L[('CL‘)|T 2 E ( 22H+2 ) = +OO,
n=1 {n:27>[al}

ce qui acheve la preuve de [Z20) et fournit bien un contre-exemple au théoreme dans
le cas ot p = 4o00. Signalons tout de méme que nous donnerons dans le chapitre 3 un
résultat d’intégrabilité locale dans le cas ol p = 400.

2.3.2 Preuve du théoréme maximal vectoriel

Nous allons prouver dans cette sous-section le théoreme Comme nous 'avons déja
annoncé, notre but consiste a controler ponctuellement ’opérateur maximal de Dunkl as-
socié a Zg par un opérateur de type Hardy-Littlewood qui va vérifier un théoréme maximal
vectoriel que 'on pourra démontrer classiquement. Pour construire un tel opérateur, et
puisque c’est la translation de Dunkl qui pose probleme, nous cherchons a nous en débar-
rasser. Le théoreme va jouer un role essentiel et justifie la définition qui va suivre. On
introduit au préalable des notations.

Notation 2.28. Pour 2 = (x1,...,24) € R? on notera & le vecteur des valeurs absolues
des coordonnées de z, cest-d-dire & = (|z1], ..., |zq|).
Pour z = (z1,...,24) € R% et r > 0, on notera R(z,d) le pavé suivant

R(z,r) =1(x1,7) X -+ x I(xg,71),
ou l'on rappelle que pour tout 1 < j <d
I(zj,r) =] max{0; ;| — r}, [a;] + r[.
Définition 2.29. Soit Mgg’R lopérateur maximal a poids défini par

y 1 ;
M2 f () = sup ————— / £ ()] dpin* ().
>0 i (R(w, 7)) AyeR@n)}
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Signalons que cet opérateur est invariant sous l’action du groupe de réflexions Z4,

c’est-a~dire que l'on a, pour tout ¢ = (1,...,64) € Zg
74 R 74.R 74.R
M2 (foe)(x) = Me? f(x) = Mg f(ex), (2.22)
ou l'on note f o ¢ la fonction z — f(ex), avec
ex = (€121, ... ,E4%q)-

Cette propriété évidente va s’avérer tres utile dans la suite. Nous allons maintenant montrer

d
que cet opérateur controle ponctuellement M,.gZ 2,

Proposition 2.30. Pour tout x € R? on a linégalité de controle suivante

ZQ,R

M f(x) <

ou C = C(d, k) est indépendante de f et de x.

f(z), (2.23)

Démonstration. Soit z € R? et soit 7 > 0. Dans la preuve du théoreme 229, on a montré
I'inégalité ([ZI9), & savoir pour tout y € R?

78 Za,
|7—12 H'Txf HJ X] rrl (y])

Or, le point 2.(a) du théoreme nous permet d’affirmer que

ZQ7 Kj

3l ¢ (asm) = 7™ () (0) = 0.

Par conséquent, on a
74, .
72" (X, )(y) = 0 si § ¢ R(z,r).

Cette condition de support et le résultat du théoreme impliquent que

_TT Zd

Zg,ﬁ IU'HJ 2
[ s ol <o [ o] e )

ji= IM“J

Puisque 'on a bien évidemment

Hu | =) = u HM (7)) = 1 (R(z,1),

on obtient

VA 4
f() (XBT)(—y)du@(y)' <7ch” (@) / ) @) dpn’ (). (2.24)
fi? (R(z, 7)) {y:5€R(@)}

d d
Remarquons que 'on a ,u% Q) = CMZQ(BT) avec

24(d + 27z4)

C=— —
Hj:1(2/<;j + 1)a(hzg, Sd-1)
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En effet, on a d’une part

d d
Zd _ 7 o d 1 d+2PYZd
um2<czr>-jr_[1ﬂﬁ;<]—r,r[>—2 jl]l(%+1)r f

et d’autre part, un passage en coordonnées polaires nous donne

a(hzg7 S 427,
—_ _r 5.

73 " d42y,0—1 2
it = [ [ ng aute) = =

On peut donc déduire de [Z24)) que

1 785 74 C 7
| L 0 o e ain)| < o— [ ),
i (By) /R pi? (R(z, 7)) /{v:geR(z,r)}

et le résultat attendu découle trivialement de cette inégalité. O

Grace a ce résultat, il nous suffit d’établir le théoréme suivant afin de démontrer le
théoreme 27

Théoreme 2.31. Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables définies sur R,

1 d
1. Soit 1 <r < +o0. i ( = [fn (7)€ Ll(,u%Q), alors pour tout A >0 on a

“Zg<{m eR*: (;i \Mfg’an(x)\r>% > A}) < %H (;i \fn(-)V")%

ou C =C(d,k,r) est indépendante de (fn)n>1 et de .

b
Zg,li,l

1 d
2. Soit 1 <71 < +00 et soit 1 < p < +oo. Si (X4 |fa()]")" € Lp(,u%Q), alors on a

(S nesor) (S 150r)’
n=1 n=1

ou C =C(d,k,p,r) est indépendante de (fp)n>1-

<C
VANN

)
d
ZQvﬁvp

Pour prouver ce théoreme, nous allons suivre la stratégie introduite par Fefferman
et Stein dans un cadre classique ([24]). A cet effet, nous allons notamment prouver que

. 7¢,R s P . ST .
lopérateur M, ?" " satisfait un théoreme maximal et une inégalité a poids. Commengons

donc par établir le théoreme maximal. Dans cette optique, et puisque M,.gZ 8.1 se préte aux
techniques de recouvrement, nous allons avoir besoin d’'un lemme de type Vitali que nous
énongons immédiatement (une version de ce lemme dans le cas unidimensionnel peut étre
trouvée dans [§] ou [1I).

Lemme 2.32. Soit X un sous-ensemble mesurable (pour la mesure ,u%g) de RY x - x RY
(d fois). Supposons qu’il existe une famille {R;}jes (avec pour tout j € J, R; = R(27,r;)
) vérifiant

sup(diamR;) < 400

jeJ
et telle que

X C U Rj.
jedg
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Alors, il existe une sous-famille disjointe (qui peut étre finie) Ry, ..., Ry, ..., telle que
Zg Z3
pr? (X) < CZMH (),
n

ou C = C(d, k) est indépendante de la famille {R;}.

Démonstration. En procédant de maniere standard (voir par exemple 49, page 9]), il est
facile de construire des ensembles disjoints R(z!,r1) = Ry,..., R(z", 1) = Ry, ..., qui
sont tels que

X C UR(z”,Srn).
n
1 . VA . "y
Le lemme s’en déduit alors si 'on montre que la mesure uy? est, de maniere générale,

doublante pour les ensembles R(x, 1), c’est-a-dire qu’il existe une constante C' < +oo telle

que
d

12 (R(xz,2r)) < CpZ (R(x, 7).

En fait, comme on a d’une part
74 d
dp® (x) = Q) dpi? (),
j=1

et d’autre part
R(,I,’I“) = I(wlyr) Xoeee X I('Id,r)a

il nous suffit méme de montrer que la mesure unidimensionnelle 122 est doublante pour
un intervalle du type I(z,r). Prouvons donc ce seul point.

Supposons dans un premier temps que |z| < r. Dans ce cas,

|z|+2r
12 (I, 2r)) = / 2 (2) < (2] + 2r)F .
0

Par conséquent
WE (1, 20)) < 255 (fo] £ 1),

d’out
i (I(w, 2r)) < Cp2(I(z, 7).
Supposons maintenant que r < |z| < 2r. On écrit

|x|+2r
W (I, 2r) = / 2 (z) < Or2+t,
0

et on écrit

D’ou
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Supposons pour finir que |z| > 2r. Dans ce cas, on a d’une part
|z|+2r
i w20) = [ ) < el + 2
|z|—2r
et d’autre part

W) = [ duEe) > 2] -

|| =7

Puisque |z| + 2r < 4(|z| —r), on en déduit que
2 (I(x,2r)) < Cpi2(I(z, 7).

On a donc bien prouvé le caractere doublant de M%Q pour les I(x,r), et on peut de ce fait
considérer que le lemme est entierement démontré. O

Gréace a ce lemme, nous allons pouvoir montrer classiquement (c’est-a-dire par une

méthode combinant un argument d’interpolation et un argument de recouvrement) un

P . 74 R
théoreme maximal pour M2,

Théoréme 2.33. Soit f une fonction mesurable définie sur R?.

d
1. Si f e Ll(,u%Q), alors pour tout A > 0 on a

i ({w e B 55 (@) > 2)) < Sy,

ou C = C(d,r) est une constante indépendante de f et de A.
d d d
2. i fe Lp(,uzﬂ, 1 < p < o0, alors M,?”Rf € Lp(MZQ) et on a

d
73,

R
HM/@ f”Zg,n,p < CHfHZg,Ii,p’
ou C' = C(d,k,p) est une constante indépendante de f.

Démonstration. Le cas p = +oo étant une évidence, il nous suffit, grace au théoreme
d’interpolation de Marcinkiewicz (voir par exemple [49, page 21]), de prouver la premiére
assertion du théoreme.

On introduit pour tout A > 0 ’ensemble suivant

d
xf = {o e Ry x o xRy M f(2) > A}
d
Soit xz € X;\r. Par définition de la fonction MEQ’Rf, il existe r; > 0 tel que

z4 z4
/ Sl ) > M (R ),
{ygER($7rﬁv)}
ce qui implique que
74 1
P (R m2)) < 3 W flggen

Puisque X;\L C Uyex+ R(w,7;), on déduit en utilisant le lemme 2332 existence d’une suite
A

(finie ou non) d’ensembles disjoints R(x!,r;,) = R1,..., R(x",1,,) = Ry, ..., telle que

74 74
e (X5) < C Y i (Ra),
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ou C = C(d, k) est une constante indépendante de la famille {R(z,7;)}. Or, chaque R,

vérifie 1
Zd

Hi” (Rn) <

d
3 F@)ldp ).
{y:0€Rn}

Par conséquent
74 C 73
e <SS [ twlad.
n {ygeRn}

En utilisant le caractere disjoint de la suite, on aboutit a

74 C zd C
e <5 [ P () < SISl (2.25)
{y:ﬂEUan}
Notons maintenant pour tout € = (e1,...,&4) € Zg

d
N Y L

ou pour tout 1 < j <d
R =RLsi g5=1, &Ry =RIsi g5 =-1.
Pour tout e € Z$ on a donc en utilisant (Z22))
z4 z4
e (X30) = e (e X)),
Finalement, on peut écrire

d d g g
it ({ € B M) > A ) < 30 (X)) < 2 (X)),
c€Zg

ce qui implique en utilisant (Z20)

it (Lo e M7 1) > A1) < S g

Le théoréme est ainsi démontré. O

Lo . z4 ye 2
Remarque 2.34. Notons au passage que ce théoreme maximal pour M,QQ’R et l'inéga-

d
lité de controle (223)) impliquent le théoréme maximal pour MZ2. Cela constitue donc
une preuve différente (dans le cas ou le groupe de réflexions est Zg) de celle donnée par
Thangavelu et Xu (théoreme 22)).

d
Démontrons maintenant une inégalité a poids pour M, % >R Dans la preuve des inégalités
de Fefferman-Stein, ce résultat va jouer le role d’'un argument de dualité.

Théoréme 2.35. Soit g une fonction mesurable définie sur R® que I’on suppose positive et

d
localement intégrable (au sens de MZQ). Pour tout r vérifiant 1 < r < 400, on a l'inégalité
a poids suivante

/ (MER 1) g) P () < © / P )T ME () duZ (),
Rd Rd

ou C = C(d,k,r) est indépendante de f et de g.
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Démonstration. Grace au théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz et au caractere L°°-

, VA . PR . SR T,
borné de MRQ’R, il nous suffit pour prouver le théoreme de démontrer que l'inégalité
suivante est vérifiée pour tout A > 0

74, 74,R C 74,R 74
i ({o e rto B @) > 0}) < 5 [ @B g o), @20)
R
ou ,u%”g = [y 9y d,un y) et ou C = C(d, k) est une constante indépendante de f, de
g et de \. En fait, en notant pour tout A > 0
d

Xf = {o e Ry x o xRy M f(2) > A,

il nous suffit méme de montrer que pour tout A > 0
74, C 74,R 74
i < 5 [ 1IN e an ), (2.27)

ou C = C(d, k) est une constante indépendante de f, de g et de A.
Supposons en effet que 'inégalité [ZZ1) est démontrée. On a alors

74, 74 R 74, 74 go
u? ({a e BT M @) > A) < 30w (ex) = 30 w5,
e€zg c€zg

Par conséquent, en utilisant I'inégalité (E:ZZI) on obtient

W49 ({o e RY M5 (0) > Z / M (g 0 ) ) dni ()

d d
En invoquant le fait que MEQ’R(gog) = M,iZ”Rg, on aboutit & (Z24]), inégalité dont découle
comme on ’a dit le théoréme. Il nous reste donc & prouver ([Z27).

Soit K un sous-ensemble compact de X;\r. Comme pour la preuve du théoréme 22331
on peut affirmer qu’il existe R(z',ry),..., R(z™,ry,),..., deux & deux disjoints, tels que
X/J\r C UpR(z™,5r,,) et tels que chaque R(z",r,) vérifie

MERE" ) < / F) A ). (2.28)

{y:g€R(a™,rn)}
On peut donc recouvrir K par un nombre fini de tels R(z"™,r,,), disons K C Uévle(xk, 5rk).
d
Soit alors 1 < k < N et soit y tel que § € R(z*,ry,). Par définition de MEQ’Rg, on peut
écrire
74 74 74,R
9(2) dps® (2) < p® (R(y, 6r1)) M g(y). (2:29)
{z:2€R(y,6r1)}
Or, on a d’une part
R(xka 5Tk) C R(y? 6Tk)’
et d’autre part
Zg zg k
ps? (R(y, 6ry)) < Cpn® (R(z”, 1)),
puisque R(y,6ry) C R(x*,7ry,). Par conséquent, on peut déduire de I'inégalité (ZZ9) que

74,R

zg zg k
9(2) du® (2) < Cp® (R(2", r1) ) Mi™" " g(y).
{z:2€R(x* 571)}
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En multipliant par |f(y)| et en intégrant sur {y : § € R(z*,r)}, on obtient

VA z4
/ f)la ) [ g() du(2)
{y:geR(z* r1)} {z:2€R(x* 5r1)}

VA 7¢.R VA
< Cuid (Rt | )M g(y) (),
{y:g€R(@® ri)}
ce qui permet d’affirmer apres utilisation de ([ZZ2J]) et apres simplification que
74 C 74.R 74
/ o) du () < 5 )M gy) i ().
{z:2€R(z* 5r1)}

{y:-g€R@ )}

Puisque

N
27g 279 Zg
w2 (R(x ,57% / z)duk?(2),
Z Z {z:z€R(z* 5r1)} ( ) ( )

=1

on aboutit a

N

Zd7 C Z 7 Zd

<5 [ F@IME () 4 ),
k=1 {y:g€R(x*,ry)}

En utilisant le caractere disjoint des R(xk, ), on peut affirmer que

7, C
,U%2 Q(K) < X/
{y: yEU " R(zF, )}

£ )M g(y) du (),

puis que
74, C 74.R 74
i) < 5 [ ) i),
ye

Cette derniere inégalité étant vraie pour tout compact K C X , on en déduit [Z27), et
le théoreme est démontré. U

On donne maintenant la décomposition de Calderén-Zygmund qui va nous servir par
la suite (voir [B1l, page 17]).

d
Théoreme 2.36. Soit g une fonction appartenant a LI(MZQ) et soit A un réel strictement
positif. Alors, il existe une suite (Qj)j>1 de cubes bornés dont les intérieurs sont deux d
deuz disjoints et telle que

Z,U% Q] HgHZ K, 10

j>1
g@l < Asizgo=Jas,
j=1
1 VA
—r— | sl w) < O pour chague @,
s (Q]) Qj

avec C = C(d, k) une constante indépendante de f, de X et de la suite (Q;)j>1

Nous venons donc de présenter les trois arguments essentiels qui vont servir dans la
preuve des inégalités de Fefferman-Stein. Avant d’en venir & la preuve elle-méme, on prouve
un dernier point technique afin de ne pas alourdir la démonstration du théoreme 311
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Lemme 2.37. Soit (Q;);>1 une famille de cubes bornés dont les intérieurs sont deux d
deuz disjoints, et soit
a=Je. o=,
j>1 j>1

ot @vj désigne le cube concentrique avec QQ; mais ayant pour diametre le double de celui
de(Qj.
Soit f une fonction mesurable définie sur R? et soit f la fonction donnée par
0 six ¢
T) = 74 . .
/(@) = o, Wl ) siwe;

Ng( Qj)
Alors, on a linégalité suivante

ZQ’R(fXQ)() CMZQ’R flx), z€° UEQ

c€zd
ou C = C(d, k) est une constante indépendante de f et de €.

Démonstration. Soit x € © Usezg 9. Pour tout r > 0 on a

1 Zg
[ e wldE)
i (R(x,r)) /Hy:9eR(@r)}
1
73 /
i (R(x,r)) HygeR(@r)}inQ

|f ()] dpi® ()

Alors, en posant

Jz{j}l:Qjﬂ U ER(x,r)sé(Z)},
e€zd
il s’ensuit que
1 Zg
——— ()W i)
i (R(x,r)) Hy:er(@,r)}

£ ()| A2 (y).

~X

1
74 / - ,
pi (R(x, 1)) jej Hy:geR@r)}NQ;

On étend le domaine d’intégration pour obtenir
1
z3
p® (R(z,7))

L’égalité suivante

RIOE IO P — i (y).
L 0l ) - T [, ol ao)

/ Tl diZ (y) = / F a2 )

J J

implique que
1

Vi 1 = 74
s /{ o ) ) < 3 | Fwla.

i’ (R(x, 7)) je’ Qi
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Comme (Q;)j>1 est une suite de cubes dont les intérieurs sont deux & deux disjoints, on

peut écrire
1
Zd
p® (R(,7))

Puisque

d
/ (P ) i () < —
{y:9€R(z,r)} o2

I

xECU6Q

c€zd

Q;n | eR(@,r) £0

cezd
nous avons donc
1

ot .
F L WG4 W

1

AN

c’est-a-dire
1
Zg
pr” (R(x,7))

En utilisant I’égalité suivante

_ d
/ Tl du(y)
{y:g€R(,3r)}

2 (R(x,3r)) 1

d
/ (FXa) )] di () < —
{y:5€R(z,r)} [ (R

R
1 (R(z, 7))

=0 C?j<:

et (R(x

1
g
x,r)) Y{vgeR(=,3r)}

1

— T dp (y).
o) /UjEJQj\f(y)! p” (y)

U eR(x,3r),

cezd

— d
/ 7 ()] dp (y),
, 7")) UseZg 6R(:B,37“)

( 7o) du (o).

- z7d 74
WA (R,r) 12 (R
on aboutit a

1

o )
e L )

1
<C—
p® (R(z
Par conséquent

1
7z
i’ (R(z, 7))
Finalement, on en déduit que

MER (fxo) (@) < CME

ce qui est 'inégalité recherchée.

[l
{y:geR(z,r)}

— d
/ F)l i),
,3r)) J (iR 30)

[l
,3r)) J{y:geR(,3r)}

7¢, R~

2y) < CMPE T ().

"f(2),
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Nous avons maintenant a disposition tous les outils requis pour prouver le théoreme
E3T qui implique, comme on I'a déja expliqué, le théoreme EL27 grace a l'inégalité de

controle ([ZZ3)).

Démonstration. On commence par prouver le second point dans le cas ou p = 7.
Puisque 'on a

+oo a 4 +o0 4 4
/Rd (; MR ()] ) ) = > /R MERp () 4 (@),

. o N . 74 N
on obtient en utilisant le théoréme maximal pour M2 (théoreme E233])

= d d +oo ;
/]Rd <nzl \MEQ’an(x),r> du' (z) < an1 /Rd | ()| dpi? ().

Apres interversion on aboutit a

/ (3 2 o) i) < ¢ / (5 1l ) o)
R4 n—1 R4 n—1

ce qui est le résultat voulu dans le cas o p = r.

c’est-a-dire
T
<C , (2.30)

d
Zwmw

(> nor)|
n=1

d
ZTKW

(S 150r)
n=1

Grace au théoreme d’interpolation de Marcinkiewicz, le cas 1 < p < r est une simple
conséquence de ([Z30) et du premier point du théoréme que nous allons maintenant dé-
montrer.

Appliquons une décomposition de Calderén-Zygmund (théoreme Z30]) a la fonction

(S 1h0r)"
n=1

On obtient une suite (Q;);>1 de cubes bornés dont les intérieurs sont deux a deux disjoints

et telle que
~+00 1
(Z ’fn(')’r) ' : (2.31)
n=1

Z%RJ

d C
ZNE%Q;’) < X

j>1

+o00 1
(@) <x sizgo=J e (2.32)
n=1

i>1
1 = ANr o, zd

—— [ (C o) W) <ox pou diaque @ (233)

e (Q5) 791 “n=1

ou C' = C(d, k) est une constante indépendante de (f)n>1 et de (Q;);j>1.
Pour tout n > 1, on décompose f, comme suit

fn::fﬁ'%fﬁ,
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avec

Puisque 'on a évidemment

1 1

1
T

<Z ’MZQ’an )? (Z ’MZQ’R ) r (Z ’MZQ’R " r> 7

il nous suffit pour démontrer le premier point du théoreme de prouver les deux inégalités
suivantes

+o00 1 +oo
7d 74.R A\ T C r
M({x cR?: (Z\M,g fh(@)| ) > A}) — <Z‘fn(.)‘ ) . (2:34)
= MINS 24,1
74 d R Z4.R . ;
un2<{x eR?: (Z|Mﬁ2’ fn(:n)|’") > A})
n=1
On commence par prouver (Z34]). Appliquons I'inégalité de Chebyshev afin d’obtenir

74 d = 7Z4.R . : C |l <= 7Z4.R . [
pir <{xeR (> I @) >)\}> <3 (> )
n=1 n=1

Zg,li,r
En utilisant I'inégalité ([Z30), on en déduit que

d = d 1
e ({x eRe: <Z |MHZ?’Rf,’L(:c)|T) "> A})
n=1

Or, on a d’une part

3=

>|Q

(ff HOI) @)
n=1

Z¢,k,1

(Zlf L

1 +o00 1r—1 1
(Z ror)| < |[(Cmor) | [mor)
Z ST n=1 75 ,K,00 Zg,li,l
et puisque ([Z32) implique d’autre part que
1r—1
(Z rory |, <x
Zg K,00

on peut déduire de ([Z36]) 'inégalité

74 d X, 2R T c
W({x eR?: (Z\M,ﬁ’ f;(m)yr> > A}) < X‘
n=1

et ([Z34) est prouvé.

)

Zg,li,l

(S 1m0r)’

Nous allons maintenant prouver ([235). Considérons pour tout n > 1 la fonction f,
définie par

0 siz ¢
fn(@) = fQ a2 () si z € Qs

:U%
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et soit @vj le dilaté de @Q; comme dans le lemme 37 Remarquons que la fonction

_ 1
(325 [£2(9)]") ™ est majorée par CA.
En effet, c’est évident si x ¢ Q et si x € @), alors

too . %_ +oo 1 q 74 Ty +
Eren) - (g |, mwiaEw])
< — | (ff 501 di )

i (Q5) 79 nt

ou 'on a appliqué I'inégalité de Minkowski. En utilisant (233]), on obtient bien

(S ) <on
n=1

S e

Par conséquent, nous avons
—+o00 1
— T
(S imor)
n=1

ot I'on a également utilisé le fait que (32,25 [£n()]")
appliquant ([Z3T]), on aboutit a

(S H0r) (S 1h0r)
n=1 n=1

En utilisant successivement 'inégalité de Chebyshev, 'inégalité (Z30) et le dernier résultat
ci-dessus, il s’ensuit que

+oo 1
M%d<{x er’: (30 |M§3’Rﬁ(x)|’") "> A}) < %‘

n=1

T

<oNu@) <o Y Q).

Zg,li,r ji>1

1
T

est a support contenu dans 2. En

ir
T

< C)\T*l

Zg,li,r Zg,n,l

Puisque nous avons
74 d = 74 R .1y ;
un2<{x eR?: (Z|MRQ’ fn(x)|r) > A})
n=1
zg P 74 -~ X 74,R
< W( U aQ) +uﬁ2<{x e | en: (Z\M,ﬁ’ f;;(x)v)

e€zg

3=

)

on obtient en appliquant le lemme EZ37

+o0 1
e ({x eR%: <Z |M53’Rf;{(x)|r> "> A})
n=1
“+o0o

<@ i (feer U0 (X Ter) > A1)

e€z n=1

(2.38)
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D’une part, on a
Zd ~ Zd — Zd
pe” (2) < ZMHQ(QJ') < CZNRQ(QJ),
izl izl

et donc en utilisant (Z3T])

(2.39)

NS im0r)’

Zg,n,l

D’autre part

(e oz -2

e€zd
73 d Xz T
< ({x e R*: <Z |M? fn(x)|r) > 6})’
n=1

d’ou, grace a ([Z37), on en déduit que

74 B 74 R— % C| /<X A\
uﬁ<{me GES <Z\M 2 (@) ) }) <3 <Z!fn(-)\ ) . (2.40)
d =1 7% k1
eczd n= 25
Alors, en utilisant (Z39) et (ZZ0), on peut déduire de [Z38) que
z4 d = 73R o1 r - C <=2 r ;
w ({oerts (i o) >ap) < S| (S m0r)|
n:l )\ 77,:1 ng’%vl

et la preuve de (Z30) est terminée.

Afin de démontrer le théoreme dans son intégralité, il nous reste & prouver le second
point dans le cas ou p > r.
Soit g une fonction mesurable positive satisfaisant

lgllog e o = 1.
p—r

[ (S W ooty Z L ot ani)
n=1

et on obtient en utilisant I'inégalité a poids du théoreme P33

Ad<§'MEg’Rf"<$>|)<>dﬂn CZ/ @)l M g () dui (@),
n=1

et apres interversion

/Rd<;§§1‘M§ngfn($)’) (x )d,u,.; < / <Z’f" ) 2 g(x)dufg(x).
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Grace a l'inégalité de Holder, on aboutit a

L. (35 A ) Joto) a0
n=1

<c(/, (:i R@l) W) % ([ 0 o) o) 7

c’est-a-dire

/Rd (f ‘Mgg’an(x)\’)g(w) A (z) < C‘
n=1

<2 % " 74 R
O 10r) | (gl
n=1

p—r

ZQ yK,P

d
En appliquant le théoréme maximal pour 'opérateur M,.gZ 2R (théoréme [Z33)), on obtient

= Z¢.R 74 = ="
[ (@l gt i @) < C\ (X 10r) lollzg v, 2
R n=1 n=1 Zg,n,p per
et, puisque [|gl,q, _» =1,
2 7p77.
X gdg 74 = I
[ (B @l ) g i) < o (Y 100)
R4 n=1 n=1 Zgﬁ,p
De ce fait, on peut conclure que
=2 74,R v = .
‘ (3 1) <c|(X100) ,
n=1 ng“vp n=1 ng“vp
et le théoréeme est entierement prouvé. ]

Les inégalités de Fefferman-Stein constituant un résultat fondamental en analyse har-
monique, il est intéressant de pouvoir étendre ce résultat a une plus large classe d’opéra-
teurs. C’est ce que nous allons faire maintenant dans une nouvelle section.

2.4 Extension du résultat a une plus large classe d’opéra-
teurs
On cherche a définir une classe a laquelle va appartenir la fonction maximale associée au

semi-groupe de la chaleur de type Dunkl et la fonction maximale associée au semi-groupe
de Poisson de type Dunkl.

d
Définition 2.38. Soit ¢ € LI(MZQ) une fonction radiale, plus précisément ¢(z) = 1 (||z|)
pour tout z € R% On suppose que 1 est différentiable et qu’elle satisfait les conditions

too 4
lim ¥(r) =0, / P
0

r—-+00

suivantes
d

Ew(r)‘ dr < +o0.

74, . :
On note alors M? ¢ lopérateur suivant

M53’¢f(x)=§1>1103|(f x ¢y)(x)], = eRY

Zg,n
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ol ¢; désigne pour tout ¢ > 0 la dilatée de ¢ donnée par

1 T d
Pi(z) = m¢<z), r e R%

Présentons tout de suite deux exemples important de telles fonctions.

Semi-groupe de la chaleur de type Dunkl Notre premier exemple concerne la

. s . s Zg,n
gaussienne généralisée ¢, >"". Posons

o(x) =cele” 2, :UE]Rd,

alors pour tout ¢t > 0 on a

74
Cr’ Iz 7d .k
e a4t = qt (m)_

¢ jz(z) = m

73 . . ./ .
Dans ce cas, M,ﬁ’(ﬁ est 'opérateur maximal associé au semi-groupe de la chaleur de type
Dunkl.

Semi-groupe de Poisson de type Dunkl Notre second exemple concerne le noyau
de Poisson généralisé (ou de type Dunkl). Si ¢ est la fonction définie pour tout z € R? par

a
b(a) = s
(L [lz)?) * %
ou a, est la constante
d 4
Qe = et 2’ AT (S 2)
K — \/7_1' 9
alors pour tout ¢t > 0 on a
a,t 74,
(bt(x): . d _PQK( )7

ol, de maniere plus générale, PtW"'i est 'opérateur de Poisson de type Dunkl (pour plus de

s .. N : ) 74, .
précisions, nous renvoyons a [45] et [56]). Par conséquent, M,* ? est dans ce cas l'opérateur
maximal associé au semi-groupe de Poisson de type Dunkl.

d
On énonce maintenant le résultat concernant l'opérateur ME 29 (pour ¢, ¢; comme
dans la définition EZ38]).

Théoreme 2.39. Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables définies sur R,

1 d
1. Soit 1 <1 < +o00. Si (X025 [f2()7)" € Ll(,uEQ), alors pour tout A >0 on a

w({oeme. (i M) > a)) <5 (i 1,001

ou C =C(d,k,r,¢) est indépendante de (fn)n>1 et de \.

3=

b
Zg,li,l
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1 d
2. Soit 1 <1 < +00 et soit 1 < p < +oo. Si (30 |fa()|")" € Lp(u%2), alors on a

\ (ff M L)) (f £0r)
n=1 n=1

ou C =C(d,k,p,r,¢) est indépendante de (fp)n>1-

1
T

<C
74 k.,p

)
74 k,p

Démonstration. La preuve ne présente pas de difficulté particuliere. En effet, en s’appuyant
sur la démonstration du théoreme 7.5 de [B6], on sait que pour une telle fonction ¢ et pour

tout x € R4
d

—u(r)|dr,

d+ 2’)/Zg

d +0oo
(¢ @] <M [
VAN 0

ou C' = C(d, k). De ce fait, pour tout ¢t > 0 on obtient

> d
Td+2mg 5% (74) ‘ dr,

z4 +
(s o0 < M) |
ZQ?"</ 0
avec C indépendante de t. De 1'égalité évidente
d 1 d /r
) = Wﬁb(;)’

on peut donc déduire que

d+27,,4
4 oo T d
0, o000l < atsta) | e ()|

Un changement de variables nous donne

d 400
(f * é0@)| < OMEf(a) / P2
75,k 0

et on aboutit finalement a

sup|(f x6)(x)| < CMEf ()

t>0

ou C' = C(d, K, ¢) est indépendante de f. Cette estimation ponctuelle et 1'utilisation du
théoréme permettent d’obtenir le résultat. O
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