Groupe symétrique infini et processus
ponctuels déterminantaux

Ce chapitre est consacré a deux thémes qui ne joueront pas un rdle crucial dans 1'exposé
des résultats que nous avons obtenus, mais qui permettront une compréhension plus subtile
des dits résultats : la théorie des représentations du groupe symétrique infini (§4.1), et la
théorie des mesures de Schur (§4.2). Si n < N sont deux entiers, on peut plonger le groupe
symétrique &, dans Sy en le faisant agir sur les n premiers entiers de [1, N]. On dispose
ainsi d’une famille dirigée de morphismes de groupes (i, n)n<n, et la limite inductive

Sw = lim &,
n—oo

correspondant a cette famille consiste en les permutations de IN* qui déplacent un nombre
fini d’entiers. Les caracteres irréductibles de ce groupe infini ont été déterminés dans les
années 60 (cf. [Tho64]), et cette théorie a été précisée par les travaux de Kerov, Olshanski et
Vershik ([KV81, Olsgo, KOVo4]) et par la these d’Okounkov ([Okogya]). La premiere partie
du chapitre est consacrée a un exposé succinct de cette théorie. L’analyse harmonique sur
le groupe Go conduit a I'étude des z-mesures, qui sont un particulier de mesures de Schur
(84.2). Ces mesures de probabilité portent sur 'ensemble des diagrammes de Young, et on peut
leur associer des processus ponctuels a corrélations déterminantales ([Okoo3a, Okoosb, ORo3,
Bor1o]). De plus, la plupart des mesures issues de la théorie des représentations des groupes
symétriques ou de leurs algebres d’Hecke sont des mesures de Schur. Ainsi, les résultats de
la section 4.2 s’appliqueront aux mesures de Plancherel des groupes symétriques (chapitre 5),
aux mesures de Plancherel des groupes linéaires finis (chapitre 6), aux mesures des algebres
d’Iwahori-Hecke (chapitre 7) et aux mesures de Schur-Weyl (chapitre 10).

4.1 Représentations du groupe symétrique infini

Comme G = 6 est un groupe infini, sa théorie des représentations doit prendre en
compte les représentations unitaires U : G — % (H) sur des espaces de Hilbert de dimen-
sion infinie. Fixons plus généralement un groupe G infini, séparable et localement compact.
L'algebre de von Neumann .7 (G, U) associée a une représentation unitaire de G est la cloture
pour 'une des topologies faibles * de .#(H) de I'algebre engendrée par les U(g), § € G. On dit

1. La cloture d’une sous-x-algebre de . (H) est la méme pour toutes les topologies suivantes : topologie faible
d’opérateur, topologie ultra-faible, topologie ultra-forte, topologie forte d’opérateur, topologie *-forte d’opérateur
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4.1. Représentations du groupe symétrique infini.

que la représentation est irréductible si H n’admet pas de sous-espace fermé H' non trivial et
stable par G ; et que c’est une représentation facteur si .# (G, U) est un facteur, c’est-a-dire une
algebre de von Neumann de centre trivial. Toute algebre de von Neumann séparable s’écrit
de maniere unique comme intégrale directe de facteurs, et d’autre part, il est bien connu que
les facteurs de von Neumann sont classifiés en trois types I, II et III. On peut montrer que :

1. Une représentation facteur de type I s’écrit de maniére essentiellement unique comme
intégrale directe de représentations irréductibles.

2. A l'inverse, une représentation facteur de type I ou IIT admet deux décompositions en
intégrales directes de représentations irréductibles telles qu’aucune composante de la
premiere décomposition n’apparaisse dans la seconde.

Le groupe G est dit modéré s’il n"admet que des représentations facteurs de type I; dans le cas
contraire, on parle de groupe sauvage. Un résultat majeur de la théorie d'Harish-Chandra est
le caractere modéré des groupes de Lie semi-simples, cf. [Var89] — ce résultat est également
valable pour les groupes semi-simples p-adiques (Bernstein) et les groupes algébriques réels
(Dixmier). Au contraire, la plupart des groupes infinis discrets sont sauvages. Ainsi, un groupe
infini discret est modéré si et seulement s’il est virtuellement abélien, et si toutes ses classes
de conjugaison sauf {eg} sont infinies, alors :

1. La représentation réguliere gauche de G sur ¢2(G) est un facteur de type II;.
2. La représentation réguliere bilatere de G x G sur ¢2(G) est irréductible.

En particulier, G, est un groupe sauvage, et la classification de toutes les représentations de
S n'est pas un objectif raisonnable, puisqu’on ne dispose pas de décomposition unique en
représentations irréductibles.

Un objectif plus raisonnable est la classification de tous les facteurs finis de G, c’est-a-
dire les représentations unitaires de S, dont l'algebre de von Neumann est un facteur qui
admet une trace fidéle finie, i.e., telle que T(1) < co. A renormalisation prés, on peut supposer
T(1) = 1, et le facteur fini est alors entierement déterminé par 1'application To U : S — C.
Cette application est ce qu’on appelle un caractére de G = S, c’est-a-dire une application
X : G — C qui est normalisée, centrale et définie positive :

xW)=1;  Vgh x(hgh™')=x(g)
V(g1,---,8n), (x(gi g]-_l))i,j est hermitienne et définie positive.

On parle de caractere virtuel si I'on 6te la condition de positivité; d’autre part, un caractere
est dit irréductible sil n’est pas barycentre non trivial de caracteres. Si (U, £(H), ) est un
facteur fini de G, alors x = T o U est un caractere irréductible, et la classification des facteurs
finis de G se rameéne donc a celle des caracteres irréductibles.

Ce probleme a été résolu par E. Thoma (voir [Tho64]), qui a montré qu’on pouvait paramé-
trer I’ensemble des caracteres irréductibles par un simplexe de dimension infinie. S. Kerov et
A. Vershik ont ensuite retrouvé la théorie de Thoma en étudiant ’asymptotique des caracteres

et topologie *-ultra-forte. On renvoie a [Kirg4] pour une présentation de la théorie des représentations des groupes
infinis, et au monumental [Taky9] pour la théorie générale des algebres de von Neumann.
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Chapitre 4. Groupe symétrique infini et processus ponctuels déterminantaux.

des groupes finis &, cf. [KV81]. Fixons un caractere virtuel x de G.. Pour tout entier n, la
restriction x, de x au groupe S, est une fonction centrale vérifiant x (id) = 1. Cette restriction
est donc un barycentre des caracteres irréductibles x* :

VTI, Xn — Z MX,n()\) X)\ avec Z MX/”(A) — 1 .
AEX, AEX,

De plus, comme toutes les restrictions proviennent d'un méme caractere de G, les x,, vérifient
+1 — N .
" (Xn41) = Xn, A0t

n

la condition de compatibilité Resg

dim A
dim A

VAEX, My.(A)=)_
AA

M)(,n—H (A) .

On dit que les mesures (M, ,),eN forment un systéme cohérent de mesures de probabilité
sur le graphe de Young % = | |, e %5. En d’autres termes, la fonction ¢, (A) = M, (A)/ dim A
est harmonique sur le graphe de Young de la figure 1.2, c’est-a-dire que

VAEX, ¢x(A) = Z Px(A).

XA

Réciproquement, toute fonction harmonique sur # donne une famille (x,),en de caracteres
compatibles entre eux, donc un caractére virtuel de G.. De plus, le caractere est positif si et
seulement si les poids M, (A) sont tous positifs, d’oti une bijection :

{ caracteres (positifs) de 600} > {

fonctions harmoniques positives sur
le graphe %/, et telles que f(@)=1

Notons H*(#') cet ensemble de fonctions harmoniques; il est convexe et compact pour la
topologie de la convergence simple. Par le théoreme de représentation intégrale de Choquet,
toute fonction de H* (%) s’écrit comme barycentre intégral des points extrémaux du convexe ;
nous noterons () leur ensemble. Cet ensemble peut étre vu comme la frontiere de Martin du
graphe de Young : ainsi, il existe une compactification X = % 9% — HT(#') du graphe
de Young a base de noyaux de Martin (cf. [KOOg7]), et cette compactification est telle que
oY = Q).

Théoreme 4.1 (Simplexe de Thoma, [Tho6s, KV81]). L'ensemble Q) s’identifie au simplexe de
dimension infinie constitué des couples

CU:(062(0612"'2%2---20),,32([312'-'2,352'-'20))

de suites positives décroissantes telles que v = 1 — Y ;o (a; + Bi) = 0. Si ¢ est une fonction harmo-
nique positive sur %, elle s’écrit sous forme intégrale

(M) = /Q 52 () g daw)

avec my mesure de probabilité sur Q), et s) (w) fonction de Schur généralisée définie par la spécialisation
de A\ :

prlw) =1  pusa(w) = pula—(=p)) = Y} ()" + (=1)"" Y (B)"

i1 i1



4.1. Représentations du groupe symétrique infini.

On renvoie a [KOVo4, théoreme 9.6.1] et aux articles originaux [Tho64, KV81] pour des détails
sur la preuve de ce résultat. Dans le contexte précédent, le caractere virtuel x a donc pour
restrictions :

Xn(0n €6 = X 9p(A) (dimA) X () = ¥ ( / sA<w>gA<ym<dw>)

AEX, ESA

:/()(AGZ?;%SA(W) gMﬂ)) my (dw) :/pr(w)mx(dw),

En particulier, les caracteres irréductibles, qui correspondent aux points extrémaux du convexe
compact Z(Q) = HT (%), sont paramétrés par le simplexe de Thoma (), et s’écrivent

my(p)
X)) =pu(w) =11 <Z<ai)k + (=1)Ft Z(,BJ") .

k2 \ix1 i>1

IIs sont donc multiplicatifs, c’est-a-dire que si ¢ et T sont deux permutations a supports dis-
joints, alors x“(07) = x“(0) x“(t). Cette propriété est a rapprocher de la proposition 3.5.

Le théoréme de Thoma est en réalité trés naturel si ’on souhaite réaliser () comme frontiére
« géodésique » de #. Pour réaliser cette compactification alternative, on plonge % dans () x

[0,1] par
AE@H{<H1 ~-/a—d,0,... ; ﬁ,m'%’o"”)’l}
n n n n n

ol les a; et les b; sont les coordonnées de Frobenius de A. Alors, si w est un point du simplexe
de Thoma et si (A("),,cpy est une suite de partitions telle que w, (A") — (w,0) dans Q x [0,1],

. (n) w
lim x*" (0) = x“(0)

n—oo

pour toute permutation ¢. Ainsi :

Théoreme 4.2 (Kerov-Vershik, [KV81, KOVog4]). Les coordonnées d'un point w € ) correspondent

aux fréquences limites des coordonnées de Frobenius de partitions A" telles que )(AM approche x“.
De plus, si m est une mesure de probabilité sur () correpondant au caractere (positif) x, et si M, =
(Myn)neN est le systeme cohérent de mesures de probabilité associé a x, alors

g%(wn)*Mxn =m

au sens de la convergence en loi, étant entendu que 'on identifie Q) et Q) x {0}.

En d’autres termes, compte tenu des propositions 4.1 et 4.2, on voit que la frontiere de
Martin du graphe % est aussi sa frontiere géodésique; ce phénomene est courant en analyse
harmonique (cf. [BLo6]).

Exemples. Considérons le point w = ((0,0,...),(0,0,...)). Il correspond au caractere

_ Homk(ﬂ) _ 1 si "l/l = 11’1,
0 .

2 sinon.
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Chapitre 4. Groupe symétrique infini et processus ponctuels déterminantaux.

Le systeme cohérent de mesures de probabilité correspondant est celui des mesures de Plan-
cherel, car s, est la trace normalisée usuelle de CS,,. D'apres le théoreme 4.2, les fréquences
limites des diagrammes de Young tirés aléatoirement sous la mesure de Plancherel tendent
en probabilité vers 0. Ce résultat est corroboré par le théoréme 3.3 : la plus grande ligne et
la plus grande colonne d'un diagramme tiré sous la mesure de Plancherel sont de 1'ordre de

2y/n =o(n).

De méme, considérons le point w = ((0,0,...),(1,0,0,...)); il correspond au caractere signa-
ture

e = T (-nmo.

k=2
k=0 mod 2
La restriction de ¢ a &, est encore la signature, donc le systéme cohérent de mesures de pro-
babilité associé a ¢ est constitué des Dirac en les partitions 1”7, n € IN. Dans ce cas particulier,
les fréquences des partitions sont exactement ((0,0,...),(1,0,0,...)), et ce pour tout n.

N/

.o . N / N I 4 \ I 4 \ 7 .. .
compactification compactification
de Martin géodésique

fréquences limites des
coordonnées de Frobenius
1
’ /é&\
-—<< > A T<- >>—-
e =Q

systémes caracteres 1rr?dpct1b1es.d.u fonctions
cohérents de mesures groupe symétrique infini supersymeétriques

FIGURE 4.1 — La compactification de Martin et la compactification géodésique du graphe de
Young menent aux caractéres irréductibles du groupe symétrique infini.

Dans la section 8.2, nous expliquerons comment ces résultats s’adaptent au cas de l'al-
geébre d’Hecke infinie %, 4, et nous en déduirons une preuve alternative de la loi des grands
nombres pour la g-mesure de Plancherel. Evoquons maintenant d’autres classes de représen-
tations du groupe symétrique infini. Dans ce qui suit, nous noterons G (1) le sous-groupe
de G constitué des permutations qui laissent fixes les n premiers entiers; et G le groupe
de toutes les permutations de IN*. Les sous-groupes (S (1)),en forment un systeme de voi-
sinages de l'identité pour la topologie sur G, qui correspond a la convergence simple des
permutations — c’est la seule topologie raisonnable en dehors de la topologie discrete. On
doit a A. Lieberman (voir [Liey2, Ols85]) une caractérisation des représentations unitaires
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4.1. Représentations du groupe symétrique infini.

U: & — % (H) qui sont continues pour la topologie précédemment décrite sur S, et pour
la topologie faible d’opérateur sur % (H). Ainsi, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La représentation U est continue pour la topologie de la convergence simple.
(ii) La représentation U se prolonge par continuité en une représentation de Se,.

(iii) La représentation U est modérée, i.e., .#(Se,U) est une algebre de von Neumann de

type L.
(iv) Tout vecteur ¢ € H est limite d'une suite de vecteurs (§,),en avec ¢, laissé fixe par
Seo(n).

La derniere assertion revient a dire que H = |J,,cpy HS=("), et le niveau d’une représentation
modérée est défini comme le plus petit entier N tel que HS~(N) =£ {0},

Proposition 4.3 (Représentations modérées du groupe symétrique infini, [Okog7a]). Toute re-
présentation modérée de S, s'écrit de maniere unique comme somme directe (hilbertienne) de représen-
tations modérées irréductibles. Ces représentations irréductibles sont indexées par tous les diagrammes
de Young de % = | |,cn %, et de plus, la k-ieme puissance tensorielle de la représentation modérée
« canonique »

Geo — % (F*(N*))

par permutations des coordonnées met en jeu tous les diagrammes de Young de poids compris entre 1 et
k. En particulier, la représentation canonique So — % (¢*>(IN*)) correspond  la partition (1) et est
modérée irréductible, de type lu.

Dans un contexte d’analyse harmonique non commutative, la proposition 4.3 rapproche
K = 6 des groupes topologiques compacts, puisqu’on dispose d’une décomposition en
sommes d’irréductibles pour toute représentation modérée. Partant, il est naturel d’étudier
les représentations de paires de Gelfand (G,K) avec G, = K C G. Ces paires de groupes
discrets peuvent étre caractérisées par la propriété suivante : si U : G — % (H) est une repré-
sentation unitaire irréductible de G telle que HX # {0} (auquel cas on parle de représentation
sphérique), alors HX est de dimension 1. Autrement dit, la multiplicité de la représentation
triviale de K dans la restriction d’une représentation irréductible de G est toujours* 0 ou 1.

Exemple. Compte tenu du théoreme de branchement 1.4, S,, C &,,41 est une paire de Gelfand
forte pour tout entier n, cf. [OVo4, §2].

On appelle représentation admissible d’une paire de Gelfand (G,K) une représentation
unitaire U : G — % (H) telle que Res%(U) soit modérée. Ces représentations admissibles
s’écrivent de maniére unique comme intégrales directes de représentations admissibles irré-
ductibles, et pour K = G, elles forment la troisieme classe de représentations pour lesquelles
des résultats de classification sont connus. Ainsi, dans [Olsgo, Okogya], diverses paires de
Gelfand G C G sont décrites. La plus naturelle est

G =06 X6 ; K = diag(G) = 6,

et les représentations admissibles de cette paire sont exactement celles qui s’étendent par
continuité au groupe (modéré, non localement compact)

GC={(0,T) €EGCu X6 | rT 1 €K =64}.

2. On parle de paire de Gelfand forte si I’on a cette propriété de multiplicité simple pour toutes les représen-
tations irréductibles de K, et pas seulement la représentation triviale.
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Chapitre 4. Groupe symétrique infini et processus ponctuels déterminantaux.

D’autre part, ces représentations admissibles sont stables par somme directe, produit tensoriel,
et restriction ou induction a partir des sous-groupes S (1) X Soo(1).

Proposition 4.4 (Représentations admissibles du groupe symétrique infini, [Okogya]). On iden-
tifie un point w = (a, B) du simplexe de Thoma a une partie T(w) = a U —B U {0} de l'intervalle
[—1,1], avec pour chaque point x de cette partie une multiplicité n(x) € [1,00]. Une distribution de
Young A adaptée a un point w € Q) est la donnée de diagrammes de Young A(x) pour tout x € T(w),
de telle sorte que |A| = Y_.c7(w) M) soit fini, voir la figure 4.2. Alors, une représentation admissible
irréductible de (G,K) de niveau N est entierement déterminée par la donnée d’'un point w € Q) et de
deux distributions de Young A et I1 adaptées a ce point, et telles que

Al=[I=N ; Vre[-11], LA(x) +£(r(x)) < n(x).

—1E - - ? . ] +1

FIGURE 4.2 — Distribution de Young A de niveau 1 + 5 + 13 + 18 = 37 adaptée a un point du
simplexe de Thoma.

Les représentations sphériques de (G,K) sont précisément les représentations admissibles
irréductibles de niveau 0, c’est-a-dire que A = Il = &; elles sont donc en bijection avec les
points du simplexe de Thoma, et étant donnée une représentation sphérique, la donnée d’un
vecteur sphérique fournit effectivement un caractére irréductible de &, voir [Okogya, §o.2, p.
6].

Exemple. On considere la représentation réguliere bilatere de G sur H = (?(S4); elle est
donnée par (g,h) -0 = goh™!, et est irréductible. La restriction de cette représentation a
K = B est I’action par conjugaison de K sur lui-méme; en particulier,

HE= = (&)

pour tout 1, et HX = C1. La représentation réguliére bilatere est donc une représentation
sphérique, et comme la fonction sphérique correspondante est

f(gh) = ]Ig:h*/

elle correspond a la trace réguliére de S, c’est-a-dire le caractere irréductible de parametre
de Thoma w = ((0,0,...),(0,0,...)).

Pour conclure ce paragraphe, évoquons les systémes cohérents de z-mesures, qui sont
parmi les premiers a avoir été décrits par des systemes de particules a corrélations détermi-
nantales, cf. [BOg8, BOoo]. Un résultat classique d’analyse harmonique non commutative est
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4.1. Représentations du groupe symétrique infini.

le théoréme de Peter-Weyl, qui assure que si K est un groupe topologique compact, alors la
représentation réguliere bilatere de G = K x K sur L?(K) se décompose en

(L*(K),L®R) = P V' v,
reG

voir [JS91, §1] et [Var89, §2]. Pour le groupe symétrique infini K = S, ce résultat tombe mal-
heureusement en défaut, car la représentation réguliere bilatere est irréductible. Néanmoins,
on peut construire des représentations réguliéres « généralisées » de G = G X G qui sont
des intégrales directes de représentations irréductibles sphériques, et qui correspondent a des
mesures non triviales sur le simplexe de Thoma. L'idée est de construire une limite projec-
tive de G-ensembles3 X = l'gln_>c>o S;, de munir X d’une mesure limite projective y; qui est
K-invariante et G-quasi-invariante, et de tordre l’action usuelle

(gh) €G, c € K (g,h) -0 =goh™!

par le cocycle additif qui mesure la G-quasi-invariance de la mesure y;, cf. [KOVo4, §3]. Ainsi,
pour tout nombre complexe non nul z, si t = |z|?, alors on peut construire une représentation
unitaire T, : G — % (L2(X, pit)), avec les propriétés suivantes :

Proposition 4.5 (Systémes cohérents de z-mesures, [KOVo4]). Pour tout z € C\ {0}, la repré-
sentation T, est 'intégrale directe de représentation sphériques :

L:/W&M%
(@)

ot SV désigne la représentation sphérique associé au caractere irréductible x. Le systéme cohérent de
mesures de probabilité associé a T et P, est

; 2
(dimA) T lz+i—jP

Mz (A) = n (B ivea

oit (), =t(t+1)(t+2)---(t+n—1) est le symbole de Pochhammer. On retrouve le systeme des
mesures de Plancherel lorsque z tend vers l'infini, et un autre systéme cohérent limite lorsque z tend
vers 0, avec Mo,(A) = 1/n si A est une partition équerre, et 0 sinon.

Pour compléter la proposition 4.5, décrivons les mesures spectrales P, des représentations
régulieres généralisées. Pour tout z € C U {oo}, les représentations T, et T sont équivalentes,
et les représentations T, et T_, ® (sgn x sgn) sont équivalentes, cf. [KOVo4, propositions 3.6.1
et 4.5.1]. Deux mesures spectrales P, et P, sont étrangeres sauf si z/ = z ou 2 = z. On doit
ensuite distinguer deux cas :

1. Si z = k est un entier relatif non nul, alors Ty est somme directe de représentations
T,; avec k = p—gq et p,qg € IN. Les mesures spectrales de ces représentations sont
équivalentes aux mesures de Lebesgue des faces (p + g — 1)-dimensionnelles

Q(p,q) ={(@,B) € Qa1+ +ap+pi+ -+ =1}

du simplexe de Thoma, avec des densités explicitement calculables. La mesure M est
portée par les diagrammes de Young ayant moins de k lignes si k > 0 (resp., par les
diagrammes de Young ayant moins de k colonnes si k < 0).

3. Lensemble X est constitué des permutations virtuelles, voir [KOVoy4, §1] pour une définition précise. Le
défaut majeur de la construction est que X n’est pas un (semi-)groupe.
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Chapitre 4. Groupe symétrique infini et processus ponctuels déterminantaux.

2. Siz € C\ Z, alors P, ne charge pas les faces ()(p,q), et est portée par la face A(0) =
{w € Q| ¥ =0}. La mesure M, charge tous les diagrammes de Young.

Compte tenu de ces résultats, on peut estimer que les représentations réguliéres généralisées
T, « engendrent » suffisamment de représentations sphériques, et pallient le défaut de la
représentation réguliere bilatére de G, observé précédemment.

4.2 Processus ponctuels déterminantaux et mesures de Schur

Si z est un parameétre complexe, les mesures M, , des diagrammes de Young sont explici-
tement calculables, mais les valeurs du caractére normalisé ), n’ont pas d’expression simple,
méme en un cycle — par exemple, les premieres valeurs sont

2Re(z z|> + 4(Re(z))? + 1

Par conséquent, les techniques d’observables de diagrammes présentées dans le chapitre 2
ne permettent pas I'étude asymptotique des z-mesures. Ceci a conduit a 1’élaboration d"une
seconde technique d’étude asymptotique des diagrammes aléatoires, qui repose sur la théorie
des processus ponctuels déterminantaux ([BOg8, BOoo, BOOoo, BOosa, BOosb]). Si X est un
espace topologique séparable localement compact, on appelle configuration de points dans
X un multi-ensemble* ¢ = {1,{2,...} tel que card (N A) < oo pour toute partie compacte
de X. L'ensemble E(X) des configurations de points est muni de la tribu engendrée par les
fonctions ¢ — card ({ N A), et on appelle processus ponctuel a valeurs dans X une application
mesurable ¢ d'un espace de probabilité (Q),.%,P) vers E(X). On obtient ainsi une mesure de
probabilité &,IP sur I'espace E(X), qu’on étudie grace aux mesures de corrélation * :

uE(Ap x Ay x - x Ay) = E Yoo 14, (&) X W, (Giy) X - X Wa (&)
iFDFFi

Chaque pf est une mesure sur X*, et lorsque X est une partie de R, on appelle fonctions
de corrélation du processus les densités p*(x) = du*(x)/dx* par rapport aux mesures de
Lebesgue (en supposant que les uf sont absolument continues par rapport aux mesures de
Lebesgue).

Exemple. La premiére fonction de corrélation p! peut étre vue comme la densité du processus
ponctuel : ainsi, pour toute fonction f, [y f(x) p!(x) dx = E[¥; £(¢)].

Lorsque X est un espace discret (dénombrable), la donnée d"un processus ponctuel est équi-
valente a la donnée d’une probabilité 7t sur 'ensemble dénombrable des parties finies de X,
et les mesures de corrélation sont données par :

yk({xl} X {x2} x - x {xx}) =P[{xy,x2,...,x¢} C .

On appellera dans ce cas fonction de corrélation 'application p(A) =P[A C {] = Y acp 7(B),
et on notera p*(x1,...,xx) = p({x1,..., xx}).

4. Ainsi, on autorise des répétitions dans la suite {1, {p,. ..}, et ces points ne sont pas ordonnés.
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4.2. Processus ponctuels déterminantaux et mesures de Schur.

Un processus ponctuel a valeurs dans une partie de R ou dans un espace discret est dit
déterminantal si ses fonctions de corrélation sont données par des déterminants, c’est-a-dire
qu’il existe un noyau (symétrique) K : X x X — X tel que

o (x1, .., xp) = det((K(xi, %)) )1<ijck) -

Ces processus déterminantaux sont associés a des opérateurs a trace KC positifs sur des espaces
de Hilbert. Ainsi, si X est une partie de R et si ¢ est un processus ponctuel déterminantal de
noyau K, I'opérateur K : L?>(X) — L?(X) défini par

Kf(x) = /X K(x,9)f(y) dy

et ses restrictions a des sous-espaces L?(A C X) jouent un role important dans de nombreux
calculs de probabilités du processus ¢. De méme, si X est un ensemble dénombrable et si
L est un opérateur a trace sur ¢>(X), notant p, la projection sur le sous-espace ¢*(A) pour
toute partie A C X, et L4 = paLpa, on peut définir un processus ponctuel déterminantal en
posant? :

et(i = v r (AF = e ; :M
det(id + £) k;)t (A*L) A;X det(L4) ;  7(A) det(id 1 £)°

card A<oo

Dans ce contexte, les fonctions de corrélation du processus ponctuel sont déterminantales :
si K = L(id + £)~}, alors p(X) = det(Kx), cf. [BOoo, §2]. On renvoie a [DV]88] pour un
traitement plus complet de la théorie des processus ponctuels.

Si A est un diagramme de Young aléatoire, on peut lui associer un processus ponctuel a
valeurs dans Z' = Z 4 1/2 en considérant I'ensemble F(A) = A(A) U —B(A) des coordon-
nées de Frobenius. Un autre processus ponctuel est obtenu en regardant les ccordonnées de
descente de la fonction w :

DA) =27 AFA) ={A—i+1/2}is1.

Exemple. Si A = (5,4,4,1), alors D(A) = (3,3,3, -3, -5 —5,—%,...).

Avec ces conventions, un processus de croissance de diagrammes tel que le processus de
Plancherel peut étre interprété comme un systeme de particules s’excluant mutuellement et
partant de la configuration initiale Z’ , voir la figure 4.3.

D’autre part, si w = (&, B) est un point du simplexe de Thoma, on peut lui associer comme
précédemment une configuration de points « U (—p) sur l'intervalle épointé I* = [—1,1] \ {0}.
Par conséquent, une mesure spectrale P sur () correspond a un processus ponctuel a valeurs
dans I*, que nous noterons Z,(P). Dans le contexte des z-mesures, les deux constructions
de processus ponctuels précédemment décrites peuvent étre reliées comme suit. Si M, =
(Myn)nen est un systeme cohérent de mesures de probabilité sur le graphe de Young %/, et
si . est une mesure de probabilité sur IN, notons M, , la mesure de probabilité sur " définie
par:

My u(A) = p((A]) My 3 (A) -

5. Ici, det(id + £) est un déterminant au sens de Fredholm.
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Chapitre 4. Groupe symétrique infini et processus ponctuels déterminantaux.

. IDivand

7
6 14
4 |12

Z/

FIGURE 4.3 — Codage d’un tableau par 1’évolution d’un systeme de particules s’excluant mu-
tuellement.

Exemple. Pour 6 > 0, la mesure de Plancherel poissonisée de parametre 6 est définie par

oM e  (dimA)?

Les processus ponctuels correspondants sont Fs(Mpg)) et Dix(Mp(g)), et I'asymptotique des
mesures de Plancherel peut étre retrouvée en étudiant la limite § — oo, voir [BOOoo] et la
section 5.2.

Plus généralement, étant donnée une mesure spectrale Py sur (), si (M, ,)nen est le sys-
teme cohérent de mesures et si (yig)pcr, est une famille de mesures de probabilité sur IN telle
que n —,, +oo, alors compte tenu du théoréme 4.2, on peut s’attendre a ce que les proces-
sus ponctuels F, (M, ,,) correctement renormalisés approchent le processus ponctuel Z, (P).
Dans le cas des z-mesures, cette intuition peut étre rendue rigoureuse, et tous les processus
mis en jeu sont déterminantaux. Fixons un parametre complexe z € C \ Z; on rappelle que
la mesure P, est portée par la face Q(0) = {w € O | v = 0} du simplexe de Thoma. On note
O = Q(0) x R ; via I'application (w,s) — (sa,sp), on peut identifier O et

{(a,b):(al >ay>--20by=by>-->0) Zai+2bi:sem}.

i=1 i=1
Les éléments de ()* sont associés a des configurations de points dans l'intervalle épointé
R* =R\ {0}.

Proposition 4.6 (z-mesures et processus ponctuels déterminantaux, [BOoo]).

1. Soit P} la loi produit P, @ {s'"1e 5 ds/T(t)} sur Q*. Le processus ponctuel I, (P}) est déter-
minantal, de fonctions de corrélation données par le noyau de Whittaker, cf. [BOoo, §5].

2. Soit B(t,{) la loi binomiale négative de parametre (t,(), c’est-a-dire que

B0k = k(1 .
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4.2. Processus ponctuels déterminantaux et mesures de Schur.

Les processus ponctuels Fi (M, g;7)) sont déterminantaux, de noyaux donnés par des fonctions
hypergéométriques, cf. [BOoo, §31. De plus, lorsque { tend vers 1, le processus renormalisé
(1= 0) Fu(M; g(1,¢)), qui est a valeurs dans R*, converge en loi vers I,(P}).

On renvoie aux articles [BOg8, BOoo, BOosb] pour des précisions sur ce résultat, qui se généra-
lise d’ailleurs & une famille de mesures spectrales a trois parametres (z,z’,0). L'asymptotique
des mesures de Plancherel est un cas dégénéré de la proposition 4.6 ; nous expliquerons ceci
dans la section 5.2.

Ainsi, en s’appuyant sur 'exemple des z-mesures, nous avons présenté une seconde tech-
nique d’étude des diagrammes de Young aléatoires de grande taille. Notons que le caractere
déterminantal des fonctions de corrélation joue un role essentiel dans la preuve de résultats
asymptotiques tels que la proposition 4.6, car les calculs sont ramenés a des fonctions de
deux variables. Il convient des lors de se demander quelles mesures M sur " donnent lieu a
des processus ponctuels déterminantaux. Si D, (M) est un processus ponctuel déterminantal,
alors un principe de complémentation (cf. [BOOoo, p. 39]) assure que F, (M) = D, (M) A Z"
est aussi déterminantal, les noyaux vérifiant la relation

A B A B
KD:(C D) ’ Kf:(—c 1—D>’

si les matrices sont découpées suivant la décomposition Z' = Z', UZ' . Ainsi, on peut tou-
jours se ramener aux coordonnées de descente D, et une classe tres générale de mesures
S telles que D, (S) soit déterminantal est décrite par A. Okounkov dans [Okoo1, Okoosa,
Okoosb]. Cette classe contient les mesures de Plancherel et les z-mesures, et nous verrons
dans la seconde partie qu’elle contient aussi les g-mesures de Plancherel et les limites des
« lois marginales » des mesures de Plancherel des groupes GL(n,[F;) (cf. [Dudo8, Fulo6]).
L’idée est de partir de I'identité de Cauchy pour les fonctions de Schur

Va = (Lll')l',b = (b]‘)j, Z 5)\(“) S)\(b) = H 1 _1al.b].

Aew ij

cette identité étant valable formellement et pour tous parametres a et b finis ou sommables.
Alors,
S()\) = Sa,b(/\) = S/\(a) S/\(b) H(l — aib]-)
1]
est une mesure de probabilité sur %, qu'on appellera mesure de Schur de parametres a et
b. Dans ce qui suit, on exprimera plutot les mesures de Schur en fonction des parametres de
Miwa
ty = pk(a)/k et tl/< = pk(b)/k

La formule de Frobenius et l'identité de Cauchy permettent de récupérer les fonctions de
Schur et la constante de normalisation Z~! = [T;;(1—ab)) :

£ )mi(m)
Sy = Z g/\("l/l)l_[u)i ; IOgZ:Zktktk/.

Hew, >1 my(p)! k>1

Exemples. Sit = t' = (1/6,0,0,...), alors Z = €%, 5,(a) = s, (b) = (dimA) 8"/%/n!, et S(A) =
Mpg)(A) est la mesure de Plancherel modulée selon une loi de Poisson ([Pyny3, p. 63]) de
parametre 0.
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Chapitre 4. Groupe symétrique infini et processus ponctuels déterminantaux.

De méme, si t; = % etsity = %, alors Z71 = (1 —0)! et sy(a)sy(b) = M s, (1%) 5, (1),
ol par s, (1*) on entend
sv(1,1,...,1) = ] Z}lﬂﬂ
v~ (ij)er (Z,])

z termes

voir [Macgs, §1.3, exemple 4]. On en déduit que S(A) = M, p(;¢)(A).

Théoreme 4.7 (Mesures de Schur, [Okoo1]). Si § = S, est une mesure de Schur, alors les pro-
cessus ponctuels D, (S) et Fi(S) sont déterminantaux, et les noyaux correspondants Kp et Kr ont
des expressions explicites en termes des parametres de Miwa. En particulier, si T(z) = Yo, ty 25 —
Yoq tyz 7K, alors

K 1 el @-T@) gz dw
p(x,y) = (217.[)2 //|w<|z| (z—w) [

Ce résultat peut étre obtenu en utilisant le formalisme du produit extérieur infini, voir
[Okoo1]. Soit V un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, et (z),cz une base
orthonormale de V. Le produit extérieur infini A* V est I'espace de Hilbert de base orthonor-
male

Q — ﬁ A d_z A d_3 A

ouD = {dy >dy, >d3s > ---} CZ estune suite décroissante infinie telle que D A Z' soit
fini — autrement dit, D contient une demi-droite infinie. L'espace de départ V agit sur AV
par produit extérieur : Vk € Z/, ¢ (v) = k A v. Les opérateurs i, et leurs adjoints 1 vérifient
les relations d’anti-commutation des fermions libres :

Vi T e=0a 5 Wi Pe=0 5 Py + iyl =0.

Autrement dit, l'algebre engendrée par ces opérateurs est 1'algebre de Clifford de la forme
bilinéaire non dégénérée définie sur V & V* par (i | ¥1) = du, (i | ¥u) = 0 et (¢} | v;) = 0.
Notons : 41} : le produit ordonné défini par :

. _— 1./Jkl,[J;l< ifl >0,
e = {—zpl*z/zk if 1 < 0.

L'opérateur d’énergie, ou hamiltonien, est H = } ;.7 k : ¢y} : . Les opérateurs de charge et
de translation sont pour leur part définis par

C=) :pti: ; RD)=D+1=(d+1)A(d+1)A---
kez'

Ces divers opérateurs permettent une décomposition spectrale du produit extérieur infini.
Ainsi, la base (D) diagonalise la charge :

C(D) = (card Dy —card D_) D,

ou Dy =DNZ' et D_ =2Z"\D.Lenoyau de C, noté Ag’V, a pour base I'ensemble des
coordonnées de descente® D(A) des partitions A € %. Dans ce qui suit, on notera A = D(A);

en particulier, @ = Z’ . La conjugaison par R translate les fermions libres :

Ry R = RiyiR™ =y,

6. Plus généralement, un élément de base D peut étre vu comme une fonction affine par morceaux égale a |s|
pour s positif assez grand, et égale & |s| + ¢ pour s négatif assez grand, ¢ désignant la charge. Les éléments de base
sont donc des généralisations des partitions.
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4.2. Processus ponctuels déterminantaux et mesures de Schur.

Par conséquent, R'RHR™' = H+IC +1%/2 et RICR™" = C +1, de sorte que le sous-espace
NSV = ker(C —c) est aussi R°(A\g’ V). L'espace A™V est la somme directe hilbertienne
@D.cz o’ V, et dans chaque sous-espace A7V, le vecteur R°(@) est un vecteur propre pour H
de valeur propre minimale.

Les bosons libres a;, = Y ez @ PrPy,, : apportent un autre point de vue sur le produit
extérieur infini. Ils satisfont les relations de commutation

[D‘n/ D‘m] =Ny, —m ; [lxn/ wk] = Pr_n ; [D‘H/ 1/);] = _lzblj—&-n

et ils engendrent I'algébre d’Heisenberg (ou algebre d’oscillation) 27. Fixons un parametre
¢ € R. L'algebre o7 agit sur l'espace de Fock symétrique S = C[xy, x2,...] = @~ C[x] :

_9oFP
-~ ox, ’

Autrement dit, les a,~¢ agissent comme opérateurs d’annihilation et les a,, .o agissent comme
opérateurs de création. On peut montrer que pour chaque entier ¢ € Z, l'action de & sur
A&V est irréductible et équivalente a I'action &7 ~ S de parameétre c. L'action de < sur le
produit extérieur infini est donc équivalente a la représentation ./ ~ Clx1,x2,...;49,4 '] =
S®Clq,q9~'] donnée par

JoP JP
= . ; dpeo = (—n)x_, P ; ap(P) =gq a

Le vecteur vide correspond au polyndme 1; 'opérateur de charge correspond a ay, et 'opéra-
teur de translation correspond a la multiplication par 4.

D‘n>0(P) Kp<Q = (—n)x,nP ; ‘XO(P) =cP.

‘Xn>0(P)

Cette théorie du produit extérieur infini est complétée par la correspondance boson-
fermion et la théorie des opérateurs vertex. Notons §(z), *(z) et a(z) les fonctions géné-
ratrices des fermions et des bosons :

pz)= Y Z"¢n 5 Y=Yz "y 5 a(z) =) e
neZ' neZ' nez

Pour toute suite t = (t1,ty,...), les opérateurs vertex de parametre t sont définis par I'; (t) =
exp(X 1 tnn) et T (t) = exp(¥,>1 th ) = T4 (t)*. Avec ces conventions, si

R
- 12/31“‘ 7

alors la relation a(z) =:¢(z)¢*(z): peut étre inversée :
p(z) =z RI_(N T4 (27D 5 97(0) =Rz T ([2)) 7 T (lz71))

cf. le dernier chapitre de [Kacg4] pour une preuve de ces formules a 'aide d’algebres de Lie
infini-dimensionnelles. Cette correspondance boson-fermion?” est complétée par les relations

7. Tous ces résultats ont une interprétation physique naturelle. Ainsi, si V' désigne l'espace d’états (quantiques)
d’une particule de type fermion, alors l'espace d’états d’une infinité de particules identiques est AV, et les
opérateurs ;. et ] correspondent a la création et a I’annihilation d’un fermion en position k. Compte tenu des
propriétés du produit extérieur, les configurations avec plusieurs particules dans le méme état k sont interdites;
c’est exactement ce que 1'on attend de fermions. La correspondance boson-fermion est I'identification canonique
entre A® V et 'espace de Fock symétrique S ® C[q, 7] décrite précédemment; ainsi, on peut traiter virtuellement
le systéeme de particules comme une infinité de bosons, et I'identification conserve la charge du systeme. De plus,
a charge c fixée, il existe un unique état R°(&) d’énergie minimale, et les autres états sont obtenus en appliquant
I'opérateur vertex négatif sur cet état.
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Chapitre 4. Groupe symétrique infini et processus ponctuels déterminantaux.

de commutation
T (t)p(z) = H(t, ") p(z)T=(t)
T (9 (z) = H(t,z") 7 ()T (t)
T, (HT_(t) = exp(ZZ":lntnt;) T_(¥)T4(t)
ou H(t,z) = exp(X 1 tnz") est aussi ) ,.ohu(x)z" siles t, = t,(x) sont les parametres de

Miwa d’un ensemble de variables x. En supposant que c’est le cas, on en déduit 1’action des
opérateurs vertex sur les vecteurs de base de A* V :

Lm@=2 ; T-O@=Yamr 5 -0 =Ysuxa

AeY ADu

Ici, 55/, désigne la fonction de Schur gauche définie par la relation d’orthogonalité
Ywed, (sy|susv) = <sA/ﬂ |sy),

ou, de facon équivalente, par la formule de Jacobi-Trudi s,,,(x) = det(h)\[,HjJrj,i(x))ilj, cf.
[Macgs, §1.5]. Ces relations permettent de calculer les fonctions de corrélation d'une mesure
de Schur de parametre (t,t'). En effet, si 'on remarque que ¢ (A) vaut A lorsque k € D(A)
et 0 sinon, alors :

p(A)= ), Z7ls\(a)sa(b) =27} <<H lPkIIJZ) (o

keA

(z ') () (H wsz) r_(he

ke A

o)) <)

G (1‘[ wwz) G (e
keA
ot G =T (V)T_(t)"!, ¥k = GG ! et ¥; = G¢;G™!. Finalement, en utilisant une forme
de la formule de Wick, on conclut que les fonctions de corrélations sont les déterminants
du noyau Kp(x,y) = (¥+¥} 2|2). De facon plus explicite, si I'on introduit les fonctions
génératrices

Azw)= Y Kp(kl)Zw™" ; ](x):%—exp<2tnx -Y t x”)

klez’! n>=1 n>1

<

=<(F(t)1“+< - <Hlpk¢k> T+(#) T (t) @ @>
<
(

alors A(z,w) = (Gy(2)¢*(w)G ' 2| @), et Gp(z)y*(w)G ! = (J(z)/](w)) Y(2)¢* (w). Par

conséquent :

Az w) = {8 (WY (w) 2| 2) = ]]f;)) L (w/a) = — f](<;))
ez’

Comme J(x) = exp(T(x)), on en déduit I'expression donnée dans 1'énoncé du théoréeme 4.7
par une intégrale de Cauchy sur deux contours. Alternativement, si 1'on décompose J(x) =
Y ez Jn(t,¥') X" en série de Laurent, alors :

KD X, y Z ]x+m t t)]—y m( r_t/)

meZ!,
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4.2. Processus ponctuels déterminantaux et mesures de Schur.

et nous verrons plus loin que les fonctions [, sont des généralisations des fonctions de Bessel.
Ainsi, les mesures de Schur donnent bien lieu a des processus ponctuels déterminantaux, et
on dispose d'une expression du noyau Kp sous forme d’intégrale de Cauchy ou de série de
fonctions. Plus loin, nous détaillerons cette expression dans le cas de la mesure de Plancherel
(§5.2) et de la g-mesure de Plancherel (§7.1).

Pour conclure ce chapitre, notons que les mesures de Schur ont originalement été étudiées
pour comprendre I'asymptotique de surfaces aléatoires, en particulier les partitions tridimen-
sionnelles, voir la figure 4.4.

FIGURE 4.4 — Partition plane, diagramme tridimensionnel et pavage par des losanges.

Ces diagrammes 3d sont caractérisés par 1'une des assertions équivalentes suivantes :

(i) Ecrites dans un plan, les hauteurs du diagramme sont décroissantes suivantes les lignes
et les colonnes — on obtient ce qu’on appelle une partition plane.

(i) Les suites d’entiers {A(t) };cz obtenues en considérant les tranches diagonales sont des
partitions, et elles sont entrelacées :

con R A(=2) < A(=1) < A0) = A(T) = A(2) = A(3) > -

ol A > psignifieque Ay >y 2 A > pp > - -+

(iii) Le diagramme 3d correspond au pavage d’un hexagone par des losanges.

On peut construire des suites aléatoires {A(t)};cz de diagrammes de Young qui sont des
analogues dépendant en temps des mesures de Schur, et qui correspondent a des partitions
planes : il s’agit des processus de Schur, cf. [ORo03, Bor1io]. Dans ce cadre, les fonctions de cor-
rélation des descentes des partitions A(f) sont déterminantales, y compris pour des descentes
prises en des instants t différents. Autrement dit, les corrélations des losanges du pavage sont
déterminantales quelques soient les coordonnées choisies. Pour un choix adéquat des para-
metres du processus de Schur, la partition plane aléatoire 7t est tirée suivant une probabilité
proportionnelle a §*°!™) avec g €]0,1]. En faisant tendre g vers 1 et en renormalisant cor-
rectement les partitions planes obtenues, on en déduit la forme limite des pavages par des
losanges d'un grand hexagone, tous les pavages étant tirés équiprobablement, voir [ORo3] —
d’autre part, il est connu depuis les travaux de Kasteleyn que les corrélations des losanges
d’un tel pavage sont données par des déterminants, voir [Okoog] pour une généralisation de
ce résultat.
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