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La modélisation numérique du trempage dans le cdéreette thése se fait a I'aide du
logiciel Forge2005® dans sa version 3D développé Camef; pour simplifier, nous
'appellerons Forge3. Il a été initialement déve@éppour simuler numériquement les
problemes de forgeage a chaud et a froid. Pourmigeir ce logiciel, de nombreux
développements numériques complexes ont été reéalm@me, par exemple, la description
de nombreuses lois de comportement ou encore desigees de maillage et de remaillage
complexes. Nous avons employé certaines de cenitgels pour modéliser le procédé de
trempage. Nous avons en plus da enrichir le logmieir prendre en compte certain aspects
spécifiques du trempage comme la tension de surface

Ce chapitre a pour but de présenter les différeétgmtions du probleme tel que nous
I'avons posé et tel qu'il sera résolu. Le problesse écrit a I'échelle macroscopique, c'est-a-
dire que I'ensemble des matériaux intervenant g&amutillage) sont assimilés a des milieux
continus et homogenes.

La premiére partie de ce chapitre sera dédiéepaélsentation du modele mécanique et a
sa résolution. Lors de ce procédé, quatre forcésrrdénent I'épaisseur finale extraite :
l'inertie, la gravité, la viscosité et la tensioa surface. Cette derniere n’étant initialement pas
prise en compte dans Forge3, nous expliguerons damsseconde partie la méthode
employée pour son implémentation dans le code soémafin, nous aborderons le probléme
lié aux aspects thermiques permettant la priseoempte des transferts de chaleur entre les
différents domaines et présenterons brievemerddtian du couplage thermo-mécanique.

2.1 Formulation du probléme mécanigue

Le logiciel Forge3 est basé sur une formulationtenien vitesse/pression du probleme
mécanique. La vitesse et la pression sont conggd&@eémme deux variables completement
indépendantes.

Nous définirons ici le bain comme un domaine finde frontieredQ. La formulation du
probléme mécanique est basée sur I'écriture de bésixle conservation de la mécanique des
milieux continus : la conservation de la massa ebhservation de la quantité de mouvement.
A cela viennent s’ajouter des lois supplémentaiksivant le comportement des matériaux :
les lois rhéologiques des matériaux et les lomtagiques aux interfaces.
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Figure 2-1 : Schéma des géométries du trempage

2.1.1 Formulation du probleme continu

2.1.1.1Equation de conservation de la masse

Le principe de conservation de la masse dit quamdase de I'objet reste constante au
cours du temps ; I'équation s’écrit sous la forme :

%—f+div(,ou) =0 Eq. 2-1

ou p est la masse volumiqueete champ de vitesse dans le domaine matériel.

En considérant le matériau comme incompressilgle=( constantg, I'équation de
conservation de la masse se simplifie :

div(u) =0 Eq. 2-2
2.1.1.2Equation de conservation de la quantité de mouvémen

L’équation de conservation de la quantité de mowrdra’écrit :
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p(g—?+mu mj+ dv=pf Eq. 2-3

avec 7 le tenseur des contraintes fetles forces volumiques gravitationnelles tel que
f :{0,0, g} pour le systéme de coordonnées cartésiennes egnfpigyre 2-1).

2.1.2 Conditions aux interfaces

La fermeture du probléeme mécanique décrivant lapege se fait a I'aide des conditions
imposées aux niveaux des différentes interfaces.

2.1.2.1 Conditions aux limites

moule

Figure 2-2 : Normale sortante de la piéece

v" Sur la surface libre du bad®@, on impose :

Toum=0h= -(Pgtou)n Eq. 2-4

ou les forces de tension de surface sont défirdes p

T,=-oun Eq. 25
oun est la normale sortante défirk@ure 2-2, o est le paramétre tension de surface déa
courbure a la surface. Le développement et 'impiétation dans Forge3 de la tension de

surface sont développés dans le paragraghe

v Entre le moule et le bain swQ,, une condition de non pénétration est
employée. Ce probléme est formulé a I'aide desitiond de Signorini :
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(u-U,)h<0
0,<0 Eq. 2-6
[(u-U,) |, =0

ou g, = o nlhla pression de contact ©p la vitesse de I'outil.

2.1.2.2Contact outil / matiére

Le contact entre le bain et le moule et entre da¢ et le moule est un contact bilatéral
collant. Ce type a été choisi suite a la déternmonatle I'angle de contact liquide / outil ; la
justification physique de ces résultats est pré&selains leChapitre 3 Le contact est dit
bilatéral lorsqu'’il est impossible de décoller leseuds en contact et il est de type collant
guand tous les déplacements tangentiels relatdésnaeuds en contact sont impossibles. Les
conditions de contact bilatéral collant sont dé&finpar :

u-U,=0 Eq.2-7

2.1.3 Lois de comportements

Les lois rhéologiques a intégrer dans la modétisatiloivent décrire au mieux le
comportement du liquide du bain au cours du prodédiéempage. Nous avons choisi pour la
description de nos fluides d’utiliser une loi viptastique qui nous a semblé la plus adéquat
suite a des séries de mesures rhéologigGlapitre 3. La modélisation du comportement
viscoplastique se fait a I'aide d’une loi de typertén-Hoff :

K(T,E)= K, (E+50)i erm Eq. 2.8
- 3
£=.2¢:¢

2

£, <<lparameétre assuralt> @&
ou S est le déviateur des contraint&sJa consistance du matériau (dans le cas d’'undiluid

newtonien,K correspond a la viscosit§),la sensibilité a la vitesse de déformatian,le
tenseur des déformations défini par I'équatf. Dans le cas de trempage anisotherme, la
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consistanceK peut dépendre de la température telleigest le coefficient de sensibilité a
I'écrouissage eff un terme dépendant de la température.

é:%(grad u+( grad L)T) Eq. 2-9

et ¢ la vitesse de déformation équivalente définie:par

™ |
I
I

2 . .
£ & Eq. 2-10
3
Le déviateur des contraintes’écrit :
1
oc=S-pl avec p= —éTrace(a) Eq. 2-11

oup est la pression hydrostatique ¢a matrice identité.

2.1.4 Résolution numérique

2.1.4.1Formulation faible du probléeme mécanique

Les équations de conservation de la masse et deem@tion du mouvement peuvent
s’écrire sous forme variationelle :

Trouver(u ,p)D(UCa ,P) tel que:
[sie(u) do-[ pdif 1) - [ rOvds0 O w B Eq. 2-12
Q Q 20,

[pdiv(u) dw=0 DOpOP
Q

Les ensembled)“® (espace des vitesses cinématiquement admissitleSjespace des

vitesses cinématiquement admissibles a zéd)sent définis par :

Uca:{uD(Hl(Q)3/(u—qmm)[hso suran)}
Ugaz{UD(Hl(Q)slumso S“ran)} Eq. 2-13
P=1(0)
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2.1.4.2Discrétisation spatiale

La discrétisation du probleme a résoudre dans Bosgefait a 'aide de la méthode des
Eléments Finis mixtes. Les espaces d’admissiliitéda vitessdJ “® et de la pressioR sont
approchés par des espaces discrets de dimensiadJf et P ou k désigne la taille de

maille. Ces espacds,® et Py sont basés sur une triangulation en élémentsua, de I'espace

Ok qui discrétise le domaine contit2

Q= Eq. 2-14

@0y

Il est nécessaire que les fonctiong, fx) avecu, U, et p, OR convergent vers les

solutions continuesu( p) lorsque k tend vers 0. Cette convergence est assurée par la
consistance du probléme et est vérifiee puisqueespsices d’approximation dans lesquels
nous travaillons sont des espaces de polynémes.

A cause du couplage entre les champs de vitess#e gbression, la condition de
consistance ne suffit plus, il faut lui ajouter wandition de stabilité spatiale ou condition de
Brezzi-Babuska [Babuska73]. Cette condition vauficer directement le choix de I'élément
utilise.

Pour minimiser les temps de calcul tout en obtedastrésultats cohérents, le domaine est
discrétisé a partir de I'élément tétraédrique PPd./ Ce type d’élément présente I'avantage
de pouvoir décrire des volumes complexes tout enté&naniables pour le maillage et le
remaillage.

v Vitesse

D Pression

Figure 2-3 : EIément tétraédrique Vitesse / Pression

La vitesse est discrétisée par une partie linédireur le tétraédre enrichi par une partie
bulle linéaireu, définie sur les quatre sous tétraédres formésepasommets et le centre de

gravité du tétraedre que nous noter(mfs) La pression est approximée par une

0=1,2,3,4"
fonction linéaire surw,. Le champs de vitesse interpolé sur I'élément P1+/P1 se
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décompose selon les équatid@id?. U, correspond a la partie linéaire du champs desates
et B, la partie bulle.

Uk ::lJI +-E3k
: :{uf a(c* (@) 10w,0r, eth,, O B(at)). q:1,...,A}
b, =0 suroQ, Eq. 2-15
U, :{u'k 0(c (@) /0w 0r, ety,, O F%(wk))s}
P ={ p0(C°(Q,))/Dw 0T, et g, O F’(a)k)}
Les champs de vitesse et de pression résultantslsonés dans I'équatidil6.
nbnoe nbelt
b=l = > UNY U N
= = Eq. 2-16

nbnoe

P=2, RN
g=1

nbnoeetnbeltsont respectivement le nombre de nceuds et le moddéments du maillage.
N;, g=1,...,nbnoe est la matrice des fonctions d’interpolation liné@associée au nceqd

NE’, j =1,...,nbelt est le vecteur de la fonction bulle associéelaéntj.

Pour obtenir la formulation faible discrétisée @nédénts finis », il suffit de remplacer dans
I'équation2-12les fonctions tests par les fonctions de base @wst le vecteur unitaire dans
la directioni de I'espace :

2K ﬁéuﬁuﬁ m_:sdk+Lt £ N.e) @, .+ | ok diy NOg d
’ N
- [ pdiv(N, &) &2, =0 0 ¢=1,..., nbnoed # 1,...,3
oK | 3e ul + m_:i‘ d+E):e(Ne) @, Eq. 2-17
| :
~ [ pdiv(N; ) d2, =0 O e=1,..., nbnelt #1,...,3

Q
j N;div(LL+ LE) €, =0 0g=1,..., nbnoe
Q
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Une fois le probleme posé, il est possible de mEde systeme2-17 sous forme
matricielle pour réaliser ensuite la résolution @uicue :

R(U. ¢ 9 (o
R(U, ¢, g=| B( 4 b, p|=|0 Eq. 2-18
i..9) 0

Pour résoudre ce systeme, ou R est non linéaiest iémployé 'algorithme de Newton-
Raphson. A partir du triplet initiélhi'nn,qﬂit, pmt), on cherche a apporter une correction

(Au' ,Au”,Ap) telle que :
(qlnn+A‘J G +A 0, g +A F)ZO Eq. 2-19

On approche le résidva I'ordre 1 a l'aide d’'un développement de Taylor

oR oR oR
R(uUy +AU, §, +A G, g +A D= R 1. W, )+TA T wapA P 0 Eq.2-20

Le systéme linéaire devient :

R OR OR
o o ap AU R

ap‘f aFE’ OR | awe |=- R Eq. 2-21
ou oJu ap Ap R

0R, OR OR

ou o ap

Ce systeme peut étre simplifié en notant que haeearR%p est nul et que dans le cas des

fonctions de forme |Ineall’35/ a/ =0. On obtient ainsi :
b

R R

|

ou ; :p AU R

0 i‘; R A |=-| R Eq. 2-22
ou” adp Ap R

®, R

ou' o
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En extrayant la seconde ligne du systeme, le chdanpitesse bulle peut s’exprimer en
fonction du champ de pression (condensation s&lidie systeme a résoudre devient :

AU
H{ j =R Eq. 2-23
Ap

ou He est la matrice hessienne, symétriqueRglqis le résidu modifié par I'élimination du
terme « bulle » (condensation statique).

Le systeme-23 est résolu dans Forge3 par une méthode itéragivgpe résidu conjugué
préconditionné [Marie97]. Cette méthode itérativwenpet non seulement un gain de temps
mais également un gain du point de vue de coltodage.

2.1.4.3Discrétisation temporelle

La formulation employée dans Forge3 est Lagrangexwec une réactualisation au cours
du temps. On note, et t,, les temps initial et final ; lintervalle de temfis, ti)] est

fin
discrétisé en plusieurs intervallgs, t.+1]. La configuration &,., est calculée a partir de la
configuration at,, dans le cas en Lagrangien total, la configurationserait calculée en
fonction de celle &.

Le schéma est de type Euler explicite :

XA = X+ AtUTA Eq. 2-24

La vitesse est constante au cours de Iincrémetgrdpdt,t + At].
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2.2 Implémentation de la tension de surface

Dans ce paragraphe nous présentons la méthodey&agiour implémenter les forces de
tension de surface dans le code source de Forge&ffét, les mécanismes induits par la
tension superficielle sont importants dans le tragep: ils sont susceptibles d’influencer
fortement les épaisseurs extraites autour du moludeprise en compte de cet effet est donc
indispensable a la modélisation du trempage.

2.2.1 Définition et réle de la tension de surface dartsdmpage

2.2.1.1Définition de la tension de surface

Au sein d'un liquide, les molécules exercent emltes des forces d'attraction ou de
répulsion (forces de Van der Waals - attractioteetéostatique - attraction ou répulsion -) :
On parle de « forces intermoléculaires ». Chaquiéecnte du liquide est tirée dans toutes les
directions par ses voisines de ce méme liquideédaltante des forces est nulle.

A la surface du liquide, les molécules sont tiréssv'intérieur par d’autres molécules de
ce méme liquide et ne sont pas, par contre, adtirdensivement par les molécules du milieu
ambiant (ici, I'air). Il existe donc un gradient geession entre les deux domaines (liquide —
air) ce qui conduit a l'apparition d’'une force naim qui s’annule lorsque la surface se
courbe. La forme de la surface résulte donc deuilibye entre la pression du gaz, I'attraction
par l'intérieur du liquide et le poids si I'on st présence de la pesanteur.

Figure 2-4 : Action des forces de tension interfaciale sume surface libre 6@
Quand toutes les forces sont a I'équilibre, I'éprarésultante est I'équation de Young-

Laplace :

AP = a(i +ij Eg. 2-25
R R
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ou AP est la difference de pression, la tension de surface d® et R, les rayons de

courbure. La résultante de la tension de surfacéassurface gauche est donc une contrainte
normale a la surface du fluide et elle est inveemrproportionnelle aux rayons de courbure.

2.2.1.20bjectif de I'implémentation de la tension de scefa

Le trempage est soumis a l'action de quatre parasgbhysiques principaux : la
viscosité, la gravité, la tension de surface etfteses d’inertie. Selon les conditions de
trempage, un ou plusieurs de ces facteurs prédomiRar exemple, pour de petits nombres
capillaires Ca<<l), cest a dire a faible vitesse de remontée, lavigg peut étre
négligée dans la zone du ménisque; par contre gmgrands nombres capillaires, la tension
de surface peut étre négligée et ce sont les ford@sertie qui prédominent
[Weinstein01]. Comme notre objectif est de dévedppin modéle numérique général
permettant de simuler le trempage, il est impor@mtprendre en compte I'ensemble des
forces jouant un réle.

2.2.2 Revue bhibliographigue

Dans la littérature, plusieurs méthodes ont ét&ld@pées pour implémenter la tension de
surface.

La tension de surface est en général modélisé@p@igaant la force locale « tension de
surface » aux nceuds de la surface libre. Commeacéta expliqué précédemment, la force
est équivalente a un saut de pression au travene dhterface et est donnée par la formule de
Laplace :

AP=0lW Eq. 2-26

ou AP est le saut de pressiod, le coefficient de tension de surfaceveta courbure.

Localement, le vecteur contrainte normaleappliquée a la surface libre est donné par:

- - -

T=on=-P_n-ok n Eq. 2-27

atm

La contribution du terme « tension de surface »sdauation des puissances virtuelles
est la suivante :

i

T deS=I P, u ndeau nv c Eq. 2-28

libre
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La plupart des méthodes développées dans la liitérat permettant I'implémentation de
la tension de surface dans un modeéle éléments doms basées sur la détermination de la
courbure. Les deux premiers cas présentés foris hrtceux-la mais montrent des limites ;
c’est pourquoi une autre méthode, présentée dameiségeme point, a été développée et est
basée sur une reformulation du terme de courbure.

2.2.2.1Estimation de la courbure a partir de deux noeuds

Une premiére méthode consiste a calculer la coarpour chaque cété joignant deux
nceuds i( et j). Une approximation de la courbure est déterminée a partir de I'équation
suivante [BelletO1]:

_1_ 1o
R A+tA

v

Eq. 2-29

ou R est le rayon de courburg, I'angle entre les deux adjacentes des triangigst A, leurs
surfaces respectiveBigure 2-5).

Figure 2-5 : Notations employées dans la définition de ourbure le long d’un c6té joint par deux noeuds$
et et séparant deux trianglel et 2 selon [Bellet01]

2.2.2.2Estimation de la courbure a partir de la divergendes vecteurs normaux aux
noeuds

Une autre méthode consiste a calculer la courbanene la divergence des vecteurs
normaux aux nceuds.
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Brackbill et al. [Brackbill92], repris par Natvi Rtvi97] en 1997 et Bellet en 2001
[Bellet01], ont montré que la courbure pouvait &omnée par l'opérateur divergent de la
surface :

v=-0h Eq. 2-30

Pour utiliser cette équation en trois dimensiohfaut déterminer la moyenne nodale des
vecteurs normaux. Chaque nceud en surface dépemad ol plusieurs triangles. Sur chaque
facette, la normale est unique. Il est simplemassipble de faire une moyenne qui s’écrit
ainsi :

1
== S'n° Eq. 2-31
zne er(m)
er(m)

ou 7(m) est I'ensemble des facettes triangulaires autoyraitni m et n® le vecteur normal de

la facettee.

Une autre méthode consiste a faire une moyenneépaleddes vecteurs normaux des
facettes autour d’un nceud avec comme coefficiemtsl@raux les surfaces des facettes :

1
n"=——— > n°[5° Eq. 2-32

Z I’]e [Se eJr(m)

er(m)

Pour un triangle a trois nceuds, (1, p) dont les moyennes des vecteurs normaux 18gnt
n"etn®, il est possible d’écrire dans un repére locaksda plan de la facettX,{Y):

Dsm:anx +arIY = aN' £+6Ni a_,7 nix + ﬂg+ﬂa_” n:( Eq. 2-33
X aY | af aX an ox a9 OY  an oY

ou (&,n) sont les coordonnées de I'élément triangulaireréférence et\; les fonctions
d’interpolations attachées au naéud

Apres simplifications, la divergence delevient :

Dsmzz—ls[Yp(ri;— )= x°(g- i)+ x( g~ 4] Eq.2-34
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avecSla surface du triangle(,xi ,\i() les coordonnées au point

np

Plan de I'élément
surfacique (m,n,p)

Figure 2-6 : Systéeme de coordonnées local pour calculéts [h dans chaque triangle selon [Bellet01]

Il est a présent possible de donner I'expressionedteur contrainte décrivant les termes
de tension de surface dans I'équilibre mécanique :

T(&,n)=-0(0s ) n(&,7) Eq. 2-35

Si 04 [h est positif, alors la surface est convexe locatdmmea discrétisation du terme
résidu de I'équatio@-35s’écrit :

Ry =~ [ o(0sh) N,AON,d Eq. 2-36

a0,

2.2.2.3Utilisation de I'opérateur Laplace-Beltrami

L'utilisation de I'opérateur Laplace-Beltrami perite reformuler le terme de tension de
surface en son équivalent variationnel. Le premiavoir introduit cet opérateur aux éléments
finis est Dzuik [Dzuik91] en 1991. Bansch 'a ensuappliqué aux écoulements aux surfaces
libres en 2001 [BanscO1].

Pour I'application de cette méthode, il est nédesstans un premier temps d’introduire
certaines notions. L'opérateur de Laplace-Beltrémest donneé par :

>

X=un Eq. 2-37

Formulation et résolution du probleme mécaniquéempage 81



avec X le vecteur des coordonnées du point considéggraldient tangentiel par :

-

Of (x) = Of (x)—(ﬁuﬂf (x)jn £q.2-38

A apparait comme la partie tangentielle de I'opé&rateplacien appliqué a un vecteur,

c'est-a-dire le projecteur de I'opérateur Laplagenla surface de normate

La modélisation de la tension de surface se fadrér de la formulation suivante :

Frs = [ ovnivar Eq. 2-39
r
ourl est l'interface libre liquide-air.

En remplacant I'expression du vecteur courbure ¢tlargression, on obtient :

Frs = J'a(é ij wdr =~[o0 XOwd + [, awg Eq. 2-40
r or

T

Si les effets de bords sont négligés (reliés alade mouillage) et que I'on considere la
configuration a lI'incrément n, on obtient la formeplicite suivante :

Frs =~ o0 x Mwdr Eq. 2-41
r

L'implémentation numérique de la tension de surfaakeulée a partir de la courbure
(deux premieres méthodes) génére des défauts uelsles irrégularités dans les courbures
comme cela peut se voir sur les résultats de [®dlle Le modele qui a été choisi pour
limplémentation de la tension de surface dans &dmest celle basée sur la reconstruction de
la courbure a partir 'opérateur Laplace-Beltrami.

2.2.3 Stratégie d’insertion de la tension dans Forge3

2.2.3.1Application nodale

La tension de surface ne s’applique qu’au niveas &@éments surfaciques. Il est donc
nécessaire dans un premier temps de détermineehdnle des nceuds concernés.
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noeud 1

Surface de travail

autre face
surfacique

noeud 4

noeud 4

Elément & une facette surfacique

noeud 1

autre face

noeud 4 noend 4

Elément deux facettes surfaciques
noeud 1

autre face

autre face
surfacique

noend 4

Elément trois facettes surfaciques

Figure 2-7 : Différentes configurations de tétraédres sugciques avec une ou plusieurs facette surfaciques
ou vient s’appliquer la tension de surface

Comme seuls les éléments ayant au moins une faetia surface libre sont utilisés, il
faut donc sélectionner ces éléments et numéragendeuds de telle maniére de reconnaitre
guels sont ceux frontiéres et ceux qui ne le sast Pans le cas ou un méme élément possede
1, 2 voire 3 facettes surfaciqudsdure 2-7), chaque facette est traitée indépendamment des
autres ; i.e. la tension de surface est calculépm@iquée a toutes les facettes surfaciques sans
tenir compte de ses voisines. C'est I'étape d’asémye au niveau global dans la procédure
eléments finis qui permettra d’assurer la contindi la courbure de l'interface.
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Le sens de numérotation des nceuds est aléatoilleneajoue pas de rdle sur le calcul de
la tension de surface. Chaque nceud de chaguegpagenant a la surface libre est numéroté
de 1 a 3, le quatrieme nceud étant le numéro 4. Boutong de lincrément, cette
numérotation est conservée.

2.2.3.2Développement du systeme a résoudre

Comme il a été montré précédemment, la contributiorterme « tension de surface »
dans I'équation des puissances virtuelles vaut :

Frs=-[o0 x(Dwdr Eq. 2-42
r

Il faut transformer ce probléme physique de tellenidre & le modéliser sous forme
d’équations locales.

A l'aide du développement du gradient tangentiehrgo dans I'équatior2-37, il est
possible de simplifier I'écriture de ce terme adé&de la formulation suivante :

0% =% =0 X0
= (5|<J _nknj) Xk Eq. 2-43
=x, i - nn]k]j
soit Ox=0x{l - nr| Eq. 2-44

oun est la normale sortante a la facette surfaciqueest le vecteur des coordonnées du point
considéré. Chaque normale est calculée indépendantes autres, c'est-a-dire si un élément
possede plusieurs facettes surfaciques, il secalléahutant de normales qu'il y a de facettes
surfaciques.

Le termeF,, devient alors :
FTS=—IO'[EDX(| —nn) |fOw(I- nn] Eq. 2-45

Fos =—IJ[EDX (1- nn)][[(l -nn)' @ V\ﬂ a
autrement dit r . Eq. 2-46
FTS:—J-O'DDX[“—HH)(l—n@ Mwd
r
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Il faut & présent chercher a écrire cette équatmnelle maniére a définir localement la
tension de surface au niveau de chaque élémentHmir cela est utilisé la notion de
fonctions d'interpolation définies sur I'ensembledbmaine étudié.

Dans un premier temps sont recherchées les contpssadn vecteur déplacemewt en

chaque nceud de la discrétisation par éléments. fihisera noté W le vecteur des
composantes du champ nodék) sur la facette :

& &R

W= Eq. 2-47

ER

Pour chaque composanigx), w,(x) et w,(x) la relation fondamentale d’'interpolation

sous forme matricielle est :

Wy

w;
wo)] [N, 0 0 N, 0 0 N, 0 07w
w,x)[=[0 N, 0 0 N, 0 0 N, 0|0: |=[N]we Eq 248
w,®| [0 0N, 0 0 N, 0O 0 N,||w

w;

W

Il est introduit la matrice de I'opérateur de détien [0] :
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% 0 0 % 0 0 66N3 0 0 a(;\l“ 0 0
X X X X
0 % 0 0 ON, 0 0 % 0 O oN, 0
oy ay ay ay
0 0 % 0 0 aaNZ 0 0 % 0 6(!3\|4
z z Z z
% 0 0 % 0 0 oN, 0 0 oN, 0 0
ay oy oy oy
B:[D]Eﬂ'\']:% o o M g o N 5 N 5
0z 0z 0z 0z
0 % 0 0 % 0 0 % 0O O oN, 0
0z 0z 0z 0z
0 % 0 0 ON, 0 0 % 0 O oN,
0X 0Xx 0X )4
0 0 % 0 0 ON, 0 0 % 0 0 oN,
1) 0X 0Xx 0X
0 0 % 0 0 ON, 0 0 ON, 0 0 oN,
dy oy oy oy
Eq. 2-49

D’autre part, il a été démontré précédemment (éoua&-44) que : Qx=Dx[[]I - nr'].

Pour simplifier I'écriture il est possible de noter
Ux=0xID Eq.2-50
avecD un tenseur d’ordre 2 (matrice 3x3).

ou sous forme vectorielle :

{ox =|p*|dioK Eq. 2-51
avecD™ une matrice 12x12 (3 coordonnées x 4 nceuds pdbéfmédre).

La force résultante de la tension de surface es$ @&quivalente sous forme matricielle a
I'équation suivante :

Fe=-0B (D D' BJRS Eq. 2-52

oll B est la matrice des fonctions de forni, la matrice projection{x} les coordonnées
des quatre noeuds de I'élémentetla surface de la facette.
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La force F, a 12 composantes correspondant aux 3 coordonsékmy, y et z) des

nceuds du tétraédre. Seuls les 9 composantes amrdssgs aux nceuds en surface sont
utilisées puisque se sont les seuls nceuds surelssegt appliquée la tension de surface.

2.2.4 Validation de 'implémentation

Avant toute application de la tension de surfacel@unodélisation du trempage, il est
important de valider le bon fonctionnement de kaithme développé et implémenté dans le
logiciel Forge3. La validation se fait sur un cudmmis a sa viscosité, a son inertie, a sa
gravité (ou non selon les cas) et a la tensionulface. Les facteurs de validation du bon
fonctionnement de I'algorithme sont la géométrieale de la figure et la répartition de la
pression dans le cube. La distribution de cettaidex dans le cube initial est donriégure
2-8: elle est maximale au niveau des coins et mireraak centres des faces.

Le cube initial est de dimensiohx1x1mnT et est composé de 408 noeuds, 1556
tétraeédres et 496 facettes. Le pas de temps edit de0,001s. La viscosité dynamique
employée esty=1Pas et la masse volumiquep =1000kgm™. Le facteur tension de
surface vauty = 002 N.m™. Dans le cas ou la gravité est prise en compteyte est posé
sur un support : le contact avec le fluide estyge fTresca. Le calcul se déroule jusqu’a ce
gue I'équilibre soit atteint.

Pression
Mpa

000128
! 0001125
F—t o001
—t o.000875
bt 000075
— o.o00s25

[ 0.0005

0000375

000025
0.000125

o

Figure 2-8 : Cube initial tel qu’il apparait dans Forge3 -Répatrtition des champs de pression

La tension de surface est une force venant s’apgliqux noeuds : pour atteindre un état
stable, elle intervient comme une force de « catitra » de fagon a obtenir la surface la plus
faible possible.
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2.2.4.1Equilibre d’'une goutte sans gravité

Dans le cas d’'un cube non soumis a la gravitépilge est atteint apres 0,75 s. Il est
obtenu une sphere parfaite de pression constareée53®0 Pa(Figure 2-9). La forme
sphérique est atteinte car en I'adoptant, la sar&st minimisée et par conséquent, I'énergie
nécessaire est également minimiseée.

Pression
Mpa

Te-005
672005
648005
T 5.1e-005

5.8e-005
I 5.5e-005

5.2e-008

4 8e-005

4.6e-005

4.38-005
4e-005

Figure 2-9 : Champ de pression dans le cube soumis a lasgon de surface

Selon la formule de Laplace, la pression de largptiéit étre égale a :

p=27 Eq. 2-53

Rs

ol Rs est le rayon de la sphere (B, = 05ib) et 0 =0,02N m*. Le calcul a l'aide de

cette formule donne une pression 533 Pa ce qui est tres proche de celle trouvée
numeériquement. Cette vérification confirme le bondtionnement de I'implémentation de la
tension de surface dans Forge3.

2.2.4.2Equilibre d'une goutte sous gravité

L’évolution d’'une goutte de fluide en contact avew surface plane et soumise a la
gravité a été eégalement modeélisée. Dans ce cqgsgjliire est atteint au bout de 1 s.

Sur laFigure 2-10 sont comparés les résultats de deux modélisat@aisees dans les
mémes conditions si ce n'est que dans un casisstrpcompte le terme de tension de surface
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et dans l'autre non. Dans le cas ou le cube et gmimis a la gravité, le cube s’est affaissé
(sous l'effet de son poids) sans que les endromgsilaux ne se soient arrondis. Dans le cas ou
le terme de tension de surface a été introdufgrime finale est celle d’'une goutte posée. Le
champs de pression a l'intérieur n’est plus homeg®ais il dépend a présent de la gravité :
la pression est maximale au niveau du contact keveapport et minimale au point le plus
haut.

q Pression
Pression

1.27706e-005 4.30511e-008

1.17862e-005 3.75359-006

Mp=
1. 0801 Be-005 3.20207e-006
9.81747e-008 2 55056e-006
.83300e-008 2.09304e-006
1.547526-006
9.960042-007
4 444572007
-1 0703e-007

7.84871e-006

E.38433-008

537995006

4.89557e-008

3.91119e-006 -6.58548e-007

2.92681e-008 -1.21007e-006

Avec tension Sans tension

Figure 2-10 : Comparaison entre le comportement a t=1s dhe goutte soumise a I'action de la gravité
avec et sans tension de surface

Les essais de I'implémentation de la tension déaserdans Forge3 sur un simple cube
ont montré des résultats intéressants et corregptsid ceux attendus. L’algorithme employé
est donc validé et pourra étre a présent employgé ldacadre du trempage.

Il faut noter ici qu’aucun angle de mouillage ni& étilisé, I'angle observé ici est donc
uniquement le résultat de la gravité et du typeatgact matieére/support utilisé.
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2.3 Formulation du probléeme thermique

Dans le cas de trempage a chaud, il existe desngebahermiques entre le bain et le
moule qu’il est important de prendre en compte eHet, les variations de température vont
avoir une influence sur le comportement rhéologidudluide et donc sur I'épaisseur finale
extraite.

2.3.1 Equation de la chaleur

Les échanges thermiques entre le bain, le moule etilieu extérieur sont régis par
I'équation de la chaleur suivante :

p

pmp%+div(q): fF:e Eq. 2-54

avec p est la densitéC  la chaleur massiqud, le champ de température &} la fraction

de puissance de déformation transformée en ch@eefficient de Taylor-Quinney).
Le flux g est défini a I'aide de la loi de Fourier en fonatdu gradient de température :
q=-A°yrad(T) Eq. 2-55
avec A° la conductivité du matériau.
On aalors:

pIC, B((jj—-[— div(/i° [grad( T)) = {0 ‘£ Eq. 2-56

2.3.2 Conditions aux limites

Le procédé de trempage anisotherme regroupe difétgpes de conditions aux limites
en fonction du type de surfaces. Les échangesmseéw convection ou rayonnement sur les
surfaces libres (bain) et par conduction sur letasas de contact (moule et plaque). Il est
également possible d'imposer un flux ou une tentpéga
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» Convection et rayonnement

Ces types d’échange se rencontrent au niveau darface du bairdQ_ . L'équation

régissant la convection est la suivante :
(-7 radT)h= h,,(T- T,) Eq. 2-57

avec h,,,, est le coefficient de transfert par convectidna température du bain &t la

conv

température extérieure.
L’équation régissant le rayonnement est la suivante
(-2 radT)th=c,p( T - T, Eq. 2-58
avece, I'emissivité ety la constante de Stephan-Bolzman.

En regroupant les coefficients de transfert de eotion et de rayonnement, on obtient :

h, =ho +ey(T+T2)(T+ T,) Eq. 2-59

e Conduction

Des transferts par conduction ont lieu a l'integfanoule / liquidedQ . . L'équation
décrivant ce type d’échange est la suivante :
(~kCorad(T))th= hye( T- ) Eq. 2-60

avecT, la température d’interface entre les deux domagnéds, , le coefficient de transfert

traduisant la résistance thermique de contact.

L’expression permettant de déterminer la tempeéeadlinterfaceT, est :

T :% Eq. 2-61

ou T, estla température du mili¢et b, I'effusivité du milieuj telle queb, :«/hqu :
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e Température imposée

Il est également possible d'imposer une tempérafjjfesur une partie du bordQ, du
domaine ou encore un flux sortant impogg  :

T= Timp
®, =-A°gradT[h

p

Eq. 2-62

Le bain de trempage est posé sur une plaque quipsemettre de le chauffer en lui
imposant une température selon I'équagied2

2.3.3 Résolution du systeme

La forme variationnelle de I'’équation de chaleur:es

. d c *
e gj;,ond—IT* dv+£/1 Ograd T)Ograd T) d\*aiu N FJ) T
. Eq. 2-63
+ [ h(T-T)Tdst [ @, TdS[ fs T dvo
Q

annnd 0Q flux

2.3.3.1Discrétisation spatiale
La discrétisation du probleme thermique s’appuielsuméme maillage que celui qui

discrétise le probleme mécanique. Le méme typeénhiéhts P1 est utilisé pour
l'interpolation et la discrétisation de; la température est interpolée aux nceuds ainsi :

T,= > TN, Eq. 2-64
A l'aide de cette interpolation, il est possiblerdécrire I'équatior2-63
dT,

—2+ K0, = Eg. 2-65
dt h Q q
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0i, j O[1nbnog
C: Matrice de capacité £= [ o GNN dv

Q

K : Matrice de conductivité | :j K grad |\ gra(d jI)l a
o,

avec + [ ,NNdS+ [ hNNd Eq 266
0Qy, 0Qy,

Q: Terme source j SINT de + N NT dS

thcond 0Q Ner

+ [ No,,ds+[ N fSedQ

aQI"flux Qh

2.3.3.2Discrétisation temporelle
Pour discrétiser les équations thermiques en temhpsst utilisé un schéma de type

différences finies a trois niveaux développé papy[890]. Pour rendre le schéma plus
consistant, on se place a l'instantappartenant a I’intervaIIEtn,tnﬂ] ; on définit alors :

t'=at  +at +ait,., Eq. 2-67

avec t_,,t ,t ., trois pas de temps successifs séparés par leesddtg=t -t _, et
dt=t.,, —t,. Les coefficientsr,, a, et a, sont choisis arbitrairement en faisant en sorte qu

leur somme soit égale a 1.
Le champ de températufie au tempg” s’écrit alors :
T =aT,+a,T, +a,T,, Eq. 2-68
Sa dérivée par rapport au tentpss'écrit :

dT’ — BT~ BTy + ViTo = V2Tou Eq. 2-69
dt dt, dt

Selon [Soyris90], le schéma est consistant pour :
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Eq. 2-70
a. = a—l %+£ 1+%
8 1T ) a2 dt

Eq. 2-71
1

Les équation2-69 et2-70sont utilisées pour réécrire le probleé3:

C 181Tn—1+,82T V1T+V2 n+ 1 +K|:QO'T +0’T+0’T1)2Q
A, At

(C£2+Kﬂ7jn+1 Q- K{{a,T, ,+a,T,)- c{ﬂTnlJ’ﬁzT Vlj

At
- GALT , = {Q+ Kla, T ,+a,T)- C{ﬁ BT, Vé-lt_nﬂ

Eq. 2-72
avec GA= CL+K
a, Lt

GALT, ——{Q+(C £ —GA}[@a To+a,T)- cEﬁ 1+ BT, V(letﬂ
_1 ay, B ay, B, ¥
- GA%_ag{QJr C((agmt dtoj I‘“{crgtdt dt, dtj ID

Le systeme-72est résolu a I'aide de la méthode du gradientugnré préconditionné par
la diagonale. On trouve alors I'expressionTde a partir de :

T*
T.,= " (@1, +a,T,) Eq. 2-73
3

2.3.3.3Thermique asynchrone

Lors de gradients thermiques importants a lintfantre la piece et l'outil, pour
minimiser les problemes numeériques liés a ce cihdaut raffiner tres fin le maillage a cette
interface. Comme la discrétisation spatiale estéae pour le probleme mécanique et pour le
probleme thermique, un maillage fin conduit & uoeef augmentation des temps de calcul

Formulation et résolution du probleme mécaniquéempage 94



pour la résolution du probléeme mécanique. La smuth ce probleme est Il'utilisation de
maillages calibrés de maniére a ne pas trop pénaddigésolution du probléeme mécanique, ce
qui peut parfois conduire a des imprécisions ler$adésolution du probleme thermique.

Il est possible d'utiliser une méthode de pas aepteasynchrone pour faire face a ces
problemes thermiques. Les oscillations spatio-tewifms dues aux chocs thermiques sont
liees au temps de pénétration de la chalgiemps nécessaire au flux thermique de parcourir
une taille de mailld. Dans ce cas, le choc thermique ne sera pris mpteoque lorsque le
gradient thermique aura traversé I'élément froeteur bout d’un temps caractéristique :

c
At = % h Eq.2-74

On relie ainsi les pas de discrétisation temporellspatiale. Pour une taille de maille
stable et imposée, le pas de temps défini a I'équat74 ne doit pas étre plus grand que le
pas de temps stable, soit [Tronel93]:

At > At Eq. 2-75

asyn

Cette équation donne le pas de temps minimal palir my ait pas d’oscillation du
champ de température. Il faut ensuite ramenersiglta obtenu a+dt, au probleme défini

as

a t+dt. La températurel, ,, a At est déterminée a partir d&’)" calculée aAt,_, selon

asyn

I'expression suivante [Aliaga00] :

Tn+1 = Tn + (Tna+slyn_ Tn)Ati Eq. 2-76

asyn

2.3.4 Le couplage thermo-mécanique

Le couplage entre le probleme mécanique et le enoblthermique est faible. Les
éguations meécaniques? et 2-3 et I'equation thermiqué-54 sont résolues indépendamment
et de facon séquentielle. A linstantie probléme mécanique est résolu avec la corstgur
meécanique et thermique de l'instantLe probleme thermique est ensuite résolu avec la
configuration mécanique de linstartt+At calculé précédemment et la configuration
thermique de linstarnt
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Dans ce chapitre, nous avons présenté la formulati@rmo-mécanique du probleme lié au
trempage. Le probléme est résolu a I'aide d’'unerapipe lagrangienne par éléments finis. La
tension de surface a été implémentée dans le coliwde® d’'une méthode basée sur la
reformulation de la courbure grace a I'opérateur daplace-Beltrami. Un cas de validation
de I'implémentation de la tension de surface agpééSenté en utilisant le logiciel Forge3.
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