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Ce chapitre a pour objectif de présenter les ales études expérimentales, analytiques
et numériques existantes dans la littérature aet sl procédé de trempage. Le premier
paragraphe est consacré aux mécanismes physiqteyemant lors du trempage et
influencant la forme de [I'épaisseur. Ensuite, nguésenterons les principales études
analytiques et numériques qui ont eu pour but delipr I'épaisseur extraite. Les cas de
trempage isotherme et anisotherme sont traitégé@pat car les phénomeénes physiques mis
en jeu sont différents.

1.1 Forme et évolution de la surface libre au cours dtrempage

Dans un cas de trempage classique, la forme defizce libre et I'épaisseur extraite sont
dépendantes de quatre principales forces diffésent viscosité, la gravité, la tension de
surface et les forces d’inertie. Sous I'effet de parametres, la forme du film présente trois
zones distinctesF{gure 1-1-8 pour le cas d'un moule cylindrigue ou d'une plagde
longueur infinie :

— Lareégion I, dite transitoire, a son épaissla(z,t) qui diminue avec le temps.

— Larégion Il, qui constitue la majorité du film tesationnaire et a une épaisshyr
constante.

— La région lll est celle formée par le ménisque;nhéme divisible en deux parties
(Figure 1-1-b) : le ménisque dynamique et le ménisque stati§peefs73]. Dans
le ménisque dynamique, les effets de gravité afue ceux des contraintes
normales peuvent étre négligés. L'épaisseur y variéonction de la viscosité et
de la tension de surface. Dans le ménisque statigweulement est négligé ; la
forme de la surface libre y varie en fonction deelasion de surface et des forces
de pressions.

De nombreuses études aussi bien expérimentalejghéajue analytigue ont cherché a
prédire I'évolution de la forme des ces différentemes dans le temps et sous l'effet de
différents parametres. Ce paragraphe fait une égetldes phénomeénes intervenant dans
I'épaisseur et conduisant a I'évolution de sa farme
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Figure 1-1 : Profil du film liquide adhérant a une surfaceverticale en mouvement a/ le long du moule et b/
dans le ménisque

1.1.1 Drainage dans I'épaisseur

Durant les premiers instants de la remontée, fibgae la région | ou le liquide est drainé
sous l'effet de la gravité. Le phénomeéne d’écoule@naans cette zone est temporaire et, au
bout d’'un certain temps, sa forme se stabilisdrelef en 1930 [Jeffreys30] est le premier &
avoir cherché a y prédire I'évolution de I'épaigsen fonction du temps pour un fluide
newtonien. Il a alors montré que le profil dansdgion | au bout d’un long temps de drainage
est celui d’'une parabole décrite par I'expressiguaste :

h(z1) :(Ej% Eq. 1-1

ou 77 est la viscosité cinématiqugla gravité et le temps. Cette expression est valable quand
I'écoulement est laminaire et négligeable dangies forizontal (selox).

Denson [Denson70] a poursuivi les travaux de Jgdfréout en les améliorant en prenant
en compte les effets liés a la forme initiale dinfiil a déterminé le temps critique a partir

duquel I'équatiori-1 est valide. L’expression permettant d’approcheteoeps critiquer, est

la suivante :
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L
T, = 5 Eq. 1-2

i g(h(z: (g t=0))2

ou L, estlalongueur de la zone transitoire.

Ce temps critique est dépendant de I'épaisseualmitde la viscosité du liquide et de la
longueur de la plaque. L’équatiob-2 montre qu’il décroit lorsque I'épaisseur initiale
augmente, et/ou diminue lorsque la viscosité diminu

1.1.2 Forme du ménisque

La forme du ménisque a également fait 'objet denbkeuses études expérimentales
visant a prédire sa forme. De maniére générale,épamsseur diminue asymptotiguement
depuis le niveau du bain de liquide jusqu’a la @égil ou I'épaisseur est constante. Les
premiers grands investigateurs dans ce domaineGroenveld [Groenveld70b] et Groenveld
et Van Dortmond en 1970 [Groenveld70a] suivis pae let Tallmadge avec une série
d’articles dans les années 70 ([Lee72], [Lee73Eke[t4]). lls ont cherché a déterminer
linfluence de parametres tels que la vitesse tiaiteet les propriétés du fluide (viscosité,
densité, tension de surface) sur la forme du méeisdranguy et al. en 1984 se sont ensuite
intéressés a ce probleme d’'un point de vue numgricgl qui sera présenté plus loin dans ce
paragraphe.

Le ménisque est divisible en deux zones bien dig#) le ménisque dynamique et le
meénisque statique. Le point de passage d’'une ztaatée est situé au niveau d’'un point dit
« de stagnation ». A l'aide d’essais expérimentdux,été cherché des formules empiriques
permettant la prédiction de sa position :

— Selon Groenveld, le point de stagnation se situeniggau de de I'épaisseur

hstagnation'

r-gtagnation =3
hy

Eq. 1-3

- Lee et Tallmadge quant a eux ont observé que ldiggoslu point de stagnation
variait en fonction de la vitesse de retrélf et de la viscosité dynamique

(,u:%)tel que :

2
hstalir;ation — 3_ hOZ ( Ioug j Eq. 1-4
HY,
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Les études menées se sont principalement intéseesséétude de I'écoulement dans le
ménisque dynamique. Il a été montré expérimentalemar Groenveld et Van Dortmond,
puis confirmé par Lee et Tallmadge, que la hautedans le moule au dessus du bain était
linéairement fonction dén(h(z)- h) tel que :

z=b-din(H 3- p) Eq. 15

ou b etd sont des constantes ; soit sous forme adimendlenne

1=2
hy
A=B-DIn(1-L) avec b Eq. 1-6
d
D="
hy
B:%—MMQ)

1.1.3 Rupture du fil

Apres retrait du support un filament de liquideanet le bain au film d’épaisseur autour du
moule se forme. La rupture de ce fil influence #ifgseur finale qui sera obtenue. L'étirement
du filament est fonction des propriétés rhéologiqae fluide ainsi que de sa viscosité
élongationnelle. Sa rupture est dépendante égateteda vitesse de retrait et de la tension de
surface.

Yasudaet al.[Yasuda04] ont regardé expérimentalement les dfgpares existantes entre
rupture du filament, vitesse de retrait et vis@sitir des liquides newtoniens. lls ont montré
que hauteur a laquelle se casse le filamnt (Figure 1-2) augmente quand la vitesse de
retrait augmente. Cette dépendance est d’autasst giande que le liquide présente une
grande viscosité de cisaillement. De méme, pour vitesse de retrait fixe, la hauteur de
rupture du filament augmente linéairement aveddeosité de cisaillement.

La relation reliant hauteur de rupture et vitesaasde cas d’'un liquide newtonien est la
suivante :

H, =CuU, +H Eq. 1-7
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ol | est la viscosité dynamiqu& un coefficient proportionnel é?a™ et H,  la hauteur
initiale de rupture quandU,=0m/s. Les paramétresC et H, sont déterminés

expérimentalement et sont dépendants de la tedsicurface, de la mouillabilité du liquide

1

sur le support et de la forme du moule.

1

Hauteur de rupture
du filarment H,

Figure 1-2 : Schéma de la rupture du filament

Il est également possible de quantifier la ruptludilament en terme de temps. Le temps
de rupturet, diminue monotonement quand augmente la vitesseetait. Il peut étre

déterminé par I'équation suivante :

H H,
t =—=Cu+— Eq. 1-8
UO 0

c

Dans ce paragraphe, nous avons apporté des infonmatoncernant I'évolution de la
forme de la surface libre extraite autour du mauecours du temps. Dans les paragraphes
suivants vont étre présentés les principaux modbésiques et numériques qui ont pour but
la prédiction de I'épaisseur extraite au coursrdmpage.

Bibliographie sur le trempage 29



1.2 Etudes du trempage isotherme

Dans ce paragraphe nous présenterons les prirgipgledes visant a déterminer
'épaisseur de matiere extraite au cours du trempkgsque la température n'a pas
d’influence. La premiere partie posera le probl@&mé@soudre. Suivra I'étude des différentes
théories analytiques et numériques développéeslddittgrature.

1.2.1 Définition du probléme

Les cas de trempage traités dans la littératusmsefait sur des géométries simples, une
plaque verticaleKigure 1-3-a8 ou un cylindre Figure 1-3-b) de longueur infinie et a deux
dimensions. Ces supports sont extraits hors dudaire vitesse constarits .

La détermination de la forme de la surface libre, i.e. 'épaisseur extraite, se fait en

résolvant les équations de mouvements pour ledefuincompressibles :

p(Q+Dumj+Dr:pf

Om=0 Eq. 1-9
r=r°-po

ou u est la vitesse dans le fluidg, la pression et le tenseur de contrainte. La forde est
de la forme f :(0,g). Il est considéré que le probleme est traité gimré permanent, donc

G =0u/ —
u= at—O.

r° est le déviateur tel que® = ¢(y(u)j avecy le tenseur des vitesses de déformation.

Pour un liquide newtonien, on a{y(u)j: 2,u;./( u) avec u constante. Pour un fluide

non newtonien, pseudoplastique par exemple, il pessible d’écrire la loi puissance

w(y(u)}= 2K %m_l(i/( u)j ou K est la consistance M:\/Zi/(u):i/(u) le produit des

tenseurs.
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Figure 1-3: Géométries de supports trempés dans un bain dates cas a/ d'une plaque et b/ d'un cylindre

Pour le trempage d’'une plaque, c'est-a-dire endoowrées cartésiennes, le tenseur des

vitesses de déformatiop est défini par :

ou 1(6u avj
- 0O = —+—
. 0X 2\ 0z o0x
y= 0 0 0 Eq. 1-10
1(0u ov ov
il i B 0 -
2\ 0z 0x 0z

Pour le trempage d'un cylindre, c'est-a-dire enrdoonées cylindriques, le tenseur des

vitesses de déformatiop est défini par :

ou 1(6u avj
- 0O = —+—
or 2\ 0z or
y= 0 u 0 Eq. 1-11
r

1(0u ov ov

Jy i B 0 -

_2 0z or 0z |

ou les termes! et v sont les composantes du vecteur
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Pour compléter la définition du probleme, il fajduder les conditions aux limites qui sont
de types Dirichlet. Sur la surface libre, ntest la normale sortante etle vecteur tangentiel,
les composantes des contraintes normale et tapfjerstiécrivent :

o
I,,=——Pp, pourlaplaque
R

T =£—£—p pour le cylindre Eq. 1-12
nn Rl R2 0

du,  du,
I, = —+—|=0
= H [an at}

ou o est la tension de surfack, et R, les rayons de courbures.

Une autre condition sur la surface libre est :

u =uh=0 Eg. 1-13

L’ensemble de ce systeme est a résoudre pour pri@diorme de la surface libre. La suite
de ce paragraphe portera sur les difféerentes apesogui en ont été faites et quelles en sont
les limites.

1.2.2 Approches analytigues de la prédiction de I'épaisse

Les études analytiques sur la prédiction de I'&gais du film extrait autour d’un support
lors de trempage se sont développées depuis |€2s130. Vu la complexité des parametres
mis en jeu simultanément, ces approches ont t@tdestalisées pour des géométries simples
de longueur infinie : une plaque rectangulaire pémerticalementHigure 1-3-a ou encore
le cas d’'un cylindreRigure 1-3-b). Seuls les cas de liquides newtoniens ont étfieés ; en
effet, I'introduction d’'une loi de comportement pre a un liquide non newtonien conduit a
un systeme difficile a résoudre.

1.2.2.1 Cas d'une plaque plongée verticalement

L'estimation de I'épaisseuh, en régime permanent autour d'une plaque de lomgueu
infinie trempeée verticalement a une vitesse comstan a été étudiee par de nombreux

auteurs. La méthode analytique la plus courammeifisée est d’intégrer une forme
simplifiée de I'équatiori-9 dans le cas d’un liquide newtonien :
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Eq. 1-14

La solution de I'équatiorl-14 est obtenue grace aux conditions aux limites. Dans
région Il & épaisseur constante, au niveau derfacgide la plaque, il est supposé qu’il n'y
pas de glissement et que le contact est parfaitecodlant entre le liquide et le support ; ainsi
la premiére condition aux limites est :

u=U, quandx=0 Eq. 1-15

Sur la surface il est considéré que la contraiatgentielle est nulle et que la pression
atmosphériquep, est négligeable par rapport a la pression dudigpi; ceci nous donne les

conditions aux limites suivantes :

quandx = h Eq. 1-16

2
En considérant quéd%z) comme négligeable, on trouve ainsi :

2
p:—aﬁ gquand x=h Eq. 1-17

dz

La solution trouvée a I'équatidir14 est :

3
u=U, +(ﬂ —ggj(é - hxj Eq. 1-18
H H

L’équation 1-18 peut étre intégrée Aconstant pour donner I'expression du figxdans
une unité de largeur de la plaque :
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Eq. 1-19

L’équation 1-19 définie la vitesse dans le fluide loin de la scefau liquide, c'est-a-dire
loin du ménisque. Elle peut étre réécrite a I'alde nombres adimensionnels suivants :

h\ o
L:% Eg. 1-20
%
J4°)
T, = —
[

L’équation1-19devient alors :

L 1-L TWE-U)
Y ERER—E Eq. 1-21

L’équation1-21 est donc celle a résoudre pour pouvoir prédiréyagaement I'épaisseur
du film extrait autour d’'une plaque.

Historiquement, les premiers a s’étre intéressé arobleme sont Landau et Levich en
1942 [Landau4?2] ; comme cela va étre montré pauite, la solution qu’ils apportent n’est
applicable que dans des cas ou les effets de ésasdnt négligeables devant la tension de
surface. Par la suite, d’autres études ont été esepéur apporter des solutions avec des
hypothéses différentes, et donc applicables dasscdeditions différentes. Une des plus
connues est celle de White et Tallmadge [White@dlir solution donne de bonne corrélation

avec l'expérimentation dans les cas ou le nombpdla&e Ca:'uu% est inférieur a 2.

Spiers et al. ont généralisé la solution de Whitdalmadge a des cas avec un nombre
capillaire inférieur a 2.
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v" Solution de Landau et Levich

Ces auteurs ont approximé I'équatibi21 en considérant la gravité comme négligeable
devant les effets de la viscosité dans le ménisiynamique, c’est a dire quarkf <<1 ce

qui réduit I'équatiori-21a :

d’L _1-L Eq. 1.22
ar +
Les conditions aux limites pour résoudre I'équatie??2 sont :
dL
quandh=h : L=1et—=0 Eqg. 1-23
dA
3
et quandL - o : d I; -0 Eq. 1-24
Cd’L
donc quand. - oo : Tz B Eq. 1-25

B est une constante numérique, Landau et Levichttaunvée égale a 0,63 et Deryagin

al. [Deryagind5] quant a eux l'ont trouvée équivaleat®,64. Utilisant les conditions aux
limites le fluxQ s’écrit :

5
U% (3% %
Q:ﬁM a\/eca:[ﬂj Eq. 1-26
V2 gha o
Soit :
Q=0,93—02"—— Eq. 1-27
g 6(pg) 2

Connaissan@), il est possible de déterminer I'expression dediéseur du film loin du
ménisque :

%
h, = 093 Yok Eq. 1-28
o’ (pg)*
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Ce qui donne en introduisant le nombre de capll@a qui représente le rapport entre
les forces visqueuses par rapport aux forces deotenle surface sur la surface libre :

T, =0, 93(Ca)%3 Eq. 1-29

Cependant cette équation n’est applicable que @nsas particuliers ou la gravité est
négligée dans le ménisque dynamique, c'est-a-dnsjue les vitesses de remontée sont
faibles. L'utilisation de cette équation est doimitée mais elle a été le point de départ a
d’autres nombreuses investigations théoriques. dtedes menées ensuite se sont faites a
chaque fois sur des cas bien précis et donc awecatalitions particuliéres (vitesse plus ou
moins lente, viscosité du fluide newtonienne ou, red0). Aucune solution générale théorique
n'a été trouvée.

v Solution de White et Tallmadge

Une des études les plus connues s’inspirant de dellLandau et Levich est celle de
White et Tallmadge [White65] qui ont résolu I'éqgoatl-21en prenant en compte la gravité.
Pour cela, il ne faut plus considér& comme négligeable dans I'équati@r?1 qui est
linéarisé en introduisant =1+¢&, ol £ est trés petit. En négligeant les termesséret £,
1-21se réécrit :

d’e
dA®

= —(1—T02)g Eq. 1-30

On retrouve le cas traité par Landau et Levichasidéran(T,” <<1 :

d3
dA®

)

=-¢ Eq. 1-31

En substituany = (1—T02)% A dans I'équatiori-30:

7= € Eq. 1-32

o
N

L’équation 1-32 est de la méme forme que celle obtenue avec lthgse de Landau et
Levich (Eqg. 1-3). Comme dans le paragraphe précédent, qliandeo :
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d?L

2

=£=0,642 Eq. 1-33

La valeur de 5 employée est celle donnée par Derjaguin [Derjaiin Ainsi, en
remplacanty pour exprimer le résultat en fonction de il est possible d’écrire :

2 2
b g
dA
2 . Eq. 1-34
d
- dA? :Ig(]__TO?) :
La solution trouvée par White et Tallmadge est :
T, Y
A 0,944Ca)’s Eq. 1-35
(1_T02) ’

La comparaison faite par White et Tallmadge de lewndele avec des essais
expérimentaux montre que cette équation n’est egipk que dans le cas particulier ou le
nombre de capillair€a est supérieur a 2. En fait, selon Spiers et at. dpproximation pour
calculer la contrainte normale dans la région duaisggie peut introduire des erreurs.

v Solution de Spiers et al.

Spiers et al. a cherché a améliorer le modele deeVéh Tallmadge pour I'étendre a des
cas ou le nombre capillaire est inférieur a 2 eengnt en compte la contribution de la
contrainte normale imposée au niveau du ménisqoandigue.

Les conditions aux limites qui sont considéréesdamégion Il par Spiers et al. sont :
- u(0,2) =y,
— Contrainte  tangentielle sur la surface libre quand= h( z) :

%(rzz—rxx)sin 20+1,C0SH

- Contrainte  normale a la  surface libre  quandx=h(2) :
p+7,,(sind)* +7 _(cod)’ +1, sinB=p —%

ou @ est I'angle entre la normale a la surface et I’ageR la courbure a la surface libre.
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Sur le méme principe de résolution que White etnfadige, la solution finale pour la
détermination de I'épaisseur est la suivante :

a(caT)(1- 72)* cat Eq. 1-36

) Y

Dans la résolution de White et Tallmadge, les valele @ dans la dérivation dégénérent
vers une constante alors que dans le cas de Sgiiats, elles sont obtenues en intégrant
numeriquement I'équatiob-37 a I'aide d’'une méthode de Runge-Kutta a I'ordre 4.

3 2 - -
d I'—(SCa)% 1- 1o (1—T02)%—OI iz—dl‘ + L31: 0 Eq. 1-37
3 dy\ L dy L

10

------ Landau et Levich
White et Tallmadge
— — — Spiers et al.
O Expérimentation par Spiers et al.

0,1 T T T T

0,001 0,01 0,1 1 10 100
Ca

Figure 1-4 : Comparaison des modeéles de Landau et Levictie White et Tallmadge et de Spiers et al. avec
des résultats d’essais expérimentaux selon [SpieBprésentant le nombre adimensionnel en fonction
du nombre capillaire Ca

La Figure 1-4 met en évidence que pour de grands nombres ¢egsllde modele de

White et Tallmadge présente les meilleures coioglatavec I'expérimentation et pour Ga
plus petit, il s’agit de celui de Spiers et al.
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1.2.2.2 Cas d'un cylindre plongé verticalement

Le cas du trempage d’un cylindre de longueur isfmiété tres peu étudié analytiquement.
La théorie a été développée en détail par Deryeigah. dans une série d’articles depuis 1943.
La démarche pour trouver une solution permettarpréaiction de I'épaisseur extraite au
cours du trempage est la méme que pour le cas dimgue mais en coordonnées
cylindriques.

v" Modéle 1 pour déterminer I'épaisseur maximale t#y@é par Deryagin

L’équation 1-9 de mouvement d’'un fluide newtonien autour d’unircyle de rayorRy,

S’'écrit :

2
ou, 1 odu_pg Eq. 1-38

o’ r+R_ar u

Les conditions aux limites permettant la résolutiencette équation sont :

quandr = Ou=U,

Eq. 1-39
quandr =h @ q
or
Ainsi, il est possible d’écrire :
P9 2_ P9
u=—(h-r) -——+U Eq. 1-40

bY

Le flux dans I'épaisseur autour du cylindre est @&edniner a partir de I'équation
suivante :

hy
Q:27Tj(r+Rn) udx Eq. 1-41

En considéran{i <<1, le flux devient :
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Q=Uoh—1@ﬁ’ Eq. 1-42
3 u

Si les effets d’inertie sont négligés alors I'exgmien du flux peut se simplifier :

Q=U,h Eq. 1-43

Il a été montré par Deryaggt al. que le maximum d’épaisseur extraite autour du moul
est atteint lorsque :

%
_2 205~ i
Qm—BUEhm 3U (,ogj Eq. 1-44

Ce qui permet d’écrire I'expression de I'épaissmaximale possible d’atteindre autour
d’un cylindre en mouvement :

%2
h, :g(uuoj Eq. 1-45

Cette expression est correcte pour les cas de agenpu les effets capillaires au niveau
du ménisque sont négligeables.

v' Modéle 2 pour déterminer I'épaisseur maximale déweé par Deryagin

Deryagin [Deryagin64] a développé par la suite ungre solution permettant de
déterminer I'épaisseur maximale qu’il est possililteindre autour d’un cylindre au cours
du trempage en considérant, cette fois, les effpdlaires dans le ménisque. L’équatib®
(mouvement d'un fluide newtonien autour d'un cyleddans le cas présent) peut alors
s’écrire :

—=—+,0 Eq. 1-46
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La pression sur la surface libre peut s’exprimdéaidle des conditions aux limitek-12
suivantes :

p=-p+Z2-2 Eq. 1-47
R R
Avec les rayons de courburé&s et R, équivalents aux expressions suivantes :
R=R,=c*
1 _d*h Eq. 1-48
R, dZ

A partir de ces simplifications, il est possible d€crire I'équatioriL-44 de la maniere
suivante :

02u+ 1 du_pg odh

- —=f3_ = - Eq. 1-49
o> r+R_0x u udzZ q
La vitessau et le fluxQ s’exprime de la maniére suivant :
3
u=- £ﬂ+@ (h— r)2+ £ﬂ+p_g hZ_UO
2udzZ  2u 2u dZ2  2u
+h Eq. 1-50
llo P9
=u,h-=| L8 PO
9= 3Lf dz Zﬂ}
Loin de la surface du bain, le fli@xvaut :
P9
=U,h,-=— Eq. 1-51
Q o 3u hg) q

L’équation 1-51 peut se simplifier en introduisant les nomldreet A définis

J2 )%:

précédemment et = (
3,

L, 1 1-a
d/]3+a—?— E Eqg. 1-52
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La solution a I'équation trouvée par Deryagin [Dagin64] est la suivante :

%
h, =1,323n(%j Eq. 1-53

Cette équation n’est applicable que lorsqug o <<1.

La Figure 1-5 montre la comparaison entre les deux modeles dgabi@ et al. Le
deuxiéme modele est applicable lorsque les effepsllaires ne peuvent pas étre négligés
alors que le premier a été développé pour les cae® effets ne sont pas importants. A faible
vitesse de retrait, le premier modele surestimpaigseur alors qu’a forte vitesse, c'est le
deuxiéme modele qui la surestime.

1000
¢ Modéle 1 - Deryagin et al.
® Modéle 2 - Deryagin et al. -
100 - -
€ w0
e nl 5,00
= 8o
2 8
< ]
= 10
£ a
S 8
S o o
= ]
2 L o .
& °
s o .
Yooa |
n
0,01 T T T T 1
0,001 0,01 0,1 1 10 100

Vitesse de retrait [mm/s]

Figure 1-5 : Comparaison des deux modeéles de Deryaginalculs des épaisseurs maximales possibles de
retirer autour d’'un moule cylindrique lors du tremp age en fonction de la vitesse de retrait a I'aideed
deux méthodes 1/ équation 1-45 et 2/ équation 1-53

Comme pour le cas de la plaque trempée, les expnegsour calculer I'épaisseur extraite
autour d’'un cylindre ne sont pas générales et guehaas particulier doit étre employée une
equation différente. De plus, les études se samtéles a des cas bidimensionnels avec des
géomeétries simples semi infinies.

Pour déterminer I'épaisseur extraite lors du tregepdes méthodes analytiques restent
imparfaites et trop simplifiees. Dans les cas pangle de fluides non-newtoniens, le
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comportement rhéologique est complexe puisqu'ibithit des non-linéarités dans I'équation
de mouvement. Le probleme mathématique devients abmmpliqué. Le recours a la
modélisation numérique s’avere donc indispensahtectest le seul moyen de conjuguer
ensemble tous les facteurs physiques présentdudrempage.

1.2.3 Approche numérique du trempage

Beaucoup se sont intéressés a développer une meétimdorédiction de I'épaisseur
constanteh, d'un point de vue analytique. Cependant, la hitiére recense tres peu d’études

numériques. L'étude la plus compléte est celle daglly [Tanguy82] et de Tangwet al.
([Tanguy84-I], [Tanguy84-II] et [Tanguy85]) qui omodélisés par éléments finis les cas de
trempage d'une plague et d'un cylindre en prenantcempte la tension de surface, la
viscosité et la gravité et cela pour des fluidewtoaien et non-newtonien. A l'aide de ce
travall, ils ont tenté de prédire la forme du ménoes et son évolution au cours du temps ainsi
gue I'épaisseur constante, cependant leur étudelstétée aux cas bi-dimensionnel.

Le traitement numérique d’un cas d’'un fluide nevigarest différent de celui d’un fluide
non-newtonien qui ajoute des non-linéarités dapsdbleme.

1.2.3.1 Définitions du probleme

1.2.31.1 Cas des fluides newtoniens

v" Forme variationnelle du probleme

La premiéere étape de résolution du probleme cangisimuler le problemé&-19 sous sa
forme variationnelle :

(Um)U +00 = pF
UMW =0 Eq. 1-54

T =—2,u;'/(U)

avec le vecteur des valeurs nodales nétét des pressions nodalesnotéP.

Résoudre ce probléme consiste a considérer leganab$ous la forme suivante :

0(U,P) = u[|y(u)

4l

Q

de—jF[UdQ—juijQ Eq. 1-55
Q Q
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Pour résoudre le systéme 1-55 revient a cherchesite selle(U,P) de O(U,P), c'est-

a-dire & annuler au poirft),P) les dérivées directionnelles d&(U,P). On écrit ainsi la
forme faible du probléme :

jwmm)dfzzo, Oy

Q

[B,(U.w)d=2u[y(V):y(w)da+ [ (UD) U & £q. 1-56

Q

+j¢/mjpd§2—j Fw/dmj(— P+rnn)wmna*+jrnywmtcr:o, Oy

v' Discrétisation

Le choix de Tangut al. pour la modélisation du trempage s’est porté s méthode
par éléments finis décrite en vitesse et en preskies éléments choisis pour la description du
domaine sont de type quadratigQeet tétraédriqud (Figure 1-6). La combinaison de ces
deux types d’éléments permet plus de flexibiliteda génération du maillage.

» » »
»
» <) »
. 4
L . . ]
al by
& Vitesse
#® Point de Gauss
 Pression

Figure 1-6 : EIéments a/ quadratique Q et b/ tétraédrique

En transposant le systeme de I'équafieby, il est possible d’écrire :

{AU+B(U) U+C P=F
Eq. 1-57

CuU=0
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Pour les éléments quadratiques, la mat@cest de forme(18>< 3) et pour les tétraedres
elle est de formg14x 3). La résolution du systéme se fait a I'aide d’'uréthnde de pénalité

exacte avec :

p=1s*w Eq. 1-58
K

avec S une matrice non singuliere et le parametre de pénalisation. L’'équatibrb7
devient :

1

AU, +B(U, U, +=C'S*@, =F Eq. 1-59
K

L’erreur introduite par la pénalisation peut étlienénée a I'aide d’'un schéma itératif en
définissant la pression ainsi :

Pt = P”+1 sta@w" Eqg. 1-60
K
Ce qui permet de déduire :
AUL+B(U U+ CT prlosigri=r Eq. 1-61
K

1.2.3.1.2 Cas des fluides non newtoniens

Pour les cas des fluides non newtoniens il a étplaréd la méthode du Lagrangien
augmenté ALM) couplée a une méthode par pénalité. Ceci permetaiter les irrégularités
introduites par les modéles rhéologiques séparétheahamp de vitesse dans l'itération.

v" Forme variationnelle du probleme

Comme dans le cas newtonien, la premiere étapenteformuler le probléemé-19 sous
sa forme variationnelle :
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Umu+00=0F
0w =0 Eq. 1-62

-l

Résoudre ce probleme consiste a considérer leganebsous la forme suivante :

D(U,P)=j¢

Q

. 2 .
ou ‘{4 ]est dépendant de la viscosjm%MJ :

La résolution du probléme a 'aide d’'une méthodegb@ments finis conduit a résoudre un
systeme non linéaire. Pour cela, il faut employee méthode itérative. La résolution de ce
type de systeme se fait en deux étapes : factiomsdée la matrice, tres colteuse en temps, et
calcul des parametres. L’ALM est une méthode peantttle découpler le calcul de cette
non-linéarité du calcul du champ de pression etitdsse. Pour cela, il faut introduire une

L2
y{dQ—jF[UdQ—jUDDPdQ Eq. 1-63
Q Q

variable artificielle liée a la contraintg . La forme faible du probleme devient alors :

0@.U,P,é) :qujﬂdg +ijpm [WdQ - [ F WdQ
¢ ¢ ¢ Eq. 1-64

. . 2
. J'a(x)(f— " )jdg +L ja(x)(;- U )j 40
Q Q
avecr est le parametre de pénalité(x) un coefficient relié a la viscosité ef un
multiplicateur lagrangien.

v" Modeles rhéologiques des fluides non newtoniens

Tanguyet al.ont considéré deux types de description pourldetes non newtoniens.
Le premier est le modeéle @arreau-Adéfini par :

: m{fm

r° :—,uo[1+
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avec L, la viscosité dynamique a cisaillement ngl, le temps caractéristique et un

parameétre a déterminer.
La fonction ® () devient alors :

() =2(1‘_’—C;)t§[(1+t3|,9|2)1_5 —1} Eq.1-66

Et 'équationl-66s’écrit :

mgﬂa(x) ﬂ:a(x)[ri/(u)—f} Eq. 1-67

Le deuxieme cas est celui d'un modéle de secong defini par :

r° =24 y- 2I‘I1(yﬂ/j=(—2/105— znl;'/jj/ Eq. 1-68

avecll, le coefficient de contraintes normales.

L’équation1-72devient alors :

zy019+2n1,959+ra(x)19:a(x)(rj/(u)—gj Eq. 169

v' Discrétisation

Il faut maintenant procéder a la discrétisation égsationsl-63 a 1-64. La procédure est
assez proche de celle employée dans le cas newtdmis approximations de et p se font

employant les élemenQ,, et T,,. Il faut €également discrétiser deet 7. Les composantes

J sont équivalentes a celle qkﬁu) , donc il a été choisi pour chaque élément d’apprex

J par un polyndbme biquadratique sur les élémentgdrgatéraux et par un polynéme
guadratique sur les tétraédres.

La procédure d'itération est la suivante :
1. &°, p° etu® sont connus

2. A partir de laf™itération, ' calculé a partir dé'*, u' et p'
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i1
3. Mise a jour def et calcul def'™* =& +r(§”' -y (d‘l)j

4. Résolution du probléme de Stokeswen
i il

5. Test de convergenamax < 10°

ui—l

1.2.3.2 Application au trempage

Les études menés par Tanguy et al. se sont co@esrgur la description de la forme du
ménisque. Pour cela, a partir de I'estimation atetide la position de la surface libre,
'ensemble des conditions initiales permettent éewiner le flux et ainsi de réactualiser sa
position. La position de la surface libre initisdst déterminée dans les cas newtoniens a
partir des modéles de Groenveld et Van Dortmond¢@veld70] et de Lee et Tallmadge
[Lee73] et dans les cas hon newtoniens a partiedsais experimentaux.

Les conditions aux limites sont celles données tmual-12 car elles présentent
'avantage d’étre incluses dans la formulation atwnnelle. La position de la surface libre est
actualisée a chaque incrément et son déplacentegawegerné par I'équation suivante :

X=X+ y(u.n)n Eq. 1-70

ou y est le pas de temps. Seuls les sommets des éammntdéplacés a partir de I'équation

1-70 et leurs centres de gravité sont interpolés @d'al’'une approximation de type spline
cubigue. La description de cette méthode est dodaée [Tanguy82]. Cet ajustement n’est
employé que sur la partie incurvée du ménisques aloe I'épaisseur constante est fixée et
imposée ainsi que la hauteur du bain.

Les prédictions numériques a l'aide de cette méthddnnent de trés bons résultats
lorsqu’ils sont comparés a des cas de trempagesimgntaux dans les cas newtoniens.

Pour les cas des fluides non newtoniens, Tang@ay. ent mis en évidence I'importance
de la prise en compte du couplage rhéofluidité astd@ité qui intervient de maniere
importante dans la réduction d’entrainement quité observé expérimentalement dans la
zone du ménisque dynamique. La loi rhéologique dagau-A ne permet pas de décrire ce
couplage d'ou [l'apparition de différences entrexpiérimentation et les prédictions
numériques. Cette étude a mis en évidence I'impoetale la bonne mesure des propriétés
rhéologiques des fluides de trempage et de l'atii;m de modéles adéquats pour sa
description.

Le modéele rhéologigue employé pour la descripties lijuides de second ordre montre
de bonnes corrélations avec I'expérimentation.
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