Etude analytique

Ce chapitre a pour objectif de présenter, dans des cas particuliers, le calcul analytique de
certains parameétres :
* le nombre critique de piétons N,

* la fréquence de synchronisation

* 'amplitude stationnaire post-critique du déplacement latéral de la passerelle
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5.1 Introduction

Depuis le chapitre bibliographique 1, nous avons vu que dés que 'amplitude des mou-

vements d’une structure, comme une passerelle, devient perceptible, le comportement de la
foule n’est plus aléatoire mais une forme de synchronisation se développe. Le passage du ré-
gime aléatoire sur support fixe, au régime synchronisé sur support mobile se produit lorsque
I’on dépasse un certain seuil, caractérisé par une accélération critique. Evidemment, comme
les accélérations, vitesses et déplacement sont liés, un seuil en accélération peut se traduire
en seuil de déplacement.
Un autre critére, lié a ’accélération critique, est présent dans la littérature : le nombre cri-
tique de piéton N.. L’accélération critique est I'accélération produite par le nombre critique
de piétons; ils marchent aléatoirement avant que les oscillations de la structure atteignent
le seuil critique, puis sont contraints aprés.

Aprés avoir présenté quelques unes des expressions du nombre critique trouvées dans la
littérature pour le cas d’oscillations latérales de la passerelle, nous calculons analytiquement
ce nombre, dans des cas particuliers, & partir des équations du modéle discret d’interaction
foule-passerelle proposé. Nous déterminons aussi ’amplitude stationnaire post-critique du
déplacement latéral de la passerelle ainsi que la fréquence de synchronisation.

5.2 La notion de nombre critique de piétons N,

Nous rappelons dans cette partie quelques unes des expressions du nombre critique trou-
vées dans la littérature pour le cas d’oscillations latérales de la passerelle. Ces expressions
peuvent étre classées en deux catégories : celles qui sont basées sur des équations données
par Clough et Penzien [1], et celles qui ont été établies & partir d’'une équation différentielle
gérant la phase totale de la force latérale engendrée par un piéton.

5.2.1 Nombre critique : relation basée sur des équations données
par Clough et Penzien [1] :

Des essais réalisés sur la passerelle du Millenium montrent que méme si de plus en plus de
personnes marchent sur la structure, aucun indice d’instabilité n’apparait jusqu’a ce qu’un
nombre critique N, de piétons ne soit atteint [137]. Plusieurs auteurs ont essayé de relier ce
nombre aux paramétres du comportement de la structure et de la foule. Certains d’entre eux
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se sont basés sur les équations suivantes données par Clough et Penzien [1] :

M, Uy (t) + ConU, (t) + Ky, U, (t) = FY (5.1)
Mpu;bs’y(t) = —FY

ou l'indice p référe au piéton, ugbs’y étant le déplacement latéral des piétons (marchant

rectilignement sur I’axe principal de la passerelle). Dallard et al. [70,78,138] ont supposé que

les conditions critiques ont lieu lorsque Cy,.U,(t) = FY.

En admettant les relations théoriques suivantes :

Kstr
)
Mst’r

Wstr = 27Tfstr - (52)
Cstr

2Mstrwst7" 7

Eqr étant le taux d’amortissement de la passerelle, et en admettant que la force induite par

un groupe ou foule de piétons est FY = %kUy [70,78,138|, le nombre critique de piétons
selon Dallard s’écrit :

gstr - (53)

NC — Sﬂfstrf]:t'rMstr X (54)

Une autre définition du nombre critique a été proposée par Newland [138-140] qui a utilisé
la méme condition pour le passage a l'état critique, en admettant toutefois que c’est un
cas particulier o wy, = w, et la marche des piétons est exactement a 7 par rapport au
déplacement de la passerelle. Il a donc supposé que

FY(t) = N sin (wyt) = N sin (wgit) . (5.5)

Ainsi, une solution particuliére au systéme d’équations (5.1) est :

N
abs, _ :
uy V() = TR sin (wstrt) (5.6)
N T
00 = Y (= T) 5.7
y( ) zé_strMstrwgtr SHE\ st 2 ( )

De plus, il a considéré que les synchronisations instables ont lieu lorsqu’une proportion [
de piétons est synchronisée avec la passerelle, et que 'amplitude U, du déplacement de la
structure est proportionnelle a ugbs’y (on note v le coefficient de proportionnalité). Ceci se
traduit mathématiquement en remplacant la masse des piétons M, par SM,, et en posant :

Uy = yus . (5.8)

Newland a aussi utilisé la relation donnée par Clough et Penzien [1], dans le cas ot les piétons
sont uniformément répartis sur une portée de longueur Ly, :

Lst'r

N mMp 2 d
Mp B -g‘ Lty ¢m<x) x _ N mp 5 9
Mstr  Lew B Lstr Mgty ’ ( ‘ )

f mstr¢3n(‘r)d‘r

0
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x étant la distance le long de la portée, m, étant la masse moyenne d’un piéton, ms, la
masse de la passerelle par unité de longueur, et v,,(x) représentant le mode de vibration
normalisé (amplitude maximale unitaire).

En prenant les valeurs particuliéres : v = 1.5 et § = 0.4, il a obtenu

Nc — 7.58strMmstr Lstr . (510)

Mp

Roberts [138,141] a utilisé les équations (5.1), et le fait que FY(t) = N sin (w,t). Des solutions
particuliéres de I'équation (5.1) sont :

N
abs,y () = i t 5.11
uj, (1) M sin (wpt) ( )
ND
Uy(t) = W Sin ((,Lth — \I’) y (512)

1/2
ol W, = %, U = arctan (2;53_,5;?), et D= ((1_%)2_1(258”(‘%)2) .
Il a supposé que la synchronisation instable a lieu lorsque le maximum de 'amplitude latérale
de la passerelle dépasse le maximum de 'amplitude du mouvement latéral des piétons. Il a

obtenu

N, = Lol maerLotr (5.13)

2 )
2 mpwzD

Qg étant la proportion de la portée sur laquelle marchent les piétons a la position la plus
défavorable (ventre d’un mode).

Ces relations ont été comparées avec des mesures expérimentales réalisées sur trois passe-
relles : la passerelle de Toda Park au Japon (T-bridge), la passerelle de Singapore Changi
Airport (C-bridge) et la passerelle du Millenium & Londres. Des différences sont apparues
entre les résultats théoriques et les résultats expérimentaux. D’aprés Roberts [138], ceci s’ex-
plique par le fait qu’il y a deux phases de synchronisation. La premiére phase, stable, peut
avoir lieu avec n’importe quel nombre de piétons, et 'amplitude des vibrations ne dépasse
pas une valeur limite de 10 — 15 mm comme c’est le cas pour le C-bridge et le T-bridge. La
phase instable a lieu lorsque 'amplitude des vibrations dépasse la valeur limite, ce qui a pour
conséquence d’augmenter 'amplitude de la force latérale des piétons parce qu’ils changent
leur fagon de marcher. C’est ce qui a eu lieu pour le Millenium Bridge. Dans cette optique,
Roberts |138| déduit que 1’équation (5.4) correspond a la phase stable, alors que les deux
autres équations (5.10) et (5.13) correspondent a la phase instable, I’équation (5.13) étant
la plus générale car elle n’impose pas des valeurs aux parameétres.

5.2.2 Nombre critique : relation établie & partir d’'une équation dif-
férentielle pour la phase totale de la force latérale d’un piéton

Dans [31, 137,142,143, les auteurs utilisent la premiére équation de (5.1). En notant

oi(t) = 2 fit + ¢? la phase totale de la force engendrée par le i piéton, la force latérale
totale engendrée par la foule est donnée par :

FY = ZNsm(qs,-(t)) (5.14)
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avec N =35 N.

Comme la synchronisation est une adaptation de la fréquence de la force engendrée par
un piéton a la fréquence de la structure, une idée naturelle est d’introduire une équation
différentielle gérant 1I’évolution de la phase ¢;. Cette équation devrait permettre de faire
converger la pulsation instantanée du "¢ piéton djf vers celle de la structure. L’équation
différentielle choisie est appelée équation de Kuramoto [89]. Dans le cas particulier de la

marche, d’aprés [137,142|, elle peut étre écrite sous la forme discréte :

dg;(t)
dt

= w; + €1 Ay (1) sin (g (t) — ¢45(t) + @) (5.15)

— w; est la fréquence naturelle du ™ piéton, c’est-a-dire la fréquence qu’il aurait eue
dans le cas d’une marche libre. Les w; sont distribuées aléatoirement avec une densité
de distribution g(w) qui reflete la diversité des fréquences naturelles des forces latérales
dans une population.

— €1 quantifie la sensibilité des piétons aux déplacements latéraux de la passerelle.

— A, (t) est 'amplitude maximale des oscillations.

— s, (t) est la phase totale des oscillations de la passerelle, définie par U, (t) = A, (t) sin ¢)s,(t).

— « est un paramétre de différence de phase (“phase lag”) qui indique si la force des
piétons se synchronise a la méme phase que le déplacement, la vitesse ou I'accélération
de la passerelle.

Dans le cas oil a = 7 et g(w) est une gaussienne de moyenne wg,, Strogatz et al. [137]

établissent, a partir de leur modéle d’interaction foule-structure discret, que 'expression du
nombre critique est la suivante :

N, = %otr Ko | (5.16)

™ Neig(wser)

— Csir ) ] 1 A 1
= —=tr__ egt le taux d’amortissement proportionnel. Le seul paramétre inconnu est
gstr Zm p p p

€1. En comparant la simulation réalisée et les données obtenues par les essais sur le Millenium
Bridge, €; a été estimé a 16 m~1s~! [137].
Dans les travaux de Eckhardt et al. [143|, I’équation de Kuramoto utilisée est de la forme
discréte suivante :

doi

di = W; — EQUy(t) COS (wstr(t) + ¢z(t>> . (517)
€o quantifie la sensibilité des piétons a l'accélération latérale de la passerelle. Sa valeur,
obtenue par comparaison avec les essais réalisés sur le Millenium Bridge, est e; = —— ~

7090
1.75 s/m, ou 79 = 1.9 s et go = 0.3 m/s? L’expression du nombre critique établie par

Eckhardt et al. [143] est :

NC — Sﬁfs%]ggzjstraw . (518)

Dans les travaux de Bodgi [31], I'équation de Kuramoto continue utilisée est de la forme
suivante :

0P

(1) = w(@) + SA4,(0) [ (2) (xi:m@s))z sin (W,(6) = @) +5) . (319

€ quantifie aussi la sensibilité des piétons a I'accélération latérale de la passerelle. La valeur
de € trouvée pour que le modéle corresponde dans le cas du Millenium Bridge est fonction des
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paramétres choisis. Dans [31], la résolution de I’équation (5.20) d’ordre 3 donne le nombre
critique N, :

as F3+CL2F2+G1F+CL0:0

ou
Iw ::AQNwTE

2K ¢
T e . (5.20)
3 = 2V 2mo 9 o )

9 4 4dn“m O’wKSter
oa —nutCuy — S

_ 8mPnol Kst Am3no, Kstr (0—wT) 2 92
a = — ;ﬂ stro 4 w \;ﬁ + 87’L7T05tr0wa
ay = 1672Cyol

5.3 Calcul du nombre critique N, dans le cas de vibra-
tions latérales

Nous présentons ici le calcul du nombre critique N, dans le cas ot les piétons sont sensibles
au déplacement latéral de la passerelle.

Le systéme d’équations différentielles pour le modéle d’interaction foule-passerelle avec
forme modale est :

( N 2 Y N T o1 (Q(z)ci) . tr,x .
Mg + Zl m;ti (‘Joci) Uy(t) + | Cotr + Z m;th (QOCZ-) “or Wi (t) Uy(t)

1= =1

N
+ K Uy(t) = — ; m;y (qgci) U.?’y(t)

+ é% (abc,) (Tisin (2¢5(t)) sin (0;(t)) + Ny sin(¢;(t)) cos (6;(2)))
$i(t) = wi + & Ay (D (gde,) sin (Yar(t) — Gi(t) +)  i=1..N

avec

A, () = U2(t) +

Y

U52 (t)
Wstr

g, (t) = arctan (““8—’”)

Y

\

(5.21)
Les différences entre ce modéle et celui proposé par Strogatz [137]| sont que les piétons se
déplacent dans le plan de la passerelle, que 'effet de la forme modale est pris en compte, et
que la masse modale des piétons n’est pas négligée dans ’équation de la dynamique de la
passerelle.

Lorsque le systéme foule-structure atteint un état stationnaire, la densité des piétons, leur
fréquence, ainsi que 'amplitude et la fréquence du déplacement de la passerelle ne varient
plus en fonction du temps. On commence donc par supposer que la densité est constante
en temps. La conséquence est que 'on peut étudier un cas ou le nombre de piétons N est
constant sur la longueur de la passerelle, et que les piétons marchent sur place. Pour le cal-
cul du nombre critique, nous simplifions le systéme (5.21) en posant 6;(t) = 0, les piétons
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marchent rectilignement et parallélement & I'axe principal de la passerelle.

La procédure permettant d’établir I'expression du nombre critique est la suivante [137] : (i)
nous faisons un changement d’echelle temporelle et une normalisation des variables afin de
mettre en évidence les termes petits et les termes dominants dans les équations du systéme;
(ii) ensuite, on passe aux coordonnées polaires afin d’obtenir un systéme d’équations nous
permettant d’appliquer la méthode de la moyenne. Le systéme obtenu aprés 'application de
cette méthode donne I’évolution lente de 'amplitude et de la variable d’angle de la passerelle
et du piéton; (iii) en étudiant le cas de la synchronisation partielle, I’équation de la phase
permet d’obtenir la condition de synchronisation piéton-structure sous la forme d’une inéga-
lité ; (iv) en considérant le cas ou la fréquence initiale des piétons suit une loi gaussienne, la
résolution du systéme d’équations final obtenu apres les différentes étapes permet de trouver
une expression du nombre critique de piétons N..

5.3.1 Normalisations et changement d’échelle temporelle

La normalisation des variables et le changement d’échelle temporelle vont permettre de
mettre en évidence les termes petits et les termes dominants dans les équations du systéme.
On pose :
N N

My = Mg+ mihi(ghe,) la masse modale totale constante, ot Y m;1h3(gde,) est la masse
i= i=1

modale des piétons contante,

wr = ,/% la fréquence modale constante du systéme piétons-passerelle,

_ Cstrwr
€T — 2K ?

N
) indiquant I'opérateur de la moyenne : (f;) = + >_ f;,
i=1

N;) = N lamplitude maximale moyenne de F**",

(

(m;) = m la masse moyenne des piétons,

(N;

(e;) = £ la sensibilité moyenne des piétons aux oscillations latérales de la structure.

Afin de normaliser le systéme d’équations (5.21), on introduit les deux longueurs suivantes :

NN
le et LQZWT

K str €

. (5.22)

On définit alors une troisiéme longueur caractéristique comme la moyenne géométrique entre
Ly et Ly et le paramétre C' comme la racine carrée de leur rapport :

NN&)T L1 ]V]\_/vf:i
L=~/L1Ly = | t C=1/7=4] . 9.23
e Kstrg ¢ L2 Kster ( )

Ces constantes de normalisation sont inspirées de [19,31,137,142]. On fait I’hypothése :

(cas1-H9) C << 1,i.e. la constante C est faible. En effet, si on considére le cas de la travée
Nord du pont du Millenium, et que nous cherchons la valeur de N pour avoir C = 1,
nous trouvons N ~ 1511 piétons, soit une densité d’environ 5 p m =2 qui est impossible
car le jour de I'inauguration du pont, la densité maximale estimée était de 1.5 p m=2.

Ceci permet de normaliser le déplacement modale de la passerelle et son amplitude avec la
longueur L, et a cause de la forme modale, la variable position du piéton est normalisée par
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rapport a la longueur de la passerelle Lg, :

x:%, a:% et zi:(f)stc:. (5.24)
En introduisant la nouvelle variable de temps “rapide”
T = wrt, (5.25)
le systéme (5.21) devient
{ g% j_LQfQTdm +j =C <%¢1 (2:) sin (1)) o (5.26)
o =+ CZarpy (z;) sin (Vs — s + ) i=1...N .

5.3.2 Changement de repére et méthode de la moyenne

Considérons un repére en rotation horaire a une vitesse constante wr (fréquence circulaire
modale du systéme foule-passerelle). Dans ce nouveau repére, la phase totale du i“™¢ piéton
®,; et celle de la structure ¥, sont définies par :

;(t)

)—th

= oilt
5.27
W (1) = (1) — ot (5:27)
On fait 'hypothése :
(cas1-H10) On définit les variables b et ; d’aprés les égalités suivantes :
&r=Cb
AR 529
wr ()
en rappelant que C' << 1.
Ainsi, le systéme (5.26) devient :
‘fog_f_x:C [—20%2 + (Riapy (2;) sin (Di(7) + 7))] (5.29)
% =C [Ql + ?awl (z;)sin (Vg — O; + 04)] i1=1.N. '

La présence de C' << 1 dans les deux équations de (5.29) nous permet d’appliquer une mé-
thode de la moyenne (averaging method) [144], qui est une technique classique en dynamique
non linéaire.

Si C' =0, la solution de I’équation (5.29), serait x = asin(7+ ¥y, ), avec a et Wy, constants.
De méme, la solution de 1’équation (5.29), serait ®;(7) = cst. Pour le cas qui nous intéresse
(0 < C << 1), les variables d’amplitude et de phase ne sont pas tout a fait constantes,
elles ont des dérivées temporelles d’ordre C. Cependant, on peut dire qu’elles sont presque
constantes dans le sens ou elles sont a variations lentes, sur une échelle de temps 7. La mé-
thode de la moyenne est une procédure standard pour dériver les équations qui régissent ces
variations lentes.

Pour appliquer cette méthode, effectuons une transformation de Van der Pol de la variable
T

d
r = asin(r + Ug,), % = acos(T + Vg, ). (5.30)
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Cela correspond a définir a et Wg,., amplitude et variable d’angle instantanées de x dans un
repére tournant avec vitesse angulaire wr.
En calculant la vitesse par dérivation du déplacement x donné dans (5.30), on obtient :

dr  da AV g,
== ESID(T +Uy)+a (1 + -

> cos(T + Uy, ). (5.31)

En imposant ’égalité entre les expressions (5.30) et (5.31) pour la vitesse, nous obtenons la
condition de compatibilité :

dCL . d\I]sr
. sin(7 + Vg, ) = —a Tt cos(T + W ). (5.32)

La compatibilité étant assurée par ’équation (5.32), accélération est obtenue par dérivation

de la vitesse donnée par (5.30) :
>z da
il cos(T + Wy, ) —a (1 +

En remplacant (5.30), (5.32) et (5.33) dans (5.29), on obtient :

dVg,\ .
y ! ) sin(r + Uyy,). (5.33)

T

% = C [—2abcos® (T + Uy,) + <%@/J1 (2;) sin (®; + 7) cos (T + Wy )]
—q%sz = C [—Qab cos (T + W) sin (7 + Wy, ) + <%¢1 (2;) sin (®; + 7) sin (7 + Wy ))]
C%’ :C[Q + £ Zayh (zz)sm(\lfstr—<bi+oz)] i1=1...N.

(5.34)
En utilisant les identités trigonométriques suivantes :

sinzsiny = 1 [cos (z — y) — cos (z + y)]
cos T cosy = 5 [cos (x — y) + cos (z + y)] (5.35)
sinz cosy = [sm (x —y) +sin(z +y)]

D o =

les équations (5.34) deviennent

da _ [—ab — % 1 (i) sin (Vg — (IJZ)> + hl(T)}
i, d\z:—tr =C [ a<% 1 (Zl COS (\Ijstr - q)z)> + h2(7—)} (536)
ar =C [Q + lmﬁ (Zz) Sln( str — Qi + OZ)} 1=1.N,

ou les termes de fréquence élevée sont

hi(1) = —bacos (21 + 2V ) + 3 <]<>] in (Vg + ®; +27)) (5.37)
ho(T) = —basin (27 + 2Wy,.) — % < L)y ( ) s (WUypr + P; + 27)> ) '
La méthode de la moyenne appliquée a la premiére équation donne :
J L 2747 LN
Lo~ f —C [ab +3 <ﬁ¢1 (z;) sin (Vg — <I>,)> + hl(T)} dr (5.38)

= —Cfab+ L (R () sin (T — )]

7 étant arbitraire. L’intégrale sur la période 27 des termes hi(7) et ho(7) est nulle. Ainsi le
systéme (5.36) devient

9 — —C [ab+ 3 (R (z;) sin (Vg — @;))]
s = —C (R (2;) cos (Vg — ;) (5.39)
d;;i C’[ i+ Zayy (2 )sm(\Ilstr—CDi—i-oz)] t=1...N.
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Nous introduisons la variable de temps lent 1" = C'7 afin d’éliminer le paramétre C' dans le
systéme (5.39) :

ar = —ab 5 (o (1) sin (Ve — 2))
e 1 T () con (B - ) 40
= Qi+ Zay (z)sin (Vg — By + ) i =1..N.

Ce systéme met en évidence le fait que I'amplitude et les phases (normalisées) ont une
évolution lente par rapport a la période d’oscillation.

5.3.3 Synchronisation partielle

On étudie le cas ol un certain nombre de piétons est synchronisé avec la passerelle.
On veut donc trouver analytiquement 1’état stationnaire correspondant a la synchronisation
piétons-structure, i.e. 5—; =0et dq’m = cst = q. Les inconnues a déterminer sont 'amplitude
a constante et la fréquence normallsee q de la passerelle et des piétons synchronisés (ou
fréquence de bloquage), qui vaut zéro si et seulement si la structure sous 'action de la foule
synchronisée vibre a la fréquence wy. 22 = ¢ = 0 implique Uy (t) = Asin(¥y, + wrt) avec
U, constante.

On introduit alors un nouveau repére qui effectue une rotation avec une vitesse angulaire gq.

(cas1-H11) On peut faire 'hypothése suivante :
Uy, (T) =qT — « (5.41)
ou « est déja utilisé dans (4.47), et on introduit ¢;(7") défini par :
O, (T)=qT + ¢, (T). (5.42)

Pour simplifier le systéme, dans la suite nous supposons :
(cas1-H12) Les variables caractérisant un piéton sont supposées identiques pour chaque
piéton : m; =m, N; =N, ¢; =¢.

Le systéme (5.40) devient donc

T)b =1 (i1 (2)sin (; (T) + @)
T)q= —% (Y1 (2:) cos (i (T') + ) (5.43)
(1) =Qi —q—a(T)1 (z)sin(¢; (T))  i=1..N.

La résolution de ce systéme nécessite la détermination de ¢; (T') & partir de I’équation (5.43),.
Or I'évolution de ¢; (T) doit étre étudiée suivant que les piétons sont synchronisés ou non
avec la passerelle.

LR

% (T)) = q donc % (T') = 0. Ainsi, de I’équation
(5.43),, on peut définir une phase constante ¢} pour chaque piéton i, tel que :

Q-
©; = arcsin <W(:)) . (5.44)

La condition de synchronisation devant étre satisfaite par les piétons synchronisés est :

1 —q| < aly(2)] . (5.45)
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Les piétons non synchronisés avec la passerelle sont ceux qui ont des fréquences naturelles
assez éloignées de la fréquence des oscillations de la passerelle :

€ —q| > alir (2)] - (5.46)

La détermination d’une forme analytique de ¢ a partir de I'équation (5.43), est impossible
a notre connaissance. On propose donc de faire une étude statistique [19,31,137,142,143|.

5.3.4 Synchronisation global foule-structure

La procédure pour I'étude de la synchronisation globale foule-structure, dans le but de
déterminer le nombre critique de piétons ., est fondée sur une représentation statistique de
la foule. Elle est présentée dans la suite.

On note p(Q2) la distribution des fréquences normalisées de marche libre des piétons (ou
fréquences naturelles des piétons), et h(z) la densité de probabilité représentant la distri-
bution spatiale de la foule sur la longueur de la passerelle. Si la distribution est constante
sur z € [0,1], on a h(z) = 1. On pourrait considérer une distribution non constante pour
représenter un groupe de piétons qui marchent sur place sur une longueur z; autour du centre
de la travée. Dans ce cas h(z) = % pour z € [1_%, H%] et zéro ailleurs. Cette expression
représente aussi le cas ou les piétons font des aller-retours sur cette portion de la passerelle.
Selon I'approche statistique qu’on veut adopter ici, il faut définir une distribution statistique

couplée de la forme
p(p,Q2,2) = p(plQ2)p(Q) h(2) .

La quantité p (¢, €, 2) dedQddz est la probabilité qu'un groupe “infinitésimal” de piétons ait
une phase comprise entre ¢ et ¢+ dp, un décalage en fréquence compris entre €2 et 2+ d€2 et
une position normalisée entre z et z+dz. Chacune des distributions statistiques est supposée
indépendante du temps, car on veut étudier ’état synchronisé stationnaire.

Pour déterminer p (¢[€2, z), deux situations sont a distinguer : les piétons synchronisés res-
pectant la condition (5.45), et les piétons non synchronisés respectant la condition (5.46).
Pour les piétons synchronisés, a partir de (5.44) et (5.45), on a :

ps (0|, 2) =46 (gp — arcsin an/Jl—_(Z)) Q—¢q| <al1(2)],z€]0,1], (5.47)

2m
ou § représente la distribution delta de Dirac et [ p; (¢[Q, 2) dp = 1.
0

Pour les piétons non synchronisés, la distribution statique est de la forme [137] :

1 @9 —ai(r)
Pns (90|sz> - % |Q —q-— awl (Z) sin (QO)| |Q - C]‘ >a ’wl (Z)| S [07 1] ) (548)

27
ot [ pns (¢]Q, 2)dp = 1.
0

Nous cherchons a expliciter les expressions (1 (2;) cos (¢; (T'))) et (1 (2)sin (p; (T))), afin
de déduire des équations (5.43), , les expressions du nombre critique de pi¢tons, de la fré-
quence de synchronisation et de I’amplitude stationnaire post-critique du déplacement latéral
de la passerelle.
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De maniére cohérente avec cette approche statistique, dans le cas d’'un grand nombre de
piétons N >> 1, on peut écrire :

(tn (22) cos (s (T))) = | W (f b (2) cos () p (19, 2) dw) p(©) dﬁ} h(z)dz

O o (5.49)
(wn (=) sin (o (1)) = | [f (Of b1 (2)sin () p (19, 2) dw) p(Q) d@} h(z)dz

En mettant en évidence les distributions statiques pour les cas des piétons synchronisés et
non synchronisés, on pose :

(V1 (zi) cos (@i (T))) = L + I (5.50)

L = Ofl [ / cos (arcsin (¢*)) p (2)dQ| Y1 (2) h(2) dz

|Q2—g|<al1(2)]

h-i] [ I ([ rtmae) V@0 - O do| ) h ) i
Q—q|>al1

(5.51)
Or o
/ cos () dp =0 (5.52)
€2 — g — ayy (2)sin ()| '
et \/
o ewm @
cos (arcsin (¢*)) = /1 —¢* 2 = o (5.53)
donc
a2y? (z) — (2 —q)°
(11 (2) cos (i (T / / \/ 6(1@/1)1 (z§ 9 p(Q)dQY| ¥y (2) h(2)dz .
0 |I—gl<al1(2)]
(5.54)
De méme, nous posons :
(1 (zi)sin (s (T))) = Is + 14 (5.55)
fng“[ [ L0y (Q) dU| b (2) dz
0 |[|Q—q|<alr(z)]
:Ll sin(p) —q)? — a2 (2 1(2)h(2)dz.
Iy znof L—q|>{|w1(Z) <f [Q—g—av1(z)sin(p )|d90> \/(Q q) V1 (2)p (€2) dQ| i ( )}(L( );i
5.56

sin () 27 Q—gq (0
O/ G g o o @ () {V oy @ q)] (557
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donc

h(z)dz

1
(W1 (=) sin (i (T))) = [ [ [ 2
0 [|19—qgl<alyr(2)]

1
5t [ﬂ—q—sz'gnm—q) V@ —a? —a2i (z >] (© >dﬂ] h(z)de.
0 [|2-ql>aly1(2)]
(5.58)
Pour calculer le nombre critique N., nous considérons un cas post-critique, i.e. N > N, et
A > 0et a> 0, puis on fait tendre a vers 0% dans le but de faire tendre N vers N..

Comme on veut considérer le cas ot a tend vers 07, nous pouvons faire I’hypothése que
a << 1. L’équation (5.54) est :

(11 (z;) cos (i (T))) = / / 1— %p (Q)dQ| Y1 (2)h(2)dz . (5.59)

0 [[9—ql<al$r(z)]

La condition de synchronisation (5.45) permet d’effectuer le changement de variables Q =
q + ay (2) sin (x). En notant ¢o la limite de ¢ lorsque a tend vers 0, on peut écrire :

(1 (22) cos (1 (T f[f cos? (x) vy (=) p (¢ + ath (Z)Sin(x))dX] b1 (2) h (=) da
= ap (@) o ()i f U2 (2) h (=) d
: (5.60)
Ainsi
(s () cos (@u (D)) = rplan)  avee n= [} ()h()dz|. (560

Pour calculer (1 (2;) sin (¢; (T'))) (5.58), il faut déterminer I3 et I,. Pour évaluer I3, on peut
remarquer que | —¢| << 1 car a << 1. Ainsi on peut faire le développement de Taylor
suivant :

P =p(@)+r (@) ( Q-9 +0(Q2—09)7) . (5.62)

En remplagant dans ’expression de I3, on obtient :
1 | gt+ayi(z)
Q- +(Q—q)°p (@) +0 ((2—0q)’°
I — / / (@-9p@)+ Q-0 @+0(Q-0)) h)ds  (5.63)
a
0 |g—av1(2)
Or
q+az/11(z)
(Q—q)d2=0
g—ap1(z)
et
q+ai(z) 5
(21— 44 =  (ath ()’
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donc

= —a 2p'( /7/}1 (5.64)

Pour évaluer I, on peut remarquer que a << 1 permet d’écrire /1 —

(Q—q)2 (Q—Q)2
Ainsi
1
R R SN = R O
o1 1Q—q|>aly1(2)] 2 (5.65)
= WD Q| h(2) dz.
0 [|Q—qg|>aly1(2)]
Or
Q) T p()
lim / £<—_qu:PV / hdﬂ P (o) (5.66)
Q—ql>alv1 (2)] —o0

ou PV représente la valeur principale de Cauchy et p(q) = H[p ()], avec H[p(2)] la
transformée de Hilbert de p en gy. Donc

LIPS / 2 (2)h(2) dz (5.67)

Comme on propose de limiter le développement de Taylor a 'ordre 1 en a, on obtient :

(1 (2z5)sin (¢ (T))) ~ Iy = 2P (qo) avec n = Oflw% (2)h(2)dz|. (5.68)

Les équations (5.43), , peuvent s’écrire :

2b.a = (Y1 (z)sin (@; + @)

= (¢1 (2:) sin (;)) cos (@) + (Y1 (2:) cos (@) sin (@)
200 = ( (z;) cos (¢; + ) (5.69)
= (¢ (Zz) sin (7)) sin (a) — (Y1 (2:) cos (i) cos (@)

ol limob = b, est 'amortissement critique normalisé. Dans le cas qui nous intéresse, a > 0
a—

et donc a partir des équations (5.61), (5.68) et (5.69), nous trouvons les expressions :

{bc = 5 (1) cos (a) + 5 <o>s' (a> . (5.70)

Dans le cas particulier o = § généralement choisi dans la littérature [31,137,142]|, les équa-
tions précédentes simplifiées s’écrivent :

{ be =T p(qo

™ ~

)
Qo = TP(QO) . (5.71)
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Cas ot p () est une distribution gaussienne de moyenne ) et d’écart type oq

L’objectif de cette partie est de déterminer le nombre critique de piétons N, a par-
tir duquel les piétons engendrent des oscillations suffisemment importantes de la passerelle
pour déclencher la synchronisation, dans le cas ot p(2) est une distribution gaussienne de
moyenne ) et d’écart type oq. Ce cas est équivalent a dire que la fréquence dimensionnelle
w des piétons suit également une distribution gaussienne de moyenne w = wp (1 + C’Q) et
d’écart type o, = wrCoq (équation (5.28),).

Pour déterminer les expressions de ¢q et b., qui nous permettront de définir V., nous devons
dans un premier temps exprimer p (qo) et p(qo)-

Si la fréquence moyenne adimensionnalisée des piétons  est non nulle, mais reste trés pe-
tite (la fréquence moyenne dimensionnelle @ est donc trés proche de wr), alors on peut
écrire [143] :

p(Q)=p((Q+Q2-q) - (2—q)) - (5.72)
En faisant un développement limité pour “gy — € petit, on obtient :
_ Q—q) (Q—gq
p(Q) =p(Q2+Q—q) (1 4! 032( °)> : (5.73)
Q
et ainsi
L [ 2@ 1@ )
~ p — 4o
=—-P dQ) ~ ——— . 74
b (%) T V/Q—qo T 0} (5.74)

L’expression de p (go) est la suivante :
1 _(0-9)?
P (q) = Tonon

e (5.75)
En faisant un développement limité pour “gqo — 7 petit, on obtient :

1 (40— ©)°
p(q0) = Vanon (1 - W) : (5.76)

L’équation (5.70), devient
_ ~\2
n(Q—q) . ™ (90 — Q)
= ———F—=sin(a) — 1-— cos (o) 5.77
donc ¢q est solution du polynéome d’ordre 2 suivant :

—mncos (a)gg + [2mnQcos (o) + 2v/2mnog sin (@) + 8v 27?3] qo
+ [2mnod cos (a) — 2v2mnoaQsin (o) — 7% cos (a)] =0

(5.78)

et ’équation (5.70); donne l'expression de b. en fonction de g :

be =

w3

g5 4/ 27oq 2052‘2

(9-w) cos (@) + —nz <1_(QO_Q)2>sin(a). (5.79)

Le passage aux variables dimensionnelles permet de trouver ’expression de /N..



5.3 Calcul du nombre critique N, dans le cas de vibrations latérales 131

Cas particulier, « = 7 et 0 =0: Cette valeur particuliére de « est celle choisie généra-
lement dans la littérature |[31,137,142|. Elle met en évidence une relation de proportionnalité
entre la force latérale engendrée par les piétons et la vitesse du déplacement de la passerelle.
Le cas = 0 implique que @ = wy, la fréquence moyenne des piétons est la fréquence modale
du systéeme passerelle-piétons. Ce cas est le plus critique pour la passerelle. Les équations

(5.78) et (5.79) deviennent :
=0
{ b _m (5.80)

4\/27r09 ’
Le passage aux variables dimensionnelles, conduit a I’égalité suivante :

24/ 27rC’straw

N, = wr (5.81)
" nwNe
— Kstr j— Kstr — Kstr
avec Wy = 4/ = N \/ Mir+nmN, *

Mstr"!‘z 17;[)1 qOC
i=1

Le carré de I'équation (5.81) donne un polynome d’ordre 3 en IV, :

Msr Ksr 2v2 Csr w
N? + nnfL NZ? — nﬁi =0 avec 7:7;—]\[_;0. (5.82)

Si € est connu, la résolution de I'équation (5.82) nous permet de trouver N, dans le cas
particulier ot a = § et Q = 0.

Cas particulier, o = § : Les équations (5.78) et (5.79) deviennent :

do = nfﬁg

nQ O 2
h. — nmw 1 — ("+4J?2 _Q) (583)
¢ 4210 200 ’

En passant aux variables dimensionnelles, I’équation (5.83), permet de donner 'expression
de la fréquence de synchronisation wyyy, :

_ 4Kstrow+nNNsw w
~ 4K.y02+nNNéwp “T -

(5.84)

On peut remarquer que lorsque les piétons marchent a une fréquence moyenne égale a la
fréquence modale du systéme passerelle-piétons, i.e. w = wr, nous retrouvons que la fréquence
de synchronisation est wgy, = wr.

Le passage aux variables dimensionnelles de I’équation (5.83), nous conduit a un polynéme
d’ordre 3 en €N, :

as (EN.)* + a3 (EN,)” + a1 (EN,) +ag = 0 (5.85)
ou az = n3tN3wrp
2V2rCsiron K2, 7
a — dn’ro,, N2 o n?N2w 2
2 mKstr str K.gtr- ’ _ (586)
P — 8mnol N 47rncrwN(w—wT)2 _ 8no2 Nwr
1 mcster mcster KStT !

ay = —1602



132 CHAPITRE 5 : ETUDE ANALYTIQUE

La connaissance de N, pour la travée Nord de la passerelle du Millenium de Londres nous
permet de déterminer le paramétre £ & Iaide du polynome (5.85). Par contre, dans la me-
sure ot wr est fonction du nombre de piétons N, le polynome (5.85) n’est pas une bonne
expression pour déterminer analytiquement N. quand € est connu. On pourrait cependant
déterminer N, implicitement a I'aide de (5.85), en tracant la courbe qui représente le poly-
nome en fonction du nombre de piétons N. Cette courbe coupe I'axe des abscisses en N = N..

En remplacant wp par son expression wr = ’/% quand N — N, dans (5.85)
t (5.88), nous obtenons :

Yo/ Mgt + nmNch?’ + ’}/5N§ +Y4v Mgt + nmNcNf + 'YgNCQ (5 87)
fVQVMstr—i_nmNch—i_leNc—'_f}/O:O .

ou
~ _n 3aN3&83 K str
6 2\/27rCstraw 2,

y _ An3Tmo, N2&2
5 % 27rCstrKstr

An2mmo,NE(202 —w2)

rY4 o \% 277051&7‘ \/Kstr ’, _

— An2mo, N282 Mgy, - n2N2g2 8nino, Noem (588)
73 vV QTFCStTKStr Kst'r vV Qﬂ'CStT )

dnmo, NEMsir (202 —i? s 2 1

P _ / w
P)/Z B Vv %WV St?"cstr 47TTLO-WN€ KStr ﬂ—KStT + Vv 27rCstr ’

_ 8mnou NWEMstr 4,0~
T o= —Tlcm 160, ,nm ,
Yo = —160,, Mg, .

En posant I' = v/ Mg, + nmN,, 'équation (5.87) devient un polynéme d’ordre 7 en I :

2
% 77 4 25 16 4 [ Y4 3Mstr’YG] 54 [ V3 3Mstr'y5] 44 3M5 Y6 2Mstra 2 | 73
n3m3F n3m 3F n2m?2 n3m3 r n2m?2 n3m3 I n3m3 n2m?2 + m r
3M2, s 2Mstry3 7 2 M3, 6 M2, 4 Mstry2
+ ndm3 n2m2 +oam| 7+ " ndms + n2m? nm r

M
+ str'y5 + str’y3 _ ;;7;71 + fyo:| = O .

T Tndmd n2m?2
(5.89)
La résolution du polynéme (5.89) permet de déterminer N, (lorsque € est connu).

5.4 Calcul de Pamplitude du déplacement de la passerelle
lorsque N > N, dans le cas de vibrations latérales

Nous cherchons a déterminer I'amplitude post-critique du déplacement latéral de la pas-
serelle dans le cas stationnaire. Nous nous limitons au cas particulier oit o = 7 et p (£2) est

une distribution gaussienne de moyenne (2.

Les équations (5.43), , deviennent :

{ a(T)b= %1 (¥1 (2:) cos (¢ (T))) (5.90)
g=1 | | ,
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q = 0 est une solution de I'équation (5.90), lorsque (¢4 (2;)sin (¢; (T'))) est remplacé par son
expression (5.58). D’aprés (5.54), 'équation (5.90), devient :

2 (T)b = Ofl [ YERE ) dQ] b (2) 1 (2) dz

a1 (z
oi<dne (5.91)

1 (%@))Qp Q) dQ] Wi (2) b (2) dz .

|2 <aly1 ()]

Ce choix de ¢ implique © = 0 et donc le cas étudié est celui ol la fréquence moyenne des
piétons est égale a la fréquence modale du systéme piétons-passerelle.

De part la condition de synchronisation, on peut poser @ = aw; (z)sin(y) avec a > 0.
Ainsi, I’équation (5.91) devient :

1|3
=35/ [f cos? (x) p (ay (2) sin (x))dx] V2 (2)h(2)dz . (5.92)
0 -3
En introduisant la fonction de Bessel modifiée I,(x) = % [ cos (nd) e®s0) g, 1'équation
0

(5.92) s’écrit sous la forme :

a?y2(2)

_gjffe b | (CE2) + 0 (52 | w2 () (2 dz (5.93)

soit, en passant aux variables dimensionnelles

oo Lstr 7A ¢1(z)5 AQ’I,Z)Q T =2 w T
= o () o ()@ 6o

La résolution de cette équation permet de déterminer amplitude stationnaire A, du dépla-
cement latéral de la passerelle lorsque N > N, dans le cas particulier ou o = 7, 2 =0 et
p () est une distribution gaussienne de moyenne Q.

5.5 Synthése du chapitre

Pour le cas des vibrations latérales d'une passerelle, les expressions analytiques du nombre
critique N, de 'amplitude stationnaire post-critique du déplacement latéral de la passerelle,
et de la fréquence de synchronisation sont définies selon certains cas particuliers. Ces ex-
pressions obtenues a partir du modeéle discret d’interaction foule-passerelle proposé sont treés
proches de celles obtenues a partir du modéle continue [31].
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