Estimateurs a posteriori pour une
méthode par éléments finis mixte
stabilisée appliquée au probléme de
contact frottant

N s’intéresse dans ce chapitre & une méthode par éléments finis mixte ne nécessitant pas
de condition inf-sup de Babuska-Brezzi : il s’agit d’'une méthode de type Barbosa et
Hughes que I'on généralise au probléme de contact unilatéral avec frottement de Coulomb.
On justifie l'existence et I'unicité du probléme discret et on met en exergue un estimateur
a posteriori.
Le début de ce chapitre a abouti & un article paru dans Mathematical Modelling of
Natural Phenomena intitulé A stabilized Lagrange multiplier method for the finite
element approximation of frictional contact problems in elastostatics [168].
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Chapitre 4. Estimateurs a posteriori stabilisé

POUR le modéle de contact unilatéral sans frottement, on dispose de nombreuses mé-
thodes par éléments finis faisant intervenir des multiplicateurs de Lagrange [29, 33, 70|,
des éléments finis quadratiques [28, 123] ou un Lagrangien augmenté [64]. En fait, toutes
les méthodes citées ci-dessus ont besoin d’'une condition inf-sup (voir [14, 53, 54|) et seul
un choix judicieusement approprié des espaces éléments finis fournira des approximations
convergentes. Les deux conditions clé qui assurent le succés de la convergence sont la
coercivité vérifiée par la forme bilinéaire associée a l'opérateur d’élasticité et la condi-
tion inf-sup ou de Babuska-Brezzi dont I'influence a été étudiée dans [14]. Cette seconde
condition joue un role important dans les problémes de minimisation sous contraintes qui
peuvent étre reformulés comme des problémes de point-selle par la méthode des multipli-
cateurs de Lagrange. La condition inf-sup s’exprime de la maniére suivante :

b(A
36 > 0, inf sup (A, vi)
AneMy (i) vaeVa [ Anll—1/2,00 [[Vhll10

> [

ot Vy, et My, (Apy,) sont les espaces des champs de déplacement et de contrainte normale
discrétisés et 3 est une constante strictement positive indépendante de la taille du maillage.

Dans ce chapitre, on considére une méthode par éléments finis mixte (dont les formula~
tions font intervenir des multiplicateurs de Lagrange en tant qu’inconnues) qui ne requiert
pas de condition inf-sup. De telles méthodes qui assurent la stabilité des multiplicateurs
en ajoutant des termes supplémentaires dans la formulation faible ont été introduites par
Hughes et Brooks en 1987. Hughes, Franca et Balestra [136] les ont développées pour
le probléeme de Stokes et elles ont été analysées dans [21, 22|. Le gros avantage de ces
méthodes comparées aux classiques dans [14] est que les espaces d’éléments finis pour les
variables primales et duales peuvent étre choisis indépendamment. Dans les méthodes de
pénalisation, la pénétration entre deux bords se touchant est introduite et la force nor-
male de contact est reli¢e & la pénétration par un paramétre de pénalisation (|6, 195]). De
plus, contrairement aux techniques de pénalisation, pour la méthode des multiplicateurs
de Lagrange, la stabilité est améliorée sans compromettre la consistance de la méthode.
Plus tard, la connection entre la méthode stabilisée de Barbosa et Hughes [21, 22] et celle
antérieure de Nitsche [188] a été réalisée dans [215]. Les études de [21, 22| ont été géné-
ralisées & un systéme d’inégalités variationnelles dans 23] (pour les problémes de type
Signorini entre autres). Cette méthode a aussi été étendue aux problémes d’interface sur
les maillages non conformes dans [26, 110] et plus récemment pour le probléme de contact
bilatéral (voir [116]).

Mon but dans ce chapitre est d’étendre le travail d’Hild et Renard dans [130] au
modeéle plus général de contact avec frottement de Coulomb. Dans une premiére section,
on propose une extension du concept "Barbosa-Hughes-Nitsche’s" au probléme de contact
avec frottement et on étudie les propriétés d’existence et d’unicité du probléme discret.
Ensuite on s’intéresse aux estimateurs d’erreur a posteriori.
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4.1. Discrétisation par une méthode stabilisée a l’aide de multiplicateurs de Lagrange

4.1 Discrétisation par une méthode stabilisée a 1’aide
de multiplicateurs de Lagrange

Le probléme continu ainsi que les résultats d’existence et d’unicité sont les mémes que
dans le chapitre précédent (voir section 3.1)

4.1.1 Probléme discret

Soit V;, € V une famille d’espaces de dimension finie indexés par h > 0 et soit une
famille réguliere T}, (voir [50, 54, 66]) de triangulations du domaine Q. Pour T" € T}, soit
hr le diameétre de T' et h = maxrer, hr. On choisit des fonctions standard continues et
affines par morceaux, i.e. :

Vi, ={v, € (C())*: Vapp € (P(T))*NT € Ty,,vy =0 sur I'p} .

Puis, on pose xy, ..., 7y des points distincts appartenant a I'c: (notons que I’on ne suppose
pas que ces noeuds coincident avec des nceuds de la triangulation 7). Ces nceuds forment
une famille monodimensionnelle de maillages de ['c notée 7y et on définit
H = maxg<j<ny_1 |9Cz‘+1 - $z|

Afin d’exprimer les contraintes du contact en utilisant des multiplicateurs de Lagrange
sur la zone de contact, on introduit 'espace Wy de dimension finie approximant W, et
wi

Wy = {I/H GLQ(Fc) v GPQ(]I‘Z,I‘Z_HD,VOSZSN—I}

|24 1

Le choix pour 'espace Wy nous permet de définir les cones convexes fermés suivants :
MHn:{VHGWHZ VHZO}
et, pour g € My, :
My (g) = {VH eWy: vyl <y }

Le probléme discret consiste a trouver u, € Vy, et Ay = (Agn, Ag) € My (pAg,) =
Mpgn x My (pAgy) telles que

a(up, vy) + b(Ag, vy) + ch Y(=Amn — on(ug))on(vy)dl
+ch Y(=Age — o(ap))o(vy)dl = L(vy,), Vv € Vp,
(4.1)
b(vy — Ag,uy) + frc YWHn — M) (= Agn — on(uy))dl
+ch Y(war — M) (—Age — oe(uy,))dl <0, Y (Varn, vie) € Mu(pXmm),

ou 7 est constante sur chaque élément 1" et v = yohr ol 79 > 0 est indépendante de h.

Remarque 4.1.1

La particularité de (4.1) est la présence des termes de stabilisation incluant .
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Chapitre 4. Estimateurs a posteriori stabilisé

des

La méthode est consistante au sens que Ay, et —o, () (resp. Agy et —oy(uy)) sont
approximations de A\, = —o,(u) (resp. Ay = —oy(u)) et le terme de stabilisation addi-
tionnel converge vers la solution du probléme continu. Bien str le terme de stabilisation
modifie la solution discréte. En effet, cela renforce la correspondance entre Ay, et —o, (uy)

(resp. Apy et —oy(uy)).

4.1.2 FEtude de 'existence et de 1’unicité de la solution
Remarque 4.1.2

Lorsque y=0, en utilisant un théoréme de point fixe, la référence [69] établit I'existence

d’une solution et 'unicité lorsque p < C(h) (C(h) ~ h3).

Proposition 4.1.1

Pour tout coefficient u positif et pour 7, suffisamment petit, le probléme (4.1) admet

au moins une solution.

Démonstration: Soit x> 0 fixé. On introduit le probléme de frottement P(gg,) avec un
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seuil fixé g, o ggn € Mpp,. Cela consiste a trouver uy, € Vi, et Ay € My (ugmn) =
My, X My (pugrm) satisfaisant :

a(up, vi) + b(Ag, vi) + frc Y(=Ain — on(up))on(vi)dl
+frc ’7(_>\Ht — Ut(uh))dt(vh)dr = L(Vh), Vvh € Vh,

bwu — Amsup) + [, YWHn = Aan) (= Abn — on(uy))dT
+Joo Ywat = Ame)(=Ame — o¢(up))dl <0, Yvg € My (ugmn)-
(4.2)
Le probléme (4.2) est équivalent a trouver un point-selle (up, Agrn, Agt) = (up, Ag) €
Vi, x My (pgmy) vérifiant

P(an)

Ly(up,vy) < Ly(up, Ag) < Ly(Vh, AH), Vv, € Vi, Yoy € My (ugmn),

ou
1
Ly(Vh,vH) = §G(Vh,Vh)—L(Vh)+b(VH,Vh)
1 1
——/ Y(vEn + O'n(Vh))QdP — —/ y(vee + O't(Vh))QdF.
2 T'e 2 T'e

Remarque 4.1.3

L’avantage de cette formulation est que la fonction L. est réguliére par rapport aux
deux variables.

Soit E un coté (d'un triangle) sur I'c et soit 7' € T}, un élément contenant E. Sans
perte de généralité, on peut supposer que I'c est un segment de droite paralléle & I'axe
des abscisses et on écrit v = (v, v,). Par conséquent, on déduit pour tout v;, € Vy, :

‘E’1/2
lon(vi)lle = Hayy(Vh)HE:’T‘—l/QHUyy(Vh)HT

—1/2 —1/2
~ b P loyy Vi)l ~ hp oy (vi)



4.1. Discrétisation par une méthode stabilisée a l’aide de multiplicateurs de Lagrange

Soit hr, la fonction égale a X et indépendante de . Par sommation sur les cotés
o

E C T'¢, on obtient
1/2
2o (vi) IR, < Clloy(vi)li3 < CllvallZq. (4.3)

On obtient la méme inégalité avec oy(vy,). Ainsi par l'inégalité de Korn et (4.3), lorsque
o est suffisamment petit, il existe C' > 0 tel que pour tout vy € Vy, :

a(Vi,va) — /F +(on(vp))2dT - /F Ao (vi)2dT > Cllval2.. (4.4)

C

En utilisant des arguments classiques sur les points-selles d’Haslinger, Hlavacek et
Necas ([112], p.338), on déduit qu’il existe un tel point-selle. En effet, l'existence d’une
solution au probléme (4.2) lorsque 7y est suffisamment petit provient du fait que :

— V5, et My (ugmn) sont deux ensembles convexes fermés non vides,

— L,(.,.) est continue sur Vy, x W2,

~ L(vh,.) (resp. L,(.,vH)) est strictement concave (resp. strictement convexe) pour

tout vy, € Vj, (resp. pour tout vy € My (ugmn)),

— en prenant vy = 0 et par (4.4) avec 7y suffisamment petit, on obtient

C
Ly (vp,0) > EHVhH%,Q = LIy velly g
qui tend vers 'infini lorsque ||vy||; o — o0. Ainsi

lim L (vy,0) = 400

VREV R, ||VhI1,0—00

— en choisissant v, = 0 on aboutit &

lirnl , L,0,vm)
VueMp (pgun), |7V ullo,ro—o0

= —1/2/ w3, dl — 1/2/ Y3 dl = —oo0.
T'e o]

La stricte convexité de af(.,.) entraine que le premier argument uy est unique.
De plus, on suppose que le second argument n’est pas unique. L’inégalité de (4.2) nous
permet d’écrire en choisissant vy, = )\%{n et vy = )\fqt,

/ (N3 — Abp i dT + / V(N3 — Abp) (<A — 0 ())dT
I'c T'e

+/ (Mt — M) une dT + / YN — M) (= Az — ow(uy))dl < 0
T'c o]
et en choisissant vy, = )\}{n et vy = )\}{t,

/ (Abpn — N2y Y T + / (Al — A2 ) (A2 — 0 ()T
T'e Te

+/1‘ (A}{t - )‘%It)uht dr' + /F 7()\11% - )‘%It)(—)‘%{t - Ut(uh))dF <0
C C

Par addition on obtient —|y'/2(\};, — Mr)llE, = Y2 (A, — Air)llE. = 0 et on arrive
a la conclusion que )\}{n = )\%{n, )\}{t = )‘%{t' Par conséquent, le second argument Ap est
unique et (4.2) admet une solution unique.
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Chapitre 4. Estimateurs a posteriori stabilisé

La définition suivante est une conséquence directe de la définition des problémes (4.1)
et (4.2).

Lemme 4.1.1

Les solutions du probléme discret de contact et frottement de Coulomb (4.1) sont les
solutions de P(\gy) ot Ay, est un point fixe de ® g définie comme suit :

¢y : My, — Mpyy,
9dHn +—— )\Hn

ot (up, Apr) est la solution de P(gpy).

Pour établir 'existence d’un point fixe de @7, on utilise le théoréme du point fixe de
Brouwer.

Etape 1. On prouve que 'application ® g est continue.

Soit (up, AMprn, Aie) et (Wh, Aprn, Amr¢) les solutions de (P(gmy)) et (P(Gan)) respecti-
vement. D’une part, on a :

_ ~2
V2 Netn = Xem) IR = /F Yy AL —2 /F YAHnArndl + / YA dl
C

c Pe

En utilisant (4.2) et vy = Agy¢, on obtient ¥ vy, € My,

/ (Vitm — Astn)tundl + / (Wit — tta)(— At — 0w ()T < 0
T'c Te

IN

/ ()\Hn - I/Hn)uhndF + / W(VHn - AHn)Jn(uh)dF
Te

/ YA dl
o] o]

e}

et

Te T'c e
o]
En prenant vy, = Agy, dans (4.5) et vy, = Ay, dans (4.6) et (4.3), on déduit :
||r71/2()‘Hn - AHn)H%‘C < / ()\Hn - AHn)uhn dl’ + / ’Y(AHn - )\Hn)o-n(uh)dr
e

T'e

+ / (Nim = Asgn )i T + / Y (Nm — Nin)orm () dT
I'c Pe

e —1/2 —1/2 _
< V2O — Xaa)llreve 2 he? whn — ) e
~— 1/2 1/2 _
VY2 N tzn = ) Ieee 2182 (0 (un) — 00(@)) lIre
S Y2 = X)lleero P lun = Thllo

Y2t = N mee’ o — T le
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4.1. Discrétisation par une méthode stabilisée a l’aide de multiplicateurs de Lagrange

Ainsi on obtient la premiére estimation

1/2

V2N = Men)llee S (g )

+7% )llun =l (4.7)

D’autre part, on déduit de (4.2) Vv, € Vy,

a(up, vy) + AHnUhp dI’ +/ Y(=An — on(ag))op(vy)dl
I'e T'e

+ /FC )\Htvht dl’ + /FC 7(—)\Ht — O't(uh))O't(Vh)dF = L(Vh) (4.8)
et

@)+ [ Km0+ [ (X = au(@i))an(vi)ar
To To

+ /FC )\—Htvht dl' + /FC ’)’(—)\—Ht - O't(u_h))O't(Vh)dF = L(Vh) (4.9)

En choisissant vy, = up, — uy, dans (4.8) et v, = W, — uy, dans (4.9), on obtient par
addition :

a(up — Uy, u, —Tp)

_ / (Nitm = Abtn) (. — i) T+ / (Nt = Aare) (e — ) T
I'c T'e
+/ 'Y()\Hn - )\Hn - Un(uh) + Un(u_h))an(u_h - uh)dr
Te

AR = A = ou(an) + 4o (5 — )T (4.10)
Te
Notons que 'inégalité dans (4.2) est équivalente aux deux conditions suivantes :

/ (VHn - )\Hn)uhn dr +/ 7(_)\Hn - Un(uh))(VHn - )\Hn)dr < 0,
T'e

T'e
Vv, € My, (4.11)
/ (VH: — AEt)upe dT + / Y(=Amt — ot(up))(VEE — AEe)dD <0,
T'e o]
Vv € MHt(M.an)- (4.12)

D’aprés la définition de My, on peut prendre vg, = 0 et vy, = 2Ag, dans (4.11) qui
donne VYvg, € My,

/ AHnUhn AT +/ 'y(—)\Hn — O'n(uh)))\HndF =0
o]

Pe

/ VHnUhn df-i-/ Y(=AEn — on(up))vaedl <0.
T'o r'e
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Chapitre 4. Estimateurs a posteriori stabilisé

On déduit alors que :

- / AinUpn dT + / YAHROR(uy)dl = — / ¥, dT,
I'c I'c Te

/ Nimtn T — / N mon(Wh)dT < / AT
I'c I'c T'e

De méme on a :

_ / Nt dT + / Xm0 (W)dT = — / N 2dT
Te T'c | ¥e]

Mot U= [ (@)L < [ XA
I'c I'c T'e

En notant « la constante d’ellipticité de la forme bilinéaire af(.,.), (4.10) devient
— —2 —
alu, — T g < —/ YA Hn dP+2/ fy)\Hn)\HndF—/ Y%, dT
I'c T'e
4 aou(@r - wdr+ [ (= ) — 75) d
T'c o]

+ / (N = Aatt — o0 + o0 () )y (T — )T

C

-

_ / Y (Natm = At T + 50| 2o (wp, — ) 2,

C

—

+ / (%t = Aaze) (unt — Ti77) T

—
Q

+/ ")/ )\Ht )\Ht — O't(U.h) + O't(U.h))O't(u_h — uh)dF
Te

IN

Crollun — WillZ o + /F (Vite — Asre) (e — ig) dT
C

[ A = A o) + (T~ w413
T'e

En combinant (4.12) et (4.3), Yvr: € Mui(pugmn) et Yo € My (ugmn) -

/ (At — Ame) (une — Ung) dU + / YAt — At — o(ap) + o1(Wy))or (W, — up)dl
T'e o]

— [ Swwedr+ [ v~ [ X+ ouug)dr
T'o T'o T'o

_ / st (Ve + 00 (T + 2 /
Te

YA sdl + / Yoy (T — uy)2dT
Fe

o]

- AHtupe dI' + / YAmto(up)dl — Al dU + / YA o (@ )dl
T'c T'c I'c T'c

S/ AHttpy dF+/ AHtUpg dI’ —/ it At + oy (ay,))dl
o o o

—/ ’Y)\Ht()\—Iﬂ‘f‘Ut(u_h))dP-i-Q/ ’)’)\—m)\thP-i-’Yo“hllﬂfUt(uh —m) |t
e e

152



4.1. Discrétisation par une méthode stabilisée a l’aide de multiplicateurs de Lagrange

—/ Virgupe dl —|—/ vt Age + or(up))dl —/ WA%{tdI‘
T'c I'c Ie

- p— _ —
—/ VHtUht dI' + / Yt Ame + oc(Uy))dl — / YAme dT
FC‘ FC FC

< - / Vet — Yt — oo () )T — / (T — N1t — oy () )T
T'e Te

+/ At (Tng — 7>\—Ht — o (ay))dl + >\—Ht(uht — YAt — yoi(uy))dl
I'c T'e

— [ 2GR = APdr + ol — il (4.14)
el

Pour évaluer la derniére inégalité, on commence par introduire les matrices M; =
(mlij)i<ij<p, Ma = (m2ij)1<i<pi<j<q, Mz = (m3ij)i<i<pa<j<r sur Io définies par :

mly; = / Gipjdl’, m2i; = / Pipidl, m3i; = [ dixydl
NG} NG} e
ol ¢; et x; sont les fonctions de base sur Vh|FC .n et 1; sont les fonctions de base sur
Wy
Soient Up, Ur, Ar, A, Y7, 37, G, GN les vecteurs ayant pour composantes les valeurs
des éléments de upt, Ung, Aty At 0¢(Ug), 0t (Qr), gn €t Gay respectivement. De la défi-
nition de Mg¢(1gmn), on obtient VN € RP tel que |N;| < u(Gn)iy1 <i<p

—/ vit(unt — Y e — Yo (up))dl
T'e

= —/F S v oD uni(@i)d; — Y kel — Y yor(up)(x;)x;)dl
=1 =1

C =1 Jj=1

P
= - Z Ni(MyUr)i — v(MaAr)i — v(M3Xr);).
=1
Il est facile de construire un vecteur N minimisant la somme :
si (MlUT)z — ’y(MQAT)Z — ’y(MgET)Z Z O, on choisit NZ = M(GN)Z et
si (MlUT)z — ’y(MQAT)Z — ’y(MgET)Z < O, on choisit NZ = —,U,(GN)Z‘
et on aboutit & la borne suivante :

p
—/ vir(une — YA e — o1 (up))dl = = > p(GN )il (MyUz)i = v(MaAr)i — v(MsSr)4l.
e i=1

Une expression similaire peut étre obtenue en intégrant le  terme
_ch Uae(Unt — YA — yoi(@y))dL. De plus par la définition de Mgy (1gmy), on a :

M-

@
Il
—_

/F Mat(Unt — YAHe — yor(Ug))dl = (A7)i(MyUr); — v(MaAr); — y(M3Xr);)

M-

-
Il
—

|(A7)i|[(MyUr)i — v(MaAr); — y(M3¥r )]

W(GN)i|(MUr); — v(MaAr); — v(M3Zr);|

M@

=
—_
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Puis en intégrant le terme ch At (ups — YA g — voi(uy,))dl. Finalement, (4.14) méne
avec l'inégalité de Holder a :

AN

N

N

N

/ (Amt — Ame) (une — Upg) dU + / YAmt — A — o(ay) + o (Tn)) o (W, — up)dl
T'c Te

1> (Gy —Gy)i

=1
(|(M\Ur)i = y(MaAr)i — y(MsXr)i| — [(MyUr)i — v(MaAr)i — v(M3Sr)s)
+Callan ~ il o~ [ (R — Ao

Te
p

nYy (Gn = Gn)i

i—1
(M1 Ur); — y(MaAr); — y(M3Xr); — (MyUr); + v(MaAr); + v(Ms3r)4

T Crollun — Wl — / (Rt — Age)2dT

Te

<Z(GN Gn) >2<<ZM1 (Ur — Ur)) )2 <Z'7M2AT—AT))>

=

i=1

p 2 L
+ <Z(7M3(ET - ET))@) ) + Crollun — 4T 0 — /F Y(Att = Ame) 2d0
=1 le}

pl|Gn — G lre (|Ur — Ur|lre 0ty + Y[ AT — Ar|lre pt, + V|27 — Z7|IRP0M5)
T+ Crollun — W0 — / (Nitt = Ao

Te

Les notations ||.||re et ||.||re,1s, représentent des normes sur RP. Par conséquent, il existe
des constantes dépendant de h telles que :

N

AN

/ (Amt — Amre) (une — Upg) dU + / YAmt — A — o(ag) + o (Tn)) o (W, — up)dl
T'c Te

Collup — 530 — / YA re — Ae)*dl

Pe
+uC1 (M) V2 (grra — i) It || une — Thtllre
+uCo ()0l (g5rm — Gm) v |7 2N ere — Aare) e

+1Cs()0ly 2 (98 — Gm) re Il (o0 (un) — o0 (WR)) I
Crollan — W2 o — IV ere — Aare) 1B,

+1Ca(h)(1 +70) 17" (g8n — T Ire l[un — rll1 e
+uCo (M0 172 (g5 — i) IIre 172Nt — Mt lIre

ot le théoréme de trace et (4.3) ont été utilisés.
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De plus, en utilisant 'inégalité de Young, on obtient pour tout 5 > 0 :

/ (it = Aare) (une — Wnr) dT + / Yut = Ae — oe(Wp) + 01(W)) oy (Wy — up)dl
T'c Te

Crollun — 3 o — V2Nt — Mo) B + BEAECs (W) VY2 (9110 — Tom) IR
1 - 1 o

+@H’Yl/2()\m —Am)lf + @Huh i

+B12C6(h) (1 +70)* 7" * (911 — Tim) IR

Collun = Wllf o + BuAGCs () |y * (91 — i) e

N

AN

1 —
+Bu*Cs(h) (1 +70)* [V (grn — Fin) Ipe + @Huh — i (4.15)
De (4.15) et (4.13) découle :

. V(1 +7)%Cs(h) +12C5(h)
_ <
lup —rlle S T, o7

La combinaison de (4.16) et (4.7) entraine que

Y2(g11n — gim) Ire (4.16)

Y2 (X — Nn) lIre
< Iu(%l/Q n 70—1/2) V(1 +)2Cs(h) +12C5(h)
~ V1-=2%

Iy

”71/2(9Hn - ng)HFc (4-17)

Ainsi @y est continue.

FEtape 2. Soit (up, Apn, Ame) la solution de (P(gmy)). En prenant v, = vy dans (4.2) on
a:

a(up,up) + / AHnUWhy, dI +/ Y(=A#n — on(up))op(uy)dl
I'c T'c
+/ )\Htuht dar +/ 'y(—)\Ht — at(uh))at(uh)df = L(uh).
T'e T'e
D’apres
/ AHnUpy dI' + / '7(_)‘Hn - Jn(uh)))‘HndF =0
Ie Ie
et
/ AU dI +/ Y(=Am: — o¢(up)) Agedl > 0,
T'c T'c
on déduit :
a(up,up) + / YA, dl — / yon(uy)?dl +/ YA, dIl — / yoi(up)?dT < L(uy,).
T'c T'c T'c Te

Par (4.4) et la continuité de L(.) :

CllunlZ g < a(up,up) — /

o (up) 2T — / o (un)2dT < L(up) < C'funllr o
Pe

T'e
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Ainsi, on a

Cl
unll1,0 < Yok

A d’autres égards,

Rl = [ il = [ N d0 = [ Aot
C C

Te
/2’ 1/2

1 1/2
2 X anliveo 2 unlle + 102X llre s g 2o (wn) e

1/2 1/2
v Arallee o Il + 172X aralivene  unle

Cela implique

_ _ C’
IV Aralive S (o 7% + 0" lunlhe £ 00 + %) 5

Finalement
||71/2¢H(9Hn)”rc 5 1, Vaun € Mpn,

La bornitude de ®f associée & la continuité de &y prouve qu’il existe au moins une
solution au probléme discret de contact et frottement de Coulomb d’aprés le théoréme
du point fixe de Brouwer. |

Proposition 4.1.2

Lorsque p et 7o sont suffisamment petits, le probléme (4.1) admet une solution unique.

Démonstration: De (4.17), on déduit le résultat d’unicité dépendant de la taille du maillage
12 172,V (1 +10)%Cs(h) +15C5(h)
lorsque Cu(vy' ™+, ") N

unicité lorsque p et g sont suffisamment petits. |

< 1. Ce résultat signifie qu’il y a

Remarque 4.1.4

Lorsque p = 0, il y a existence et unicité de la solution si vy, est suffisamment petit.

4.2 Estimateurs d’erreur a posteriori

4.2.1 Définition de I’estimateur par résidu

Comme dans le chapitre précédent, on définit le résidu de 1'équation d’équilibre (2)
divo(uy,)+f = f sur 7. On note également I’élément résiduel approché fr € (P(7'))%. Un
choix classique est de prendre fr = [ f(z) /|T'|. Pour f € (H'(Q))?, |f —fr||r < he|/f]l1r
est négligeable par rapport a 'estimateur 7 défini juste aprés. De méme g est approché
par la quantité calculable gg pour tout E € E}.
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Définition 4.2.1

Les estimateurs résiduels global et locaux sont définis par :

1/2 9 1/2
n = (Zn%) 777T:<Z771‘2T> ,
=1

TeTh
mr = hrlfr|r,
1/2
1/2
nr = b Y Weatw)lE |
EcEUEN
1/2
1/2
mr = bl (D P+ on(w)llE |
EeES
1/2
nr = h* [ D0 Dme+om)llE |
EeES
1/2
s = (/ >\Hn+uhn—) 5
TN
1/2
Ner = Z ||)‘Hn—||?5 )
EeEf
1/2
mr o= | D lumilip |
EeEg
1/2
nsr = </ (|)\Ht\—,LL)\Hn+)|Uht\+/ ()\Htuht>> :
VARING] TN ¢
nor = (| Awel — A ng )+ | rere

ot les notations vy et v_ désignent les parties positive et négative de v; Jg,(uy)
désigne le saut de contrainte de u;, dans la direction normale, i.e.

Jpn(uy) = { ﬂaifligilnf]]g;\f;jé? (4.18)
Les termes d’approximation locaux et global sont définis par :
1/2 1/
o= (18 3 I mliorne 3l wlh] <= (X
T'Cuwr ECEXN TETy,
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4.2.2 Borne supérieure

Proposition 4.2.1

On suppose que la solution (u, A) du probléme (3.1) est telle que A\, = pA&, avec
€€ M, ¢ € Diry(uy) sur U'e et p||€||a suffisamment petit. Soit 7, suffisamment petit.
Alors une solution (uy, Ay) du probléme (4.1) satisfait I'estimation suivante :

[u—wllio + A=Al -12re. S n+C

Démonstration : On note le terme d’erreur de déplacement par :
ey =Uu— uy.

Soit vy, € Vy,. De la V-ellipticité de a(.,.) et des équations d’équilibre (3.1) et (4.1), on
obtient :

leullfo < a(u—upu—up)
= a(u—up,u—vp) +a(u—up vy, —up)
= L(u — Vh) — b(}\, u— Vh) — a(uh, u— Vh) — b(}\ — }\H, Vp — uh)

+ /F Y Ohitn + 0 (Un))on(vh — up) + /F Ot + o (un))ou (vh — up).

C

En intégrant par parties sur chaque triangle T', en utilisant la définition de Jg ,(up)
(4.18) et la condition complémentaire [ A,u, = 0, on aboutit a :

lealto £ [ f-a-vi+ ¥ [ E-ge) (@-va

EcEY
—{—b(}\H, vy — uh) + b(A, uh) - Aty
T'e
-3 [emmaov) - Y [ e @)
EEE}? E EeE}iLntuE}jl\r E

+ /Fc YA mn + on(up))on(vy — up) + /F Y(Ame + or(ap))oi (v, —uap).

C

En décomposant les intégrales sur I'c en composantes normale et tangentielle, cela donne :

lealZe < /F At + /F Mt (it — upn) + /F (e = Aazo) (une — ue) + / £ (u—vp)
C C C

Q
" E% [ &) (a=vi) - EEZEN JRZECORCESTS
+ E%,;hc /E()\Hn + op(up))(vpn — up) + EEE:}? /E()\Ht + or(up))(vpe — ur)

+ /Fc Y Amn + on(up))on(vy —up) + /F Y(Ame + or(ap))or(vi, —uap).

C
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5 AnUhy + / )\Hn(un - uhn) + / ()‘t - )‘Ht)(uht - ut)
FC FC FC

+I+ 1T+ 11T+ 1V 4V

+ /Fc Y Amn + on(up))on(vy —up) + /F

C

Y(Amt + or(un))o (v — up)

(4.19)

On estime maintenant chaque terme de droite. On procéde comme dans le chapitre pré-

cédent en choisissant :

vy, =up + mp(u—uy)

ou 7y, est 'opérateur de quasi-interpolation défini au Lemme 3.2.1.

Les termes I & V sont bornés, comme au chapitre précédent, par :

T+ I+ TIT+1V +V < (4 lleallo-

(4.20)

On estime le terme de stabilisation en se servant de (4.3) et de la stabilité H! de 7y, :

IN

<

<

/F 'YO‘Hn + Un(uh))Un(Vh — uh)
Z /EW(AHn‘FUn(Uh))O'n(ﬂ'h(eu))

EcE},

> [ bt + on(wn i o (e
EeEL E

1/2
Yo | Y helXan + on(us)llE [mn(ew)l1,0
EcE},
1/2
Yo | Y helXam + on(us)llE eull1,0
EcE},
7077HeuH1,Q-

En procédant de la méme maniére et en utilisant 747, on obtient :

/ (it + o2 (un))oe (Vi — 1) < vonlleallLe:
o]

Ensuite

/ )\Hn(un - Uhn)

T'e

B / (Ain+ — Amn—)(un — upp)
T'c

IN

IN

)\HnJruhn - AHn— (un - uhn)
o] T'e

/ )\Hn—i—uhnf - / )‘Hn-l—uthr - / )\Hn— (un - uhn)-
T'c T'c T'c

(4.21)

(4.22)

(4.23)
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Le terme suivant est estimée a 'aide des inégalités de Cauchy-Schwarz et Young :

= ) / Aen (Un — Uny)

>\an (un - uhn)

te pepg’E
E€EY
2 1 2
< > (allun = upalf + 1o Am-lE ),
E€ES

pour tout v > 0. Un théoréme de trace standard implique 'existence de C' > 0 telle que :

1
)\an(un - uhn) < aHun - uhn”%‘c + E Z ||>\an”?5
Te BeES
2 772
< C —_—. 4.24
< Coleulfo+ - (1.21)

Le dernier terme provenant du contact est borné par :

/ )‘nuhn S / )\n(uthr - uhnf) + / )‘Hn—uhn+
el el el

)\nuhn—f— + / (>\Hn+ - AHn)uhn-i-
T'c T'c

IN

IN

/ ()\n - )\Hn)uhn—f— + >\Hn+uhn+
I'c T'e

< / Mt tnns + [Mtn = Al ltnns v,
Pe

< / Attntihns + | As = A1/ thns [1ro (4.25)
o]

En regroupant les estimations (4.23), (4.24) et (4.25) et en utilisant 'inégalité de
Young, on aboutit a

)\Hn(un - uhn) + AnUhn
I'c T'e

N

2
Ui
/ AHntUhn— + @HeuH%,Q + 1o + 1 Am = Ml—1/2re lunntllire
I'c a
< 2 1 2 2 L 2
S (1) Falleallio +alxg = Ay o+ gl e

1
$ o (1457 ) +allealia + aldu = A, o (4.26)

pour tout o > 0.
Pour le terme correspondant au frottement, en procédant comme dans le chapitre
précédent, on obtient pour tout « positif :

/F(Am—/\t)(w—wu:) < (a+ @+ a)ulElm) lealin

Ellas + 200+ 1 4 p?
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En regroupant les estimations (4.20), (4.21), (4.22), (4.26) et (4.27) avec « et g
suffisamment petits dans (4.19) et en utilisant (4.29), on aboutit & la conclusion que si
w||€]|ar est suffisamment petit :

[u—uplli0Sn+<. (4.28)

On cherche maintenant une borne pour 'erreur de discrétisation A—Ap correspondant
aux multiplicateurs. Soient v € V et v;, € Vj,. Des équations d’équilibre (3.1) et (4.1),
on tire :

b(A - }\H,V) = b(A,V - Vh) - b(AH,V - Vh) + b(}\ — }\H,Vh)
= L(v—vp)—a(w,v—vp) = bAn, v —vz) + a(up —u,vy)

+ [ AN = o) + [ (A = o )onva)
= L(v—vp)—alua—uy,v)—aluy,v—vy) —bAg,v—vy)
)

+ / V(= Attn — o (UA))on (V1) + / A=At — oy(u))or(va).

Une intégration par parties sur chaque élément T méne a :

b(A—Ag,v) = /Qf-(v—vh)—a(u—uh,v)

— Z /JEnuh (v —wvp) Z/g gr) - (v —va)

EeEzntuEN EEEN
- Z / )\Hn + on uh)) vhn Z / )\Ht + o uh )(vt - Uht)
EEEC EEEC
[ A = onan)oni) + [ X = or(un)or(wi).
T'e Te

En procédant comme pour le début de la preuve et en posant v;, = m,Vv, on arrive a :

b = Am, V)| S (n+ ¢+ [u—upll10)[v]ie

pour tout v € V. Par conséquent
[A=Amll 1. S0+ ¢+ lu—us0 (4.29)

Le regroupement des estimations (4.28) et (4.29) achéve la preuve. |
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4.2.3 Borne inférieure
Théoréme 4.2.1

Soient (up, Ag) une solution du probléme discret (4.1) et n = n(up, Ay) Pestimateur
correspondant. Soit (u, X) une solution du probléme (3.1) telle que A € (L*(T¢))?.
Pour tous les éléments T', les bornes inférieures locales suivantes ont lieu :

mr S lu—wr + G,
r S lla— 1w, +(r

Pour tous les éléments T possédant un coté sur I'c (i.e. TNI'¢ = E), les bornes locales
inférieures sont obtenues :

nir SPYPIA = Aplle + lu— wpllir + Cr, 0= 3,4,

mir <201+ ) (I = Al + = il + A = Asrl2 ]}
1/2 1/2 .
= wl2IA), =58, (4.30)
mr <(L+p)||A=Aulle, =69,
tr < JJus — e + 'l = ullz + b u e (431)

Démonstration: On précise que I'on ne suppose pas que la solution du probléme continu
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est unique. Bien stir, notre résultat reste valide lorsque (u, A) est I'unique solution donnée
par la Proposition 3.1.1. Notons également que la solution du probléme discret n’est pas
supposée unique.

La preuve de ces estimations inférieures est la méme que pour le premier estimateur du
chapitre précédent exceptée pour les bornes de nsp et 77p. On montre (4.30). Si E € qu ,
soit F' C FE' la partie du coté ou up, = up,—. Donc comme u,, < 0 et fF Aty =0 :

/)\Hn—l—uhn :/ )\Hn+uhn:/()\Hn+)\Hn—)uhn
E F F

= /()\Hn - )\n)(uhn _un) +/ AHnun +/ Anuhn +/ )‘anuhn
F F F F

- / ()\Hn - )‘n)(uhn - un) + / ()\Hn - )‘n)un + / )‘n(uhn - un) + / )\Hn— (uhn - un)
F F F

F
IA=Agllellu—wlle+ A= Axlellule + o - vz + v -l £ An-| £

IN

En utilisant la borne inférieure de ngr, on aboutit au résultat. On termine par I’estimation
de n7r dans (4.31). Comme u, <0, on a 0 < uppy < |upy — uy| sur Do, Ainsi

[unntllE < lunn = unlle < [lup —af 5.

Cependant on veut estimer |[up,+|/1,5. Lorsque up,+ > 0 sur E par une inégalité inverse
et I'inégalité précédente, on obtient :

[t lE < Bg unns|le < hgtllu, — 5.



