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Le modèle monocristallin développé et validé dans le Chapitre 2 et le Chapitre 3 nous permet de 

simuler le comportement mécanique des aciers inoxydables austénitiques non-endommagés. Son 

utilisation est donc limitée car les matériaux fortement irradiés présentent souvent des cavités 

intragranulaires (Section 1.2.3.3). Pour intégrer l’effet de la porosité, on a besoin de développer un 

modèle monocristallin poreux. 

 

Le présent chapitre est consacré au développement et à la validation d’un modèle de plasticité 

pour un monocristal poreux. Dans un premier temps, un critère de plasticité pour un monocristal 

poreux est développé analytiquement puis validé par les simulations numériques sur une cellule 

monocristalline poreuse, afin d’étudier le comportement d’un monocristal poreux. Dans un deuxième 

temps, le modèle monocristallin poreux est implémenté dans le code de calcul ZéBuLoN, ce qui 

permet d’homogénéiser les monocristaux en présence des cavités intragranulaires. Ce travail a fait 

l’objet d’une soumission de publication dans la revue « International Journal of Solids and 

Structures ». 

 

4.1 Introduction aux modèles d’endommagement ductile 
 

On présente ici brièvement les différents modèles permettant de modéliser la rupture ductile des 

matériaux. A l’opposé des matériaux fragiles, dont la rupture est caractérisée par une propagation très 

rapide des fissures en l’absence de déformation plastique macroscopique, les matériaux ductiles 

présentent progressivement un endommagement associé à une déformation plastique importante. 

Les principales étapes de la rupture ductile sont la nucléation, la croissance et la coalescence des 

cavités qui conduit à la rupture finale du matériau. 

 

A partir des premiers travaux réalisés dans les années 60 [McClintock (1968) et Rice et Tracey 

(1969)], Gurson [Gurson (1977)] a proposé en premier une approche micromécanique à partir d’une 

analyse limite permettant d’obtenir la surface de charge macroscopique d’un milieu poreux avec une 

matrice rigide parfaitement plastique obéissant au critère de von Mises, en fonction de la fraction 

volumique d’une cavité sphérique. Ce modèle présente un fort couplage entre la déformation et 

l’endommagement. L’expression du critère de plasticité est donnée par :  
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où σeq et σm présentent respectivement la contrainte équivalente macroscopique de von Mises et la 

contrainte hydrostatique (la trace du tenseur des contraintes), σ0 est la limite d’écoulement plastique 

et f est la porosité. 
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Le modèle original de Gurson a été progressivement modifié et enrichi, soit de manière 

phénoménologique, soit de manière théorique, pendant ces trente dernières années, afin d’obtenir 

une meilleure description de sa formulation. Ici, on présente quelques-uns de ces modèles dont le 

formalisme pourra nous servir pour développer notre modèle monocristallin poreux présenté dans la 

section suivante. 

 

- Modèle de GTN [Tvergaard et Needleman (1984)] : ce modèle propose une amélioration 

basée sur la simulation numérique [Tvergaard (1981)] en introduisant 2 coefficients différents 

q1 et q2. La contrainte équivalente d’écoulement σ
* est utilisée au lieu de la limite 

d’écoulement σ0, afin de prendre en compte l’écrouissage du matériau poreux. De plus, pour 

prédire plus correctement la rupture finale du matériau, le modèle GTN introduit également 

une porosité effective f * permettant de modéliser la phase de coalescence des cavités à partir 

d’une porosité critique fc : 
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 si 
* . La porosité correspondant à la rupture finale du 

matériau est  ff  pour laquelle f *(ff) = fu = 1/q1. 

 

- Modèle de Ponte-Castañeda-Suquet [Ponte-Castañeda (1991) et Suquet (1992)] : ce modèle 

présente une borne inférieure de Hashin et Shtrikman au comportement non-linéaire en 

appliquant l’approche variationnelle, qui permet de mieux prédire le seuil de plastification 

dans les cas d’une faible triaxialité des contraintes (le rapport entre la contrainte 

hydrostatique et la contrainte équivalente) ou même sous chargement purement déviatorique 

(σm = 0) par rapport au modèle de Gurson : 
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- Modèle de Leblond-Perrin-Suquet [Leblond et al. (1994)] : il s’agit d’une extension 

phénoménologique du modèle de Gurson en combinant le critère présenté dans l’Équation 

4.3, pour que le critère proposé puisse donner des bonnes solutions analytiques sous 

chargements hydrostatique (σeq = 0) et déviatorique (σm = 0) :  
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- Modèle de Monchiet-Charkaluk-Kondo [Monchiet et al. (2007)] : Le critère a été développé 

par l’utilisation de champs tests de vitesse de type Eshelby. Pour les faibles contraintes 

hydrostatiques σm, le développement limité d’ordre 1 du terme cosinus hyperbolique permet 

de retrouver la même expression que celle donnée dans l’Équation 4.3 : 
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- Modèle de Benzerga-Besson [Benzerga et Besson (2001)] : Différent des modèles présentés 

ci-dessus concernant les critères de plasticité d’un milieu poreux obéissant au critère de von 

Mises, le modèle de Benzerga-Besson permet de modéliser la surface de charge d’un matériau 

poreux orthotrope régi par le critère de Hill, en prenant en compte l’anisotropie plastique 

dans les équations constitutives :  
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avec hm le facteur d’anisotropie de la forme 
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Afin de compléter le modèle de type Gurson, en appliquant la loi de normalité de l’écoulement 

plastique pour le matériau poreux, le tenseur taux de déformation plastique macroscopique effective 

s’écrit  
p

 , avec Λ le multiplicateur plastique macroscopique [Gurson (1977)]. L’évolution 

de la déformation plastique effective p est donnée par l’équivalence des dissipations plastiques 

macroscopique effective du matériau poreux et microscopique de la matrice :   

 

                                                                            pf
p

 *1:                                                     Équation 4.7 

 

L’évolution de la porosité due à la croissance des cavités s’exprime par    
p

ff  trace1 , en 

négligeant la partie élastique et en appliquant le principe de conservation de la masse. 

 

Cependant, aucun des modèles présentés précédemment ne permet de représenter le 

comportement d’un monocristal poreux, car l’anisotropie complexe due à la cristallographie ne peut 

pas être décrite par le critère de von Mises, ni par le critère de Hill. De ce fait, il est nécessaire de 

développer un modèle permettant de modéliser explicitement le comportement macroscopique d’un 

monocristal poreux. 

 

 

4.2 Proposition d’un critère de plasticité pour un monocristal 

poreux 
 

Cette section présente le développement d’un critère de plasticité pour un monocristal poreux, 

en tenant compte de différents facteurs influençant le comportement macroscopique du matériau : 

l’orientation cristallographique, la triaxialité et la porosité. 

 

Ce travail s’appuie sur le travail préliminaire effectué dans la thèse de S. Bugat [Bugat (2000)], qui 

propose une estimation permettant de réaliser une homogénéisation d’un monocristal visqueux non 

linéaire poreux. Cette approche consiste à estimer le potentiel du monocristal linéaire poreux de 
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comparaison, inspirée par l’application de l’approche variationnelle de type Hashin-Shtrikman 

[Debotton (1995)]. Nous adoptons un modèle de type Gurson en introduisant 3 coefficients α, q1 et q2, 

qui sont ajustés à partir des calculs numériques réalisés sur une cellule monocristalline tri-

dimensionnelle parfaitement plastique contenant une cavité sphérique au milieu de la cellule.  

 

D’après les résultats obtenus, on peut conclure que le critère de plasticité développé est capable 

de prédire la surface de charge d’un monocristal poreux pour des triaxialités comprises entre 0 et 

l’infini, en tenant compte des effets des directions du chargement principal et secondaire, ainsi que 

l’effet de la porosité pour une gamme comprise entre 0.005 et 0.1. Ce travail est décrit dans un article 

qui a été soumis à « International Journal of Solids and Structures » et qui est présenté ci-dessous. 
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4.3 Implémentation numérique du modèle monocristallin 

poreux dans le code ZéBuLoN 
 

Après avoir développé le critère de plasticité pour un monocristal poreux, le modèle 

monocristallin poreux couplé doit être implémenté dans le code ZéBuLoN en l’adaptant au modèle 

cristallin déjà implémenté en grandes transformations présenté dans le Chapitre 2. On garde toujours 

la décomposition multiplicative du tenseur gradient de la transformation PEF  . L’objectif final est 

d’évaluer l’effet de la présence des cavités sur le comportement mécanique des matériaux irradiés. On 

rappelle ici le critère de plasticité pour un monocristal poreux proposé dans la Section 4.2, en utilisant 

les notations correspondantes au formalisme en grandes transformations : 
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avec τs la cission résolue de la matrice, τs
* la cission résolue équivalente du matériau poreux, σeq la 

contrainte équivalente de von Mises, σm la contrainte hydrostatique, f la porosité et α, q1 et q2 les 

coefficients du modèle.  

 

Notons que τs, σeq et σm utilisés dans le critère de plasticité sont obtenus à partir du tenseur de 

contrainte décrit par le tenseur de Mandel M  dans la configuration isocline relâchée, ce qui nous 

permet d’appliquer la loi de Schmid, ainsi que la loi cristalline présentée ci-après. 

 

En calculant le développement limité d’ordre 1 de l’Équation 4.8, on peut obtenir l’expression 

approximative de τs
* : 
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La valeur de τs
* obtenue dans l’Équation 4.9 permet de fournir un point de départ pour calculer la 

valeur exacte de τs
* (avec τs

*>0) soit par la méthode de Newton-Raphson, soit par la méthode de 

dichotomie, via les deux routines existantes dans le code ZéBuLoN. 

 

Dans un premier temps, l’évolution de la forme des cavités n’est pas prise en compte dans notre 

modèle. Du fait que le critère développé ci-dessus est implémenté en grandes transformations, en 

supposant que le matériau dense n’est pas compressible et que le changement de volume est 

seulement dû à la déformation plastique (celui dû à la déformation élastique n’est pas un facteur 

d’endommagement), on obtient explicitement l’expression de la porosité : 

 

                                    
 

10 ,
det

1
1

1

11
det 00

00











 f

P

f
f

f

f

V

fV

V

V
P mp         Équation 4.10 

 

avec f0 la fraction volumique initiale de cavité. 

 

La loi d’écoulement adaptée aux matériaux poreux s’écrit alors :  
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Il est à noter que la cission résolue effective τs
* n’est pas signée, ce qui implique une loi 

d’écoulement non-signée (Équation 4.11). Par conséquent, les équations décrivant les évolutions des 

densités de dislocations et de boucles de Frank n’ont pas besoin de prendre en compte le signe de 
s . 

On obtient donc pour les matériaux poreux à l’état irradié :  

 

- Modèle de « la racine de la somme » poreux : à partir de l’Équation 2.20  
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- Modèle de « la somme des racines » poreux : à partir de l’Équation 2.23 
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- Evolution de 
p

L
r  identique pour les deux modèles présentés ci-dessus : à partir de l’Équation 

2.21 
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Le tenseur gradient du vecteur vitesse associé au glissement plastique en grandes déformations 
p

L  en prenant en compte la porosité s’exprime par : 
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Notons que n
s représente la direction de l’écoulement pour un matériau poreux, différente de 

celle pour un matériau sain Ns qui est fixée par la loi de Schmid. 

 

En imposant que la variation de la surface de charge reste nulle 0  pour une variation de σ, 

la variation de τs
* est donnée par : 

 

                                                                  0*

*












s

s







                                     Équation 4.16 

 



 

CHAPITRE 4 : Développement d’un modèle monocristallin poreux  

 152 

A l’aide de l’Équation 4.13, la direction de l’écoulement peut être donnée par : 
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Les expressions de M et H peuvent être calculées et présentées respectivement comme suit : 
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avec s le déviateur du tenseur des contraintes et 1 le tenseur d’identité d’ordre 2. 

 

Les composantes dans la matrice jacobienne adaptées aux matériaux poreux sont mises à jour 

dans l’Annexe II. 1. Par contre, le calcul de la matrice tangente cohérente reste inchangé. 

 

 

4.4 Tests simples sur des monocristaux non-irradié et irradié 
 

Suite à l’implémentation du modèle monocristallin poreux dans le code ZéBuLoN, des tests 

simples sont réalisés afin de vérifier l’implémentation et de réaliser une étude préliminaire des 

influences de l’orientation cristallographique et de la porosité sur le comportement mécanique des 

matériaux non-irradié et irradié. 

 

Les calculs numériques en traction simple sont réalisés sur un seul élément fini suivant 5 

orientations cristallographiques représentatives pour les matériaux non-irradié et irradié avec les 

mêmes conditions de tests que celles utilisées dans la Section 2.5.2. Les paramètres de la loi cristalline 

sont pris dans le Tableau 2.5 sauf que les coefficients de la matrice d’interaction a
su sont choisis 

identiques ai = 0.124 (i = 1…6) afin d’éviter l’apparition de l’instabilité numérique. De plus, pour le 

matériau irradié, l’effet d’avalanche est également introduit dans les tests avec les paramètres τa = 

20MPa et γa=0.005. Les résultats obtenus pour une direction de traction suivant [001] sont présentés 

sur la Figure 4.1. Les résultats des calculs numériques suivant les autres directions de traction sont 

présentés dans l’Annexe II. 2. 
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(a)                                                                                   (b) 

Figure 4.1 : Courbes de traction obtenues pour les matériaux (a) non-irradié et (b) irradié, sans et avec 
le modèle monocristallin poreux, pour différents niveaux de porosité. 

 

D’après tous les résultats présentés ci-dessus, on peut constater que le modèle monocristallin 

poreux permet de décrire l’effet de porosité sur un monocristal en présence de cavités, en prenant en 

compte la cristallographie du monocristal. L’utilisation de ce modèle poreux ne pose pas de problème 

d’instabilité numérique par rapport au modèle cristallin dense. Les évolutions de porosité suivant 

différentes directions de traction sont tracées sur la Figure 4.2. Du fait que ces résultats sont obtenus 

à partir des calculs de traction uniaxiale, la croissance des cavités n’est pas très importante. 

Cependant, une influence de l’anisotropie due à la cristallographie du monocristal sur la croissance 

des cavités peut être observée. Celle-ci reste à vérifier à partir des calculs de cellules élémentaires. 

 

 
Figure 4.2 : Evolutions de porosité pour différentes orientations cristallographiques. Les résultats sont 
obtenus à partir des calculs de traction uniaxiale. 

 

 

4.5 Bilan et conclusions partielles 
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Basé sur l’approche variationnelle de type Hashin-Shtrikman d’un monocristal linéaire de 

comparaison [Debotton (1995) et Bugat (2000)], un modèle de type Gurson pour les monocristaux 

poreux a été développé. Un terme quadratique de la cission résolue τ
s permettant de décrire 

l’anisotropie liée à la cristallographie intervient dans le critère de plasticité proposé. 3 coefficients α, 

q1 et q2 sont introduits dans le critère et ajustés sur un grand nombre des calculs numériques réalisés 

sur une cellule monocristalline tri-dimensionnelle parfaitement plastique contenant une cavité 

sphérique au milieu de la cellule. Les effets de l’orientation cristallographique, de la triaxialité et de la 

porosité sont étudiés. D’après les résultats obtenus, on peut conclure que le critère de plasticité 

développé est capable de prédire la surface de charge d’un monocristal poreux pour tous les niveaux 

de triaxialité, en tenant compte des directions du chargement principale et secondaire, ainsi que 

l’effet de la porosité. Ce travail a fait l’objet d’un article qui a été soumis à « International Journal of 

Solids and Structures » en 2012. 

 

D’après les résultats préliminaires obtenus, dans un premier temps, on peut conclure que le 

modèle monocristallin poreux a été bien implémenté avec les méthodes d’intégration explicite et 

implicite dans le code de calcul ZéBuLoN. Ce modèle poreux prend en compte les effets de 

l’orientation cristallographique et de la porosité. L’expression de l’évolution de la porosité est donnée 

explicitement à l’aide du formalisme en grandes transformations. Afin d’étudier précisément l’effet de 

la porosité sur l’écrouissage du matériau, ainsi que la croissance et la coalescence des cavités au sein 

d’un monocristal, une loi d’évolution de la forme des cavités pour les monocristaux poreux doit être 

proposée, en comparant les résultats obtenus à partir de la cellule monocristalline poreuse. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


