Diagonales de fractions
rationnelles bivariées

Les algorithmes du chapitre précédent s’appliquent presque directement pour
calculer un polynéme annulant une diagonale de fraction rationnelle bivariée. Le
point clé est le fait qu’elles ont une représentation sous forme d’intégrale de frac-
tion rationnelle. Nous avons déja évoqué cela sommairement dans l'introduction
et dans le premier chapitre. Dans la premiére section de ce chapitre, nous allons re-
venir sur la définition et les propriétés de base des diagonales. La deuxieme section
présente une solution algorithmique au calcul d'un polynéme annulateur. La mé-
thode est trés similaire a 1’algorithme PollntFRat a cela prés que I'on peut apporter
une optimisation supplémentaire en utilisant la forme particuliere que prennent
les représentations intégrales des diagonales. Enfin, on étudiera en fin de chapitre
le polyndme minimal de la diagonale d'une fraction rationnelle F dans le cas géné-
rique et montrerons en particulier que son degré est génériquement exponentiel
en le bidegré de F.

4.1 Généralités

Définition 81. Soit F € k(x, y) une fraction rationnelle réguliere en (0,0). On peut
alors développer F dans k[[x, y]] :

F(x,y) = Z ai,jxiyj,
i,j=0

avec a; j € k pour tous i et j. On définit alors la diagonale de F, notée AF, comme
étant la série univariée
AE() =Y a;it' k(1]
i>0
Commencons par une premiere remarque trés simple mais fondamentale dans
les calculs de diagonales.

79
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Lemme 82. SoitF € k(x, y) une fraction rationnelle réguliere en (0,0). Alors
AF(f) =[y™"] lF(£ y)
y \y)
Démonstration. Ecrivons le développement de F en série entiére :

Fx,y)= Y. ai;x'y/,
i 750

avec a;,j € k pour tous i et j. Alors le changement de variable x — ¢/y donne
1 (¢t oo
y \y i,j=0

Ceci est une égalité entre éléments de k((y))((#)), on peut donc en extraire le coef-
ficient de [y‘I] au sens de la définition 7 :

1 (¢t ;
[y‘I]—F(—,y) =) a;;t' =AF(1).
y y ZZZO 1,1

O

Remarque 83. Cette formule peut aussi étre lue dans l'autre sens. En effet, suppo-
sons que l'on a écrit une série f € k[[t]]

f@ =1y R y),
pour une certaine fraction rationnelle F e k(¢, y). Alors, le lemme 82 montre que
f@) =A{yF(xy, )},
pour peu que la fraction rationnelle yF(xy, y) soit réguliére en (0,0).

Proposition 84. SoitF € k(x, y) une fraction rationnelle. Notons y,, y»,..., Y. les pe-
tits péles de la fraction

(5]

—_— —_— , y

y \y

eny.
Alors

AF(t) = XC:Res(lF(£ y) y-)
= y yy »J1 |-

Ce résultat est une généralisation a un corps de caractéristique 0 quelconque
d’un résultat de Furstenberg .

1. FURSTENBERG, “Algebraic Functions over Finite Fields”.
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Démonstration. On part de 'expression de AF comme résidu (lemme 82) :
AF(t) = [y_l]lF (5 y)
y )

On calcule alors le membre droit a I'aide de la formule des résidus (proposition 8
p- 29), ce qui donne le résultat escompté.
O

Corollaire 85. Soit F € k(x,y) une fraction rationnelle bivariée. Alors la diagonale
deF est une série univariée algébrique.

Démonstration. C’est un cas particulier du corollaire 9 p. 30. O

Il est naturel de se demander si la réciproque est vraie : une série algébrique
étant donnée, peut-on toujours trouver une fraction rationnelle bivariée dont elle
est la diagonale ? La proposition suivante, due a Furstenberg?, montre que c’est en
effet le cas si 'on considére une série algébrique qui satisfait une bonne condition
de séparation par rapport a ses conjuguées.

Proposition 86. Soit P € k[f][y] un polynéme tel que
P(0,0)=0, et 0,P(0,0)#0.

Soit f l'unique racine de P dans k[[t]] telle que f(0) = 0. Alors la fraction rationnelle
F(x,y) = yzayP(xy,y)/P(xy, ¥)

est réguliere en (0,0) et

f=AE
Démonstration. Sil'on note d =deg,P et fi = f, f2,..., fa les d racines de P dans
k(x), on a
0yP(x,y) i
e =
On déduit que
ayP(x y &

Yy _Zy fz_ Zy fi

Mais par la proposition 122 de I'annexe A.3, I'hypothése de séparation des ra-
cines de P implique que f est I'unique petit pole de yd,P/P, et le résidu de cette
fraction en f vaut f. La proposition 8 donne alors

[ _1]{y6yP(x,y)}:
P(x,y)

Le résultat attendu découle ensuite de la remarque 83. Il faut simplement s’assurer
que la fraction F est réguliere en (0,0). Mais ceci découle des hypotheéses faites sur
P. En effet, comme P(0,0) = 0, P(xy,y)/y est un polynéme dont on vérifie facile-
ment que la valeur en (0,0) n'est autre que 0, P(0,0). O

2. Ibid., Prop. 2.
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Bien évidemment, ce lemme ne s’applique pas pour une série algébrique f gé-
nérale. Mais Mechik® a montré qu’il est toujours possible de se ramener a la situa-
tion du lemme en développant f assez loin pour qu’elle se sépare de ses conju-
guées. Plus précisément, il a prouvé que la queue du développement de f al'ordre
« est solution d'un polynome satisfaisant les hypotheéses du lemme, pour peu que
I'on choisisse a assez grand. Cependant, sa méthode ne donne aucune information
sur une valeur suffisante de a. Adamczewski et Bell* ont établi une version quan-
titative de ce résultat dans un cadre bien plus général, qui donne acces a une es-
timation d’'un ordre de développement «a suffisant. Le lemme suivant est une spé-
cialisation de leur théoréeme au cas qui nous intéresse. J'’en redonne la preuve en
détail, d’'une part parce qu’elle peut s’exprimer en des termes plus simples dans ce
cas particulier, et également pour rectifier une légere imprécision dans la preuve
d’Adamczewski et Bell.

Lemme 87. Soir P € k(x)[y] un polynoéme sans carré tel que P(0,0) =0, 0,P(0,0) =0
et admettant une racine f € k[[x]] telle que f(0) = 0. On note

o =val, Résultant, (P,0,P),

et on écrit
f) =rx)+xg),

ot r(x) = f mod x**!,
Alors g(x) est annulée par un polynéme Q € k[x, y| tel que

Q(0,0)=0, et 9,Q(0,0) #0.

Démonstration. On pose R = Résultant, (P,d,P). De par sa définition, la série g est
annulée par le polynéme P(x, r(x) + x*y). Par la formule de Taylor, on peut récrire
ce polyndéme :

P(x,r+x%y) =P(x, 1) + x*yd,P(x, 1) + x**y*H(x, ), 4.1)
pour un certain polynéme H € k[x, y]. En évaluant cette égalité en g, on obtient

P(x,r) = —x“gd,P(x, 1) — x**g*H(x, 7). 4.2)

Comme g(0) =0, ceci implique en particulier que

val,P(x,r) > a.

Maintenant, les propriétés élémentaires du résultant font qu'’il existe des poly-
némes U,V ek[x, y] tels que

R(x) =U(x, y)P(x,y) +V(x,y)0,P(x, y)

3. MECHIK, “Sur la constante d’Eisenstein”.
4. ADAMCZEWSKI et BELL, “Diagonalization and rationalization of algebraic Laurent series”.
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(voir la proposition 129 de 'annexe A.5). Comme val, R = a et val, P > a, cette éga-
lité implique que valy (V(x,7)0,P(x, 7)) = a, et donc

val,0,P(x, 1) <a.

(A noter que cette inégalité peut étre stricte, c’est 1a 'imprécision dans la preuve
originelle.) Posons f = val, d,P(x, r). Alors en réinspectant I'égalité (4.2), on constate
que

valy P(x,r) 2min(a+p+1,2a+2) =a+p+ 1.

Ceci et 'égalité (4.1) montrent que le polynome P(x, r + x*y) est divisible par x**P.

On pose donc
P(x, 7+ x%y)
xo+p

Qx,y) = e klx, yl.

Par construction, on a Q(x, g(x)) = 0. De plus, I'égalité (4.1) se récrit

_P(x,r)  0yP(x,1)
Qlx,y) = T + 5 +

x*Py2H(x, y).

En évaluant cette égalité en (0,0), on obtient Q(0,0) = 0 puisque val, (P(x, r)/x**F) >
1. En la dérivant et en évaluant en (0,0), on obtient

3,P(x, 1)
0,Q(0,0) = T(O,O) #0

par définition de f3. O

Remarque 88. Si l'on note (dx,d,) le bidgré de P, la proposition 130 donne une
majoration de l'entier o« du lemme :

a = valy Résultant, (P,d,P) < deg, Résultant, (P,0,P) < 2d,d,.

Grace aux deux lemmes précédents, on obtient la réciproque du théoreme de
Furstenberg.

Proposition 89. Soit P € k[t, y] un polynéme admettant une série f € k[[t]] comme
solution.
Alors il existe une fraction rationnelle F € k(x, y) réguliére en (0,0) telle que

f=AE

Démonstration. On peut sans perte de généralité supposer que P est sans carré,
quitte a le remplacer par un facteur sans carré annulant f. De plus, on peut sup-
poser que P(0,0) = 0 (il suffit pour cela que f(0) = 0). En effet, si 'on écrit f(x) =
f(0) + xf(x), on remarque que si f = AF, alors f = A{f(0) +F}. 1 suffit donc de
montrer la proposition pour f qui vérifie £(0) = 0.

Maintenant, si de plus 0,P(0,0) # 0, on peut conclure directement par le
lemme 86. Si au contraire 0,P(0,0) =0, on utilise le lemme 87 pour écrire

f) =r)+x%gx),
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de telle sorte que g est annulée par un polynéme Q satisfaisant les hypothéses du
lemme 86. g est alors la diagonale de la fraction

0,Q(xy,y)
_ .27
Gley) = Qlxy,y)

On en déduit que f est la diagonale de la fraction rationnelle

F(x,y) = r(xy) + x)°*Glx, ).

4.2 Polynéme annulateur pour une diagonale de frac-
tion rationnelle bivariée

Jusqu’a la fin du chapitre, on se donne une fraction rationnelle F € k(x, y) régu-
liére en (0,0). On a vu que la diagonale de F est une série algébrique (corollaire 85).
11 est alors naturel de chercher a calculer un polynéme annulateur de AF. Le point
de départ est la formule

1t
AF(?) =y ]—F(—,y.
y \y

On peut donc appliquer directement l'algorithme PollntFRat a la fraction ration-
nelle G(t,y) = F(¢/y,y)/y pour obtenir un polyndme annulateur. Cependant, on
peut faire mieux, en prenant en compte la structure particuliere de la fraction G
qui et obtenue a partir du changement de variables x — t/y dans F. Dans le pa-
ragraphe suivant, on va prédire la forme de G, ce qui permet dans certains cas
de prédire une factorisation du polynéme qui serait calculé par I'algorithme Po-
[IntFRat. Ceci conduit a une variante de cet algorithme qui calcule directement le
facteur qui nous intéresse.

4.2.1 Effet du changement de variables

Pour suivre I'impact du changement de variables x — ¢/y sur un polynéme, on
introduit la notion de degré diagonal.

Définition 90. Soit P € k[x, y] un polynéme, que I'on écrit
P(x,y) = Z ai,jxiyj.
ij
On définit le degré diagonal inférieur et le degré diagonal supérieur de P, respecti-
vement notés ddeg™ (P) et ddeg+ (P) par
ddeg™ (P) =sup{i—j | a;; # 0}

4.3
ddeg” (P) =sup{j—i| a;;#0} *3)
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Plus concretement, comme illustré dans le dessin ci-dessous, le degré diagonal
inférieur d'un polynéme peut se lire sur son polygone de Newton de la facon sui-
vante : on fait descendre une droite de pente 1 depuis 'infini jusqu’a rencontrer
un point du support des coefficients du polynome. Le degré diagonal inférieur est
I'ordonnée a l'origine de cette droite. Le degré diagonal supérieur est obtenu en
faisant monter une droite de pente 1 depuis l'infini jusqu’a rencontrer le support
du polyndme, et en lisant I'abscisse du point d’intersection de cette droite avec
I’axe horizontal.

degré
diagonal
inférieur

nombre de petites branches

degré diagonal supérieur 4

Lecture du degré diagonal d'un polyndme sur son polygone de Newton

La proposition suivante rassemble les propriétés importantes du degré diago-
nal dans notre contexte. (On rappelle que la notation (-)* désigne la prise de partie
sans carré.)

Lemme 91. Pour tous polynémes P,Q € K[x, yl,
1. ddeg™ (P) < deg, P erddeg” (P) <deg,P;
2. ddeg* (PQ) = ddeg* (P) + ddeg™ (Q) ;
3. il existe un polynome P € K[t, y] tel que
P(t/y,y) =y~ 998 ®)P(¢, ), avec P(t,0) £0 et

bidegtyy(f)) = (deg, P.ddeg™ (P) + ddeg™ (P)) ;

4. bidegt’y((f))*) = (deg, P*,ddeg™ (P*) + ddeg™ (P*)).
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Avant de démontrer ce lemme, illustrons ce résultat en appliquant le change-
ment de variable x — #/y au polyn6me dont le polygone de Newton était dessiné
dans l'illustration précédente. Sur I'image ci-dessous, on constate notamment que
le point de coordonnées (i, j) est envoyé sur le point (i, j — i). En particulier, le
degré diagonal inférieur et supérieur donnent la valuation et le degré en y du po-
lynéme de Laurent obtenu par ce changement de variable.

B e — S, 5 NS - -
&
x

degré diagonal inférieur o degré diagonal supérieur

nouveau nombre de petites branches

Polygone de Newton apres le changement de variable x — t/y

Démonstration. Le (1) est immédiat. Les quantités ddeg™ (P) et ddeg* (P) ne sont
autres que —val, P(z/y,y) et degyP(t/y, ¥), ce qui rend limpides le (2) et le (3). De
13, on obtient I'égalité PQ = PQ pour P et Q quelconques, d’'ott (P)* = P*. Le (4) est
alors une conséquence de (1) et (3). O

Par ailleurs, pour utiliser 'algorithme SommeCompPure de la section 3.2, on a
également besoin de connaitre le nombre de petites branches du dénominateur
apres le changement de variables. Comme on I'a déja rappelé, le nombre de pe-
tites branches d'un polynéme est exactement la largeur totale des pentes stricte-
ment négatives dans son polygone de Newton. Dans le lemme suivant, on note
Nsmall(P) le nombre de petites branches d'un polynéme P.

Lemme 92. Soit P € k[x, y] un polynéme tel que P(0, y) # 0. Alors
Nsmall (yddeg_(P)P(t/y, y)) =Nsmall(P*) + ddeg™ (P*).

Démonstration. Ecrivons P(x,y) =Y; jai, jxi y/. On a déja vu que le changement
de variables x — t/y change les coordonnées du point correspondant a a;,; en
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(i, j—1). Cette transformation envoie les sommets du polygone de Newton de P sur
les sommets du polygone de Newton du polyndme de Laurent P(¢/y,y). De plus,
I'hypotheése P(0, y) # 0 fait que le point le plus a droite de la partie de pente stricte-
ment négative du polygone de Newton est invariant par la transformation (puisque
sur l'axe des abscisses). Ainsi, la largeur des pentes négatives est augmentée exac-
tement de ddeg (P) (voir le dessin ci-dessus). La multiplication par yddeg_(P), ne
fait qu’'une translation du polygone, le résultat est donc démontré. O

On peut maintenant utiliser les deux lemmes précédents pour prévoir la forme
de la fraction rationnelle G(z, y).

Proposition 93. Soient A,B € K[x, Y14 ,a, deux polynomes premiers entre eux et tels
que B(0,0) # 0. Soit (d, d; ) une borne sur le bidegré de la partie sans carré de B.
NotonsF=A/B et

G(t )—lls(£ )
=YY

Alors il existe des polynémes P,Q € kl[t, y] tels que

P, )
G(t,y) = ,
D=V S
ou
a=ddeg™ (B) — ddeg™(A) -1, (4.4)

bidegP < (dy,ddeg” (A) + ddeg* (A)), bidegQ < (d,,ddeg™ (B) +ddeg* (B)),
bidegQ* = (d},ddeg™ (B*) + ddeg” (B*)),
Nsmall(Q) = ddeg™ (B*).

Démonstration. C’est une application directe des lemmes 91 et 92, en prenant pour
P et Q les polyndmes A et B. Pour le nombre de petites branches, on utilise en plus
le fait que comme B(0,0) # 0, Nsmall(B*) = 0 (son polygone de Newton n’a que des
pentes positives). O

4.2.2 Algorithme

On garde les mémes notations que dans la proposition précédente, et on re-
vient au calcul d'un polynéme annulateur pour AF. Il y a une légere différence
entre les cas a = 0 et a < 0 : dans le second cas le dénominateur admet 0 comme
petite branche supplémentaire. Notons 7 € k(¢) le résidu de Gen0si a <0, et r =0
si a = 0. Alors la formule de la proposition 84 se récrit

AF(t) = r(0) + f (1),

ol, en notant ¢ = Nsmall(Q) et y1, y2,..., y. les petites branches de Q,

fo= i Res (G, y;).

i=1
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Algorithme PolynémeDiagonale(A/B)

Entrée Deux polyndmes A,B € k[x, y], avec B(0,0) #0
Sortie Un polyndme @ € k¢, y] tel que @(t,A{A/B}) =0

BQ o ydd8 WA(S, y), yi98 ®IB(1, y), ddeg™ (B) - ddeg™ (A) - 1;
si a <0 alors

r — PolynémeRésidus(P/y~%Q, y);

R — PolynémeRésidus(P/y~%Q,Q);
sinon

R — PolynémeRésidus(y*P/Q,Q) ;
¢ — nombre de petites branches de Q;
®(t, y) < numer(SommeCompPure(R, ¢)) ;
si a <0 alors

(¢, y) < numer(P(s,y—1));
renvoyer ®(1, )

Algorithme 9: Polyndme annulant la diagonale d'une fraction rationnelle. La nota-
tion ddeg est définie dans ’équation (4.3) p. 84

Ainsi, pour obtenir un polyndéme ® annulant AF, on commence par calculer un
polynéme R annulant les Res(G, y;) en appliquant 1'algorithme Polyné6meRésidus
p- 67 a (y*P)/Q,Q) si a = 0, et a (P/y~®Q),Q) dans le cas contraire. On obtient
ensuite un polynome ® annulant f en appliquant I'algorithme SommeCompPure
a (R, ¢). On en déduit que le polyndme @(t, y) = CIJ(t,y —r(t)) annule AF.

Cette méthode est implémentée par 'algorithme PolyndmeDiagonale (algori-
thme 9).

Exemple 94. Soit d un entier positif, et soit F; € Q(x, y) la fraction rationnelle dé-
finie par

Faglx,9) = ————.
d(x y) (1_x_y)d+l

Sur cet exemple simple, on peut calculer explicitement la diagonale par un déve-

loppement direct :
2n+d\[n+d
AF4(1) = .

n=0

D’apres le lemme 82 et le corollaire 85, c’est une série algébrique qui est égale a
la somme des résidus de la fraction rationnelle G; de 'exemple 65 a ses petites
branches (avec x remplacé par t). Ici, comme le dénominateur est y — ¢ — y2, iln'a
qu’'une seule petite branche. La diagonale AF; est donc annulée par le polynéme

a2 () (2k) )
_ 2d+1_2 k
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Exemple 95. Soit d un entier strictement positif, et soit F; € Q(x, y) la fraction

rationnelle définie par
d-1

X
Faboy) =T yan

C’est une fraction de bidegré (d, d +1). La premiéere étape de 'algorithme 9 produit

P td*l
_ 0

Ga(t,y)=y QA d_ i’
qui est de bidegré (d,2d + 1), et dont le dénominateur est irréductible et possede
d petites branches. De 13, I'algorithme calcule des polynémes ®,; annulant AF,.
Expérimentalement, ces polyndmes sont irréductibles et leurs bidegrés pour d =
1,2,3,4 sont (2,3), (18,10), (120,35), (700, 126).

A partir de ces valeurs, il est facile de conjecturer que le bidegré est donné par

2d-1) [2d+1
[ 0))

ce qui met en évidence une croissance exponentielle en d. Nous allons voir avec
le théoreme 97 que, dans le cas général, la croissance du bidegré est au plus du
méme ordre de grandeur que dans cet exemple.

Exemple 96. Cet exemple est tiré d'une solution trouvée avec Bostan et Lairez a un
exercice proposé dans I’American Mathematical Monthly par Gessel°. La question
est de prouver 'égalité :

1

n_n —ah
Y s —x—ay+3y) (4-5)

On remarque immédiatement que le membre de gauche est le n-ieme coefficient
de la diagonale de la fraction

1
(1-3y)(1-x-3y+3y%)°

F(x,y) =

On peut donc appliquer l'algorithme Polyn6meDiagonale a F, ce qui produit un
polynéme annulateur pour AF(t) :

©Ot-13((1-90y+3)(1-99y—-1)3.

On en déduit que

3 1
AF(t) =— , ou bien AF(f) = ——.
1-9¢ 1-9¢

Mais comme il est évident que AF(0) = 1, la seule possibilité est
AF(f) = ——,
(0 1-9t¢

5. “Problems and Solutions”. Dans : The American Mathematical Monthly 123 (4) (avr. 2016), p. 399-
406.
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ce qui est équivalent a 'équation (4.5).
11 se trouve que pour cet exemple, on peut retrouver le résultat a la main. En
effet, le changement de variable x— ¢/y donne ici :
1
Q-3 -3y2+3y3-1)
(c’est le lemme 82). Le dénominateur de cette fraction a une forme trés particu-
liére : le polynome

AF(D) = [y

P(t,y) = y—3y2 +3y3 -t
admet une unique racine f telle que f(0) =0, qui n’est autre que l'inverse du po-
lynome y —3y? +3y° pour la composition des séries. Ceci se voit également sur le
polygone de Newton de P. Maintenant, on sait par la proposition 84 que

AF:Res( fl-

(1-3yP(t,y’

Comme f est un podle simple, un calcul classique (voir aussi la remarque sous le
corollaire 64) donne :

1 1 1
R » = = =
“la=sppre,y f) 0, {01-3y)P} (1, /)  (1-3/)0,P(£, /)

1
1-9f+27f2-27f%

et comme f—3f?+3f3 = t, on en déduit 2 nouveau que

1
AF(f) = ———.
() 1-9¢

4.2.3 Bornes

On dispose déja de tous les outils nécessaires pour analyser l'algorithme Poly-
nomeDiagonale. Létape du changement de variables a été analysée dans le para-
graphe 4.2.1, et les algorithmes PolyndmeRésidus et SommeCompPure ont été ana-
lysés dans le chapitre précédent.

Théoreme 97. Soient A,B € K[x, ylq,,a, des polynomes premiers entre eux tels que

B(0,0) # 0. Soit B* la partie sans carré de B, de bidegré majoré par (dy,dy). Alors le

polynéme ®(t, y) calculé par 'appel PolyndmeDiagonale(A/B) vérifie

D D
deg, ®<Dy| 7|, deg,@=|""|,
c
ou
c =ddeg” (B¥),

Dy =2dy(dy +dy+1) +dyx—2(dy — dy)(dy — dy +dy—dj +1),
D, :=ddeg” (B*) +ddeg" (B*).
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Démonstration. D’apres le théoreme 69, quel que soit le signe de a 'appel a Poly-
nomeRésidus produit un polynéme de degré

Dy :=ddeg™ (B*) +ddeg" (B*). (4.6)

DJ’
el
Pour majorer le degré de @ en t, on peut ignorer 'optimisation qui consiste a
prendre en compte la petite branche en 0 et appliquer 1'algorithme PolynomeRési-
dus a (y*BQ,Q) ou (By™“Q,y *Q) selon que a =0 ou a < 0. En effet, le polynome
obtenu de cette facon est clairement un multiple de celui calculé par 'algorithme.
Par le théoréme 69, comme les bidegrés de P, y*P, Q et y~“Q sont tous majorés par
(dy,dy + dy +1), on calcule un polyndéme R de degré en x majoré par D,. Ensuite,

on fait appel au théoréme 77 appliqué a (R, ¢) ou (R, c+1) selon le signe de a. Dans
les deux cas, on obtient
Dy
ol

Puis, par le théoréeme 77, on en déduit que

deg, @ =

deg, @ =

4.2.4 Complexité

Théoreme 98. On reprend les notations du théoréme 97. Alors I'appel Polynéme-
Diagonale(A/B) est effectué en

2

0 Dy

cDy

+(dy+ dy)G)

opérations dans k.

Démonstration. Le calcul de P et Q ne nécessite aucune opération. Ensuite, d’apres
la remarque 71, le calcul de R et r se fait en O((d, + dy)G) opérations. Le nombre de
petits poles est obtenu gratuitement a partir de la décomposition sans carré calcu-
lée par I'algorithme PolynomeRésidus. De 13, comme le degré en x de R est borné
par D, (voir la preuve du théoreme 97), le théoreme 78 montre que I'appel a I'al-
gorithme SommeCompPure cotite O(cD x(DCY)Z) opérations. Enfin, si une translation
de la variable est requise, elle peut étre effectuée par évaluation et interpolation en

~ 2
0Dy (DCY )") opérations. (On pourrait également évaluer et interpoler par rapport a
x et utiliser de meilleurs algorithmes pour la translation univariée °.) O

6. BOSTAN, FLAJOLET et al., “Fast Computation of Special Resultants”, §5.
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4.3 Degré du polynome minimal dans le cas générique

La borne du théoréeme 97 sur le bidegré de @ est légérement pessimiste en ¢,
mais génériquement atteinte en y. Cette derniere affirmation fait I'objet de la pro-
position 100 ci-dessous. On commence tout d’abord par démontrer un lemme de
théorie de Galois, dans lequel on utilise la notation &, pour désigner le groupe
symétrique de degré n.

Lemme 99. Soit K un corps de caractéristique 0, et p € K[y] un polynéme de de-
gré d, dont le groupe de Galois sur K est S,4. On suppose que les racines ay,...,0q
de p dans K sont algébriquement indépendantes sur Q. Alors, pour tout ¢ < d, le
polynéme Z.p de degré (‘g) est irréductible sur K.

(Xcp a été défini dans le paragraphe 3.2.2.)

Démonstration. Comme X =aj +---+a, est une racine de Z.p, il suffit de montrer
que le degré de K(Z) sur K vaut (‘z) Les a; étant algébriquement indépendants
sur Q, toute permutation o € &, des «; par laquelle X est invariant doit également
fixer les ensembles {ay,...,a.} et {acﬂ,...,ad}. Réciproquement, toute permuta-
tion ayant cette propriété induit un automorphisme de K(ay,...,ay4) par lequel
est invariant. En d’autres termes, le groupe de Galois de K(qay,...,a4) sur K(Z) est
égal a G, x S 4_;. On en déduit que K(ay,...,a4) a un degré c!(d —c)! sur K(Z) et d!
sur KK, de telle sorte que K(Z) a un degré (‘Z) sur K. 0O

Proposition 100. Soir A € Q[x, y] un polynoéme. Soient dy et d, des entiers positifs,
ST <dy, st <dy, et

s~ st . o

By =) bPx'+ Y by Y bixy eQUb(), (b)), x, v,
i=0 j=1 i<dy,j<dy
—-sT<j-isst

out les bE.X) et b;.y ) sont des indéterminées et b;j€Q.
Alors le polynéme ®©(t,y) calculé par U'appel PolynomeDiagonale(A/B) est irré-
ductible de degré (Sisfﬁ) surlk = @[(bE.X)), (b;.y)), t,yl.

Démonstration. On reprend les notations de l'algorithme PolynémeDiagonale.
D’apres sa définition dans I'algorithme, le polyndme Q vaut

s~ st o o
Qlt,y) = Z ng) tlys —igy Z b;}’)ys +j +Zbi,jtlys —i+j
i=0 j=1 ij

Notons d = s~ +s". Alors le polynome Q(1, y) ala forme ¥ j<4 tjyj ot chacun des ¢;
est la somme de I'une des indéterminées et de nombres rationnels. Ceci implique
que les t; sont algébriquement indépendants sur Q. Donc Q(1, y) admet G4 pour
groupe de Galois sur Q(%,..., t7) et ses racines sont algébriquement indépendantes
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sur Q7. Cette propriété s'étend a Q(t, ) 8, qui a donc &, comme groupe de Galois
et des racines algébriquement indépendantes, notées yy, ..., y4.

Maintenant, on définit le polynéme R(t, y) = [1; (y — P(z,y:)/8,Q(z, ), ou P =
y*P si a = 0 et P = P sinon. Comme toutes les racines de Q sont simples, R est
exactement le polynéme calculé par I'algorithme PolyndmeRésidus. Alors la famille
{P(t, yi)19,Q(¢, y,-)} est algébriquement indépendante sur @, puisque toute relation
algébrique entre ses éléments en induirait également une pour les y; en réduisant
au méme dénominateur. En particulier, le morphisme naturel Gal(Q/K) = &4 —
Gal(R/K) est injectif, et donc un isomorphisme. (Ici, on note Gal(P/K) le groupe de
Galois sur K de P € K[y].) Comme une simple inspection du polygone de Newton
de Q montre qu’il a s~ petites branches, on peut conclure en utilisant le lemme 99
et le fait qu'une translation de la variable ne change en rien l'irréductibilité de ®.

O

La proposition 100 doit étre comprise comme un résultat d’optimalité. En effet,
pour une fraction rationnelle A/B générique, comme dans la proposition, on a B =
B*, ddeg” (B) = s~, ddeg*(B) = s et B a s~ petites branches. Ceci montre que la
borne du théoreme 97 est optimale dans ce cas (générique).

Si 'on croit au fait que les exemples aléatoires devraient se comporter comme
le cas générique, alors la proposition 100 met en évidence que le polynéme calculé
par 'algorithme 9 sera irréductible la plupart du temps.

A titre d’exemple, on considere le cas particulier de la proposition 100 ol1 s~ =

s*=dy=dy=d.Onaalors deg, ® = (2;).

Exemple 101. Illustrons ce résultat davantage en observant le degré du polynéme
minimal sur des diagonales de fractions rationnelles tirées au hasard. On consi-
dére une fraction rationnelle F(x, y) = 1/B(x, y), ou1 B(x, y) est un polynéme dense
de bidegré (d, d) choisi au hasard. Pour d = 1,2,3,4, la sortie de 'algorithme 9 est
irréductible de bidegré (2,2), (16,6), (108,20), (640,70). Ces valeurs correspondent

a la formule
2d -2\ (2d
(2d2( ( B )) 4.7)

d-1
On constate donc que la borne sur degyd> est fine dans ce cas, et 'irréductibilité
de la sortie indique que la proposition 100 ne peut étre améliorée.

7. WAERDEN, Modern Algebra, §57.
8. Ibid., §61.
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